XXXI ESCUELA VENEZOLANA DE MATEMATICAS
EMALCA-VENEZUELA 2018

PROGRAMACION POLAR

Victor J. Griffin B.

MERIDA, VENEZUELA, 2 al 7 de septiembre de 2018



XXXI ESCUELA VENEZOLANA DE MATEMATICAS

La Escuela Venezolana de Mateméticas es una actividad de los postgra-
dos en matematicas de: Instituto Venezolano de Investigaciones Cien-
tificas, Universidad Central de Venezuela, Universidad de Los Andes,
Universidad Simén Bolivar, Universidad Centroccidental Lisandro Alva-
rado, Universidad de Carabobo, Universidad de Oriente y Universidad
del Zulia; cuenta con el auspicio de la Asociacion Matematica Venezolana
(AMV) y la Union Matematica de América Latina y el Caribe (UMAL-
CA). La XXXI Escuela Venezolana de Matemaéticas es también Escuela
de Matematica de América Latina y el Caribe (EMALCA - Venezuela
2018); ha recibido financiamiento de: Instituto Venezolano de Investiga-
ciones Cientificas (Centro de Estudios Avanzados, Departamento de Ma-
teméticas y Ediciones IVIC), Universidad de los Andes (CEP, CDCHT,
Departamento de Mateméticas de la Facultad de Ciencias, Decanato de
Ciencias y Vicerrectorado Administrativo), Centre International de Mat-
hématiques Pures et Appliquées (CIMPA) y Commission for Developing
Countries - International Mathematical Union (CDC-IMU).

2010 Mathematics Subject Classification: 90C05, 90C29, 51A50, 52B99

(©Ediciones IVIC
Instituto Venezolano de Investigaciones Cientificas
Rif: G-20004206-0

Programacién Polar
Victor J. Griffin B.

Diseno y edicion: Escuela Venezolana de Matematicas
Deposito legal: DC2018001564

ISBN: 978-980-261-194-2

Caracas, Venezuela

2018



XXXI ESCUELA VENEZOLANA DE MATEMATICAS
EMALCA - VENEZUELA 2018

PROGRAMACION POLAR

Victor J. Grithn B.

Universidad de Carabobo

victorgriffin77@gmail.com

MERIDA, 2 al 7 DE SEPTIEMBRE DE 2018






Dedico este libro al

Dios vivo y verdadero, y su hijo eterno

Jesucristo, autor de la vida y salvador del mundo,

a Mary mi amada esposa, companera fiel y verdadera,

a Jack Edmonds, fuente de inspiracién matemética quien

junto con Julian Aroaz me introdujo a polaridades de poliedros.






Indice general

Proélogo

1. Preliminares
1.1. Polaridades Abstractas . . . . . . . ... ... .. .. ......
1.2. Conceptos basicos de poliedros . . . . . ... ... ... ....

1.3.

1.2.1.
1.2.2.
1.2.3.
1.2.4.
1.2.5.
1.2.6.

1.2.7.
1.2.8.
1.2.9.

Poliedros definidos por Desigualdades Lineales . . . . .
Eliminacién Fourier-Motzkin . . . . . . . ... .. ...
Lema de Farkas: . . . . ... ... ... .........
Conjuntos finitamente generados . . . . . . .. ... ..
Conos de recesion, espacios de linealidad y flats . . . . .
Desigualdades Validas y Polaridades dadas por relaciones
bilineales . . . . . . .. . oo
Caras de Poliedros Convexos y Programacion Lineal . .
Caras de P(A,b) y (Ab)-equsetes . . . . . . . ... ...
Caras de C(Sn,Tn) y (Sm,Tnv)-soportes . . . . . . ..

Programacion Lineal Multi-objetivo . . . . . .. ... ... ..

1.3.1.

1.3.2.

1.3.3.
1.3.4.

Dominancia y Eficiencia en términos de funciones obje-
tivos multiples . . . . .. ... Lo oL
Dominancia y Eficiencia en términos de conos de domi-
NANCIA . . . . v v v s e e e e
Demostracion de un Teorema Cléasico de PLMO . . . . .
Metodos para resolver PLMO . . . ... ... .....

2. Polaridades dadas por una desigualdad bilineal general

2.1.
2.2.
2.3.
2.4.

Introduccién . . . . . . ..o

Definiciones y notaciéon . . . . . . ... ...
El Q-polar de C(Sar,TN) - - o o o o o oo
La Q-clausura de C(Sar, TN) -+« v v v v oo e e e

a

© 00 0 g O Ut = =

10
12
14
17
17

18

19
21
23

25
25
28
28
29



2.4.1. Conjuntos relacionados con Q: . . . . .. ... ... ..
2.4.2. Clasificacion de relaciones . . . . . . . .. .. ... ..
2.5. Caracterizaciones de poliedros 2-cerrados . . . . . . . ... ..

3. Analisis Envolvente de Datos (DEA)

3.1. Historiay Conceptos . . . . . . . . . ... ... ...
3.1.1. Los modelos DEA mas sencillos . . ... ... .....
3.1.2. Representacion Geométrica del modelo CCR . . . . . .
3.1.3. Elmodelo DEABCC[12] . .. ... .. ... ... ...
3.1.4. Modelos radiales de otras direcciones (Directional Dis-

tance Models) . . . .. ... Lo

3.1.5. Modelos radiales con restricciones adicionales sobre los
multiplicadores o pesos . . . . . . ... L.

3.1.6. Modelos radiales modificados para lograr eficiencia Koop-
mans/Debreu . . . ... Lo Lo

3.1.7. Modelos aditivos (No-radiales) . ... ... . ... ...

3.2. El modelo SBM de Tone 2001 . . . . . . ... ... ... ....
3.3. Presente y futurodel DEA . . . . ... ... ... ...

. Programacién Polar
4.1. Introduccidn . . . . . . . . . . ..
4.2. Un Programa Lineal Base y su Dual para analizar un punto de
datos . . . . . .
4.2.1. Parametros y Variables . . . ... ... ... ... ...
4.2.2. Programa Lineal Espacio de Datos . . . . .. ... ...
4.2.3. Programa Lineal dual en espacio polar . . . . . . . . ..
4.3. Interpretacién geométrica del modelo general . . . . . . .. ..
4.3.1. El Envolvente: . . . .. .. ... ... .. ........
4.3.2. El Dominante . . . . . .. .. ... ... .. ...
4.4. Envolventes poliédricos Particulares . . . . .. .. .. ... ..
4.5. El Dominante, politica de frontera . . . . . . . . ... ... ..
4.5.1. Modelos Radiales: una sola direccién desde o hacia un
OTIGENl . . . . . . . oo
4.6. Aproximacion de la Capsula Convexa de los datos . . . . . . .
4.7. Extension a Modelos Difusos . . . . . ... ... ... .. ...
4.7.1. Parametros y Variables: Difuso . . . . . ... ... ...
4.7.2. Programa Lineal Espacio de datos: Difuso . . . . . . ..
4.7.3. Programa Lineal dual en espacio polar: Difuso . . . . .
4.7.4. Caracteristicas de los modelos . . . . . . ... ... ...

46

47

48
49
51
52

55
%)



5. Proceso basico de modelado para aplicaciones de mineria de

Datos 67
5.1. Definir objetivos del proyecto . . . . . . ... ... ... 67
5.2. Definir variables homogéneas de datos para comparar los entes
entre SI . . . . . L. 67
5.3. Colecciébn dedatos . . . . .. . .. .. .. oL 68
5.4. Definir un envolvente poliédrico para los datos . . . . . .. .. 68
5.5. Seleccionar entes a analizar en detalle . . . . .. ... .. ... 69
5.6. Definir el dominante, es decir, una politica de frontera . . . . . 69
5.7. Llevar a cabo el anélisis de los puntos seleccionados . . . . . . . 69
5.8. Cosas por terminar . . . . . . . .. ... 70

Bibliografia 73






Proélogo

sPor qué se da vida al hombre que no sabe por donde de ir,
y a quien Dios ha encerrado?
La Biblia, Job 3:23

El clamor del patriarca Job retumba a lo largo de los siglos demandando res-
puesta al problema de dolor y sufrimiento. No pretendemos acercarnos a pro-
blemas tan trascendentales sino a encierres mucho mas accesibles al analisis
matematico y al poder computacional del siglo veinte-uno.

La tarea de comparar unidades productivas o de servicio entre si en relaciéon
con su eficiencia o productividad llevé a Charnes, Cooper y Rhodes desarrollar
el primer modelo de Analisis Envolvente de Datos en 1978. Esa técnica repre-
sentaba cada ente en términos de un conjunto finito de variables de input y de
output para poder asi cuantificar la eficiencia de cada uno como una combina-
cion lineal de las variables de output dividido por una combinacién lineal de
las variables de output. Usando técnicas de programacion lineal se identifica-
ban las entes que no eran dominados en términos de eficiencia por otras entes
mas eficientes y para cada ente que si era dominado por otras, se identificaba
un punto de referencia eficiente en la frontera de un envolvente poliédrico que
contenia los puntos de datos. Desde ese primer modelo se ha desarrollado dece-
nas de otros modelos, algunos con parecer muy distintos, para lograr objetivos
similares.

Muchos pensamientos, filosofias y religiones han surgido para intentar respon-
der las preguntas de Job hasta Jesucristo dio la respuesta divina,

Yo soy la resurreccion y la vida;
el que cree en mi, aunque esté muerto, vivird.
Yo soy el camino, y la verdad, y la vida;
nadie viene al Padre, sino por mf.

La Biblia Juan 11:25; 14:6

XI



triunfando, en su propia resurreccion, sobre el dolor, el sufrimiento y la muerte.
Este texto no pretende una tesis y demostraciéon tan gloriosa pero si presenta
un modelo general y técnicas generalizados de an&lisis envolvente de datos
basado en polaridades de poliedros. Se describe el modelo general en términos
geométricos sencillos como un problema de optimizacion lineal cuyo objetivo es
encontrar un punto en la interseccion de dos poliedros que mas domina el punto
siendo analizado. Uno de los poliedros involucrados es un envolvente poliédrico
arbitrario de los datos y el otro poliedro esta determinado por las direcciones
y pardmetros usadas en la definiciéon de dominancia. Diversos modelos clésicos
de analisis de eficiencia son vistos como casos especiales pero ademas se veran
otras aplicaciones en mineria de datos donde el objetivo es el explorar y conocer
las caras que componen la frontera de un poliedro envolvente.

vjg
Valencia, Julio 2018



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Polaridades Abstractas

Temas de dualidad y polaridad en los cuales se logra describir un fenémeno en
dos formas muy distintas pero a la vez equivalentes ocurren con cierta frecuencia
y han sido extremadamente ttiles en la matematica y otras ciencias naturales.
La naturaleza de la luz puede verse en términos de hondas y también como
particulas. En la teoria de colas, es sumamente ttil poder describir la cantidad
de eventos que ocurren en un periodo de tiempo con la distribucién Poisson
cuando el tiempo entre eventos obedece a una distribucién Exponencial con el
mismo parametro A igual a la tasa promedio de eventos. Temas de dualidad
en la programacién matematica, son muy ricas en aplicaciones especialmente
en la economia y la combinatoria. En este libro veremos la gran utilidad de la
doble descripcion de poliedros y sus caras. Empezamos con una discusion de
polaridades abstractas.

Definicién 1.1. Dados dos conjuntos X y Y, con una relaciéon binaria * C
X x Y donde (z,y) € * es denotado por z*y, se define el x-polar de cualquier
P C X como

P ={yeY:zxy VYaeP}
Similarmente
Definicion 1.2. el #-polar de cualquier @ C Y es

Q”(*)E{xGX:x*y Yy e Q}.
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Definicion 1.3. Las funciones p(*) : 2% — 2Y y o () : 2¥ — 2% se llaman la
polaridad definida por * entre subconjuntos de X y subconjuntos de Y.

Notese que la definicion de o(x) es idéntica a la de p(x) con los conjuntos de X
y Y intercambiados entonces desde cualquier proposiciéon en relaciéon a la pola-
ridad entre X y Y se puede obtener otra por intercambiar X y Y e intercambiar
o(x) y p(x). Salvo cuando sea necesario hacer referencia explicitamente a la
funcion p(x) o a o(*),

Definicion 1.4. se denota el x-polar de P por P* donde

pr— pr¥) 4P C X,
| P gPCY.

Proposicién 1.5.
P, C P C Ximplica P* C Pf

porque y € P* implica x*y por todo =z € P, C P.

Proposicion 1.6.

porque para todo x € P, z*y para todo y € P*.

Definicién 1.7. Para cualquier conjunto P C X o P C Y, el conjunto P** se
llama la *-clausura de P. Si P= P** se dice que P es x-cerrado.

Por la simetria notada previamente las ecuaciones 1.5 y 1.6 son ciertas para P
un subconjunto de Y. Entonces 1.6 dice que cualquier subconjunto de X o Y
estd contenido en su x-clausura.

Aplicando 1.5 a 1.6 obtenemos (P**)* C P*. 1.6 mismo nos indica que P* C
(P*)**, entonces

Proposicién 1.8.
P* — P***

es decir, el x-polar de cualquier subconjunto de X o Y es *-cerrado. Este hecho
ilustra cuan apropiado es el término ”x-cerrado”. P* es "x-cerrado” en el sentido
que anadir cualquier otro elemento a P* destruiria la propiedad de que todo
elemento de P es #-relacionado con todo elemento de P. P* es el tinico conjunto
maximal con esa propiedad.

Conjuntos *-cerrados son caracterizados por
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Proposicion 1.9. P es x-cerrados si y sdlo si existe Q tal que P = Q*

Demostracion. Si P es x-cerrado, sea () = P*. Por otro lado, si existe Q tal que
P = Q* entonces por 1.8, P** = (Q*)** = Q* = P pues P es x-cerrado. O

Con cada subconjunto #-cerrado P C X, corresponde un dnico subconjunto
x-cerrado de Y, especificamente el x-polar de P. Mas precisamente,

Proposicion 1.10. La funcion p(x) es una biyeccion entre la familia de subcon-
juntos cerrados de X y la familia de subconjuntos x-cerrados de Y que invierta
el orden por inclusion. o(x) es la funcion inversa de p(x).

Demostracion. p(x) es sobreyectiva ya que cualquier subconjunto x-cerrados,
P C X,es el -polar de P?™*)_ el cual es un subconjunto *-cerrado de X por
1.6. La inversa de p(*) existe, siendo (%), ya que P= (P?(*))?®) para todos
los subconjunto *-cerrado de X. Pues p(x) es una biyeccion. Por 1.5 sabemos
que p(x) invierte el orden por inclusion. O

Observacion 1.11. Referimos a un subconjunto *-cerrado de X y su *-polar
como un par *-polar porque cada uno es el x-polar del otro. En ese sentido, el
s-polar da una representaciéon alterna de su contraparte.

Proposicion 1.12. La interseccion de dos subconjuntos x-cerrados de X cua-
lesquier es también x-cerrado.

Demostracion. Sean Py y P, dos subconjuntos *-cerrados de X,es decir P; =

vy P, = Py*. Por 1.6, P, N P, C P; implica (P, N Py)** C P para
i=1,2. Entonces (P; N Py)** C Pf* N P;* = P; N P,. Pero otra vez por 1.6,
PiNP, C (PiNPy)**, entonces PLNPy = (PLNPy)** y PyN Py es x-cerrado. [

Finalmente, nétese que ambos X y Y son los *-polar del conjunto nulo entonces
por Proposicién 1.9 tenemos

Proposicion 1.13. Ambos X y Y son x-cerrados.

Ejemplo 1.14. Amistades entre dos conjuntos de amigos
Sean X={ ,Luis,Juan,Josué}, Y={ ,Luisa,Julia,Loyi}
los conjuntos y la relacién binaria * C X x Y, las amistades definidas por:

{José,Julia}, {Juan,Julia}, {Josué,Julia}, {Luis,Luisa}, {Luis,Loyi},
{José,Juanita}, {Juan,Juanita}

Veamos que se cumplen las propiedades:
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PCX P* pP** *_cerrado
0 Y 0 si
{Jose} {Julia,Juanita} {Jose,Juan} no
{Juan} {Julia,Juanita} {Jose,Juan} no
{Luis} {Luisa,Loyi} {Luis} si
{Josue} {Julia} {Juan,Jose,Josue} no
{Jose,Juan} {Julia,Juanita} {Jose,Juan} si
{Jose,Luis} 0 X no
{Jose,Josue} {Julia} {Jose,Juan,Josue} no
{Juan,Luis} 0 {Jose,Juan,Josue} no
{Luis,Josue} 0 X no
{Jose,Juan,Luis} 0 X no
{Jose,Juan,Josue} {Julia} {Jose,Juan,Josue} si
{Juan,Luis,Josue} 0 X no
{Jose,Luis,Josue} 0 X no
X 0 X si
QCY Q* Q** *_cerrado
0 X 0 si
{Juanita} {Jose,Josue} {Julia,Juanita} no
{Julia} {Jose,Juan,Josue} {Julia} si
{Luisa} {Luis} {Luisa,Loyi} no
{Loyi} {Luis} {Luisa,Loyi} no
{Juanita,Julia} {Jose,Juan} {Juanita,Julia} si
{Juanita,Luisa} 0 Y no
{Juanita,Loyi} 0 Y no
{Luisa,Julia} 0 Y no
{Luisa,Loyi} {Luis} {Luisa,Loyi} si
{Julia,Loyi} 0 Y no
{Juanita,Luisa,Julia} 0 Y no
{Juanita,Julia,Loyi} 0 Y no
{Luisa,Julia,Loyi} 0 Y no
{Juanita,Luisa,Loyi} 0 Y no
Y 0 Y si
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Biyeccién que invierte el orden por inclusién

/ X
{ , Juan, Josue} {Luis}

|

{ , Juan}

RN

0

/N

{Ju]la} {Luisa, Loyi}

{]ulza /
N\

1.2. Conceptos basicos de poliedros

. Qué es un poliedro? Posiblemente viene a la mente algunos de los so6lidos pla-
tonicos como el dodecaedro con 12 caras maximales, 20 vértices y 30 aristas
y el icosaedro con 20 caras maximales, 12 vértices y 30 aristas. Se puede con-
siderar cada uno de estos ejemplos como la interseccién de los semi-espacios
que definen sus caras maximales o también como el conjunto de combinaciones
convexas de sus vértices o puntos extremos. Estas dos maneras de definir un
poliedro son duales u opuestos en naturaleza: una definicion en términos de las
caras maximales o facetas y otra en términos de las caras minimales o vértices.
El objetivo de esta secciéon es explorar, en forma intuitiva, definiciones y carac-
terizaciones de los poliedros convexos y de sus caras, enfatizando la dualidad
ya notada y utilizando diferentes polaridades en el desarrollo de la teoria.
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Figura 1.1: Dodecaedro

Figura 1.2: Icosaedro

1.2.1. Poliedros definidos por Desigualdades Lineales

Se considerara primeramente el concepto de poliedro como la interseccion de un
ntmero finito de semi-espacios. Cada semi-espacio es el conjunto de soluciones
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de una desigualdad lineal. Un ejemplo de un semi-espacio en tres dimensiones
seria P = {(y1,v2,y3) € RE : 3y; + 2y + 4yz < 1} donde K={1,2, 3}.

Definicién 1.15. Un poliedro P C R” es el conjunto de soluciones de un
conjunto finito de desigualdades lineales, es decir, P = P(A,b) = {z € R’ :
Az < b} para una matriz A € R’/ y vector b € RL. El par (A, b) se llama el
sistema que define P. Para cada elemento i € I, la i-ésima fila de A y el i-ésima
elemento de b, definen la desigualdad lineal A;z < b;.

Observacion 1.16. Noétese que un poliedro segin la definicién 1.15 no sola-
mente tiene forma y estructura como el dodecaedro mencionado, sino también
una ubicacién especifica en el espacio vectorial. Por ejemplo, el origen 0; del
espacio pertenece a P(A,b) solamente si b 2 0;.

1.2.2. Eliminacion Fourier-Motzkin

Una de las primeras preguntas que uno podria hacer acerca de un sistema de
desigualdades es si existe o no un vector € R’ que satisface o cumple cada
una de las desigualdades del sistema y si tal solucion existe, encontrar una. A
continuaciéon describimos el método de Eliminaciéon Fourier-Motzkin descrito
por Fourier en 1826 y re-descubierto por Dines en 1919 y por Motzkin en 1936.

Procedimiento 1.17. Sea A € R’™*/ y b € R! donde I y .J son dos conjun-
tos finitos de indices. Se puede usar el procedimiento descrito a continuacién
llamado Eliminaciéon Fourier-Motzkin, para encontrar una soluciéon del sistema
de desigualdades Az < b si una solucion existe, y si no existe ninguna, proveer
un certificado que demuestra que no hay.

Para cualquier j € J, sea IP = {i € I : A;; > 0}, sea IN = {i € I :
Ajj <0t elIE ={iel: A, =0} Paracadai € IP y cada k € IN,
multiplique la desigualdad i por —Ag;/A;; y sumar el resultado a la desigualdad
k. Este conjunto de nuevas desigualdades junto con las desigualdades originales
indexadas por IF no involucran a la variable z; y definen la proyeccién de
P(A,b) al espacio RT*/~{7} Observemos que cada desigualdad nueva seria una
combinacién no-negativa de las desigualdades originales. Si IP =0 o IN =0
no habra desigualdades nuevas y las restricciones indexadas por IE definen
la proyeccion. Repitiendo este procedimiento sucesivamente al conjunto nuevo
de desigualdades, se puede eliminar cada una de las variables restantes para
obtener un conjunto de desigualdades en que cada desigualdad es de la forma
MAz < A'b para algin A € R tal que A = 0,\'A = 0. Si el coeficiente al
lado derecho de cada desigualdad es no-negativa, es decir A'b > 0, se puede
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encontrar una solucién por inspeccién del sistema anterior involucrando una
sola variable y extenderla sucesivamente para obtener una solucién del sistema
original. Si el lado derecho de alguna de las restricciones finales es negativa, es
decir, A\'b < 0, entonces ese A es un certificado que no existe ninguna soluciéon
del sistema original.

Un resultado inmediato de Eliminacién Fourier-Motzkin es el siguiente teorema
llamada Lema de Farkas.

1.2.3. Lema de Farkas:

Teorema 1.18. Dado A € R/ b e R!, existe x € R’ tal que Az < b o existe
A €eR! tal que XA =0,X 2 0,\*b < 0 pero nunca ambos.

Se deja como ejercicio demostrar el siguiente corolario:

Teorema 1.19. Dado un poliedro P = P(A,b) # 0, una desigualdad lineal
ctx £ « es vdlida para P, es decir,se cumpla por todo x € P, si y solo si existe
A€ RL tal que c= XA yaz= b,

Observacion 1.20. Se puede usar el procedimiento de Eliminacion Fourier-
Motzkin para resolver problemas de optimizacién lineal. Considera el programa
lineal:

Maximice z = ctz

sujetaa: Az <b

Incorporar las desigualdades ¢’z — 2z £ 0y —cfz + 2 £ 0 al sistema de desigual-
dades originales, y eliminar todas las variables salvo la variable z. Determinar
el valor méximo posible de z y extender la solucién para obtener un valor de
x.

1.2.4. Conjuntos finitamente generados

Al considerar algunos ejemplos sencillos de poliedros en 2 o 3 dimensiones,
se observa que no todos los poliedros definidos por desigualdades lineales son
acotados como el dodecaedro. Considere el caso de {z € R? : 1 = 0,75 >
0}. Tampoco todos los poliedros tienen puntos extremos o vértices como por
ejemplo, {r € R3: x1 = 0,25 = 0}. Estos casos motivan la siguiente definicion
de un conjunto finitamente generado que consiste de las combinaciones convexas
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de un conjunto finito de puntos mas las combinaciones no-negativas de un
segundo conjunto finito de puntos.

Definicién 1.21. Para Sy, € RM*J y Ty € RN*J O(Sy, Tn) = { €
R’ : EzisteA € RY, u € RY tal quex® = XSy + p'Ty, A'1py = 1} se llama
el conjunto finitamente generado por Sy y T y el par (Syr, Tiv) se llama su
sistema generador.

Definicién 1.22. Dado dos subconjuntos X y Y de R”, la suma Minkowski
de los dos conjuntos es X +Y ={z+y: 2 € X,y e Y}

C(Sar, Ty) entonces es el subconjunto de R” consistiendo de la suma Minkowski
del conjunto de todas las combinaciones convexas de las filas de la matriz Sy,
y el conjunto de combinaciones no-negativas de las filas de T .

Observaciéon 1.23. C(Sy, Ty) =0 siy solo si M = 0.

Observacion 1.24. C(Sy;,Tn) es acotado si y sélo si N = ) o Ty es una
matriz de ceros.

El proceso de eliminacién Fourier-Motzkin 1.17 puede ser utilizado para elimi-
nar las variables A y p del sistema de desigualdades definiendo C(Sys, Ty ) para
obtener un sistema de desigualdades lineales definiendo C(Sys, Ty) en términos
de las variables x solamente. Entonces:

Lema 1.25. Si P C R’ es un conjunto finitamente generado, P es un poliedro.

1.2.5. Conos de recesion, espacios de linealidad y flats

Definicién 1.26. Dado un poliedro P C R”, el cono de recesion de P es
REC(P) = {z € R : para cualquier 2° € P,2° + nz € P para todo n € R }.

Ejercicio 1.27. REC(P(A,b)) = P(A,0;) = {z € R’ : Az £ 0/}.
Ejercicio 1.28. Para M # 0,
REC(C(Sm,Tn)) = C(0,,Tn) = {x € R? : existe p € RY tal que z = p'T}.

Definicién 1.29. Dado un poliedro P C R”, el Espacio de Linealidad de P es
LIN(P) = {z € R’ : para cualquier z° € P,2° + nz € P para todo 1 € R}.

El espacio de linealidad de un poliedro P # () es un subespacio vectorial de R”.
En las proposiciones siguientes se relaciona LIN(P) con REC(P) y se caracteriza
LIN(P) en términos de sistemas y generadores definiendo P.
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Ejercicio 1.30. LIN(P) = {z € REC(P) tal que —x € REC(P)}.
Ejercicio 1.31. Para P(A,b) # 0, LIN(P(A,b)) = {z € R’ : Az = 07}.

Ejercicio 1.32. Para C(Sy, Tn) # 0, LIN(C(Sp,Tn) = {xz € CONE(Ty) :
—x € CONE(Tn)}.

Finalmente, se define el flat de cualquier poliedro como el espacio afin generado
por él.

Definicién 1.33. FLAT(C(Sy,Tn)) = {z € R7 : Eziste A € RM € RV,
tal que x = \'Spr + Ty, N1y = 1}. Noétese que tanto A como p no estéan
restringidas en signo.

Ejercicio 1.34. Para P(A)b) #0,sea H ={i € [ : Aix = b; Vz € P}
Entonces FLAT(P(A,b)) = {z € R : Ayz = by }.

1.2.6. Desigualdades Validas y Polaridades dadas por re-
laciones bilineales

Decir que la desigualdad ¢tz £ a es una desigualdad valida para P C R” es
equivalente a decir que ¢!z < « para todo x € P. Si consideramos a (c, &) como
un vector en R7Y{%} esta desigualdad lineal define una relaciéon binaria & entre
R’ y RV} dado por (z, (ys,50)) € 0 si y solo si zty; < yo. El conjunto
de todos los elementos de R7Y{%} que definen desigualdades validas para P es
el §-polar de P segun la definicion de polaridad dada en la seccién anterior.
Podemos concluir pues que el estudio de desigualdades lineales validas para P
es equivalente al estudio de polaridades dadas por desigualdades bilineales.

Observaciéon 1.35. Todo poliedro P(4,b) € R’ es é-cerrado.

Esto sigue de inmediato por Proposicion 1.9 y el hecho que P(A,b) es el §-polar
del conjunto finito {(A;,b;) : i € I} C R/V{0}

Las desigualdades lineales validas para un poliedro dado como un conjunto
finitamente generado son caracterizadas por:

Lema 1.36. Dado un poliedro P = C(Sy, Tn) # 0, xtc < « es una desigualdad
Smc <« para toda fila S, deSyy

ilid P si 5lo si
va%at para L7 St Y 5050 St { T,c <0 para toda filaT, ySy.

Ejercicio 1.37. Demostrar este lema el cual es equivalente a la siguiente ca-
racterizacion del §-polar de C'(Sps, T)
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Lema 1.38. El §-polar C(Syr, Tn)° de C(Syr, Tw) es

P(6; 8. Ty) = {y e RIU(0), Smys—yo =0 para todom € M }

Toys <0 paratodone N

Dado un sistema generador de un poliedro en R'*” tenemos asi, con facilidad,
un sistema de desigualdades que definen su d-polar. Sin embargo, dado un
sistema de desigualdades que definen un poliedro P(A4,b) € R’, recurrimos al
Lema de Farkas 1.19, para caracterizar las desigualdades lineales validas para
P(A,b) y asi obtener una descripcion de P(A,b)°.

Por el lema de Farkas 1.19, el §-polar de P(A,b) es dado por:

Lema 1.39. Para todo P(A,b) # 0,
P(A,0)° = {(y,y0) € R/ 1IN € RL tal que y = M A, yo 2 \'b).

Eliminando las variables A de este sistema definiendo P(A, b)? por el proceso
de Fourier-Motzkin 1.17, no es dificil mostrar:

Lema 1.40. Para todo P(A,b) # 0, existen conjuntos finitos M # O y N, Sy €
RM*J o Ty € RNX7 | tal que el 6-polar de P(A,b) es igual a P(8; Sy, Tx), €l
§-polar de C(Sar, Tn), es decir, P(A,b)° = C(Sa, Tn)°.

Ejercicio 1.41. Demostrar 1.40

Esto implica que P(A,b)% = C (S, Tn)%. Por el hecho, 1.35, que cada po-
liedro P(A,b) es d-cerrado y el lema 1.25 el cual asegura que cada C(Sns, Tn)
es un poliedro, vemos que P(A,b) = P(A,b)% = C(Sy, Tn)%° = C(Syr, Tn) y
hemos demostrado el

Lema 1.42. Para cualquier P(A,b) # 0, eriste un sistema generador finito
(Sar, Tv) con M # O tal que P(A,b) = C(Sp,Tn), es decir, cada poliedro es
un conjunto finitamente generado.

Lemas 1.25 y 1.42 nos demuestra

Teorema 1.43. Doble Representacion de Poliedros: P C R’ es un po-
liedro, es decir,el conjunto de soluciones de un sistema finito de desigualdades
lineales, si y solo si P es un conjunto finitamente generado.

Figura 1.3 muestra una ilustraciéon sencilla de este teorema basica de la teoria de
los poliedros. La demostracion presentada sigue el patron de una demostracion
dada por Tucker en [44] del Teorema de Minkowski (Cada cono poliedro es
finitamente generado) y el Teorema de Wehl (Cada cono finitamente generado
es un cono poliedro).
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Figura 1.3: Doble Representacion de Poliedros

1.2.7. Caras de Poliedros Convexos y Programacién Li-
neal

Se continuara ahora con el estudio de las caras de un poliedro, es decir, su
frontera o superficie. Ya hemos visto que para cada poliedro () # P C R hay
dos maneras de representarlo, primeramente en términos de un sistema de de-
sigualdades, P = P(A,b) y en segundo lugar como un conjunto finitamente
generado, P = C(Sy, Tn). En realidad hay muchos sistemas de desigualdades
lineales y muchos sistemas generadores que definen el mismo poliedro P y ade-
méas un conjunto finitamente generado se define en términos de desigualdades
lineales y ecuaciones entonces uno podria preguntar porque la necesidad de
destacar estas dos representaciones especificas. La respuesta es que estas dos
representaciones, especialmente cuando son minimales, tienen relacién intima
con las caras del poliedro y por eso son importantes.

Definicién 1.44. Dado un poliedro, §# # P C R”, y una desigualdad cfz < o
vélida para P, si F = {z € P : 'z = a} # () entonces F se llama una cara de
P.

Observacion 1.45. () # F C P es una cara de P si y solo si F es el conjunto
de soluciones 6ptimas de un programa lineal sobre P.

Considere el programa lineal:

Maximice 2z = clx (1.2.1)

sujetaa: Az <
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y su modelo dual:

Minimice  w = y'b (1.2.2)
sujeta a: A=t
y=0

Considere también la expresion
y'(b— Ax)+ (y'A—c") =y'b—c'z (1.2.3)

Si x es factible para el problema 1.2.1 y y es factible para el problema 1.2.2
entonces la expresion 1.2.3 es no-negativa y es igual a 0 si y solo si se satisface las
siguientes condiciones llamadas condiciones de holgura complementaria:

Viel,y; =00 Ax=0b; (1.2.4)
El hecho que la expresiéon 1.2.3 es no-negativa demuestra el siguiente teorema

Teorema 1.46. Teorema Débil de Dualidad

ctx < y'b para cualquier solucion factible x del primal 1.2.1 y cualquier solucion

factible y del dual 1.2.2.

Observacion 1.47. Segun el teorema débil de dualidad, el valor objetivo de
cualquier solucién factible del programa lineal 1.2.1 es una cota inferior del
valor objetivo de cualquier solucion factible del problema dual 1.2.2.

Observacion 1.48. El método simplex para resolver problemas de programa-
ciéon lineal desarrollado por George Dantzig junto con la reglas de Bland para
pivoteo para que sea un procedimiento finito, termina en uno de tres posibles
condiciones:

1. el problema primal 1.2.1 no tiene solucion factible

2. el problema primal tiene solucion factible pero es no-acotado, lo cual
implica que el problema dual no tiene solucion factible

3. el método simplex produce una solucién factible 6ptima para el primal y
una solucion factible 6ptima para el dual que satisfacen las condiciones
de holgura complementaria 1.2.4

El método simplex entonces demuestra el siguiente teorema.

Teorema 1.49. Teorema Fuerte de Dualidad
Si el programa lineal 1.2.1 tiene solucidn dptima entonces su programa lineal
dual 1.2.2 tiene solucion optima con el mismo valor objetivo dptimo.
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Ejercicio 1.50. 1. Demostrar el lema de Farkas por medio del teorema
fuerte de dualidad de programacién lineal.

2. Demostrar el Teorema Fuerte de Dualidad por medio del lema de Farkas.

1.2.8. Caras de P(A,b) y (A,b)-equsetes

Definicién 1.51. Sea ) # P = P(A,b), es decir, Az < b es un sistema de
desigualdades que definen P. Para F' C P, el conjunto de igualdad (en inglés,
equality set) de F' con respecto al sistema Ax < b se define como:

(A,b)-equsete(F) = {h € I : Apx = by, para todo = € F}.

De interés particular son los conjuntos de igualdad de las caras de P(A,b).
Por definicion, cada cara F' de P(A,b) es el conjunto de soluciones 6ptimas del
programa lineal:

Maximice 2z = clx (1.2.5)

sujetaa: Az <D

para algtin vector ¢ € R”7. Es decir, existe a € R tal que c'z < a Va € P(A,b)
y F={z € P(Ab):cz=a}.

Pueden haber muchos puntos de una cara F' de P(A,b) cuyo (A4, b)-equsete no
sea igual al (A4, b)-equsete de F' porque son puntos también de otras caras de
P(A,b) que son subconjuntos propios de F, y en realidad caras propias de F'.

Definiciéon 1.52. Un punto = de una cara F' de P(A,b) se llama un punto
interior de F si el (A, b)-equsete de x es igual al (A, b)-equsete de F.

Por definicion de (A, b)-equsete, es una tarea trivial determinar el (A, b)-equsete
de un solo punto en P(A,b). Es simplemente el conjunto de desigualdades
satisfechas que el punto satisface con igualdad.

Ejercicio 1.53. Mostrar que cada cara no-vacia de P(A,b) tiene un punto

interior.

{Como determinar el (A, b)-equsete de la cara de soluciones 6p-
timas de un PL?

El método simplex para resolver programas lineales siempre encuentra una so-
lucion bésica factible 6ptima si existe. Cuando hay soluciones 6ptimas alternas,
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tal punto 6ptima no es un punto interior de la cara de soluciones 6ptimas. A
continuacion describimos dos métodos para encontrar el (A, b)-equsete de la
cara de soluciones 6ptimas del modelo dado en ecuacién 1.2.5.

1. usar un método de puntos interiores para resolver 1.2.5. El método de
puntos interiores para resolver un programa lineal busca por su propia
naturaleza, un punto interior de la cara de soluciones 6ptimas. Sin em-
bargo, muchos de los paquetes que implementan tal método, después de
encontrar un punto interior de la cara, ejecuta un segundo procedimien-
to, para encontrar una solucién 6ptima que es un punto extremo o vértice
de la region factible y no presenta como solucion el punto interior de la
cara de soluciones 6ptimas. En algunos paquetes de optimizaciéon como
CPLEX, se puede fijar un parametro que especifica que no debe ejecu-
tar el segundo procedimiento para que presente como solucién el punto
interior de la cara 6ptima ya encontrado.

2. El profesor Fukuda en sus apuntes titulados Polyhedral Computation
describe el siguiente método.

a) Resolver el programa lineal 1.2.5 usando el método simplex o cual-
quier método.

b) Sea a* el valor 6ptima y z* la solucion 6ptima obtenida. Sea H C T
el A, b-equsete de z*.

¢) resolver el programa lineal

max t
sujeto a:
Ar—gx <br_pg
Agx +tlg < by

dr=a*

d) Sea (z**,t**) la solucion optima del paso anterior. Si t** = 0, PARE
porque H es el (A,b)-equsete de la cara de soluciones éptimas de
1.2.5 y ** es un punto interior de tal cara. Sino, sea H < {i € I :
A;xz** < b;} y repita desde el paso anterior.

Definiciéon 1.54. Una solucién 6ptima z* del programa lineal 1.2.1 y una
soluciéon 6ptima y* del programa lineal dual 1.2.2 son estrictamente comple-
mentarias si no solamente satisface las condiciones de holgura complementaria
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1.2.4 sino que satisfacen las condiciones
Vi € I, y:‘ >0 o0 Azx* < b; (126)

es decir, cada variable dual y; es positivo o la holgura en la desigualdad corres-
pondiente del primal es positivo en el punto x*.

A W.Tucker en 1956, (ver [44]), demostr6 el resultado siguiente llamado el
Tucker Key Theorem.

Teorema 1.55. Si existe una solucion dptima de un programa lineal, exis-
te una solucion optima primal y una solucion optima dual que satisfacen las
condiciones 1.2.6 de holgura complementaria estricta.

Un corolario bien conocido del principio de holgura complementaria de la Pro-
gramacion Lineal, 1.2.4, es F' C P(A,b) es una cara de P(A,b) si y solo si F
es el conjunto de soluciones de un sistema de desigualdades obtenido por fijar
algunas de las desigualdades de (A,b) en ecuaciones. Més precisamente,

Proposicion 1.56. F es una cara de P(A,b) si y sdlo si existe H C I, tal
que:F' = fap(H) = {x € P(A,b) : Ajz =b para todo i € H}.

Observacion 1.57. Este proposiciéon no estd completamente cierta. Para que
sea cierta siempre, hay que declarar que F' = () es una cara de todo poliedro e
incluir en el sistema de desigualdades una desigualdad como 0 < 1 que siempre
es valida pero nunca se satisface con igualdad.

Ejercicio 1.58. Demostrar proposiciéon 1.56 considerando 1.57.

Siendo I el conjunto de desigualdades lineales (Axz < b), considere la relacion
binaria ¢ entre P(A,b) e I dado por (z,i) € ¥ siy solo si A;x = b;. Por
1.56 y 1.9 los subconjuntos t¢-cerrados de P(A,b) son las caras de P(A,b) y
los subconjuntos 1)-cerrados de I son los (A, b)-equsetes. Entonces por 1.10 se
tiene;

Proposicion 1.59. La funcion f(ayp) definida en 1.56 es una biyeccion que
invierte el orden por inclusion entre la familia de los (A,b)-equsetes y las caras
de P(A,D).

Ejercicio 1.60. Si P(A,b) C R’ es de dimensién plena, es decir, el espacio
de linealidad de P(A,b) es igual a R/, entonces hay una tinica representacion
minimal (no-redundante) (A’,d’) de P(A,b) y los (A',b')-equsetes de las caras
propias maximales (facetas) de P(A,b) consisten de un solo indice, es decir
las facetas de P(A,b) corresponden 1 : 1 a las desigualdades lineales de esa
representacion minimal.
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1.2.9. Caras de C(Sy,Ty) y (Su, Tn)-soportes

Definiciéon 1.61. Para cualquier subconjunto F' de un conjunto finitamente
generado C(Sp,Tn), el (Sar, Tiv)-soporte de F' es (H,I) donde

H = {m € M :S,,puede ser utilizado para generar algin punto de F'}
I ={n € N :T,,puede ser utilizado para generar algin punto de F'}.

En otras palabras el (Sys, T )-soporte de F' C C(Sp,Tn) es el complemento
del (Sar, Tn)-equsete de F' considerando que el sistema de desigualdades y
ecuaciones definiendo C(Sys, Tv) es

z— Ny Sv — pyIn =0
Avly =1
A >0 YmeM
tn >0 YneN

Podemos concluir por la Proposiciéon 1.59.

Proposicion 1.62. Existe una biyeccion definida entre el conjunto de caras
de C(Sar, Tn) y la familia de (Syr, T )-soportes la cual mantiene el orden por
mclusion.

Observacion 1.63. Para problemas de programacion lineal expresados en tér-
minos de un conjunto finitamente generado, existen métodos anélogos a los
métodos descritos en la seccion 1.2.8 para determinar el (Syr, T )-soporte de
la cara de soluciones 6ptimas del programa lineal.

Ejercicio 1.64. Si P = C(Sy, Ty) C R’ es punteada, es decir, el espacio de
linealidad de cualquier cara minimal (vértice) de P es solo el origen 0, entonces
hay una tnica representacion minimal (no-redundante) de C(Sy,Ty) v las
filas de Sy; son las vértices de P y las filas de Ty definen los rayos extremos
de C(OJ, TN).

1.3. Programaciéon Lineal Multi-objetivo

Consideremos ahora problemas de programacion lineal multi-objetivo, es decir,
modelos de optimizacién en que se desea maximizar o minimizar mas que una
funcién objetivo sujeta a un conjunto finito de restricciones lineales.

Los conceptos de dominancia e eficiencia de Programacion lineal multi-objetivo
presentadas en esta seccién son la base para los modelos aditivos del analisis
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envolvente de datos a presentarse en capitulo 3 y el modelo general de progra-
macién polar en capitulo 4.

1.3.1. Dominancia y Eficiencia en términos de funciones
objetivos multiples

Sea J y K dos conjuntos finitos de indices y W € R7*¥

columnas definen | K| funciones objetivos lineales a ser maximizados sobre sub-

una matriz cuyas

conjuntos de R”. (Si una funciéon objetivo es minimizar en vez de maximizar,
multiplique la columna respectiva de W por -1 para que todas los objetivos
son de maximizar. El valor de la nueva funciéon objetiva en un punto va ser el
negativo del valor de la funcién original en el punto.)

En los modelos clasicos de DEA, cada funcién objetivo es una funcién de exac-
tamente una variable: cada variable de output debe ser maximizado y cada
variable de input minimizado. La matriz W seria en este caso una matriz dia-
gonal con un 1 en cada columna/fila representando una variable de output y
un -1 en cada columna/fila representando una variable de input.

Definicién 1.65. Para cualquier z; y z2 in R”,
» 1y W-domina x5 si oW S 2l W y 2l W # 2t W

= 11 es W-equitivo a z9 si oW = W, es decir 23 — x1 pertenece al
espacio de nulidad de W, .

» Para cualquier P C R’ un elemento 2; € P es un punto W-no-dominado
o W-eficiente de P si ningun otro punto de P lo W-domina. El conjunto
de puntos W-no-dominados en P se llama la frontera W-eficiente de P.

En lo que sigue, suponemos que

Suposicién 1.66. el espacio de nulidad de W, {z € R’ : 2!W = 0} es de
dimension cero, es decir consiste solamente del origen.

Ejercicio 1.67. Describe la frontera W-eficiente de un conjunto P C R” cuan-
do el espacio de nulidad de W tiene dimensién mayor que 0.

Cuando P es un poliedro, se puede caracterizar puntos W-no-dominado de P
por medio de un programa lineal:

Teorema 1.68. Sean P C R un poliedro, ¢ € R,e > 0 y ey el vector unitario
(fila) con un 1 en posicion k : k € K.
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T € P es un punto W-no-dominado de P si y solo si el valor dptimo del
programa lineal:

mazwimice Z Bk (1.3.1)
keK
sujeta a:
oW =7'W + Z Brek
keK
xeP
Br>0:ke K

1.3.2. Dominancia y Eficiencia en términos de conos de
dominancia

Sea J y D dos conjuntos finitos de indices y Tp € RP*7 tal que

Suposicion 1.69. el cono C(0;,Tp) es apuntado (pointed), es decir, el espacio
de linealidad del cono es solamente el origen, es decir, no hay z € C(0,,7p)
tal que —z € C(05,Tp) y = # 0.

Definicién 1.70. Para cualquier z; y 2 in R”,

= 15 Tp-domina x1, o en otras palabras, x1 es Tp-dominado por x5 si existe
x3 € C(05,Tp),z3 # 0 tal que 9 = 1 + x3.

» Para cualquier P C R/, un elemento z; € P es un punto Tp-no-
dominado o Tp-eficiente de P si ningtn otro punto de P lo Tp-domina.
El conjunto de puntos Tp-no-dominados en P se llama la frontera Tp-
eficiente de P.

Ejercicio 1.71. Describe la frontera Tp-eficiente de un conjunto P C R
cuando el espacio de linealidad de Tp tiene dimensién mayor que 0.

El concepto de W-eficiencia y el concepto de Tp-eficiencia son equivalentes
cuando los dos conos involucrados son iguales.

Teorema 1.72. Para cualquier P C R, W € R7*K que satisface 1.66 y
Tp € RPX7 que satisface 1.69 y tal que

{xeR:2'W >0} ={reR: 2= 35Tp,Bp >0},

T € P es W-eficiente en P si y solo si T es Tp-eficiente en P.
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Ejercicio 1.73. Demostrar el teorema 1.72

El siguiente teorema, el cual es la base para los modelos radiales y aditivos
DEA, caracteriza los puntos Tp-eficientes por medio de un programa lineal.

Teorema 1.74. Sea® € P C R’ y {ps € R :d € D} un conjunto de pesos
estrictamente positivos. Entonces S, € P es un punto Tz-no-dominado de P si
el valor dptimo del programa de optimizacion siguiente es cero.

Maximice Z Bapd (1.3.2)
deD
Sujeto a:
So+ Y Bdlu=z€P (1.3.3)
deD
Ba>0:de D

Ejercicio 1.75. Demostrar el teorema 1.74.

Soportes de la cara de soluciones 6ptimas

Cuando el poliedro P en Teorema 1.74 esté definido como el conjunto finita-
mente generado C(Sys,Tn) el programa lineal 1.3.2 seria

Maximice 7 = Z Bapa (1.3.4)
deD

Sujeto a:
So+ Y BT = NyySur + ply (1.3.5)
deD
Ba>0:deD
A >0:meM
tn>0:neN

y en muchas aplicaciones se desea saber el (Sys, Ty )-soporte de la cara minimal
de C(Sy,Tn) v el Tp-soporte de la cara minimal del cono C(05,Tp) que
contienen el conjunto de soluciones 6ptimas del programa lineal.

Analogo a los métodos dados en la seccidon 1.2.8, se puede determinar tales so-
portes usando un algoritmo de puntos interiores que produce un puntos interior
de la cara de soluciones 6ptimas y no un punto extremo del mismo. También
se puede usar el método siguiente:
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1. Resolver el programa lineal 1.3.4 usando el método simplex o cualquier
método.

2. Sea (7%, 8%, X3, ply) una solucion 6ptima de 1.3.4. Sean

UE{dED:BdZO}
V={meM:\,=0}
Z={neN:u,=0}

3. Resolver el programa lineal

max Zﬁd +ZAW+Zud

deU meV nez
sujeto a: (1.3.6)

> Bapa=7"

deD
So+ Y BaTu = MNyySar + pily
deD
Ba>0:deD
A >0:meM
n>0:neN

4. Si el valor 6ptimo del programa lineal en el paso anterior es 0, PARE por-
que U,V y Z son los soportes buscados. Sino, repetir los pasos anteriores
usando las soluciones del programa lineal 1.3.6 en vez de 1.3.4.

Observacién 1.76. Dado matrices W € R7*K y T, € RP>*/ | para que un
punto Z, Tp-eficiente en P € R”, sea también W-eficiente en P, es necesario
que {x eR:2'W >0} CC(0;,Tp)={x €R: 2z = pLTp,Bp > 0}.

1.3.3. Demostraciéon de un Teorema Clasico de PLMO

El teorema siguiente es uno de los resultados mas conocidos en relacién con
programacion lineal multi-objetivo. Lo incluimos, no porque se requiere para los
capitulos siguientes sino porque la demostraciéon presentada ilustra la utilidad
de polaridad y el teorema de doble representacion de poliedros en conjunto con
el teorema fuerte de dualidad de Programacion Lineal.
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Teorema 1.77. Sea P C R’ un poliedro y W € R7*K wuna matriz cuyas
columnas son las funciones objetivos del PLMO:

mazimice z'W (1.3.7)
sujeta a:

r€eP

Un Punto T € P es W-no-dominado en P, es decir W-eficiente en P si y solo
si 3y € RE, % > 0 tal que T es la solucion optima del program lineal

mazimice z'Wy (1.3.8)
sujeta a:

rz€eP

Muchos teoremas de tipo si y solo si son sencillos a demostrar en una direccion,
en este caso (<), pero requieren esfuerzo mayor para demostrarlo en la otra
direccion (=).

Demostracion.

Ejercicio 1.78. (<) Dado que existe 7 tal que T es la solucion 6ptima de 1.3.8
demostrar que T es un punto W-eficiente de P.

Para demostrar la parte mas dificil (=), sabemos por Teorema 1.74, que T € P
es un punto W-no-dominado de P si y solo si el valor éptimo del programa
lineal 1.3.2 es 0.

Por el Teorema de Doble Representacion de Poliedros 1.43, existen Sy € RM*J
y Ty € RNX7 tales que

P = C(SM,TN) = {:L‘ eR’ a2t = ASHuNTN Ay =1, A0 >0, un > 0}

Entonces se puede escribir 1.74 como
T € P=C(Spy,Ty) es un punto W-no dominado si y solo si el valor 6ptimo
del programa lineal siguiente es 0. Sea e € R > 0
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minimizar — € E B

keK

sujeto a:

NorSu + pTNW = > Brer, = W
keK

—Anrla = —1
Av =0
un >0
Br >0

El dual de este Programa lineal con variables duales (y,yo) es:

maximizar Wy — yg

Sujeto a :
SyuWy —yo <0 (1.3.9)
TxWy <0 (1.3.10)
e < —€ VkeK (1.3.11)

Ya que el programa primal es factible y tiene solucién 6ptima con valor objetivo
optimo 0, por el teorema fuerte de dualidad, existe una soluciéon (7,7g) del
programa dual, (7,7p) que por 1.3.11 es estrictamente positivo que por 1.3.9
y 1.3.10 pertenece al Q-polar de Pdonde Q C R7zREV{0} esta definida por la
desigualdad bilineal z!Wy —y, < 0. Esto quiere decir que 2'W7y 759 Vx € P,
es decir T es una solucion 6ptima del programa lineal 1.3.8. O

1.3.4. Metodos para resolver PLMO

Existen diferentes métodos y estrategias para determinar puntos en la frontera
W-eficiente de la region factible de un programa lineal multi-objetivo.

1. Usando el Teorema 1.77 con diferentes valores de (y, yo)-

2. Programacion Genética generando una poblacion inicial de soluciones
factibles y mejorando la poblacion con las técnicas de generar hijos y
mutacion.

3. Programaciéon por Objetivos o metas, convirtiendo todas las fun-
ciones objetivas en restricciones salvo una.






Capitulo 2

Polaridades dadas por una
desigualdad bilineal general

2.1. Introducciéon

En la seccién 1.2.6 vimos que el estudio de todas las desigualdades lineales
validas para un poliedro P C RY es equivalente al estudio de polaridad dada
por la relacion bilineal § C RY x R7/V1%} definida por (z, (y,%0)) € 6 si y solo
si 'y < yo. Ahora vamos a considerar desigualdades lineales validas de formas
particulares. Para considerar todas los casos posibles, veremos la polaridad dada
por una relacion bilineal arbitraria, . El hecho visto en 1.6 que P C P, la
Q-clausura de P, implica que el estudio de estas polaridades provee una fuente
natural de diferentes clases de envolventes de poliedros.

Después de las definiciones iniciales, presentaremos, sin demostracion, una des-
cripcion de la Q-clausura de cualquier conjunto finitamente generado y después
una caracterizaciéon de los poliedros que son -cerrados. Esta caracterizacion,
publicada en [8], distingue seis clases de relaciones bilineales. Cuando P es Q-
cerrado, sabemos que toda la estructura de P es reflejado de alguna manera
en propiedades de P’ y se evidencia esto por la relacion entre las caras de P
y las caras de P,

Debido a la generalidad de la relacion bilineal 2, hay peligro de que la notaciéon
dificulte la comprension de los resultados y, por tal motivo, definiremos un
prototipo de cada una de las seis clases de desigualdades bilineales distinguidas
en el anélisis para ilustrar, para cada prototipo, algunos de los resultados méas
llamativos.

25
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La polaridad clasica de Minkowski w, definida por la relacion bilineal, xty < 1,
es el prototipo de la primera clase donde un poliedro P # ) es w-cerrado si y solo
si P contiene el origen. Esta polaridad da las propiedades polares de inversién de
caras de los solidos platonicos (vértices del dodecaedro corresponden a las caras
maximales del icosaedro y sus caras maximales con los vértices del icosaedro,
los del cubo con los del octaedro, etc.) cuando el punto origen se encuentra
en el centro del poliedro. Cuando el origen se encuentra en una cara propia
de P, el w-polar de P, P¥, no es acotado y las caras que contienen el origen
corresponden, invirtiendo el orden por inclusion, a las caras del cono de recesion
de P“; las caras de P que no contienen el origen corresponden en orden inverso
a las caras de P¥ que no contienen el origen y las caras del cono de recesiéon
de P, REC(P), en igual manera a las caras de P¥ que contienen el origen.
Un punto interior de una cara de P o de REC(P) es todo lo requerido para
definir la cara correspondiente del w-polar. Cuando un poliedro P no es w-
cerrado, es decir 0 ¢ P, se obtiene la w-clausura de P por agregar a P las
combinaciones convexas del origen y puntos en P, eliminando en efecto todas
las restricciones que excluyen el origen, es decir, que son de forma zfy < —1y
agregando posiblemente algunas restricciones de la forma zfy < 1 o 2ty < 0.
Todas las caras que pueden ser especificadas con desigualdades de la forma
z'y <1 o x'y < 0 corresponden a caras del P y de REC(P*) en la forma
descrita anteriormente.

La segunda polaridad prototipo 3, definida por z'y = 1 fue estudiada por [5]
quien caracterizoé los poliedros -cerrados y relacioné las facetas de un poliedro
B-cerrado P con los vértices y rayos extremos de su S-polar y vice versa. Como
resumen de los resultados principales tenemos lo siguiente. Un poliedro P es
B-cerrado si y sélosi 0 ¢ Py P C REC(P). Si0 € P, el B-polar de P
es 0 y la S-clausura es todo el espacio. Si 0 ¢ P entonces hay por lo menos
una restriccion de la forma zy = 1 y se obtiene la S-clausura de P por sumar
a P todas los multiplos no negativos de puntos en P, en efecto eliminando
todas las restricciones que no excluyen el origen, es decir las que tienen forma
xty < 1 y agregando posiblemente algunas restricciones de la forma aty > 0.
Las caras de P definidas por desigualdades lineales de z'y = 1, es decir que
excluyen el origen, corresponden en orden inverso a las caras de P? del mismo
tipo. Las caras de REC(P) que no pasan por P corresponden en orden inverso
a las caras de P? definidas por desigualdades lineales de la forma z'y > 0
cuyos conos de recesién son precisamente las caras de REC(P?) que tienen
interseccion con PP. Igualmente, las caras de P definidas por desigualdades de
forma x'y > 0 corresponden en orden inverso a las caras de REC(P?) que no
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tienen intersecciéon con P?. Cuando P es S-cerrado los conos de recesion de
estas mismas caras de P definidas por desigualdades de forma z'y = 0 son las
caras de REC(P) que pasan por P.

La tercera polaridad prototipo -y, definida por zfy < 0, es una polaridad
clasica llamada polaridad de conos. Un poliedro P es v-cerrado si y solo si
P = REC(P), es decir P es un cono. Todas las caras de cualquier cono corres-
ponden en orden inverso a las caras de su y-polar.

La cuarta polaridad prototipo T C R79{%} x R’ es dado por la desigualdad
zty < xo. Un poliedro P C R7U{0} es T-cerrado si y solo si es un poliedro cono
(es decir P = REC(P)), tal que el punto (0;,1) € P y el punto (05, —1) ¢ P.
Las caras de P que no contienen el punto (0, 1) corresponden en orden inverso
a las caras de PY mientras que las caras de P que si contienen el punto (07, 1)
corresponden en orden inverso a las caras de REC(PY).

La quinta polaridad prototipo es la relacion § C RY x R7Y{0} definida por
2ty < yg que ya fue introducido en secciéon 1.2.6 de este trabajo y es el espejo o
contraparte del prototipo anterior Y. Todo poliedro P es d-cerrado y su d-polar
es un cono. Si definimos un orden parcial < sobre el conjunto de caras de P,
junto con las caras de su cono de recesion REC(P) por

F) < F; siy solo si

Fi C Fy para Fy, F5 caras de P,
P CF para Fy, F; caras de REC(P)
Fy C REC(Fy) para Fjcara de REC(P) yF cara de P,

entonces las caras de P° ordenadas por inclusién corresponden en orden inverso
a las caras de P y REC(P) ordenado por <.

Nos queda la dltima polaridad prototipo # C R7Y10} x R79{0} dado por la
desigualdad bilineal z%y; — o — yo < 0. Un poliedro P C R7V{0} eg f-cerrado
si y solo si el vector (05,1) € REC(P) y (05,—1) ¢ REC(P). Las caras de
P? corresponden a las caras de P cuyo cono de recesién no contienen a (07, 1).
Las caras de REC(P?) corresponden a las caras de P cuyo cono de recesion
si contienen a (07,1). Se puede considerar a esta polaridad como una técnica
de homogeneizaciéon para poder trabajar con desigualdades con lado derecho
0 y conos en vez de poliedros. Cualquier poliedro arbitrario en R puede ser
considerado como la proyeccion en R’ de un poliedro #-cerrado en R7V{0},
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2.2. Definiciones y notacién

Definicién 2.1. Para J y K dos conjuntos finitos no-vacios, definimos una
relacion bilineal general Q C R x R¥ por

(z,y) € Qsiysolosi o'Wy + zlu+v'y <
donde W € R7*K y € R’ v € RX y a € R son constantes arbitrarias dadas.

El Q-polar de P C R7, P? = {y € RX : (2,5) € Q@ Vaz € P} es entonces el
conjunto de todos los y € RE tal que !Wy +ztu+vty < a es una desigualdad
valida para P.

2.3. El Q-polar de C(Sy, Tn)

Un sistema de desigualdades que define el Q-polar de un poliedro dado por un
conjunto generador finito es un resultado inmediato de 1.36

Teorema 2.2. El Q-polar de un poliedro P = C(Syr, Tn) es RE si P = () sino

P(; Sy TN)_{yGRK- SyWy + Saru + vty §04M}

TnWy+ Tnu < On

La funcion Q-polar, p(Q) es, segin 1.10, una biyeccion que invierte el orden
por inclusion entre los subconjuntos Q-cerrados de R’ y los subconjuntos -
cerrados de R¥. Por 2.2 y el Teorema Fundamental de Poliedros, 1.43, esta
biyeccién envia cada poliedro sobre un poliedro, entonces concluimos:

Observacion 2.3. La funcion Q-polar, p(Q2) es una biyeccion que invierte el
orden por inclusiéon entre los poliedros Q-cerrados de R’ y los poliedros Q-
cerrados de R¥.

Esto quiere decir que podemos hacer mas fuerte la Proposicion 1.9 a

Proposicion 2.4. Un poliedro P es Q-cerrado si y sdlo si P es el Q-polar de
un poliedro

y entonces tenemos:

Teorema 2.5. Caracterizacion de poliedros Q-cerrados de RX Un po-
liedro Q C RX es Q-cerrado si y solo si Q = RE o existe conjuntos finitos
M # 0 y N con matrices Sy € RM*7 4 Ty € RN*Y tal que Q=P (Q; Sar, T).
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2.4. La Q-clausura de C(Sy,Ty)

Para poder determinar y especificar un sistema generador para la -clausura
de C(Sp,Tn) # 0 ; es necesario definir varios conjuntos determinados por la
relacion y clasificar las posibles relaciones bilineales en términos de ellos. Para
las demostraciones de los resultados en ésta y las proximas secciones, ver [25]
o [8].

2.4.1. Conjuntos relacionados con (:
1. Xo={z R’ : 2'W +v =0k},
Yo={y e RF : Wy+u=0s},
. X0 ={z R’ : 2'W = 0k}, el espacio de W-equidad,

. Xg ={z eR: W = 0, x'u > 0},

L Xg={reXqg:xluZza}ly

2.
3
4. X, ={z e R’ : 2'W = 0, 2'u < 0},
5
6
7

. X4 ={r e Xq:2'u>a}.

Observaciéon 2.6. X, # () si y s6lo si el vector v pertenece al espacio vectorial
generado por las filas de W.

Observacion 2.7. Yq # () si y solo si el vector u pertenece al espacio vectorial
generado por las columnas de W.

Notese ademaés si z, € Xgq, entonces Wy + ztu + vly < a reduce a ztu < a.
Los dos conjuntos Xq y Yo y el valor de o — 2!

LU para x, € Xgq son criticos en
determinar el Q-polar de P(€2; Sar, T ).

Lema 2.8. Si Yo # (), entonces x'u =0 Va € R’ que satisface 2'W = 0.

Lema 2.9. Si Xq # 0 y Yo # 0 entonces z'u = vty Vac R’ yyc RE.

Lema 2.10. Si Xq # (0 y Yo # 0 entonces para cualquier 3 € R existe x, € Xq
tal que ztu = B.

Cuando Xq # 0, escojamos cualquier punto S5 € R” sujeto a la condiciéon que
Sou = a cuando Yo = ). Llamamos a Sy un Xqorigen y denotamos el nimero
a — Sou por i(Xq). Los lemas 2.9 y 2.10 aseguran que i(Xgq) es una constante
bien definida cuando Xq # ().
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Observacion 2.11. i(Xq) # 0 solo st Xq # 0y Yo # 0;
Observacién 2.12. X = {So} + X3 para Sy cualquier Xqorigen.
Observacion 2.13. Yo # 0 si y solosi X3 =0y X§, = X2.

Los dos resultados siguientes son ejemplos ilustrativos de como estos conjuntos
se involucran en la caracterizaciones de Q-polar y Q-clausura.

Observacién 2.14. Si REC(P)N X3 # () para algiin P C R” entonces P = ()
y PO — rJ.

Observacién 2.15. Si 2° € B para algtin B C R entonces {2°} + X§ C
B,

2.4.2. Clasificacion de relaciones ()

El cuadro siguiente resume muchos de los resultados que acabamos de presentar,
clasificando las desigualdades bilineales 2 en forma exhaustiva. Las columnas
del dos al cuatro dan la clasificaciéon y las demas columnas especifican el con-
tenido particular de cada conjunto segun la clasificaciéon. Si una posicion esta
en blanco quiere decir que el conjunto es segin su definicion en 2.4.1.

Teorema 2.16. Q-clausura de C(Sp, Tn)

Sean M # 0 (para que C(Syr,Tn) #0), N,L conjuntos finitos tal que 0 ¢ M.

Sean

a) Syuqoy € RMULODXT o Tnaron € RIVUMULIXT donde Sy es un Xqorigen
S1 XQ 75 @,’

b) Trr = S — (So)wr, la matriz obtenida por restar Sg de cada fila de Syr; y
¢) Tyr, es tal que CONE(Ty) = X§.

TIPO | Xq | Yo |i(Xq) | X& | X3 | X3 | X3
1 A0 #0] >0 | X5 0| 0| 0
2 0| #£0] <0 | X3 | 0 | Xq | Xq
3 £0|#£0] =0 | X3 | 0 | Xq | Xq
4 Z01 0 =0
5 D | #0 X000 |0
6 0| 0 - 0| 0

Cuadro 2.1: Clasificacién de Relaciones €2
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La Q-clausura de C(Snr, Tn) es, segin su tipo
TIPO 1: C(Syugoy, Tvur);
C(SM,TNuMuL) st C(SM,TN) N Xq ?é @,
RY en otro caso;
TIPO 3: C(Sioy, Tnumur);
C(Stoy, Tnumur) st CONE(Tn)N X3#0 y
TIPO 4: C(Sn,Ty) N X4 #0,
RY en otro caso;
TIPO 5: C(Syv,Tnur);
C(Sar, Tnur) si CONE(Tn)N XE # 0,
RY en otro caso.

TIPO 2: {

TIPO 6: {

2.5. Caracterizaciones de poliedros (2-cerrados

Ya que un poliedro P es Q-cerrado si y solo si P = P?*? podemos derivar de
3.3.13 una caracterizacion de poliedros Q-cerrado en R”.

Teorema 2.17. Caracterizacion de poliedros Q2-cerrados

1. R’ es Q-cerrado.

2. El poliedro vacio es Q-cerrado si y sélo sii(Xq) <0 0 Xq = 0.

3. Sea PCR’, P#0y Sy un Xqorigen en el caso que Xq # (). Entonces
P es Q-cerrado si y sdlo si
TIPO1: Xq C P (o equivalente, Sy € P, X} C REC(P))
TIPO2: P C {Sy} + REC(P), X}, CREC(P), PN Xq =10
TIPO3: P={Sy} + REC(P),Xq C REC(P)
TIPO4: P={Sy} + REC(P), X, C REC(P),REC(P)NX& =10
TIPO5: X} C REC(P)
TIPO6: X4 C REC(P),REC(P)NX3 =10

Una buena manera de ilustrar este teorema es especializarlo para cada uno de

las seis relaciones prototipo dadas en la introduccién 3.1. Primeramente vemos
las propiedades que distinguen los tipos de polaridad.
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Tipo | Q Relacion Xo Yo i(Xq)
1 |w ry <1 {0} {0} 1
2 | p ry =1 {0} {0} -1
3 |y xy 20 {0} {0} 0
4 | Ty = X0 {(05,20)} 0 0
5 |9 TYs = Yo 0 {0s,90)} | -
6 0 | zjy5 = 20+ Yo 0 0 -

Cuadro 2.2: Caracteristicas de prototipos de polaridades

Vemos en el cuadro 2.3 para cada prototipo, la caracterizacion de estar cerrado
para la polaridad.
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L 0 =0
(d)oay # (1 | 0) anv z Sw T oy on s rhire 0
(d)oay > (110) {(0z“rp)} {(0z‘rp)}
d opoy 0 wa 0 S I'fix c
d ? (1— %) _
(0> 0z 020 _
> ‘r O < Alx
d 2 (10| gy | (o)) > v
(d)oad =d
(d)odd =d 0 {ro} 0 < fix ¢
(d)odd > d ., B
= hx
d 210 0 {ro} IS fiz I
us Opv.Lid) ox X UOLID]IY odif,

Cuadro 2.3: Caracterizacién de Q-cerrados






Capitulo 3

Analisis Envolvente de Datos

(DEA)

3.1. Historia y Conceptos

Este capitulo tiene como base el buen articulo de Juan Aparicio, [3], titulado
Una Introduccion al Andlisis Envolvente de Datos. El contenido ha sido amplia-
do mostrando los diferentes modelos clasicos en formas alternativas preparando
el camino para presentar el modelo general en el capitulo siguiente e incluyendo
algunos modelos que han surgido desde 2007 cuando Aparicio escribi6é su ar-
ticulo. Veremos que los modelos radiales y aditivos de DEA son aplicaciones de
la teoria de programacion lineal multi-objetivo visto en seccién 1.3 de capitulo
1 mientras que los enhanced Russell measures [| y los modelos SBM de Tone
[| no pueden considerarse, de primera vista, como problemas de programacion
lineal multi-objetivo.

El DEA es una importante y altamente fructifera técnica de Investigacion Ope-
rativa centrada en la medicion y anélisis de la eficiencia con que se producen
bienes y se proporcionan servicios. La naturaleza de las actividades de produc-
cion susceptibles de estudio mediante esta técnica varia ampliamente: desde las
industrias manufactureras de todo tipo a entidades sin animo de lucro dedi-
cadas a proporcionar diversos servicios tanto piblicos como privados. En este
contexto, al agente objetivo de la medicién de la eficiencia se le suele denomi-
nar DMU (Decision Making Unit), con el proposito de enfatizar su grado de
independencia a la hora de modificar sus niveles de insumo y produccién. La
historia del DEA comenz6 con la tesis de Edwardo Rhodes, en la Carnegie Me-

35
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llon University en Pittsburgh, dirigida por W. W. Cooper. Rhodes trabajaba
en la evaluacién de programas educacionales para estudiantes desaventajados
que se aplicaban en escuelas publicas de los Estados Unidos subvencionadas
por el Gobierno Federal. En particular, se centraron en el programa conocido
como Follow Through. Este proyecto del Departamento de Educacién de los
Estados Unidos pretendia aplicar los principios estadisticos del diseno de ex-
perimentos para realizar un estudio a nivel nacional sobre el comportamiento
de un conjunto de escuelas. La base de datos utilizada era lo suficientemente
grande como para que problemas que se presentan con cierta frecuencia, ta-
les como los grados de libertad, no representaran un serio inconveniente en el
analisis, a pesar del elevado nimero de variables (inputs y outputs) involucra-
das. Sin embargo, la aplicacién de las técnicas clasicas de caracter estadistico
o econométrico condujeron a resultados poco satisfactorios mientras que, en
contraposicion, el DEA se revel6 como una herramienta de enorme potencial.
La parte mas substancial del conjunto de fundamentos tedricos en los que se
sustent6 la tesis de Rhodes vieron la luz en un famoso articulo publicado en
1978 por Abraham Charnes, William W. Cooper y Edwardo Rhodes con el ti-
tulo de Measuring the efficiency of decision making units en European Journal
of Operational Research, [14]. Anteriormente al trabajo de Charnes, Cooper y
Rhodes, fue Farrell con su articulo The Measurement of Productive Efficiency
(publicado en 1957 por la revista Journal of the Royal Statistical Society),[21]
el autor mas influyente en temas relacionados con la medicion de la eficiencia y
la productividad. Farrell propuso una medida de la eficiencia de una empresa
dividida en dos componentes: eficiencia técnica y eficiencia de asignacion. Estas
se combinan en una medida tnica de eficiencia global: la denominada eficiencia
economica. No obstante, para ser capaces de calcular una medida de eficiencia
es necesario conocer previamente la forma explicita de la funcion de produccion.
Dado que, en la practica, la frontera de produccién nunca es conocida, Farrell
sugiri6 que esta funcién podria ser estimada a partir de una muestra de da-
tos usando, alternativamente, una tecnologia no paramétrica lineal a trozos, o
bien, una funcién de producciéon paramétrica. Estas ideas condujeron, décadas
mas tarde, a dos metodologias claramente diferenciadas: el DEA y las fronte-
ras estocésticas, respectivamente. Mientras que el DEA utiliza herramientas de
la programacion matemaética, la aproximaciéon a la medicion de la eficiencia a
través de fronteras estocéasticas recurre a técnicas de caracter puramente esta-
distico/econométrico. Cabe destacar, desde un punto vista historico a la par
que cientifico, otros esfuerzos fundacionales en la investigacion y la mediciéon de
la eficiencia. En particular, nos estamos refiriendo a los trabajos de Koopmans
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[28] y Debreu [19]. Koopmans adapté algunas ideas generales del economista
Vilfredo Pareto para definir lo que se entenderia por un vector de inputs y
outputs técnicamente eficiente (no dominado). Mientras que Koopmans ofrecié
una definicion y caracterizacion de la eficiencia técnica, fue Debreu el primero
que propuso una medida del grado de ésta con su coeficiente de utilizacion de
recursos. A partir de él, Debreu obtuvo medidas de la magnitud y el coste de
la ineficiencia técnica, aunque s6lo en su version més débil. En cuanto a las
aplicaciones del DEA, cabe sefialar la extensa variedad de campos en los que
ha sido utilizado con contrastado éxito. Inicialmente, las aplicaciones se desa-
rrollaron en ambitos relacionados con la educacién. Pero desde entonces, han
sido muchos los sectores en los que el DEA ha demostrado satisfactoriamente
su aplicabilidad. Asi, nos gustaria destacar las aplicaciones que se han desarro-
llado en el entorno sanitario (gestion de hospitales o farmacias), en el mundo
financiero (estudio de entidades bancarias) e incluso en los anélisis de econo-
mias municipales, estatales o nacionales. Pero éstas representan exclusivamente
una exigua seleccion de las miltiples areas en las que el DEA se ha aplicado
con éxito. En [38] podemos encontrar una extensa relacion de trabajos relacio-
nados con las distintas aplicaciones del DEA. Huelga decir que el enfoque dado
a este articulo refleja, en todo momento, los propios conocimientos e intereses
del autor. En particular, la revision que aqui se realiza tiene como objetivo dar
a conocer la existencia de una herramienta cuya aplicacién permite extraer in-
ferencias relacionadas con la manera de operar de un conjunto de productores,
entendido siempre este concepto en su sentido mas amplio: una entidad que
mediante ciertos inputs produce unos outputs.

3.1.1. Los modelos DEA maéas sencillos

El DEA ha supuesto un enfoque alternativo a los planteamientos paramétri-
cos clasicos del anélisis de fronteras de produccion. A diferencia de estos, cuyo
objetivo es el ajuste a unos datos mediante herramientas estadisticas de una
forma funcional previamente especificada, en DEA se optimiza para cada DMU
un modelo de programacién matematica con el deseo de estimar una frontera
lineal a trozos, determinada por las DMU eficientes en el sentido de Pareto; es
decir, aquéllas no dominadas (ver la Figura 3.1, donde las DMU vienen repre-
sentadas por puntos en el plano en el caso de un input [X] y un output [Y]). A
través del enfoque paramétrico, se asume que el modelo ajustado es aplicable
a cada unidad en la muestra. Por el contrario, en DEA se optimiza de manera
particular la medida de lo bien o mal que opera cada DMU. Légicamente, al
igual que en el planteamiento paramétrico, en DEA se utiliza toda la infor-
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Figura 3.1: Figura 1: E1 DEA frente al enfoque paramétrico

macioén que proporcionan los datos observados, en este caso recurriendo a los
modelos de programacién matemaética.

Hasta la publicacion del trabajo de Aigner y Chu (ver [1]), los economistas
habian tenido que conformarse con la estimacion de funciones promedio, al ha-
cer uso de modelos de regresion dependientes de la especificacion del término
estocastico de error con media cero. En la Figura 3.1, la linea discontinua repre-
sentaria una de tales funciones de produccién. Tras el trabajo de estos autores,
el término de error se restringié a la toma de valores no negativos. Un ejemplo
de este tipo de enfoque viene representado en la Figura 3.1 por la linea curva
que envuelve bajo ella a todos los datos observados. Ahora bien, en el plantea-
miento paramétrico tradicional se requiere de la especificaciéon de una forma
funcional particular, que relacione la variable dependiente con las variables in-
dependientes (por ejemplo, una funcién de produccion Cobb-Douglas). Y no
solo eso, sino que ademé&s es necesario asumir algunas hipotesis relativas a la
distribucién probabilistica del término de error y sobre la independencia de las
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observaciones. De trabajos como el de Aigner y Chu, que se encuadrarian en lo
que se conoce actualmente como deterministic frontier, al ser el error resultan-
te tnicamente de ineficiencias técnicas de la empresa, surgieron las fronteras
de produccion estocasticas. En estos modelos una nueva variable aleatoria es
anadida al error, de forma tal que éste queda compuesto aditivamente por dos
términos, uno referido a la ineficiencia técnica y otro dependiente de factores
externos a la industria, tales como azar, lluvias, huelgas, errores de medida, etc.
En DEA, por el contrario, no se requiere de ninguna hipotesis sobre la forma
funcional, ni tampoco sobre la distribucién de los errores. Simplemente se cal-
cula una medida de eficiencia relativa a una frontera extrema, lineal a trozos,
construida a partir de las observaciones muestrales, con la tinica condicién de
que todas las DMU queden envueltas por dicha frontera. Un ejemplo de tal
frontera aparece también en la Figura 3.1.

De ahora en adelante supondremos que se desea evaluar la eficiencia de un
conjunto de n DMU que consumen m inputs para producir s outputs. Concre-
tamente, cada DMUj ; j = 1...n, que puede describirse por un par (Xj ; Yj),
utiliza los inputs Xj = (x1j...xmj) para producir los outputs Yj = (y1j...ysj).
Asumiremos adicionalmente que tanto los inputs como los outputs son estricta-
mente positivos. Para entender como funcionan los modelos DEA necesitaremos
introducir algunos conceptos bésicos de la teoria econémica de la produccion.
En este sentido, la medida de productividad comunmente utilizada (en el caso
des =1y m = 1), asume la forma de ratio del output producido por input
consumido: . Cuando esta medida es usada con el fin de evaluar el rendimien-
to, por ejemplo, de obreros o empleados, es interpretada como output producido
por hora de trabajo u output producido por trabajador. Es obvio, por otro lado,
que el gestor de una empresa o entidad cualquiera desea que dicho ratio sea lo
més grande posible. La cuestién que dilucidar, cuando nos enfrentamos a si-
tuaciones més complejas en contextos de miltiples outputs y multiples inputs,
es como lograr expresar un término agregado para los outputs producidos y
un término agregado para los inputs consumidos; de forma que en la expresion
anterior estos sustituyan a numerador y denominador, respectivamente. En el
caso del DEA, el output global se obtiene como combinacion lineal de los out-
puts observados multiplicados por unos pesos. De manera similar se determina
un nivel de input global para el caso de la agregaciéon de los recursos. De esta
forma una generalizacion de y/x quedaria como:

Zi:l Yr lor
i Tivi

donde p, y v; son los pesos utilizados por DEA, que pueden ser interpretados

(3.1.1)
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econdémicamente como precios por output producido y costes por input con-
sumido, respectivamente. Dado que en ciertos contextos estos precios y costes
son desconocidos, son poco fiables o se encuentran distorsionados por las re-
gulaciones y condiciones del mercado, la filosofia DEA aboga por establecer
como Unica restricciéon requerida para estos pesos, que sean no negativos. Esta
libertad es usada para el calculo de la medida de eficiencia para cada DMU
de forma que sea maximizado el ratio del output global entre el input global.
Mas concretamente, el modelo seminal propuesto por Charnes et al. (1978),
denominado CCR, para evaluar el grado de eficiencia de una DMU genérica,
DMUo, viene dado por:

s
ZT:l YroUro

Max E, = —
Zizl LioVio
S.a.
27:1 YrjUro < 1V (3'1.2)
2 im1 TijVio
Uro, > 0 Vr
Vio Z 0 Wi

Segun las restricciones de 3.1.2, el ratio del output global frente al input global
no deberia nunca exceder la unidad para ninguna de las DMUs observadas.
Ademas el objetivo del anterior programa se centra en la determinacion de
unos pesos (u,) vy (v}) que maximicen el ratio de la DMUo, la DMU que esta
siendo evaluada. Obviamente, 0 < E} < 1.

3.1.2 es un modelo de programacion fraccional lineal que puede ser transfor-
mado en un modelo de programacion lineal, a través del cambio de variables
propuesto por Charnes y Cooper (ver [13]).

s
Méx E, = Z Yrolro
r=1

S.Qa.

m
§ TioVio = 1
=1

Zym‘uro < szjvio vj (3.1.3)
r=1 i=1
Upp > 0 Vvr

Vio > 0 Wi
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A 3.1.3 también se le conoce como el modelo DEA CCR en su version de los
multiplicadores. A partir de 3.1.3 obtenemos, de manera computacionalmente
sencilla, el valor del score de eficiencia en 3.1.2, E} de la DMUo.

* *

Si denotamos por (E, v}, u*) a una de las soluciones 6ptimas de 3.1.3, entonces

podremos identificar si la DMU evaluada es eficiente o no, haciendo uso de la
siguiente definicién:

Definicién 3.1. La DMUo es eficiente si E¥ = 1 y existe al menos una solucién
optima (v, u’) con v¥ > 0y u’ > 0. En cualquier otro caso, diremos que la
DMUo es ineficiente.

Por otro lado, el problema dual asociado a 3.1.3 da lugar a la formulacion del
modelo DEA CCR orientado al input en su version envolvente:

min 6,

5.a. (3.1.4)

n
E TijNjo < Tiolo
i=1

n
Z yrj)\jo = Yro

Jj=1

Xjo >0

Por el teorema fuerte de dualidad 1.49, tenemos que E} = 0. De este problema
surge la interpretacion del score de eficiencia DEA, como la maxima reduccién
equiproporcional de todos los inputs de la DMUo que es factible conseguir a
la vista de los datos observados. Ademas, los términos x, = Z?zl T A}, para
los inputs y vy, = Z?Zl YrjAj, para los outputs permiten determinar unos
niveles objetivo, llamados targets, situados sobre la frontera y que la DMUo
deberia imitar para convertirse en eficiente. En consecuencia, DEA es capaz de
proporcionar al gestor de la DMUo su nivel de eficiencia relativo al conjunto
muestral de DMU homogéneas observado, £, y unas guias de cémo lograr ser
eficiente a través de los targets en inputs y outputs. Por supuesto que de la
misma manera que se ha definido un modelo DEA CCR de orientacion input,
es decir, centrado en la reduccion equiproporcional o radial de los inputs, puede
definirse, andlogamente, un modelo DEA CCR de orientacion output. Con las
posteriores repercusiones sobre eficiencia y targets que ello conlleva.
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3.1.2. Representacién Geométrica del modelo CCR

Antes de seguir con otros modelos clasicos de Analisis Envolvente de Datos
(DEA) veremos otra manera de representar el modelo CCR enfatizando que
consiste de un modelo de optimizacién en que la region factible es la interseccion
de dos poliedros: el primero llamado el envolvente y el segundo el dominante.
Esta representacion nos conduciré al modelo general presentado en el capitulo
siguiente.

El envolvente CCR

Sea JI el conjunto de los indices de input y JO el conjunto de indices de las
variables de output. Sea J = JIUJO. Sea FE el conjunto de indices de los entes
(DMU) involucrados en el analisis. Sea M = E'U{0} donde 0 es un indice para
el punto origen. Sea Sy; € RM*7 la matriz cuyas filas estan definido como

g _ (X, Yon) :mek
™| 0y,elorigen :m =0

es decir S,, : m € E es el vector de datos, tanto variables de input como
de output, representando el ente DMU,, y Sy un vector de Os, el origen. En
el modelo CCR, se debe considerar el origen como un punto en el envolvente
ya que el modelo asume que cualquier multiple no-negativo de un punto de
datos también es un punto posible representando asi retorno constante al escala
(constant rts).

Sea N=FEUJ.

Sea Ty € RN*7 definido como

Se ‘neFr
T, = €; rjedJI
—e; :j€JO

donde e; es el vector unitario con 1 en posicion j y los demés elementos igual a
0. La fila T, para e € E seria entonces el vector fila representando la direccién
desde el origen hacia el DMU, y la fila T} para j € J seria una direccion hacia
puntos dominados, es decir, puntos que son menos eficientes porque utilizan méas
input o producen menos output. El poliedro C'(0;,Tx) es un cono saliendo del
origen 0y generado por las direcciones hacia los puntos de datos y las direcciones
hacia puntos dominados. Este cono se llama el envolvente o el Conjunto de
Puntos Posibles (en inglés Production Possibility Set (PPS)) El hecho que
cualquier multiplo de un punto de datos pertenece al envolvente hace que este
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modelo representa el concepto de retorno a escala constante (Constant RTS).
El hecho de que el envolvente incluye el origen y cada elemento de datos implica
que el envolvente C(0y,Tn) es igual a C(Sp, Tn) en que las filas de Sg son
realmente redundantes.

El Dominante CCR

Definicion 3.2. Para el modelo CCR, el dominante es una funcion del punto
siendo analizado. Se dice que el modelo CCR es un modelo radial porque el
dominante consiste de una sola direccién desde el punto siendo analizado hacia
la frontera del envolvente. Sea S, = (X,,Y,) el vector de datos del ente (DMUo)
siendo analizado. Sea D = {1} un conjunto de un solo indice y Ty = (—X,, 0,0).
Entonces

C(So,Tp)={z €R’ :x =8, + BT, : >0}

es un poliedro, llamado el poliedro dominante del modelo CCR orientado al
input, que consiste del punto .S, y los puntos representando entes que producen
la misma cantidad de output pero utilizan proporcionalmente menos cantidad
de input. Cuando T} = (0;1,Y,) se dice que el modelo es orientado al ou-
put porque va en la direccibn que mantiene constante las variables de input
y aumenta proporcionalmente las variables de input. Cuando se utiliza otra
direccién hacia la frontera eficiente, el modelo se titula un modelo de distancia
direccional (direccional distance model).

Ejercicio 3.3. Demostrar que el modelo envolvente CCR orientado al input,
(3.1.4), es equivalente a:

1 — max [

S.a.

> pnTn = So + BiT (3.1.5)
neN

fn >0

Asumiendo que el punto S, pertenece al envolvente, se puede anadir la res-
triccion B > 0 sin perder generalidad entonces el lado derecho de la ecuacion
en 3.1.5 describe el dominante y se podria describir el modelo como... Buscar
el punto en la intersecciéon del envolvente y el dominante que mas Tp-domina
a S, segun la orientacion (direccion) seleccionado previamente. Claramente el
valor éptimo de la funcién objetivo esta entre 0 y 1, asumiendo que el punto S,
pertenece al envolvente. Simplificando la funcién objetivo a Maximizar beta; el
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valor 6ptimo va a ser no-positivo. Segun el teorema 1.74, S, es Tp-no-dominado
o Tp-eficiente si y solo si el valor de la funcién objetivo, Maximizar betay, es 0.
Sin embargo, el hecho de que un punto S, es Tp-eficiente no implica que S, es
eficiente en el sentido de Pareto, Koopmans y Debreu que ven el problema de
punto de vista multi-objetivo...maximizar cada variable de output y minimizar
cada variable de input. Si W es la matriz cuyas columnas representan tales
funciones objetivos, segiin 1.76, para que un punto Tp-eficiente sea W-eficiente,
hace falta que {z € R: 2'W >0} C C(0;,Tp) ={x € R: z = LTp, Bp > 0}.
Veremos esto en mas detalle mas adelante en seccion ?77.

la matriz W de transformaciéon DEA

Definicién 3.4. Sea W € R7*” una matriz diagonal con —1 en el diagonal
para las variables de input y 1 en el diagonal para las variables de output. En
otras palabras, la columna j de W serfa

— —e; :jelJI
W, = J
J {ej :jeJO

Nétese que las columnas de W son precisamente las funciones objetivos a ser
maximizadas segtin Koopmans y Debreu. Sin embargo W puede ser considerado
simplemente como una transformacion lineal de los datos. Obviamente W es
invertible, siendo igual a su inversa. Se puede multiplicar la ecuacién en 3.1.5
por cualquier matriz invertible a la derecha sin cambiar la region factible.

Ejercicio 3.5. Multiplicar la ecuacién en 3.1.5 por W y mostrar que el dual
del programa lineal resultante es equivalente al modelo CCR en su version de
pesos o multiplicadores, 3.1.3.

Observacion 3.6. Si el punto siendo analizado, S,, no perteneceria al envol-
vente, seria posible que los dos poliedros no tuviera intersecciéon evidenciado
por el hecho que el programa lineal no tendria solucién factible.

Se ha hecho un esfuerzo para mostrar en detalle que el modelo CCR es un
caso especial del modelo general presentado en el capitulo siguiente. El detalle
més importante en tal desarrollo ha sido primeramente representar el poliedro
envolvente como un conjunto finitamente generado C(Sys, Ty ) donde E C M,
es decir, las filas de Sj; incluye todos los puntos de datos y en segundo lugar,
determinar el poliedro dominante como otro conjunto finitamente generado.
Esto no es dificil al visualizar el envolvente y el dominante en términos geo-
métricos. En los siguientes modelos, vamos a limitar la discusiéon a describir en
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Yy, output

Envolvente: Cono Convexo(S)+ Cuadrante
Dominante:Punto + una sola direccion

z, input

Figura 3.2: Modelo CCR Orientado al Input

cada caso los dos conjuntos finitamente generados que definen el envolvente y
el dominante

3.1.3. El modelo DEA BCC [12]

El articulo seminal de Charnes, Cooper y Rhodes dio pie al desarrollo de poste-
riores modificaciones y mejoras del modelo CCR. Una famosa version del mo-
delo inicial es la conocida como modelo DEA BCC (de nuevo, dicho apelativo
proviene del uso de las iniciales de sus autores: Banker, Charnes y Cooper [ver
[12]]). En dicho articulo, se propone un enfoque alternativo de tipo axiomatico
para la evaluacion de la eficiencia que permite ademas trabajar bajo la hipo-
tesis de que las DMU observadas operan a escala variable. Aunque el grado de
eficiencia de cada DMU se continuaria determinando a través de proyecciones
equiproporcionales (radiales). Hemos visto hasta el momento que los modelos
DEA CCR y BCC proporcionan medidas de eficiencia técnica en un sentido
radial, y que sesgan el estudio exclusivamente a la medicién de ineficiencia con
respecto al lado de los inputs o al lado de los outputs.

Se puede escribir el modelo BCC en el espacio de los datos como 3.1.6 y como
3.1.9 en el espacio de los pesos donde:
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y, output

Envolvente: Capsula Convexa(S) + cuadrante
Dominante:punto + una sola direccién

x, input

Figura 3.3: Modelo BCC orientado al input

M=FEN=J=JIUJO
Sy = Sk los puntos de datos
T,=¢€,:neJl
T, = —e,:n € JO
W=-Ty
S, punto siendo analizado

D y Tp como en el modelo CCR

En Figura 3.3 se muestra el modelo BCC orientado al input cuando hay una
sola variable de input y una sola de output. El modelo orientado al output es
similar con la tnica direcciéon de dominancia hacia arriba.

3.1.4. Modelos radiales de otras direcciones (Directional
Distance Models)

En vez de proporcionalmente reducir input solamente o aumentar output so-
lamente, los modelos de distancia direccional son modelos radiales que buscan
el punto de referencia en la frontera del envolvente yendo en cualquier direc-
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Yy, output

Envolvente: Capsula Convexa(S) + cuadrante
Dominante:punto + una sola direccion

z, input

Figura 3.4: Modelo BCC orientado en otra direccién

cion previamente especificado por el analista, [22]. Tal direccion podria reducir
input y aumentar output simultaneamente.

3.1.5. Modelos radiales con restricciones adicionales so-
bre los multiplicadores o pesos

Un modelo radial en su forma envolvente es equivalente a determinar el punto
que mas Tp-domina a S, en la interseccion del poliedro envolvente (Sas, Tn) y
el poliedro dominante C(S,,Tp) donde T, consiste de una sola fila o direccion.
Se puede describir el modelo general como:

1 —max Sip1
S.a.
AiSar + unTn = So + BTy (3.1.6)
Al =1 (3.1.7)

Av >0, un 20,60 >0

donde p; > 0 es un pardmetro positivo.
Definiendo las variables duales del programa lineal 3.1.5 como y = (y; : j € J)
y la variable dual yg correspondiente a la restriccion de convexidad, el programa
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lineal dual en el espacio de los multiplicadores o pesos es:

max SoWy — yo

S.a.
SuWy —yo <0 (3.1.8)
TNWy <0
~-Ti\Wy < —p1

Las variables en el espacio de los multiplicadores o pesos, y; : j € J, tienen
interpretacion econémica como costos y/o precios unitarios. Hay situaciones
en que los analistas desean incluir en el modelo restricciones sobre los pesos
que reflejan la opinion de expertos y para que se modele mejor una situaciéon
especifica. Cada restriccion adicional de la forma T,,Wy < 0 corresponde a
incluir una direccién nueva T,, en la definicién del envolvente. Cada restriccion
nueva de la forma S, Wy —1yg < 0 corresponde a incluir un nuevo punto teérico
S, en el envolvente. Cada restriccion nueva de la forma —T,; Wy < —py para un
parametro pg > 0 corresponde a agregar una direccién nueva T, al dominante
y un nuevo término +S4pq en la funcion objetivo.

Thomson et al, (ver por ejemplo [40]) introdujeron restricciones adicionales
de esta forma llamadas Assurance Regions. Charnes et al [16] introdujeron
restricciones llamadas Cone/Ratio.

3.1.6. Modelos radiales modificados para lograr eficiencia
Koopmans/Debreu

Los modelos radiales DEA ya presentados determinan en cada caso si un punto
es Tp-eficiente o no pero esto no garantiza que sea eficiente en el sentido de
Koopmans y Debreu, es decir W-eficiente para W definido en 3.4.

Para asegurar que un punto Tp-eficiente S, sea también W-eficiente, es ne-
cesario, segin 1.76, que {z € R : 'W > 0} C C(0,,Tp) = {r e R: z =
BLTp,Bp > 0}. Para cumplir esta condicién para la matriz diagonal W, es
suficiente incluir en Tp, las filas de W. El programa lineal en espacio de los
datos que implementa esta modificacion seria:
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1— (max B1 +¢ Y _B))

jeJ
Sujeto a:
)\MSM +NNTN = SO + ﬂlTl + Z ,@j&j — Z ﬂjej (319)
jeJO JeJI
Aly =1 (3.1.10)

Av =2 0,un 20,8 20,8720

El coeficiente de §; : j € J en la funciéon objetivo es un infinitesimal € > 0 para
que no cambie la medida de eficiencia dada por el valor objetivo 6ptimo. El
problema con hacer esto es que el punto de referencia o target del punto siendo
analizado podria ser muy lejos del punto de referencia obtenida por el modelo
original.

Es interesante considerar el efecto de las nuevas variables 3; € J en el modelo
dual. Cada variable primal corresponde a una restriccién dual que en este caso
son y; > €:j € J. Es conveniente que las variables duales sean estrictamente
mayor que cero porque una variable dual y; igual a cero es equivalente a no
tomar en cuenta, en el andlisis, el input o output correspondiente a tal variable.
En ese sentido, lograr eficiencia Koopmans-Debreu es equivalente a tomar en
cuenta todos los datos. Hacer esta modificaciéon ha sido una practica comin
en la aplicacion de los modelos radiales aunque asi ya no debe llamarse un
modelo radial porque el punto de referencia (target) puede ser muy lejos de la
solucién obtenida por el modelo radial original. Los valores de 3; : j € J no se
toman en cuenta para calcular la medida de eficiencia pero si para determinar
el punto de referencia. Por eso se desarrollaron los modelos aditivos descritos a
continuacion.

3.1.7. Modelos aditivos (No-radiales)

Ahora nos centraremos, en un nuevo modelo: el modelo aditivo, cuyos resulta-
dos si responden al concepto econémico de optimalidad de Pareto tal y como
ya habfa sido interpretado anteriormente por Koopmans. Dicho modelo, in-
troducido en 1985 por Charnes, Cooper, Golany, Seiford y Stutz (ver [15]),
incorpora en la medida de eficiencia ineficiencias de todo tipo; es decir, radiales
y no radiales, tanto de origen input como output. La formulacién del envolven-
te considerando retorno de escala variable es sencillamente la capsula convexa
de los datos, es decir, el envolvente es C(Sy,Tny) con M = E 'y N = (). El



50 Victor J. Griffin B.

1y, output Puntos en envolvente que dominan a A

Envolvente = Céapsula Convexa de S
Dominante: Punto + Cuadrante

x, input

Figura 3.5: Modelo Aditivo

dominante para analizar el punto S, seria C(S,,Tp) donde Tp = W definida
en 3.4. Esto quiere decir que el dominante es el cono trasladado con su origen
en el punto S, a ser analizado y las direcciones hacia puntos que dominan S,
son las direcciones hacia puntos que producen mas output y/o utilicen menos
input.

El programa lineal que implementa el modelo en el formato del modelo general
es:

Maximice Splp

Sujeto a:
ASu = S, + BpTp (3.1.11)
Ay =1 (3.1.12)
Av > 0,8p >0

donde M =FE,D=J1Tp=W.

Hay otras versiones del modelo aditivo en que el envolvente incluye direcciones
hacia puntos W-dominados, es decir, hacia puntos que utilicen menos input
o producen mas output como en los modelos CCR y BCC pero el dominante
siempre es el mismo cono trasladado C(S,,Tp).

Al resolver el modelo se maximiza la distancia L1 desde la DMUo hasta la
frontera eficiente en la direccién noroeste. Concretamente, para una DMUo se
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selecciona el punto sobre la frontera eficiente que maximiza la distancia L1 de
entre todos aquellos que dominan, en el sentido de Pareto, a dicha DMU. La
DMUo se consideraré, entonces, eficiente si y so6lo si el valor 6ptimo Ao es 0.
Por tanto, dicha unidad seré ineficiente si no se encuentra localizada sobre la
frontera eficiente; esto es, si alguna variable 3; es no nula, lo que, por otro lado,
nos indica las fuentes y la magnitud de la ineficiencia en los correspondientes
inputs y outputs. Ademaés, pueden obtenerse targets para la DMUo a través de

Sm = So + 85 Tp donde (A, 87) es la solucion optima. Es obvio que los
valores de la funcion objetivo del modelo aditivo, 3.1.11, dependen de las uni-
dades de medida de las variables (inputs/outputs). Por esta razén, sus mismos
autores propusieron la siguiente normalizacion en la funcioén objetivo:

maximice Spap

donde a; =1/S,; Vje€ D
dando lugar a una nueva variante conocida como el modelo aditivo extendido.

3.2. El modelo SBM de Tone 2001

En los modelos DEA vistos hasta ahora se ha considerado una variedad de
envolventes, hasta considerar envolventes arbitrarios de los datos, pero en todos
los modelos vistos, el dominante ha sido un cono traslado punteado C(S,,Tp)
con su origen en el punto siendo analizado S, y su objetivo es encontrar el punto
del envolvente que mas Tp-dominan a .S, segin unos pesos dados pp. El modelo
SBM introducido por Tone en 2001 (ver [42]), inspirado en parte por medidas
de Russell,[32], introduce un nuevo tipo de modelo en que el dominante es el
mismo cono C(S,,Tp) ={x e R : 2t = S, + >_jep BiT;} con sus direcciones
T; definidas por las filas de la matriz W pero en que el cono esta truncado por
medio de una restricciéon de convexidad,

Boso + Z B] =1
jeJI

donde JI son los indices de las variables de input. El dominante ya no seria
un cono sino un poliedro que incluye el punto S, siendo analizado y puntos
correspondiendo a las variables de input y cuyo cono de recesion seria {x €
R7 2t = S, + 3,050 8iT;} donde JO son las indices de las variables de
output.

A pesar que el dominante no fuese un cono y no se puede usar la definicién
1.70 de Tp-dominancia y Teorema 1.72, Tone demostrdé que para su modelo,
eficiencia era equivalente a W-eficiencia y Tp-eficiencia.
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Se han desarrollado modelos similares al modelo SBM que difieren mayormente
en como definir los pesos pp para usar en la funcion objetivo del modelo en
forma envolvente y en restricciones adicionales. Por el ejemplo el modelo RAM
(Range Adjusted Measure) (ver [17]) y el modelo BAM (Bound Adjusted Mea-
sure) (ver [18] y [33]).

El lector habra notado que el énfasis de este libro no es en definir medidas
precisas de eficiencia para DEA sino en desarrollar un modelo general de analisis
envolvente de datos que sirve como base para modelos nuevos de DEA y para
otros tipos de analisis y mineria de datos.

3.3. Presente y futuro del DEA

En la anterior seccion mostramos algunos de los modelos basicos en DEA a par-
tir de los cuales se han desarrollado otros mucho mas complejos, respondiendo
a la dificultad de la naturaleza de las situaciones de producciéon abordadas. En
esta seccion, expondremos algunas de las vias abiertas de investigacién maés
notables y prolificas, siempre considerando el caracter méas teorico del DEA.
Las lineas de investigacion que destacar serian las siguientes: Uno de los as-
pectos relacionados con la medicion de la eficiencia que ha despertado un gran
interés recientemente ha sido el desarrollo de las medidas de eficiencia genera-
lizadas. El objetivo inicial de dichas medidas es el diseno de indicadores que
tengan en cuenta todo tipo de ineficiencias (tanto radial como no radial) a la
hora de evaluar a una DMU. Ademés, se intenta que estas medidas satisfagan
ciertas propiedades deseables. Concretamente, algunas de las medidas que més
repercusion han producido en los circulos econdémicos son: la medida de Rus-
sell (tanto orientada como no orientada) y la medida Enhanced Russell Graph
(ver, por ejemplo, [32]). Los modelos DEA clésicos suelen producir los niveles
de targets mas alejados de la DMUo evaluada. Véase, por ejemplo, el caso del
modelo aditivo donde la expresion de la distancia L1 es maximizada en lu-
gar de minimizada. Este hecho ha motivado la aparicién de diversos articulos
orientados a la determinaciéon de los targets mds cercanos a la unidad que esta
siendo evaluada (ver, por ejemplo, [4] y [35]). Otro problema que ha suscitado
un gran interés, sin lugar a dudas, ha sido el tema de la determinacién de una
clasificacion de las DMU. Con este objetivo se ha desarrollado el concepto de
supereficiencia (ver [2]), que permite discriminar entre DMU eficientes, y el
concepto de common set of weights (ver [36]) y citeRG1993), mediante el cual
se restringe la libertad de los pesos DEA obligando a que el ratio de eficiencia
de toda DMU se mida a través de los mismos pesos.
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Otro aspecto que ha surgido en diferentes articulos durante los tltimos anos es
la determinacién de lo que se llaman el global reference set el cual es sencilla-
mente el (Syr, T )-soporte de la cara minimal del envolvente C'(Sys, Tn) que
contiene el conjunto de soluciones éptimas del programa lineal que implementa
el modelo en forma del envolvente. Los métodos descritos en la secciéon 1.3.2
son una contribucién al tema.

Desde hace bastante tiempo, pricticamente desde la misma concepcién del
DEA, se ha pretendido dotar a esta herramienta de cierto caracter estadistico-
economeétrico. En este sentido, cabe destacar los esfuerzos realizados en los
ultimos tiempos ligando la determinacion de intervalos de confianza sobre los
scores de eficiencia a la metodologia bootstrap (ver [39]). Otra area de investi-
gacion muy activa es la de modelos DEA difusos en que se incorpora medidas
de incertidumbre en los datos. El modelo general presentado en el proximo
capitulo es capaz de modelar incertidumbre en una forma sencilla.

Varios autores han hecho esfuerzos de desarrollar modelos generales que in-
cluyen como casos especiales algunos de los modelos ya presentados. Algunos
ejemplos son:

1. Yu, Wei, Brocket 1996 [45]
. Kleine 2004 [27]
. Dula 2009 [20]

2

3

4. Tone y Tsutsui 2010 [43]

5. Pastor, Lovell, Aparicio 2012 [34]
6

. Mehdiloozad, Sahoo, Roshdi 2014 [30]

El capitulo proximo presenta uno mas.
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Capitulo 4

Programacion Polar

4.1. Introduccién

Las técnicas de anélisis de datos descritas en este capitulo, titulado Progra-
macion Polar, fueron motivados por lo que vimos en el capitulo anterior sobre
Analisis Envolvente de Datos, técnicas que relacionan cada punto de un con-
junto finito de datos con la frontera de un envolvente poliédrico de los datos.
Podria llamar este capitulo Andlisis Envolvente de Datos Generalizado porque,
no solamente se presenta un modelo general que incluye como casos particula-
res los modelos descritos en el capitulo anterior sino que siempre se trabaja con
envolventes poliédricos de conjuntos finitos de datos. Muchos nuevos modelos
para analizar eficiencia y productividad resultarian también como instancias
particulares del modelo general pero la motivacion principal para este estudio
ha sido destacar sus bases teéricas en polaridades de poliedros y la teoria de
dualidad de programacién lineal y motivar su aplicacion a explorar y conocer
las caracteristicas de un conjunto finito de datos arbitrario. El énfasis de aplica-
cién pues esta en la mineria de datos y no solamente en el anélisis de eficiencia
y productividad que comtnmente se asocia con el sentido clasico del termino
Andlisis Envolvente de Datos.

El envolvente poliédrico mas pequenio de un conjunto finito de datos es la
capsula convexa de los datos, es decir, el conjunto de todas las combinaciones
convexas de los datos. Veremos como usar técnicas de programacion lineal
para explorar y determinar caracteristicas de las caras que forman la frontera
de la cépsula convexa de los datos. Para cada cara explorado, conoceremos su
soporte, es decir los puntos de datos en la cara, y también encontraremos una

95
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desigualdad lineal valida para el envolvente que define la cara como los puntos
del envolvente que satisface la desigualdad con igualdad.

Cualquier poliedro P que contienen todos los datos es un envolvente poliédrico
de los datos y las técnicas aqui desarrolladas permiten trabajar con envolventes
poliédricos arbitrarios del conjunto de datos y no solamente la capsula convexa.
Puede haber puntos teéricos y uno desea relacionar cada punto de datos real
con las caras de un envolvente que incluye tales puntos teéricos. También puede
haber direcciones hacia puntos que no tienen interés para el analista y al incluir
tales direcciones en el cono de recesion del envolvente, se elimina porciones no
interesantes de la frontera de la capsula convexa. Modelos cléasicos de analisis
envolvente de datos como el modelo CCR y el modelo BCC, incluyen en el
cono de recesion del envolvente las direcciones hacia puntos que utilizan mas
recursos o producen menos resultados, es decir, hacia puntos menos eficientes
que son dominados por otros puntos. El envolvente en ese contexto se llama el
conjunto de Producciones posibles.

Dado un punto de datos particular, So, las técnicas de programaciéon polar
definen un segundo poliedro llamado el dominante que debe ser apuntada (su
espacio de linealidad es el origen) que contiene So. Primero un entorno acotado
convexo Entorno(So) de So y en segundo lugar un cono arbitrario Dom(So)
apuntada de direcciones hacia puntos que si son de interés porque son mejores
o dominan a los puntos en Entorno(So) en algun sentido. El dominante es
entonces la suma Minkowski de Entorno(So) y Dom(So) y puede ser expre-
sado como un conjunto finitamente generado C(Sp,,Tp). Se desea determinar
los puntos del envolvente, mas especificamente, puntos en la intersecciéon del
envolvente con el dominante, que mas C(Sp,, Tp)-dominan a So. Tales puntos
van a estar en la frontera del envolvente. En el caso que no hay ningan punto
que domina a So, se podria decir que So es un punto C(Sp,, Tp)-no-dominado
o C(SBo, Tp)-eficiente.

Veremos como los diferentes modelos clasicos de analisis envolvente de datos
son casos particulares del modelo general. Los modelos radiales y los modelos
aditivos tienen el Entorno(So) igual al punto So pero los modelos SBM desa-
rrollados por Tone y los modelos difusos tiene un Entorno(So) mas amplio.

A continuacion vemos el programa lineal y su dual que implementan estos
conceptos de programaciéon polar. La seccidon que sigue describe el programa
lineal en términos geométricas: los datos, el envolvente y el dominante. Después
veremos brevemente una aplicacion sencilla de las técnicas para aproximar la
capsula convexa de un conjunto finito de datos.
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analizar un punto de datos

J:
E

4.2.
4.2.1.
O(SM,TN) :
{Sm:meM2E}:
{T),:neN}:
So
{Ty:de D}:
{pa:de€ D}:
O(SBO,TD) :

{Sp:be Bo2D{o}}:

Variables de Decision: \,, :m € M, p, :n € N,y :b€ Bo,Bq:d € D

4.2.2.

Parametros y Variables

o7

Un Programa Lineal Base y su Dual para

Conjunto finito de indices de las variables de datos

Conjunto finito de indices de los entes o puntos de datos

El Envolvente donde:

Puntos en R?que incluyen los puntos de datos

Direcciones en R’ hacia puntos dominados

Direcciones en R” hacia puntos que dominan a S,

: Punto en R’ a analizar

Coeficientes positivos de peso

El poliedro dominante donde:

Puntos en R’ que incluyen a S,

Maximice z

Sujeta a:

Z )\’HLS’HL + Z IL’LTLTH

meM

neN

>

meM

Z%

beBo
Am

Pon

Yo

B

v v v v

Programa Lineal Espacio de Datos

> paBa

deD

> WS+ Y BT

beBo deD
1

meM
:nmeN
:b € Bo
:de D

o O O O

(4.2.1)

(4.2.2)
(4.2.3)

(4.2.4)

(4.2.5)
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4.2.3. Programa Lineal dual en espacio polar
» Parametro Adicional: matriz invertible W € R7*/
= Variables: yo,y1,y; : 5 € J

= Programa Lineal

Minimice yo + y1 (4.2.6)
Sujeta a:
SEWy < yo:meM (4.2.7)
T'Wy < 0:neN (4.2.8)
~-SiWy £ y1:b€ Bo (4.2.9)
~T'Wy < —pg:deD (4.2.10)

4.3. Interpretaciéon geométrica del modelo gene-
ral

Definicion 4.1. La region factible del programa lineal 4.2.2 es la intersecciéon
de los dos poliedros, P = C(Sys,Tw) llamado el envolvente y C(Sp,,Tp)
llamada el dominante.

4.3.1. El Envolvente:

Por el teorema de doble representacion de poliedros, sabemos que cualquier
poliedro es un conjunto finitamente generado, es decir, P = C(Sy,Tn) para
algiin Sy € RM*7 v Ty € RV*J . Si el conjunto de datos esta representado
como el conjunto de filas S,,e € F, de una matriz S € RF*’, sin perdida
de generalidad podemos representar un envolvente poliédrico arbitrario de los
datos como C(Sy,Txn) donde M 2 E y T genera un cono de recesion arbi-
trario. Los puntos del envolvente suelan denominarse Puntos Posibles ya que
en los modelos clasicos de Anélisis Envolvente de Datos, el envolvente muchas
veces esta referido como el Conjunto de Producciones Posibles, o en inglés, Pro-
duction Possibility Set. Los puntos S, para m € M — E podrian representar
entes no existentes fisicamente pero que se consideran posibles teéricamente y
se incluyen para compararlos con los entes reales.

Las filas de Ty representan direcciones que llevan desde un punto posible a otros
puntos posibles. Cualquier punto posible mas una combinaciéon no-negativa de
las filas de Ty también seria posible.
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Observacion 4.2. El cono C(0;,Ty) puede ser considerado como un cono de
dominancia cuyos elementos son direcciones hacia puntos Tn-dominados por
otros puntos del envolvente. En casi todos los modelos cléasicos, incluyendo los
modelos CCR y BCC, la matrix Ty es una matriz en R/*7, cuadrada diagonal
y el cono generado es un cuadrante del espacio R7. Cada fila correspondiente a
una variable de input in J tiene un 1 en el diagonal ya que esa direccion lleva a
puntos que representan entes que usan mayor input. Cada fila correspondiente
a una variable de output in J tiene un —1 en el diagonal ya que esa direc-
cion lleva a puntos que representan entes que producen menos output. Estas
direcciones resultan en que las variables duales en 4.2.3 sean no-negativas. Los
modelos descritos en [?] incluyen otras direcciones fuera del cuadrante mencio-
nado para que las variables duales en 4.2.3 tengan restricciones adicionales a
las restricciones no-negativas.

4.3.2. El Dominante

Observacion 4.3. Cuando el dominante es el cono traslado C(S,, Tp), es decir
cuando Bo = {0}, el modelo 4.2.2 generaliza los modelos radiales y los modelos
aditivos. Cuando Bo contiene puntos adicionales al punto .S, siendo analizado,
se generaliza los modelos ERM (Enhanced Russell Measure) y SBM (Slacks
Based Measure) de Tone ademas de modelos de datos difusos DEA.

Observacion 4.4. El Cono hacia puntos que dominan: Para un punto
de datos S, y Tp € RP*/ D un conjunto finito de indices, el objetivo de
programacion polar es buscar la cara de la interseccién del envolvente con el
dominante que mas Tp-domina al punto de datos S,. La medida de dominancia
se defina en términos de pesos positivos, ag > 0, asociados con las direcciones
Ty, d € D.

Observacion 4.5. El programa lineal 4.2.2 no tiene solucion factible si y so-
lo si la interseccion del envolvente y el dominante es vacia. Si hay solucién
factible, hay dos condiciones para que el modelo sea acotado y tenga soluciéon
o6ptima. Primeramente, el espacio de linealidad del dominante debe ser sola-
mente el origen 0; (se dice que un poliedro asi es punteado) y en segundo
lugar, la intersecciéon de los dos conos de dominancia involucrados, generados
respectivamente por T y Tp, sea solamente el origen 0.

Definicién 4.6. Un punto T del envolvente, es (Sp,, Tp)-no-dominado, es
decir, (Spo, Tp)-eficiente si y solo si el valor éptima de 4.2.2 con S, =T es O.
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Observacion 4.7. Se puede considerar la matriz W como una transformacion
lineal de los datos o de las variables duales. Si W es invertible, su introducciéon
en el dual no afecta la soluciéon del programa lineal primal pero si afecta la
solucion dual y suelan ser utilizada en aplicaciones como analisis de eficiencia y
productividad (modelos de DEA) para facilitar la interpretacion de las variables
duales como precios o pesos de los insumos y productos. En todo caso, si (¥, 7o)
es una solucién optima dual, la desigualdad /W7 < 7y es una desigualdad
valida del envolvente que define una cara del envolvente.

Ejercicio 4.8. Si las soluciones 6ptimas primal y dual son estrictamente com-
plementarias entonces la desigualdad dada por la solucién 6ptima dual define
la cara minimal que contiene el conjunto de soluciones 6ptimas del primal.

Observacioén 4.9. Para una soluciéon 6ptima especifica, (Ays, v, Bp) de 4.2.2,
el punto So+> e Ffde = @SM +ETN se llama un punto de referencia para
S, en la frontera del envolvente y los valores de las variables 84 : d € D, da una
medida intuitiva de distancia desde el punto S, hasta el punto de referencia.
Por ejemplo, si las direcciones Tp son ortonormales (ortogonales y unitarios)
entonces la suma de By : d € D seria la distancia Tchebychev entre S, y el
punto de referencia. (AQUI SE PODRIA HACER REFERENCIA AL USO
DE PRINCIPAL COMPONENT ANALYSIS PARA COMPLEMENTAR EL
ANALISIS)

Observacion 4.10. La definicion siguiente es una extension de la definicion de
(Sar, Ty )-soporte de subconjuntos de C(Sys, Ty) a subconjuntos de la region
factible de 4.2.2, C(Sy, Tn) N C(S,,Tp).-

Definicion 4.11. El (Sy, Tn,Tp) soporte de un subconjunto F' de la region
factible del PL 4.2.2 es (H, I, K) donde:

H = {me&M:\, puede ser > 0 para generar algin = € F'}
I = {né€ N:pu,puedeser > 0 para generar algtn = € F'}
K = {de€ D:pj;puedeser > 0 para generar algin = € F'}

Ejercicio 4.12. El (S, Tw,Tp)-soporte de la cara de soluciones 6ptimas de
4.2.2 es igual al Conjunto de igualdad (Equality set) de un punto interior de la
cara de soluciones 6ptimas del programa lineal dual 4.2.3 el cual es igual a los
indices de las variables primales mayores de cero en soluciones estrictamente
complementarias de 4.2.2 y 4.2.3
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Observacion 4.13. Un punto S, factible para 4.2.2 es Tp-eficiente en el con-
junto C'(Sp,Tw) si y solo si el (Sy,Tn,Tp) soporte de S,, (H,I,K), tie-
ne K = (). En aplicaciones de DEA, las direcciones en T suelen incluir las
negativas de direcciones en T para que un punto Tp-eficiente también sea
T-eficiente.

Ejercicio 4.14. Siel (S, Tn,Tp) soporte de la cara de soluciones 6ptimas del
PL 4.2.2es (H,I,K) entonces (H,I) es el (Spr, Tn)-soporte de la cara minimal
del envolvente que contiene la cara de soluciones 6ptimas de 4.2.2 y (0, K) es
el (S,,Tp)-soporte de la cara minimal de C(S,,Tp) que contiene la cara de
soluciones 6ptimas de 4.2.2.

Ejercicio 4.15. Cualquier punto interior T de la cara de soluciones 6ptimas
de 4.2.2 es un punto interior de la cara minimal de C'(Sps,Tn) que contiene T
y también un punto interior de la cara minimal de C(S,,Tp) que contiene T

Observacion 4.16. En Anélisis Envolvente de Datos clasico, se utiliza un pun-
to interior de la cara minimal de C(Sys, Tn) que contiene la cara de soluciones
optimas de 4.2.2 o equivalente su (Sys, Ty )-soporte para determinar el factor
retorno a escala, (rts) del punto de referencia encontrado para S,,.

4.4. Envolventes poliédricos Particulares

Algunos envolventes poliédricos surgen en forma natural, viéndose en los mo-
delos clasicos de Anélisis Envolvente de Datos y también en 2-clausuras del
conjunto de datos como visto en Capitulo 3. Algunos ejemplos se encuentran a
continuacion:

1. El envolvente poliédrico mas pequeno de los datos serfa cuando M = E'y
N = (). En este caso, el envolvente, C(Sg, ) seria la caApsula convexa de
los datos. Los modelos aditivos de Analisis Envolvente de datos trabajan
con este tipo de envolvente el cual es independiente de cualquier origen.
Este envolvente es la Q-clausura de Sg donde Q C RY x R7Y10} ge define
por la desigualdad 2!Wy < yo, W € R7*/ invertible.

2. Sy = Spufo}, para algin S, considerado como un punto origen. La
porcion de la frontera de CONV (Sg) entre S, y CONV (Sg) se elimina
y la frontera restante consiste de los puntos de CONV (Sg) mas lejanos
de S,. Este envolvente es la Q-clausura de Sg donde Q C R7 x R” se
define por la desigualdad x'Wy — Sty < 1, W € R7*/ invertible.
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3. Sy =Sg, N=FEyT.=(5.—85,)Ve € E para algin S, que no pertenece
a la capsula convexa de Sg. En este caso S, podria considerarse como
un punto utopia porque la porcion de la frontera de CONV (Sg) que
pertenece a la frontera de este envolvente seria la frontera mas cercana
al punto S,. Este envolvente es la Q-clausura de Sg donde Q C RY x R”
esta definida por la desigualdad 2'Wy— Sy < —1, W € R7*7 invertible.

4. Sy = Spugey, N = Ey Te = (S — S,)Ve € E para algin S, que
no pertenece a la capsula convexa de Sp. Este envolvente es igual a
C(S,,TE), un cono traslado con origen en S, y es la Q-clausura de Sg
donde Q C R’ x R” esta definida por la desigualdad z!Wy — Sty < 0,
W € R7*7 invertible. Notase que este envolvente es la unién de loa tres
envolventes anteriores.

5. El envolvente es C(Spr, Tv UL) donde Sy y Ty estan definidos como en
cualquier de los 4 envolventes anteriores y 11, es tal que CONE(TL) =
{x € R’ : !B £ 0} donde B € R7*X es una matriz cuyas columnas
pueden ser considerados como funciones objetivos y el envolvente incluye
los puntos B-dominados por C(Sys, Tn). Los modelos CCR y BCC usan
envolventes de este tipo para B una matriz diagonal con 1 en el diagonal
para cada variable de output y -1 en el diagonal para cada variable de
input. T, seria el negativo de B.

4.5. El Dominante, politica de frontera

Habiendo escogido o definido un envolvente poliédrico C(Sys, Tn) de los datos
que se han de usar en un analisis, para cada punto S, que se desea analizar,
hay que definir el poliedro dominante C(Sp,,Tp) y unos pesos ap para poder
maximizar S5,ap para puntos en la interseccion del envolvente y el dominante.
Si hay una interseccion no-trivial (es decir distinto a 0) de los conos generados
por Ty y Tp respectivamente, entonces el programa polar seria no-acotado. Si
no, cualquier punto en la cara de soluciones 6éptimas del programa polar descrito
seria un punto de referencia para S,. En particular, cada uno de los puntos de
datos en el (Sys, T, Tp) soporte de la cara de soluciones 6ptimas serian puntos
de referencia para S, y los entes asociados con estos puntos de datos serviria
para benchmarking. Uno podria calcular la distancia entre S, y cada uno de
tales puntos de referencia segtin alguna métrica conveniente para escoger el mas
cercano o el mas lejano segin el criterio deseado.
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4.5.1. Modelos Radiales: una sola direccién desde o hacia
un origen

Cuando el cono generado por Tp consiste de una sola direccién para cada punto
S, siendo analizado, se dice que el modelo es de tipo radial. De particular
utilidad son modelos radiales en que las direcciones utilizadas son desde o hacia
un punto fijo S¢. Si las direcciones son S, — Sy para cada S,, se podria referirse
al punto Sy como un punto nadir ya que los puntos de referencia serfan lo mas
lejos posible en linea recta desde Sy hasta la frontera del envolvente. Si las
direcciones son Sy — S, para cada S, y Sy no pertenece al envolvente, se podria
referirse al punto S, como un punto utopia ya que los puntos de referendcia
serfan lo mas cercano posible a Sy en linea recta desde S, hasta la frontera
del envolvente. En la medida que S se aleja del envolvente, las direcciones no
dependen tanto de S, y en el caso extremo, la direccion usada para cada S,
seria sencillamente Sy o —S.

4.6. Aproximacion de la Capsula Convexa de los
datos

Una aplicacion especifica del uso de direcciones radiales es para aproximar la
capsula convexa de un conjunto de datos. Sea el envolvente igual a C(Sg, ()
y el origen Sf igual al barycenter (promedio) de todos los puntos de datos.
Para cada punto de datos S, = S,,, m € E, resuelva el programa lineal dos
veces. Primeramente con Tp igual al vector S,, — Sy y después igual a Sy —Sp,.
Los dos puntos de referencia en la frontera de C(Sg,#) encontradas definen
una cuerda del envolvente que pasa por el centro S¢. Se puede calcular la
distancia Euclidiano u otra medida entre los dos puntos de referencia para
saber la longitud de tal cuerda. El soporte de cada punto de referencia describe
el soporte de la cara minimal que contiene el punto y las variables duales
provee una desigualdad lineal que define la cara. Repitiendo estos calculos por
cada punto de datos, S,, : M € E, se obtiene 2|F| desigualdades lineales (no
necesariamente todos diferentes) que deben dar una buena aproximacién a la
capsula convexa de los datos. También las longitudes de las cuerdas obtenidas
dan mucha informacién sobre la dispersion de los datos. Los soportes obtenidas
de caras de la frontera ofrece informacion para uso en benchmarking ya que para
cada punto de datos, el soporte de uno de los dos puntos de referencia da el
soporte de una de las caras mas cercanas al punto y el soporte del otro punto
de referencia da el soporte de una de las caras mas lejanas del punto.
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La técnica descrita también sirve para envolventes poliédricos arbitrarios, atun
envolventes con conos de recesion. Si el programa lineal es no-acotada esto indi-
ca que la direccion usada esté en el cono de recesion del envolvente y la cuerda
es infinita. Cuando el programa lineal es acotada, tenemos la informacién de la
cara que contiene el punto de referencia obtenido. Al resolver los dos progra-
mas lineales para cada punto de datos se obtiene un conjunto de desigualdades
lineales que da una buena aproximaciéon del envolvente. Los soportes de los
puntos de referencia obtenidos también sirven para benchmarking.

4.7. Extension a Modelos Difusos

Varios autores han diseiado modelos de datos difusos para el analisis envolvente
de datos incluyendo ...... Aqui presentamos un modelo de datos difusos para
programacion polar, el cual generaliza muchos de los modelos difusos de DEA.

4.7.1. Parametros y Variables: Difuso

Conjunto finito de indices : J
Conjunto de datos en R : {S,,:m € M}
Puntos que definen entorno difuso : {F,:b € B}
Tamailo relativo de entorno difuso : « >0
Direcciones hacia puntos dominados : {T,, :n € N}
Punto a analizar : 5,
Direcciones hacia puntos que dominan a S, : {Ty:d € D}
Coeficientes positivos de peso  : {pg:d € D}

Variables de Decision: A\, :m € M, \p :b€ By, :n € N,Bg:d € D
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4.7.2. Programa Lineal Espacio de datos: Difuso

Maximice z = Z paBa (4.7.1)
deD
Sujeta a:
Sot D BaTy = > AnSm+ Y MFy+ Y paTn  (47.2)
deD meM beB neN
ddm =1 (4.7.3)
meM
N = a (4.7.4)
beB
Am = 0:meMUB
Un = 0:neN (4.7.5)
Bs = 0:deD

4.7.3. Programa Lineal dual en espacio polar: Difuso
= Parametro Adicional: matriz invertible W € R7*/
= Variables: y,,ys,y; : j € J

= Programa Lineal

Maximice —y, + ays + SoWy (4.7.6)
Sujeta a:

Yo+ Wy < 0:meM (4.7.7)

T,Wy < 0:neN (4.7.8)

—yr+FRWy £ 0:b€B (4.7.9)

-T,Wy £ —pg:deD (4.7.10)

> 0 (4.7.11)

Yr

4.7.4. Caracteristicas de los modelos
= Envolventes poliédricos arbitrario, C(Snr, Tn)

= Entorno difuso poliédrico arbitrario, C'(Fpu{e},0). Restriccion (4.7.4)
siendo una desigualdad asegura que el entorno difuso contiene el origen
F,=0
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El entorno difuso alrededor de cada punto .S,, contiene el punto S,,.
Cono de dominancia arbitrario, C(0,Tp)

Matriz invertible arbitraria W para en la definicién del dual que puede
ser considerado como una transformacion lineal tanto de los datos o de
los pesos.

Restricciones 4.7.7 y 4.7.8 definen el A-polar del envolvente no-difuso
C(Sp, Tn) donde la polaridad A esta definido por la desigualdad bilineal
—Yo + ny < 0

Restricciones 4.7.9 y 4.7.11 definen el m-polar del entorno difuso C(F, 0)
donde la polaridad m esta definido por la desigualdad bilineal zWy <
a donde a > 0. Casos particulares del entorno difuso corresponden a
restricciones simétricas y no-simétricas sobre los pesos (variables duales,
y.)

Restricciones 4.7.10 definen el S-polar del poliedro C(T}5,0) donde T} =
Ty/pq for all d € D y la polaridad 3 esta definido por la desigualdad
bilineal zWy > 1

El programa lineal tiene soluciéon factible si y solo si la intersecion del
envolvente C(Sy, Fg,Tn) v el cono de dominancia C(S,,Tp) tiene in-
terseccion no-vacia. Obviamente esto se cumple cuando S, is a row of
Sy as in DEA.

Si el programa lineal(4.7.7-4.7.10) es factible entonces el mismo es aco-
tado ( y el dual tiene solucion factible) si y solo si

e El poliedro C(T'p,0) no contenga el origen 0 o lo que es equivalente,
que el vértice del cono C'(0,7p) tenga dimension 0 es decir el cono
es "pointed” y

e La interseccion de los dos conos, C(0,Tn) y C(0,Tp) es Gnicamente
el origen 0.

El parametro o 2 0 determina el tamafio relativo del entorno difuso
de cada punto de datos. Cuando « es igual a cero, el modelo es igual
al modelo no-difuso de programacién polar presentado anteriormente.
En la medida que o aumenta el entorno difuso aumenta en tamano y
importancia relativa a los puntos de datos Sy;.



Capitulo 5

Proceso basico de modelado
para aplicaciones de mineria
de Datos

5.1. Definir objetivos del proyecto

= Nombrar el patrocinador(el que provee los recursos para llevar a cabo el
estudio)

= Enumerar loa accionistas del estudio (los interesados en los resultados)
= Describir el alcance del estudio

e la poblaciéon de entes E a analizar y el periodo o periodos de tiempo
involucrado

e la duraciéon estimada del proyecto

e ¢l costo estimado del proyecto

5.2. Definir variables homogéneas de datos para
comparar los entes entre si

= Sea J el conjunto finito de variables que describen constitutivamente
cada ente

67
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= Definir la naturaleza de cada variable 5 € J: datos precisos o datos
difusos. Si son difusos hay que definir el entorno difuso que va a utilizar
en el modelo.

= Definir las unidades de medida de cada variable; las variables podrian
tener unidades distintas

» Definir como tratar datos faltantes

= Para que el anéalisis sea efectivo, la cantidad de entes debe ser por lo
menos dos veces la cantidad de variables

5.3. Colecciéon de datos

= Usar cualquier herramienta como Excel que facilita la organizacion y
archivo de los datos

= Hacer un anélisis preliminar de los datos para identificar datos erréneos,
outliers, etc.

» Sea Sp € RF*/ la matriz cuyas filas son el conjunto depurado de datos

5.4. Definir un envolvente poliédrico para los da-
tos

Cualquier poliedro que contiene los datos (filas de Sg) es un envolvente po-
liédrico de los datos. Los puntos en el envolvente se llaman puntos posibles
conforme a las aplicaciones de Analisis Envolvente de Datos que comparan
entes productivos y en las cuales, el envolvente se llama el conjunto de produc-
ciones posibles (Production Possibility set). La suposicion que el envolvente sea
poliédrico implica que el envolvente sea convexo, es decir, cualquier punto entre
dos puntos posibles también es posible.

Por la doble descripciéon de poliedros, sabemos que se puede describir un en-
volvente poliédrico arbitrario de los datos como C(Sy,Txn) donde E C M y
Tn € RV>*7 donde M y N son conjuntos finitos de indices. Los puntos S,,, para
m € M — E podrian representar entes no existentes fisicamente pero que se
consideran posibles tedricamente y se incluyen para compararlos con los entes
reales.

Las filas de Ty representan direcciones que llevan desde un punto posible a otros
puntos posibles. Cualquier punto posible mas una combinacién no-negativa de
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las filas de Ty también seria posible. Suponemos sin perdida de generalidad
que no hay ninguna fila de puro ceros en Tl.

Cualquier punto T € C(Sy, Tn) cuyo (S, Tv)-soporte contiene por lo menos
un elemento de N seria entonces Ty-dominado por otro punto en C(Sys, Tn).
Los puntos de C'(Syr, Tiv) cuyo (Shar, T )-soporte tiene algin elemento de N son
los puntos T -dominados de C(Sy, Tn) v los demés puntos, cuyos (S, Tn)-
soportes no tiene ningin elemento de N son los puntos no-Tn-dominados de
C(Sm, ITn).

5.5. Seleccionar entes a analizar en detalle

Cuando hay pocos entes involucrados en el estudio (por ejemplo, pocas decenas)
es razonable imprimir un informe detallado indicando cuales de los puntos
de datos son no-Tp-dominados y para los deméas dar el (S, Ty, Tp)-soporte
de un punto de referencia en el interior de la cara de soluciones 6ptimas del
programa polar. Por defecto, se asume que se debe evaluar a todos los puntos
de datos, sin embargo, cuando la cantidad de puntos de datos aumenta, podria
ser conveniente permitir al usuario indicar para cuales de los puntos de datos
se desea un informe detallado.

5.6. Definir el dominante, es decir, una politica
de frontera

Habiendo definido un envolvente poliédrico C'(Sys,Tn) de los datos que se
han de usar en el anélisis, para cada punto S, que se desea analizar, hay que
definir un conjunto de direcciones Tp y unos pesos ap para poder maximizar
Bhap sujeto a que S, + BLTp pertenezca al envolvente, es decir, buscar el
punto en la frontera del envolvente que también pertenece al cono traslado
{reR:2=25,+B5Tp,Bp = 0} que mas Tp-domina al punto S segiin los
pesos dados, ap.

5.7. Llevar a cabo el anilisis de los puntos selec-
cionados

Resolver el modelo de programacion lineal o su dual. Resultados posibles:
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1. El programa lineal en el espacio de los datos, 4.2.2, no tiene solucién

factible. Esto indica que no hay interseccion entre el envolvente y el cono
trasladado C(S,, Tp). En este caso debe revisar la definicion de S, y Tp.

. El programa lineal 4.2.2 tiene solucién pero es no-acotado. Esto indica

que el cono generado por T contiene un espacio de linealidad mayor
que el punto origen o que la interseccién de los conos generados por T
y Tp respectivamente tiene interseccion distinto al origen. En este caso
debe revisar las definiciones de Ty y Tp.

. El programa lineal 4.2.2 tiene solucion factible y 6ptima. En este caso

las soluciones 6ptimas del primal y dual, estrictamente complementarias,
proveen:

a) Un Punto de referencia en la frontera

b) Elsoporte de la cara minimal del envolvente que contiene los puntos
que méas dominan al ente siendo analizado. Cada uno de los puntos
de datos en el (Sys, Ty, Tp) soporte de la cara de soluciones 6ptimas
serian puntos de referencia para S,. Uno podria calcular la distancia
entre S, y cada uno de tales puntos de referencia segin alguna
métrica conveniente para escoger el mas cercano o el mas lejano
segin el criterio deseado.

¢) Los valores o6ptimas de las variables duales son coeficientes de una
desigualdad lineal valida para el envolvente que define la cara mini-
mal del envolvente que contiene las soluciones éptimas del modelo
primal.

Cosas por terminar

. Terminar la tesis de Abad que consiste en comparar 5 métodos distintos

para encontrar el soporte de la cara de soluciones 6ptimas de un programa
polar.

a) resolver el modelo primal (espacio de los datos) usando un método
de puntos interiores

b) resolver el modelo dual (espacio de los pesos, espacio polar) usando
un método de puntos interiores

¢) resolver el modelo primal (espacio de los datos) resolviendo con el
método simplex una secuencia de Programas lineales
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d) resolver el modelo dual (espacio de los pesos, espacio polar) resol-
viendo con el método simplex una secuencia de Programas Lineales

e) maximizar el minimo sobre todas las variables primales, la suma
del valor de la variable primal y la holgura en la restriccion dual
correspondiente.

2. Describir un modelo de Programacion Lineal Entera para encontrar los
soportes de las caras mas cercanos al punto de datos analizado

3. Terminar un software en R con entrada y salida de datos en excel para
apoyar el usuario llevar a cabo un analisis de programacion polar.
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