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Prefacio

El propósito primario de estas notas es complementar con material de base
la presentación de cinco tópicos en la teoría de ecuaciones diferenciales parciales
lineales en los que el aspecto global es fundamental para darle sentido al pro-
blema: problemas de frontera, Teoría de Hodge, la fórmula de Atiyah-Bott para
el número de Lefschetz, el Teorema del Índice de Atiyah-Singer, y la función
zeta de un operador elíptico positivo.

Ilustramos el contraste entre problemas locales y problemas globales con
algunos ejemplos. No hay obstáculos para la existencia de soluciones de la
ecuación du/dθ = f con θ cerca de 0. Pero no hay solución global si vemos
θ como ángulo en un círculo y u como función en ese círculo (esto es, como
función periódica), si la integral de f no es 0. Que esta ecuación es en una
variable no importa; el mismo tipo de problema ocurre por ejemplo en un toro:
si las variables angulares son θ y ϕ, la ecuación ∂2u/∂θ2+∂2u/∂ϕ2 = f siempre
tiene soluciones locales pero hay solución global si y solo si la integral de f es
nula.

Elaborando algo más en relación a existencia local versus global, si ~F es
un campo vectorial suficientemente regular en un conjunto abierto Ω ⊂ R3 y
∇ × ~F = 0, entonces cada punto en Ω tiene un entorno en el cual ~F es el
gradiente de una función definida cerca del punto. Pero si Ω es el producto de
un anillo en R2 y un intervalo, entonces puede no existir una función en Ω cuyo
gradiente es ~F . Y si en lugar de ∇ × ~F = 0 suponemos ∇ · ~F = 0, entonces
cada punto de Ω tiene un entorno en el cual existe un campo vectorial ~G tal
que ~F = ∇× ~G, pero si Ω es la región entre dos esferas concéntricas, entonces
existen campos vectoriales suaves en Ω con divergencia nula que no son de la
forma ∇× ~G para ningún campo ~G. Estos son ejemplos donde la topología del
espacio subyacente (por ejemplo un anillo) impone restricciones a la existencia
de soluciones.

Presencia o ausencia de condiciones de frontera: En un disco D en el plano
hay muchas funciones armónicas, pero solo una si los valores de tal función se
prescriben en la frontera. En el mismo contexto, la ecuación

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
+ λu = 0 en D

i



ii PREFACIO

en D tiene soluciones no nulas para cualquier λ ∈ C. Pero si requerimos u = 0
en la frontera de D, la ecuación solo tiene soluciones no triviales cuando λ
pertenece a cierto subconjunto discreto infinito de (0,∞) ⊂ R sin puntos de
acumulación finito. A veces la condición de frontera está escondida en una
condición de crecimiento: la ecuación

∂2u/∂x2 + ∂2u/∂y2 = 0 en R2

tiene muchas soluciones, pero únicamente u = constante si pedimos que u sea
acotada. Este último es un ejemplo en donde el espacio subyacente (R2) no es
compacto.

El foco del curso será problemas de tipo global para operadores diferenciales
elípticos. Hay también problemas globales interesantes en el caso de otro tipo
de operadores (por ejemplo hiperbólicos), pero eso tal vez es tema para otra
ocasión: el material ya es suficientemente (tal vez demasiado) extenso para un
curso de veinte horas. Estas notas contienen bastante más que lo que se puede
discutir en ese tiempo; la expectativa es cubrir el Capitulo I, una colección
de ejemplos en dimensión baja, luego discutir con algo de profundidad los
Capítulos V-VIII: Teoría de Hodge, la fórmula de Atiyah-Bott para el número
de Lefschetz, el Teorema del Índice de Atiyah-Singer, y la función ζ de un
operador elíptico.

Los Capítulos II y III, respectivamente sobre variedades y operadores pseu-
dodiferenciales, son auxiliares. En clase discutiré brevemente lo que sea necesa-
rio de esos capítulos en el momento particular. El Capítulo IV era originalmente
parte del plan del curso propiamente, pero dado lo extenso de los otros tópicos
quedó relegado al limbo. Sin embargo contiene algunos puntos que conciernen
la existencia de valores de frontera que son interesantes en los dos últimos
capítulos.

Los Capítulos IX y X contienen una descripción de la topología diferencial
y algo del análisis en variedades no compactas o con singularidades. Este es
parte del contexto en que la investigación de problemas de análisis global en el
sentido de las presentes notas se ha desarrollado en los últimos veinte o treinta
años. Si hay tiempo, discutiremos algo de esto durante el curso. Si no, tal vez
estos capítulos junto con las referencias sirvan para orientar al lector un poco
en la literatura.

El estilo de estas notas es variable. En algunos momentos es apenas des-
criptivo, enfocando solo las ideas centrales: cuál es el problema, cuáles son los
resultados, algunos detalles importantes–particularmente en los dos últimos ca-
pítulos. Pero he tratado de presentar con bastante detalle los elementos básicos
(operadores pseudodiferenciales) y algo de geometría diferencial con el objetivo
de al menos tener versiones autocontenidas en los capítulos centrales del curso.

Las referencias son bastante completas, creo, en cuanto al origen de las
ideas. En muchos casos he incluido lazos a paginas de la red donde el lector
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puede encontrar los artículos, a veces libros, citados. Pero hay muchos autores
que no han sido mencionados ni siquiera de pasada; hacer algo más completo
es imposible desde el punto de vista práctico.

Estas notas están dirigidas a estudiantes de pregrado avanzados o de pos-
grado con intereses en ecuaciones diferenciales con una componente fuerte de
geometría diferencial.

La primera Escuela Venezolana de Matemáticas se llevo a cabo hace ya 30
años; tuve el privilegio de dictar uno de los mini-cursos. Desde entonces se ha
celebrado una cada año, y quiero expresar aquí mi agradecimiento a los orga-
nizadores de esta trigésima edición de la Escuela por esta nueva oportunidad
de dictar uno de los cursos.

También quiero dejar aquí constancia de mi agradecimiento a mi esposa
por haber soportado durante varios meses, más aún, apoyado y frecuentemente
alentado, mi dedicación casi exclusiva a estas notas, que resultaron considera-
blemente más extensas de lo que preví inicialmente.
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Capítulo I

Introducción

1. Problemas de valores de frontera

Tomemos un conjunto abierto Ω ⊂ R2 acotado, conexo, cuya frontera, ∂Ω,
es una union finita de curvas de clase C∞. Queremos encontrar una función u
definida en Ω que satisfaga

∆u = f en Ω,

donde

∆u = −∂
2u

∂x2
− ∂2u

∂y2

y f es, para el propósito de esta discusión preliminar, una función continua
definida en la clausura, cl Ω, de Ω. Si u0 es una solución (ya veremos que hay
una) entonces cualquier otra es de la forma u = u0 +h con h armónica, es decir,
∆h = 0. El conjunto de funciones armónicas en Ω es un espacio vectorial de
dimensión infinita. Por ejemplo, todos los polinomios

p(x, y) =

N∑
k=0

ak(x+ iy)k

son armónicos, y si solo queremos soluciones a valores reales podemos sumar
la parte real de p (si no, sumamos p) a u0 para obtener otra solución.

Sin embargo, si especificamos qué queremos que sean los valores de u en
la frontera de Ω, encontraremos que solo hay una solución. Esta condición de
frontera es la condición de Dirichlet, y el problema

(1.1)

{
∆u = f en Ω,

u = g en ∂Ω

es el problema de Dirichlet para el Laplaciano en Ω.
Otra condición de frontera que implica finitud de la dimensión del espacio

de soluciones es la condición de Neumann, en donde en lugar de especificar el
valor de u en la frontera, uno especifica el valor de la derivada normal, en los
términos siguientes. Sea ν un campo vectorial definido cerca de la frontera de Ω,
normal a ∂Ω y apuntando al exterior (esta última condición no es importante

1



2 I. INTRODUCCIÓN

pero es la convención usual). El problema de Neumann es entonces{
∆u = f en Ω,

ν · ∇u = g en ∂Ω

donde ∇u es el gradiente de u. La expresión ν · ∇u es la derivada normal de u
(en ∂Ω), ν · ∇u = ∂u/∂ν. El problema de Neumann tiene ambigüedad en un
espacio de dimensión 1: si u es una solución, entonces u + c con una función
constante arbitraria c también es una solución.

El tercer ejemplo clásico de condición de frontera es la condición de Ro-
bin. Sean a y b funciones arbitrarias, continuas y a valores reales en ∂Ω, con
(a(p), b(p)) 6= 0 para todo p ∈ ∂Ω. La condición de Robin es

a
∂u

∂ν
+ bu = g en ∂Ω

con funciones a, b que no se anulan simultáneamente.
Estas tres condiciones son condiciones locales. “Local” se refiere a que los

valores de la incógnita u en la frontera están siendo especificados mediante
fórmulas locales. Para explicar el sentido de esto consideremos el siguiente
problema:

Sea D = {z ∈ C : |z| < 1} el disco unidad en C centrado en el origen, y
consideremos el problema 

∂u

∂z
= 0 en D,

u = g en ∂D.

Aquí ∂/∂z es el operator de Cauchy-Riemann:

∂

∂z
=

1

2

(
∂

∂x
+ i

∂

∂y

)
Así planteado, este problema no tiene solución en general. La razón es que es-
tamos exigiendo que u sea holomorfa (compleja-analítica) en D, lo cual implica
que en cierto sentido, sus valores de frontera, si existen, deben satisfacer

(1.2)
ˆ 2π

0

u(eiθ)e−inθ dθ = 0, si n < 0, n ∈ N.

Por ejemplo, si

u(z) =

∞∑
n=0

unz
n

es una solución obtenemos de

u(reiθ) =

∞∑
n=0

unr
neinθ, 0 ≤ r < 1, θ ∈ R
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que ˆ 2π

0

u(reiθ)e−inθ dθ = 0, si n < 0, n ∈ N.

si 0 < r < 1, y pasando al límite r → 1− obtenemos (1.2), al menos formalmen-
te. Incidentalmente, esto trae a colación la cuestión del significado de “valor de
frontera.”

Uno puede definir un problema de valores de frontera “bueno,” pero no-
local, para el operador de Cauchy-Riemann como sigue. Sea

π : L2(S1)→ L2(S1)

la proyección en el subespacio de L2(S1) generado por las funciones einθ con
n ∈ N0, es decir,

π(g)(eiθ) =
∞∑
n=0

1

2π

ˆ 2π

0

g(eiϕ)e−inϕ dϕ einθ.

Sea H la imagen de π. Entonces tenemos

Proposición 1.3. El problema
∂u

∂z
= 0 en D,

πu = g en ∂D

tiene solución única para cada g ∈ H.

Demostración. La función g tiene expansión en serie de Fourier:

g(eiθ) =

∞∑
n=0

gne
inθ

con

gn =
1

2π

ˆ 2π

0

g(eiϕ)e−inϕ dϕ.

Como g ∈ L2(S1),
∑
|cn|2 < ∞, por lo tanto |cn| < 1 para todo n suficiente-

mente grande. En consecuencia,
∞∑
n=0

gnr
neinθ

converge uniformemente en la región θ ∈ R, 0 ≤ r ≤ r0 para cada número
positivo r0 < 1. Reemplazando z = reiθ tenemos que la función u definida por

u(z) =

∞∑
n=0

gnz
n

es holomorfa en D: ∂u/∂z = 0 en D.
Consideremos ahora las funciones ur : S1 → C definida para r ∈ (0, 1) por

ur(e
iθ) = u(reiθ).
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Siendo continuas ellas pertenecen a L2(S1). Ademas satisfacen

π(ur) =

∞∑
n=0

gnr
neinθ

tautológicamente. Tenemos

‖g − πur‖2L2 =

∞∑
n=0

|gn|2(1− rn)2

Evidentemente |gn|2(1 − rn)2 → 0 para cada n cuando r → 1−, y
∣∣|gn|2(1 −

r2)2
∣∣ ≤ 4|gn|2. Usando el teorema de convergencia dominada de Lebesgue con-

cluimos que
‖g − πur‖2L2 → 0 cuando r → 1−.

En este sentido, la condición π(h) = g en ∂D es satisfecha. �

La condición πu = g es una condición de frontera no local. Esta condición
específica involucrando una proyección asociada al operador (∂/∂z en este caso)
es de tipo Atiyah-Patodi-Singer.

Especificar condiciones de frontera puede ser un asunto delicado. Conti-
nuando con el operador de Cauchy-Riemann, el problema

∂u

∂z
= 0 en D,

u− πu = f en ∂D

no tiene solución si f 6= 0.
También especificar demasiadas condiciones puede llevar a problemas. En

el caso del Laplaciano en Ω (como al principio de esta sección), imponer a la vez
condición de Dirichlet y de Neumann lleva a una situación donde existencia re-
quiere relaciones muy rígidas entre los datos. Esto se puede entender así. Dadas
f en Ω y g en ∂Ω, hay una única u que resuelve el problema (1.1). Por lo tanto
la derivada normal de u en ∂Ω está determinada por f y g. En consecuencia,
pedir que ademas ∂u/∂ν = g1 en ∂Ω requiere prefijar g1 consistentemente, pero
entonces la condición es vacua. (El mapa g 7→ ∂u/∂ν|∂Ω es el llamado operador
Dirichlet a Neumann.)

El último ejemplo de condición de frontera simple que discutiremos en
esta sección es la especificación de datos de Cauchy. Estas especifican, en el
caso de un operador diferencial de orden m, la función y sus primeras m − 1
derivadas en la dirección normal a la frontera. Problemas de este tipo pueden
o no tener solución. Como vimos arriba, en el caso del Laplaciano (orden 2)
en Ω, especificar datos de Dirichlet y Neumann llevan a un problema sobre-
determinado, en general sin solución. Sin embargo, ésta es una condición útil
(y apropiada) en el caso de operadores de evolución, operadores en los cuales
una de las variables tiene un carácter claro de ser el tiempo, y la condición se
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especifica en una hipersuperficie esencialmente descrita como el gráfico de una
función del tiempo con respecto a las demás variables (por ejemplo, t = 0).

Todas las condiciones anteriores pueden aparecer en el mismo problema,
impuestas en distintas regiones de la frontera, regiones cuya unión es toda la
frontera, o falla en serlo en un conjunto pequeño en algún sentido. Un problema
de este tipo es un problema con condiciones mixtas.

2. Teoría de Hodge

La teoría de Hodge es un esquema general para relacionar la cohomología
de ciertos complejo de operadores diferenciales con los núcleos de operadores
diferenciales asociados. Explicamos esto con un ejemplo en dimensión 2 (el
complejo de de Rham visto con campos vectoriales).

Sea S1 el círculo unidad en R2 con centro en el origen y M = S1 × S1.
En esta sección denotaremos por C0 el espacio de funciones M → C de clase
C∞, por C1 el espacio C∞(Ω,C2), y finalmente por C2 = C∞(M) (de nuevo
funciones enM a valores complejos). Denotamos por x, y a las funciones ángulo
en cada uno de los factores deM. Estas funciones están definidas solo módulo
2π, pero las derivadas ∂/∂x y ∂/∂y están bien definidas.

Definimos operadores

A0 : C0 → C1, A0f =

(
∂f

∂x
,
∂f

∂y

)
A1 : C1 → C2, A1φ =

∂b

∂x
− ∂a

∂y
si φ = (a, b).

Esto es, A0f es el gradiente de f y A1(a, b) produce el integrando en la integral
doble que aparece en el Teorema de Green. Ensamblamos los operadores en
una sucesión

(2.1) 0→ C0 A0−−→ C1 A1−−→ C2 → 0.

Esta sucesión es un complejo porque A1◦A0 = 0. Definiendo A−1 = 0 y A3 = 0,
los grupos (en realidad espacios vectoriales) de cohomología del complejo (2.1)
son los espacios Hq = kerAq/ rgAq−1, lo cual funciona precisamente porque
Aq ◦Aq−1 = 0 implica rgAq−1 ⊂ kerAq. Así,

H0 = kerA0, H1 = kerA1/ rgA0, H2 = C2/ rgA1.

El problema es determinar la cohomología del complejo, en particular, deter-
minar si los espacios Hq son finito-dimensionales, en cuyo caso las respectivas
dimensiones pueden estar relacionadas con propiedades topológicas de Ω. Des-
de el punto de vista de ecuaciones diferenciales, la presencia de cohomología
no-trivial es la obstrucción a la resolubilidad del problema

dado β ∈ Cq con Aqβ = 0, encontrar α ∈ Cq−1 tal que Aq−1α = β.



6 I. INTRODUCCIÓN

La sucesión (2.1) no es exacta (y por eso los grupos Hq no son triviales)
pero con la notación simbólica

a0(ν) : C→ C2, a0(ν)(γ) = γν,

a1(ν) : C2 → C, a1(ν)(α, β) = βξ − αη

para cada ν = (ξ, η) ∈ R2\{0}, la sucesión

(2.2) 0→ C a0(ν)−−−→ C2 a1(ν)−−−→ C→ 0

es exacta: a0(ν) es inyectivo, rg a0(ν) = ker a1(ν), y a1(ν) es sobreyectivo. El
hecho que (2.2) es una sucesión exacta para cada (ξ, η) 6= 0 dice que (2.1) es
un complejo elíptico.

Los grupos de cohomología Hq son fáciles de calcular directamente en este
caso; hacemos esto en un capítulo posterior. Por ahora, siguiendo los lineamien-
tos del caso general en Teoría de Hodge, definimos

A?0 : C1 → C0, A?0φ = −∂a
∂x
− ∂b

∂y
si φ = (a, b)

A?1 : C2 → C1, A?1µ =

(
∂µ

∂y
,−∂µ

∂x

)
y con ellos,

�0 : C0 → C0, �0 = A?0A0

�1 : C1 → C1, �1 = A0A
?
0 +A?1A1

�2 : C2 → C2, �2 = A1A
?
1

Estos son operadores diferenciales de segundo orden. Sea Hq el núcleo de �q.
El Teorema de Hodge afirma que Hq es isomorfo a Hq de manera natural. La
base de la demostración es la existencia de operadores

Gq,Πq : Cq → Cq

tales que

�qGq = Gq�q = I −Πq, Gq+1Aq = AqGq, GqA
?
q = A?qGq+1

donde Πq es la proyección ortogonal en Hq respecto a los productos internos
en Cq definidos por

〈u, v〉0 =

ˆ
M
uv dλ, u, v ∈ C0

〈φ, ψ〉1 =

ˆ
M
φ · ψ dλ, φ, ψ ∈ C1

〈µ, ν〉2 =

ˆ
M
µν dλ, µ, ν ∈ C2
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con dλ la medida de Lebesgue y el producto interno en la definición de 〈φ, ψ〉1
tal que la forma es sesquilineal. Con estos productos internos tenemos

〈Aqθ, ζ〉q+1 = 〈θ,A?qψ〉q, θ ∈ Cq, ζ ∈ Cq+1

en todos los casos. De hecho, A?q se define de manera que esta propiedad sea
válida. Escribimos ‖ ‖q, q = 0, 1, 2, para las respectivas normas. Definiendo
A?0 = 0, A?2 = 0 tenemos

�q = A?qAq +Aq−1A
?
q−1

para todo q.
Con estos operadores procedemos de la siguiente manera. Si θ ∈ Hq, en-

tonces

0 = 〈�qθ, θ〉q = 〈A?qAqθ +Aq−1A
?
q−1θ, θ〉q = ‖Aqθ‖2q+1 + ‖A?q−1‖2q−1.

Por lo tanto, Aqθ = A?q−1θ = 0. En particular, Hq ⊂ kerAq y podemos hablar
de la clase [θ] ∈ Hq de θ; tenemos un mapa

(2.3) Hq 3 θ 7→ [θ] ∈ Hq.

Si por otro lado [θ] ∈ Hq, entonces θ = Πq + �qGqθ. Usando la definición de
�q, las propiedades de Gq y que Aqθ = 0 obtenemos de esto que

θ = Πqθ +A?qGq+1Aqθ +Aq−1Gq−1A
?
qθ = Πqθ +Aq−1Gq−1A

?
qθ

y por lo tanto la clase de θ módulo rgAq−1 es igual a la de Πqθ. Esto prueba
que el mapa (2.3) es invertible.

La compacidad deM y la la elipticidad del complejo (la sucesión (2.2) es
exacta) implican la existencia de los operadores Gq y la finitud de la dimensión
de los espacios Hq.

De hecho, en este ejemplo, H0 es el subespacio de C0 formado por las
funciones constantes, H1 ⊂ C1 consiste de los pares de funciones constantes, y
H2 ⊂ C2 también está conformado por las funciones constantes. Para ver esto
notamos que �0 y �2 son ambos el operador de Laplace,

∆ = − ∂2

∂x2
− ∂2

∂y2
,

y �1 actúa como ∆ en cada factor. Así, para determinar ker�q solo tenemos
que calcular ker ∆, para lo cual usamos series de Fourier.

Si u ∈ C∞(M), entonces, con

umn =
1

(2π)2

ˆ
u(eix, eiy)e−i(mx+ny) dx dy

tenemos

(2.4) u =
∑
m,n∈Z

umne
i(mx+ny)
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con convergencia uniforme, también con derivadas de cualquier orden. Aplican-
do ∆ tenemos

∆u =
∑
m,n∈Z

(m2 + n2)umne
i(mx+ny)

y por lo tanto, si u ∈ ker ∆, entonces u = u00.

3. El número de Lefschetz y la fórmula de Atiyah-Bott

Continuamos con el complejo y la notación de la sección anterior. Sea f :
M→M una función C∞: las funcionesX = x◦f :M→ R, Y = y◦f :M→ R
(definidas localmente cerca de cualquier punto, globalmente solo módulo 2π)
son de clase C∞. Definimos f∗q : Cq → Cq, q = 0, 1, 2, por

(f∗0u)(p) = u(f(p)), u ∈ C0

(f∗1φ)(p) =
(
a(f(p))

∂X

∂x
(p) + b(f(p))

∂Y

∂x
(p), a(f(p))

∂X

∂y
(p) + b(f(p))

∂Y

∂y
(p)
)
,

φ ∈ C1, φ = (a, b)

(f∗2µ)(p) =
(∂X
∂x

(p)
∂Y

∂y
(p)− ∂X

∂y
(p)

∂Y

∂x
(p)
)
µ(φ(p)), µ ∈ C2

Con estas definiciones,
f∗q+1Aq = Aqf

∗
q ,

lo cual implica que f∗q kerAq ⊂ kerAq, f∗q rgAq−1 ⊂ rgAq−1. Por lo tanto, fq
determina un mapa fff∗q : Hq → Hq para cada q. Como los espacios Hq son de
dimensión finita, no hay dificultad alguna en definir la traza de los operadores
fff∗q . El número de Lefschetz [44] de f es

Lf =
2∑
q=0

(−1)q trfff∗q .

Lefschetz prueba que si Lf 6= 0, entonces f tiene al menos un punto fijo.
El número de Lefschetz es inherentemente global, porque los espacios Hq son
objetos de naturaleza global. En el caso en que f es un difeomorfismo con puntos
fijos no-degenerados (en un momento definimos esto último), la fórmula de
Atiyah-Bott calcula otra cantidad en cada uno de los puntos fijos y establece la
igualdad de la suma de estos y el número de Lefschetz. Esa otra cantidad puede
calcularse por métodos analíticos, como un límite, sin necesidad de información
a priori sobre la existencia de puntos fijos.

Damos más detalles. Con cada θ ∈ Cq tenemos un mapa

M→M× Ckq , p 7→ θθθ(p) = (p, θ(p))

(k0 = 1, k1 = 2, k2 = 1). Usando que f es un difeomorfismo definimos

fff∗q :M× Ckq →M× Ckq , fff∗q(p, ϑ) = (f−1(p), ϑ · Φq(f−1(p)))
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donde (con p′ = f−1(p)) ϑ · Φq(p′) es multiplicación del elemento ϑ ∈ Ckq por
la matriz kq × kq dada por

Φ0(p′) = 1

Φ1(p′) =


∂X

∂x
(p′)

∂X

∂y
(p′)

∂Y

∂x
(p′)

∂Y

∂y
(p′)


Φ2(p′) =

∂X

∂x
(p′)

∂Y

∂y
(p′)− ∂X

∂y
(p′)

∂Y

∂x
(p′)

La relación entre f∗q y fff∗q
fff∗q(θθθ(f(p))) = (p, (f∗q θ)(p)), θ ∈ Cq.

El punto es que si p0 es un punto fijo de f , entonces fff∗q mapea p0 × Ckq en si
mismo, actuando linealmente en el factor Ckq vía Φq(p0). Por lo tanto, tiene
sentido calcular la traza de fff∗q(p0).

Para completar el cálculo aclaramos lo que significa que p0 sea un punto
fijo no-degenerado. Si p0 ∈ M = S1 × S1 corresponde a los ángulos (x0, x1) y
p es un punto cerca de p0 correspondiente a los ángulos (x, y), entonces f(p)
corresponde a los ángulos (X(p), Y (p)) y

[
X(p)− x0

Y (p)− y0

]
=


∂X

∂x
(p0)

∂X

∂y
(p0)

∂Y

∂x
(p0)

∂Y

∂y
(p0)

[x− x0

y − y0

]

módulo términos de orden O((x−x0)2+(y−y0)2). En esta fórmula, la matriz es
el Jacobiano, Jp0(f), de f en p0 (también es Φ1(p0), de una manera distinta).
Para que p0 sea un punto no-degenerado, se requiere que I − Jp0(f) sea no
singular:

det(I − Jp0f) 6= 0.

La fórmula de Atiyah-Bott para el número de Lefschetz de f , en el ejemplo
que estamos describiendo, es

(3.1) Lf =
∑

p0∈Fix f

2∑
q=0

(−1)q tr(Φq(p0))

|det(I − Jp0(f))|

En este ejemplo, el lado derecho de la fórmula se puede calcular directamente,
y resulta ser # Fix f .

Para calcular el lado derecho en (3.1) usamos el operador del calor asociado
a cada uno de los operadores �q. El operador del calor asociado a �q es el
operador

C∞(M,Ckq )→ C∞(M× R+,Ckq ), u 7→ v
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(donde C∞(M,Ckq ) = Cq) que produce la solución u del problema

∂v

∂t
+�qv = 0, v

∣∣
t=0

= u

dado el dato u. Usualmente este operador se representa como e−t�q . Existe una
función

Kq :M× R+ ×M→ End(Ckq × Ckq )
de clase C∞ (el núcleo de Schwartz de e−t�q , llamado el núcleo del operador
del calor) tal que

u(p, t) =

ˆ
M
Kq(p, t, p

′)v(p′) dλ(p′)

con dλ = dx dy. Restringiendo a {(p, t, p) : p ∈ M, t > 0}, como Kq(p, t, p) ∈
End(Ckq × Ckq ), podemos tomar la traza, y obtenemos una función a valores
complejos. Denotamos

tr e−t�q = trKq(p, t, p) dλ(p)

Tr e−t�q =

ˆ
M

trKq(p, t, p) dλ(p).

La segunda fórmula es la traza del operador del calor (usualmente llamada la
traza del calor). También tenemos que f∗q h :M×R+ ×M→ End(Ckq ×Ckq )
es de clase C∞, y su restricción a {(p, t, p) : p ∈ M, t > 0} es un mapa con
imagen en End(Ckq × Ckq ). Tomando traza e integrando obtenemos

Tr f∗q e
−t�q =

ˆ
M
f∗qKq(·, t, p)(p) dλ(p)

con la notación indicando que f∗q actúa en la primera variable de Kq.
Más tarde probaremos que

Lf =
∑

(−1)q Tr f∗q e
−t�q .

Esto no es difícil. Algo más delicado es

ĺım
t→0+

Tr f∗q e
−t�q =

(−1)q tr(Φq(p0))

|det(I − Jp0(f))|
.

La demostración de (3.1) en [6] sigue el mismo patrón pero no usa el operador
del calor. La idea de usar el operador del calor en este contexto aparece por
primera vez en [40].

Usando series de Fourier tenemos que

K(p, t, p′) =
1

(2π)2

∑
m,n∈Z

e−t(m
2+n2)ei(m(x−x′)+n(y−y′)),

p = (eix, eiy), p′ = (eix
′
, eiy

′
), t > 0,
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tenemos K0 = K = K2 y

K1 =

[
K 0
0 K

]
.

4. La función ζ de un operador elíptico

La función ζ de Riemann es la función inicialmente definida para s ∈ C,
<s > 1 por la fórmula

ζR(s) =

∞∑
`=1

1

`s
.

Esta puede verse como la función

1

2

∞∑
`=1

1

λ
s/2
`

donde los λ` son los autovalores 6= 0 del operador − ∂2

∂x2
actuando sobre fun-

ciones en el círculo unidad S1, repetidos de acuerdo con la dimensión del au-
toespacio: las autovalores son λ` = `2 y las funciones u±` = e±i`x forman una
base del autoespacio correspondiente a λ`, ` = 1, 2, . . . (el número 0 también
ocurre como autovalor, el autoespacio es generado por la función constante 1).

En general es de interés, por sus aplicaciones, estudiar la función que resulta
insertando los autovalores de otros operadores elípticos A (con condiciones de
frontera según el caso). Bajo condiciones con las cuales los autovalores repetidos
según multiplicidad forman una sucesión creciente 0 < λ1 ≤ λ2 ≤ . . . , con
λ` →∞ suficientemente rápido, la función es

ζA(s) =

∞∑
`=1

1

λs`
, s ∈ C, <s� 1.

Es frecuentemente el caso que ζA tiene una extensión meromorfa a todo C con
polos en el eje real. Los dos aspectos más relevantes son el primer polo en el
eje real y la posible ausencia de un polo en s = 0.

El primer polo (el polo con parte real más grande) ocurre en s0 = n/m
donde m es el orden del operador y n la dimensión del dominio de las funciones
sobre las cuales actúa A. La serie converge para <s > s0. La relevancia del
residuo proviene de su relación con la fórmula asintótica de Weyl:

(4.1) #{` : λ` ≤ λ} ≈
mRes(ζA;m/n)

n
λn/m

Por otro lado, el lado derecho se puede calcular con métodos analíticos, con los
cuales el coeficiente resulta ser un número relacionado con la geometría/topo-
logía subyacente y el operador mismo.
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Ilustramos esto en el caso de −∂2/∂x2 en S1 visto como mapa del espacio
ortogonal a las funciones constantes en si mismo (para eliminar de consideración
el autovalor 0 en este ejemplo). Denotemos este operador por A0. Tenemos

ζA0
(s) =

∞∑
`=1

2

`2s
= 2ζR(2s)

porque los autovalores son 1, 1, 22, 22, 32, 32, . . . (recordar que hay que incluir
la multiplicidad). Usando lo que sabemos de ζR, vemos que esta serie converge
cuando <s > 1/2, tiene un polo simple en 1/2 (dimS1 = 1, ordA0 = 2) con
residuo 1, y una extension meromorfa a todo C con un solo polo. Por otro lado,

NA0(λ) = #{` : λ` ≤ λ} = #{` :
√
λ` <

√
λ}

= 2#{` : ` ≤
√
λ} ∈ (2

√
λ− 1, 2

√
λ]

(el factor 2 debido a la multiplicidad) y por lo tanto

NA0
(λ) ≈ 2λ−1

lo cual está de acuerdo con (4.1) porque m/n=2. El cómputo analítico del
coeficiente lleva a la fórmula

1

2π
área(S1 × {ξ ∈ R : ξ2 < 1}).

para el coeficiente. Como el área es 4π, el número que resulta es 2.
Posiblemente la primera aparición de la función ζ asociada a un operador

diferencial es en un artículo de T. Carleman [12]. En ese artículo, Ω es un
conjunto abierto acotado en el plano cuya frontera consiste de curvas de clase
C2 a trozos (“arcos con curvatura continua”), los números λ` son aquellos para
los cuales hay una solución no nula del problema

∆u− λu = 0, u
∣∣
∂Ω

= 0.

Ordenemos los autovalores como sucesión creciente, 0 < λ1 ≤ λ2 ≤ . . . , repi-
tiendo un autovalor según su multiplicidad y tomamos una base ortonormal de
autofunciones φk a valores reales,ˆ

Ω

φkφ` dλ(p) = δk`

correspondientes a los λk. Carleman usa
∞∑
k=1

λ−sφk(p)2 =
1

2πi

ˆ
γ

∞∑
k=1

λφk(p)2

λk(λk − λ)
λ−s dλ

con γ la curva <λ = a, 0 < a < λ1 para obtener una fórmula asintótica para
los autovalores usando el Teorema Tauberiano de Wiener-Ikehara [32].

La otra aplicación importante aprovecha la extensión meromorfa de ζA en
ausencia de un polo en s = 0 para definir un determinante para el operador
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A. La motivación proviene del caso en dimensión finita. Supongamos por un
momento que A es un matriz Hermitiana (A = A

†
) actuando como operador

CN → CN de la manera usual. Supongamos que los autovalores, λ1, . . . , λN ,
son estrictamente positivos. El determinante de A es λ1 · · ·λN , y

log detA =
∑
`=1

log λ` = − d

ds

∣∣∣
s=0

N∑
`=1

1

λs`

y por lo tanto,
detA = e−ζ

′
A(0).

Volviendo al caso de un operador diferencial A, si este admite una función
ζ con extensión meromorfa sin singularidad en 0, la misma fórmula define
el así llamado determinante ζ-regularizado de A. En el ejemplo A0, usando
ζ ′R(0) = − 1

2 log 2π y ζA0(s) = 2ζR(2s),

ζ ′A0
(0) = 4ζ ′(0) = −2 log 2π

y por lo tanto detA0 = (2π)2.





Capítulo II

Variedades y fibrados vectoriales

1. Introducción

Vimos varios ejemplos de problemas con operadores diferenciales donde el
dominio de las funciones sobre las que actúa el operador es un conjunto abierto
de R2 con frontera suficientemente regular (suficientemente diferenciable), o
S1 ⊂ R2, o S1 × S2 ⊂ R2 ×R2 = R4. En general, queremos (más aún, estamos
obligados) a trabajar con funciones definidas en conjuntos como los dos últimos,
incluso si lo único que queremos es estudiar problemas de valores de frontera en
conjuntos abiertos de Rn, porque la frontera misma es uno de esos conjuntos.

En general los dominios de interés son variedades de clase C∞ (tal vez
pasando a una extensión apropiada), pero siempre podemos suponer que ellos
son subconjuntos de algún espacio euclídeo de dimensión suficientemente alta.
(En general, una variedad abstracta de dimensión n puede ser presentada [82,
83] como una subvariedad de R2n; el primero de esos artículos es un resumen
del segundo.)

Los dos teoremas fundamentales son el Teorema de la Función Implícita y
el Teorema de la Función Inversa:

Teorema 1.1 (Teorema de la Función Implícita). Sean U ,V ⊂ Rn entor-
nos de 0 y F : U → Rn una función de clase Ck con k ≥ 1 y F (0) = 0. Si la
matriz Jacobiana de F en 0 es no-singular, entonces hay entornos U ′ ⊂ U y
V ′ ⊂ V de 0 tales que

F
∣∣
U ′ : U ′ → V ′

es un difeomorfismo de clase Ck.

Teorema 1.2 (Teorema de la Función Implícita). Sean W ⊂ RN un con-
junto abierto, p0 ∈ W, y F : W → RN−n una función de clase Ck con k ≥ 1
y F (p0) = 0. Si la matriz Jacobiana de F en p0 tiene rango N − n, entonces
hay una proyección ortogonal π : RN → RN con imagen de dimensión n y
conjuntos abiertos U ⊂ π(RN ), W ⊂ π(RN )⊥ y una función f : U → V de
clase Ck tales que: W ′ = {x + y : x ∈ U , y ∈ V} ⊂ W, y si x + y ∈ W ′ con
x ∈ π(RN ), y ∈ π(RN )⊥, entonces F (x+ y) = 0 ⇐⇒ y = f(x).

15
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2. Variedades

Una subvariedad (propia) de RN de dimensión n y clase C∞ es un subcon-
junto X ⊂ RN tal que para cada p0 ∈ X existe un entorno W ⊂ RN de p0 y
una función F :W ⊂ RN → RN−n de clase C∞ tal que

X ∩W = {p ∈ W : F (p) = 0}

cuya matriz Jacobiana tiene rango N−n. En lo sucesivo, si queremos referirnos
a X sin importar el espacio euclídeo ambiente, nos referiremos a ella como una
variedad, y omitimos la especificación de que ella sea de clase C∞.

Por ejemplo, S1, el círculo en el plano con centro 0 y radio 1 es una subva-
riedad de R2, porque es el conjunto de ceros de la función F : R2 → R definida
por F (x1, x2) = x2

1 + x2
2 − 1, la cual además tiene matriz Jacobiana

JxF =
[
2x1 2x2

]
en x = (x1, x2), de rango 1 (rango máximo) cuando x pertenece a un entorno
apropiado (por ejemplo R2\{0}) de S1.

Otro ejemplo es la frontera de un conjunto abierto Ω ⊂ Rn. Si Ω es acotado,
su frontera es un conjunto compacto que bien puede ser una subvariedad de
clase C∞ de Rn, de dimensión n − 1. En este caso, el teorema de la función
implícita permite describir un entorno de cada punto de ∂Ω como el gráfico, con
las coordenadas ordenadas convenientemente, de una función de un conjunto
abierto de Rn−1 a R.

Con p0, W, y F como antes, podemos escoger n funciones entre las fun-
ciones coordenadas yj : RN → R, j = 1, . . . , N , tales que ellas, denotadas
x1, . . . , xn y las funciones coordenadas Fj de F tienen gradientes independien-
tes en p0, y por lo tanto el mapa

p 7→ Φ(p) := (F1(p), . . . , FN−n(p), x1(p), . . . , xn(p))

es un difeomorfismo de un entorno U ′ ⊂ RN de p0 en uno de Φ(p0). La res-
tricción a U = U ′ ∩M de φ = (x1, . . . , xn) es una carta local; φ es un homeo-
morfismo de U en un conjunto abierto V ⊂ Rn, y dos funciones φ1 : U1 → V1 y
φ2 : U2 → V2 construidas de esta manera satisfacen

Si φ1 : U1 → V1 y φ2 : U2 → V2 son miembros de F , entonces
φ1 ◦ φ−1

2 : φ2(U1 ∩ U2)→ φ1(U1 ∩ U2)

es de clase C∞.
La colección de tales funciones φ : U → V asociadas a X es un atlas de X .

La subvariedad X es un ejemplo de variedad de clase C∞ (i.e., suave). En
general:

Definición 2.1. Una variedad topológica de dimensión n es un espacio
topológico Hausdorff paracompacto en el cual cada punto tiene un entorno ho-
meomorfo a un conjunto abierto en Rn. Una variedad suave, o de clase C∞,
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es una variedad topológica X junto con una familia F = {φ : U → V} de ho-
meomorfismos de conjuntos abiertos de X en conjuntos abiertos de Rn cuyos
dominios cubren X , con la propiedad

(2.2)
Si φ1 : U1 → V1 y φ2 : U2 → V2 son miembros de F , entonces

φ1 ◦ φ−1
2 : φ2(U1 ∩ U2)→ φ1(U1 ∩ U2)

es de clase C∞.
Los elementos de F son cartas locales, las componentes (funciones coor-

denadas) de un elemento de F se llaman coordenadas locales. El teorema de
Whitney afirma que toda variedad C∞ (o Ck) puede presentarse como subva-
riedad de algún espacio euclídeo.

Con X y F como en la definición de subvariedad de RN de dimensión n y
la notación del Teorema 1.2, la función x 7→ x+ f(x) es un mapa biyectivo de
U en W ′′ =W ′ ∩X de clase Ck. La función inversa es p 7→ π(p), definida para
p ∈ W ′′. Esta función inversa tiene una extension obvia a W ′, la cual, por ser
lineal, es de clase Ck (de hecho C∞, incluso analítica).

Definición 2.3. Sea X una subvariedad de RN de clase C∞ y dimensión
n. Sea W ′′ un conjunto abierto de X . Una parametrización de W ′′ es un mapa
biyectivo de clase C∞ de un conjunto abierto U ′ ⊂ Rn enW ′′ cuya inversa tiene
una extension de clase C∞ a un conjunto abierto W ′ ⊂ RN con W ′′ =W ′∩X .

La parametrización descrita antes de la definición exhibeW ′ como el gráfico
de una función U → V, interpretando (con la notación del teorema) π(RN ) como
espacio de abscisas y π(RN )⊥ como espacio de ordenadas.

Ocasionalmente la inversa de una carta local de una variedad abstracta
también es llamada una parametrización.

Continuando con la notación del párrafo que precede la definición, tomando
un isomorfismo lineal θ : π(RN ) → Rn obtenemos un nuevo mapa biyectivo
θ(U)→W ′′,

θ(U) 3 x′ 7→ θ−1(x′) + f(θ−1(x′)) ∈ W ′′

con inversa θ ◦ π|W′′ . De nuevo este último mapa tiene una extension suave a
W ′, y es por lo tanto una parametrización de W ′′

Lema 2.4. Sea X una subvariedad de RN de dimensión n y p0 ∈ X . Hay
un entorno W ′ ⊂ RN de p0, un entorno V ⊂ RN de 0 y un difeomorfismo
H :W ′ → V tal que H(W ∩X ) = {x ∈ V : xn−1 = · · · = xN = 0}.

Demostración. Si X ∩W es el conjunto de ceros de F :W → RN−n (un
mapa con matrix Jacobiana de rango N −n) y W ′ ⊂ W, π, U , V y f son como
en el Teorema 1.2, tomemos un isomorfismo θ : π(RN )→ Rn. Definimos

H : θ(U)× RN−n → RN ,

H(x, y) = θ−1x+ f(θ−1x) +
∑

yj∇Fj(θ−1x+ f(θ−1x)).
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La matriz Jacobiana de H es invertible en 0, y por lo tanto G define un difeo-
morfismo de un entorno de 0 en Rn×RN−n en uno de p0 en RN . Evidentemente
G(x, 0) ∈ X ∩W. �

Definición 2.5. Una función u : X → R es suave (de clase C∞) si para
cada parametrización G : U → X se tiene que u ◦G es de clase C∞.

También necesitaremos trabajar en variedades con borde. La definición
es similar a la de variedad normal, la única diferencia es que el modelo es
Rn−1 × [0,∞) y no Rn:

Definición 2.6. Una variedad topológica con borde es un espacio topológico
Hausdorff paracompacto X en el cual cada punto tiene un entorno homeomorfo
a un conjunto abierto de Rn−1 × [0,∞). Una variedad suave, o de clase C∞,
con borde es una variedad topológica con borde X junto con una familia F =
{φ : U → V} de homeomorfismos de conjuntos abiertos de X en conjuntos
abiertos de Rn−1× [0,∞) cuyos dominios cubren X , con la propiedad (2.2). La
dimensión de X es n.

Igual que antes, los elementos de F son las cartas locales y las componentes
(funciones coordenadas) de un elemento de F son coordenadas locales. La fron-
tera deM es el conjunto, Y, de puntos deM con la propiedad que cualquiera
de sus entornos es homeomorfo a un entorno en Rn−1 × [0,∞) de un punto en
Rn−1×{0}. La frontera deM es una variedad (sin borde) de dimensión n− 1.
Las cartas locales de Y son las restricciones de los elementos de F a Y.

3. Fibrados tangente y cotangente

Sea Ω un subconjunto abierto de Rn. Un vector tangente a Ω en p ∈ Ω es
un par (p, v) con v ∈ Rn considerado como elemento del espacio vectorial Rn.
En general es más razonable, sobre todo si nuestro interés está en ecuaciones
diferenciales, ver a (p, v) a través de su acción sobre funciones: identificar (p, v)
con el operador

f 7→ d

dt

∣∣∣
t=0

f(p+ tv),

es decir, con

(3.1)
n∑
j=1

vj
∂

∂xj

∣∣∣
p
, v = (v1, . . . , vn).

El conjunto de tales objetos, denotado TpΩ, es un espacio vectorial, el espacio
tangente a Ω en p. Los ∂/∂xj |p, j = 1, . . . , n, forman una base. Denotemos
simplemente por v al elemento (3.1).

Los espacios TpΩ y Tp′Ω son disjuntos si p 6= p′. Escribimos

TΩ =
⊔
p∈Ω

TpΩ.
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Equipado con la proyección canónica π : TΩ→ Ω, este es un ejemplo de fibrado
vectorial (aunque trivial en el sentido usual y también en el técnico), en este
caso el fibrado tangente de Ω. Evidentemente la preimagen de p ∈ Ω por la
proyección es un espacio vectorial, a veces llamado “la fibra sobre p.”

Un campo vectorial en Ω es una función X : Ω→ TΩ tal que X(p) ∈ TpΩ
para todo p ∈ Ω. Por lo tanto, si X es un campo vectorial, entonces

X(p) =

n∑
j=1

vj(p)
∂

∂xj

∣∣∣
p

con ciertas funciones vj : Ω→ R. Decimos que X es de clase C∞ o suave si las
funciones vj son de clase C∞. El conjunto de campos vectoriales suaves en Ω es
denotado C∞(Ω;TΩ). El es un espacio vectorial real, también un módulo sobre
el anillo C∞(Ω). Cada campo vectorial es un operador diferencial. Campos
vectoriales son ejemplos de secciones de un fibrado vectorial: X : Ω → TΩ es
un campo vectorial si y solo si π ◦X = I .

Si X,Y ∈ TΩ, definimos [X,Y ], el corchete de Lie de X e Y , como el
operador diferencial

C∞(Ω) 3 f 7→ X(Y (f))− Y (X(f)).

Si

X =

n∑
j=1

vj
∂

∂xj
, Y =

n∑
j=1

wj
∂

∂xj

y f ∈ C∞(Ω), entonces

[X,Y ]f =

n∑
j=1

(
vk
∂wj
∂xk

− wk
∂vj
∂xk

) ∂f
∂xj

lo cual nos dice que [X,Y ] es de nuevo un campo vectorial. Es evidente que

(3.2) [Y,X] = −[X,Y ].

También es verdad que si Z es otro campo vectorial, entonces

(3.3) [X, [Y, Z]] + [Y, [Z,X]] + [Z, [X,Y ]] = 0.

Probar esto, la identidad de Jacobi, es fácil pero tedioso. Las propiedades (3.2),
(3.3), junto con la bilinealidad sobre R de X,Y 7→ [X,Y ] hacen de esta opera-
ción un corchete de Lie, y de C∞(Ω;TΩ), un álgebra de Lie.

A veces es conveniente, incluso necesario, trabajar con campos vectoriales
con coeficientes complejos. En este case, los campos vectoriales son secciones
de la complexificación, fibra a fibra, de TΩ. La notación que usaremos para la
complexificación es CTΩ. Todo lo que hemos dicho hasta ahora para TΩ vale
también para CTΩ, incluyendo el corchete de Lie.
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Si f es una función de clase C1 definida cerca de p, la función

TpΩ 3 v =

n∑
j=1

aj
∂

∂xj

∣∣∣
p
7→ v(f) =

n∑
j=1

aj
∂f

∂xj
(p)

(con p fijo) es lineal, y por lo tanto define un elemento del espacio vectorial
dual a TpΩ. Este espacio dual es denotado T ∗pΩ, y el elemento definido por f
es dfp (a veces df(p), pero con frecuencia omitimos p):

〈df, v〉 = v(f), v ∈ TpΩ.

Como en el caso del fibrado tangente, los espacios T ∗pΩ y T ∗p′Ω son disjuntos si
p 6= p′ y escribimos

T ∗Ω =
⊔
p∈Ω

T ∗pΩ.

Denotando de nuevo la proyección canónica π : T ∗Ω → Ω, este es el fibrado
cotangente de Ω. Sus secciones, los mapas α : Ω → T ∗Ω tales que π ◦ α = I ,
son 1-formas.

Si x1, . . . , xn : Rn → R son las funciones coordenadas usuales de Rn vistas
como funciones en Ω, los elementos dx1, . . . , dxn : TpΩ satisfacen

〈dxk,
∂

∂xj

∣∣∣
p
〉 = δjk,

ellos son los elementos de la base dual a la base ∂/∂xj |p, j = 1, . . . , n. Cada
1-forma α se puede escribir en términos de los dxj :

α(p) =
∑

aj(p) dxj(p)

con funciones α : Ω → R. Decimos que α es de clase C∞ o suave, si estas
funciones son de clase C∞. El conjunto de 1-formas suaves en Ω es denotado
C∞(Ω;T ∗Ω). Este también es un espacio vectorial real y un módulo sobre el
anillo C∞(Ω). Campos vectoriales y 1-formas son ejemplos de secciones de un
fibrado vectorial.

Notemos que la fórmula

df =

n∑
j=1

∂f

∂xj
dxj

(omitiendo p) es una consecuencia de las definiciones, no ella misma la definición
de df . El siguiente lema aprovecha esta fórmula, su relación con las filas de la
matriz Jacobiana de un mapa, y el Teorema de la Función Inversa.

Lema 3.4. Sea p ∈ Ω, 0 < n′ < n un entero y F : Ω → Rn′ una función
suave. La matriz Jacobiano de F en p tiene rango máximo si y solo si los dife-
renciales en p de las funciones coordenadas de F son elementos independientes
de T ∗pΩ, en cuyo caso F es un difeomorfismo.
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Lema 3.5. Sean x̃1, . . . , x̃n funciones de clase C∞ a valores reales definidas
en un entorno de p0 ∈ Ω con diferenciales independientes en p0. Existen campos
vectoriales X1, . . . , Xn de clase C∞ definidos en un entorno de p0 tales que
Xj x̃

′
k = δjk en ese entorno.

Demostración. La matriz Jacobiana de p 7→ (x̃′1(p), . . . , x̃n(p)) tiene ran-
go máximo in p0 y por lo tanto es invertible (es una matriz n×n) en un entorno
de 0. Por lo tanto, los diferenciales dx̃1, . . . , dx̃n son independientes en un en-
torno U de p0 y proveen una base de TpΩ para cada p ∈ U . Para cada p ∈ Ω
tomamos la base dual X1(p), . . . , Xn(p). Tenemos

δjk = 〈dx̃j , Xk〉 = 〈
n∑
`=1

∂x̃j
∂x`

dx`, Xk〉 =

n∑
`=1

∂x̃j
∂x`
〈dx`, Xk〉,

de lo cual obtenemos que la matriz [〈dx`, Xk〉] está dada por

[〈dx`, Xk〉] = J(x̃)−1

y por lo tanto las funciones 〈dx`, Xk〉 son de clase C∞, y por lo tanto también∑
〈dx`, Xk〉

∂

∂x`

es un campo vectorial de clase C∞. Como este campo es Xj , la prueba está
completa. �

Otro hecho simple que interesa recordar es:

Lema 3.6. Para cada p ∈ Ω y α ∈ T ∗Ω existe f de clase C∞ tal que
df(p) = α.

Simplemente, si α =
∑n
j=1 aj dxj ∈ T ∗pΩ (aj ∈ R), sea f =

∑p
j=1 ajxj , es

decir, para cada p′ ∈ Ω, f(p′) =
∑
ajxj(p

′).
Sean Ω ⊂ Rn, Ω′ ⊂ Rn′ conjuntos abiertos y F : Ω→ Ω′ un mapa de clase

C∞. Sea p ∈ Ω. Si h es una función a valores reales definida en un entorno
de p′ = F (p), entonces h ◦ F está definida cerca de p, y podemos calcular
d(h ◦ F )(p), es decir, la función

v 7→ v(h ◦ F ).

Usando la regla de la cadena vemos que el resultado depende linealmente de
dh(p′), y solo de éste, y por lo tanto, debido al Lema 3.6, obtenemos un mapa
lineal

dF ∗p : T ∗F (p)Ω
′ → T ∗pΩ

El mapa dual,
dFp : TpΩ→ TF (p)Ω

′

es el Jacobiano de F . Las funciones coordenada x1, . . . , xn de Rn y las funciones
y1, . . . , yn′ de Rn′ nos proveen de una base de TpΩ (las ∂/∂xj |p) y una de
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TF (p)Ω
′ (las ∂/∂yk). La matriz de dFp respecto a estas bases es la matriz

Jacobiana usual de F en p.
Es fácil probar que si Ω′′ ⊂ Rn′′ es abierto y G : Ω′ → Ω′′ es otro mapa de

clase C∞, entonces
d(G ◦ F )p = dGF (p) ◦ dFp.

En particular, si Ω′′ = Ω y G ◦ F = I cerca de p0, entonces dGF (p) ◦ dFp = I :
Tp0(Ω)→ Tp0(Ω). En este caso dFp0 is inyectiva y dGF (p0) sobreyectiva.

4. El complejo de de Rham

Continuamos con un conjunto abierto Ω ⊂ Rn. Se denota por T ∗pΩ⊗ T ∗pΩ
al espacio vectorial real cuyos elementos son las funciones bilineales

TpΩ× TpΩ→ R

Si α, β ∈ T ∗pΩ, definimos α ⊗ β como el elemento de T ∗pΩ ⊗ T ∗pΩ mediante la
fórmula

(v, w) 7→ α(v)β(w).

Si η1, . . . , ηn es una base de T ∗pΩ, entonces

ηj ⊗ ηk, 1 ≤ j, k ≤ n

forman una base de T ∗pΩ⊗T ∗pΩ. Los elementos ψ ∈ T ∗pΩ⊗T ∗pΩ con la propiedad

ψ(v, w) = −ψ(w, v) para todo (v, w) ∈ TpΩ× TpΩ

forman un subespacio denotado
∧2
pΩ con base

ηj ∧ ηk, 1 ≤ j < k ≤ n.

Aquí hemos usado la notación

α ∧ β =
1

2
(α⊗ β − β ⊗ α), α, β ∈ T ∗pΩ.

Los conjuntos T ∗Ω ⊗ T ∗Ω se definen como antes lo hicimos con TΩ y T ∗Ω,
igualmente

∧2
Ω y las nociones de sección y sección de clase C∞. Los elementos

de C∞(Ω;
∧2

Ω) son 2-formas “suaves.”
Si α ∈ C∞(Ω;T ∗Ω), entonces α =

∑
aj dxj . Sea

(4.1) β =
∑

1≤j<k≤n

(∂ak
∂xj
− ∂aj
∂xk

)
dxj ∧ dxk.

Lema 4.2. Para cada par de campos vectoriales X,Y ∈ C∞(Ω;TΩ),

2β(X,Y ) = Xα(Y )− Y α(X)− α([X,Y ]).

El punto del lema es que la forma β, aunque está definida usando coorde-
nadas, en realidad no depende de éstas.
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Demostración. Con

α =
∑

aj dxj , X =
∑

vk
∂

∂xk
, Y =

∑
w`

∂

∂x`

tenemos

α(X) =
∑

ajvj , α(Y ) =
∑

ajwj , α([X,Y ]) =
∑

aj

(
vk
∂wj
∂xk

− wk
∂vj
∂xk

)
y

X(α(Y ))− Y (α(X)) =
∑

vk
∂(αjwj)

∂xk
−
∑

wk
∂(αjvj)

∂xk

=
∑

vkwj
∂αj
∂xk
−
∑

wkvj
∂αj
∂xk

+
∑

αjvk
∂wj
∂xk

−
∑

αjwk
∂vj
∂xk

=
∑

vkwj

(∂αj
∂xk
− ∂αk
∂xj

)
+
∑

αj

(
vk
∂wj
∂xk

− wk
∂vj
∂xk

)
,

por lo tanto

Xα(Y )− Y α(X)− α([X,Y ]) =

n∑
j,k=1

vkwj

(∂αj
∂xk
− ∂αk
∂xj

)
.

Escribimos el término de la derecha como∑
1≤j<k≤n

vkwj

(∂αj
∂xk
− ∂αk
∂xj

)
+

∑
1≤k<j≤n

vkwj

(∂αj
∂xk
− ∂αk
∂xj

)
=

∑
1≤j<k≤n

vkwj

(∂αj
∂xk
− ∂αk
∂xj

)
−

∑
1≤j<k≤n

vjwk

(∂αj
∂xk
− ∂αk
∂xj

)
=

∑
1≤j<k≤n

(vkwj − vjwk)
(∂αj
∂xk
− ∂αk
∂xj

)
Por otro lado tenemos

dxj ∧ dxk(X,Y ) =
1

2
(vjwk − vkwj),

de lo cual obtenemos

β(X,Y ) =
1

2

∑
1≤j<k≤n

(∂ak
∂xj
− ∂aj
∂xk

)
(vjwk − vkwj).

Intercambiando k y j en esta última fórmula obtenemos la igualdad del lema.
�

Definición 4.3. El diferencial de α ∈ C∞(Ω, T ∗Ω) es la 2-forma dα tal
que

2dα(X,Y ) = Xα(Y )− Y α(X)− α([X,Y ]).
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En general,
⊗k

j=1 T
∗
pΩ =

k factores︷ ︸︸ ︷
T ∗pΩ⊗ · · · ⊗ T ∗pΩ es el espacio de mapas k-lineales∏k

j=1 TpΩ→ R. Si α1, . . . , αk ∈ T ∗pΩ, definimos

α1 ⊗ · · · ⊗ αk :

k∏
j=1

TpΩ→ R, (α1 ⊗ · · · ⊗ αk)(v1, . . . , vk) = α1(v1) . . . αk(vk).

Similarmente se define α⊗ β ∈
⊗k+`

j=1 T
∗
pΩ si α ∈

⊗k
j=1 T

∗
pΩ y β ∈

⊗`
j=1 T

∗
pΩ.

Con las coordenadas usuales x1, . . . , xn de Rn,

{dxi1 ⊗ · · · ⊗ dxik : 1 ≤ ij ≤ n, j = 1, . . . , k}

es una base de
⊕k

j=1 TpΩ para cada p.

El subespacio de
⊗k

j=1 T
∗
pΩ cuyos elementos son antisimétricos es

∧k
pΩ.

Tenemos que α ∈
⊗k

j=1 T
∗
pΩ es un elemento de

∧k
pΩ si y solo si

α(vσ(1), . . . , vσ(k)) = (−1)sgnσα(v1, . . . , vk) ∀σ ∈ Sk

con Sk el grupo de permutaciones de {1, . . . , k} y sgnσ el signo de la permu-
tación σ. El mapa

Alt :

k⊗
j=1

T ∗pΩ→
∧k
pΩ, Alt(α)(v1, . . . , vk) =

∑
σ∈Sk

(−1)sgnσ

k!
α(vσ(1), . . . , vσ(k))

es una proyección, y si α ∈
∧k
pΩ y β ∈

∧`
pΩ, entonces

α ∧ β = Alt(α⊗ β) ∈
∧k+`
p Ω.

Con las coordenadas usuales x1, . . . , xn de Rn,

{dxi1 ∧ · · · ∧ dxik : 1 ≤ i1 < i2 < . . . < ik ≤ n}

es una base de
∧
pΩ para cada p. En particular, la dimensión de este espacio

es
(
n
k

)
. Es conveniente usar la notación

Ik = {(i1, i2 . . . , ik) ∈ {1, 2, . . . , n}k : ij 6= i` para todo j, `}.

Si I ∈ Ik, escribimos |I| = k. Si α1, . . . , αn ∈ TpΩ y I = (i1, . . . , ik), entonces
αI = αi1 ∧· · ·∧αik si . Un elemento α ∈

∧k
pΩ se escribe de manera única como

(4.4) α =
∑′

|I|=k

aIdxI

con números aI ∈ R, donde ′ significa que la suma es solo sobre los índices
ordenados (i1 < i2 < . . . < ik) de Ik y dxI = dxi1 ∧ . . . dxik .
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El significado de π :
⊗k

j=1 T
∗Ω → Ω y π :

∧k
Ω → Ω está claro. Las

secciones de
∧k

Ω → Ω son k-formas. Una k-forma es de clase C∞ si escrita
como

α =
∑′

|I|=k

aIdxI ,

los coeficientes aI son funciones de clase C∞.
El diferencial

d : C∞(Ω;
∧k

Ω)→ C∞(Ω;
∧k+1

Ω)

está definido por

(4.5) dα =
∑′

|I|=k

daI ∧ dxI ,

donde dαI es el diferencial de la función αI . Con esta fórmula es fácil probar
que d(dα) = 0 aprovechando que d(df) = 0 si f es una función. El complejo de
de Rham en Ω es el complejo

0→ C∞(Ω;R)
d−→ C∞(Ω;

∧1X )→· · ·→ C∞(Ω;
∧n−1X )

d−→ C∞(Ω;
∧nX )→ 0

donde n es, como ya sabemos, la dimensión de Ω.

5. Fibrados tangente y cotangente de una variedad

Sea X ⊂ RN una subvariedad de dimensión n y clase C∞. Fijemos p0 ∈ X
y tomemos una función F :W → RN−n suave en el entornoW ⊂ RN de p0 con
matriz Jacobiana de rango máximo, tal que p ∈ W ∩ X si y solo si F (p) = 0.
El mapa

dFp0 : Tp0RN → T0RN−n

es sobreyectivo, y por lo tanto su núcleo es un subespacio de Tp0RN de dimen-
sión n. Este subespacio es el espacio tangente de X en p0.

Equivalentemente, usando las funciones coordenada Fj de F , tenemos que
v ∈ ker dFp0 si y solo si v(Fj) = 0 para todo j, esto es, si y solo si 〈dFj , v〉 = 0.
Como los diferenciales dFj(p0) son independientes en p0

{v ∈ TpRN : dFj(v) = 0, j = 1, . . . , N − n}

es un subespacio de TpRN de dimensión n. Este subespacio es por definición
TpX .

Usando las coordenadas usuales y1, . . . , yN de RN escribimos v ∈ Tp0RN
como

N∑
k=1

vk
∂

∂yk

∣∣∣
y=p0
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(como en (3.1)). Vemos que la condición 〈dFj , v〉 = 0 para todo j es∑
k

vk
∂Fj
∂yk

(p0) = 0 para todo j

lo cual es lo mismo que v · ∇Fj(p0) = 0 para todo j. Por lo tanto, (v1, . . . , vN )
es geométricamente tangente al conjunto de nivel {p ∈ W : F (p) = 0} en p0.

Otra descripción útil usa parametrizaciones de abiertos de X (ver la Defi-
nición 2.3) como sigue. Supongamos que G : U → X es una parametrización de
un conjunto abierto W ′′ ⊂ W ∩X . En particular G(U) =W ′′ para todo q ∈ U ,
y por lo tanto F ◦G = 0. Además existe una función H de clase C∞ definida
en un abierto en RN que contiene a W ′′ tal que H ◦ G = I en U . Si q ∈ U y
v ∈ TqU , entonces dGq(v) ∈ TpRN con p = G(q) y como F ◦ G = 0 (el mapa
constante), 0 = d(F ◦G)q = dFp(dGq(v)), por lo tanto dGq(v) ∈ TpX según la
definición. Como H ◦ G = I , dGq es inyectivo lo cual implica que su imagen
tiene dimensión n. En consecuencia, la imagen de dGq es TpX .

Definimos

TX =
⊔
p∈X

TpX , π : TX → X la proyección canónica

Una sección de TX es una función X : X → TX tal que π(X(p)) = 0 para todo
p ∈ X . Las secciones de TX son campos vectoriales en X . Un campo vectorial
X en X es de clase C∞ (suave) si para cada función u definida y de clase C∞
en un entorno de X se tiene que Xu es de clase C∞ como función en X (según
la Definición 2.5).

Lema 5.1. Si X es un campo vectorial suave en X , entonces cada p0 ∈ X
tiene un entorno W ′ en RN al cual la restricción de X a X ∩ W ′ tiene una
extension a W ′ como campo de clase C∞.

Definimos

T ∗X =
⊔
p∈X

T ∗pX , π : T ∗X → X la proyección canónica

Una sección de T ∗X es una función α : X → T ∗X tal que π(α(p)) = 0 para
todo p ∈ X . Las secciones de T ∗X son 1-formas en X . Una 1-forma α en X es
de clase C∞ (suave) si para cada campo vectorial de X de clase C∞ se tiene
que

X 3 p 7→ 〈α(p), X(p)〉 ∈ R
es de clase C∞ como función en X (según la Definición 2.5).

6. El complejo de de Rham

El diferencial d : C∞(X ;
∧kX ) → C∞(X ;

∧k+1X ) puede definirse local-
mente (usando coordenadas, la fórmula (4.5) y probando que la fórmula es
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independiente de coordenadas). Otra manera de definir d cuya ventaja resi-
de en que no usa coordenadas locales, es la siguiente. Si α ∈ C∞(X ;

∧kX ) y
X1, . . . , Xk+1 son campos vectoriales X1, . . . , Xk+1 de clase C∞, entonces

(6.1) dα(X0, . . . , Xk) =
1

k + 1

( k∑
i=0

(−1)iXi(α(X0, . . . , X̂i, . . . , Xk))

+
∑
i<j

α([Xi, Xj ], X0, . . . , X̂i, . . . , X̂j , . . . , Xk)
)
.

Esta es la fórmula de Cartan para el diferencial (Helgason [25, p. 19]). El
ˆ significa que ese ítem se omite. Es fácil verificar con esta fórmula que con
funciones fi se tiene

(dα)(f0X0, . . . , fkXk) = f0 . . . fk (dα)(X0, . . . , Xk).

Esto significa que los coeficientes de los Xj no aparecen con derivadas en la
fórmula para dα. Con esta definición es tedioso, pero no imposible, probar
directamente1 que d ◦ d = 0, y por lo tanto tenemos de nuevo un complejo

0→C∞(X ;R)
d−→ C∞(X ;

∧1X )→· · ·→ C∞(X ;
∧n−1X )

d−→ C∞(X ;
∧nX )→0

Este es el complejo de de Rham en X .
Igual como en abiertos de Rn, a veces conviene trabajar con coeficientes

complejos. Todas las fórmulas siguen siendo válidas.

7. Variedades complejas

Una categoría importante de variedades consiste de la colección de varie-
dades complejas.

Definición 7.1. Una variedad compleja es una variedad X de clase C∞
de dimensión (real) par 2n junto con una subfamilia FC de la familia de di-
feomorfismos φ : U → V de abiertos de M en abiertos de R2n = Cn cuyos
dominios cubrenM, con la propiedad

(7.2)

Si φ1 : U1 → V1 y φ2 : U2 → V2 son miembros de FC, entonces

φ1 ◦ φ−1
2 : φ2(U1 ∩ U2)→ φ1(U1 ∩ U2)

es holomorfa.

La dimensión compleja de X es dimC X = n, la dimensión real es dimR X = 2n.

1Es mejor usar que la definición lleva a que si α se representa como en (4.4), entonces

dα =
∑′

|I|=k
daI ∧ dxI .

Con esto es inmediato que d ◦ d = 0
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Si M es una variedad compleja con estructura FC y φ ∈ FC, podemos
denotar por z1, . . . ,n las funciones coordenada de φ como mapa en Cn. LAs
funciones xj = <zj , yj = =zj , j = 1, . . . , n, son coordenadas reales. A veces es
más conveniente denotar las yj por xj+n, entonces las coordenadas reales son
x1, . . . , x2n. Si zj = xj + iyj , j = 1, . . . , n y ζj = ξj + iηj , j = 1, . . . , n son
dos cartas locales complejas, entonces, como consecuencia de las ecuaciones de
Cauchy-Riemann en una variable compleja,

∂xj
∂ξk

=
∂yj
∂ηk

,
∂xj
∂ηk

= −∂yj
∂ξk

.

Los fibrados tangente y cotangente de X son los fibrados usuales en la
categoría C∞.

La estructura compleja determina un mapa J : TX → TX que preserva
fibras (manda TpX a TpX para cada p) tal que J ◦J = −I . Este mapa, llamado
la estructura casi-compleja de X , está definido de la siguiente manera. Si zj =
xj + iyj , j = 1, . . . , n es un sistema de coordenadas locales complejas, entonces

J∂xj = ∂yj , J∂yj = −∂xj
Esta definición no depende de la carta local compleja escogida. en efecto, si
ζj = ξj + iηj , j = 1, . . . , n es otro sistema de coordenadas complejas locales,
entonces

∂

∂ξk
=
∑
j

∂xj
∂ξk

∂

∂xj
+
∑
j

∂yj
∂ξk

∂

∂yj

∂

∂ηk
=
∑
j

∂xj
∂ηk

∂

∂xj
+
∑
j

∂yj
∂ηk

∂

∂yj
.

Aplicando J usando su definición de acuerdo a la carta zj tenemos

J
( ∂

∂ξk

)
=
∑
j

∂xj
∂ξk

∂

∂yj
−
∑
j

∂yj
∂ξk

∂

∂xj
=
∑
j

∂yj
∂ηk

∂

∂yj
+
∑
j

∂xj
∂ηk

∂

∂xj
=

∂

∂ηk

gracias a las ecuaciones de Cauchy-Riemann, y similarmente J(∂ηk) = −∂ξk .
Pasando a la complexificación de TX y la extension por linealidad de J

a un homomorfismo CTX → CTX , el hecho que J2 = −I implica que los
autovalores J (fibra a fibra) son +i ,−i . La union de los autoespacios (fibra a
fibra) asociados a +i es T 0,1X , la asociada a −i es T 1,0X . Estos son subfibrados
de CTM, ambos de rango n. Para dar un marco de referencia locales para
estos subfibrados escogemos un sistema de coordenadas locales zj = xj + iyj ,
j = 1, . . . , n y definimos

∂

∂zj
=

1

2

( ∂

∂xj
− i

∂

∂yj

)
,

∂

∂zj
=

1

2

( ∂

∂xj
+ i

∂

∂yj

)
La fórmula para J en coordenadas locales lleva de inmediato a que, por ejemplo,
J∂zj = i∂zj .
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Parte del siguiente lema es trivial, la otra parte es fácil de probar

Lema 7.3. El fibrado CTX se descompone como suma directa

CTX = T 1,0X ⊕ T 0,1X .

Los subfibrados T 1,0X y T 0,1X son involutivos: sus espacios de secciones son
cerrados bajo el corchete de Lie. Explícitamente, si X, Y son secciones de clase
C∞ de T 0,1X , entonces [X,Y ] también es una sección de T 0,1X , y similarmente
con T 1,0X .

Si f : X → Y un mapa de clase C∞ (de clase C1 ya es suficiente2), decimos
que f es holomorfo si vf = 0 para todo v ∈ T 0,1X . Como v es, en coordenadas
locales, una combinación lineal de los campos vectoriales ∂zj , vemos que la
condición vf = 0 es que f satisface las ecuaciones de Cauchy-Riemann en
todas las variables.

Si Y es otra variedad compleja y f : X → Y un mapa suficientemente
regular, decimos que f es un mapa holomorfo si la imagen de T 0,1X por df es un
subconjunto de T 1,0Y (equivalentemente, la imagen de T 0,1X es un subconjunto
de T 0,1Y). Alternativamente, f es un mapa holomorfo la composición de f con
las componentes de cualquier carta local compleja de Y es holomorfa.

Como ya dijimos, J es una estructura casi-compleja en X . En general,
una variedad casi-compleja es una variedad real X junto con un endomorfismo
J : TX → TX que preserva fibras, tal que J2 = −I . Para definir los subfibrados
T 0,1X y T 1,0X solo necesitamos J . La condición de involutividad,

X,Y ∈ C∞(X ;T 0,1X ) =⇒ [X,Y ] ∈ C∞(X ;T 0,1X )

es una condición extra que podemos agregar. Una variedad casi-compleja en la
cual T 0,1X es involutivo, es una variedad casi-compleja formalmente integrable.

Teorema 7.4 (Newlander-Nirenberg [57]). Si X es una variedad casi-
compleja formalmente integrable, entonces X es una variedad compleja. Eso
es, hay una subfamilia (de la familia original de cartas C∞) de cartas locales
complejas tales que el operador J definido por esas cartas coincide con el dado
inicialmente.

El articulo de Webster [80] incluye algo de la historia del problema, en
particular una referencia a una demostración de Malgrange fácil de entender
que solo usa existencia de soluciones para ciertas ecuaciones no lineales. Para
otros resultados más recientes, consultar Hill y Taylor [27].

El artículo de Hill y Webster debilita la hipótesis al mínimo formalmente
requerido en lo que a regularidad inicial se refiere. En el otro extremo, en la
categoría real-analítica, el teorema es muy fácil de probar.

2Uno puede dar condiciones mucho más débiles que ya implican holomorficidad
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8. El complejo de Dolbeault

Continuamos con una variedad compleja X de dimensión compleja n. Pa-
sando ahora a la complexificación de T ∗X , definimos∧1,0

p X = {α ∈ CT ∗pX : 〈α, v〉 = 0 ∀v ∈ T 0,1
p X},

∧1,0
p X =

⋃
p∈X

∧1,0
p X .

En otras palabras,
∧1,0
p X es el aniquilador de T 0,1X . Igualmente definimos∧0,1

p X como el aniquilador de T 1,0X . Si z1, . . . , zn es una carta local compleja
con zj = xj + iyj , entonces los diferenciales dzj = dxj + idyj forman un marco
de referencia local de

∧1,0X y los diferenciales dzj = dxj − idyj uno de
∧0,1X .

El siguiente lema es esencialmente una tautología

Lema 8.1. Sea f : X → C suficientemente regular. Entonces f es holo-
morfa si y solo si df es una sección de

∧1,0X .

Como CT ∗X =
∧1,0X ⊕

∧0,1X , tenemos en general∧kX =
⊕
p+q=k

∧p,qX
con

∧p,qX el producto exterior de p copias de
∧1,0X con q copias de

∧0,1X .
Una sección de

∧p,qX es una forma de tipo (p, q), también decimos que es una
(p, q)-forma.

Denotemos por πp,q la proyección de
∧kX en

∧p,qX . El diferencial de
de Rham en grado k se descompone de acuerdo a esta descomposición. Sin
embargo, es un hecho que

α ∈ C∞(X ;
∧p,qX ) =⇒ dα = πq+1,pdα+ πp,q+1dα.

La manera más sencilla de ver esto es usando coordenadas locales z1, . . . , zn.
Si f es una función, entonces df = π1,0df + π0,1df , en coordenadas

df =
∑
j

∂f

∂zj
dzj +

∑
j

∂f

∂zj
dzj ,

y si
α =

∑′

I∈Ip,J∈Iq

αI,JdzI ∧ dzJ

(la notación es como en (4.4)), entonces

dα =
∑′

|I|=p,|J|=q

∑
j

∂αI,J
∂zj

dzj∧dzI∧dzJ+
∑′

|I|=p,|J|=q

∂αI,J∑
j

∂zjdzjαI,JdzI∧dzJ

lo cual es la suma de una (p+ 1, q)-forma y una (q, p+ 1)-forma. Escribimos

∂ = πp+1,q ◦ d, ∂ = πp,q+1 ◦ d,
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por lo tanto
d = ∂ + ∂.

Del hecho que d ◦ d = 0 obtenemos que

0 = (∂ + ∂) ◦ (∂ + ∂) = ∂ ◦ ∂ + (∂ ◦ ∂ + ∂ ◦ ∂) + ∂ ◦ ∂

Aplicando esto a una (p, q)-forma, el primer término a la derecha produce una
(p+ 2, q)-forma, el segundo una (p+ 1, q+ 1)-forma, y el tercero una (p, q+ 2)-
forma. Estas tres componentes, por estar en distintos sumandos de una suma
directa, son todos nulos. Tenemos en particular, para cada p, un complejo

0→ C∞(X ;
∧p,0X )

∂−→ C∞(X ;
∧p,1X )→

· · · → C∞(X ;
∧p,n−1X )

∂−→ C∞(X ;
∧p,nX )→ 0

Este es el complejo de Dolbeault en X .

9. T ∗M como variedad simpléctica

El espacio T ∗X por si mismo una variedad de clase C∞, de la siguiente
manera. Si φ = (x1, . . . , xn) es una carta local U → V (U ⊂ X abierto), cual-
quier elemento ξξξ ∈ T ∗pX con p = π(ξξξ) ∈ U se expresa expresado unívocamente
como

(9.1) ξξξ =

n∑
j=1

ξj(ξξξ) dxj(p)

con ciertos coeficientes ξj(p). Asociando a ξξξ el punto

φ̃(ξξξ) = (x1(π(ξξξ)), . . . , xn(π(ξξξ)), ξ1(ξξξ), . . . , ξn(ξξξ)) ∈ R2n

obtenemos un mapa biyectivo π−1(U) → V × Rn, potencialmente una carta
local. Usando otras coordenadas x′1, . . . , x′n el mismo punto ξξξ se expresa como

ξξξ =

n∑
j=1

ξ′j(ξξξ) dx
′
j(p)

y obtenemos otro mapa

φ̃′(ξξξ) = (x′1(π(ξξξ)), . . . , x′n(π(ξξξ)), ξ′1(ξξξ), . . . , ξ′n(ξξξ)) ∈ R2n

De

ξξξ =

n∑
k=1

[ n∑
j=1

ξj(ξξξ)
∂xj
∂x′k

(π(ξξξ))
]
dx′k(π(ξξξ))

lo cual da la relación

ξ′k(ξξξ) =

n∑
j=1

ξj(ξξξ)
∂xj
∂x′k

(π(ξξξ))



32 II. VARIEDADES Y FIBRADOS VECTORIALES

Esta implica que los cambios de marco de referencia son no singulares: como la
matriz [

∂xj
∂x′k

] es no singular con entradas C∞, el mapa φ̃′ ◦ φ−1 es de clase C∞.
En particular podemos hablar de vectores y covectores, campos vectoriales

y formas diferenciales en T ∗X . Hay en particular una 1-forma natural, definida
como sigue. Si ξξξ ∈ T ∗X y v ∈ Tξξξ(T ∗X ), entonces, como ξξξ es un mapa lineal
TpX → R, p = π(ξξξ), y dπ(v) ∈ TpX , la fórmula

〈αξξξ, v〉 = 〈ξξξ, dπ(v)〉
tiene sentido. Esto define una 1-forma: en cada ξξξ, el elemento αξξξ. Escribimos α
en coordenadas locales. Dadas coordenadas x1, . . . , xn en el entorno U de π(ξξξ),
definimos x̃j = xj ◦ π en π−1(U) y las funciones ξj(ξξξ) como los únicos números
con los cuales (9.1) vale. Si

ξξξ =
∑
j

ξjdxj y v =
∑
j

aj
∂

∂x̃j

∣∣∣
ξξξ

+
∑
j

bj
∂

∂ξj

∣∣∣
ξξξ

entonces
dπ(v) =

∑
j

aj
∂

∂xj

∣∣∣
π(ξξξ)

y

〈αξξξ, dπ(v)〉 =
∑
j

ξjaj =
〈∑

j

ξjdx̃j ,
∑
j

aj
∂

∂x̃j

∣∣∣
ξξξ

+
∑
j

bj
∂

∂ξj

∣∣∣
ξξξ

〉
Por lo tanto,

αξξξ =
∑
j

ξj(ξξξ)dx̃j(ξξξ)

Aliviando un poco la notación, escribimos α =
∑
ξjdxj aun cuando las xj son

funciones en X , no en T ∗X . Esta forma α es la “1-forma canónica” de T ∗X . La
2-forma

ω = −dα,
localmente

ω =
∑
j

dxj ∧ dξj

es la 2-forma canónica. Ella es una forma simpléctica: satisface dω = 0 y

si v ∈ TξξξT ∗X y ω(v, w) = 0 para todo w ∈ TξξξT ∗X , entonces v = 0.

Por ser no degenerada, la forma

(9.2) λ =
1

n!
ωn =

1

n!

n−veces︷ ︸︸ ︷
ω ∧ · · · ∧ ω

no se anula nunca y define una orientación en T ∗X . Esta forma de grado tope
(2n) es la medida de Liouville. En coordenadas locales, λ = dx1 ∧ dξ1 ∧ · · · ∧
dxn ∧ dξn.

Más adelante usaremos la orientación y la medida de Liouville.
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La forma simpléctica cumple un papel importante en mecánica clásica,
óptica geométrica, y la teoría de operadores integrales de Fourier.

10. Fibrados vectoriales

Sea X una variedad de clase C∞. Un fibrado vectorial complejo de rango
r sobre X es una variedad E de clase C∞ junto con los siguientes elementos
(ver Husemoller [31] para más detalles). Un mapa π : E → X de clase C∞
llamado la proyección tal que existe un cubrimiento abierto U = {Ua}a∈A de
X y difeomorfismos de clase C∞

Φa : π−1(Ua)→ U × Cr

llamadas trivializaciones tales que con la proyección canónica πa : Ua × Cr →
Ua,
1) π = πa ◦ Φa;
2) Φa ◦ Φ−1

b (p, z) = (p, φab(p, z)) con Cr 3 z 7→ φab(p, z) ∈ C lineal.
Diagramáticamente tenemos

Ua

π−1(Ua) Ua × Cr-

S
S
SSw

�
�
��/

Φa

π πa

π−1(Ua ∩ Ub)

Ua ∩ Ub
?

(Ua ∩ Ub)× Cr (Ua ∩ Ub)× Cr� -
φa φb

.
.......................................................

......................................................
........................................................................................................................................................................................................................................................................

...................................................
....�

φab

HHH
HHHHj

���
�����

El mapa Φa ◦ Φ−1
b está definido en (Ua ∩ Ub) × Cr. Escribimos φab(p) (con

p ∈ Ua ∩ Ub) para referirnos al mapa lineal Cr 3 z 7→ φab(p, z) ∈ C. Este mapa
es invertible, con inversa φba(p): Esto es,

φab : Ua ∩ Ub → Gl(r,C).

Las funciones φab son las funciones de transición. Ellas satisfacen

φaa = I , φab = φ−1
ba , φabφbcφca = I

y determinan el fibrado (módulo isomorfismos). En VII.2 construimos un fi-
brado vectorial a partir de sus funciones de transición. Cuando hablamos de
un fibrado vectorial, usualmente nos referimos a él como el fibrado vectorial
E → X (por ejemplo), y dejamos la especificación de las funciones de transi-
ción, la cuales son fundamentales, implícitas.

El fibrado trivial es U × Cr. La fibra de E sobre p es la preimagen de p
por π, denotada Ep. Si p ∈ Ua, Φa|Ep : Ep → {p} × Cr es un difeomorfismo.
La estructura lineal de Cr se transfiere a una estructura de espacio vectorial
de Ep. Las propiedades de linealidad de las funciones de transición aseguran
que la estructura lineal de Ep es independiente de la trivialización usada para
definirla.
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Un fibrado vectorial real se define de la misma manera, usando R en lugar
de C. Los fibrados tangente y cotangente de X y las potencias exteriores

∧qX
son todos ejemplos de fibrados vectoriales reales.

Una sección de E es una función η : X → E tal que π ◦ η = I . Una sección
local es un mapa como η pero definido solo en un conjunto abierto de X . Una
sección es de clase C∞ si como mapa entre variedades es de clase C∞. Un marco
de referencia local del fibrado vectorial E es una lista ordenada η1, . . . , ηr de
secciones de E definidas sobre un abierto U ⊂ X tales que η1(p), . . . , ηr(p) son
independientes (por lo tanto una base) de Ep para cada p ∈ U . Si Φ : π−1(U)
es una trivialización de E y e1, . . . , er son los elementos de una base de Cr, por
ejemplo la base canónica, entonces las secciones de E sobre U definidas por

ηj(p) = Φ−1(p, ej), j = 1, . . . , r

forman un marco de referencia de E sobre U de clase C∞. Recíprocamente, un
marco de referencia suave determina una trivialización. Para ver un ejemplo
de esto, ver la construcción de fibrados vectoriales sobre esferas en la Sección
VII.2.

Dado un fibrado vectorial E → X , definimos el fibrado dual como

E∗ =
⊔
p∈X

E∗p , π : E∗ → X la proyección canónica

donde E∗p es el espacio vectorial dial a Ep. Si η1, . . . , ηr es un marco de referencia
local de E sobre U y η∗j denota las secciones duales (esto tiene sentido una vez
que π : E∗ → X ha sido definido), entonces por definición ellas son un marco
de referencia de clase C∞ para E∗. Esto determina una estructura de variedad
de clase C∞ para E∗ y una estructura de fibrado vectorial de rango r.

En general, cualquier procedimiento algebraico que permite obtener un
espacio vectorial a partir de otro (u otros) puede se transferido al contexto
de fibrados vectoriales usando la construcción fibra por fibra. El resultado es
otro fibrado vectorial de clase C∞. Así, si E,F → X son fibrados vectoriales,
tenemos por ejemplo

E∗ → X , E ⊗ F → X ,
∧q
E → X , Hom(E,F )→ X , Aut(E)→ X .

Si f : Y → X es un mapa de clase C∞ y π : E → X un fibrado vectorial,
definimos f∗E → Y de la siguiente manera. Como variedad,

f∗E = {(q, η) ∈ Y × E : f(q) = π(η)}

La proyección f∗E → Y, denotada f∗π, está definida por la fórmula

f∗π(q, η) = q.

Si η es una sección de X sobre U , definimos

f∗η : f−1(U)→ f∗E, (f∗η)(q) = (q, η(f(q))).
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Y X

Ef∗E

- ??

f

π∗f π

Usando esta definición y marcos de referencia locales de E →
X obtenemos marcos de referencia para f∗E; los marcos
de referencia de X de clase C∞ determinan, por definición,
marcos de referencia de clase C∞ de f∗E, con lo que se
obtiene una estructura de variedad C∞ en f∗E y de fibrado
vectorial de f∗E → Y. La estructura de variedad C∞ de
f∗E es la inducida por la inclusión f∗E ⊂ Y × E.

Sean E → X , F → Y fibrados vectoriales. Un morfismo del primer fibrado
en el segundo es un mapa Φ : E → F (de clase C∞) junto con un mapa
f : X → Y tal que Φ(Ep) ⊂ Ff(p) para todo p ∈ X , y

φEp : Ep → Ff(p)

es lineal. Decimos que Φ cubre f .
Dos fibrados vectoriales ρE : E → X , ρF : E → X son isomorfos si hay

un morfismo Φ : E → F biyectivo que cubre el mapa identidad X → X . La
inversa es también un morfismo C∞.





Capítulo III

Operadores pseudodiferenciales

1. Notación y definiciones

Sea Ω ⊂ Rn abierto, x1, . . . , xn as coordenadas usuales. Definimos

∂xj =
∂

∂xj
, Dxj =

1

i

∂

∂xj
.

El factor 1/i es útil. Un multi-índice es una n-tupla α = (α1, . . . , αn) ∈ Nn0 de
enteros no-negativos. Denotamos

|α| =
∑

αj , xα = xα1
1 · · ·xαnn , ∂αx = ∂α1

x1
· · · ∂αnxn , Dα

x = Dα1
x1
· · ·Dαn

xn .

El número |α| es la longitud de α. Denotamos por Ck(Ω) al espacio de funciones
de clase Ck a valores complejos, k = 0, 1, . . . ,∞, y por Ck(Ω,R) a aquellas a
valores reales. El espacio de funciones de clase Ck a soporte compacto en Ω es
C∞c (Ω). El soporte de una función continua u : Ω → C, denotado sopu, es la
clausura de {x ∈ Ω : u(x) 6= 0}.

Un operador diferencial lineal escalar de orden m ∈ N0 con coeficientes C∞
en Ω es un operador A : C∞(Ω)→ C∞(Ω) de la forma

(1.1) (Au)(x) =
∑
|α|≤m

aα(x)Dα
xu(x), u ∈ C∞(Ω),

donde al menos uno de los coeficientes aα con |α| = m no es idénticamente 0.
Denotamos Difm(Ω) al conjunto de operadores lineales escalares de orden a lo
sumo m; así, Difm−1(Ω) es un subespacio de Difm(Ω) si m > 0.

También estaremos interesados en sistemas (y generalizaciones): operadores
A : C∞(Ω,Cr1)→ C∞(Ω,Cr2) de la forma

(1.2)

 u1

...
ur1

 7→
A11 · · · A1r1

...
Ar21 · · · Ar2r1


 u1

...
ur1


donde Aij es un operador diferencial lineal escalar de orden mij con coefi-
cientes C∞. El orden de A en este caso es m = máx{mij}. Denotamos por
Difm(Ω;Cr1 ,Cr2) al conjunto de todos los operadores diferenciales lineales

A : C∞(Ω,Cr1)→ C∞(Ω,Cr2)

37
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de orden a los sumo m.
Si A ∈ Difm(Ω) está dado por (1.1), su símbolo principal (de orden m) es

la función Ω× Rn → C definida por

σσm(A)(x, ξ) =
∑
|α|=m

aα(x)ξα

donde ξ = (ξ1, . . . , ξn) ∈ Rn. Esta función puede ser nula, en cuyo caso A es de
orden menor que m.

En el caso de un sistema A ∈ Difm(Ω;Cr1 ,Cr2) de la forma (1.2), el símbolo
principal es la función σσm : Ω× Rn → Hom(Cr1 ,Cr2) dada por

σσm(A) =

 σσm(A11) · · · σσm(A1r1)
...

σσm(Ar21) · · · σσm(Ar2r1)

 .
Ejercicio 1.3. Sea Smhp(Ω × Rn;Cr1 ,Cr2) el conjunto de funciones Ω ×

Rn → Hom(Cr1 ,Cr2), polinomiales y homogéneas de grado m en ξ y de clase
C∞. Sea ιm−1 : Difm−1(Ω;Cr1 ,Cr2) → Difm(Ω;Cr1 ,Cr2) la inclusión. Verifi-
car que la sucesión

0→ Difm−1(Ω;Cr1 ,Cr2)
ιm−1−−−→Difm(Ω;Cr1 ,Cr2)

σσm−−→Smhp(Ω;Cr1 ,Cr2)→ 0

es exacta.

2. Operadores elípticos

Decimos que A ∈ Difm(Ω;Cr,Cr) es elíptico si σσm(A)(x, ξ) es invertible
para todo ξ 6= 0. Si r = 1 y A está dado por (1.1), entonces A es elíptico si∑

|α|=m

aα(x)ξα 6= 0 para todo (x, ξ) ∈ Ω× Rn\0.

En el caso del sistema (1.2), el operador es elíptico si y solo si el determinante
de la matriz [σσp(Aij)(x, ξ)] satisface

det[σσm(Aij)(x, ξ)] 6= 0 para todo (x, ξ) ∈ Ω× Rn\0.

Por ejemplo, el Laplaciano en Rn, el operador

∆ =

n∑
j=1

D2
xj ,

es elíptico:

σσ(∆)(x, ξ) =

n∑
j=1

ξ2
j
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es diferente de 0 si ξ 6= 0. Un ejemplo de un sistema elíptico 2× 2 en R2 es

A =


∂

∂x1
− ∂

∂x2

∂

∂x2

∂

∂x1


El símbolo principal (orden 1) es

σσ1(A)(x, ξ) =

[
iξ1 −iξ2

iξ2 iξ1

]
el cual es invertible si (ξ1, ξ2) 6= 0.

3. Parametrices de operadores elípticos

Sea Ω ⊂ Rn un abierto y A ∈ Difm(Ω) un operador diferencial. Una para-
metriz de A es, en el sentido más general, un operador B : C∞c (Ω) → C∞(Ω)
tal que existen operadores integrales R1, R2 con núcleo de integral (núcleo de
Schwartz) suficientemente regular tales que

BA = I −R1, AB = I −R2.

De R1 y R2 se pide que mejoren la regularidad de su argumento. Por ejemplo,
podemos pedir que definan operadores Ckc (Ω) → Ck+1(Ω). En el mejor caso
B es tal que ambos operadores son 0, pero frecuentemente no es fácil, a veces
imposible resolver el problema exacto, en cuyo caso la situación óptima es que
ellos sean operadores con núcleo de clase C∞.

Un operador R : C∞c (Ω) → C∞(Ω) con núcleo de integral de clase C∞ es
un operador de la forma

Ru(x) =

ˆ
Ω

r(x, x′)u(x′) dx′, u ∈ C∞c (Ω)

con r ∈ C∞(Ω × Ω). Operadores de este tipo son llamados regularizantes, a
veces, dependiendo del contexto, residuales. El término “regularizante” viene
de la propiedad que Ru es de clase C∞ incluso si la regularidad de u es ba-
ja, por ejemplo apenas en Cc(Ω), o en L1(Ω), o una incluso una distribución
de Schwartz (siempre con soporte compacto). El término “residual” viene de
que son “errores” que pueden ser no removibles o que requieren técnicas más
sofisticadas para ser removidos.

Teorema 3.1. Operadores diferenciales elípticos poseen parametrices.

La idea de parametriz como inversa aproximada de un operador elíptico
viene de E. E. Levi [46] y D. Hilbert [26, pp. 223-231]. Hilbert fue quien le
dio el nombre de parametriz.1 Para Levi y Hilbert, la parametriz era el núcleo

1Hadamard [23, p. 278] en el contexto del problema de Cauchy para operadores
hiperbólicos.



40 III. OPERADORES PSEUDODIFERENCIALES

integral del operador. Hoy en día el término es usado para referirse al operador
mismo, no al núcleo. En el caso de un operador elíptico, la parametriz es un
operador pseudodiferencial. Estos operadores son de importancia central en la
teoría, y ellos enfocamos la atención en la siguiente sección, después de la cual
daremos algunos detalles de la demostración.

La construcción de parametrices para operadores elípticos sigue varios pa-
sos que ilustramos en el resto de esta sección en el caso de un operador dife-
rencial ordinario elíptico de segundo orden,

Au = a2
d2u

dx2
+ a1

du

dx
+ a0u

en un intervalo abierto I ⊂ R. Los coeficientes a2, a1 y a0 son funciones suaves
y a2 no se anula en ningún punto (elipticidad).

El primer paso es encontrar un operador que resuelve el problema Au =
f módulo errores de orden más bajo que el orden de A. El dato f puede
ser meramente continuo, o meramente integrable, o peor, pero con soporte
compacto; supondremos que es continuo para no distraernos con dificultades
innecesarias. Escribimos

Au = a2
d2u

dx2
+A1u, A1u = a1

du

dx
+ a0u

La ecuación

a2
d2u

dx2
= f

tiene solución

u(x) =

ˆ x

x0

(ˆ y

a

f(x′)

a2(x′)
dx′
)
dy, x ∈ I

con x0 < ı́nf sop f arbitrario. Otras soluciones difieren en una solución de la
ecuación homogénea pero no nos ocupamos de eso. Invirtiendo el orden de
integración obtenemos

u(x) =

ˆ x

x0

f(x′)

a2(x′)

(ˆ x

x′
dy
)
dx′ =

ˆ x

x0

(x− x′) f(x′)

a2(x′)
dx′.

En la última integral tomamos ventaja de que f tiene soporte compacto y
remplazamos x0 por −∞. Definimos

(B−2f)(x) =

ˆ x

−∞
(x− x′) f(x′)

a2(x′)
dx′, x ∈ I.

Volviendo a la ecuación original, tenemos

AB2f = f +A1B−2f.

Con la notación
R−1f = −A1B−2f
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tenemos
AB−2 = I −R−1

En términos de regularidad, R−1f es mejor que f : si f es continua,

x 7→ (R−1f)(x) = −
ˆ x

−∞

a1(x) + a0(x)(x− x′)
a2(x′)

f(x′) dx′

es diferenciable (x ∈ I), y así B−2 ya es una parametriz de A. Mejor aún, para
cualquier k ∈ N0, si f es de clase Ck, entonces R−1f es de clase Ck+1.

El segundo paso es corregir usando algún proceso iterativo. En este ejem-
plo el proceso es como sigue.

La composición B−2R−1 es legal porque (R−1f)(x) = 0 si x < ı́nf sop f .
Lo mismo ocurre con sopA1B−2R−1 = −R2

−2, y usando inducción, podemos
definir R−` = R`−1, ` = 0, 1, 2, . . . , notando que R0 = I . Definiendo también
B−2−` = B−2R−` tenemos

A

k∑
`=0

B−` = A

k∑
`=0

B−2R−` = (a2
d2

dx2
+A1)B−2

k∑
`=2

R−`

=

k∑
`=0

R−` +A1B−2

k∑
`=2

R−` = I +

k∑
`=1

B−` −
k+1∑
`=1

R−` = I −R−k−1.

El operador R−k−1 mejora la regularidad de su argumento en k+1. El operador∑k
`=2B−` también es una parametriz de A, mejor que solo B−2.

El tercer paso es de alguna manera sumar los operadores B−`. Necesita-
mos algunos preparativos.

Con la notación tk+ = 0 si t < 0, tk+ = tk si t ≥ 0 reescribimos B−2 y R−1

como

(B−2f)(x) =

ˆ
R
(x− x′)1

+

f(x′)

a2(x′)
dx′,

(R−1f)(x) = −
ˆ
R
(x− x′)0

+

a1(x) + a0(x)(x− x′)
a2(x′)

f(x′) dx.

Estos son operadores integrales cuyo núcleo tiene soporte en x′ ≤ x, en ambos
casos de la forma (x − x′)`+h(x, x′) con h ∈ C∞(I × I). El siguiente lema
describe algunas de sus propiedades. Denotamos por C`c−(I) al subespacio de
C`(I) cuyos elementos se anulan cerca del extremo inferior del intervalo I.

Lema 3.2. Sean h1, h2 ∈ C∞(I × I), `1, `2 enteros no-negativos. El ope-
rador

(Hjf)(x) =

ˆ
R

(x− x′)`j+hj(x, x′)f(x′) dx′, f ∈ C0
c−(I), x ∈ I,
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tiene imagen en C`j+1

c− (I), j = 1, 2. La composición H1 ◦H2 está bien definida,
y existe h3 ∈ C∞(I × I) tal que

(H2 ◦H1f)(x) =

ˆ
R

(x− x′)`1+`2+1
+ h3(x, x′)f(x′) dx′.

Además, para cada (x, x′) ∈ I × I,

(3.3) |h3(x, x′)| ≤ `1!`2!

(`1 + `2 + 1)!
máx
y∈Jx,x′

|h2(x, y)| máx
y∈Jx,x′

|h1(y, x′)|

donde Jx,x′ es el intervalo cerrado con extremos x, x′.

Demostración. El hecho que Hjf ∈ C`+1
c− (I) se deja como ejercicio. La

razón para incluirlo en el enunciado del lema es que esta propiedad asegura que
la composición H2 ◦H1 está bien definida.

La composición (H2 ◦ H1)(f) evaluada en x ∈ I con f ∈ C0
c−(I)s es la

integral iterada

H2(H1(f))(x) =

ˆ
R

(x− y)`2+h2(x, y)
[ ˆ

R
(y − x′)`1+h1(y, x′)f(x′) dx′

]
dy.

Cambiando el orden de integración obtenemos

(H2 ◦H1f)(x) =

ˆ
R

[ ˆ
R

(x− y)`2+ (y − x′)`2+h2(x, y)h1(y, x′) dy
]
f(x′) dx′

Esto es legal porque si x, x′ ∈ I, entonces también y ∈ I. De hecho, (x−y)`1+ (y−
x′)`2+ 6= 0 implica y ≤ x, x′ ≤ y, esto esto es, x′ ≤ y ≤ x. Introduciremos el
cambio de variables

y = tx′ + (1− t)x, t ∈ [0, 1]

en la integral entre corchetes. Observamos primero que

x− y = t(x− x′), y − x′ = (1− t)(x− x′), dy = (x− x′) dt.
Como t ∈ [0, 1],

(x− y)`1+ (y − x′)`2+ dy = (x− x′)`1+`2+1
+ t`1(1− t)`2 dt

Por lo tanto, definiendo

h3(x, x′) =

ˆ 1

0

h2(x, tx′ + (1− t)x)h1(tx′ + (1− t)x, x′)t`1(1− t)`2 dt,

(x, x′) ∈ I × I,
tenemos la fórmula para el núcleo integral de la composición como en el enun-
ciado del lema. Esta expresión tiene sentido para cualquier par de elementos
x, x′ ∈ I, no solo aquellos con x′ ≤ x y por lo tanto también muestra que
h3 ∈ C∞(I × I) y que

|h3(x, x′)| ≤ máx
y∈Jx,x′

|h2(x, y)| máx
y∈Jx,x′

|h1(y, x′)|
ˆ 1

0

t`1(1− t)`2 dt.
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Integrando por partes repetidamente obtenemos el coeficiente en la estimación
(3.3). (El coeficiente en esa fórmula es B(`1 + 1, `2 + 1) donde B es la función
Beta [1].) �

Retornando a la ecuación diferencial, el lema (aplicado repetidas veces) nos
permite escribir los operadores B`, R` como operadores integrales, respectiva-
mente con núcleos

(x− x′)`−1
+ b−`(x, x

′), (x− x′)`−1
+ r−`(x, x

′);

las funciones b`, r` son elementos de C∞(I × I) y las funciones (x− x′)`−1
+ b−`

y (x− x′)`−1
+ r−k−1 son de clase C`−2.

Usamos ahora el siguiente lema, una variante de un lema usualmente atri-
buido a E. Borel [9, p. 44]2

Lema 3.5 (Suma asintótica). Existen funciones b, βk,∈ C∞(I × I), k =
2, 3, . . . , tales que

b(x, x′)−
k∑
`=2

(x− x′)`−1b−`(x, x
′) = (x− x′)kβ−k−1

para todo (x, x′) ∈ I × I.

Definiendo
(Bf)(x) =

ˆ
R

(x− x′)0
+b(x, x

′)f(x′) dx′

tenemos, con k arbitrario:

A(Bf)(x)− f(x) = A

ˆ
R

(x− x′)0
+

(
b(x, x′)−

k∑
`=2

(x− x′)`−1b−`(x, x
′)
)
f(x′) dx′

+A

ˆ
R

( k∑
`=2

(x− x′)`−1
+ b−`(x, x

′)
)
f(x′) dx′ − f(x)

= A

ˆ
R

(x− x′)k+β−k−1(x, x′)f(x′) dx′

+A(

k∑
`=2

B−`f)(x)− f(x)

= A

ˆ
R

(x− x′)k+β−k−1(x, x′)f(x′) dx′ − (R−k−1f)(x)

2Buscando esta referencia al artículo de Borel en el internet encontré vía [73] y [8] que
el lema fue enunciado y probado años antes por Peano en las notas de un libro de cálculo
[18, nota 67, p. xvii]. El lema de Borel (o Peano) es:

Lema 3.4. Para cualquier sucesión en R existe una función de clase C∞ en R cuyos
coeficientes de Taylor son los términos de la sucesión.

El propósito de Peano es producir ejemplos de funciones de clase C∞ en R cuya serie
de Taylor centrada en 0 (su serie de MacLaurin) converge solo en x = 0.
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usando A
∑k
`=2B−` − I = −R−k−1. La última línea puede ser escrita como

−
ˆ
R

(x− x′)k−2
+ ρk−1(x, x′)f(x′) dx′

diferenciando bajo el signo integral y extrayendo (x−x′)k−2
+ como factor común.

La función ρk−1 es de clase C∞, la función (x − x′)k−2
+ ρk−1(x, x′) es de clase

Ck−2, por lo tanto lado derecho en

ABf(x)− f(x) = −
ˆ
R
(x− x′)k−2

+ ρk−1(x, x′)f(x′) dx′

es de clase Ck−1. Como k es arbitrario, ABf − f es de clase C∞. En esta
misma fórmula, el lado izquierdo es independiente de k, y por lo tanto el lado
derecho también es independiente de k. Pero el núcleo de un operador integral
está determinado por el operador mismo, así (x − x′)k−2

+ ρk−1 es una función
independiente de k, y por lo tanto es de clase C∞ en I × I con soporte en
x ≥ x′.

Esto completa los tres pasos básicos en la construcción de una parametriz
de A con error regularizante.

En el caso concreto del ejemplo que estamos discutiendo, la serie

(3.6)
∞∑
`=k

(x− x′)`−1
+ b−`(x, x

′)

converge absoluta y uniformemente junto con sus primeras k−2 derivadas en cualquier
subconjunto compacto de I × I:

Lema 3.7. La serie (3.6) converge en la topología de Ck−2(I × I).

Demostración. Probaremos que la serie
∞∑

`=k+1

(x− x′)`−1
+ r−`(x, x

′)

converge en C∞. Aplicando B2 término a término obtenemos el resultado del lema.
Sea K b I un intervalo compacto y C = supx,x′∈K |r−1(x, x

′)|. La fórmula (3.3)
implica

|r−2(x, x
′)| ≤ sup

y∈Jx,x′
|r−1(x, y)| sup

y∈Jx,x′
|r−1(y, x

′)| ≤ C2.

para cada x, x′ ∈ K. En general, la fórmula para r−`−1 en la composición R−1 ◦R−`
conduce a

|r−`−1(x, x
′)| ≤ 0!(`− 1)!

`!
sup

y∈Jx,x′
|r−1(x, y)| sup

y∈Jx,x′
|r−`(y, x′)|

≤ C

`
sup

y,x′∈K
|r−`(y, x′)|,
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de lo cual obtenemos supx,x′∈K |r−`−1(x, x
′)| ≤ (1/`) supx,x′∈K |r−`(x, x′)|. Por lo

tanto,

sup
x,x′∈K

|r−`−1(x, x
′)| ≤ 1

`!
C`+1.

En consecuencia,
∞∑

`=k+1

(x− x′)`−1
+ r−`(x, x

′)

converge absoluta y uniformemente en conjuntos compactos de I × I.
Para cualquier ` ∈ N suficientemente grande y j, j′ ∈ N con j + j′ < ` tenemos

que R−` = R−j ◦R`−j−j′ ◦R−j′ , por lo tanto el núcleo integral de R−` es

r̃−`(x, x
′) =

ˆ
r̃−j(x, y)(y − z)`−j−j

′−1
+ r−`−j−j′(y, z)r̃−j′(z, x

′) dz dy.

con la notación r̃−`(x, x
′) = (x − x′)`−1

+ r−`. Podemos diferenciar r̃−j y r̃−j hasta
orden j − 1 y j′ − 1, respectivamente, y por lo tanto

dj+j
′−2r̃−`

dxj−1dx′j′−1
(x, x′) =

ˆ
dj−1r̃−j
dxj−1

(x, y)(y − z)`−j−j
′−1

+ r−`−j−j′(y, z)
dj
′−1r̃−j′−1

dx′j′
(z, x′) dz dy.

En esta integral ambos y, z pertenecen al intervalo con extremos x, x′. Si x, x′ ∈ K,
entonces para tales y, z tenemos

|(y − z)`−1
+ r−`−j−j′(y, z)| ≤

C`−j−j
′−1(dimK)`−j−j

′−1

(`− j − j′ − 1)!

Esto nos lleva a la estimación

∣∣∣ dj+j
′−2r̃−`

dxj−1dx′j′−1
(x, x′)

∣∣∣ ≤
C`−j−j

′−1(dimK)`−j−j
′−1

(`− j − j′ − 1)!
sup
x,y∈K

∣∣∣dj−1r̃−j
dxj−1

(x, y)
∣∣∣ sup
x,y∈K

∣∣∣dj′−1r̃−j′

dx′j′−1
(z, x′)

∣∣∣
lo cual implica la convergencia absoluta y uniforme de las derivadas hasta orden k−2
de la serie en

2k−1∑
`=k

(x− x′)`−1
+ r−` +

∞∑
`=2k

(x− x′)`−1
+ r−`.

�

En particular, las singularidades de (3.6) ocurren solo en la diagonal de
I × I.
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4. Operadores pseudodiferenciales

La motivación de la construcción de parametrices pseudodiferenciales para
operadores elípticos proviene del caso de un operador con coeficientes constan-
tes usando como herramienta básica la transformada de Fourier y su fórmula
de inversión: si u ∈ C∞c (Rn),

F u(ξ) =

ˆ
Rn
e−ix

′·ξu(x′) dx′

es la transformada de Fourier de u (con x′ · ξ el producto interno usual de x′ y
ξ en Rn), y la fórmula

F−1 v(x) =
1

(2π)n

ˆ
Rn
eix·ξv(ξ) dξ.

es la inversa. Casi siempre escribimos û en lugar de F u. Así, la fórmula

u(x) =
1

(2π)n

ˆ
Rn
eix·ξû(ξ) dξ.

reconstruye u a partir de su transformada.
Supongamos por un momento que A =

∑
|α|≤m aαD

α
x tiene coeficientes

constantes y que a(ξ) =
∑
|α|≤m aαξ

α no tiene ceros reales (esta condición no
es equivalente a elipticidad; solamente la parte principal,

∑
|α|=m aαξ

α, de a es
relevante en lo que concierne a elipticidad). Si definimos B por la fórmula

Bu(x) =
1

(2π)n

ˆ
Rn
e−ix·ξ

û(ξ)

a(ξ)
dξ,

resulta de inmediato que
AB = I

en vista de la fórmula de inversión de Fourier.
Adaptando la idea al caso de un operador elíptico general, supongamos

que am(x, ξ) es el símbolo principal de un tal operador, de orden m, en Ω.
No podemos dividir entre am(x, ξ) porque este se anula en ξ = 0. Pero si
χ ∈ C∞(Rn) tal que χ(ξ) = 1 si |ξ| < 1 y χ(ξ) = 0 si |ξ| > 1 (|ξ| es la norma
euclidiana de ξ), entonces la función

(4.1) b−m(x, ξ) =
1− χ(ξ)

am(x, ξ)

está bien definida y es de clase C∞, y podemos tratar de construir una para-
metriz comenzando con el operador

B−mu(x) =
1

(2π)n

ˆ
Rn

ˆ
Ω

ei(x−x
′)·ξb(x, ξ)u(x′) dx′ dξ, u ∈ C∞c (Ω).

Que esto realmente funciona (es el primer paso en la construcción de para-
metrices de operadores elípticos) es el tópico de la próxima sección. Por ahora
enfocamos la atención en la teoría general de este tipo de operadores.



4. OPERADORES PSEUDODIFERENCIALES 47

Todavía en referencia al operador A, comenzamos motivando las estima-
ciones que definirán los espacios de símbolos. Denotando ξ̂ = |ξ|−1ξ si ξ 6= 0
tenemos que

am(x, ξ) = |ξ|mam(x, ξ̂).

Por elipticidad |am(x, ξ̂)|, como función en Ω× Sm−1 está acotada por debajo
uniformemente por una constante positiva en cada conjunto K × Sm−1 con
K ⊂ Ω compacto. Esto lleva a la desigualdad

|b−m(x, ξ)| ≤ C(1 + |ξ|)−m, (x, ξ) ∈ K × Rn

con algún C > 0. Usando esta desigualdad e inducción uno prueba que b−m
satisface

(4.2)

para todo compacto K b Ω, multi-índices α, β ∈ Nn0 existe C > 0 tal
que

|Dα
x∂

β
ξ b(x, ξ)| ≤ C(1 + |ξ)µ−|β|

para todo (x, ξ) ∈ K × Rn.
con bµ en lugar de b y con µ = −m.

Definición 4.3. Una función con la propiedad (4.2) es un símbolo de orden
µ y tipo (1, 0). El espacio de tales funciones es Sµ1,0(Ω×Rn), y S−∞1,0 (Ω×Rn) =⋂
µ S

µ
1,0(Ω× Rn).

Si b ∈ Sµ1,0(Ω × Rn), podemos definir op(b) : C∞c (Ω) → C∞(Ω) mediante
la fórmula

(4.4) (op(b)u)(x) =
1

(2π)n

ˆ
Rn

ˆ
Ω

ei(x−x
′)·ξb(x, ξ)u(x′) dx′ dξ,

una integral iterada y, como antes, (x− x′) · ξ es el producto interno usual de
(x− x′) y ξ. Explicamos: como u ∈ C∞c (Ω), la integral en x′ puede verse como
integral en Rn, y como tal es igual a û(ξ):

(4.5) (op(b)u)(x) =
1

(2π)n

ˆ
Ω

eix·ξb(x, ξ)û(ξ) dξ,

La función û(ξ) es de clase C∞, es más, satisface

(4.6)

para todo α, β ∈ Nn0 existe C > 0 tal que

|ξα∂βξ û(ξ)| ≤ C
para todo ξ ∈ Rn.

Por lo tanto, como b(x, ξ) apenas crece polinomialmente en ξ, si acaso, la in-
tegral en (4.5) converge absolutamente para cada x ∈ Ω, y por la uniformidad
de las cotas (4.2), define una función de clase C∞ en Ω.

Definición 4.7. Un operador B : C∞c (Ω)→ C∞(Ω) es un operador pseu-
dodiferencial de orden µ y tipo (1, 0) si existen b ∈ Sµ1,0(Ω×Rn) y un operador
integral R : C∞c (Ω)→ C∞(Ω) con núcleo de clase C∞ tales que B = op(b)−R
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con op(b) definido por (4.4). La función b es su símbolo total. El conjunto
de operadores pseudodiferenciales de orden µ y tipo (1, 0) será denotado por
Ψµ

1,0(Ω).

Los operadores diferenciales son ellos mismos ejemplos de operadores pseu-
dodiferenciales, de la siguiente manera. Supongamos que

A =
∑
|α|≤m

aα(x)Dα
x .

Si u ∈ C∞c (Ω), obtenemos

Au =
1

(2π)n

∑
|α|≤m

aα(x)Dα
x

ˆ
Rn
eix·ξû(ξ) dξ

=
1

(2π)n

ˆ
Rn
eix·ξ

∑
|α|≤m

aα(x)ξαû(ξ) dξ

usando la fórmula de inversión de Fourier. La función a(x, ξ) =
∑
|α|≤m aα(x)ξα

es un símbolo en Sm(Ω × Rn). Nos referimos a a como el símbolo total de
A = op(a).

El símbolo total de A es una suma finita de términos homogéneos en ξ de
órdenes decrecientes. Sumas ‘infinitas’ aparecen con frecuencia y para ellos, el
siguiente lema, similar al lema de Borel, provee una base firme:

Lema 4.8 (Sumas asintóticas). Si {b`} ∈ Sµ`1,0(Ω×Rn) es una sucesión de
símbolos con {µ`} decreciente y ĺımµ` = −∞, entonces existe b ∈ µ0 tal que

b−
∑
`=0N

b` ∈ SµN+1

1,0 (Ω× Rn).

Decimos que b es la suma asintótica de los símbolos b` y escribimos

b ∼
∑
`=0∞

b`

en ese caso. El símbolo b no es único, pero si también b′ ∼
∑
`=0∞ b`, entonces

b− b′ = (b−
∑
`=0N

b`)− (b′ −
∑
`=0N

b`) ∈ SµN+1

1,0 (Ω× Rn)

para todo N , y concluimos que b− b′ ∈ S−∞1,0 (Ω× R).
Una observación que interesa recordar es:

Lema 4.9. Si b ∈ Sµ1,0(Ω×Rn) con µ < −n−k (k ∈ N0), entonces op(b) es
un operador integral con núcleo de clase Ck. En particular, si b ∈ S−∞1,0 (Ω×Rn),
entonces op(b) es un operador integral con núcleo de clase C∞.
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Demostración. En la situación del lema, el decaimiento de b en ξ nos
permite cambiar el orden de integración en la integral que define op(b) e integrar
primero en ξ. Obtenemos

op(b)(u) =

ˆ
Ω

Kop(b)(x, x
′)u(x′) dx′

con
Kop(b)(x, x

′) =
1

(2π)n

ˆ
Rn
ei(x−x

′)·ξb(x, ξ) dξ.

Esta función es continua si µ < −n, de clase C1 si µ < −n− 1, etc. �

Es conveniente extender la definición de símbolo de orden µ e incluir fun-
ciones b ∈ C∞(Ω × Ω × Rn) tal que estimaciones al estilo de (4.2) son válidas
también con derivadas en x′. Naturalmente, denotamos el espacio resultante
por Sµ1,0(Ω× Ω× Rn) y definimos

(op(b)(u))(x) =
1

(2π)n

ˆ
Rn

ˆ
Ω

ei(x−x
′)·ξb(x, x′, ξ)u(x′) dx′ dξ

Todavía en este sentido ligeramente ampliado, b es un símbolo de orden µ,
y escribimos b ∈ Sµ1,0(Ω × Ω × Rn). La definición del operador como integral
iterada aclara el sentido de la definición de la misma manera que en (4.5) y el
Lemma 4.9 es igualmente válido. La razón por la cual esto no representa un
cambio radical es:

Proposición 4.10. Sea b̃ ∈ Sµ1,0(Ω×Ω×Rn) y sea b ∈ Sµ1,0(Ω,Rn) tal que

b(x, ξ)−
∑
|α|≤N

1

α!

∂|α|

∂x′α

∣∣∣∣
x′=x

b̃(x, x′, ξ) ∈ Sµ−N−1(Ω,Rn)

Entonces existe r ∈ C∞(Ω× Ω) tal que

op(b̃) = op(b)− op(r).

donde op(r) es el operador integral con núcleo r. En otras palabras, op(b̃) tam-
bién es un operador pseudodiferencial.

Demostración. La expansión de Taylor de b̃ de orden N en la variable
x′ centrada en x,

b̃(x, x′, ξ) =
∑
|α|≤N

1

α!
∂αx′ b̃(x, x, ξ)(x

′ − x)α +
∑

|α|=N+1

b̃α(x, x′, ξ)(x′ − x)α,

es válida en una bola {x′ : |x− x′| < dist(x, ∂Ω}). Para obtener una expresión
uniformemente válida para todo x ∈ Ω, tomamos una función ρ ∈ C∞(Ω) tal
que 0 < ρ(x) < dist(x, ∂Ω) y una función χ1 ∈ C∞(R) tal que χ1(t) = 1 si
|t| ≤ 1/4 y χ1(t) = 0 si |t| ≥ 1/2, y definimos

χ(x, x′) = χ1

( |x− x′|
ρ(x)

)
χ1

( |x′ − x|
ρ(x′)

)
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Esta función satisface

(4.11) χ(x, x′) =


1 si |x− x′| ≤ 1

4
máx{f(x), f(x′)}

0 si |x− x′| ≥ 1

2
f(x) ó |x− x′| ≥ 1

2
f(x).

En particular, (1−χ) = 0 cerca de la diagonal diag(Ω) = {(x, x) : x ∈ Ω}, y por
lo tanto en la descomposición b̃ = χb̃+(1−χ)b̃, podemos sustituir la expansión
de Taylor de b̃ en el primer sumando mientras que el segundo sumando es 0
cerca de la diagonal. La descomposición de b̃ se refleja en

op(b̃) = op(χb̃) + op
(
(1− χ)b̃

)
.

Las funciones χ(x, x′)∂αx′ b̃(x, x, ξ) y χ(x, x′)b̃α(x, x′, ξ) son símbolos de orden
µ. Trabajando con el primer sumando, observamos queˆ

Rn

ˆ
Ω

ei(x−x
′)·ξχ(x, x′)∂αx′ b̃(x, x, ξ)(x

′ − x)αu(x′) dx′ dξ

=

ˆ
Rn

ˆ
Ω

(−1)|α|Dα
ξ e

i(x−x′)·ξχ(x, x′)∂αx′ b̃(x, x, ξ)u(x′) dx′ dξ

=

ˆ
Rn

ˆ
Ω

ei(x−x
′)·ξχ(x, x′)∂αx′D

α
ξ b̃(x, x, ξ)u(x′) dx′ dξ

usando integración por partes (la validez de este paso puede verificarse in-
tegrando primero en x′). En la última integral observamos que bα(x, ξ) :=

∂αx′D
α
ξ b̃(x, x, ξ) ∈ Sµ−|α|(Ω× Rn). Igualmente

op(χb̃α(x′ − x)α) = op(χDα
ξ b̃α)

con Dα
ξ b̃α ∈ Sµ−|α|(Ω× Ω× Rn). Usando

op(χbα) = op(bα)− op((1− χ)bα).

obtenemos

op(b̃) = op(
∑
|α|≤N

1

α!
bα) + op(

∑
|α|=N+1

χb̃α) + op
(
(1− χ)(b̃−

∑
|α|≤N

1

α!
bα)
)
.

La función cN = b̃ −
∑
|α|≤N

1
α!bα es un símbolo de orden µ. Pero si c es un

símbolo arbitrario, op
(
(1−χ)c

)
es regularizante. Para ver esto usamos el mismo

truco que antes: cada vez que tememos un factor (x−x′)α podemos eliminarlo
usando integración por partes, reduciendo así el orden en |α|:

op
(
(1− χ)c

)
= op(|x− x′|2N

( 1− χ
|x− x′|2N

c
)

= op
( 1− χ
|x− x′|2N

∆N
ξ c
)

con ∆ξ = −
∑n
j=1 ∂

2
ξj
. Como 1−χ

|x−x′|2N ∆N
ξ c ∈ Sµ−2N , tomando N suficiente-

mente grande tenemos que op
(
(1 − χ)c

)
es un operador integral con núcleo
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Kop((1−χ)c) de clase Ck para k el mayor entero menor que −µ− n+N . Como
N es arbitrario, Kop((1−χ)c) es de clase C∞.

Si b es como en el enunciado, entonces

op(b̃− b) = op(
∑
|α|≤N

1

α!
bα − b) + op(

∑
|α|=N+1

χb̃α) + op((1− χ)cN ).

El lado derecho es un operador con núcleo integral de clase C∞. Ya vimos que
eso es cierto en el caso de op((1−χ)cN ). Y si k < −µ−n+N , entonces ambos
op(
∑
|α|≤N

1
αbα− b) y op(

∑
|α|=N+1 χb̃α) son operadores integrales con núcleo

de clase Ck. Por lo tanto,

op(
∑
|α|≤N

1

α!
bα − b) +

∑
|α|=N+1

χb̃α + (1− χ)cN )

es un operador integral con núcleo de clase al menos N − µ− n. Como este es
igual a op(b̃− b), el cual es independiente de N y como el operador determina
su núcleo, op(b̃− b) tiene núcleo de clase C∞. �

Definición 4.12. Sea B = op(b̃) con b̃ ∈ Sµ1,0(Ω × Ω × Rn). Un símbolo
total a izquierda de B es un símbolo b ∈ Sµ1,0(Ω× Rn) tal que

op(b̃) = op(b) +K

con K un operador integral con núcleo de clase C∞. El símbolo principal de B
es b mód Sµ−1

1,0 (Ω,Rn).

En la demostración de la Proposición 4.10 usamos que si b ∈ Sµ1,0(Ω ×
Ω × Rn) se anula en la diagonal diag(Ω) entonces op(b) = op(b′) con b′ ∈
Sµ−1

1,0 (Ω× Ω× Rn). Este es el ingrediente que demuestra:

Lema 4.13. Si b ∈ Sµ1,0(Ω × Ω × Rn) y b(k)(x, x′, ξ) = |x − x|2kb(x, x′, ξ),
k ∈ N0, entonces op(b(k)) es un operador integral con símbolo de clase C`,
` ∈ N0, si 2k > ` + µ + n. En particular, si µ < −n − ` entonces op(b) tiene
núcleo integral de clase C`.

El significado de este lema es el siguiente. La integral formal
1

(2π)n

ˆ
Rn
ei(x−x

′)·ξb(x, x′, ξ) dξ

tiene una interpretación como distribución (función generalizada) en Ω × Ω,
denotada Kop(b), llamada el núcleo de Schwartz de op(b). El lema dice que
|x − x′|2kKop(b) es de clase C` si 2k > ` + µ + n. Por lo tanto, en el abierto
Ω × Ω\ diag(Ω), Kop(b) es una función de clase C∞, porque allí ella es igual a
|x−x′|−2kKop(b(k)). Dicho de otro modo, las singularidades de Kop(b(k)) forman
un subconjunto de diag(Ω). Si µ < −n, la integral formal existe como integral de
Lebesgue, el resultado de la integración es continuo. Y si µ < −n−` con ` entero
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positivo, entones el resultado de la integración en ξ es incluso diferenciable de
orden `.

Definición 4.14. El soporte de op(b) es el soporte de su núcleo de Sch-
wartz.

Omitimos la demostración del siguiente resultado:

Proposición 4.15. El símbolo total a izquierda de un operador B∈Ψµ
1,0(Ω)

está determinado por B módulo S−∞1,0 (Ω× Rn). Esto es, si b y b′ son símbolos
totales a izquierda de B = op(b̃) con b̃ ∈ Sµ1,0(Ω × Ω × Rn), entonces b − b′ ∈
S−∞1,0 (Ω× Rn).

Admitir símbolos en Sµ1, 0(Ω × Ω × Rn) permite absorber operadores in-
tegrales con núcleo de clase C∞:

Lema 4.16. Si R = op(K) con K ∈ C∞(Ω×Ω), entonces hay κ ∈ Sµ1,0(Ω×
Ω×Rn) tal que op(κ) = R. De hecho tal κ puede ser tomado en S−∞1,0 (Ω×Ω×
Rn).

Demostración. Definimos

κ(x, x′, ξ) = (2π)n/2K(x, x′)e(|x−x′|2−|ξ|2)/2

Entonces
op(κ) = R

porque
1

(2π)n

ˆ
Rn
e−|ξ|

2/2ei(x−x
′)·ξ dξ =

1

(2π)n/2
e−|x−x

′|2/2.

Claramente κ ∈ S−µ1,0 (Ω× Ω× Rn) para todo µ. �

En la mayoría de las aplicaciones en capítulos posteriores los símbolos to-
tales, b tienen la propiedad de ser sumas asintóticos

(4.17) b ∼
∑
j=1

bµ−j , bµ−j ∈ Sµ−j1,0 (Ω× R)

con bµ−j eventualmente positivamente homogéneo de orden µ− j, esto es, para
cada j y para cada conjunto compacto K b Ω existe τ0 > 0 tal que

bµ−j(x, τξ) = τµ−jbµ−j(x, ξ) si x ∈ K, τ > τ0, y |ξ| > 1.

En este caso, la clase de b mód Sµ−1
1,0 (Ω,Rn) está determinada por bµ.

Definición 4.18. El elemento b ∈ Sµ1,0(Ω×Rn) es un símbolo clásico si es
asintótico a una suma (4.17) con cada bµ−j eventualmente homogéneo de orden
µ− j. El subespacio de Sµ1,0(Ω× Rn) cuyos elementos son símbolos clásicos es
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Sµ(Ω×Rn). Si B = op(b) con b ∈ Sµ(Ω×Rn) con b como antes, decimos que
B ∈ Ψµ(Ω). En este caso, la función

(4.19) σσµ(B)(x, ξ) = ĺım
τ→∞

τ−µbµ(x, τξ), (x, ξ) ∈ Ω× (Rn\0)

es el símbolo principal de B. Esta función está bien definida porque B determina
su símbolo total. Si σσµ(B)(x, ξ) es invertible para cada (x, ξ) ∈ Ω × (Rn\0),
decimos que B es elíptico.

Dos observaciones y un comentario: i) la función σσµ(B)(x, ξ) es positiva-
mente homogénea de grado µ; ii) S−∞1,0 (Ω × Rn) =

⋂
µ S

µ(Ω × Rn); y iii) en
lo sucesivo usaremos exclusivamente símbolos y operadores clásicos, solo para
descargar algo de la notación: la regla general es, si un resultado depende solo
de estimaciones, entonces vale con símbolos y operadores de tipo (1, 0), pero si
depende del uso de un símbolo principal como función, entonces posiblemente
solo valga en el contexto clásico.

Sea Sµh (Ω× (Rn\0)) el espacio de funciones b : Ω× (Rn\0)→ C (positiva-
mente) homogéneas de grado µ.

Proposición 4.20. La sucesión

0→ Ψµ−1(Ω)
ι−→ Ψµ(Ω)

σσµ−−→ Sµh (Ω× (Rn\0))→ 0,

en donde ι es la inclusión, es exacta.

Demostración. Sobreyectividad de σσ µ: sea χ ∈ C∞c (Rn) con χ(ξ) = 1
si |ξ| < 1. Si bµ ∈ Sµh (Ω × (Rn\0)), entonces b = (1 − χ)bµ ∈ Sµ(Ω × Rn), y∑
µ(op(b)) = bµ. La inyectividad de ι es trivial. La composición σσµ ◦ι = 0 es

obvia.
Finalmente, supongamos que B ∈ Ψµ(Ω) y σσµ(B) = 0. Esto dice: si B =

op(b) con b ∈ Sµ(Ω × Ω × Rn) entonces la parte principal (de orden µ) del
símbolo total a izquierda de B, la cual es eventualmente homogénea, es en
realidad eventualmente nula. Si b(x, x′, ξ) ∼ bµ(x, x′, ξ) + bµ−1(x, x′, ξ) + · · · , el
símbolo total a izquierda de B es asintótico a

bµ(x, x, ξ) + bµ−1 +
∑
α=1

∂αξ (Dα
x′bµ)(x, x, ξ) + · · ·

debido a la Proposición 4.10. Como ĺımτ→∞ τ−µbµ(x, x, τξ) = 0, podemos es-
coger χ ∈ C∞(Ω × Rn) cuidadosamente tal que para cada conjunto compacto
K b Ω tenemos χ(x, ξ) = 0 si x ∈ K y |ξ| es suficientemente grande, de manera
que (1− χ)bµ = 0. En

bµ(x, x′, ξ) = (1− χ(x))bµ(x, x′, ξ) + χ(x, ξ)bµ(x, x′, ξ)

los dos términos de la derecha son símbolos, con el segundo en S−∞(Ω× Rn).
La restricción del primero a x′ = x se anula, por lo cual podemos escribirlo
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como
n∑
j=1

b′j(x, x
′, ξ)(xj − x′j)

con otros símbolos b′j ∈ Sµ(Ω × Ω × Rn). Usando integración por partes en ξ
como en la demostración de la Proposición 4.10, los operadores definidos por los
símbolos b′j(x, x′, ξ)(xj−x′j) son iguales a aquellos definidos por Dξj b

′
j(x, x

′, ξ),
los cuales son de orden µ−1. En conclusión op(b) = op(b′′) con b′′ ∈ Sµ−1(Ω×
Ω× Rn), es decir, B ∈ Ψµ−1(Ω). �

5. Parametrices de operadores diferenciales elípticos

Si A ∈ Difm(Ω) con símbolo total a(x, ξ) =
∑
|α|≤m aα(x)ξα y b ∈ Sµ(Ω×

Rn), entonces

(5.1) A op(b)u(x) =
1

(2π)n

ˆ
Rn

ˆ
Ω

ei(x−x
′)·ξc(x, ξ)u(x′) dx′ dξ,

donde

(5.2) c(x, ξ) =
∑
|β|≤m

1

β!
(∂βξ a)(x, ξ)(Dβ

xb)(x, ξ).

Esta fórmula se puede verificar usando diferenciación bajo la integral, la fórmula
de Leibniz

Dα
x (f(x)g(x)) =

∑
β≤α

α!

β!(α− β)!
(Dα−β

x f)(x)(Dβ
xg)(x),

y la fórmula

∂α
′

x ξ
α =

α!

(α− α′)!
ξα−α

′
.

Es fácil ver que c ∈ Sm+µ(Ω×Rn). Así, A op(b) es un operador pseudodiferen-
cial de orden m+ µ con símbolo total c dado por la fórmula (5.2).

Sea A elíptico de orden m con símbolo principal a, sea b−m definida como
en (4.1), por

bm(x, ξ) = (1− χ(ξ))a(x, ξ)−1

y B−m definido por (4.5) con b−m en lugar de b. La fórmula (5.1) aplicada a
AB−m lleva a un operador con símbolo total c0 dado por (5.2). Escribiendo
a =

∑m
`=0 am−` con

ak(x, ξ) =
∑
|α|=k

aα(x)ξα

y separando por orden de homogeneidad (de a), tenemos

c0(x, ξ) =

m∑
k=0

∑
|β|+`=m−k

1

β!
(∂βξ am−`)(x, ξ)(D

β
xb−m)(x, ξ)
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El término de orden más alto corresponde a k = 0, es decir, ` = |β| = 0. Así,
este término es

amb−m = am(1− χ(ξ))am(x, ξ)−1 = 1− χ(ξ).

Usando la fórmula de inversión de Fourier vemos que el operador pseudodife-
rencial definido por este símbolo es

u 7→ 1

(2π)n

ˆ
Rn

ˆ
Ω

ei(x−x
′)·ξ(1− χ(ξ))u(ξ) dx′ dξ

= u(x)−
ˆ

Ω

χ̌(x− x′)u(x′) dx′

con
χ̌(x) =

1

(2π)n

ˆ
Rn
eix·ξχ(ξ) dξ

La función χ̌ satisface las estimaciones (4.6) (en la variable x). Por lo tanto,
el operador de convolución que ella define es un operador regularizante. Los
demás términos en c0 junto con χ(ξ) producen un símbolo de orden −1:

c0 = 1− r−1

con

r−1(x, ξ) = χ(ξ)−
m−1∑
k=0

∑
|β|+`=m−k

1

β!
(∂βξ am−`)(x, ξ)(D

β
xb−m)(x, ξ)

Así, si R−1 es el operador definido por r−1, tenemos

AB−m = I −R−1

y concluimos que Bm es una parametriz de A. Esto completa el primer paso
en la construcción de una parametriz para un operador elíptico general.

El truco esencial ahora es añadir a B−m un operador pseudodiferencial de
orden −m− 1 que elimine parte del residuo, de manera de obtener como error
un operador pseudodiferencial de orden de orden −2: sea

b−m−1(x, ξ) = −r−1(x, ξ)(1− χ)am(x, ξ)−1.

Descomponiendo de nuevo por el orden de homogeneidad de a vemos que la
fórmula para el símbolo de ABm−1 es r−1 − r−2 con r−2 un símbolo de orden
−2. Así, la fórmula para el símbolo de A(B−m +B−m−1) es

c−1 = 1− r1 + r1 − r2 = 1− r2.

Continuando de esta manera uno obtiene sucesiones de símbolos {b−m−`}∞`=0 y
{r−`}∞`=1 con b−m−` ∈ S−m−`(Ω × Rn) y r` ∈ S−`(Ω × Rn) tales que con los
respectivos operadores Bm−` y R−` tenemos

A(

N∑
`=0

Bm−`) = I −R−N−1
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para cada N ∈ N0. Esto completa el segundo paso en la construcción de
parametrices.

El tercer paso es usar el Lema 4.8: sea b ∈ S−m(Ω× R) tal que

b ∼
∞∑
j=0

b−m−j .

Entonces con B = op(b) tenemos

AB = I −R

con R un operador integral con núcleo de clase C∞.

6. Espacios de funciones

Sea Ω ⊂ Rn un conjunto abierto. Los espacios básicos de funciones serán
L2(Ω), el espacio de funciones u : Ω→ C medibles tales que

´
Ω
|u(x)|2 dx <∞,

subespacios de estos cuyos elementos tienen diferenciabilidad relacionada con
el problema a estudiar, y sus espacios duales. En el caso de sistemas, en lugar
de imagen en C tendremos funciones a valores en Cr para algún r ∈ N.

Podemos ver L2(Ω) como la completación del espacio de funciones conti-
nuas (o de clase C∞, da igual) con soporte compacto, Cc(Ω), con la norma
inducida por el producto interno

(u, v)0 =

ˆ
Ω

u(x)v(x) dx.

usando integral de Riemann. Para cada k ∈ N, Hk(Ω) es el subespacio de L2(Ω)
cuyos elementos u tiene la propiedad

(6.1)

u ∈ Hk(Ω) ⇐⇒ u ∈ L2(Ω) y para cada α con |α| ≤ k existe
uα ∈ L2(Ω) tal queˆ

Ω

uα(x)ϕ(x) dx = (−1)α
ˆ

Ω

u(x)∂αxϕ(x) dx

para toda ϕ ∈ C∞c (Ω).

Este es el espacio de Sobolev3 en Ω de orden k basado en L2. Si u ∈ Hk(Ω),
el elemento uα es único. Si u es de clase Ck en Ω y ∂αx u ∈ L2(Ω) si |α| ≤ k,
entonces u ∈ Hk(Ω) y valeˆ

Ω

∂αx uα(x)ϕ(x) dx = (−1)α
ˆ

Ω

u(x)∂αxϕ(x) dx, φ ∈ C∞c (Ω).

3El libro de Treves [75] contiene una introducción eficiente a espacios de Sobolev. Una
exposición considerablemente más extensa que la de Treves es el libro de Adams [2]; este
incluye espacios basados en Lp con 1 ≤ p ≤ ∞, no solo L2.
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Eso justifica denotar al elemento uα asociado a u ∈ Hk(Ω) de acuerdo a (6.1)
por ∂αx u. A veces nos referimos a ∂αx u como la derivada débil de orden α de u.
Si u, v ∈ Hk, definimos

(6.2) (u, v)k =
∑
|α|≤k

ˆ
Ω

Dα
xu(x)Dα

xv(x) dx;

usar Dx en lugar de ∂x no tiene ningún efecto.
Si Ω = Rn podemos definir Hk(Rn) también como la completación de

Ckc (Rn) con respecto a la norma inducida por el producto interno (6.2); natu-
ralmente en este caso la integral es sobre Rn. Este espacio es igual al espacio de
funciones u ∈ L2(Rn) tales que existe una sucesión {uν}∞ν=1 ⊂ Ckc (Rn) con lími-
te u en L2 y tal que Dα

xuν converge en L2(Rn) para cada |α| ≤ k. Si la frontera
de Ω es suficientemente regular el espacio Hk(Ω) consiste de las restricciones a
Ω de los elementos de Hk(Rn). Es importante notar que la clausura de Ckc (Ω)
en Hk(Ω) es un subespacio propio de Hk(Ω) denotado Hk

0 (Ω). El espacio dual
de Hk

0 (Ω) es H−k(Ω). Este último es también un espacio de Hilbert.
En el caso de Rn, el Teorema de Plancherel nos permite escribir (6.2) como

(u, v)k =
1

(2π)n

ˆ
Rn

∑
|α|≤k

|ξα|2û(ξ)v̂(ξ) dξ.

En la sucesión de desigualdades∑
α1+···+αn≤k

ηα1
1 ηα2

2 · · · ηαnn ≤
∑

β0+β1+···+βn=k

k!

β0!β1! · · ·βn!
ηβ1

1 ηβ2

2 · · · ηβnn

≤ máx
β0+β1+···+βn=k

k!

β0!β1! · · ·βn!

∑
α1+···+αn≤k

ηα1
1 ηα2

2 · · · ηαnn ,

con ηj ≥ 0 y αj , β` ∈ N0, el término intermedio es (1+
∑n
j=1 ηj)

k. Con ηj = ξ2
j

y escribiendo Ck para el coeficiente en el último término, obtenemos∑
|α|≤k

|ξα|2 ≤ (1 + |ξ|2|)k ≤ Ck
∑
|α|≤k

|ξα|2

En consecuencia, la norma definida por (6.2) es equivalente a la norma

‖u‖2k =
1

(2π)n

ˆ
Rn
|û(ξ)|2(1 + |ξ|2)k dξ.

El valor de esta observación radica en que en esta fórmula no necesitamos
suponer que k es un entero no negativo: cualquier número real positivo es
permitido. Esto nos lleva a la definición de los espacios Hs(Rn) con s ≥ 0 real:

u ∈ Hs(Rn) ⇐⇒ u ∈ L2(Rn) y ‖u‖2s =
1

(2π)n

ˆ
Rn
|û(ξ)|2(1 + |ξ|2)s dξ <∞.

El espacio dual es H−s(Rn), al igual que los demás espacios de Sobolev
que hemos introducido, este es un espacio de Hilbert.
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Con frecuencia escribimos H0(Ω) en lugar de L2(Ω); evidentemente estos
dos espacios son iguales.

Una definición más flexible del espacio Hs(Rn) con s < 0 usa distribucio-
nes de Schwartz,4 elementos del dual del espacio S(Rn) cuyos elementos están
caracterizados por

ϕ ∈ C∞(Rn) tales que para todo α, β : ℘α,β(ϕ) = sup
x∈Rn

|xα∂βxϕ(x)| <∞.

Las funciones ℘α,β : S(Rn) → R son seminormas; ellas definen la topología
de S(Rn). Evidentemente S(Rn) ⊂ L1(Rn) y por lo tanto la transformada de
Fourier F(ϕ) está definida para ϕ ∈ S(Rn). Dado que

F(xαDβ
x) = −(Dξ)

αξβ F(ϕ)

es fácil probar que F(ϕ) ∈ S(Rn) y que F : S(Rn) → S(Rn) es continuo. El
espacio dual de S(Rn) es denotado por S′(Rn), como de costumbre. Si u ∈
S′(Rn), definimos F u ∈ S′(Rn) como el elemento

S(Rn) 3 ϕ 7→ 〈u,Fϕ〉 ∈ C.
La motivación de esta fórmula proviene de la fórmulaˆ

Rn
F u(x)ϕ(x) dx =

ˆ
Rn
u(ξ) Fϕ(ξ) dx,

válida si u, ϕ ∈ S(Rn). La linealidad y continuidad de F : S(Rn) → S(Rn)
implican que F : S′(Rn)→ S′(Rn) también es lineal y continuo.

Un elemento u ∈ S′(Rn) es localmente integrable si existe ũ : Rn → C
localmente integrable tal que

para todo ϕ ∈ C∞c (Rn) : 〈u, ϕ〉 =

ˆ
Rn
ũ(x)ϕ(x) dx

Si ũ ∈ L2, decimos que u ∈ L2, etc.
Para s ∈ R arbitrario, definimos Hs(Rn) como el subespacio de S′(Rn)

definido de la siguiente manera:

(6.3) u ∈ Hs(Rn) ⇐⇒ û es medible y ‖u‖2s =

ˆ
Rn
|û(ξ)|2(1 + |ξ|2)s ≤ ∞.

Ese es en general el espacio de Sobolev en Rn de orden s basado en L2. Si s es
un entero no negativo k, esa definición coincide con la anterior, y con la nueva
definición, el espacio H−k(Rn) es en verdad el espacio dual de Hk(Rn).

Lema 6.4. Para todo par de índices s, s′ con s > s′, Hs(Rn) es denso en
Hs′(Rn)

4El primer capítulo del libro de Hörmander [30] es una introducción al tema de distribu-
ciones en conjuntos abiertos de Rn. Sobre distribuciones, la versión más rápida que conozco
está en el libro de Neri [56, p. 128–149]. (Esto es menos de lo que parece porque el libro está
escrito a máquina—la densidad de palabras por página es baja.)
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Para la demostración, tomamos ω ∈ C∞c (R) con ω(t) = 1 si t está cerca de
0. Si u ∈ Hs′(Rn), definimos

u` = F−1(ω(|ξ|/`)û).

Entonces û`(1 + |ξ|2)s/2 ∈ L2(Rn), por lo tanto u` ∈ Hs(Rn), yˆ
Rn
|û(ξ)− û`(ξ)|2(1 + |ξ|2)s

′
dξ → 0 cuando `→∞.

Por lo tanto u` → u en Hs′(Rn).

En el caso de una variedad X , la topología de C∞(X ) está determinada de
nuevo por las sucesiones convergentes. Estas son las sucesiones cuyos elementos
tiene soporte contenido en un subconjunto compacto fijo de X , y convergen
ellas y también el resultado de aplicar sobre sus términos cualquier número
de campos vectoriales de clase C∞. La topología de C∞(X ) es similar, solo
se omite control sobre el soporte, la convergencia de la sucesión y “cualquier
número de derivadas” debe ser uniforme sobre cualquier conjunto compacto. El
espacio dual de C∞c (X ) es denotado por C−∞(X ), y el espacio dual de C∞(X )
es C−∞c (X ).

En la Sección 11 definiremos espacios de Sobolev basados en L2 en el caso
de variedades (compactas sin borde).

La siguiente proposición será importante en la discusión de invertibilidad
y espectro de operadores elípticos.

Proposición 6.5 (Rellich-Kondarchov). Sea K ⊂ Rn un conjunto com-
pacto, sea Hs

c (K) = {u ∈ Hs(Rn) : sopu ⊂ K}. Si s > s′, entonces la in-
clusión ι : Hs

c (K) → Hs′(Rn) es compacta. Esto es, toda sucesión acotada
{u`}∞`=1 ⊂ Hs(K) tiene una subsucesión convergente en Hs′(Rn).

Para la demostración ver por ejemplo [75, p. 227].5 Hay también una familia
de resultados, las inmersiones de Sobolev, que son útiles en muchos contextos.
Para nuestro propósito el siguiente caso particular es suficiente. El espacio
C0

0 (Rn) consiste de todas las funciones continuas en Rn tales que

ĺım
|x|→∞

u(x) = 0.

Proposición 6.6 (Lema de inmersión de Sobolev). Si s > n/2, entonces
Hs(Rn) ⊂ C0

0 (Rn) y la inclusión es continua.

5Esta proposición usualmente es referida como el Lema de Rellich. El articulo de Rellich
[62] es bastante más restrictivo: El dominio es un abierto acotado en R2 con frontera una
union de curvas C1 a trozos y ángulo positivo en las esquinas; las funciones son de clase C1.
La referencia Kondrachov [41] en la bibliografía es tomada de [2]. El teorema es una especie
de Teorema de Arzelà-Ascoli y su demostración en [75] usa el Teorema de Arzelà-Ascoli.
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Demostración. Probaremos que si u ∈ Hs(Rn) con s > n/2, entonces
û ∈ L1(Rn). La fórmula de inversión de Fourier y las propiedades básicas de
esta transformación implican la conclusión. Supongamos que u ∈ Hs(Rn). Por
definición, û es una función medible y tenemosˆ

Rn
|û(ξ)| dξ =

ˆ
Rn
|û(ξ)|(1 + |ξ|2)s/2(1 + |ξ|2)−s/2 dξ

≤
( ˆ

Rn
|û(ξ)|2(1 + |ξ|2)s dξ

)1/2(ˆ
Rn

(1 + |ξ|2)−s dξ
)1/2

usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz. En la segunda línea, la última in-
tegral es finita, digamos igual a Cs, si 2s > n, y la primera es (2π)n/2‖u‖s.
Suponiendo entonces s > n/2 tenemos que u es continua y

‖u‖L∞ = sup
x∈Rn

|u(x)| ≤ 1

(2π)n

ˆ
Rn
|û(x)| dx ≤ Cs‖u‖s

La afirmación sobre el comportamiento de u en ∞ es el Lema de Riemann-
Lebesgue.

�

7. Continuidad

La topología de C∞(Ω) está determinada por las sucesiones convergentes.
Una sucesión {uν}∞ν=1 ⊂ C∞(Ω) converge a u en C∞(Ω) si para cada conjunto
compacto K ⊂ Ω y cada α, la sucesión {∂αx uν} converge uniformemente a ∂αx u
en K.

La topología de C∞c (Ω) es tal que la continuidad de un operador está
determinada por la convergencia de su acción sobre sucesiones convergentes.
Una sucesión {uν}∞ν=1 ⊂ C∞c (Ω) converge a u en C∞c (Ω) si hay un conjunto
compacto K ⊂ Ω tal que sopuν ⊂ K para todo ν, y ∂αx uν → ∂αx u uniformemente
para todo α.

Proposición 7.1. El operador B ∈ Ψµ(Ω), como operador C∞c (Ω) →
C∞(Ω), es continuo.

Demostración. ConB = op(b), b∈Sµ(Ω×Ω×Ωn) definimos β(u)(x, ξ, ξ′)
por

βα(u)(x, ξ, ξ′) =

ˆ
e−ix

′·ξ′Dα
x′(b(x, x

′, ξ)u(x′)) dx′

Si K,K′ b Ω son conjuntos compactos, sopu ⊂ K′ y x ∈ K, entonces
|βα(u)(x, ξ, ξ′)| ≤ Cα vol(K ′) sup

x′∈K′
α′≤α

|Dα′

x′ u(x′)|(1 + |ξ|)µ

con

Cα = sup
K×K′×Rn
α′≤α

∣∣∣Dα′

x′ b(x, x
′, ξ)

(1 + |ξ|)µ
∣∣∣.
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Usando integración por partes,

ξ′
α
β(u)(x, ξ, ξ′) = βα(x, ξ, ξ′),

por lo tanto

|(1 + |ξ′|2)kβ(u)(x, ξ, ξ′)| ≤ Ck sup
x′∈K′
|α|≤2k

|D′αx u(x′)|(1 + |ξ|)µ

para algún Ck y todo k ∈ N0 y x ∈ K. En consecuencia

|β(u)(x, ξ, ξ)| ≤ Ck sup
x′∈K′
|α|≤2k

|D′αx u(x′)|(1 + |ξ|)µ−2k

para tales k y x. Si {uν}∞ν=1 ⊂ C∞c (Ω) es una sucesión que converge a u
en C∞c (Ω) con sopuν ⊂ K′ y k es suficientemente grande, de manera que
µ− 2k < −n, entonces

sup
K
|B(u− uν)| = sup

x∈K

∣∣∣ 1

(2π)n

ˆ
eix·ξβ(uν − u)(x, ξ, ξ) dξ

∣∣∣
≤ Ck sup

x′∈K′
|α|≤2k

|D′αx (uν(x′)− u(x))|
ˆ
Rn

(1 + |ξ|)µ−2k dξ,

es decir, Buν → Bu uniformemente en K. Trabajando con Dα
xB = op(bα),

bα = e−ix·ξDα
x (eix·ξb(x, x′, ξ)) (un elemento de Sµ+|α|(Ω × Ω × Rn)) en lugar

de B obtenemos que Dα
xuν converge uniformemente a Dα

xuν en K. �

La siguiente proposición también concierne continuidad, esta vez en un
espacio que eventualmente nos dará más flexibilidad.

Proposición 7.2. Sea K b Rn×Rn un conjunto compacto y b ∈ S0(Rn×
Rn×Rn) un símbolo con soporte en K×Rn. Si u ∈ L2(Rn), entonces op(b)(u) ∈
L2(Rn), y el operador op(b) : L2(Rn)→ L2(Rn) es continuo:

‖ op(b)(u)‖0 ≤ C‖u‖0
con

C = sup |(1 + ∆x + ∆x′)
n+1b|.

Demostración. Aplicando el Teorema de Plancherel,

‖ op(b)u‖0 =
1

(2π)n
‖ op(b)(u)̂ ‖0,

buscamos estimar ‖ op(b)(u)̂ ‖0. Definiendo

b̂(η, η′, ξ) =

ˆ
Rn
e−i(x·η+x′·η′)b(η, η′, ξ) dx dx′

obtenemos

(op(b)u)̂ (η) =
1

(2π)n

ˆ
Rn
b̂(η − ξ, ξ − η′, ξ)û(η′) dη dη′ dξ



62 III. OPERADORES PSEUDODIFERENCIALES

si u ∈ C∞c (Rn); esta fórmula es similar a (fg)̂ (ξ) = (2π)−n
´
Rn f̂(ξ−η′)ĝ(η′) dη′

si f , g ∈ L1(Rn). La integral converge porque

(1 + |η|2 + |η′|2)k b̂(η, η′, ξ) =
(
(1 + ∆x + ∆x′)

kb
)̂

(η, η′, ξ)

y

|
(
(1 + ∆x + ∆x′)

kb
)̂

(η, η′, ξ)| ≤
ˆ
Rn×RN

|(1 + ∆x + ∆x′)
kb(x, x′, ξ)| dx dx′

≤ vol(K)Ck(b).

con Ck(b) = sup |(1 + ∆x + ∆x′)
kb|, por lo cual

|̂b(η − ξ, ξ − η′, ξ)| ≤ (1 + |η − ξ|2 + |ξ − η′|2)−k vol(K)Ck(b).

La constante Ck(b) es finita porque b es un símbolo. Sea

K(η, η′) =

ˆ
Rn
b̂(η − ξ, ξ − η′, ξ) dξ,

de manera que

(op(b)u)̂ (η) =

ˆ
Rn
K(η, η′)û(η′) dη′.

El núcleo K es de clase C∞ y satisfaceˆ
Rn
|K(η, η′)| dη < C,

ˆ
Rn
|K(η, η′)| dη′ < C,

para alguna constante C. Por ejemplo, la integralˆ
Rn
|K(η, η′)| dη ≤

ˆ
Rn×Rn

|̂b(η − ξ, ξ − η′, ξ)| dξ dη

=

ˆ
Rn×Rn

|̂b(η, ξ, ξ + η′)| dξ dη

≤ vol(K)Cn+1(b)

ˆ
Rn×Rn

(1 + |η|2 + |ξ|2)−n−1 dξ dη

es finita. Por lo tanto,6

‖
ˆ
Rn×Rn

K(·, η′)û(η′) dη′‖0 ≤ C‖û‖ ≤ (2π)n‖u‖0,

aplicando una vez más el Teorema de Plancherel en la segunda desigualdad. �

La versión más útil es:

6Teorema. Sean (X ,M, µ), (X ,N, ν) espacios de medida σ-finitos y K : X × Y → C
una función M × N-medible. Si existe C > 0 tal que

´
X |K(x, y)| dµ(x) ≤ C a.e. y ∈ Y y´

Y |K(x, y)| dν(y) ≤ C a.e. x ∈ Y, entonces op(K) : Lp(Y, ν) → Lp(X , µ) es continuo con
norma ≤ C. Ver por ejemplo Folland [16, p. 185].
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Corolario 7.3. Sea B ∈ Ψ0(Ω) y sean χ, χ′ ∈ C∞c (Ω). Entonces el
operador

L2(Ω) 3 u 7→ χB(χ′u) ∈ L2(Ω)

es continuo.

La demostración es inmediata. Si B = op(b), entonces el operador en el
lema es op(b̃) con b̃(x, x′, ξ) = χ(x)χ′(x′)b(x, x′, x, ξ), el cual tiene soporte
contenido en K × Rn con K = sop(χ) × sop(χ′), un subconjunto compacto de
Ω× Ω.

Es evidente que el operador

(7.4) Λs
′

= F−1(1 + |ξ|2)s
′/2 F : S′(Rn)→ S′(Rn)

define un operador continuo, de hecho un isomorfismo isométrico

Λs
′

: Hs(Rn)→ Hs−s′(Rn).

Este operador es un elemento de Ψs′(Rn).

Proposición 7.5. Si B = op(b) con b ∈ Sµ(Rn×Rn×Rn) y sop b ⊂ K×Rn,
K un subconjunto compacto de Rn×Rn, entonces B define un operador continuo
Hs(Rn)→ Hs−µ(Rn). Si µ < 0, y por lo tanto Hs−µ(Rn) ⊂ Hs(Rn), entonces
B, visto como operador Hs(Rn)→ Hs(Rn), es compacto.

Demostración. La esencia de la prueba consiste en demostrar que si χ
y χ′ ∈ C∞c (Rn) son tales que χ = 1 en un entorno de sopχ′, entonces para
cualquier s, (1−χ)Λsχ′, χ′Λs(1−χ) y la composición de estos con operadores
del mismo tipo que B son operadores integrales continuos L2(Rn)→ Hs′(Rn)
para cualquier s′. Una vez que esto ha sido probado, procedemos de la siguiente
manera. Supongamos que χ′ ∈ C∞c (Rn) es tal que

χ′(x)b(x, x′, ξ) = b(x, x′, ξ) = χ′(x′)b(x, x′, ξ)

(la función (x, x′) 7→ χ′(x)χ′(x′) es igual a 1 en el soporte de b). Entonces
B = χ′Bχ′. Pre- y post-multiplicando por χ+ (1− χ) obtenemos

Λs−µBΛ−s = Λs−µ ◦ (χ′Bχ′) ◦ Λ−s

= (χΛs−µχ′) ◦B ◦ (χ′Λ−s) +
(
(1− χ)Λs−µχ′

)
◦B ◦ (χ′Λ−s)

= (χΛs−µχ′) ◦B ◦ (χ′Λ−sχ) +
(
(1− χ)Λs−µχ′

)
◦B ◦ (χ′Λ−sχ)

+ (χΛs−µχ′) ◦B ◦
(
χ′Λ−s(1− χ)

)
+
(
(1− χ)Λs−µχ′

)
◦B ◦ (χ′Λ−s(1− χ)

)
En el lado derecho de la última igualdad, el primer término, (Λs−µχ′) ◦ B ◦
(χ′Λ−s), es la composición de tres operadores como B, con orden total 0 y
símbolo con soporte contenido en sopχ×sopχ×Rn. Este operador, por lo tanto,
es continuo como operador L2(Rn) → L2(Rn). En el segundo, B(χ′Λ−sχ) es
un operador similar a B en cuanto a que su símbolo tiene soporte contenido en
sopχ′×sopχ×Rn, y por lo tanto seguido de (1−χ)Λs−µχ′ produce también en
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un operador continuo L2(Rn)→ L2(Rn). Los siguientes pueden ser trabajados
de la misma manera. La continuidad de (1−χ)Λs−µχ′ será probada en el lema
que sigue a esta demostración. La de χ′Λs(1− χ) es completamente similar.

Una vez que la continuidad de Λs−µBΛ−s : L2(Rn) → L2(Rn) ha sido
probada, observamos que la factorización

B = Λµ−s(Λs−µBΛ−s)Λs

implica que B : Hs(Rn)→ Hs−µ(Rn) es continuo.
Para probar la última afirmación, supongamos que µ < 0. Para cualquier

conjunto compacto K′ ⊂ Rn, la inclusión ι : Hs−µ
c (K′) → Hs(Rn) es com-

pacta (ver la Proposición 6.5). Si K′ = sopχ′, entonces la imagen de Hs(Rn)
por B está contenida en Hs−µ(K′), y B : Hs(Rn) → Hs−µ(K′) es continuo.
La composición de este operador con el operador compacto ι es un operador
compacto.

Esto completa la prueba de la proposición, módulo la continuidad del ope-
rador (1− χ)Λsχ′. �

Lema 7.6. Sean χ, χ′ ∈ C∞c con χ = 1 en sopχ′. Para cualquier s, el
operador (1−χ)Λsχ′ : C∞(Rn)→ C∞(Rn) es un operador integral con núcleo,
Ks, de clase C∞. Este núcleo satisface

|Dα
xD

α′

x′Ks(x, x′)| ≤ Cs,α,α′,k|x− x′|−2k

para todo par de multi-índices α, α′ y entero no-negativo k, y por lo tanto define
un operador continuo Hs′′(Rn)→ Hs′(Rn) para todo s′, s′′ ∈ R.

Demostración. El operador (1− χ)Λsχ′ está definido por el símbolo

χ̃(x, x′)(1 + |ξ|2)s/2

con χ̃(x, x′) =
(
1− χ(x)

)
χ′(x′). Con un par de multi-índices α, β arbitrario y

u ∈ C∞(Rn) tenemos

Dα
x op(χ(x, x′)(1 + |ξ|2)s/2)(Dβ

x′u) =

(−1)|β|

(2π)n

ˆ
Dα
xD

β
x′

(
ei(x−x

′)·ξχ(x, x′)(1 + |ξ|2)s/2
)
u(x′) dx′ dξ

usando integración por partes en x′, tomando en cuenta que χ′ tiene soporte
compacto. Definiendo

bs,α,β(x, x′, ξ) = (−1)|β|e−i(x−x
′)·ξDα

xD
β
x′

(
ei(x−x

′)·ξχ(x, x′)(1 + |ξ|2)s/2
)
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tenemos que Dα
x op(χ(x, x′)(1 + |ξ|2)s/2)(Dβ

x′u) = op(bs,α,β)(u). Explícitamen-
te,

bs,α,β(x, x′, ξ) =
∑

α′+α′′=α
β′+β′′=β

(−1)|β
′′|
(
α

α′

)(
β

β′

)
Dα′′

x Dβ′′

x′ χ̃(x, x′)ξα
′+β′(1 + |ξ|2)s/2

=
∑
α′≤α
β′≤β

bα,βα′,β′(x, x
′)ξα

′+β′(1 + |ξ|2)s/2,

un símbolo de orden s + |α| + |β|. Las funciones bα,βα′,β′ son todas acotadas en
Rn×Rn. Como χ(x) = 1 en un entorno del soporte de χ′, el soporte de χ̃(x, x′)
y de cualquiera de sus derivadas está a distancia positiva de la diagonal en
Rn×Rn. Por lo tanto, |x− x′|−2kbα,βα′,β′(x, x

′) es una función de clase C∞ para
cualquier k ∈ N0. Usando

|x− x′|2kei(x−x
′)·ξ = ∆k

ξe
i(x−x′)·ξ

e integración por partes en la variable ξ, vemos que

op(bs,α,β) =
∑
α′≤α
β′≤β

op(
bα,βα′,β′(x, x

′)

|x− x′|2k
∆k
ξ

(
ξα
′+β′(1 + |ξ|2)s/2

)
)

para todo k; notemos que el lado izquierdo es independiente de k mientras que
el lado derecho los símbolos son de orden ≤ s + |α| + |β| − 2k. Con cualquier
multi-índice γ, y k suficientemente grande comparado con |γ| y s,

Ks,γ,k(x, x′) =

ˆ
Rn
ei(x−x

′)·ξ∆k
ξ

(
ξγ(1 + |ξ|2)s/2

)
dξ

es una función continua en Rn × Rn acotada por
´
Rn |∆

k
ξ

(
ξγ(1 + |ξ|2)s/2

)
| dξ.

Obtenemos de esto, con k suficientemente grande, que op(bs,α,β) es un operador
integral con núcleo

Ks,α,β(x, x′) =
1

|x− x′|2k
∑
α′≤α
β′≤β

bα,βα′,β′(x, x
′)Ks,α′+β′,k(x, x′)

La función en la suma es continua y acotada para cualquier k (suficientemente
grande). En consecuencia, Ks,α,β satisface la estimación

|Ks,α,β(x, x′)| ≤ C

|x− x′|2k

con alguna C que depende de s, α, y β mas no de (x, x′); ella es una función
que satisface las hipótesis del teorema citado en la nota al pie de la página 62,
lo cual implica la continuidad de

Dα
x ◦
(
(1− χ)Λsχ′

)
◦Dβ

x′ : L2(Rn)→ L2(Rn).
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Usando que (1 + ∆x)m =
∑
|α|≤2m cm,αD

α
x con ciertas constantes Cm,α obte-

nemos que

(1 + ∆)m ◦
(
(1− χ)Λsχ′

)
◦ (1 + ∆)m

′
: L2(Rn)→ L2(Rn)

es continuo para cualquier par de enteros no-negativos m, m′. Por lo tanto
(porque (1 + ∆)m = Λ2m)(

(1− χ)Λsχ′
)
◦ (1 + ∆)m

′
: L2(Rn)→ H2m(Rn)

es continuo. Como m es arbitrario y H2m(Rn) → Hs′(Rn) es continuo si s′ <
2m,

(
(1−χ)Λsχ′

)
◦ (1 + ∆)m

′
es continuo como mapa a Hs′(Rn) con cualquier

s′. Si s′′ > 0, la continuidad de la inclusión Hs′′(Rn) → H0(Rn) implica la
de (1 − χ)Λsχ′ como operador Hs′′(Rn) → Hs′(Rn). Finalmente, si s′′ < 0 y
−2m′ < s′′, la continuidad de cada uno de los operadores en

Hs′′(Rn)
ι−→ H−2m′(Rn)

Λ−2m′

−−−−→ H0(Rn)

(
(1−χ)Λsχ′

)
(1+∆)m

′

−−−−−−−−−−−−−−→ Hs′(Rn)

implica la de su composición. Pero (1 + ∆)m
′ ◦ Λ−2m′ = I , así

(1− χ)Λsχ′ : Hs′′(Rn)→ Hs′(Rn).

es continuo. �

Una aplicación útil aunque sencilla de la Proposition 7.5 es:

Corolario 7.7. Sea a ∈ C∞(Ω). Si u ∈ Hs(Rn) con sopu ⊂ Ω, entonces
au ∈ Hs(Rn).

Para la demostración, tomamos χ ∈ C∞c (Ω) con χ = 1 en un entorno de
sopu. Entonces au = op(A)u con A el operador pseudodiferencial con símbolo
χ(x)a(x)χ(x′), un símbolo en S0(Rn). La Proposición 7.5 implica que Au ∈
Hs(Rn).

Observamos también, si u ∈ Hs(Rn) y f ∈ S(Rn), entonces fu ∈ Hs(Rn).
Esto se prueba directamente, usando (fu)̂ = f̂ ∗ û, la desigualdad7

(7.8) (1 + |ξ|2)s/2 ≤ Cs(1 + |η − ξ|2)|s/2|(1 + |η|2)s/2

con Cs independiente de ξ, η, y la desigualdad de Young para convoluciones.

El siguiente lemma muestra invariancia de la regularidad local (como debe
ser) bajo cambios de coordenadas.

7La desigualdad
1 + |ξ − η|2 ≤ 2(1 + |ξ|2)(1 + |η|2)

se verifica expandiendo y comparando ambos miembros. De ella obtenemos (7.8) elevando
esta a la potencia −s/2 y reorganizando. Si s ≥ 0, ξ por ξ − η y η por −η para obtener

1 + |ξ|2 ≤ 2(1 + |ξ − η|2)(1 + |η|2).

Obtenemos (7.8) elevando esta última a la potencia s/2.
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Lema 7.9. Supongamos que Ω y Ω′ son conjuntos abiertos en Rn y Φ : Ω→
Ω′ un difeomorfismo. Si v ∈ Hs(Rn) tiene soporte compacto en Ω entonces
u ◦ Φ−1 ∈ Hs(Rn) y ‖v ◦ Φ−1‖s ≤ C‖v‖s para alguna constante C .

El enunciado requiere algunas explicaciones. En el lema, v ◦ Φ−1 es la
distribución

〈v ◦ Φ−1, ϕ |dy|〉 = 〈v, χ (ϕ ◦ Φ)|det JΦ| |dx|〉, ϕ ∈ S(Rn)

con χ = 1 en un entorno del soporte de v; como antes, JΦ es la matriz Jacobiana
de Φ. Esta fórmula es la transliteración de la fórmula para el cambio de variables
y = Φ(x) en una integral respecto a y. El uso de |dx|, por ejemplo, refleja el
hecho que funciones parean con medidas; |dx| es notación para la medida de
Lebesgue en las coordenadas x. En el lado derecho, χ (ϕ ◦ Φ−1) está definido
inicialmente solo en Ω′, pero la multiplicación por χ permite extender esta
función como 0 fuera de Ω′; el resultado es una función en C∞c (Rn), el cual por
supuesto es un subespacio de S′(Rn). La definición de v ◦ Φ−1 no depende de
la escogencia específica de χ, porque χv = v.

Demostración. Con χ′ ∈ C∞c (Ω′) tal que χ′ = 1 en un entorno de
Φ(sop v), la condición v ◦ Φ−1 ∈ Hs(Rn) es Λs

(
χ′(v ◦ Φ−1)

)
∈ L2(Rn). Si

χ ∈ C∞c (Ω′) y χ = 1 en un entorno de sopχ′, esta condición es equivalente a
χΛs

(
χ′(v ◦Φ−1)

)
∈ L2(Rn), porque (1−χ)Λsχ′w ∈ L2(Rn) para w ∈ Hs′(Rn)

y s′ ∈ Rn arbitrarios. El operador B = χΛsχ′ es un operador pseudodiferencial
de orden s, por lo tanto BΦ−1 ∈ Ψs(Rn). En vista de la Proposición 7.5, la
hipótesis implica BΦ−1(v) ∈ L2(Rn) con

‖BΦ−1(v)‖0 ≤ C‖v‖s.

Luego del cambio de variable obvio,

‖BΦ−1(v)‖20 =

ˆ
Rn
|χ(Φ(x))Λs(χ′ (v ◦ Φ−1))(Φ(x))|2 dx

=

ˆ
Rn
|χ(y)Λs

(
χ′(v ◦ Φ−1)

)
(y)|2|det JyΦ−1| dy.

En el soporte de χ, la función |det JyΦ−1| está acotado por debajo por una
constante positiva. Esto nos permite acotar la integral de la derecha por debajo
para obtener

‖χΛs
(
χ′(v ◦ Φ−1)(y)

)
‖0 ≤ C‖v‖s

con otra constante C. Por otro lado, el Lema 7.6 establece que

(1− χ)Λsχ′ : Hs′′(Rn)→ Hs′(Rn)
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es continuo para todo s′, s′′ y es un operador integral con núcleo, Ks, de clase
C∞. Por lo tanto(

(1− χ)Λsχ
)
(v ◦ Φ−1)(y) =

ˆ
Rn
Ks(y, y

′)χ(y)(v ◦ Φ−1)(y) dy

=

ˆ
Rn
Ks(y,Φ(x′))χ(Φ(x′))v(x′)|det Jx′Φ| dx′

o más formalmente usando la definición de v ◦ Φ−1,

〈v ◦ Φ−1, χ′Ks(y, ·)|dy′|〉 = 〈v, χ′(Φ(·′))Ks(y,Φ(·′))|det J·′Φ| |dx′|〉.
La función

K̃s(y, x
′) = χ′(Φ(x′))Ks(y,Φ(x′))|det Jx′Φ|

es de clase C∞, tiene soporte compacto en la segunda variable, y satisface las
mismas estimaciones que Ks en el enunciado del Lemma 7.6. Por lo tanto tiene
las mismas propiedades. En particular el operador con núcleo integral K̃s define
un mapa continuo Hs′′(Rn) → Hs′(Rn) para cualquier par de números s′, s′′.
En conclusión,

‖
(
(1− χ)Λsχ′

)
(v ◦ Φ−1)‖0 ≤ ‖v‖s

Esto completa la prueba del lema. �

8. Composición

El dominio de definición de un operador pseudodiferencial en el conjunto
abierto Ω ⊂ Rn es C∞c (Ω) y su imagen un subespacio de C∞(Ω). Esto dificulta
la definición de la composición de dos operadores pseudodiferenciales. El pro-
blema se resuelve suponiendo que uno de los dos está propiamente soportado:

Definición 8.1. Sea B = op(b) con b ∈ Sµ(Ω × Ω × Rn). Decimos que
B está propiamente soportado si la proyección, S = π(sop(b)) ⊂ Ω × Ω de
supp(b) ⊂ Ω×Ω×Rn en Ω×Ω es tal que para cada conjunto compacto K b Ω,
ambos conjuntos (K×Ω)∩S y (Ω×K)∩S tienen clausura compacta en Ω×Ω.

Por ejemplo, la función χ en (4.11), pensada como un símbolo de orden
0 (constante en ξ para cada (x, x′)), está propiamente soportada. También
los operadores diferenciales están propiamente soportados: si A tiene símbo-
lo a(x, ξ) =

∑
|α|≤m aα(x)ξα, de manera que A = op(a), entonces también

A = op(χa) con χ como en el inicio de este párrafo. Estar propiamente so-
portado es una propiedad del operador expresada en su representación con un
símbolo particular. Otros símbolos que puedan usarse para representar el mis-
mo operador pueden no tener la propiedad requerida, como ilustra el caso de
un operador diferencial. El operador op(b) está propiamente soportado si su
soporte (el soporte de su núcleo de Schwartz, ver pág. 51) tiene la propiedad
que tiene el conjunto S en la definición.

En vista de la siguiente proposición, la composición de dos operadores pseu-
dodiferenciales puede ser definida si uno de ellos está propiamente soportado.
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Proposición 8.2. Si B ∈ Ψµ(Ω), entonces B
(
C∞c (Ω)

)
⊂ C∞c (Ω) y B

tiene una extension a un operador C∞(Ω)→ C∞(Ω).

Demostración. Tomamos b ∈ Sµ(Ω × Ω × Rn) tal que op(b) = B y
S = π(sup(b)) tiene la propiedad requerida.

Si u ∈ C∞c (Ω) tiene soporte K′ = sop(u), entonces S ∩ (Ω×K′) tiene clau-
sura compacta y por lo tanto la proyección, K, de la clausura de este conjunto
en el primer factor de Ω × Ω también es compacta. Sea χ ∈ C∞c (Ω) tal que
χ = 1 en un entorno de K. Entonces b(x, x′, ξ)u(x′) = χ(x)b(x, x′, ξ)u(x′). En
consecuencia,

Bu = χ op(b)(u) ∈ C∞c (Ω),

de hecho sop(Bu) ⊂ K, lo cual prueba la primera aserción.
Para probar la segunda, tomemos un conjunto compacto K b Ω, sea K la

proyección de la clausura de S ∩ (K × Ω) en el segundo factor de Ω× Ω, y sea
χ′ ∈ C∞c (Ω) tal que χ = 1 en un entorno de K′. Si x ∈ K y x′ /∈ K′, entonces
b(x, x′, ξ) = 0, y por lo tanto, si x ∈ K, entonces b(x, x′, ξ)(1 − χ′(x′)) = 0,
o lo que es lo mismo, b(x, x′, ξ) = b(x, x′, ξ)χ′. Por lo tanto, para cualquier
u ∈ C∞(Ω)

b(x, x′, ξ)u(x′) = b(x, x′, ξ)χ′(x′)u(x′) si x ∈ K.
Podemos entonces definir

B(u)(x) = op(bχ′)(u)(x) si x ∈ K.
Es fácil comprobar que para cada x ∈ K, B(u)(x) es independiente de la esco-
gencia de χ′ tal que χ′ = 1 en un entorno de K′. �

Es fácil adaptar la prueba de la Proposición 7.1 (la continuidad de un opera-
dor arbitrario B ∈ Ψµ(Ω) como operador C∞c (Ω)→ C∞(Ω)) y la demostración
que acabamos de completar para obtener una demostración de:

Proposición 8.3. Si B está propiamente soportado, entonces los opera-
dores

C∞c (Ω)→ C∞c (Ω) y C∞(Ω)→ C∞(Ω)

determinados por B también son continuos.

El símbolo de la composición de un operador diferencial con un operador
pseudodiferencial está dado por (5.2). Esta fórmula se generaliza a la composi-
ción de dos operadores pseudodiferenciales, uno de los cuales debe ser propia-
mente soportado:

Proposición 8.4. Sean A = op(a), a ∈ Sν(Ω × Ω × Rn), y B = op(b),
b ∈ Sµ(Ω × Ω × Rn), con uno de los dos propiamente soportado. Entonces
A ◦B = op(b) ∈ Sµ+ν(Ω× Ω× Rn) con

c(x, x′, ξ) ∼
∑
α

1

α!

1

i |α|
∂|α|

∂yα

∣∣∣∣
y=x

∂|α|

∂ηα

∣∣∣∣
η=ξ

a(x, y, η)b(y, x′, ξ).
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La demostración de esta proposición no es difícil, aunque larga si se presenta
en detalle. En varios aspectos es similar a la demostración de la Proposición
4.10.

Corolario 8.5. Si A ∈ Ψν(Ω) y B ∈ Ψµ(Ω), entonces A ◦ B ∈ Ψµ+ν(Ω)
y σσµ+ν(A ◦B) = σσν(A)σσµ(B).

9. Acción sobre distribuciones

Si B ∈ Ψµ(Ω), B = op(b) con b ∈ Sµ(Ω × Ω × Rn), y u, v ∈ C∞c (Ω),
entoncesˆ

Ω

Bu(x)v(x) dx =

ˆ
Ω

ˆ
Rn

ˆ
Ω

ei(x−x
′)·ξu(x)b(x, x′, ξ)v(x′) dx′ dξ dx

=

ˆ
Ω

u(x′)B†v(x′) dx′

con

B†v(x′) =
1

(2π)n

ˆ
Rn

ˆ
Ω

ei(x
′−x)·ξb†(x′, x, ξ)v(x) dx dξ, b†(x′, x, xi)

= b(x, x′,−ξ).

Esta fórmula permite extender B a distribuciones con soporte compacto vía

Para cada u ∈ C−∞c (Ω), Bu es el elemento de C−∞(Ω) tal que

〈Bu, v〉 = 〈u,B†v〉, v ∈ C∞c (Ω).

Que Bu está bien definido es consecuencia del hecho que v 7→ B†v es continuo
como operador C∞c (Ω) → C∞(Ω), según la Proposición 8.3. Si B está propia-
mente soportado, entonces también B† está propiamente soportado. En este ca-
so, la continuidad de B† como operador C∞c (Ω)→ C∞c (Ω) o C∞(Ω)→ C∞(Ω)
nos lleva a extensiones de B a operadores continuos

C−∞(Ω)→ C−∞(Ω) y C−∞c (Ω)→ C−∞c (Ω).

Continuaremos escribiendo Bu como integral

1

(2π)n

ˆ n

R

ˆ
Ω

ei(x−x
′)·ξb(x, x′, ξ)u(x′) dx′ dξ

si u es una distribución, también como operador integralˆ
Ω

K(x, x′)u(x′) dx′

incluso cuando las integrales no están definidas como tales.
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10. Pseudolocalidad

Un operador lineal B : C−∞c (Ω)→ C−∞(Ω) es local si para cada conjunto
abierto U ⊂ Ω y u ∈ C−∞c , la condición u = 0 en U implica Bu = 0 en U . Que
u = 0 en U significa

∀φ ∈ C∞c (Ω) : sopϕ ⊂ U =⇒ ϕu = 0

Recordando que el soporte de u ∈ C−∞c (Ω) es el complemento del mayor abierto
U en el cual u se anula, B es local si sopPu ⊂ sopu para todo u ∈ C−∞c (Ω).

La condición de pseudolocalidad es similar: primero, u es de clase C∞ en
el conjunto abierto U ⊂ Ω si

∀φ ∈ C∞c (Ω) : sopϕ ⊂ U =⇒ ϕu =∈ C∞(Ω).

Con esta definición, B es pseudolocal si para cada conjunto abierto U ⊂ Ω y
u ∈ C−∞c (Ω), la condición u es de clase C∞ en U implica Bu es de clase C∞
en U . Definiendo sop-sing u como el complemento del mayor abierto donde u
es de clase C∞, esta condición dice sop-singPu ⊂ sop-sing u.

Los operadores diferenciales son locales y pseudolocales.

Proposición 10.1. Los operadores pseudodiferenciales son pseudolocales.

Demostración. Sea B = op(b) con b ∈ Sµ(Ω) y u ∈ C−∞c (Ω). Suponga-
mos que x0 /∈ sop-sing u y tomemos χ′ ∈ C∞c (Ω) tal que χ′ = 1 cerca de x0 y χu
es de clase C∞ (y por lo tanto es un elemento de C∞c (Ω)). Sea χ ∈ C∞c tal que
sopχ está contenido en el interior del conjunto {x : χ′(x) = 1}. Probaremos
que x0 /∈ sop-singBu probando que χBu es de clase C∞. Tenemos

χ op(B)(u) = χ op(B)(χ′u) + χB
(
(1− χ′)u

)
El primer término de la derecha es de clase C∞ porque χ′u ∈ C∞c (Ω). El
segundo es igual a op(b̃)u con b̃ = χ̃b con

χ̃(x, x′) = χ(x)
(
(1− χ′(x′))

)
.

El soporte del núcleo de Schwartz de op(b′) es un subconjunto del soporte de
χ̃. La escogencia de χ en relación a χ′ implica que sop χ̃ es disjunto de diag Ω,
y por lo tanto el núcleo de Schwartz de op(b̃) es de clase C∞. Por lo tanto

χ op(b)
(
(1− χ′)u

)
=

ˆ
Ω

Kop(b̃)(x, x
′)u(x′)dx′

es de clase C∞. �

11. Globalización

Los operadores pseudodiferenciales están definidos usando el producto in-
terno en Rn. Esto trae a colación la cuestión de su dependencia respecto a las
coordenadas usadas en la definición de algún operador especifico.

Que las coordenadas no son esenciales es el contenido de la siguiente pro-
posición:
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Proposición 11.1. Sean Ω y Ω′ conjuntos abiertos en Rn y Φ : Ω → Ω′

un difeomorfismo. Si B = op(b) ∈ Ψµ(Ω) es un operador pseudodiferencial en
Ω, entonces

C∞c (Ω′) 3 v 7→ BΦv = B(v ◦ Φ) ◦ Φ−1 ∈ C∞(Ω′)

define un elemento de BΦ ∈ Ψµ(Ω).

Demostración. Usando la función χ introducida en la demostración de
la Proposición 4.10 descomponemos

op(b) = op(χb) + op
(
(1− χ)b

)
.

El operador op
(
(1− χ)b

)
es un operador integral con núcleo de clase C∞,

(op
(
(1− χ)b

)
u)(x) =

ˆ
Ω

Kop((1−χ)b)(x, x
′)u(x′) dx′

y por lo tanto, denotando por y las coordenadas en Ω′ y por Ψ la inversa de Φ,

op
(
(1− χ)b

)
(v ◦ Φ)(Ψ(y))

=
1

(2π)n

ˆ
Ω

Kop((1−χ)b)(Ψ(y), x′)v(Φ(x′)) dx′

=
1

(2π)n

ˆ
Ω′
Kop((1−χ)b)(Ψ(y),Ψ(y′))v(y′)

∣∣det
∂Ψ

∂y
(y′)

∣∣v(y′) dy′

usando el cambio de variables x′ = Ψ(y′) para obtener la segunda igualdad;
∂Ψ/∂y es la matriz Jacobiana de Ψ. Este es también un operador integral con
núcleo de clase C∞.

El mismo cambio de variables en el término op(χb) lleva a

op
(
χb
)
(v ◦ Φ)(Ψ(y)) =

1

(2π)n

ˆ
Ω′
ei(Ψ(y)−Ψ(y′))·ξχ

(
Ψ(y),Ψ(y′)

)
× b(Ψ(y),Ψ(y′), ξ)

∣∣ det
∂Ψ

∂y
(y′)

∣∣v(y′) dy′ dξ.

Queremos ahora reescribir el exponente (Ψ(y)−Ψ(y′))·ξ como (y−y′)·η usando
otro cambio de variables. Cada componente de Ψ puede ser escrita como

Ψj(y) = Ψj(y
′) +

n∑
k=0

Ψjk(y, y′)(yk − y′k);

las funciones Ψjk(y, y′) están definidas para (y, y′) cerca de la diagonal de Ω×Ω.
Con notación vectorial,

Ψ(y)−Ψ(y′) =

n∑
k=0

Ψjk(y, y′)(yk − y′k) = ΨΨΨ(y, y′)(y − y′)†
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con ΨΨΨ(y, y′) la matriz [Ψjk(y, y′)]. Escribimos el producto interno en el expo-
nente de la última integral como

(Ψ(y)−Ψ(y′)) · ξ = 〈ξ†,ΨΨΨ(y, y′)(y − y′)†〉

= 〈Ψ(y, y′)†ξ†, (((y − y′)†〉 = (y − y′) · ξΨΨΨ(y, y′)

e introducimos el cambio de variables

η = ξΨΨΨ(y, y′)

en la integral en la variable ξ. Para que esto funcione necesitamos la inverti-
bilidad de la matriz ΨΨΨ(y, y′). Esta matriz, en y = y′, es la matriz Jacobiana
de Ψ en y, y por lo tanto invertible. En consecuencia, ΨΨΨ(y, y′) es invertible
también cuando (y, y′) está en un entorno suficientemente pequeño de diag(Ω).
Para asegurar que ese es el caso en la integral, tomamos la función ρ usada en
la definición de χ tan pequeña que este es el caso. Con ello, obtenemos que la
última integral es igual a

1

(2π)n

ˆ
Ω′
ei(y−y

′)·η b̃(y, y′, η)v(y′) dy′ dη

con

b̃(y, y′, η) =

χ
(
Ψ(y),Ψ(y′)

)
b(Ψ(y),Ψ(y′), ηΨΨΨ(y, y′)−1)

∣∣ det
∂Ψ

∂y
(y′)

∣∣∣∣detΨΨΨ(y, y′)
∣∣−1

.

�

Con esto podemos extender la definición de operador pseudodiferencial, de
un abierto en Rn, a una variedad de dimensión n:

Definición 11.2. Sea X una variedad. Un operador B : C∞c (X )→ C∞(X )
es un operador pseudodiferencial si con cualquier carta local Φ : U ⊂ X → V ⊂
Rn, el operador BΦ : C∞c (V)→ C∞(V) definido por BΦv = B(v◦Φ)◦Φ−1 es un
operador pseudodiferencial. Si E,F → X son fibrados vectoriales complejos y
B : C∞c (X ;E)→ C∞(X ;F ), entonces se requiere que E y F sean triviales sobre
U , y que B(v ◦Φ) ◦Φ−1, escrito usando trivializaciones, sea pseudodiferencial.

En el contexto y con la notación de la definición, si los operadores BΦ re-
sultan ser operadores diferenciales en lugar de meramente pseudodiferenciales,
decimos que B es un operador diferencial. La siguiente definición de operador
diferencial no usa coordenadas:

Definición 11.3. Sea X una variedad, E,F → X fibrados vectoriales. El
único operador diferencial A : C∞(X ;E) → C∞(X ;F ) de orden −1 es 0. Un
operador continuo A : C∞(X ;E) → C∞(X ;F ) es un operador diferencial de
orden m ∈ N0 si para cada f ∈ C∞(X ), el operador

C∞(X ;E) 3 u 7→ A(fu)− fA(u) ∈ C∞(X ;F )
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es un operador diferencial de orden m − 1. Escribimos Difm(X ;E,F ) para el
espacio de operadores diferenciales C∞(X ;E)→ C∞(X ;F ) de orden m.

La demostración se basa en probar primero que si u es 0 a orden suficien-
temente alto en p0, entonces A(u)(p0) = 0, luego usar la expansión de Taylor
de una sección arbitraria u basada en p0 hasta orden suficientemente alto para
encontrar una expresión para Au en términos de un número finito de derivadas
de u. No entraremos en más detalle.

Con la notación de la prueba de la Proposición 11.1, si b ∈ Sµ(Ω,Rn) es
un símbolo clásico, entonces también lo es b̃ es, y además, de

ĺım
τ→∞

τ−mb̃(y, y, τη) = ĺım
τ→∞

τ−mb(Φ(y),Φ(y), τmη
(∂Φ

∂y
(y)
)−1

),

obtenemos

σσµ(op(b̃))(y, η) = σσµ(op(b))(Φ(y), η
∂Φ

∂y
(y)).

La importancia de este hecho radica en la fórmula

Φ∗(

n∑
j=1

ξjdxj(x0)) =
∑
k

ξj
∂Φj
∂yk

(y0) dyk =
∑
k

ηk dyk(y0), x0 = Φ(y0),

lo cual dice que el símbolo principal de un operador pseudodiferencial en la
variedad X debe interpretarse como una función en Ṫ ∗X = T ∗X\0.

Definición 11.4. Sea B : C∞c (X ;E)→ C∞(X ;F ) un operador pseudodi-
ferencial clásico de orden µ en la variedad X . El símbolo principal de B es la
sección

σσµ(B) : Ṫ ∗X\0→ π̇∗Hom(E,F )

definida de la siguiente manera. Si Φ : U → V es una carta local de M y
E y F son triviales sobre U , sean e1, . . . , er y f1, . . . , fs trivializaciones de
estos fibrados. Entonces, si u =

∑
ujej ∈ C∞c (U ;EU ), Bu =

∑
k(Bjkuj)fk

con Bjk pseudodiferencial escalar, de orden µ y símbolo principal bjk(x, ξ) en
ξξξ =

∑
i ξidxi. Entonces

σσµ(B)(ξξξ)(
∑
j

ajuj) =
∑
j,k

σσµ(Bjk)(x, ξ)ajfk.

En el caso de un operador diferencial A ∈ Difm(X ;E,F ), el símbolo prin-
cipal puede obtenerse como sigue. Si ξξξ ∈ Ṫ ∗X es un covector en p0, toma-
mos f ∈ C∞(X ) a valores reales con df(p0) = ξξξ. Dado φ0 ∈ Ep0 , escogemos
φ ∈ C∞(X ;E) tal que φ(p0) = φ0. Entonces e−iτf(p0)A(eiτfφ)(p0) es un poli-
nomio en τ de orden m cuyo coeficiente principal es σσ(A)(ξξξ)(φ0):

(11.5) σσ(A)(ξξξ)(φ0) = ĺım
τ→∞

1

τm
e−iτf(p0)A(eiτfφ)(p0).
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Esto puede ser verificado usando coordenadas locales. El símbolo principal de
un operador diferencial restringiendo a la fibra T ∗p0X es un polinomio homogé-
neo de orden m.

Para cada función bµ : Ṫ ∗X\0 → C, homogénea de grado µ, existe un
operador pseudodiferencial B con símbolo principal bµ. En otras palabras, en
la sucesión

(11.6) 0→ Ψµ−1(X )
ι−→ Ψµ(X )

σσµ−−→ Sµh (Ṫ ∗X )→ 0

análoga a la de la Proposición 4.20, el mapa σσµ es sobreyectivo (claramente
σσµ ◦ι = 0). Para probar esto usamos particiones de la unidad.

Definición 11.7. Sea U = {Uα}α∈A una cobertura abierta de X . Una
partición de la unidad subordinada a la cobertura U es una familia {χβ}β∈B de
funciones de clase C∞ tales que para cada β ∈ B, i) 0 ≤ χβ ≤ 1; ii) existe
αβ ∈ A tal que sopχβ ⊂ Uαβ ; iii) para todo conjunto compacto K b X , el
conjunto {β ∈ B : sopχβ ∩K 6= ∅} es finito (esto es, la partición es localmente
finita); y finalmente, iv)

∑
β χβ = 1.

La existencia de particiones de la unidad es consecuencia del hecho que X
es paracompacta (parte de la definición de variedad); ver detalles por ejemplo
en [79].

Sea h ∈ Sµh (Ṫ ∗X ). Tomamos una partición de la unidad {χβ}β∈B subor-
dinada a una cobertura abierta U de X formada por los dominios de cartas
locales φα : Uα → Vα. Definimos χ′β = χβ/

∑
β′∈B χ

2
α′ . Entonces la familia

{χ′β
2}β∈B es también una partición de la unidad subordinada a la cobertura U.

Escogemos, para cada β ∈ B, un índice αβ tal que sopχ′β ⊂ Uαβ . Identificando
Uαβ con Vαβ ⊂ Rn y T ∗Uαβ con Vαβ ×Rn usando la carta local Φαβ , escogemos
un operador Bβ ∈ Ψµ(Uαβ ) tal que σσ(Bαβ ) = h. Entonces χ′βBβχ

′
β ∈ Ψµ(X ) y

σσµ(χ′βBβχ
′
β) = χ′β

2
h.

Definimos
B =

∑
β∈B

χ′βBβχ
′
β

Este es un operador pseudodiferencial de orden µ tal que

σσ(B) =
∑
β∈B

χ′β
2
h.

Teorema 11.8. La sucesión (11.6) es exacta.

Hemos probado sobreyectividad de σσµ. El resto de la demostración es si-
milar a la de la Proposición 4.20

Una densidad positiva en X de clase C∞ es una medida m en X tal que para
cada carta local Φ = (x1, . . . , xn) : U → V, dm = f dx en U con alguna función



76 III. OPERADORES PSEUDODIFERENCIALES

f positiva de clase C∞ y dx la Medida de Lebesgue en esas coordenadas. Si
u, ϕ ∈ C∞c (X ), el transpuesto formal de B es el operador B† tal queˆ

X
Buv dm =

ˆ
X
uB†ϕdm

Este es de nuevo un operado pseudodiferencial del mismo orden que B, en
particular B† : C∞c (X )→ C∞(X) es continuo. Por lo tanto, si u ∈ C−∞c (X ),

C∞c (X ) 3 ϕ 7→ 〈u,B†ϕ〉 ∈ C

es continuo y define un elemento de C−∞(X ). Este elemento es Bu. Obtenemos
así una extension de B a distribuciones. Si B está propiamente soportado,
entonces B(C∞c (X )) ⊂ C∞(X) y también podemos extender B a un operador
C∞(X )→ C∞(X) así como también a distribuciones.

Teorema 11.9. Si A ∈ Ψν(X ) y B ∈ Ψµ(X ) y uno de estos operadores
está propiamente soportado, entonces A ◦B ∈ Ψµ+ν(X ). Si además A y B son
operadores pseudodiferenciales clásicos, entonces también A ◦ B es clásico. Si
A ∈ Ψν(X ) es elíptico, entonces existen B ∈ Ψ−ν(X ) y operadores integrales
Ri, Rd con núcleo de clase C∞ tales que

(11.10) A ◦B = I −Rd, B ◦A = I −Ri.

Demostración. Las dos afirmaciones sobre la naturaleza de la composi-
ción son consecuencia inmediata de las definiciones 11.2, 4.18, la Proposición
8.4, y el Corolario 8.5. Para probar la existencia de parametrices para ope-
radores elípticos usamos la exactitud de la sucesión (11.6). Como σσν(A) es
elíptico, existe b−ν = σσν(A)−1 ∈ S−νh (Ṫ ∗X ). Por la sobreyectividad de σσ−ν
existe Bν ∈ Ψ−ν(X ) tal que σσ−ν(B−ν) = b−ν , y podemos suponer que Bν está
propiamente soportado si A no lo está. El operador A ◦ B−ν − I es de orden
0, pero σσ0(A ◦B−ν − I ) = 0, así que A ◦B−ν − I = −R−1 por la exactitud de
(11.6), y existe B−ν−1 tal que σσ−ν−1(B−ν−1) = b−µ σσ−1(R−1). Entonces

A ◦ (B−ν +Bν−1)− I = −R−1 +A ◦B−ν−1.

es un operador de orden −1. Su símbolo es

σσ−1(−R−1 +AB−ν−1) = σσ−1(−R−1) + σσν(A)σσν−1(B−ν−1)

= σσ−1(−R−1) + σσν(A)b−µ σσ−1(R−1)

= 0

y por lo tanto A ◦ (B−ν + Bν−1) − I = −R1 ∈ Ψ−2(X ). Continuando por
inducción, existen sucesiones de operadores pseudodiferenciales clásicos, B−ν ,
B−ν−1, . . . y R−1, R−2 . . . de orden igual al subíndice tales que

A ◦ (

N∑
j=0

B−ν−j) = I −RN+1
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Usando el Lema 4.8 convenientemente adaptado a la situación presente, obte-
nemos un operador Bd tal que A ◦Bd = I −Rd como afirma la proposición. La
demostración de la existencia de Bi es similar.

De hecho, Bd −Bi es un operador integral con núcleo de clase C∞:

(I −Ri) ◦Bd = Bi ◦A ◦Bd = Bi ◦ (I −Rd)

implica
Bd −Bi = Ri ◦Bd −Bi ◦Rd

en donde el lado derecho es un operador con núcleo de clase C∞. De esto sigue
que Bd es también una parametriz a izquierda de A. �

La existencia de una parametriz implica hipoelipticidad de operadores elíp-
ticos:

Proposición 11.11. Si A ∈ Ψµ(X ) es elíptico y A está propiamente so-
portado o u ∈ C−∞c (X ), entonces Au ∈ C∞(X ) implica u ∈ C∞(X ).

Si BA = I −Ri con B propiamente soportado, entonces u = BAu+Riu =
Bf + Riu. Si f ∈ C∞ entonces Bf ∈ C∞, mientras que Riu ∈ C∞ para
cualquier u porque Ri es un operador integral con núcleo de clase C∞. Por lo
tanto u ∈ C∞.

12. Operadores pseudodiferenciales en variedades compactas

Sea X una variedad compacta sin borde. (En este caso, la distinción entre,
por ejemplo, C∞c (X ) y C∞(X ) desaparece). Escogemos una medida de Borel
ν en X tal que para cada carta local Φ = (x1, . . . , xn) : U → V, ν = f dx en
U con alguna función f positiva de clase C∞. Decimos que ν es una densidad
suave. Por ejemplo, si g una métrica Riemanniana en X , podemos tomar la
densidad determinada por g, en coordenadas locales

νg =
√

det[gij ] dx

con gij = g(∂xi , ∂xj ). Definimos el espacio L2(X ) usando la densidad escogida.
Diferentes densidades producen el mismo espacio topológico (normas equiva-
lentes), aunque el producto interno sea distinto.

Lema 12.1. El soporte singular del núcleo de Schwartz de los operadores
pseudodiferenciales en X está contenido en la diagonal de X × X .

Esto es consecuencia del hecho trivial que para cada par de puntos distintos
de X existe una carta local de X cuyo dominio contiene esos dos puntos. Si
(p0, p1) ∈ X × X\diagX tomamos una carta local Φ : U → V de de X con
p0, p1 ∈ U . Dado B ∈ Ψµ(X ) obtenemos BΦ : C∞c (V) → C∞(V). Como el
soporte singular del núcleo de Schwartz de BΦ está contenido en la diagonal de
V × V, la parte del de B en U × U está contenido en la diagonal de U .
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En lo siguiente usaremos una partición de la unidad, {χβ}β∈B, subordinada
a una cobertura abierta U = {Uα}α∈A de X por dominios de cartas locales Φα :
Uα → Vα. Podemos suponer que A es un conjunto finito porque X es compacto.
Por la misma razón, y porque la partición es localmente finita, el conjunto B
también es finito. Combinando juiciosamente varias de las χβ podemos suponer
que B = A y que sopχα ⊂ Uα. Debido a esto, aunque la cobertura y la
partición de la unidad que usemos pueda variar de un argumento al siguiente
(pero probando que un cambio así no cambia la validez del argumento), siempre
supondremos que los conjuntos de índices A, B son iguales y finitos.

Definición 12.2. Sea u ∈ C−∞(X ). Decimos que u ∈ Hs(X ) si (χαu) ◦
Φ−1
a ∈ Hs(Rn) para todo α ∈ A, y definimos

‖u‖s =
∑
α∈A
‖(χαu) ◦ Φ−1

α ‖s

en donde la norma en el lado derecho es la de Hs(Rn).

El espacio topológico Hs(X ) es independiente de las cartas locales y par-
tición subordinada usadas en su definición, aunque la norma puede cambiar a
una norma equivalente. Para ver esto, tomemos otra cobertura abierta finita
U′ = {U ′α′}α′∈A′ de X por dominios de difeomorfismos Φ′α′ : U ′α′ → V ′α′ . Sea
{χ′α′}α′∈A′ una partición de la unidad subordinada a U′ con sopχ′α′ ⊂ U ′α′ . Si
u ∈ Hs(X ), (χαu) ◦ Φ−1

α ∈ Hs(Rn), por lo tanto también vα′α = (χ′α′χαu) ◦
Φ−1
α ∈ Hs(Rn), esta última con soporte compacto en Φα(Uα ∩U ′α′). La función

Φα′α = Φ′α′ ◦ Φ−1
α : Φα(Uα ∩ U ′α′)→ Φ′α′(Uα ∩ U ′α′)

es un difeomorfismo, por lo tanto, de acuerdo al Lema 7.9, wα′α = vα′α◦Φ−1
α′α ∈

Hs(Rn). Pero
wα′α = (χ′α′χαu) ◦ Φ′α′

−1

por lo tanto (χ′α′u) ◦ Φ′
α′
−1

=
∑
α∈A wα′α ∈ Hs(Rn). Usando

(χ′α′u) ◦ Φ′α′
−1

=
∑
α∈A

(χ′α′χαu) ◦ Φ′α′
−1

=
∑
α∈A

(χ′α′χαu) ◦ Φ−1
α ◦ Φ−1

α′α,

la desigualdad triangular, la estimación del Lema 7.9, y el Corolario 7.7 obte-
nemos

‖(χ′α′u) ◦ Φ′α′
−1‖s ≤ C0

∑
α∈A
‖(χ′α′χαu) ◦ Φ−1

α ‖s ≤ C1

∑
α∈A
‖(χαu) ◦ Φ−1

α ‖s.

Por lo tanto ∑
α′∈A′

‖(χ′α′u) ◦ Φ′α′
−1‖s ≤ C1#A′

∑
α∈A
‖(χαu) ◦ Φ−1

α ‖s.

Igualmente ∑
α∈A
‖(χαu) ◦ Φ−1

α ‖s ≤ C ′1#A
∑
α′∈A′

‖(χ′α′u) ◦ Φ′α′
−1‖s.
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Consecuentemente las normas son equivalentes. Fijamos la versión concreta de
la norma como en la Definición 12.2.

En una variedad compacta, el Lema de Rellich, la Proposición 6.5, toma la
siguiente forma:

(12.3) Si s > s′, Hs(X ) ⊂ Hs′(X ) y la inclusión ι : Hs(X ) → Hs′(X ) es
compacta.

En efecto, si {u`}∞`=1 ⊂ Hs(X ) es acotada, entonces, para cada α ∈ A,
la sucesión {(χαu`) ◦ Φ−1

α }∞`=1 ⊂ Hs(Φα(sopχα)) también es acotada como
sucesión enHs(Rn). La Proposición 6.5 implica la existencia de una subsucesión
convergente en Hs′(Rn). Ordenando los finitos elementos de A y pasando de
una subsucesión obtenida usando el índice α1 a una subsucesión asociada al
índice α2, etc. obtenemos una subsucesión {u`k}∞k=1 de {u`}∞`=1 que converge
en Hs′(X ) porque {(χαu`k) ◦ Φ−1

α }∞k=1 converge en Hs′(Rn).
Que Hs(X ) es denso en Hs′(X ) también es fácil de probar usando parti-

ciones de la unidad y el correspondiente resultado en el caso of los espacios de
Sobolev en Rn.

Proposición 12.4. Sea B ∈ Ψµ(X ). El operador B : Hs(X )→ Hs−µ(X )
es continuo. Si µ < 0, entonces B, como operador Hs(X ) → Hs(X ), es com-
pacto.

Demostración. Habiendo fijado la cobertura abierta U = {Uα}α∈A por
dominios de cartas locales Φα : Uα → Vα y la partición de la unidad {χα}α∈A′
subordinada a esta cobertura, procedemos de la siguiente manera. Tomamos
una métrica Riemanniana en X , denotamos por d la métrica inducida. Sea

δ = mı́n
α∈A

d(sopχα,Ucα)

y sea ω ∈ C∞c (R) tal que ω(t) = 1 si |t| < 1/2, ω(t) = 0 si |t| > 1. Definimos
χ̃(x, x′) = ω(2d(x, x′)/δ). Sea

Kα = {x′ ∈ X : existe x ∈ sopχα tal que (x, x′) ∈ sop(χ̃)}.

Entonces Kα ⊂ Uα. En efecto, si x′ ∈ Kα y x ∈ sopχα es tal que (x, x′) ∈
sop(χ̃), entonces d(x, x′) < δ/2, por lo cual x′ ∈ Uα.

Sea Kop(B) el núcleo de Schwartz de B, K0 = χKop(B) y K1 = (1 −
χ)Kop(B). Como las singularidades de Kop(B) están contenidas en la diagonal
de X y χ = 1 en un entorno de la diagonal, K1 es una función de clase C∞

y op(K1) es un operador continuo Hs(X ) → Hs′(X ) para cualquier s′, en
particular, visto como operador Hs(X )→ Hs(X), es compacto.

Esto reduce la prueba de la proposición a probar las afirmaciones en el caso
en que el soporte del núcleo de Schwartz de B tiene soporte contenido en sop(χ̃),
lo cual suponemos en el resto de esta demostración. Para cada α escogemos



80 III. OPERADORES PSEUDODIFERENCIALES

χ′α ∈ C∞c (Uα) con χ′α = 1 en un entorno de Kα. Debido a nuestra suposición
sobre el soporte del núcleo de B, si u ∈ Hs(X ), entonces χαBu = χαB(χ′αu) y

‖Bu‖s−µ =
∑
α∈A
‖(χαBu) ◦ Φ−1‖s−µ

=
∑
α∈A
‖(χαB(χ′αu)) ◦ Φ−1

α ‖s−µ

El operador BΦαv =
(
B(v ◦ Φα)

)
◦ Φ−1

α es un elemento de Ψµ(Vα) y

(χαB(χ′αu)) ◦ Φ−1
α = (χα ◦ Φ−1

α )BΦα

(
(χ′αu) ◦ Φ−1

α

)
Por lo tanto,

‖
(
(χαB(χ′αu)) ◦ Φ−1

α

)
‖s−µ ≤ C‖(χαu) ◦ Φ−1

α ‖s
para algún C, usando la Proposición 7.5. Sumando en α obtenemos

‖Bu‖s−µ ≤ C‖u‖s.
Esto prueba la aserción sobre continuidad. Una vez obtenida esta conclusión,
la compacidad en el caso µ < 0 es consecuencia de (12.3). �

13. Operadores elípticos en variedades compactas

Supongamos que µ > 0 y A ∈ Ψµ(X ) es elíptico. Entonces generalmente
u ∈ L2(X ) no implica Au ∈ L2. Lo que si es cierto es

Teorema 13.1 (Regularidad elíptica). Si µ > 0 y A ∈ Ψµ(X ) es elíptico
(σσµ(A) es invertible), entonces Au ∈ L2(X ) implica u ∈ Hµ(X ).

Para ver esto, tomamos una parametriz de A, BA = I − Rd con Ri un
operador integral con núcleo de clase C∞. Si Au = f ∈ L2, entonces Bf ∈
Hs(X ) por la proposición que acabamos de probar. También Riu ∈ Hµ(X ),
por lo tanto (aplicando B a ambos miembros de la igualdad Au = f),

u = Bf +Riu ∈ Hµ(X ).

El argumento se adapta fácilmente a la demostración de Au ∈ Hs(X ) implica
u ∈ Hs+µ(X )

Esto dice que el domino natural para un operador pseudodiferencial elíptico
de orden µ > 0 (basado en L2) es Hµ(X ).

Teorema 13.2. Si A ∈ Ψµ(X ) es elíptico, entonces B tiene una parame-
triz. Si µ > 0 entonces

(13.3) A : Hµ(X ) ⊂ L2(X )→ L2(X )

es un operador cerrado densamente definido y Fredholm y la parametriz es un
operador compacto. Además, A con el dominio indicado tiene un adjunto único
el cual es también un operador pseudodiferencial elíptico, del mismo orden que
A, y su dominio natural es Hµ(X ).
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Un operador cerrado densamente definido A : D ⊂ H1 → H2 entre espacios
de Hilbert (o de Banach) es Fredholm si su espacio nulo es de dimensión finita
y su imagen es cerrada de codimensión finita. La relevancia del concepto radica
en que estos operadores (Fredholm) son casi invertibles.

Demostración. Como A es elíptico, el Teorema 11.9, existen de B ∈
Ψ−µ(X ) y operadores integrales Rd, Ri con núcleo de clase C∞ tales que AB =
I −Ri, BA = I −Rd. Por la Proposición 12.4, si µ > 0, B es compacto.

QueA como en (13.3) está densamente definido es sencillamente la densidad
de Hµ(X ) en H0(X ). Para probar que A con el dominio indicado es cerrado,
tomamos una sucesión {u`}∞`=1 ⊂ Hµ(X ) tal que ella y {Au`}∞`=1 convergen en
L2(X ) digamos a u y f . Entonces Au` = f` → f ∈ H−µ(X ): Au = f como
elementos de H−µ(X ). Usando la parametriz B y residuo Ri del párrafo que
precede la proposición, tenemos u = Bf+Riu. Como Riu ∈ Hµ(X ) debido a las
propiedades de Ri y Bf ∈ Hµ(X ) debido a las propiedades de B, u ∈ Hµ(X).

La existencia del adjunto es consecuencia del Teorema de Hahn-Banach (ver
por ejemplo Rudin [64, p. 36 ff.]), mientras que la unicidad es consecuencia de
la densidad en L2(X ) del dominio de A.

Una consecuencia inmediata del hecho que (13.3) es cerrado es que su
espacio nulo es cerrado. En el caso particular de nuestro operador elíptico, este
espacio nulo es de dimensión finita y un subespacio de C∞(X ). Para probar
esto, usamos otra vez la parametriz. Con u ∈ Hs(X ), s arbitrario, si Au = 0,
entonces u = Riu. Como Riu ∈ C∞(X ), u ∈ C∞(X ). Para probar la finitud de
la dimensión del espacio nulo de A, vemos kerA como subespacio de H0(X ). Si
u ∈ kerA, entonces, de nuevo, u = Riu. Si {u`}∞`=1 es una sucesión de norma
1 en kerA, entonces {Riu`}∞`=1 es una sucesión acotada en Hµ(X ) y por lo
tanto tiene una subsucesión convergente en H0(X ) debido al Lema de Rellich.
Esto implica que la esfera unidad en kerA respecto a la norma de L2(X ) es
compacta, y por lo tanto kerA es un espacio de dimensión finita (ver Rudin
[64]).

Continuando con A como en la proposición, el rango de (13.3) es ademas
un subespacio cerrado de L2(X ) de codimensión finita. Para ver esto, tomamos
de nuevo una sucesión {u`}∞`=1 ⊂ Hµ(X ) tal que {Au`}∞`=1 converge en L2(X ),
digamos a f . La proyección de u` en kerA con el producto interno de L2(X )
es un elemento de Hµ(X ), por lo tanto sustrayéndolo seguimos teniendo un
elemento de Hµ(X ). Suponemos entonces que todos los u` son ortogonales (en
L2(X )) a kerA. Suponiendo primero que la sucesión {u`}∞`=1 es acotada como
sucesión en L2(X ), observamos que Bf` → Bf y que pasando a una subsucesión
podemos suponer que {Riu`}∞`=1 converge en L2(X ). Entonces {Bf`+Riu`}∞`=1

converge en L2(X ), esto es, {u`}∞`=1 converge en L2(X ). Entonces el límite, u,
pertenece a Hµ(X ) y Au = f , porque (13.3) es cerrado. Por lo tanto f ∈
rgA. Para completar el argumento necesitamos probar que {u`}∞`=1 es acotada
en L2(X ). Si esta sucesión no es acotada, podemos suponer que ‖u`‖0 → ∞
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pasando a una subsucesión, y si v` = u`/‖u`‖0, entonces Av` = f`/‖v`‖ → 0
cuando `→∞. Aplicando el argumento anterior a {v`}∞`=1 (la cual es acodada
en L2(X )) obtenemos una subsucesión, digamos ella misma, que converge en
L2(X ) a cierto elemento v ∈ Hµ(X ). Como ‖v`‖0 = 1, también ‖v‖0 = 1, y
como v` ⊥ kerA, v ⊥ kerA. Pero Avµ → 0, por lo tanto Av = 0: v ∈ kerA.
Entonces v = 0, lo cual es imposible si ‖v‖ = 1. La conclusión que sacamos
es que u`∞`=1, una vez modificada de manera que sus términos son ortogonales
a kerA en L2(X ), es acotada. Finalmente, para probar la aserción sobre la
codimensión, notamos que (rgA)⊥ = kerA∗. Por lo tanto A es Fredholm. �

Si A es elíptico de orden µ > 0, entonces satisface la desigualdad

(13.4) ‖u‖s+µ ≤ Cs(‖Au‖s + ‖u‖s), u ∈ Hs+µ(X ).

Esta es otra consecuencia de la existencia de la parametriz B. Usando u =
BAu+Riu tenemos, para cualquier s y u ∈ Hs+µ(X ),

‖u‖s+µ = ‖BAu+Riu‖s+µ ≤ ‖BAu‖s+µ + ‖Riu‖s+µ ≤ C1‖Au‖s + C2‖u‖s.

usando la continuidad de B : Hs(X ) → Hs+µ(X ) y Ri : Hs+µ(X ) → Hs(X ).
La implicación opuesta también es válida: si A es un operador pseudodiferencial
y satisface:

‖u‖s+µ ≤ C(‖Au‖s + ‖u‖s), u ∈ Hs+µ(X ).

para algún s y µ, entonces A es un operador elíptico de orden µ.

Si B es un operador pseudodiferencial de orden negativo, entonces, visto
como operador

B : L2(X )→ L2(X ),

es compacto. Por ser compacto, su espectro consiste de un conjunto discreto en
C\0 junto con 0 como único punto de acumulación. Cada λ ∈ spec(B)\0 es un
autovalor de multiplicidad finita. Si B es autoadjunto, entonces spec(B) ⊂ R.
De esto deducimos:

Teorema 13.5. Sea A ∈ Ψµ(X ) elíptico y autoadjunto, con µ > 0. Enton-
ces

A : Hµ(X ) ⊂ L2(X )→ L2(X )

es un operador cerrado densamente definido con espectro discreto contenido en
R. Cada λ ∈ spec(A) es un autovalor, el autoespacio correspondiente, Eλ =
ker(A− λI ), es de dimensión finita, y

(13.6) L2(X ) =
⊕

λ∈spec(A)

Eλ.

Si A es semiacotado, digamos,

(Au, u) ≥ C‖u‖20
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para algún C y todo u ∈ L2(X ), entonces spec(A) ⊂ [C,∞). Cada autoespacio
tiene dimensión finita y consiste de funciones (o secciones) de clase C∞.

Demostración. Por ser autoadjunto, el espectro de A esta contenido en
R. Escogemos algún λ0 tal que A − λ0I es invertible (por ejemplo, λ0 /∈ R).
Sea B(λ0) la inversa. Entonces B(λ0) actuando sobre C∞(X ) tiene imagen en
C∞(X ). En efecto, si u ∈ C∞(X ), y f = B(λ0)u, entonces (A−λ0I )f ∈ C∞(X )
porque (A − λ0I )f = u. La elipticidad de A implica f ∈ C∞(X ). Más aún,
B(λ0) es un operador pseudodiferencial. Notamos ahora que A − λ0I es un
operador pseudodiferencial elíptico (porque I es un operador de orden 0 < µ)
y tomamos una parametriz pseudodiferencial B de A − λ0I con Ri, Rd como
en el Teorema 11.9. Entonces

B = B(λ0)(A− λ0I )B = B(λ0)(I −Rd) = B(λ0)−B(λ0)Rd

Notamos ahora que B(λ0)Rd y su dual son operadores con imagen en C∞(X ) y
por lo tanto son operadores integrales con núcleo de clase C∞. En conclusión,
B(λ0) difiere de un operador pseudodiferencial en un operador integral con
núcleo de clase C∞, y por lo tanto es un operador pseudodiferencial además de
una inversa exacta de A− λ0I .

El espectro de B(λ) es contable, con solo 0 como punto de acumulación.
Tenemos, con λ− λ0 6= 0 arbitrario,

A− λI = (A− λ0I − (λ− λ0)I )

= (A− λ0I )(I − (λ− λ0)B(λ0))

= −(λ− λ0)(A− λ0I )
(
B(λ0)− 1

λ− λ0
I
)

y vemos que A−λI es invertible si λ = λ0 o λ 6= λ0 y 1/(λ−λ0) /∈ spec(B(λ0)).
Concluimos de esto que spec(A) es un subconjunto discreto de R sin puntos de
acumulación finitos:

spec(A) = {λ : λ = λ0 + 1/ρ, ρ ∈ spec
(
B(λ0)

)
}

Cada elemento del espectro es un autovalor (real porque A es autoadjunto), el
autoespacio es de dimensión finita porque es el autoespacio correspondiente a
cierto autovalor 6= 0 de B(λ0). La fórmula (13.6) es el teorema espectral para
operadores autoadjuntos (ver Rudin [64]). Si A es semiacotado con cota inferior
C como en el enunciado, y si φ es una autofunción con autovalor λ, entonces
λ‖φ‖2 = (λφ, φ)0 = (Aφ, φ)0 ≥ C‖φ‖2, por lo tanto λ ≥ C. �





Capítulo IV

Problemas de valores de frontera

1. Contexto

Sea X una variedad compacta de dimensión n y
◦
M ⊂ X un conjunto

abierto acotado cuya frontera, Y = ∂
◦
M, es una subvariedad de clase C∞ de

X ; decimos que M =
◦
M∪ Y es una variedad compacta con borde. Sea A un

operador diferencial elíptico definido en un entorno de M. El prototipo del
problema a estudiar es la resolubilidad de

s

{
Au = f en

◦
M

βu = g sobre Y,

en donde β es un operador que actúa sobre la restricción de u y finitas de sus
derivadas no tangenciales en la frontera, y produce una función (o distribución,
o sección de un fibrado, dependiendo del contexto) en la frontera.

2. Trazas

El primer punto a aclarar es cuales son los espacios en los cuales buscamos
las soluciones, y el significado de “restricción a la frontera.” Si u es continua en
un entorno deM, entonces la restricción de u a Y está definida sin ambigüedad.
En espacios de Sobolev, el asunto es más delicado. En esta sección supondremos
que X viene equipado con una densidad suave que usamos para definir L2(X ).
En el caso en que el problema involucre fibrados vectoriales, suponemos que
estos vienen con métricas Hermitianas prefijadas.

Comenzamos definiendo los espacios de Sobolev. Si M es una variedad
compacta con borde (todo de clase C∞), podemos presentar M como subva-
riedad de una variedad compacta X pasando al llamado doble deM. Definimos
Hs(M) para s ≥ 0 como la restricción aM de los elementos de Hs(X ), lo cual
tiene sentido porque los elementos de tales espacios son funciones al menos en
L2(X ). En otras palabras, si  :M→ X es el mapa inclusión y definimos

{funciones en X} 3 v 7→ ∗(v) = v ◦  ∈ {funciones enM},

entonces Hs(M) = ∗Hs(X ). La norma en Hs(M) es

‖u‖Hs(M) = ı́nf
v∈Hs(X )

{‖v‖Hs(X ) : ∗(v) = u};

85



86 IV. PROBLEMAS DE VALORES DE FRONTERA

usualmente escribiremos ‖u‖s en lugar de ‖u‖Hs(M). Definimos Hs(M) para
s < 0 como el dual deHs

0(M). Este último es la clausura de C∞c (
◦
M) enHs(M)

(o en Hs(X )).
Para definir valores de frontera comenzamos con la versión local. Vemos

Rn−1 como subespacio de Rn via la inclusión ι : Rn−1 → Rn, ι(x1, . . . , xn−1) =

(x1, . . . , xn−1, 0). Escribimos Rn+ = Rn−1 × (0,∞) y Rn+ × [0,∞). Si u es una
función continua en Rn, escribimos ι∗u para denotar u ◦ ι. Aunque Rn+ no es
compacto, definimos este espacio de la misma manera que antes con M en
relación a X , igualmente la norma.

Lema 2.1. El operador de restricción ι∗ : C∞c (Rn)→ C∞c (Rn−1) tiene una
extension continua a un operador

ι∗ : Hs(Rn)→ Hs−1/2(Rn−1)

para cada s > 1/2. Si u ∈ Hs(Rn) y u = 0 en Rn−1×(0,∞) entonces ι∗(u) = 0.
Por lo tanto, tenemos un mapa inducido

ι∗ : Hs(Rn+)→ Hs(Rn−1).

Demostración. Probaremos que para cada s > 1/2 existe Cs tal que

‖ι∗v‖s−1/2 ≤ Cs‖v‖s, v ∈ C∞c (Rn).

Esto prueba la primera aserción porque C∞c (Rn) es denso en Hs(Rn) para
cualquier s. Supongamos entonces que v ∈ C∞c (Rn). La fórmula de inversión
de Fourier en Rn produce (con x′ = (x1, . . . , xn−1), similarmente ξ′)

ι∗v(x′) = F−1(v̂)(x′, 0)

=
1

(2π)n

ˆ
Rn
eix
′·ξ′ v̂(ξ) dξ

=
1

(2π)n−1

ˆ
Rn−1

eix
′·ξ′( 1

2π

ˆ
R
v̂(ξ′, ξn) dξn

)
dξ′.

Por lo tanto,

ι̂∗v(ξ) =
1

2π

ˆ
R
v̂(ξ′, ξn) dξn.

y

(2π)2

ˆ
Rn−1

|ι̂∗v(ξ′)|2(1 + |ξ′|2)s−1/2 dξ′

=

ˆ
Rn−1

∣∣∣ˆ
R
v̂(ξ′, ξn) dξn

∣∣∣2(1 + |ξ′|2)s−1/2 dξ′

=

ˆ
Rn−1

∣∣∣ ˆ
R

v̂(ξ′, ξn)(1 + |ξ|2)s/2

(1 + |ξ|2)s/2
dξn

∣∣∣2(1 + |ξ′|2)s−1/2 dξ′

≤
ˆ
Rn−1

[( ˆ
R
|v̂(ξ′, ξn)|2(1 + |ξ|2)s dξn

)( ˆ
R

(1 + |ξ′|2)s−1/2

(1 + |ξ|2)s
dξn

)]
dξ′



2. TRAZAS 87

usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz en la última línea. El cambio de
variables ξn = (1 + |ξ′|2)1/2ξ̃n lleva aˆ

R

(1 + |ξ′|2)s−1/2

(1 + |ξ|2)s
dξn =

ˆ
R

(1 + |ξ′|2)s−1/2

(1 + |ξ′|2 + |ξn|2)s
dξn

=

ˆ
R

(1 + |ξ′|2)s−1/2

(1 + |ξ′|2)s(1 + |ξ̃n|2)s
(1 + |ξ′|2)1/2 dξ̃n

= (2π)2C2
s

con Cs finito si s > 1/2. Por lo tanto,

‖ι∗v‖2s−1/2 ≤ C
2
s

ˆ
Rn−1

(ˆ
R
|v̂(ξ′, ξn)|2(1 + |ξ|2)s dξn

)
dξ′ = C2

s‖v‖ss.

Esto completa la demostración de la primera aserción de la proposición.
Para la probar la segunda (continuamos con la suposición s > 1/2) notamos

primero que si χ ∈ C∞c (Rn) y v ∈ Hs(Rn), entonces ι∗(χv) = ι∗(χ)ι∗(v). En
efecto, si {v`}∞`=1 ⊂ C∞c (Rn) es una sucesión que converge a v en Hs(Rn),
entonces χv` → χv en Hs(Rn) y por lo tanto ι∗(χv`) → ι∗(χv), pero también
ι∗(χv`) = ι∗(χ)ι∗(v`)→ ι∗(χ)ι∗(v).

Si ahora v ∈ Hs(Rn) y v = 0 en Rn−1 × (0,∞) entonces, con τy(v)(x) =
v(x−y) y en = (0, . . . , 0, 1) ∈ Rn tenemos: si δ > 0, τ−δen(v) = 0 en xn > −δ. Si
el soporte de χ ∈ C∞c (Rn) está contenido en xn > −δ, entonces ι∗(χτ−δen(v)) =
0 (porque χτ−δen(v) = 0). Por lo tanto ι∗(τ−δv) = 0. Pero τ−δv → v en Hs(Rn)
cuando δ → 0. Así, ι∗(v) = 0.

Finalmente, con  : Rn+ → Rn, si u ∈ Hs(R+
) y j∗v = u = j∗w con

v, w ∈ Gs(Rn), entonces ∗(v − w) = 0 en Rn+ y por lo tanto ι∗(v) = ι∗(w).
Definimos esta función común como ι∗u. tenemos ademas

‖ι∗u‖s−1/2 ≤ Cs‖v‖s para todo v ∈ H∞(Rn) tal que ∗v = u.

Por la definición de la norma en Hs(Rn+),

‖ι∗u‖s−1/2 ≤ Cs‖u‖s
Esto completa la demostración. �

Probamos a continuación la sobreyectividad de ι∗.

Lema 2.2. Sea ω ∈ C∞c (Rn) tal que ω(0) = 1. Si v ∈ C∞c (Rn−1) definimos

e(v)(x′, xn) =
1

(2π)n−1

ˆ
Rn−1

eix
′·ξ′ v̂(ξ′)ω

(
xn(1 + |ξ′|2)1/2

)
dξ′,

entonces
e : C∞c (Rn−1) ⊂ Hs−1/2(Rn−1)→ Hs(Rn)

es continuo: existe Cs > 0 tal que ‖e(v)‖s ≤ Cs‖v‖s−1/2 para todo s ∈ R y v ∈
C∞c (Rn−1). Además, ι∗e(v) = v, e igualmente, con e+ = ∗ ◦e, ι∗e+(v) = id(v).
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La motivación de la definición de e es la siguiente. Para simplificar, supon-
gamos que ω es par, que ω(t) = 1 cerca de 0, y usemos ω(xn|ξ′|) en la integral
en lugar de ω

(
xn(1 + |ξ′|2)1/2

)
, tenemos (con xn 6= 0)

1

(2π)n−1

ˆ
Rn−1

eix
′·ξ′ v̂(ξ′)ω(xn|ξ′|) dξ′

=
1

(2π)n−1

ˆ
Rn−1

ˆ
Rn−1

ei(x
′−y′)·ξ′v(y′)ω(xn|ξ′|) dy′ dξ′

=
1

(2π)n−1

ˆ
Rn−1

ˆ
Rn−1

ei((x
′−y′)/xn)·ξ′v(y′)

ω(|ξ′|)
|xn|n

dξ′ dy′

luego de un cambio en el orden de integración y la sustitución ξ̃′ = xn|ξ′| La
transformada inversa de Fourier de la función ξ′ 7→ ω(|ξ′|) es un elemento de
S(Rn), por lo tanto también lo es su transformada inversa, la cual denotamos
φ. Con ella, la última integral esˆ

Rn−1

v(y′)
1

xnn
φ
(x′ − y′

xnn

)
dy′.

Esta es la convolución de v con una identidad aproximada basada en la función
φ ∈ S(Rn). El límite en xn = 0 es v, y como función de (x′, xn) esta convolución
es un elemento de S∞(Rn).

Prueba del Lema. La transformada de Fourier de e(v) es

F(e(v))(η) = v̂(η′)

ˆ
R
e−ixnηnω(xn(1 + |η′|2)1/2) dxn

=
v̂(η′)

(1 + |η′|2)1/2

ˆ
R
e−ixnηn/(1+|η′|2)1/2ω(xn) dxn

=
v̂(η′)

(1 + |η′|2)1/2
ω̂
( ηn

(1 + |η′|2)1/2

)
luego de un cambio de variables. Por lo tanto,

‖e(v)‖2s =

ˆ
Rn

|v̂(η′)|2

(1 + |η′|2)

∣∣ω̂( ηn
(1 + |η′|2)1/2

)∣∣2(1 + |η′|2 + η2
n)s dη

=

ˆ
Rn

|v̂(η′)|2

(1 + |η′|2)1/2
|ω̂(ηn)|2

(
1 + |η′|2 + (1 + |η′|2)η2

n

)s
dη

=

ˆ
Rn−1

|v̂(η′)|2(1 + |η′|2)s−1/2 dη′
ˆ
R
|ω̂(ηn)|2(1 + η2

n)s dηn

usando el cambio de variables η̃n = ηn/(1 + |η′|2)1/2 para obtener la segunda
línea y reorganizando en la tercera. Con

C2
s =

ˆ
R
|ω̂(ηn)|2(1 + η2

n)s dη

tenemos ‖e(v)‖2s = C2
s‖v‖2s−1/2.
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Que ι∗(e(v)) = v es inmediato si v ∈ C∞c debido a la fórmula de inversión
de Fourier, y cierto en general por continuidad. El mismo argumento sirve para
probar que ι∗ ◦ e+ = id �

Notemos que si k es un entero no negativo y v ∈ Hs−1/2, entonces xkne(v) ∈
Hs+k. La razón de esto es

xknω(xn(1 + |ξ′|2)1/2) = (xn(1 + |ξ′|2)1/2)kω(xn(1 + |ξ′|2)1/2)/(1 + |ξ′|2)k/2

por lo cual denotando ωk(t) = tkω(t),

xkne(v)(x′, xn) =
1

(2π)n−1

ˆ
Rn−1

eix
′·ξ′ v̂(ξ′)

ωk
(
xn(1 + |ξ′|2)1/2

)
(1 + |ξ′|2)k/2

dξ′,

en otras palabras, tenemos una ganancia neta de k en la regularidad de xkne(v).

Parta transferir esto aM prefijamos

(2.3)
x : X → R una función suave estrictamente positiva en

◦
M y negativa

en X\M con dx 6= 0 a lo largo de Y.
y

(2.4) un campo vectorial de clase C∞ en X tal que X es transversal a Y

relacionados por Xx = 1 cerca de Y. Notemos que Y = {x = 0} y que podemos
usar x como parte de cualquier sistema de coordenadas de |X en un entorno de
cualquier punto de Y. Usando coordenadas locales adaptadas a Y y particiones
de la unidad obtenemos:

Corolario 2.5. Sean X y x como arriba, relacionados por Xx = 1 cerca
de Y. Sea k un entero no-negativo Si s > k + 1/2, el operador

ι∗ ◦ (
1

i
X)k : C∞(M)→ C∞(Y)

tiene una extension continua a un operador

γk : Hs(M)→ Hs−k−1/2(Y).

Además, existe un operador continuo ek : Hs−1/2−k(Y)→ Hs(X ) tal que

γk ◦ ek = (−i)kI .

Otra notación común para γk es Dk
ν con las definiciones

∂ku

∂νk
= ι∗Xku, Dk

νu =
1

ik
∂ku

∂νk

Usualmente ν es un campo vectorial unitario normal a la frontera que
apunta al exterior deM. Pero como no hemos prescrito métricas Riemannianas
usamos X. La relación Xx = 1 entre X y x a lo largo de Y en el corolario, que
siempre usaremos, hace que X apunte hacia el interior deM.
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3. Transformada de Mellin

Sea A un operador diferencial elíptico de orden m definido en un entorno
de M; esta es, recordemos, na variedad compacta con borde. Si el operador
es escalar y dimX ≥ 3, m es par, en caso contrario, A envía secciones de un
fibrado vectorial a otro, del mismo rango (en cuyo caso el producto del rango
por el orden es par en el caso dimX ≥ 3). Hay dos dominios canónicos asociados
al operador inicialmente definido como

A : C∞c (
◦
M) ⊂ L2(M)→ L2(M) :

El dominio mínimo, Dmı́n(A) el cual es la clausura de C∞c (
◦
M) respecto a la

norma definida por

(3.1) ‖u‖2A = ‖Au‖20 + ‖u‖20
y el dominio máximo,

Dmáx = {u ∈ L2(M) : Au ∈ L2},

este con la norma definida por (3.1) (con la cual Dmı́n es la clausura de C∞c (
◦
M),

un subespacio cerrado de Dmáx).
Para definir problemas de frontera para A hay que demostrar que los ob-

jetos de interés tiene valores de frontera:

Proposición 3.2. Si u ∈ Dmáx(A), entonces u tiene trazas en Y hasta
orden m− 1.

Esta proposición es lo más que uno puede esperar probar en lo que a exis-
tencia de trazas se refiere, porque la norma ‖ · ‖A en C∞c (M) es equivalente a
la norma de Sobolev ‖ · ‖m, con la consecuencia que

Dmı́n = Hm
0 (M).

En preparación para demostrar la proposición desarrollamos en esta sección
la transformada de Mellin como herramienta útil para enfrentar el problema.
Discutiremos el caso de operadores ordinarios en la siguiente sección, y el caso
general en la Sección 5.

La transformada de Mellin de una función ϕ ∈ C∞c (R+) es la función

M(ϕ)(σ) =

ˆ ∞
0

x−iσϕ(x)
dx

x
, =σ > 0.

Esta es en realidad la transformada de Fourier usual, vía el cambio de variables
x = et. Con esto es inmediato que la transformada de Mellin hereda todas las
propiedades de la transformada de Fourier, en particular tenemos la fórmula
de inversión

ϕ(x) =
1

2π

ˆ
=σ=δ

xi(σ+iδ) M(ϕ)(σ) ds
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con cualquier δ > 0, además de sus propiedades como mapa entre diversos
espacios. De la propiedad (Dtu)̂ (τ) = τ û(τ) obtenemos

(3.3) M(xDxϕ)(σ) = σM(ϕ)(σ).

La utilidad fundamental de la transformada de Mellin en el contexto de
problemas de frontera radica en que ella produce de manera muy simple los
valores de frontera de una función. Para describir esto en detalle introducimos
algo de notación, por ahora en el caso particular de R+ = [0,∞). Definimos

L2
b(R+) como el espacio de funciones L2 en R+ respecto a la medida

dx

x
. De

nuevo la transformación x = et relaciona directamente L2(R) y L2
b(R+), y

consecuentemente, la transformada de Mellin tiene una extensión a un mapa

M : L2
b(R+)→ L2(R),

un isomorfismo con inversa

ψ(x) =
1

2π

ˆ ∞
−∞

xisψ(s) ds,

Definimos
xνL2

b(R+) = {ψ : ψ es medible, x−νψ ∈ L2
b(R+)}

Si ψ ∈ L2
b(R+) se anula para x grande, entonces ψ ∈ x−δL2

b(R+) para cualquier
δ > 0: ˆ ∞

0

|xδψ(x)|2 dx
x
<∞.

Por lo tanto es legal calcular M(xδψ)(s):

M(xδψ)(s) =

ˆ ∞
0

x−isxδψ(x)
dx

x
=

ˆ ∞
0

x−i(s+iδ)ψ(x)
dx

x
= M(u)(s+ iδ).

En otras palabras, si ψ ∈ L2
b(R+) se anula para todo x suficientemente grande,

entonces M(ψ)(s+ iδ) tiene sentido para δ > 0. Es fácil ver que para tales ψ,
la función σ 7→ M(ψ)(σ), =σ > 0, es holomorfa (analítica compleja). Además,
como xδψ → ψ en L2

b(R+),ˆ
R
|M(ψ)(s+ iδ)−M(ψ)(s)|2 ds→ 0 si δ ↘ 0.

Retomando el hilo con ϕ ∈ C∞c (R+), notemos primero que xδϕ ∈ L2
b(R+)

si δ > 0, de lo cual obtenemos que M(ϕ)(σ) tiene sentido para =σ > 0 como
ya habíamos observado. Ademas, si ϕ ∈ C∞c (R+) se anula a orden k en x = 0
entonces M(ϕ) tiene una extension holomorfa a =σ > −k.

Sea ω ∈ C∞c (R+) tal que ω(x) = 1 si x está cerca de 0. Usando la expansión
de Taylor de ϕ tenemos

ω(x)ϕ(x) =

N∑
`=0

1

`!
ϕ(`)(0)x`ω(x) + xN+1ω(x)ϕ̃(N)(x)
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y

M(ωϕ)(σ) =

N∑
`=0

1

`!
ϕ(`)(0)

ˆ ∞
0

x`−iσω(x)
dx

x
+

ˆ ∞
0

xN+1−iσω(x)ϕ̃(N)(x)
dx

x

El último término es holomorfo en =σ > −N − 1. Para analizar los primeros
solo necesitamos analizar M(ω)(σ). Esta es una función meromorfa en todo C
con un único polo simple en el origen. En efecto, si =σ > 0,

σM(ω)(σ) =

ˆ ∞
0

σx−iσ−1ω(x) dx

= i

ˆ ∞
0

d

dx
x−iσ ω(x) dx

= ix−iσω(x)
∣∣∣x=∞

x=0
− i

ˆ ∞
0

x−iσ
dω

dx
(x) dx

= −i
ˆ ∞

0

x−iσ
dω

dx
(x) dx

usando que ω(x) = 0 si x es suficientemente grande y que =σ > 0. En la integral
de la última línea, el integrando tiene soporte en un subconjunto compacto de
R+. Por lo tanto, la función de σ definida por ese término es entera. Como su
valor en σ = 0 es i tenemos

M(ω)(σ) =
i

σ
+ h(σ)

con h entera. Usando M(x`ω)(σ) = M(ω)(σ + i`) en la fórmula para M(ωϕ)
obtenemos

(3.4) M(ωϕ)(σ) =

N∑
`=0

i

`!

ϕ(`)(0)

σ + i`
+ M(ωϕ̃(N))(σ + i(N + 1)).

Vemos que los valores de frontera de ϕ son los residuos (excepto por el factor i)
de la transformada de Mellin de ϕ. Notemos que este resultado es independiente
de la función ω escogida: si ω̃ ∈ C∞c (R+) también satisface ω̃(t) = 1 si t está
cerca de 0, entonces

M(ωϕ)−M(ω̃ϕ)

es una función entera.
Podemos reescribir (3.4) en la forma

(3.5) ϕ(x) = −i
N∑
`=0

Res(M(ωϕ);−i`) +O(|x|`+1)
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4. Valores de frontera: operadores diferenciales ordinarios

Supongamos que A es un operador diferencial ordinario en R+ de la forma
A = x−kP con

P (x, xDx) =

m∑
k=0

ak(x)(xDx)k,

en donde ak ∈ C∞(R+). Decimos que P es un b-operador y A un c-operador,
u operador cónico (luego veremos por qué). Suponemos que am(x) 6= 0 para
todo x; esto hace de P un operador b-elíptico. El origen es una singularidad,
un punto singular regular de P porque am(0) 6= 0. Uno puede encontrar solu-
ciones formales de la ecuación Pu = f cerca de 0 usando series formales, tal
vez incluyendo términos logarítmicos, técnicas que tienes su origen en el caso
de coeficientes analíticos. En lo que sigue, lo que queremos es determinar la
estructura de la solución de Pu = f en el origen, luego de Au = f .

Si u ∈ x−γL2
b(R+) es tal que Pu = f con f ∈ C∞(R+), entonces u ∈

C∞(R+); esto es porque P es elíptico como operador en R+. Pero u no es
necesariamente de clase C∞ hasta la frontera (x = 0). Supongamos además
que f = 0 a todo orden en x = 0.

Proposición 4.1. En la situación del párrafo anterior, u tiene una expan-
sión en x = 0 de la forma

u ∼
∑

ς∈specb(P )
=ς<γ

qς,νx
iς+` logν x

donde

specb(P ) = {σ : P0(σ) = 0}, P0(σ) =

m∑
k=0

ak(0)σk.

El punto de la proposición es que por analogía, podemos ver los coeficientes
de esta serie formal potencialmente como los datos de frontera de u.

La proposición es consecuencia del siguiente lema

Lema 4.2. Sea S` = {σ − i` : P0(σ) = 0, =σ < γ}. Sea ω ∈ C∞c (R+) tal
que ω(t) = 1 para t cerca de 0. La transformada de Mellin de ωu es meromorfa
en C con polos en

S =
∞⋃
`=0

S`.

Según el lema, la estructura general de M(ωu) es

M(ωu)(σ) =
∑
ς∈S

=ς≥γ−N

Nς∑
ν=0

qς,ν
(σ − ς)ν+1

+ hN (σ)
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donde hN es meromorfa en C con polos en =σ < γ − N . Comenzando con la
fórmula de inversión y usando el teorema de Cauchy obtenemos

(ωu)(x) =
1

2π

ˆ
<σ=γ

xiσ
( ∑

ς∈S
=ς≥γ−N

Nς∑
ν=0

qς,ν
(σ − ς)ν+1

+ hN (σ)
)
dσ

=
∑
ς∈S

=ς≥γ−N

Nς∑
ν=0

res(
−ixiσqς,ν
(σ − ς)ν+1

) +
1

2π

ˆ
<σ=γ

xiσhN (σ) dσ

=
∑
ς∈S

=ς≥γ−N

Nς∑
ν=0

−iqς,ν
ν!

xiς logν x+
1

2π

ˆ
<σ=γ

xiσhN (σ) dσ

Como los polos de hN están debajo de la línea =σ = γ − N , vemos que el
término

1

2π

ˆ
<σ=γ

xiσhN (σ) dσ

es igual a la integral a lo largo de =σ = γ − N y de esto concluimos que este
término es de orden O(xN ). Por lo tanto ωu (y consecuentemente u) tiene la
estructura descrita en la proposición.

Demostración del lema. Tomamos ω como antes y notamos que

ωP (u) = P (ωu) +
(
ωP (u)− P (ωu)

)
= P (ωu) + [ω, P ](u).

El conmutador [ω, P ] es un operador diferencial de orden m−1 cuyos coeficien-
tes se anulan cerca de 0 porque ω aparece en cada coeficiente con al menos una
derivada. Por lo tanto, como u ∈ C∞(R+), P (ωu) = f̃ con f̃ = ωf + [P, ω]f ∈
C∞(R+), f̃ = 0 a todo orden en x = 0 y f̃(x) = 0 para todo x suficientemente
grande. Estas propiedades de f implican que M(f̃) es entera. Usando la ex-
pansión de Taylor de los coeficientes de P y que x`(xDx)kk = (xDx + i`)kx`

reescribimos P como

P (x, xDx) =

N∑
`=0

P`(xDx)x` + xN+1P̃N+1(x, xDx).

El punto es que cada P` es como P pero con coeficientes constantes (indepen-
dientes de x), un polinomio en xDx; los coeficientes de P̃N+1 si dependen de
x, son funciones de clase C∞ en R+.

Aplicando la transformada de Mellin a ambos miembros de
N∑
`=0

P`x
` + xN+1P̃N+1(ωu)(x) = f̃(x)
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obtenemos

(4.3)
N∑
`=0

P`(σ)M(ωu)(σ + i`) + M(P̃N+1(ωu)(x))(σ + i(N + 1)) = M(f̃)(σ)

usando (3.3): los P`(σ) son polinomios evaluados en σ. En esta fórmula, el lado
derecho es entero. Como ωu ∈ x−γL2

b(R+), M(ωu) es holomorfa en =σ > γ.
Por lo tanto P0(σ)M(ωu)(σ) también es holomorfa en =σ > γ, y

N∑
`=1

P`(σ)M(ωu)(σ + i`) + M(P̃N+1(ωu)(x))(σ + i(N + 1))

es holomorfo en =σ > γ − 1, mientras que M(P̃N+1(ωu(x)))(σ + i(N + 1)) es
holomorfo en =σ > γ − i(N + 1). En suma,

F (σ) = −
N∑
`=1

P`(σ)M(ωu)(σ+ i`)−M(P̃N+1(ωu)(x))(σ+ i(N+1))+M(f̃)(σ)

es holomorfa en =σ > γ − 1. Reescribiendo (4.3) como

P0(σ)M(ωu)(σ) = F (σ)

vemos que aunque M(ωu)(σ) es holomorfa en =σ > γ, P0(σ)M(ωu)(σ) es
holomorfa en =σ > γ−1 y por lo tanto M(ωu)(σ) es meromorfa en =σ > γ−1
con posibles polos en los ceros de p0(σ) contenidos en γ − 1 < =σ < γ. (En un
momento veremos que M(ωu) no puede tener polos en =σ = γ.) Pero si Mu es
meromorfa en =σ > γ − 1, entonces F es meromorfa en =σ > γ − 2 con polos
en los ceros de P0(σ + i) contenidos en γ − 2 < =σ < γ − 1, y

M(ωu)(σ) = P0(σ)−1F (σ)

es meromorfa en =σ > γ − 2 con polos contenidos en los ceros de P0(σ) en
γ−2 < =σ < γ y los de P0(σ+i) contenidos en γ−2 < =σ < γ−1. Continuando
de esta manera vemos que M(ωu) es meromorfa en C con polos en los ceros
de P0(σ) contenidos en =σ < 2, los de P0(σ + i) contenidos en =σ < γ − 1, y
en general los de P0(σ + i`) contenidos en =σ < γ − `. En cada paso hay un
desplazamiento en −i unidades y una división por P0. el desplazamiento corre
los polos anteriores en −i , y la división por P0 potencialmente añade polos en
la región a la cual M(ωu) está siendo extendida. �

Continuando con P como antes, sea A = x−mP . El problema ahora es
analizar la naturaleza del espacio

Dmáx = {u ∈ x−γL2
b(R+) : Au ∈ x−γL2

b(R+)}.
Si Au = f con f ∈ x−γL2

b(R+), entonces Pu = x−γ+mL2
b(R+). En cierto

sentido, Pu se anula en x = 0 hasta cierto orden, ya no orden∞. Por elipticidad
obtenemos que si ψ ∈ C∞c (R+), ψu ∈ Hm(R+). Por lo tanto si ω como antes,
entonces [P, ω]u ∈ H1(R+); esto usa la regularidad de u, que [P, ω] es un
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operador diferencial de orden m− 1 y que sus coeficientes se anulan cerca de 0
y para todo x suficientemente grande. Por lo tanto para analizar u cerca de 0
basta con analizar ωu. Los cálculos sobre la estructura de M(ωu) en la prueba
del lemma valen en la región =σ > γ −m sin cambio y llevan a que

M(ωu)(σ) =
∑
ς∈S

=ς>γ−N

Nς∑
ν=0

qς,ν
(σ − ς)ν+1

+ h(σ)

con h holomorfa en =σ > γ −m. La transformada inversa de Mellin lleva a

ωu =
∑
ς∈S

=ς>γ−m

Nς∑
ν=0

−iqς,ν
ν!

xiς logν x+
1

2π

ˆ
<σ=γ−m+ε

xiσh(σ) dσ

con cualquier ε > 0 en la integral. Denotemos

u0 =
∑
ς∈S

=ς>γ−m

Nς∑
ν=0

−iqς,ν
ν!

xiς logν x.

El análisis en la prueba del lema lleva a que Pu0 = O(x−γ+m−ε) para cualquier
ε > 0. Si S ∩ {σ : =σ = γ −m} = ∅ entonces uno puede probar que Pu0 =
O(x−γ+m+δ) con δ > 0 suficientemente pequeño. Si esa intersección no es vacía,
uno puede añadir a u0 un término extra de la forma∑

ς∈S
=ς=γ−m

Nς∑
ν=0

−iqς,ν
ν!

xiς logν x

para obtener qua P aplicado a la expresión resultante es de orden O(x−γ+m+δ).
Redefiniendo u0 si es necesario para incluir esta corrección, tendremos que
ωPu0 ∈ x−γ+mL2

b(R+) y por lo tanto

Aωu0 ∈ x−γL2
b(R+)

El error u1 = ωu − ωu0 también pertenece a Dmáx, pero porque tiene trans-
formada de Mellin holomorfa en =σ > γ −m (resulta de analizar el término
con h y la posible corrección), es mejor que u0: existe una sucesión ϕν∞ν=1 tal
que ϕnu → u1 y Aϕν → A(u − u0) (ambos límites en x−γL2

b(R+)) cuando
ν → ∞. Para probar esto necesitamos tecnología que no hemos desarrollado
aún en estas notas (ver por ejemplo Gil y Mendoza [21]).

Terminamos la sección conectando con operadores diferenciales ordinarios
en R+ sin singularidad en 0 (operadores elípticos “clásicos”):

A =

m∑
k=0

akD
k
x
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con ak ∈ C∞(R+). Definimos P = xmA de manera de tener A = x−mP como
antes, y tratamos de entender P como b-operador. La fórmula

(4.4) xkDk
x = ℘k(xDx) con ℘k(σ) = σ(σ + i) . . . (σ + i(k − 1))

es fácil de probar (los coeficientes de este polinomio están relacionados con los
números de stirling). Con ella,

P =

m∑
k=0

akx
m−k℘k(xDx),

por lo tanto el polinomio P0 en la Proposición 4.1 es am(0)℘m(σ). Como
am(0) 6= 0, el conjunto specb(P ) es {0,−i ,−2i , . . . ,−(m − 1)i}, el conjunto
S0 es {−ik : −k < γ} ∩ specb(P ), y

S = {−ik : k ∈ Z0, k < γ,∃` ∈ N0 s.t. k + ` ∈ S0}.

Según la proposición, si Pu = f con f de clase C∞ en R+ y f = 0 a orden
infinito en x = 0, entonces u tiene una expansión en x` logν x. Un análisis
más detallado en este caso muestra que todo los polos de M(ωu) son simples,
así que en realidad no hay factores logarítmicos en la expansión de u. En
general, la expansión comienza con la primera potencia no-negativa > γ. Si γ
es suficientemente negativo S0, y por lo tanto S, son vacíos, y M(ωu) es entera.
De esto resulta que u se anula a orden infinito en x = 0. También si u tiene
datos de frontera nulos (D`

xu(0) = 0, ` = 0, . . . ,m−1) (y f = 0 a orden infinito
en x = 0) concluimos que M(ωu) es entera y por lo tanto que u se anula a orden
infinito en x = 0. Con esta técnica, incluso si f = 0 solo esto (y la regularidad)
podemos concluir. En este respecto la teoría de ecuaciones ordinarias usual es
más refinada que la teoría que obtenemos usando solo transformada de Mellin.

5. Valores de frontera: en general

Probaremos ahora la Proposición 3.2. En el caso de M la definición de
transformada de Mellin sigue siendo unidimensional, una integración cerca de
la frontera a lo largo de las fibras de una vecindad tubular de la frontera de
M.

Recordemos el contexto. X es una variedad compacta (sin borde),M⊂ X
es una subvariedad de X de la misma dimensión, con borde Y. La densidad en
M será de la forma

mb =
1

x
m

con m una densidad en X (restringida aM para definir mb). El espacio base es
L2 respecto a la medida mb. La notación, como la que ya usamos, es L2

b(M) (o
L2
b(M;E) si se trata de secciones de un fibrado E →M, pero para simplificar

la notación omitiremos E). Consideramos dadas la función x : X → R como
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en (2.3) y el campo vectorial (2.4) tales que Xx = 1 cerca de Y. Los espacios
x−γL2

b(M) se definen como antes, con la norma

‖u‖x−γL2
b

= ‖xγu‖L2
b
.

La relación entre L2(M,m) y estos espacios es

L2(M,m) = x−1/2L2
b(M).

En efecto, ˆ
M
|u|2 dm =

ˆ
M
|x1/2u|2 dmb

muestra que u ∈ L2(M) ⇐⇒ u ∈ x−1/2L2
b(M) y que ‖u‖L2 = ‖u‖x−1/2L2

b
.

Definimos la vecindad tubular tomando ventaja del campo vectorial X.
Usando la compacidad de Y obtenemos un número ε > 0 tal que para cada
q ∈ Y, la curva integral ψ(t, q) de X con ψ(0, q) = q existe para |t| < ε y el
mapa (−ε, ε)× Y → X definido por ψ es un difeomorfismo. Podemos suponer
ε tan pequeño que Xx = 1 en la imagen de [0, ε)×Y por ψ, y por lo tanto esta
imagen es el conjunto U = {p ∈ M : x(p) < ε}. Esta es una vecindad tubular
de Y en M. Como ψ es un difeomorfismo [0, ε) × Y → U , cada punto p en U
corresponde a un único (t, q) ∈ [0, ε)× Y. Escribimos π(p) = q y notamos que
t = x(p).

La densidad mb transferida a [0, ε)×Y tiene la forma f dxx ⊗π
∗mY , en donde

mY es una densidad determinada por mb y f es una función de clase C∞ en U
con f = 1 en Y.

Tomamos ahora ω ∈ C∞c (R) con soporte en |t| < ε y ω(t) = 1 cerca de 0. La
restricción aM de la composición ω ◦ x (escribimos ω(x), a veces simplemente
ω) tiene soporte en U .

En el caso escalar, si ϕ ∈ C∞(M), definimos M(ϕ) por

M(ϕ)(p, σ) =

ˆ
x>0

x−iσϕ(x, q)ω(x)f(x, q)
dx

x

con =σ > 1/2 para asegurar integrabilidad. En otras palabras, esta es la trans-
formada de Mellin a lo largo de las fibras del mapa π. Estamos incluyendo la
función ω como parte de la definición de M.

En el caso de secciones de un fibrado vectorial E →M con métrica Hermi-
tiana h, tomamos una conexión auxiliar ∇ que preserva la métrica. Tomamos
un marco de referencia, η1, . . . , ηr, de E en un entorno V ⊂ Y de q0 ∈ Y. Exten-
demos este marco a uno, denotado igual, en π−1(V) usando transporte paralelo
a lo largo de las curvas integrales de X, o sea, ∇Xηj = 0. Si φ es una sección
de clase C∞ de E sobre π−1(V), entonces ϕ =

∑
ϕjηj con ciertas funciones

ϕj , y definimos
M(ϕ)(p, σ) =

∑
j

M(ϕj)(p, σ)ηj(p),

de nuevo con =σ > 1/2.
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Si u ∈ x−γL2
b(M;E), entonces M(ωu) ∈ L2((R+iγ)×Y;EY), M(ωu)(q, σ)

es holomorfa en =σ > γ, y

(ωu)(ψ(x, p)) =
1

2π

ˆ
=σ=γ

xiσM(ωu)(σ, p) dσ.

Supongamos ahora que A es un operador diferencial elíptico (hasta la fron-
tera) definido enM con coeficientes de clase C∞ hasta la frontera. Para alige-
rar la notación supondremos que A es un operador escalar. Cerca de cualquier
punto p0 ∈ Y, en coordenadas x, y1, . . . , yn−1,

A =
∑

k+|α|≤m

ak,α(x, y)Dk
xD

α
y

con ak,α de clase C∞ hasta x = 0. La elipticidad es la condición∑
k+|α|=m

ak,α(x, y)ξkηα es invertible si (ξ, η) 6= 0.

En particular, tomando η = 0 y x = 0 tenemos que

(5.1) ak,α(0, y) es invertible.

Escribimos P = xmA. En coordenadas x, y1, . . . , yn−1 cerca de algún punto en
∂M,

P =
∑

k+|α|≤m

xm−kak,α(x, y)℘k(xDx)Dα
y

con los ℘k como en (4.4). Usaremos también la expansión de Taylor en x = 0
a primer orden del coeficiente am de P para obtener

(5.2) P = am,0(0, y)℘m(xDx)

+ xa
(1)
m,0(x, y)℘m(xDx) +

∑
k+|α|≤m
k<m

xm−k
(
ak,α(0, y) + xa

(1)
k,α(x, y)

)
℘k(xDx)Dα

y

La segunda línea es xQ donde Q es un operador diferencial de orden m definido
cerca de x = 0.

Tomemos ahora u ∈ x−1/2L2
b(M) tal que Au = f con f ∈ x−1/2L2

b(M).
Esto es, u ∈ Dmáx. Como A es elíptico, u ∈ Hm

loc(
◦
M), lo cual quiere decir que

ϕu ∈ Hm(M) si ϕ ∈ C∞c (
◦
M). Escogemos ω ∈ C∞(R). Entonces (1−ω(x))u ∈

Hm(M), y por lo tanto A(1−ω)u ∈ x−1/2L2
b(M) y deducimos que ωu ∈ Dmáx.

Habiendo arribado a este punto, podemos tomar la trasformada de Mellin de
ωu. También podemos calcular la transformada de xmAu (y de Au, pero ese
lo dejamos de lado). Como Aωu ∈ x−1/2L2

b(M), M(Pu)(y, σ) = M(h)(y, σ)
es holomorfa para =σ > 1/2 − m y M(Qu)(y, σ) es holomorfa en =σ > 1/2.
Usando la descomposición de P en (5.2)

M(Pu)(y, σ) = am,0(0, y)℘m(σ)M(u) + M(xQu)(y, σ)



100 IV. PROBLEMAS DE VALORES DE FRONTERA

Pero

M(xQu)(y, σ) = M(Qu)(y, σ + i)

es holomorfa en =σ > 1/2− 1. Lo cual dice que

(5.3) am,0(0, y)℘m(σ)M(u) = M(h)(y, σ)−M(Qu)(y, σ + i)

es holomorfa en =σ > 1/2−1, y que ℘m(σ)M(u) es meromorfa en =σ > 1/2−1
en ese conjunto (y holomorfa en =σ > 1/2). Pero entonces el lado derecho en
(5.3) es meromorfo en =σ > 1/2 − 2, y por lo tanto el el lado izquierdo, de
lo cual concluimos, gracias a (5.1), que ℘m(σ)M(u) es meromorfo en =σ >
1/2−2. Continuando de esta manera (inducción) encontramos que ℘m(σ)M(u)
es meromorfa en =σ > 1/2 − m. Después de esto no podemos concluir nada
porque no hay garantía que M(h)(y, σ) sea holomorfa para valores de σ con
=σ ≤ 1/2−m.

Los polos de M(u)(y, σ) son los ceros de ℘m(σ),

0, −i , −2i , . . . , −(m− 1)i .

En este proceso hemos dividido por am,0(0, y)℘k(σ) un número de veces lo cual
lleva a la presunción queM(u)(y, σ) tiene polos de orden más alto que 1. Sin em-
bargo, esto no es así. Los demás términos en P contienen factores ℘m−k(xDx)
que cancelan los excesivos polos, con el resultado final que M(u)(y, σ) solo tiene
polos simples.

Proposición 5.4. Si u ∈ Dmáx, entonces M(u)(y, σ) es, para cada y,
holomorfa en {σ : =σ > 1/2} y meromorfa en {σ : =σ > 1/2 −m} con polos
simples en los ceros de ℘m(σ)

Los residuos de M(u)(y, σ) son proporcionales a los coeficientes de Taylor
de u a lo largo de x = 0.

Podemos decir algo más sobre la regularidad de u ∈ Dmáx gracias al Teo-
rema IX.3.3 (ver (IX.3.2)), porque P = xmA es un operador e-elíptico (ver la
Sección IX.3 y el argumento en conexión con X.2.1)

(5.5)

Si u ∈ L2(M;E) y Au ∈ L2(M;F ), entonces para cualquier en-
tero 0 ≤ k ≤ m y cualesquiera campos vectoriales X1, . . . , Xk ∈
C∞(M;TM), k ≤ m, que se anulan a lo largo de Y,

X1, . . . , Xku ∈ L2(M;E).
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Esto implica la regularidad de u en el interior de
M, la aserción u ∈ Hm

loc(
◦
M;E). También implica

que xku ∈ Hk(M;E), porque la aplicación de a lo
sumo k campos vectoriales arbitrarios a xku pro-
duce un elemento de L2(M;E). Esto implica que
M(u)(σ), como sección de EY , tiene regularidad de
Sobolev de orden k si =σ = k + 1/2, porque

Polos

Las lineas punteadas, =σ=
const., indican regularidad fija.

H−1=σ=− 1/2

L2=σ=1/2

H1=σ=3/2

H2=σ=5/2

(5.6) M(xku)(σ) = M(u)(σ + ik)

Por interpolación,

M(u)(σ) ∈ H=σ−1/2(Y;EY) si 1/2 ≤ =σ ≤ m
Las fórmulas que usamos para obtener la extensión meromorfa disminuyen
regularidad en 1 cada vez que son usadas. De esto deducimos la validez de
(5.6) para 1/2 − m < =σ < 1/2 + m siempre y cuando σ no sea un polo de
M(u). El producto (σ + ik)M(u)(σ) tiene la misma regularidad que M(u)(σ)
fuera de los polos. Tomando 0 ≤ k ≤ m− 1, el límite

ĺım
σ→−ik
=σ=−k

(σ + ik)M(u)(σ)

existe.
Esto prueba:

Res(M(u);−ik) ∈ H−1/2−k(Y;EY).

No es posible probar sin más información que la regularidad es mejor que
esto. Pero sí sabemos que u ∈ Hm(M), entonces Res(M(u);−ik) s un elemento
de Hm−1/2−k(Y;EY), porque los residuos son las trazas excepto por factores
numéricos.

Usando (3.5), reconstruimos las trazas de u hasta orden m − 1 como el
polinomio

−i
m−1∑
`=0

Res(M(u)(y);−`)x`

Si u es suficientemente regular hasta el borde, este es el comienzo de su expan-
sión de Taylor en la variable normal. Las condiciones de frontera son condicio-
nes sobre los coeficientes de este polinomio, o, si uno quiere, sobre el polinomio
mismo.

6. Problemas de frontera clásicos

Continuamos con una variedad X arbitraria, densidad suave m, fibrados
vectoriales E,F → X con métrica Hermitiana y una regiónM⊂ X compacta
con frontera Y de clase C∞; esta frontera es una variedad cerrada (compacta
sin borde). Fijamos una función definidora de Y, positiva en

◦
M y un campo

vectorial X con Xx = 1 cerca de Y.
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Tomamos un operador diferencial elíptico A ∈ Difm(X ;E,F ).
Si u ∈ Hm(M;E), podemos organizar las trazas de u hasta orden m − 1

en conjunto como una sección del fibrado E⊕mY =
⊕m−1

k=0 EY , donde EY es
notación para la parte de E sobre Y. Escribimos

γu =

 γ0u
...

γm−1u

 .
Una condición de borde pseudolocal sobre u es una condición sobre γu de la
forma

(6.1) BBBγu =
m−1∑
`=0

B`γ`u = g, B` ∈ Ψν−`(Y;EY , G),

donde G→ Y es otro fibrado vectorial sobre Y, y g ∈ Hm−1/2−ν(Y;G). Si u ∈
Hm(M;E), entonces, como ya vimos (Corolario 2.5), γ`u ∈ Hm−`−1/2(Y;EY),
consecuentemente B`γ`u ∈ Hm−1/2−ν(Y;G). El número ν no es importante:
podemos componer cada B` a la izquierda con un operador pseudodiferencial
invertible de orden −ν para cambiar ν a lo que nos convenga. Supondremos
entonces que ν = m− 1/2,

(6.2) B` ∈ Ψm−`−1/2(Y;EY , G)

y que g ∈ H0(Y;G).
El problema de frontera clásico para A ∈ Difm(M;E,F ) con condición de

frontera dada por BBB es:
(6.3)

Dadas f ∈ L2(M;F ) y g ∈ Hm−ν−1/2, encontrar u ∈ Hm(M;E) tal que{
Au = f enM
BBBγu = g sobre Y.

Los operadores B` pueden ser en particular operadores diferenciales en lugar
de pseudodiferenciales: B` ∈ Difν−`(M;EY , G), pero supondremos que son
pseudodiferenciales para mantener, por pura conveniencia, la convención que
ν = m−1/2. Por ejemplo, en el caso del Laplaciano,m = 2, las trazas relevantes
de una solución son γ0u y γ1u. Con B0 = I y B1 = 0 la condición de frontera es
la condición de Dirichlet, mientras que B0 = 0 y B1 = I lleva a la condición de
Neumann. Otra condición clásica esB0 = a yB1 = b con a, b 6= 0, posiblemente
funciones en Y y no meramente constantes.
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El problema principal es probar que hay solución en el sentido óptimo
siguiente. El operador

Hm(M;E) 3 u 7→
[
Pu
BBBγu

]
∈

L2(M;F )
⊕

Hm−ν−1/2(Y;G)

tiene núcleo de dimensión finita, y rango cerrado de codimensión finita. En
otras palabras, es Fredholm.

La estrategia para confrontar el problema es usar una parametriz E de A
para convertir el problema en M en uno puramente en Y. Extendemos f al
complemento de M como cero, denotado χf , donde χ es la función caracte-
rística de M (esa extension ya es suficientemente buena). Si BA = I − RI,
AB = I − RD en X con operador integrales RI, RD con núcleo de clase C∞,
restamos Bχf de la solución que buscamos. Esto convierte el problema ori-
ginal en uno donde el lado derecho de la ecuación diferencial es 0: buscamos
u′ ∈ Hm(M;E) (u′ = u−Bχf) tal que

(6.3′)

{
Au′ = 0 en

◦
M

BBBu′ = g′ sobre Y

con g′ = g −BBBγBχf . Entonces u =
◦
r(u′ + Eχf) es la solución del problema

original. Aquí ◦r denota la operación de restricción a
◦
M. El lado derecho en

Au = 0 no es realmente 0, sino RDχf . Esto no importa porque RD es suavi-
zante. Notemos que como χf ∈ L2(M;F ), Bχf ∈ Hm y por lo tanto γBχf
está bien definido.

7. El proyector de Calderón

Continuamos con la notación de la sección anterior. Estamos interesados en
le problema (6.3′); escribimos u y g en lugar de u′ y g′. Las siguientes secciones
están basadas en el Capitulo 5 de [13]. Extendemos u, la solución putativa de
(6.3′) como 0 al complemento de M y denotamos la extension como χu (si u
esta definida en un entorno de M, vemos χ como la función característica de
M). Calculamos también Au, un elemento de C∞(M;F ) (o de L2(M;F )); su
extension como 0 es χAu. La diferencia

(7.1) A(χu)− χAu = Ãγu

depende solo de los valores de borde de u y sus derivadas normales hasta orden
m− 1, y de hecho es un operador de la forma
(7.2)

Ã : C∞(Y;Y E
⊕m) 3 v =

 v0

...
vm−1

 7→ ∑
k+`≤m−1

Dk
xδ ⊗ Ãk`v` ∈ C−∞(M;F )
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donde Ãk` ∈ Difm−k−`−1(Y;EY , FY). En esta fórmula,

δ = Xχ

es el resultado de aplicar el campo vectorial X a la función χ en el sentido
distribucional.

Si u ∈ Hm(M;E), Ãk`γ`u ∈ H`+1/2(Y;F ). Notemos que

C∞(Y;E⊕mY ) =

m−1⊕
k=0

C∞(Y, EY)

Supongamos que Au = 0 y apliquemos la parametriz B a ambos lados de
(7.1). Obtenemos

χu−RIχu = BÃγu.

Restringiendo aM y reorganizando,

(7.3) u =
◦
rRIχu+

◦
rBÃγu.

Esta fórmula da u si conocemos γu — módulo el término ◦
rRIχu el cual con-

sideramos como un error de clase C∞ y por lo tanto ignoramos. En la misma
fórmula, aplicando γ, obtenemos

(7.4) γu = γ
◦
rRIχu+ γ

◦
rBÃγu

El operador
CCC = γ

◦
rBÃ : C∞(Y;E⊕mY )→ C∞(Y;E⊕mY )

es el proyector de Calderón.
Un comentario antes de continuar. En la definición de CCC, Ãv es una dis-

tribución con soporte en Y, en particular, si no es cero, no es un elemento de
L2(X ;F ) (en general es un elemento de Hs(M;F ) con s < −n/2 −m + 1 si
v ∈ C∞(Y;E⊕mY )). Por lo tanto BÃv no necesariamente pertenece aHm(X ;E),
por ejemplo, y no esta claro que tenga trazas. Sin embargo, tiene:

Proposición 7.5 (Chazarain-Piriou [13, Capítulo 5, Teoremas 2.4 (i) y
2.5]). Si B es la parametriz de un operador diferencial elíptico y w es una
distribución con soporte en Y, o es la extension por 0 de una función C∞

en M, entonces Bw tiene trazas de todo orden en Y desde
◦
M (y desde el

complemento deM).

La hipótesis que B es una parametriz de un operador diferencia asegura que
la expansión del símbolo total de b en suma asintótica de términos homogéneos
consiste de términos que son expresiones racionales en la variable ξ.

En base a la proposición, CCC está bien definido.

Lema 7.6. El proyector de Calderón es una proyección pseudodiferencial:
esto es, CCC2 −CCC es un operador integral con núcleo de clase C∞.
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Demostración. Que CCC es una matriz de operadores pseudodiferenciales
es consecuencia de la Proposición 7.7, que no probaremos. Lo que sí probaremos
es que CCC es esencialmente una proyección, calculando directamente partiendo
de CCC2 = γ

◦
rBÃγ

◦
rBÃ. Expandimos Ãγ ◦rB de acuerdo a la definición de Ã:

Ãγ
◦
rB = Aχ

◦
rB − χA ◦rB.

En esta fórmula, el término χA ◦rB significa calcular A ◦rB en
◦
M, luego extender.

Como A es un operador diferencial, es local y A
◦
r =

◦
rA. Entonces A ◦rB =

◦
rAB =

◦
r(I − RD), y finalmente χA ◦rB = χ(I − RD). El término Aχ ◦rB es

simplemente AχB, así,

Ãγ
◦
rB = AχB − χ(I −RD).

Aplicando esto a Ã obtenemos

Ãγ
◦
rBÃ = AχBÃ− χ(I −RD)Ã.

En el segundo término, χI Ã significa mirar Ã en
◦
M, y extender por 0. Como

Ã produce deltas y derivadas en la frontera, es 0 en el interior. Por lo tanto
χI Ã = 0. Y RDÃ toma cualquier sección distribucional de E⊕mY y produce
una sección suave de F que podemos multiplicar por χ sin ningún problema.
Aplicando ahora B a la izquierda en ambos lados obtenemos

BÃγ
◦
rBÃ = BAχBÃ+BχRDÃ

= (I −RI)χBÃ+BχRDÃ

= χBÃ+ (BχRDÃ−RIχBÃ)

Finalmente, aplicando γ ◦r a la izquierda en el primer y ultimo miembros de
esta cadena de desigualdades llegamos a

γ
◦
rBÃγ

◦
rBÃ = γ

◦
rχBÃ+ γ

◦
r(BχRDÃ−RIχBÃ)

El primer término a la derecha es CCC, el segundo es un operador integral con
núcleo de clase C∞. �

Gracias a la estructura de E⊕mY podemos ver CCC como una matriz m ×m
de operadores Ck,` : C∞(Y;EY) → C∞(Y;EY), k, ` = 0 . . . ,m − 1. Usando la
descripción de Ã en (7.2),

CCCv =

m−1∑
k=0

γk
◦
rB

m−1∑
`=0

m−`−1∑
j=0

Dj
xδ ⊗ Ãj`v`,

y de esto resulta

Ck,`(v) = γk
◦
rB

m−1∑
`=0

m−`−1∑
j=0

Dj
xδ ⊗ Ãj`v.
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Los operadores Ck,` sin operadores pseudodiferenciales. Esto es consecuencia
de

Proposición 7.7 (Chazarain-Piriou [13, Capítulo 5, Teorema 2.4 (ii)]).
Si B ∈ Ψµ(X ;F,E), entonces

C∞(Y;F ) 3 w 7→ γ0B(δ ⊗ w)

es un operador pseudodiferencial, un elemento de Ψµ+1(Y;FY , EY).

Corolario 7.8. El operador Ck,` es un operador pseudodiferencial de or-
den k − `.

8. La condición de Lopatinski-Shapiro

El proyector de Calderón es una matriz de operadores de varios órdenes.
Para reducir las próximas cuentas al cálculo standard de operadores pseudo-
diferenciales, “arreglamos” CCC de manera que sea una matriz de operadores del
mismo orden y consistente con su acción sobre columnas de secciones de varios
órdenes. Sea Λs, para cada s ∈ R, un operador pseudodiferencial invertible de
orden s. Sea ΛΛΛ la matriz con diagonal Λ−m+`+1/2, ` = 0, . . . ,m− 1:

ΛΛΛ =


Λ−m+1/2 0 · · · 0

0 Λ−m+3/2 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · Λ−1/2


Entonces ΛΛΛ envía L2(Y;E⊕mY ) en

⊕m−1
`=0 Hm−`−1/2(Y;EY), el dominio que que-

remos (y necesitamos) para CCC. Definimos CCC′ = Λ−1CCCΛ. Las componentes de CCC′
son

C′k,` = Λm−k−1/2Ck,`Λ
−m+`+1/2

el cual vemos que es un operador pseudodiferencial de orden 0, gracias al Co-
rolario 7.8.

Cambiamos también el operador BBB:

BBB′ = BBBΛΛΛ

Así, si w ∈ C∞(Y;E⊕mY ),

(8.1) BBB′w =

m−1∑
`=0

B′`w`, B′` = B`Λ
−m+`+1/2 ∈ Ψ0(Y;EY , G),

La fórmula (7.3) produce la solución de (6.3′) si γu satisface la condición
de frontera. En esa fórmula, aplicando γ obtenemos (7.4), que ahora escribimos
como

γu = γ
◦
rRIχu+CCCγu.

Como γ ◦rRIχu es suave independientemente del comportamiento de u, igno-
ramos ese término. La condición de frontera requiere BBBCCCγu = g ∈ L2(Y;G).
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Considerando γu como incógnita v, por ahora solo una distribución, un ele-
mento de C−∞(Y;E⊕mY ), la condición es

BBB′CCC′w = g, w = ΛΛΛ−1v.

Esta es una ecuación pseudodiferencial. La existencia de una solución v para
cada g módulo errores en C∞(M;E) está garantizada por la existencia de una
parametriz a la derecha: Si QQQ ∈ Ψ0(Y;G,E⊕mY ) es tal que

BBB′CCC′QQQD = I −RRRD

con RRR ∈ Ψ−∞(Y;G), tomamos

v = ΛΛΛQQQDg, u =
◦
rBÃv.

Entonces BBBCCCv = BBBΛΛΛΛΛΛ−1CΛΛΛQQQDw = g y tenemos, en
◦
M,

A
◦
rBÃv =

◦
rABÃv =

◦
r(I −RD)Ãv = − ◦rRDÃΛΛΛQQQDg ∈ C∞(M;E)

y
BBBγ

◦
rBÃv = BBBCCCΛΛΛQQQDg = g −RRRDg.

Una condición suficiente para la existencia de QQQD es la sobreyectividad del
símbolo de BBB′CCC′. En este caso, el operador

(BBB′CCC′)(BBB′CCC′)?

tiene símbolo biyectivo, esto es, es elíptico, y si WWW es una parametriz de este
operador, entonces

QQQD = (BBB′CCC′)?WWW

es una parametriz de BBB′CCC′.
Describimos ahora la condición de sobreyectividad del símbolo principal de

BBB′CCC′ en términos topológicos.
Es inmediato que CCC′2−CCC′ es un operador en Ψ−∞(Y;E⊕mY ). Esto implica,

debido a la fórmula del símbolo principal de una composición (ver la Proposi-
ción III.8.4 para la versión local), que

ccc′(ξξξ) = σσ(CCC′)(ξξξ) : E⊕mp → E⊕mp , ξξξ ∈ Ṫ ∗Y, p = π(ξξξ)

es una proyección (esta vez exactamente): ccc′2 = ccc′(ξξξ). Esta proyección depende
de manera C∞ de ξξξ ∈ Ṫ ∗Y, y como consecuencia, las imágenes

Γξξξ = σσ(CCC′)(ξξξ)(Ep), ξξξ ∈ Ṫ ∗Y, p = π(ξξξ)

son las fibras de un subfibrado vectorial

Γ→ Ṫ ∗Y

de clase C∞ del fibrado vectorial End(π∗E⊕mY ) → Ṫ ∗M (ver el final de la
sección II.10).
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La condición de sobreyectividad de σσ(BBB′CCC′) es entonces la sobreyectividad
de la restricción de σσ(BBB′)(ξξξ) a Γξξξ → Gp (p = π(ξξξ)) para cada ξξξ ∈ Ṫ ∗Y. El
homomorfismo

bbb = σσ(BBB′)
∣∣
Γ

: Γ→ π∗G

es sobreyectivo en cada fibra.
Para unicidad—o al menos unicidad modulo un espacio de dimensión finita,

suponemos inyectividad de bbb fibra por fibra. Si este es el caso,[
bbb(ξξξ) ◦ ccc′(ξξξ)(
1− ccc′(ξξξ)

)] : E⊕mp →
Gp
⊕

E⊕mp

, p = π(ξξξ)

es inyectivo para todo ξξξ ∈ ·Y. Este es el símbolo principal (¡de orden cero!) del
operador pseudodiferencial

PPP =

[
BBB′ ◦CCC′
(1−CCC′)

]
∈ Ψ0(Y;E⊕mY , G⊕ E⊕mY ).

En este case, la inyectividad del símbolo principal de PPP implica que PPP? ◦PPP es
elíptico, y por lo tanto tiene una parametriz a la izquierda. Componiendo esa
parametriz conPPP? terminamos con una parametriz dePPP: HayQQQI ∈ Ψ0(Y;G⊕
E⊕mY , E⊕mY ) y RIRIRI de orden −∞ tal que

QQQI ◦PPP = I −RRRI.

Supongamos que u ∈ Hm(M;E) resuelve (6.3′) con g′ = 0. Afirmamos que
entonces

(8.2) PPPΛΛΛ−1γu ∈ C∞(Y;E⊕mY , G⊕ E⊕mY ).

En primer lugar,
BBB′ ◦CCC′Λ−1γu = BBB ◦CCCγu = g = 0

por hipótesis. En segundo lugar, (I −CCC)γu ∈ C∞(Y;E⊕mY ) si f = 0, ya que si
f = 0 podemos escribir (7.4) como

γu−CCCγu = γ
◦
rRIχu,

y el lado derecho siempre es un elemento de C∞(Y;E⊕mY ). De (8.2) obtenemos,
por un lado,

QQQIPPPΛ−1γu ∈ C∞(Y;E⊕mY ),

por otro
QQQIPPPΛ−1γu−RRRIu = γu.

Como el lado izquierdo es de clase C∞, el lado derecho también lo es.
La condición de Lopatinski-Shapiro es la invertibilidad de bbb. Como vimos,

la sobreyectividad de bbb implica existencia (modulo C∞), mientras que la inyec-
tividad implica unicidad módulo C∞.

Usando los operadores QQQI, QQQI y la reducción de f arbitrario a f = 0 para
ir de (6.3) a (6.3′) obtenemos:
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Teorema 8.3. Si el problema (6.3) satisface la condición de Lopatinski-
Shapiro, entonces

(8.4) Hm(M;E) 3 u 7→
[
Pu
BBBγu

]
∈

L2(M;F )
⊕

Hm−ν−1/2(Y;G)

es Fredholm.

La condición de Lopatinski-Shapiro es una una condición global.

9. La obstrucción de Atiyah-Bott

El proyector de Calderón para el problema de frontera (6.3) es un objeto
determinado por A sin referencia a la condición de frontera. Por lo tanto, el
subfibrado vectorial Γ→ Ṫ ∗Y de π∗E⊕mY cuyas fibra en ξξξ es σσ(CCC′)(ξξξ) también
es un objeto asociado directamente a A, sin referencia a la condición de frontera
(la escogencia del operador ΛΛΛ es inocua). La condición de Lopatinski-Shapiro,
que

bbb = σσ(BBB′)
∣∣
Γ

: Γ→ π∗G

es un isomorfismo, evidentemente implica que Γ es isomorfo a π∗G.
Por lo tanto, si A (siempre elíptico) es tal que Λ no es isomorfo a πG para

ningún fibrado G → Y, entonces A no admite una condición de frontera que
lleve a un problema bien planteado. Esta es la obstrucción de Atiyah-Bott.

Si la condición de Lopatinski-Shapiro no puede ser satisfecha, siempre es po-
sible imponer una condición de frontera de carácter global pero no pseudolocal.
Condiciones de este tipo se conocen como condiciones de Atiyah-Patodi-Singer.





Capítulo V

Teoría de Hodge

1. El problema

La teoría de Hodge es un esquema general que establece, bajo ciertas con-
diciones, una relación entre la cohomología de un complejo elíptico y el espacio
nulo de ciertos operadores asociados, llamados Laplacianos de Hodge. Hodge
desarrolló su teoría en el contexto del complejo de de Rham. Los elementos
esenciales no dependen del complejo en particular, solo de la elipticidad. Hoy
en día llamamos teoría de Hodge a la teoría general. El marco general es el
siguiente.

Un complejo de operadores diferenciales en una variedad X (compacta o
no, con o sin borde) consiste de fibrados vectoriales Eq → X , q = 1, . . . , Er,
y una sucesión de operadores diferenciales de primer orden (podría ser más
general)

(1.1) 0→ C∞(
◦
X ;E0)

A0−−→ C∞(
◦
X ;E1)→ · · ·

· · · → C∞(
◦
X ;Er−1)

Ar−1−−−→ C∞(
◦
X ;Er)→ 0

(usamos C∞c (
◦
X ;Eq) porque por ahora no excluimos la posibilidad de que X

tenga frontera no vacía) con la propiedad Aq+1 ◦ Aq = 0 para todo q. Esta
condición es equivalente a pedir que la imagen, BqA, de Aq−1 esté contenido en
el espacio nulo, ZqA, de Aq+1. El problema fundamental es la determinación de
la cohomología del complejo, esto es, los espacios

Hq
A = ZqA/B

q
A, q = 0, . . . , r.

Hay varios puntos de vista acerca de la relevancia de estos espacios. Una, como
obstrucción al problema analítico de la resolubilidad del problema

(1.2) Dada f ∈ C∞(X ;Eq+1) con Aq+1f = 0, hallar u ∈ C∞(X ;Eq) tal
que Aqu = f .

Al intentar encontrar una solución de la ecuación, notamos que si esta existe,
entonces necesariamente Aq+1f = 0. Por esto esa condición se añade de entrada
al planteamiento del problema. Claramente, la solución no existe si f /∈ Bq, y
por lo tanto, la no trivialidad de Hq es la obstrucción a la existencia de una
solución del problema (1.2) para f arbitrario (con Aq+1f = 0). La no trivialidad
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de Hq está ligada a propiedades topológicas de X y aspectos analíticos a veces
muy sutiles. En la relación con la topología de X yace, desde otro punto de
vista, la importancia de los espacios de cohomología.

En lo anterior el contexto fue cohomología en espacios de secciones de clase
C∞. Pero también uno puede confrontar el problema en el sentido distribucio-
nal, cambiando los espacios C∞(X ;Eq) por C−∞(X ;Eq) obteniendo así otro
complejo. Discutiremos cohomología en el contexto de espacios L2.

En general, la condición Aq+1 ◦Aq implica σσ(Aq+1)(ξξξ)◦σσ(Aq)(ξξξ) = 0 para
todo ξξξ (solo ξξξ 6= 0 es relevante). Por lo tanto, para cada ξξξ ∈ Ṫ ∗\0 hay un
complejo

0→ E0
x

σσ(A0)(ξξξ)−−−−−−→ E1
x → · · · → Er−1

x

σσ(Ar−1)(ξξξ)−−−−−−−→ Erx → 0, x = π(ξξξ).

La elipticidad del complejo original es la propiedad que este complejo de sím-
bolos es exacto para cada ξξξ ∈ T ∗X .

El caso más sencillo del Teorema de Hodge ocurre cuando X es una variedad
cerrada (esto es, compacta sin borde) y el complejo es elíptico. Fijando una
densidad positiva en X y productos Hermitianos en cada uno de los fibrados
Eq, definimos espacios L2 de secciones de esos fibrados y el adjunto formal A?q
de Aq. Los Laplacianos del complejo son los operadores

�q = A?qAq +Aq−1A
?
q−1

La elipticidad del complejo es equivalente a la elipticidad de cada uno de estos
operadores (ver Proposición 4.1), por eso la nomenclatura.

Teorema 1.3 (Hodge). En el contexto del párrafo anterior, Hq es canó-
nicamente isomorfo a ker�q.

Para la demostración, ver la Sección 6 más abajo. Desde le punto de vista
puramente en análisis global, el problema principal es la validez del teorema si
X no es cerrada.

2. Ejemplos: estructuras involutivas

Los dos complejos más comunes son el complejo de de Rham y el complejo
de Dolbeault, ambos introducidos en el Capítulo II. Hay un esquema general,
ver Treves [76], que incluye ambos y muchos otros de interés, como sigue.
Suponemos dado un subfibrado involutivo V ⊂ CTX . El complejo es similar a
los complejos de de Rham y Dolbeault en cuanto a que los fibrados vectoriales
asociados son la potencias exteriores del fibrado dual de V (usamos el dual del
conjugado de V por consistencia con la tradición en el caso de una variedad
compleja X , donde

∧0,1X es el dual (más bien, isomorfo al dual) del conjugado
de T 1,0X ), y a que los operadores están definidos de manera similar: definimos

D : C∞(X ;
∧qV∗)→ C∞(X ;

∧q+1V∗)
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como sigue. Si φ ∈ C∞(X ;
∧qV∗) y X0, . . . , Xq son campos vectoriales con

valores en V, esto es, elementos de C∞(X ;V), entonces

(2.1) Dφ(X0, . . . , Xq+1) =
1

q + 1

( q∑
0≤j≤q

Xjφ(X1, . . . , X̂j , . . . , Xq)

+
∑

0≤j<k≤q

φ([Xj , Xk], X1, . . . , X̂j , . . . , X̂k, . . . , Xq)
)
.

Recordemos que el ˆ indica que el ítem se omite. En esta fórmula, la involutivi-
dad de V se usa en la segunda suma. En el caso de una función f , la definición
lleva a

(Df)(X) = Xf, X ∈ C∞(X ;V),

lo cual dice que Df es el elemento de V∗ obtenido de df por restricción a V.
Esto es, si ι : V ↪→ CTX es la inclusión y ι : T ∗X → V∗ el mapa dual, entonces

Df = ι∗df.

Probar que D ◦ D = 0 exige algo de paciencia. Suponiendo este hecho,
obtenemos el complejo

0→ C∞(X ;C)
D−→ C∞(X ;

∧1V∗)→ · · ·

· · · → C∞(X ;
∧r−1V∗) D−→ C∞(X ;

∧rV∗)→ 0

Este esquema incluye el complejo de de Rham, el complejo de Dolbeault (con
p = 0 pero es fácil adaptarlo a p arbitrario), y los complejos CR. Estos últimos
son generalizaciones y abstracciones de un tipo de complejo que aparece na-
turalmente en hipersurpeficies reales en Cn o en general variedades complejas
como parte del estudio de propiedades de mapas holomorfos entre abiertos con
frontera suficientemente regular (esta es la hipersuperficie) de estas variedades.
Llevados a un segundo nivel de abstracción, esos complejos han sido objeto de
mucho estudio, particularmente en conexión con el problema de resolubilidad
local, el problema:

Dado p ∈ X y f una sección de
∧qV∗ de clase C∞ definida en un

entorno U de p tal que Df = 0, encontrar una sección u de
∧q−1V∗

definida en un entorno U ′ ⊂ U tal que Du = f en U ′.
Este problema (la regularidad no es importante) tiene solución en cualquier
grado p para el complejo de de Rham (en ese contexto es el Lema de Poincaré) y
para cualquier (p, q) en el caso del complejo de Dolbeault (el Lema de Poincaré-
Dolbeault). Pero hay ejemplos de complejos en los que el Lema de Poincaré
falla, o falla en ciertos grados y no en otros. El caso de complejos elípticos en
general no está resuelto, mas si en el caso de complejos elípticos en la categoría
que estamos discutiendo.
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Una particularidad del complejo asociado a un subfibrado V es:

(2.2)
Si φ ∈ C∞(X ;

∧qV∗) y ψ ∈ C∞(X ;
∧q′V∗), entonces

D(φ ∧ ψ) = (Dφ) ∧ ψ + (−1)qφ ∧ Dψ.

En particular si f : X → C es una función de clase C∞ y φ ∈ C∞(X ;
∧qV∗),

entonces
D(fφ) = fDφ+ D(f) ∧ φ.

En particular, D es un operador diferencial de orden 1, según la Definición
III.11.4.

Proposición 2.3. El complejo D es elíptico si y solo si V + V = CTX .

La suma V + V no es necesariamente directa.

Demostración. Sea ξξξ ∈ Ṫ ∗X . La relación rg σσ(D)(ξξξ) ⊂ kerσσ(D)(ξξξ) es
válida porque D ◦ D = 0 implica lo mismo a nivel de símbolos. Para relacionar
elipticidad con la caracterización de la proposición, calculamos el símbolo prin-
cipal de Dq explícitamente (temporalmente usamos subíndices para mantener
la pista del grado) usando (III.11.5). Tomamos ξξξ ∈ Ṫ ∗p0X y f : X → R de clase
C∞ con df(p0) = ξξξ. Con φ ∈ C∞(X ;

∧qV∗) tenemos

Dq(eiτfφ) = eiτfDq(φ) + D0(eiτf ) ∧ φ

= eiτfDq(φ) + ι∗d(eiτf ) ∧ φ = eiτfDq(φ) + iτeiτf (ι∗df) ∧ φ,
por lo tanto

ĺım
τ→∞

e−iτfDq(eiτfφ) = iι∗df ∧ φ.

Por lo tanto,

σσ(Dq)(ξξξ)(φ) = iι∗ξξξ ∧ φ, ξξξ ∈ T ∗pX , φ ∈
∧qV∗p.

Como Dq es un operador diferencial de primer orden,

T ∗pX 3 ξξξ 7→ σσ(D)(ξξξ) ∈ Hom(
∧qV∗,∧q+1V∗)

es un mapa lineal. Trabajando en la fibra sobre p vemos que la elipticidad del
complejo es equivalente a la propiedad:

si φ ∈
∧qV∗p y ι∗ξξξ ∧ φ = 0, entonces existe ψ ∈

∧q−1V∗p tal que φ = ι∗ξξξ ∧ ψ.
Esta propiedad a su vez es equivalente a la propiedad ι∗ξξξ 6= 0. Notando que ι∗
es un mapa lineal y que ξξξ 6= 0, la conclusión es que la elipticidad del complejo
es equivalente a la inyectividad del homomorfismo

ι∗ : T ∗X → V∗.
Por otro lado, un elemento ξξξ ∈ T ∗pX pertenece al espacio nulo de ι∗ si y solo si

〈ξξξ, v〉 = 0 para todo v ∈ Vp,



2. EJEMPLOS: ESTRUCTURAS INVOLUTIVAS 115

esto es, si y solo si ξξξ es un elemento del aniquilador, V⊥p , de Vp. Como ξξξ es un
covector real, 〈ξξξ, v〉 = 〈ξξξ, v〉. Obtenemos

ξξξ ∈ V⊥p ⇐⇒ [〈ξξξ, v〉 = 0 para todo v ∈ Vp] ⇐⇒ ξξξ ∈ V⊥p .

Por lo tanto ξξξ ∈ ker ι∗ si y solo si ξξξ ∈ V⊥p ∩ V⊥p . Pero este último espacio es
(Vp+Vp)⊥. Por lo tanto ker ι∗ = (Vp+Vp)⊥. De esto obtenemos ker ι∗ = 0 ⇐⇒
V + V = CTX . �

Si V + V = CTX , decimos que V es una estructura elíptica. La naturaleza
local de una estructura elíptica es simple:

Teorema 2.4. Existenm,κ ∈ N0 tales que cada p0 ∈ X tiene un entorno U
en el cual hay definidas funciones zj : U → C, j = 1, . . . ,m, t1, . . . , tκ de clase
C∞ tales que con xj = <zj, yj = =zj, las funciones z1, . . . , xm, y1, . . . , ym,
t1, . . . , tκ forman una carta local en U . Los campos vectoriales

∂zj , j = 1, . . . ,m, ∂tν , ν = 1, . . . , κ

conforman un marco de referencia de V.

Primero, para una tal estructura, la dimensión de CRp = Vp ∩ Vp es inde-
pendiente de p (X es conexo). Para ver esto, tomamos producto interno en TpX
el cual extendemos a un producto Hermitiano en CTpX . Sea Wp el subespacio
de Vp ortogonal a CRp. Entonces CTpX = Wp ⊕ CRp ⊕Wp. De aquí vemos
que dimC CRp = 2 dimC Vp−dimC CTpX , por lo tanto dimC CRp es constante,
digamos igual a κ. Automáticamente CR = V ∩ V es un subfibrado de CTX .
Como V es involutivo, también V lo es, por lo tanto CR es involutivo. Como
CR es cerrado por conjugación (evidentemente v ∈ V ∩V =⇒ v ∈ V ∩V), CR
es la complexificación de un subfibrado real R ⊂ TX , el cual es necesariamente
involutivo con fibras de dimensión (real) κ.

Teorema 2.5 (Frobenius). Por cada punto p0 ∈ X pasa una subvariedad
conexa maximal Lp de dimensión κ tal que TpLp0 = Rp para cada p ∈ Lp0 .

Para la demostración, ver [79]. La idea básica es considerar la relación de
equivalencia p ∼ p′ si y solo si existe una curva continua de p a p′, C∞ a
trozos, cuyos segmentos son curvas integrales de campos vectoriales con valores
en R. Cada clase de equivalencia es una de estas variedades. La maximalidad se
refiere a la propiedad: si L′ es una subvariedad de X con p0 ∈ L′ que satisface
TpL′ = Rp para cada p ∈ L′, entonces L′ ⊂ L′p0 .

Fijemos p0 ∈ X , tomemos una subvariedad S de X de dimensión dimX −κ
(escribiremos n = dimX ) con p0 ∈ S y Tp0S ∩ Rp0 = {0}. Hay funciones
t1, . . . , tn−κ definidas en un entorno U ⊂ X suficientemente pequeño de p0 en
X con diferenciales independientes tales que

S ∩ U = {p ∈ U : tν(p) = 0 para todo ν}.
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Usando continuidad podemos escoger U de manera que para todo p ∈ S ∩ U
vale TpS ∩ Rp = {0} y v ∈ Rp. Entonces, si p ∈ S ∩ U y v ∈ Rp, la condición
〈dtν , v〉 = 0 para todo ν implica v = 0. En efecto, 〈dtν , v〉 = 0 para todo
ν implica v ∈ TpS. En consecuencia, de nuevo suponiendo U suficientemente
pequeño, podemos encontrar campos vectoriales Tµ, µ = 1, . . . , κ, con valores
en R tales que 〈dtν , Tµ〉 = δjk. Sea

Wp = {v −
∑
µ

〈dtµ, v〉Tµ(p) : v ∈ Vp}, p ∈ S ∩ U .

Este es un subespacio de Vp isomorfo al espacio denotado de la misma manera
en el párrafo que precede al teorema. Su dimensión es dimC Vp − κ. Si v ∈ Wp

entonces vtν = 〈dtν , v〉 = 0 para todo ν, por lo tanto Wp también es un
subespacio de CTpS. Como Vp∩Vp = CRp,Wp∩Wp ⊂ CRp. PeroWp∩Rp =
{0}: necesariamente Wp ∩ Wp = {0}. Por lo tanto Wp + Wp es una suma
directa, un subespacio de CTpS dimensión compleja 2(dimC Vp − κ) = n− κ =
dimC CTp(S ∩ U). Por lo tanto

W ⊕W = CT (S ∩ U).

Esto dice que W es una estructura casi-compleja en S ∩ U . Veamos ahora
que es formalmente integrable. Si X, Y son campos vectoriales suficientemente
regulares en S ∩ U con valores en W, entonces [X,Y ] también es un campo
vectorial en S ∩ U con valores en W. Para ver esto, extendemos estos campos
al entorno U manteniendo sus valores en V. Así extendidos, [X,Y ] es un campo
vectorial en U con valores en V, porque V es involutivo. Pero como Xtν = 0 =
Y tν = 0 en S ∩U para todo j, también [X,Y ]tν = 0 en S ∩U para todo j. Esto
implica que [X,Y ] es un campo vectorial tangente a S∩U , también que [X,Y ]−∑
µ〈dtµ, [X,Y ]〉Tµ = [X,Y ], por lo tanto [X,Y ] tiene valores en W. Por lo

tantoW es involutivo. Por el Teorema de Newlander-Nirenberg, Teorema II.7.4,
S ∩ U es una variedad compleja, y hay funciones a valores complejos zj , j =
1, . . . , n−κ, definidas en un entorno de p0 en S tales que los campos vectoriales
∂zj forman un marco de referencia local de W. Extendemos estas funciones a
un entorno de p0 en X de manera que ellas son constantes en las variedades
integrales de R que intersectan a S cerca de p0. Continuamos denotando las
extensiones por zj . Las partes reales e imaginarias de estas funciones junto con
las tν conforman una carta local de X , y los campos vectoriales

∂zj , j = 1, . . . , n− κ, ∂tν , ν = 1, . . . , κ

conforman un marco de referencia de V en un entorno de p0 en X .

3. Cohomología en L2

Retornando al complejo abstracto (1.1), fijamos una densidad en X y métri-
cas Hermitianas en cada Eq. Con ellas, tenemos espacios de Hilbert L2(M;Eq).
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Hay ahora varias opciones para el complejo a estudiar (esto es, dominios Dq ⊂
L2(X ;Eq) para los Aq). Podemos tomar

Dqmáx = {u ∈ L2(X ;Eq) : Aqu ∈ L2(X ;Eq+1)}.

De Aq+1u ∈ L2(X ;Eq+1) y Aq+2(Aq+1u) = 0 ∈ L2(X ;Eq+3) concluimos que
Aq+1u ∈ Dmáx(Aq+2), tenemos un complejo

0→ D0
máx

A0−−→ D1
máx → · · · → Dr−1

máx

Ar−1−−−→ Drmáx → 0

llamado el complejo maximal o absoluto. Cada espacio Dqmáx es un espacio de
Hilbert con el producto interno

(3.1) (u, v)Aq = (u, v)q + (Aqu,Aqv)q+1, u, v ∈ Dqmáx

donde por ejemplo (u, v) es el producto interno en L2(X ;Eq). Escribiremos
‖u‖Aq para denotar la norma de u respecto a este producto interno. Complejos
de este tipo (dominios densos y cada operador con el dominio dado es cerrado)
son llamados complejos de Hilbert [10]. Como C∞c (

◦
X ;Eq) ⊂ Dqmáx, podemos

también definir
Dqmı́n = C∞c (

◦
X ;Eq) ,

la clausura en Dqmáx. Con estos espacios obtenemos el complejo minimal o re-
lativo,

0→ D0
mı́n

A0−−→ D1
mı́n → · · · → Dr−1

mı́n

Ar−1−−−→ Drmı́n → 0.

Para ver que en efecto un complejo, tomemos u ∈ Dqmı́n y una sucesión {uk}∞k=1

en C∞c (
◦
X ;Eq) que converge a u en la norma de Dqmáx. Para ver que v = Aqu ∈

Dq+1
mı́n , notamos que vk = Aquk ∈ C∞c (

◦
M;Eq+1), que vk → v debido a parte

de la condición uk → u en Dqmáx, y que Aq+1vk → Aq+1v, simplemente porque
Aq+1vk = 0 = Aq+1v.

El complejo minimal es igual al maximal si X es compacta sin borde; en
todos los demás casos estos dos complejos pueden ser distintos el uno del otro.
Sin suponer que ellos son iguales, pero admitiendo la posibilidad, supongamos
que tenemos subespacios cerrados Dq ⊂ Dqmáx con Dq ⊂ Dqmáx y con Aq(Dq) ⊂
Dq+1 de manera de tener un complejo de Hilbert

(3.2) 0→ D0 A0−−→ D1 → · · · → Dr−1 Ar−1−−−→ Dr → 0.

Usando D para referirnos a este complejo, sean ZqD el espacio nulo de Aq y B
q
D

la imagen de Aq1 . El cociente,

Hq
D = ZqD/B

q
D,

es el grupo de cohomología del complejo (3.2) en grado q. Es fácil ver que ZqD
es un subespacio cerrado de Dmáx. La norma de ZqD determina una seminorma
en Hq

D: si u ∈ H
q
D es la clase de equivalencia de u,

‖u‖ = ı́nf{‖u+Aq−1v‖ : v ∈ Dq−1}.
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Esta seminorma es una norma si y solo si BqD es un subespacio cerrado de Dqmáx.
Esto no es siempre verdad, de nuevo un efecto sutil de la interacción entre la
topología y el análisis del problema. En el caso en que BqD es un subespacio
cerrado, Hq

D es de nuevo un espacio de Hilbert, isomorfo al subespacio de ZqD
ortogonal a BqD.

4. Laplacianos y elipticidad

Continuando con el complejo (1.1) en el contexto de la sección anterior,
cada operador Aq : C∞c (

◦
X ;Eq)→ C∞c (

◦
X ;Eq+1) tiene un adjunto formal,

A?q : C∞c (
◦
X ;Eq+1)→ C∞c (

◦
X ;Eq)

definido por la condición

(Aqu, v)q+1 = (u,A?qv)q, u ∈ C∞c (
◦
X ;Eq), v ∈ C∞c (

◦
X ;Eq+1).

El Laplaciano del complejo (1.1) en grado q es el operador diferencial

�q = A?qAq +Aq−1A
?
q−1

Este es un operador de segundo orden.

Proposición 4.1. La elipticidad de �q es equivalente a la exactitud de

(4.2) Eq−1
π(ξξξ)

σσ(Aq−1)(ξξξ)−−−−−−−→ Eqπ(ξξξ)

σσ(Aq)(ξξξ)−−−−−−→ Eq+1
π(ξξξ)

en el término central para todo ξξξ ∈ ṪX .

Demostración. Escribimos aq = σσ(Aq)(ξξξ) y p = π(ξξξ). Usando la métrica
Hermitiana en las fibras Eq−1

p , Eqp , Eq+1
p , definimos

dq = a∗qaq + aq−1a
∗
q−1.

Este es σσ(�q)(ξξξ). el objetivo es relacionar el espacio nulo, hq, de dq con la
exactitud de (4.2) en el término central. La imagen de aq−1 es ortogonal a la
imagen de a∗q :

(aq−1η, a
∗
qθ) = (aqaq−1η, θ), η ∈ Eq−1

p , θ ∈ Eq+1
p .

También es ortogonal a hq. Para ver esto, notamos primero que

(4.3) φ ∈ hq ⇐⇒ aqφ = 0 = a∗q−1φ.

En efecto, si en la fórmula(
(a∗qaq + aq−1a

∗
q−1)φ, φ

)
= (a∗qaqφ, φ) + (a∗q−1aq−1φ, φ)

= (aqφ, aqφ) + (a∗q−1φ, a
∗
q−1φ) = ‖aqφ‖2 + ‖a∗q−1φ‖2

tenemos φ ∈ hq, entonces el miembro más a la izquierda es 0, por lo tanto
también el término más a la derecha. Ahora, con tal φ y con η ∈ Eq−1

p ,

(φ, aq−1η) = (a∗q−1φ, η) = 0.
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Igualmente hq es ortogonal a la imagen de a∗q y tenemos la suma ortogonal

(4.4) hq ⊕ rg aq−1 ⊕ rg a∗q .

Esta suma es igual a Eqp . Para ver esto, construimos una especie de inversa de
dq. Como dq : Eqp → Eqp es autoadjunto, hqp es igual al espacio ortogonal a su
rango. Por lo tanto, el operador

dq|hqp⊥ : hqp
⊥ → hqp

⊥

es invertible. Sea g′q la inversa y sea π0
q la proyección ortogonal en hq. Sea

gq = g′q ◦ (I − π0
q ) : Eqp → Eqp ; la imagen de este operador es hqp

⊥ pero usamos
la inclusión para terminar en Eq. Con él tenemos

gqdq = dqgq = I − π0
q .

Escribiendo la segunda igualdad como

I = π0
q + aq−1(a∗q−1gq) + a∗q(aqgq)

vemos que cualquier φ ∈ Eqp se descompone como la suma de uno en hq, uno
en rg aq−1, y uno en rg a∗q .

Si φ ∈ rg a∗q y aqφ = 0, entonces (aq−1a
∗
q−1 + a∗qaq)φ = 0, esto es φ ∈

hq ∩ rg a∗q , de lo cual deducimos que φ = 0.
Supongamos ahora que φ ∈ Eqp es tal que aqφ = 0. Si hq = {0}, entonces

φ = aqη + a∗aθ para algún η ∈ Eq−1
p y θ ∈ Eq+1

p . De aqφ = 0 deducimos que
aqa
∗
aθ = 0, por lo tanto a∗aθ = 0 y φ = aq−1η. Esto es, (4.2) es exacta en el

término central. Recíprocamente, si esto vale y φ ∈ hq, entonces en particular
aqφ = 0 y por exactitud existe η ∈ Eq−1

p tal que aq−1η = ψ. Pero entonces
φ ∈ hq ∩ rg aq−1, por lo tanto φ = 0. Concluimos que hq = {0}. �

La siguiente proposición recopila y abstrae algunas de las observaciones de
esta sección. Solo la dos última afirmaciones requieren algo más de argumentos.

Proposición 4.5. Sea

(4.6) S0 a0−→ S1 a1−→ S2 → · · · → Sr−1 ar−1−−−→ Sr

un complejo de espacios vectoriales de dimensión finita, sea Hq su espacio
de cohomología en grado q. Fijamos productos internos (Hermitianos si los
espacios son complejos) en cada Sq con los cuales definimos los mapas adjuntos
a∗q y los operadores dq. Sea hq = ker dq. Los espacios hq son canónicamente
isomorfos a los espacios Hq. En la descomposición

Sq = hq ⊕ rg aq−1 ⊕ rg a∗q ,

el espacio rg a∗q es isomorfo al espacio rg aq+1 via

aq|rg a∗q
: rg a∗q → rg aq+1.
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Por lo tanto,

(4.7)
r∑
q=0

(−1)q dim hq =

r∑
q=0

(−1)q dimSq.

Demostración. Usamos la notación en la prueba de la Proposición 4.1.
Probamos primero que Hq y hq son isomorfos, específicamente, que π0

q deter-
mina un isomorfismo Hq → hq. Si u ∈ ker aq representa a u ∈ Hq y v ∈ Sq−1

es arbitrario, entonces π0
q (u + aq−1v) = π0

qu, por lo tanto π0
qu no depende del

representante u ∈ u. Esto define πππ0
q : Hq → hq. Este mapa es sobreyectivo,

porque si u ∈ hq, entonces en particular aqu = 0, y u define un elemento en
u ∈ Hq.

Para probar inyectividad de πππ0
q probamos primero que

(4.8) aqgq−1 = gqaq.

La primera identidad en la siguiente cadena de implicaciones es inmediato:

aqdq−1 = dqaq−1 =⇒ gqaqdq−1gq−1 = gqdqaq−1gq−1

=⇒ gqaq(I − πq−1) = (I − π0
q )aq−1gq−1

=⇒ gqaq−1 = aq−1gq−1

Para llegar a la tercera implicación usamos (4.3) en el miembro izquierdo de la
igualdad y (4.4) en el miembro de la derecha. Usando aqu = 0 y (4.8)

I = π0
q + gqgqaq−1a

∗
q−1 + gqa

∗
q+1aq,

obtenemos

u = π0
qu+ aq−1gqa

∗
q−1u

Por lo tanto, si u ∈ u ∈ Hq y π0
qu = 0, entonces u es exacta y u = 0.

Veamos ahora que rg a?q es isomorfo a rg aq. Si u = a∗qw con w ∈ rg aq y
aqu = 0, entonces también a∗q−1u0 y por lo tanto u ∈ hq. Como la suma (4.4)
es directa, u = 0. Esto es,

aq|rg a∗q
: rg a∗q → rg aq

es inyectivo. Si v ∈ rg aq, entonces v = h+ u+ w para algún h ∈ hq, u ∈ rg a∗q
y w ∈ rg aq=1. Entonces v = aqu. Definiendo Sq = {0} para q < 0 o q > r y
aq = 0 para q < 1 o q ≥ r (esto no afecta en nada las cuentas), tenemos:

dimSq = dim hq + dim rg aq−1 + dim rg aq.
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Con esto,
r∑
q=0

(−1)q dimSq =

r∑
q=0

(−1)q dim hq +

r∑
q=0

(−1)q dim rg aq−1

−
r∑
q=0

(−1)q+1 dim rg aq

=

r∑
q=0

(−1)q dim hq + dim rg a−1 + (−1)rar

=

r∑
q=0

(−1)q dim hq.

�

Luego veremos que (4.7) relaciona la característica de Euler del complejo
de de Rham de una variedad cerrada con la característica de Euler clásica
calculada usando una triangulación de la variedad.

5. El complejo adjunto

Como 0 = (Aq ◦Aq−1)? = A?q−1 ◦A?q , tenemos un complejo adjunto formal

(5.1) 0← C∞(
◦
X ;E0)

A?0←−− C∞(
◦
X ;E1)← · · ·

· · · ← C∞(
◦
X ;Er−1)

A?r−1←−−− C∞(
◦
X ;Er)← 0

Como la elipticidad del complejo original es equivalente a la de cada uno de
los Laplacianos �q, y la elipticidad des estos es equivalente a la del complejo
adjunto (porque los Laplacianos del complejo original y los del complejo adjunto
formal son los mismos), (5.1) es elíptico. Denotamos Dq+1

máx y Dq+1
mı́n al dominio

máximo y mínimo de A?q . Con el producto interno en Dq+1
máx definido usando

A?q , este es un espacio de Hilbert y Dq+1
mı́n un subespacio cerrado.

En el caso del complejo de Hilbert (3.2), el complejo adjunto es el adjunto
de Hilbert: cada operador A?q adquiere como dominio el del operador adjunto
de

(5.2) Aq : Dq ⊂ L2(X ;Eq)→ L2(X ;Eq+1).

Este dominio es

Dq+1 = {v ∈ L2(X ;Eq+1) : Dq 3 u 7→ (Aqu, v) ∈ C es L2-continuo}
Si v ∈ Dq+1, la continuidad del mapa

Dq 3 u 7→ (Aqu, v)q+1 ∈ C
y la densidad de Dq en L2(X ;Eq) implican, por el teorema de representación
de Riesz (ver Rudin [64]), que existe un único elemento f ∈ L2(X ;Eq) tal que

(Aqu, v)q+1 = (u, f)q para todo u ∈ Dq.
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Este elemento f es por definición A∗qv (con ∗ en lugar de ?). Esta igualdad
también vale si u ∈ C∞c (

◦
X ;Eq), e interpretada en el sentido distribucional,

dice que A∗qv = A?qv. Por esto, realmente solo nos preocupamos del dominio, el
operador adjunto es el operador diferencial actuando en sentido distribucional.

En particular, el adjunto de Aq con dominio Dqmı́n es A?q con dominio Dq+1
máx.

Para ver esto, notamos que Dq+1
máx consiste, por definición, de los elementos

v ∈ L2(X ;Eq+1) tales que A?qv = f ∈ L2(X ;Eq), donde A?qv es interpretado
en el sentido distribucional. Que A?qv = f en este sentido significa exactamente
que

(5.3) (f, u)q = (v,Aqu)q+1 para todo u ∈ C∞c (
◦
X ;Eq).

Esto implica la continuidad de

(5.4) C∞c (
◦
X ;Eq) 3 u 7→ (v,Aqu)q+1 ∈ C

en L2, porque el lado derecho es igual a (f, u), por lo tanto |(v,Aqu)| ≤ ‖f‖‖u‖.
Como C∞c (

◦
X ;Eq) es denso en Dqmı́n, el dominio del adjunto de Aq con dominio

mínimo contiene a Dq+1
máx. Por otro lado, si v pertenece al domino del adjunto

de Aq con dominio mínimo, entonces (5.4) es continuo en L2(X ;Eq+1). Debido
al teorema de representación de Riesz, esto implica (usando que C∞c (

◦
X ;Eq) es

denso en L2(X ;Eq)) que existe f ∈ L2(X ;Eq) tal que (5.3) vale, y por lo tanto
A?qv = f en sentido distribucional. Esto es, Aqv ∈ L2(X ;Eq), y por definición,
v ∈ Dq+1

máx.
Por la simetría de la situación y usando que el adjunto del adjunto de un

operador cerrado densamente definido es el operador original, tenemos:

Lema 5.5. El adjunto de Aq con dominio Dqmı́n es A?q con dominio Dq+1
máx.

El adjunto de Aq con dominio Dqmáx es A?q con dominio Dq+1
mı́n .

Es conveniente introducir algo de notación. Ya hemos dado a Dqmáx el pro-
ducto interno (3.1). Definimos

Eq = {u ∈ Dqmáx : (u, v)Aq = 0 para todo v ∈ Dqmı́n},

análogamente Eq+1 ⊂ Dq+1
máx. El interés en estos espacios reside en lo siguiente.

Si Dq ⊂ Dqmáx es un subespacio cerrado que contiene a Dqmı́n, entonces hay un
único subespacio cerrado Dq ⊂ Eq tal que Dq = Dq + Dqmı́n; simplemente, Dq

es el subespacio de Dq ortogonal a Dqmı́n.
Debido a la definición del producto interno, si u ∈ Eq, entonces

(Aqu,Aqw)q+1 = −(u,w)q para todo w ∈ C∞c (
◦
X ;Eq).

En particular, |(Aqu,Aqw)q+1| ≤ ‖u‖q‖w‖q, esto es,

C∞c (X ;Eq) 3 w 7→ (Aqu,Aqw)q+1 ∈ C

es continuo. Esto implica que Aqu ∈ Dq+1
máx y que A?qAqu = −u. Esto es una

mitad de la demostración de:
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Lema 5.6. Tenemos

Eq = Dqmáx ∩ ker(A?qAq + I )

con el espacio nulo calculado en el sentido distribucional.

Para la demostrar la mitad que falta, tomemos u ∈ Dqmáx∩ker(A?qAq+I ). En
particular, u ∈ L2(X ;Eq) y Aqu ∈ L2(X ;Eq+1). Como A?q(Aqu) ∈ L2(X ;Eq),
Aqu ∈ Dq+1

máx. Tendemos ahora

(Aqu,Aqw) = (A?qAqu,w) por dualidad, para todo w ∈ C∞c (
◦
X ;Eq)

= (−u,w) porque u ∈ ker(A?qAq + I ),

y por lo tanto u ∈ Eq.

Corolario 5.7. EL operador Aq mapea Eq a Eq+1 y como tal es sobre-
yectivo con inversa −A?q .

Demostración. Si u ∈ Eq, entonces Aqu ∈ Dq
máx y A?qAqu = −u. Apli-

cando Aq a ambos miembros, obtenemos AqA?q(Aqu) = −Aqu. Por lo tanto
Aqu ∈ Eq+1. La fórmula A?qAqu = −u implica que −Aq es una inversa a iz-
quierda de Aq|Eq : Eq → Eq+1, y la fórmula AqA?qv = −v, válida si v ∈ Eq+1,
que A?q es una inversa a la derecha. Por lo tanto A?q : Eq+1 : Eq+1 → Eq es la
inversa. �

Proposición 5.8. Si Dq ⊂ Eq es un subespacio cerrado, el adjunto de Aq
con dominio Dq = Dq + Dqmı́n es A?q con dominio Dq+1 = Dq+1 + Dq

mı́n con
Dq+1 = Aq(D

q⊥). Aquí Dq⊥ es el subespacio de Eq ortogonal a Dq respecto al
producto interno (3.1).

Demostración. Si u0 ∈ Dqmı́n y u ∈ Dq de manera que u0 + u ∈ Dq, y
v0 + v ∈ Dq+1

máx con v0 ∈ Dq+1
mı́n y v ∈ Eq+1, entonces(

Aq(u0 + u), v0 + v
)
q+1
−
(
u0 + u,A?q(v0 + v)

)
q

= (Aqu, v)q+1 − (u,A?qv)q

usando el Lema 5.5 varias veces en diversas combinaciones. Si v0 + v pertenece
al dominio del adjunto de Aq con dominio Dq, entonces

(Aqu, v)q+1 − (u,A?qv)q = 0 para todo u ∈ Dq.

Con w = −A?qv (el Corolario 5.7 asegura que w ∈ Eq) esta condición es

−(Aqu,Aqw)q+1 − (u,w)q = 0 para todo u ∈ Dq.

usando −A?qAqw = w. Vemos que w ∈ Dq⊥ y por lo tanto v ∈ AqD
q⊥. El

argumento en reverso implica la otra inclusión. �

La siguiente proposición es la regularidad de los elementos de Eq.

Proposición 5.9. Si el complejo (1.1) es elíptico, entonces Eq es un subes-
pacio de C∞(

◦
X ;Eq).
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Demostración. Si u ∈ Eq, entonces A?q−1u = 0 porque u = −A?qAq. Por
lo tanto (Aq−1A

?
q−1 +A?qAq + I )u = 0. Como �q es elíptico, u ∈ C∞(

◦
X ) �

6. Teoría de Hodge en variedades cerradas

Continuamos suponiendo que (1.1) es un complejo elíptico y que hemos
fijado una densidad positiva suave y métricas Hermitianas en cada uno de
los fibrados vectoriales Eq. En toda esta sección, X es una variedad cerrada.
Tomamos como dominio de cada Aq su domino maximal.

Proposición 6.1. Si (1.1) es elíptico y X es cerrada entonces Dqmı́n =
Dqmáx, y por lo tanto C∞(X ;Eq) es denso en Dqmáx.

Demostración. Por la Proposición 5.9 sabemos que Eq ⊂ C∞(X ;Eq).
Como X es cerrada, C∞(X ;Eq) = C∞c (X ;Eq). Por definición, los elementos
de Dqmı́n son aproximables en la norma ‖ · ‖Aq por elementos de C∞(X ;Eq).
Por lo tanto, E ⊂ Dqmı́n, y concluimos que Dqmáx = Dqmı́n + Eq ⊂ Dqmı́n. �

Debido a esto, muchos argumentos generales se reducen a argumentos con
secciones de clase C∞. En lo que sigue Dqmáx será el dominio de Aq. Por ejemplo,
rgAq es Aq(Dqmáx). También Dq

mı́n = Dq
máx y C∞(X ;Eq) es denso en esos

espacios en la norma ‖ · ‖A?q .
Mucho de lo que sigue es similar a algunos de los argumentos en la demos-

tración de la Proposición 4.1.

Lema 6.2. El espacio nulo de �q en distribuciones, Hq, es un subespacio de
C∞(X ;Eq) de dimensión finita. Una sección distribucional u de Eq pertenece
a Hq si y solo si

(6.3) Aqu = 0 y A?q−1u = 0.

Demostración. Como�q es elíptico, su espacio nulo consiste de secciones
de clase C∞. Este espacio es un subespacio de L2(X ;E). Si u satisface (6.3),
entonces �qu = 0. Si u es suficientemente regular, entonces

(�qu, u)q = (Aqu,Aqu)q+1 + (A?q−1u,A
?
q−1u)q−1

En particular, si u ∈ Hq, el miembro de la izquierda es 0, por lo tanto también
el de la derecha. Como este último es ‖Aqu‖2q + ‖A?q−1u‖2q−1, (6.3) vale. �

Una sección u de Eq es armónica si satisface (6.3) (Hodge [28, p. 112]1).

Teorema 6.4. El operador

(6.5) �q : H2(X ;Eq) ⊂ L2(X ;Eq)→ L2(X ;Eq)

es Fredholm autoadjunto (aquí H2(X ;Eq) es el espacio de Sobolev de segundo
orden de secciones de Eq).

1La notación es curiosa, ver la p. 81 de esa referencia.
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Demostración. Como �q es elíptico de orden 2 y X es compacto, el
operador (6.5) es Fredholm (con parametriz de orden −2). Por lo tanto su
espacio nulo,Hq es un subespacio de C∞(E;X ) de dimensión finita y su imagen,
Rq, es un subespacio cerrado de L2(X ;Eq) de codimensión finita. El operador
(6.5) es simétrico, esto es,

(�qu, v)− (u,�qv) = 0 si u, v ∈ H2(X ;Eq).

Su adjunto tiene por dominio un subespacio de L2(X ;Eq), por regularidad elíp-
tica contenido en H2(X ;Eq). Por lo tanto, el dominio del adjunto es H2(X ;Eq)
también, y en consecuencia el operador es autoadjunto. �

Supongamos que u ∈ Dq
máx y v ∈ Dq−1

máx. Entonces

(u,Aq−1v)q = (A?q−1u, v)q−1.

Por lo tanto, Hq es ortogonal a rgAq−1. Igualmente, Hq es ortogonal a rgA?q .
Finalmente, si w ∈ Dq+1

máx entonces u = A?q ∈ Dq
máx por lo cual la fórmula vale,

y como A?q−1 ◦A?q = 0, rgAq−1 es ortogonal a rgA?q .

Teorema 6.6 (Descomposición de Hodge). Supongamos que (1.1) es elíp-
tico y X es cerrada. Entonces

(6.7) L2(X ;Eq) = Hq ⊕ rgAq−1 ⊕ rgA?q .

con factores mutuamente ortogonales.

Demostración. Ya vimos que los términos a la derecha en (6.7) son mu-
tuamente ortogonales. A demostrar, que la suma es todo el espacio ambiente.
Como (6.5) es Fredholm, Hq es un subespacio de C∞(E;X ) de dimensión fi-
nita. Su imagen, Rq, es un subespacio cerrado de L2(X ;Eq) de codimensión
finita. Como además (6.5) es autoadjunto, el rango es el espacio ortogonal a
Hq en L2(X ;Eq). Sea

Π0
q : L2(X ;Eq)→ L2(X ;Eq)

la proyección ortogonal en Hq, sea Hq⊥ su espacio nulo, el subespacio de
L2(X ;Eq) ortogonal a Hq (esto es, Rq). Si u ∈ H2(X ;Eq) entonces u−Π0

qu ∈
H2(X ;Eq). Por lo tanto la restricción

�q|Hq⊥∩H2(X ;Eq) : Hq⊥ ∩H2(X ;Eq)→ Rq

es biyectiva además de continua. Por el Teorema de la Transformación Abierta
(ver Rudin [64]), la inversa es continua (Rq es un espacio completo porque es
cerrado en L2(X ;Eq)). Sea G′q la inversa de este operador y definamos

Gq = G′q ◦ (I −Π0
q) : L2(X ;Eq)→ L2(X ;Eq).

La imagen de Gq es un subespacio de H2(X ;Eq) pero usamos la inclusión en
L2(X ;Eq); Gq es continuo, de hecho compacto porque es la composición de un
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operador continuo y la inclusión H2(X ;Eq) ↪→ L2(X ;Eq) es compacta. Por su
definición,

(6.8) Gq ◦�q = I −Π0
q, �q ◦Gq = I −Π0

q,

la primera igualdad en H2(X ;Eq), la segunda en L2(X ;Eq). La proyección Π0
q

es un operador integral de núcleo de clase C∞ (vemos esto usando una base
ortogonal para escribir la proyección explícitamente). La segunda fórmula es
equivalente a

u = Π0
qu+Aq−1

(
A∗q−1 ◦Gq(u)

)
+A?q

(
Aq ◦Gq(u)

)
.

Por lo tanto, la suma a la derecha en (6.7) es todo L2(X ;Eq). �

El operador Gq es el operador de Green de �q.

Proposición 6.9. El operador de Green de �q es un operador pseudodi-
ferencial de orden −2, autoadjunto y compacto como operador

(6.10) Gq : L2(X ;Eq)→ L2(X ;Eq).

Demostración. En general, Gq envía Hs(X ;Eq) en Hs+2(X ;Eq): si u ∈
Hs(X ;Eq) entonces

�q ◦Gqu = u−Π0
qu.

Como el lado derecho está en Hs(X ;Eq) y �q es elíptico de orden 2, Gqu ∈
Hs+2(X ;Eq). En particular, Gq mapea C∞(X ;Eq) en C∞(X ;Eq). Por eliptici-
dad, �q tiene una parametriz G̃q ∈ Ψ−2(X ;Eq), y existen operadores integrales
Ri,q, Rd,q con núcleo de clase C∞ tales que

G̃q ◦�q = I −Ri,q, �q ◦ G̃q = I −Rd,q,

Tenemos

Gq ◦ (I −Rd) = Gq ◦ (�q ◦ G̃q) = (Gq ◦�q) ◦ G̃q = (I −Π0
q) ◦ G̃q

de donde
Gq − G̃q = Gq ◦Rd −Π0

q ◦ G̃q
Como Gq mapea C∞(X ;Eq) en C∞(X ;Eq), lo mismo hacen cada uno de los
términos de la derecha en la fórmula anterior. De esto deducimos que Gq − G̃q
es un operador integral con núcleo de clase C∞ con lo que resulta que Gq, al
igual que G̃q, es un operador pseudodiferencial en Ψ−2(X ;Eq), por lo tanto
(6.10) es compacto, también autoadjunto (porque �q lo es). �

Como Π0
q es un operador integral con núcleo de clase C∞ y los operadores

Aq, A?q son diferenciales, cualquier fórmula válida en el contexto C∞ que in-
volucre composiciones entre estos y los operadores de Green es válida también
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en distribuciones. La imagen de Π0
q actuando sobre distribuciones es HqA(X ):

si φk es una base de HaqA(X ),

Π0
q(u) =

∑
k

(u, φk)qφq,

una combinación lineal de elementos de HqA(X ), ya sea u ∈ L2(X ;Eq) o una
distribución.

Lema 6.11. Tenemos

AqGq = Gq+1Aq, A?qGq+1 = GqA
?
q ,

Demostración. Tenemos

Aq�q = �q+1Aq

en el contexto C∞. Aplicando Gq+1 a la izquierda y Gq a la derecha en ambos
miembros, obtenemos

Gq+1 ◦Aq ◦ (I −Π0
q) = (I −Π0

q+1) ◦Aq ◦Gq.

Por el Lema 6.2, Aq ◦Π0
q = 0, y por la descomposición de Hodge, Π0

q+1◦Aq = 0.
Esto reduce la fórmula anterior a

Gq+1 ◦Aq = Aq ◦Gq.
Un argumento similar lleva a la otra fórmula. La validez de estas fórmulas en
C∞ junto con el hecho que los operadores son diferenciales o pseudodiferenciales
implica su validez también en distribuciones. Por ejemplo, la identidad Π0

q ◦
Aq−1 = 0 es valida en distribuciones. �

Teorema 6.12 (Hodge). Supongamos que (1.1) es elíptico y X es cerra-
da. El grupo de cohomología Hq

A(X ) calculado en C∞, L2, o distribuciones es
canónicamente isomorfo a Hq = ker�q.

Demostración. Lo que probaremos es que cada clase de cohomología en
grado q contiene un único elemento armónico. Si u es una tal clase, y u es
una sección distribucional de Eq que representa a u y si v una sección distri-
bucional de Eq−1, Π0

q(u + Aq−1v) = Π0
q(u) ∈ HqA(X ). Eso establece un mapa

ΠΠΠ0
q : Hq

A(X )→ HqA(X ). El mapa ΠΠΠ0
q es sobreyectivo, porque cada elemento de

HqA(X ) es cerrado, y por lo tanto representa un elemento de Hq
A(X ). Si para

u ∈ u tenemos Π0
q(u) = 0, la primera fórmula en (6.8) lleva a

u = Π0
qu+Gq ◦Aq−1 ◦A∗q−1u+Gq ◦A?q ◦Aqu = Gq ◦Aq−1 ◦A∗q−1u.

Usando el lema anterior obtenemos

Gq ◦Aq−1 ◦A∗q−1u = Aq−1 ◦Gq−1 ◦A∗q−1u.

por lo tanto u es exacta. Por lo tanto ΠΠΠ0
q es inyectivo, y es por lo tanto un

isomorfismo. �





Capítulo VI

Fórmula de Atiyah-Bott-Lefschetz

1. Puntos fijos y el número de Lefschetz

Sea X una variedad cerrada orientable de clase C∞ y f : X → X . El
número de Lefschetz de f es un número que representa una obstrucción a que
f sea homotópico a un mapa sin puntos fijos. En la versión original de Lefschetz
[44], ese número esta definido usando homología, como sigue. El mapa f induce
endomorfismos fff∗,q : Hq(X ;R)→ Hq(X ;R). Como X es compacta, los grupos
Hq(X ;R) tienen dimensión finita como espacios vectoriales sobre R, por lo
tanto fff∗,q tiene una traza trfff∗,q bien definida. El número de Lefschetz de f es

(1.1) Lf =

n∑
q=0

(−1)q trfff∗,q.

Para entender algo mejor lo que está pasando, usaremos una triangulación de
X . Pasando a un refinamiento de la triangulación y deformando f ligeramente,
uno puede suponer que f manda símplices en símplices. Si f no tiene puntos
fijos, podemos suponer que la triangulación es tan fina que f un símplice en
un símplice distinto. Viendo a f como mapa entre símplices en lugar de coho-
mología, vemos que su traza es cero: usando los símplices de dimensión q como
base, la matriz de f es una matriz (de enteros) con ceros en la diagonal. Por lo
tanto, si Lf 6= 0, f debe tener puntos fijos.

El teorema de Atiyah-Bott calcula el lado derecho de (1.1) analíticamente.
En la versión original de Lefschetz, la cohomología puede ser tomada como
la cohomología de de Rham, en la versión de Atiyah y Bott, es un complejo
diferencial elíptico de primer orden arbitrario. En la versión para el complejo
de de Rham uno puede tomas un mapa f : X → X arbitrario y usar los mapas
f∗ : C∞(X ;

∧q
) → C∞(X ;

∧q
) en cada grado q. La versión de Atiyah-Bott,

estos mapas tiene que ser especificados con más detalle.

2. Triangulaciones, homología simplicial, homología singular

Un símplice lineal de dimensión q es un conjunto ordenado σ de q + 1
elementos de algún Rm, σ = [v0, v1, . . . , vq], tal que {vj − v0 : j = 1, . . . , q} es

129



130 VI. FÓRMULA DE ATIYAH-BOTT-LEFSCHETZ

un conjunto independiente. La cápsula convexa de σ,

|σ| = {v0 +

q∑
j=1

tj(vj − v0) : tj ≥ 0, j = 1, . . . , n,

q∑
j=1

tq ≤ 1},

equivalentemente

|σ| = {
q∑
j=0

tj(vj − v0) : tj ≥ 0, j = 1, . . . , n,

q∑
j=0

tq = 1}.

es un subconjunto cerrado de un subespacio afín de Rm de dimensión q. Los
vectores v1 − v0, v2 − v0, . . . , vq − v0, en ese orden, especifican una orientación
de ese subespacio (permutaciones cíclicas no cambian la orientación).

Los puntos vj son los vértices de σ. Cualquiera de los símplices obtenidos
usando un subconjunto de los vértices de σ es una faz (o cara) de σ. El subcon-
junto se ordena de acuerdo al orden original del símplice. Si σ = [v0, . . . , vq],
su jésima faz es [v0, . . . , v̂j , . . . , vq].

Un complejo simplicial es un conjunto K de símplices lineales tal que i) si
σ ∈ K, todas las faces de σ también están en K, y ii) si σ, τ ∈ K y σ ∩ τ 6= ∅,
entonces σ ∩ τ es una faz de ambos (posiblemente σ = τ). Si máxσ∈K dimσ =
n es finito, decimos que K es un complejo de dimensión finita n. Esto no
significa que K es finito. En lo sucesivo nos limitamos a complejos simpliciales
de dimensión n cuyos símplices están contenidos en algún Rm fijo y tales que
cada uno de ellos intersecta solo un número finito de otros símplices de K.
Escribimos

|K| =
⋃
σ∈K
|σ|

Por las restricciones que hemos impuesto sobre K, este es un subconjunto de
algún Rm y como tal hereda una topología.

Si K es un complejo simplicial, K≤q es el conjunto de símplices de K de
dimensión menor o igual a q (el q-esqueleto) y Kq = K≤q\K≤q−1 , y Sq(K,Z)
es el grupo libre generado por Kq, los símplices de dimensión q; sus elementos
son cadenas simpliciales de dimensión q. Un elemento de Sq(K;Z) se representa
como ∑

σ∈Kq

nσσ

con enteros nσ, solo finitos de ellos son distintos de 0. El operador frontera

∂ : Sq(K,Z)→ Sq−1(K,Z)

se define en los generadores y se extiende por linealidad: Si σ = [v0, . . . , vq],

∂[v0, . . . , vq] =

q∑
j=0

(−1)j [v0, . . . , v̂j , . . . , vq].
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Con algo de paciencia se prueba que ∂ ◦ ∂ = 0, y por lo tanto definen un
complejo de cadena

S0(K,Z)
∂←− S1(K,Z)← · · · ← Sq(K,Z)← · · ·

El núcleo de ∂ : Sq(K,Z)→ Sq−1(K,Z) es Zq(K,Z), sus elementos son ciclos, la
imagen de ∂ : Sq+1(K,Z)→ Sq(K,Z) es Bq(K,Z), sus elementos son fronteras,
la homología del complejo simplicial en dimensión q con coeficientes en Z es

Hq(K,Z) = Zq(K,Z)/Bq(K,Z).

Si en lugar de Z usamos R (o un anillo R), tenemos homología con coeficientes
en R (o R).

Una triangulación de una variedad topológica de dimensión n es un com-
plejo simplicial K junto con un homeomorfismo Φ : |K| → X . La homología
simplicial de X es la de K.

Pasamos ahora a homología singular de X . El símplice standard de dimen-
sión q es ∆q = [e0, e1, e2, . . . , eq] con e0 = 0 y los ej , j = 1, . . . , q son (parte de)
los sucesivos elementos de la base canónica de Rm (m ≥ q) en el orden usual.
La jésima faz de ∆q es, como antes,

∆j
q = [0, e1, e2, . . . , êj , . . . , eq].

Un símplice singular de X es un mapa continuo ς : |∆q| → X . Si σ = [v0, . . . , vq]
es un símplice lineal y σ : |ς| → X es continua, entonces la composición de σ
con el mapa

|∆q| 3
q∑
j=1

tjej →
q∑
j=1

tjvj

define un símplice singular de X . Por ejemplo, si σ : |∆q| → X , σ||∆j
q|, la

restricción de σ a |∆j0
q |, determina un símplice singular vía composición con

|∆q−1| 3
q∑
j=1

tjej 7→
j0−1∑
j=1

tjej +

q−1∑
j=j0

tjej+1 ∈ ∆j0
q

El grupo libre generado por los símplices singulares de dimensión q es
Sq(X ;Z). Sus elementos, representados como sumas finitas∑

σ:|∆q|→X

cσσ

con coeficientes en Z (solo finitos de ellos pueden no ser nulos) son cadenas
singulares de dimensión q. El operador frontera ∂ : Sq(X ;Z) → Sq−1(X ,Z) se
define, como antes, sobre generadores, y se extiende por linealidad:

si σ : |∆q| → X , ∂(σ) =

q∑
j=0

(−1)qσ||∆j
q|
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De nuevo ∂ ◦ ∂ = 0. El complejo de cadena

S0(X ,Z)
∂←− S1(X ,Z)← · · · ← Sq(X ,Z)← · · ·

La homología de este complejo es la homología singular de X con coeficientes
en Z. Si en lugar de Z usamos R, entonces es la homología con coeficientes en
R.

Teorema 2.1. Si K es una triangulación de X , los grupos de homología
simplicial de X son canónicamente isomorfos a los de la homología singular.

Para la demostración ver Hatcher [24, p. 128]. Fijada el complejo simplicial
K y el homomorfismo φ”|K| → X , si σ es un q-símplice de K, entonces φ||σ| :
|σ| → X es un símplice singular (vía composición con el mapa |∆q| → |σ|). Esto
define un mapa Sq(K,Z)→ Sq(X ,Z) para cada q los cuales forman diagramas
conmutativos

· · · � Sq−1(X ,Z) � Sq(X ,Z)� Sq+1(X ,Z)� · · ·

· · · � Sq−1(K,Z) � Sq(K,Z)� Sq+1(K,Z) · · ·�

? ? ?

con los operadores frontera. De esto uno obtiene un mapa

Hq(K,Z)→ Hq(X ,Z).

El trabajo serio es probar que este mapa es un isomorfismo.
Los grupos Sq(X ;Z) = Hom(Sq(X ;Z),Z) también forman un complejo.

Cada mapa ∂ : Sq+1(X ,Z) → Sq(X ,Z) induce un mapa dual ∂′ : Sq(X ;Z) →
Sq+1(X ,Z): si φ : Sq(X ;Z)→ Z es un homomorfismo, φ◦∂ : Sq+1(X ,Z)→ Z es
un homomorfismo. Estos se ensamblan en el complejo de cocadenas singulares

S0(X ,Z)
∂′−→ S1(X ,Z)→ · · · → Sq(X ,Z)→ . . .

(es inmediato que ∂′ ◦ ∂′ = 0). Los respectivos grupos, núcleo/imagen, los
grupos de cohomología singular de X .

Pasando ahora a coeficientes reales, los grupos Sq(X ;R) son espacios vec-
toriales reales y ∂′ es el dual de ∂. El teorema que interesa ahora es:

Teorema 2.2 (de Rham [63]). Si X es una variedad de clase C∞, los
grupos de cohomología singular Hq(X ;R) son isomorfos a los grupos de coho-
mología del complejo de de Rham.

El libro de Hodge [28] tiene una demostración de este teorema probable-
mente más legible que la de de Rham para un analista. La estrategia es probar
que dada una base de Hq(X ,R) representada por cadenas cerradas σ1, . . . , σbq
formadas cada una por símplices con caras de clase C2, existen q-formas dife-
renciales ω cerradas de clase C2 tales queˆ

σi

ωj = δij .
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[28, p. 88]
Supongamos ahora que X es compacta. En este caso, los espacios de ho-

mología y de cohomología de X son finitamente generados. Los mapas fffq,∗ :
Hq(K,R) → Hq(K,R) determinan por dualidad mapas fff∗q : Hq(K,R) →
Hq(K,R). Con ellos, todavía

Lf =
∑
q

(−1)q trfff∗q .

Vía el teorema de de Rham, estos mapas son los mismos que uno obtiene usando
f∗ con formas diferenciales. Esto lleva a considerar el número de Lefschetz en el
contexto de cohomología de de Rham. Aquí empieza el trabajo de un analista.

Incidentalmente, la Proposición 4.5 con Sq = Sq(K,R), el Teorema 2.2
(con X compacto), el Teorema 2.1 y dimSq(K,R) = dimSq(K,R) implican
que

dimX∑
q=0

(−1)q dimHq
dR(X ) =

dimX∑
q=0

(−1)q dimSq(K,R).

El lado izquierdo se refiere a la cohomología de de Rham. Los números bq =
dimHq

dR(X ) son los números de Betti. derecho es la fórmula que nos enseñan
para la característica de Euler.

Como las cosas dependen de la existencia de triangulaciones, remarcamos
que variedades de clase C1 son triangulables (Cairns [11], Whitehead [81]).
Variedades topológicas de dimensión 2 son triangulables (Radó [61]), también
de dimensión 3 (Moise [55]). En dimensiones 2 y 3 (resp. Radó y Moise) las
triangulaciones son esencialmente únicas.

3. Complejos de espacios vectoriales de dimensión finita

El siguiente resultado permite calcular el número de Lefschetz explícita-
mente si uno conoce la triangulación (en el caso de dimensión finita).

Proposición 3.1. Dado el complejo (V.4.6) con los Sq espacios vectoriales
de dimensión finita, con productos internos (Hermitianos si son complejos),
supongamos también dados mapas fq : Sq → Sq en todos los grados q tales que

· · · - Sq−1 -
aq−1

Sq -
aq

Sq+1 - · · ·

· · · - Sq−1 -
aq−1

Sq -
aq

Sq+1 · · ·-

? ? ?
fq−1 fq fq+1

conmuta. Cada fq induce un mapa en cohomología, fffq : Hq → Hq. Como
los espacios Hq son finito-dimensionales, estos operadores, al igual que los fq,
tienen traza bien definida. Esas trazas están relacionadas por la fórmula

r∑
q=0

(−1)q tr fffq =

r∑
q=0

(−1)q tr fq.
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Demostración. Usaremos la notación de la Sección V.4. Probaremos pri-
mero que los mapas

fffq : Hq → Hq, π0
q f
q|hq : hq → hq

tienen la misma traza. En la descomposición (V.4.4) del espacio Sq, denotamos
por

π↑q , π
↓
q : Sq → Sq,

respectivamente, a las proyecciones ortogonales en rg aq−1 y rg a∗q . Estas pro-
yecciones pueden ser escritas usando los operadores gq:

π↑q = aq−1a
∗
q−1gq, π↓q = a∗qaqgq.

Debido a las definiciones,

(3.2) I = π0
q + π↑q + π↓q .

Esta fórmula es similar a (V.4.17). Si u ∈ ker aq representa un elemento u ∈ Hq,
entonces

fqu = (π0
q + π↑q + π↓q )fqu = π0

q f
qu+ π↑q f

qu,

la última igualdad porque

π↓q f
qu = a∗qgq+1aqf

qu = a∗qgq+1f
q+1aqu.

Como π↑q fqu es exacta, la clase fffqu de fqu en Hq es representada por el elemento
π0
q f
qu ∈ hq. Vemos que fffq, como operador hq → hq, es π0

q f
q|hq . Esto demuestra

que con el isomorfismo canónico πππ0
q : Hq → hq,

πππ0
qfff
qu = π0

q f
qπππ0
qu.

Como πππ0
q es un isomorfismo que entrelaza fffq y π0

q f
q|hq ,

tr fffq = trπ0
q f
q|hq .

Usando (3.2) de nuevo,

fq = (π0
q + π↑q + π↓q )fq(π0

q + π↑q + π↓q )

Expandiendo obtenemos una descomposición de fq en bloques, en donde vemos
que solo los bloques diagonales contribuyen a la traza:

tr fq = tr(π0
q f
qπ0
q + π↑q f

qπ↑q + π↓q f
qπ↓q ) = trπ0

q f
qπ0
q + trπ↑q f

qπ↑q + trπ↓q f
qπ↓q

Definimos
fq
�

= π0
q f
qπ0
q + π↑q f

qπ↑q + π↓q f
qπ↓q

tenemos

aqf
q
�

= aqπ
↓
q f
qπ↓q = π↑q+1aqf

qπ↓q = π↑q+1f
q+1aqπ

↓
q = π↑q+1f

q+1π↑q+1aq = fq+1
�

aq.

Por lo tanto, los mapas fq
�
también definen mapas

fff���
q : Hq → Hq
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Si de nuevo u ∈ ker aq, entonces, igual como con fq,

fq
�
u = π0

q f
q
�

+ π↑q f
q
�
u,

y de aquí vemos que fff���q, como mapa hq → hq, es igual al mapa definido por fffq.
Por lo tanto,

tr fffq = tr fff���
q.

Establecemos ahora una relación entre π↑q f
qπ↑q y π↓q−1f

q−1π↓q−1. Usando
(3.2) y

fqaq−1 = aq−1f
q−1, gqaq−1 = aq−1gq−1, y a∗q−1 = π↓q−1a

∗
q−1

en ese orden, tenemos

π↑q f
qπ↑q = aq−1a

∗
q−1gqf

qaq−1a
∗
q−1gq

= aq−1a
∗
q−1gqaq−1f

q−1a∗q−1gq

= aq−1a
∗
q−1aq−1gq−1f

q−1a∗q−1gq

= aq−1π
↓
q−1f

q−1π↓q−1a
∗
q−1gq.

El operador
a∗q−1gq|rg aq−1

: rg a↑q−1 → rg a∗q−1

es invertible, con inversa aq−1. En efecto, aq−1a
∗
q−1gq = πq ↑, el cual como

operador rg a↑q−1 → rg a↑q−1 es la identidad. De esto concluimos que

trπ↑q f
qπ↑q = trπ↓q−1f

q−1π↓q−1.

Por lo tanto
r∑
q=0

(−1)q tr fq =

r∑
q=0

(−1)q tr fq
�

=

r∑
q=0

(−1)q trπ0
q f
qπ0
q +

r∑
q=0

(−1)q trπ↑q f
qπ↑q +

r∑
q=0

(−1)q trπ↓q f
qπ↓q

=

r∑
q=0

(−1)q trπ0
q f
qπ0
q +

r∑
q=0

(−1)q trπ↓q−1f
q−1π↓q−1 +

r∑
q=0

(−1)q trπ↓q f
qπ↓q

=

r∑
q=0

(−1)q trπ0
q f
qπ0
q

=

r∑
q=0

(−1)q tr fffq.

�
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4. El teorema de Lefschetz de Atiyah-Bott

Continuamos con una variedad cerrada. suponemos dado el complejo elíp-
tico

(4.1) 0→ C∞(X ;E0)
A0−−→ C∞(X ;E1)→ · · ·

· · · → C∞(X ;Er−1)
Ar−1−−−→ C∞(X ;Er)→ 0.

Fijamos una densidad m en X de clase C∞ y métricas Hermitianas en cada
fibrado Eq.

Los mapas Φq : C∞(X ;Er)→ C∞(X ;Er) se definen usando los siguientes
ingredientes. Un difeomorfismo f : X → X , y morfismos φq : Eq → Eq que
cubren f−1 (ver la Sección II.10) con una propiedad adicional especificada en
un momento (todos los mapas son de clase C∞). Denotando la restricción de
φq a Ep por φqp, este es un mapa lineal Ep → Ef−1(p). Con f y φq definimos

Φq : C∞(X ;Er)→ C∞(X ;Er)

como sigue:

si η ∈ C∞(X ;Eq), sea Φq(η)(p) = φqf(p)(η(f(p))).

Desenredando la definición, vemos que Φq(η)(p) ∈ Ep, por lo tanto esto define
una sección Eq. Como los ingredientes son todos de clase C∞, el resultado
también lo es. Requerimos ahora que

(4.2) AqΦ
q = Φq+1Aq.

Es decir, los Aq forman un mapa de cocadena

· · · -C∞(X ;Eq−1) -
Aq−1

C∞(X ;Eq) -
Aq

C∞(X ;Eq+1) - · · ·

· · · -C∞(X ;Eq−1) -
Aq−1

C∞(X ;Eq) -
Aq

C∞(X ;Eq+1) · · ·-

? ? ?Φq−1 Φq Φq+1

el cual como ya hemos visto en varios contextos, define mapas en cohomología,

ΦΦΦq : Hq
A → Hq

A.

La colección de morfismos φq cubriendo f−1 con la propiedad (4.2) es un mor-
fismo geométrico.

Como X es compacta y el complejo es elíptico, los grupos (i.e., espacios
vectoriales) de cohomología son de dimensión finita, por lo lo tanto los ΦΦΦq

tienen trazas bien definidas, y podemos definir el número de Lefschetz:

LΦ =

r∑
q=0

(−1)q trHq
A.

Si p0 es un punto fijo de f (denotamos Fix(f) al conjunto de puntos fijos de
f), entonces φqp0 es un mapa Ep0 → Ep0 para cualquier q. Estos son de nuevo
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mapas entre espacios de dimensión finita (las fibras Eqp0 de los varios Eq) y por
lo tanto tenemos trazas bien definidas trφqp0 .

En el teorema original de Atiyah-Bott hay una condición adicional sobre
el mapa f : que el Jacobiano de f en cada punto fijo no tiene el número 1 como
autovalor. esto es:

si f(p0) = p0, entonces det(I − df(p0))| 6= 0

Decimos que f los puntos fijos de f son no-degenerados. El conjunto de puntos
fijos no-degenerados de f es un conjunto discreto, por lo tanto finito porque X
es compacta.

Teorema 4.3 (Atiyah-Bott). Si los puntos fijos de f son no-degenerados,
entonces

LΦ =
∑

p∈Fix(f)

r∑
q=0

(−1)q
trφqp

|det(I − df(p0))|
.

La demostración es la conjunción de dos pasos: primero, relacionar LΦ con
la traza de los mapas Φq (explicamos esta traza en el siguiente párrafo), luego
calcular esas trazas.

Si E → X es un fibrado vectorial con métrica Hermitiana y Q es un opera-
dor lineal L2(X ;E)→ L2(X ;E) con núcleo de SchwartzKQ continuo, podemos
restringir KQ a la diagonal en X × X . Usando ι : X → X × X , ι(p) = (p, p),
esta restricción es ι∗KQ. El resultado es una sección continua del fibrado de
endomorfismos de E: para cada p ∈ X , ι∗KQ(p) es un mapa lineal Ep → Ep.
Este mapa tiene traza, tr(ι∗KQ(p)), una función continua de p. La traza1 de Q

1Para relacionar esta fórmula con la traza de un operador en un espacio de dimensión
finita, supongamos que K es suficientemente regular. Lo siguiente puede ser justificado rigu-
rosamente (convergencia de sumas, cambios en el orden de integración) pero dejaremos eso
de lado. Sea ψ0, ψ1 . . . es una base ortonormal de L2(X ;E). Comenzando con

Q(u)(p) =

ˆ
X
K(p, p′)u(p′) dm(p′),

pasando a la serie de Fourier de Q(u),

Q(u)(p) =
∑
j

(Q(u), ψj)ψj(p) =
∑
j

ˆ
X

(K(·, p′), ψj)u(p′) dm(p′)

(la segunda igualdad resulta de cambiar el orden de integración) y sustituyendo

u =
∑
k

(u, ψk)ψk

obtenemos
Q(u) =

∑
j,k

= Kjk(u, ψk)ψj

con
Kkj =

ˆ
X

(K(·, p′), ψj)ψk(p′) dm(p′).

Notando que ∑
j

(K(·, p′), ψj)ψj(p′) = K(p′, p′)
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se define como

TrQ =

ˆ
X

tr(ι∗KQ) dm.

Si tr(ι∗KQ) es una distribución, interpretamos la fórmula en sentido distribu-
cional:

TrQ = 〈tr(ι∗KQ), 1〉.
Como veremos en un momento, el núcleo de Schwartz de Φq es una distri-

bución en X × X con soporte en el gráfico de f ,

Γ(f) = {(p, f(p)) : p ∈ X}.

Debido a esto, la restricción de su núcleo de Schwartz a la diagonal, ι∗KΦq , es
un asunto delicado. Es aquí donde la hipótesis sobre f entra en juego.

Para ver esto consideremos momentáneamente como modelo el caso de
f actuando sobre funciones, u 7→ u ◦ f = f∗u. Lo siguiente esta basado en
Guillemin-Strernberg [22, Cap 6, §2]. Suponiendo u, v ∈ C∞(X ), tenemos

〈f∗u, v〉 =

ˆ
K

f∗u(p) v(p) dm(p) =

ˆ
u(f(p))v(p) dm(p) = 〈K, v � u〉

donde (v � u)(p, p′) = v(p)u(p′) y K es la distribución que aplicada a w ∈
C∞(X ) produce

〈K,w〉 =

ˆ
X
w(p, f(p)) dm(p).

Evidentemente, si w es cero cerca de Γ(f), entonces 〈K,w〉 = 0. Por lo tanto,
el soporte de K es Γ(f). El mismo argumento, con algo más de cuidado en la
definición de K, vale en el caso en el caso de Φq. Continuando con el modelo,
vemos que los únicos sitios donde hay problemas con la restricción a diag(X )
son los puntos de Γ(f) ∩ diag(X ): los puntos fijos de f . Si p0 ∈ Fix(f) y
χ ∈ C∞(X×X ) tiene soporte contenido en un entorno suficientemente pequeño
de p0 y es igual a 1 cerca de p0, entonces la restricción de χK a diag(X ) ofrece
dificultades solo en (p0, p0). Escogiendo coordenadas cerca de p0, denotando
x0 = x(p), podemos escribir

χ(x, f(x))w(x, f(x)) =
1

(2π)n

ˆ
ei(f(x)−x′)·ξχ(x, x′)w(x, x′) dx′ dξ

y con esto,

〈χK,w〉 =

ˆ
Rn×Rn

[ 1

(2π)n

ˆ
ei(f(x)−x′)·ξ dξ

]
χ(x, x′)w(x, x′) dx′m0(x)dx

resulta ∑
j

Kjj =

ˆ
X

(K(·, p′), ψj)ψj(p′) dm(p′) =

ˆ
X
K(p′, p′) dm(p′)
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Esto es, en coordenadas locales, y abusando de la notación pretendiendo que
la integral realmente es una integral,

(4.4) χ(x, x′)K(x, x′) =
χ(x, x′)

(2π)n

ˆ
ei(f(x)−x′)·ξ dξ.

La integral es en realidad una distribución obtenida como sigue. Escogemos
una función ω∈C∞c (Rn) con ω(ξ) = 1 si ξ está cerca de 0 y trabajamos con

(4.5) χ(x, x′)Kε(x, x
′) =

χ(x, x′)

(2π)n

ˆ
ei(f(x)−x′)·ξω(εξ) dξ, ε > 0.

La integral ahora es legal y uno puede probar que el límite en distribuciones
cuando ε→ 0 es la “integral” original. La expansión de Taylor de primer orden
de la componente fj de f alrededor de x0 es

fj(x) = x0
j +

n∑
k=1

Fkj(x, x0)(xk − x0
k)

usando que f(x0) = x0, con

Fkj(x
0, x0) =

∂fj
∂xk

(x0).

En (4.5) remplazamos x′ = x. Esto es restringir a la diagonal; no hay problema
con esto porque χ(x, x′)Kε(x, x

′) es de clase C∞. En el exponente (f(x)−x) · ξ
reemplazamos f :

(f(x)− x) · ξ =

n∑
j=1

(x0
j − xj)ξj +

n∑
j,k=1

Fkj(x, x
0)(xk − x0

k)ξj

=

n∑
j=1

(x0
j − xj)

n∑
k=1

(
δjk − Fjk(x, x0)

)
ξk

Escribimos esto como (x0 − x) ·
(
I − F (x, x0)

)
ξ con la matriz F (x, x0)] =

[Fjk(x0, x0)], ξ visto como columna. Remplazando esto en el exponente en (4.4)
obtenemos

(4.6) χ(x, x)Kε(x, x) =
χ(x, x)

(2π)n

ˆ
ei(x

0−x)·(I+F (x,x0))ξω(εξ) dξ.

Hasta ahora no hemos usado ninguna propiedad de f excepto que es de clase
C∞. Suponemos ahora que p0 es un punto critico no-degenerado. La matriz
F (x0, x0) = es la matriz Jacobiana de f en x0, y la condición de no-degeneración
de f en p0 es que (I − df(x0)) es no-degenerada. Por lo tanto, el cambio de
variables

η = (I − F (x, x0))ξ
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es legal si x está cerca de x0, lo que aseguramos escogiendo el soporte de χ con
algo de cuidado. El cambio de variables lleva a

(4.7) χ(x, x)Kε(x, x) =
χ(x, x)

(2π)n

ˆ
ei(x

0−x)·η ω(εξ(x, x0, η))

|det(I − F (x, x0))|
dη

con ξ(x, x0, η) = (I − F (x, x0))−1η. Vemos aquí como aparece el factor en el
denominador. Al tomar el límite con ε→ 0, esto converge a

χ(x, x)

|det(I − F (x, x0))|
δx0 =

χ(x0, x0)

|det(I − F (x0, x0))|
δx0 =

1

|det(I − df(x0))|
δx0(x)

donde δx0 es la delta de Dirac en x0. Hemos usado g(x)δx0(x) = g(x0)δx0(x) si
g es continua. Por lo tanto

ι∗K =
∑

p∈Fix(f)

1

|det(I − df(p))|
δx0

si cada punto fijo de f es no-degenerado.

En el caso de los Φq y el número de Lefschetz, debemos llevar el problema
a uno donde las cuentas anteriores son relevantes. Hacemos esto usando la
resolvente de �q. Esta es la familia

λ 7→ (�q − λI )−1, λ ∈ res(�q)

donde res(�q) = C\ spec(�q) es el conjunto resolvente de �q. Los Laplacia-
nos �q son operadores diferenciales elípticos de orden 2, autoadjuntos como
operadores (V.6.5), con parametriz Gq compacta como operador (6.10). Por lo
tanto su espectro es un subconjunto discreto de R sin puntos de acumulación.
La propiedad

(�qu, u)q ≥ 0

con el producto interno en L2(X ;Eq) implica que el espectro es un conjunto
de números no-negativos. Sea

E
q
λ = ker(�q − λI ).

Debido a la elipticidad de �q−λI y la compacidad de X , este es un subespacio
de C∞(X ;Eq) de dimensión finita. Si λ no es un autovalor de �q, E

q
λ = 0.

Definimos
Π

E
q
λ
q : L2(X ;Eq)→ L2(X ;Eq)

como la proyección ortogonal en E
q
λ. Usamos esto para escribir la resolvente

como

(4.8) (�q − λI )−1 =
∑

ζ∈spec(�q)

1

ζ − λ
Π

E
q
ζ
q .
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El lado derecho de esta fórmula converge puntualmente (aunque no en norma):
si u ∈ L2(X ;Eq), entonces2

‖u‖2q =
∑

ζ∈spec(�q)

‖Π
E
q
ζ
q u‖2q

(esto es fácil de ver usando la identidad de Parseval). Esto de inmediato implica∑
λ∈spec(�q)
ζ′≤ζ<ζ′′

1

|ζ − λ|2
‖Π

E
q
ζ
q u‖2q → 0 cuando ζ ′, ζ ′′ →∞ con ζ ′ < ζ ′′

de lo cual deducimos que la sucesión de sumas parciales es de Cauchy. El opera-
dor (�q−λI )−1 es continuo como operador L2(X ;Eq)→ L2(X ;Eq), un opera-
dor pseudodiferencial de orden −2 que depende analíticamente de λ ∈ res(�q).
Su núcleo de Schwartz no es una función (es una distribución con soporte sin-
gular en la diagonal de X × X ). Para obtener una función, diferenciamos con
respecto a λ un número de veces y así obtener un denominador útil en lo que
a convergencia se refiere. Obtenemos

(4.9) (�q − λI )−` =
∑

ζ∈spec(�q)

1

(ζ − λ)`
Π

E
q
ζ
q .

Observamos que por ser la inversa de un operador elíptico, esta es una familia de
operadores pseudodiferenciales. Con n = dimX , sabemos por el Lema III.4.13
que su núcleo es una función continua si el orden de (�q − λI )−` es menor que
−n, esto es, si ` > n/2.

El rol de (4.9) es que (con ` suficientemente grande), su núcleo de Schwartz,
Kλ
q , es continua y (−λ)`Kλ

q converge al núcleo de Schwartz de la identidad
cuando λ→ −∞. El efecto neto será que

(−λ)` Tr
(
Φq ◦ (�q − λI )−`

)
→ Tr Φq cuando λ→ −∞.

Este es el ingrediente básico de la segunda fase de lo que probaremos; el cómputo
final es similar al del modelo que describimos arriba. La primera fase involucra
probar

(4.10) LΦ = (−λ)`
m∑
q=0

(−1)q Tr
(
Φq ◦ (�q − λI )−`

)
lo cual conlleva como paso intermedio probar

(4.11) Tr
(
Φq ◦ (�q − λI )−`

)
=

∑
ζ∈spec(�q)

1

(ζ − λ)`
Tr(Φq ◦Π

E
q
ζ
q )

(un intercambio de límites) y es en esto que enfocamos la atención ahora.

2El subíndice q es una referencia a Eq , no a la norma en un espacio de Sobolev.
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Comenzamos con probar que Tr
(
Φq ◦ (�q − λI )−`

)
está bien definida.

Suponemos que hemos fijado ` suficientemente grande de manera que Kλ
q ,

el núcleo de Schwartz de (4.9), es continuo. Hay dos puntos de vista equi-
valentes sobre este núcleo. Uno, que es una sección (continua) del fibrado
Hom(π∗DE, π

∗
IE) → X × X (ver la parte final de la Sección II.10) obtenido

usando usando las proyecciones

X × X

X X





�

J
JĴ

πI πD

La fibra de Hom(π∗DE, π
∗
IE)→ X×X sobre (p, p′) es un mapa lineal Ep → Ep′ .

Desde este punto de vista, Kλ
q (p, p′) : Ep′ → Ep es lineal y si u es una sección

de E, digamos continua, entonces Kλ
q (p, p′)(u(p′)) es un elemento de Ep. La

integral ˆ
X
Kλ
q (p, p′)u(p′) dm(p′)

es una integral de una función X → Ep. El resultado con p variando es una
sección de E. El otro punto de vista es simplemente ver Hom(π∗DE, π

∗
IE) como

el fibrado π∗IE⊗π∗RE∗. A veces es más fácil ver Kλ
q usando una versión, a veces

la otra.
Calculamos Φq ◦ (�− λI )−`(u)(p) con u continua.

[Φq ◦ (�− λI )−`(u)](p) = φqf(p)[(�− λI )−`(u)(f(p))]

= φqf(p)

(ˆ
X
Kλ
q (f(p), p′)u(p′) dm(p′)

)
=

ˆ
X

(
φqf(p) ◦K

λ
q (f(p), p′)

)
(u(p′)) dm(p′).

En la segunda línea, el argumento de φqf(p) es un elemento de Ef(p). En la
tercera tenemos la composición

Ep′
Kλ
q (f(p),p′)
−−−−−−−→ Ef(p)

φq
f(p)−−−→ Ep.

La función

X × X 3 (p, p′) 7→ φqf(p) ◦K
λ
q (f(p), p′) ∈ Hom(Ep′ , Ep)

define una sección continua de Hom(π∗DE
q, π∗IE

q). Sobre la diagonal,

X 3 p 7→ φqf(p) ◦K
λ
q (f(p), p) ∈ Hom(Ep, Ep)

esta es una sección continua con traza fibra a fibra. En particular,

Tr
(
Φq ◦ (�q − λI )−`

)
está bien definida.
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Para probar (4.11) necesitamos información algo más precisa sobre la suma
en (4.9). Para esto usaremos la estimación de Weyl de la función que cuenta
los autovalores de �q:

λ−n/2
∑
ζ<λ

dimE
q
λ = Cq

para cierta constante Cq > 0. Enumerando los autovalores en orden creciente,
0 ≤ λq0 ≤ λ

q
1 ≤ . . . incluyendo multiplicidad (está claro que q es una referencia

a Eq, no una potencia), tenemos que para cada ε > 0 existe λ̃ tal que λ > λ̃
implica

Cq − ε < λ−n/2#{k : λqk < λ} < Cq + ε

Si j es suficientemente grande, λqj > λ̃ y tenemos

Cq − ε < (λqj)
−n/2#{k : λqk < λqj} < Cq + ε

Evidentemente #{k : λqk < λqj} = j, por lo tanto3

(4.12) Cq − ε < (λqj)
−n/2j < Cq + ε.

Sea ψqj una base ortonormal de L2(X ;Eq) tal que �qψ
q
j = λqjψ

q
j . La de-

sigualdad (III.13.4) en el caso presente con s = 0 es

‖u‖H2`0 ≤ C0(‖�`0q u‖L2 + ‖u‖L2)

con alguna constante C0 > 0 cuyo valor exacto no importa, pero por supuesto
es independiente de u (aunque si de `0). Sustituyendo ψ

q
j en lugar de u tenemos

‖ψqj‖H2`0 ≤ C0(‖(λqj)
`0ψqj‖L2 + ‖ψqj‖L2) = C0(1 + λqj)

`0 .

Si 2`0 > n/2, esto implica que

‖ψqj‖L∞ ≤ C0(1 + λqj)
`0

gracias a la Proposición III.6.6. Fijamos `0 de manera que esta conclusión sea
correcta.

La acotación significa lo siguiente. Si ηα, α = 1, . . . , αdq es un marco de
referencia local suave de Eq en un conjunto abierto U ⊂ X y la métrica de Eq

3De esto obtenemos
1

λqj
<

(Cq + ε)2/n

j2/n

Vemos que ∑ 1

(λqj )
`

converge si 2` > n. Esto esta en acuerdo con las potencias (�q − λI )−` que resultan en un
operador con traza. En conclusión, si ` > n/2 tenemos que∑ 1

|ζ − λ|`
tr Πλq

converge (esta es una serie de términos positivos).



144 VI. FÓRMULA DE ATIYAH-BOTT-LEFSCHETZ

en π−1(U) es hq(ηα, ηβ) = hαβ con funciones suaves hqαβ . Si ψ
q
j =

∑dq
β=1 ψjβηβ

en U , entonces

|
dq∑

α,β=1

hqαβ(p)ψjα(p)ψjβ(p)| ≤ C(1 + λqj)
`0 .

En particular como hay c > 0 tal que c
∑dq
α=1 |ξ|2 ≤

∑dq
α,β=1 h

q
αβξαξβ ,

(4.13)
dq∑
α=1

|ψjα|2 ≤ (C0/c)(1 + λqj)
`0 en U

La estimación depende del marco de referencia local escogido, pero lo que im-
porta es que la constante C0/c no depende de j.

Denotamos por Π
ψqj
q a la proyección ortogonal en el espacio generado por un

elemento ψqj . Este es un operador integral con núcleo de Schwartz K
ψqj
q ∈ C∞.

Lema 4.14. La traza puntual en p del núcleo de Schwartz de Φq ◦ Π
ψqj
q

satisface

| trφqf(p) ◦K
ψqj
q (f(p), p)| ≤ C(1 + λqj)

`0

con C independiente de j.

Demostración. Omitimos la referencia a q y j. Sea ηα, α = 1, . . . , d, un
marco de referencia de E sobre un conjunto abierto U ⊂ X . Con la métrica en
E, denotada por h, tenemos

hp(ηα(p), ηβ(p)) = hαβ(p)

con funciones hαβ ∈ C∞(U). Si u tiene soporte en U y u =
∑d
α=1 uαηα,

Π(u) = (u, ψ)ψ(p) =

ˆ
X

d∑
α,β=1

hαβ(p′)uα(p′)ψβ(p′) dm(p′)ψ(p)

con ψ =
∑
β ψβηβ . Esto es, el núcleo de Schwartz en X × U es

U × U 3 (p, p′) 7→ K(p, p′) ∈ Hom(Ep′ , Ep),

K(p, p′)(

d∑
α=1

ξαηα(p′)) =

d∑
α,β=1

ξαhαβ(p′)ψβ(p′)ψ(p).

Sea p0 ∈ U , supongamos V es un entorno de p′0 = f(p0) contenido en f(U)
en el cual tenemos el marco de referencia η′1, . . . , η′d, α = 1, . . . , d, de E. Usando
la continuidad de f podemos suponer (reduciendo U) que V = f(U). Usando
los marcos de referencia en V y U , el mapa que nos interesa,

K(f(p), p′) : Ep → Ef(p),
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es
d∑

α=1

ξαηα(p′) =

d∑
α,β=1

ξαhαβ(p′)ψβ(p′)ψγ(f(p))η′γ(f(p))

Escribimos ahora una fórmula para el núcleo de Schwartz de Φ ◦ Π. Si
p ∈ U , entonces φf(p) es una función lineal Ef(p) → Ep. Usando los marcos de
referencia en V y U , la acción de φf(p) es

Ef(p) 3
∑
γ

ξγη
′
γ(f(p)) 7→

∑
γ,δ

ξγφf(p),γδηδ(p) ∈ Ep, p ∈ U .

Las funciones φαγ son de clase C∞ en V.
La composición φf(p) ◦K(f(p), p′) evaluada en ηα(p′) es

φf(p) ◦K(f(p), p′)(ηα(p′)) = φf(p)

(∑
β,γ

hαβ(p′)ψβ(p′)ψγ(f(p))η′γ(f(p))
)

=
∑
δ

(
∑
β,γ

hαβ(p′)ψβ(p′)ψγ(f(p)))φf(p),γδηδ(p)

Restringiendo a la diagonal obtenemos el mapa Ep → Ep cuya traza en p es
nuestro objetivo.

tr(φf(p) ◦K(f(p), p)) =
∑
α

(
∑
β,γ

hαβ(p)ψβ(p)ψγ(f(p)))φf(p),γα

Regresando a ψqj , usando (4.13) vemos que este número está acotado en valor
absoluto por

C(1 + λqj)
`0

donde la constante C recoge C0/c y estimaciones para las funciones de clase C∞
involucradas en la definición de la métrica y el morfismo h. Estas constantes
dependen de los marcos de referencia usados, pero como X es compacta, hay
una cota universal en X . �

Las sumas parciales de la serie∑
ζ∈spec(�q)

1

(ζ − λ)`
Tr(Φq ◦Π

E
q
ζ
q )

forman una subsucesión de las sumas parciales de
∞∑
j=0

1

(λj − λ)`
Tr(Φq ◦Π

ψqj
q )

De acuerdo a (4.12),

λqj <
j2/n

(Cq − ε)2/n
,

1

λqj
<

(Cq + ε)2/n

j2/n
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para todo j suficientemente grande. De la primera desigualdad y el lema obte-
nemos

| tr
(
φqf(p) ◦K

ψqj
q (f(p), p)

)
| ≤ C(1 + λqj)

`0 ≤ C1j
2`0/n

con alguna C1, mientras que la segunda implica

1

|λqj − λ|`
≤ Cλ
j2`/n

con λ ∈ res(�q) fijo. Si 2(l0 − `)/n < −1, la serie
∞∑
j=0

tr
(
φqf(p) ◦K

ψqj
q (f(p), p)

)
converge absolutamente a tr

(
Φq ◦ (�q − λI )−`

)
e integrando tenemos

Tr(Φq ◦ (�q − λI )−`) =
∑

ζ∈spec(�q)

1

(ζ − λ)`
Tr(Φq ◦Π

E
q
ζ
q ).

Notemos que una vez que hemos fijado `0 podemos escoger ` tan grande como
sea necesario.

Obtenemos de inmediato que
r∑
q=0

(−1)q Tr(Φq ◦ (�q − λI )−`) =
∑

ζ∈spec(�q)

r∑
q=0

(−1)q

(ζ − λ)`
Tr(Φq ◦Π

E
q
ζ
q )

=
1

(−λ)`

r∑
q=0

(−1)q Tr(Φq ◦Π0
q)

+
∑

ζ∈spec(�q)
ζ>0

r∑
q=0

(−1)q

(ζ − λ)`
Tr(Φq ◦Π

E
q
ζ
q ).

separando en la segunda igualdad los términos correspondientes al autovalor
0 de los correspondientes a autovalores estrictamente positivos. Ese primer
término es (−λ)−`LΦ, por lo tanto

LΦ =

(−λ)`
r∑
q=0

(−1)q Tr(Φq ◦(�q−λI )−`)−(−λ)`
∑

ζ∈spec(�q)
ζ>0

r∑
q=0

(−1)q

(ζ − λ)`
Tr(Φq ◦Π

E
q
ζ
q )

Probaremos ahora que
r∑
q=0

(−1)q Tr(Φq ◦Π
E
q
ζ
q ) = 0.
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Lema 4.15. Los operadores Aq definen mapas

aq = Π
E
q
ζ

q+1 ◦Aq|Eqζ : Eqζ → E
q+1
ζ

(la proyección Π
E
q
ζ

q+1 es superflua) que conforman complejos

(4.16) 0→ E
q
ζ

a0|E0
ζ−−−→ E1

ζ → · · · → Er−1
ζ

ar−1|
E
r−1
ζ−−−−−−−→ Erζ → 0.

para cada ζ. Si ζ 6= 0, el espacio E
q
ζ tiene una descomposición

E
q
ζ = E

q,↑
ζ ⊕ E

q,↓
ζ

con
E
q,↑
ζ = Aq−1E

q−1
ζ , E

q,↓
ζ = A?qE

q+1
ζ

y para tales ζ, los mapas

Aq−1|Eq−1,↓
ζ

: Eq−1,↓
ζ → E

q,↑
ζ , A?q |Eq+1,↑

ζ
: Eq+1,↑

ζ → E
q,↓
ζ

son isomorfismos. Por lo tanto, la cohomología de (4.16) es trivial (nula) si
ζ 6= 0.

Demostración. Las proyecciones en rgAq−1 y rgA?q según la descompo-
sición (V.6.7) son, respectivamente,

Π↑q = Aq−1 ◦A?q−1 ◦Gq, Π↓q = A∗q ◦Aq ◦Gq.
Que estos mapas tienen imagen en los espacios correctos es claro. La primera
fórmula en (V.6.8) puede ser escrita como

(4.17) I = Π0
q + Π↑q + Π↓q .

Probamos que Π↑q es una proyección. Notamos primero que

Π↑q = Aq−1Gq−1A
?
q−1

debido al Lema V.6.11. Por lo tanto, Π↑q ◦Π↓q = 0. También Π↑q ◦Π0
q = 0 debido

al Lema V.6.2. Por lo tanto,

Π↑q ◦Π↑q = Π↑q ◦ (I −Πq −Π↓q) = Π↑q .

Si u ∈ E
q
ζ , entonces (usando el Lema V.6.11 varias veces)

�qΠ
↑
qu = Π↑q�qu = ζΠ↑qu,

esto es, Π↑qE
q
ζ ⊂ E

q
ζ , igualmente Π↓qE

q
ζ ⊂ E

q
ζ . Como E

q
ζ ⊥ Hq si ζ 6= 0, (4.17)

implica
u = Π↑qu+ Π↓qu

si u ∈ E
q
ζ . Esto prueba la afirmación acerca de la descomposición.

El espacio nulo de Aq−1 es Hq−1 ⊕ rgAq−1. Por lo tanto, Aq−1|rgA?q−1
es

inyectivo, y también lo es su restricción al subespacio E
q−1,↓
ζ de rgA?q−1. Por la
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definición también es sobreyectivo, de lo cual se deduce en particular que los
grupos de cohomología son todo triviales. �

La traza de Φq ◦Π
E
q
ζ
q es igual a la de

fqζ = Π
E
q
ζ
q ◦ Φq ◦Π

E
q
ζ
q .

Estos operadores, como operadores Eqζ → E
q
ζ , satisfacen

aqf
q
ζ = fq+1

ζ aq

y por lo tanto definen un mapa de cocadenas fffζq . Arribamos con esta a la
situación de la Sección 3 y concluimos que

r∑
q=0

(−1)q tr fffqζ =

r∑
q=0

(−1)q tr fqζ

El lado izquierdo es el número de Lefschetz del complejo (4.16). Si ζ 6= 0, los
grupos de cohomología son todos cero, de esto resulta que el lado izquierdo es
nulo, por lo tanto también el derecho.

Hemos probado (4.10). En esa fórmula, el lado izquierdo es independiente
de λ, por lo tanto también el derecho. Esto es, el límite cuando λ→ −∞ existe.
El punto ahora es extraer ese valor límite.

El límite puntual (el límite fuerte) de (−λ)−`(�q−λI )−` cuando λ→ −∞
es la identidad. Vemos esto usando la fórmula (4.9) para la resolvente, usando
(con λ < 0 y ζ ≥ 0) ∣∣∣ −λ

ζ − λ
− 1
∣∣∣ =

ζ

λ− ζ
≤ 1

y

ĺım
λ→−∞

ζ

λ− ζ
= 1.

Si u ∈ L2(X ;Eq), la primera desigualdad implica la acotación (uniforme en λ)∣∣∣ (−λ)2`

(ζ − λ)2`

∣∣∣‖ΠE
q
ζ
q u‖2 ≤ ‖ΠE

q
λ
q u‖2, ζ ∈ spec(�q),

y la segunda, la convergencia puntual (para cada ζ)

ĺım
λ→−∞

∥∥∥ (−λ)`

(ζ − λ)`
Π

E
q
λ
q u

∥∥∥2

= 0.

Estas son las hipótesis del Teorema de Convergencia Dominada de Lebesgue
que necesitamos para concluir que∥∥∥ ∑

ζ∈spec(�q)

(−λ)`

(ζ − λ)`
Π

E
q
ζ
q u− u

∥∥∥2

→ 0.
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Concluimos que

ĺım
λ→−∞

‖(−λ)−`(�q − λI )−`u− u‖2 = 0.

Trivialmente, también

(4.18) s-lím
λ→−∞

Φq ◦
(
(−λ)−`(�q − λI )−`

)
= Φq.

Esto implica que a nivel del núcleo de Schwartz de esta composición tenemos
convergencia débil (esto es, en la topología de distribuciones): conKΦq el núcleo
de Schwartz de Φq, recordando que Kλq es el núcleo de Schwartz de (�− λI )−`

y que el núcleo de Φq ◦ (�q − λI )−` es (p, p′) 7→ φqf(p) ◦K
λ
q (f(p), p′),

(−λ)`〈φqf(·) ◦K
λ
q (f(·), ·′), v � u〉 = 〈v,Φq ◦

(
(−λ)`(�− λI )−`u

)
〉

→ 〈v,Φqu〉 cuando λ→ −∞
= 〈KΦq , v � u〉.

En este cómputo, u ∈ C∞(X ;E), v ∈ C∞(X ;Eq∗) con Eq∗ el fibrado dual a
Eq, y

〈v, u〉 =

ˆ
X
〈v(p), u(p)〉 dm(p).

El integrando 〈v(p), u(p)〉 es el apareamiento de dualidad fibra a fibra

Eqp
∗ × Ep → C,

una función de p ∈ C. El soporte de KΦq , como antes, es un subconjunto de
Γ(f) = {(p, f(p)) : p ∈ X} (solo un subconjunto porque puede ocurrir que φq
es 0 en un abierto). Como

Γ(f) ∩ diag(X ) = {(p, p) : p ∈ Fix(f)},
solo los puntos fijos de f entran en consideración. Suponiendo ahora la no-de-
generación de todos ellos, obtenemos la existencia del límite (4.18), que

ι∗
(
φqf(·) ◦K

λ
q (f(·), ·′)

)
→ ι∗KΦq

como distribución. Este es un argumento delicado que no probaremos.4 Toman-
do la traza en el lado izquierdo, llegamos a la fórmulaˆ

X
tr(ι∗

(
φqf(p) ◦K

λ
q (f(p), p)

)
) dm(p)→ Tr(ι∗KΦq )

Calcularemos el límite. Para ello, necesitaremos una descripción con algo más
de detalle de Kλ

q .
En los siguientes párrafos omitiremos la referencia a q. Escribimos −τ2 con

τ ∈ R, en lugar de λ. Vemos τ como variable dual a una nueva variable t y
consideramos el operador P = �+D2

t en U × R. El símbolo principal de P es

4El problema no es la existencia del límite, sino la igualdad de este y el miembro de la
derecha.
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σσ(�) + τ2. Esta es una función homogénea de orden 2 con valores en matrices
invertibles (porque σσ(�) es positivo definido) d× d si (ξ, τ) 6== 0 por lo tanto
P es elíptico y tiene una parametriz. Como los coeficientes de P no dependen
de t, hay una parametriz invariante por traslación en t. Lo mismo vale para
P `. Sea B̌ una parametriz de P ` invariante por traslación en t. De

B̌ ◦ P ` = I − ŘI, P ` ◦ B̌ = I − ŘD

y
e−itτ (�+D2

t )
`(eitτu(x)) = (�2

τ )`u, u ∈ C∞(X ;E).

obtenemos

Bτ ◦ (�+ τ2)` = I −RI,τ , P ` ◦Bτ = I −RD,τ

con
Bτu = e−itτB(eitτu(x)), u ∈ C∞(X ;E).

y similarmente RD,τ y RI,τ . Los símbolos usados para construir B satisfacen
cotas uniformes en t, y por lo tanto, los símbolos de los operadores residuales
RD, RI son rápidamente decrecientes en τ (y en (ξ, τ)), uniformemente en ξ.
La consecuencia de esto es que los operadores RD,τ , RI,τ decrecen rápidamente
en norma cuando τ → ±∞. Tomando τ grande, la serie de Neumann de (I −
RD,τ )−1 converge. Así obtenemos una inversa genuina de P `:

P ` ◦ [Bτ ◦ (I −RD,τ )−1] = I

El operador Bτ ◦ (I − RD,τ )−1 es pseudodiferencial del mismo tipo que Bτ .
Podemos entonces suponer que Bτ es una inversa.

Pasando ahora a cálculos locales, supongamos que p0 es un punto fijo no-
degenerado de f , fijemos un entorno U suficientemente pequeño de p0 en el cual
hay coordenadas x1, . . . , xn para X y un marco de referencia η1 . . . , ηd para E.
Entonces

(�+ τ2)(
∑
α

uαηα)(x) =
∑
α,β

(Pαβ(x,Dx)(uα)(x) + τ2δαβuα(x))ηβ(x).

Escribiendo σ para denotar el símbolo de�, esta fórmula muestra que el símbolo
principal de P es σ(x, ξ) + τ2, y el símbolo principal de Bτ en coordenadas es
(σ(x, ξ) + τ2)−`. Si χ ∈ C∞c (U), tenemos

Bτ (
∑
α

χuαηα) =
∑
α,β

1

(2π)n

ˆ
U×Rn

ei(x−x
′)·ξbαβ(x, x′, ξ, τ)uα(x′)χ(x′) dx′ dξ

en U . Como τ2`Bτ → I , bαβ → δαβ (la delta de Kronecker, las componentes de
la matriz identidad).

Como ` es suficientemente grande, la integral en ξ es una integral genuina
y podemos escribir el núcleo de Bτ , el cual de hecho es K−τ

2

q (con q de nuevo
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en la notación y (x, x′) en lugar de (p.p′) porque son cuentas locales):

K−τ
2

q (x, x′) =
1

(2π)n

∑
α,β

[ ˆ
Rn
ei(x−x

′)·ξbαβ(x, x′, ξ, τ)χ(x′) dξ
]
ηβ(x)⊗ η∗α(x′).

Aquí hemos usado que Hom(Ex′ , Ex) = Ex ⊗Ex′ ; los η∗α(x′) son los elementos
de la base dual a ηα(x′). Usando el marco de referencia en U , la acción de φqf(x)

con x en un entorno V del punto fijo x0 es, como antes,

Ef(x) 3
∑
β

ξβηβ(f(x)) 7→
∑
β,γ

ξβφ
q
f(x),βγηγ(x) ∈ Ex

con φ·,αγ ∈ C∞(V). La traza del núcleo de Φq ◦ (�q − λI )−` a lo largo de la
diagonal, cerca de x0, es

tr
(
φqf(x) ◦K

−τ2

q (f(x), x)
)

=
1

(2π)n

∑
α,β

φqf(x),βα

ˆ
Rn
ei(f(x)−x)·ξbαβ(f(x), x, ξ, τ) dξ

Como en el modelo, hasta este momento no hemos usado que x0 es no-degene-
rado, solo la continuidad para poder evaluar el núcleo en (f(x), x). Suponiendo
que el punto fijo es no-degenerado, los cálculos que hicimos luego con el modelo
llevan, también aquí, a

tr
(
φqf(x) ◦K

−τ2

q (f(x), x)
)

=
1

(2π)n

∑
α,β

φqf(x),βα

ˆ
Rn
ei(x

0−x)·η bαβ(f(x), x, ξ(x, x0, η), τ)

|det(I − F (x, x0))|
dξ

(En esta fórmula, η ∈ Rn es una variable, no el marco de referencia.) Como
τ2`[bαβ ]→ δαβ cuando τ →∞,

τ2` tr
(
φqf(x)◦K

−τ2

q (f(x), x)
)

→ 1

(2π)n

∑
α,β

φqf(x),βα

ˆ
Rn
ei(x

0−x)·η δαβ
|det(I − F (x, x0))|

dξ

=

∑
α φ

q
f(x),αα

|det(I − F (x, x0))|
1

(2π)n

ˆ
Rn
ei(x

0−x)·η dξ

=

∑
α φ

q
f(x),αα

|det(I − F (x, x0))|
δx0(x)

=

∑
α φ

q
f(x0),αα

|det(I − F (x0, x0))|
δx0(x)

= trφqx0δx0(x).
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Por lo tanto,

tr ι∗
(
φqf(·) ◦K

λ
q (f(·), ·′)

)
→

∑
p∈Fix(f)

trφq(p)

det(I − df(p))|

ciando λ = −τ2 → −∞. Con esto damos por terminada la demostración de la
fórmula de Atiyah-Bott para el número de Lefschetz.



Capítulo VII

El Teorema del Índice

1. El índice analítico

Sea X una variedad cerrada, E,F → X fibrados vectoriales,

A : C∞(X ;E)→ C∞(X ;F )

un operador pseudodiferencial elíptico de orden µ > 0. Fijando una densidad
positiva en m y métricas Hermitianas en los fibrados, podemos formar los es-
pacios L2(X ;E), L2(X ;F ) y definir

D = {u ∈ L2(X ;E) : Au ∈ L2(X ;F )}

Debido a la compacidad de X y la elipticidad de A, este espacio es el espacio
de Sobolev Hµ(X ;E), el espacio de secciones de E de regularidad Hs. Por
ser A elíptico y X compacta, kerA (incluso calculado en distribuciones) es un
subespacio de C∞(X ;E) de dimensión finita. por la misma razón, la imagen
rgA = A(D) ⊂ L2(X ;F ) es un subespacio cerrado, y por ser esta imagen
ortogonal al espacio nulo del transpuesto formal, A?, de A, la imagen tiene
codimension finita en L2(X ;F ); la codimension es la dimensión de cokerA =
L2(X ;F )/ rgA. Por lo tanto A es un operador Fredholm, y tiene un índice,

Ind(A) = dim kerA− dim cokerA

La fórmula de Atiyah y Singer establece la igualdad de este número y la integral
de una forma diferencial en una variedad construida a partir de X , los fibrados
E y F , y el símbolo principal de A. En la siguientes secciones definimos estos
ingredientes, los cuales ensamblamos al final del capítulo. Esta exposición está
basada en Gilkey [19].

El teorema de Atiyah-Singer expresa una relación fundamental entre geo-
metría diferencial, topología diferencial, ecuaciones diferenciales, álgebras de
operadores y tiene relación con teoría de números y muchos otras áreas de
matemáticas (Mazzeo [48]).

El índice es relativamente robusto en cuanto a que, dentro de la clase de
símbolos principales invertibles, depende solo de la clase de equivalencia mó-
dulo homotopía del símbolo principal. El orden del operador no es importante,
mientras sea positivo, porque hay isomorfismos entre cualquier par de espacios
de Sobolev. osemos suponer que A es de primer orden.

153
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Como ya vimos, el símbolo principal de A es, para cada ξξξ ∈ Ṫ ∗X , un homo-
morfismo Ep → Fp, un elemento de Hom(Ep, Fp), donde p = π(ξξξ). Este espacio
es la fibra sobre p del fibrado Hom(E,F ) → X . Vía π, este fibrado se lleva a
Ṫ ∗X como en la Sección II.10. En este lenguaje, el símbolo principal de un ope-
rador pseudodiferencial es una sección homogénea de Hom(π∗E, π∗F )→ Ṫ ∗X
de algún grado. (Los fibrados π∗Hom(E,F ) y Hom(π∗E, π∗F ) son isomorfos).
Como también ya vimos, cada sección homogénea de Hom(π∗E, π∗F ) corres-
ponde a algún operador pseudodiferencial y la diferencia entre dos con el mismo
símbolo principal es un operador de orden más bajo. Los símbolos de operado-
res elípticos son secciones del subfibrado de isomorfismos, Iso(π∗E, π∗F ). Este
último no es un fibrado vectorial, sino un fibrado con fibra isomorfa a Gl(r,C);
aquí r es el rango de E, también de F porque para que exista un operador
elíptico como A es necesario que las dimensiones de las fibras de E y F sean
iguales. Dos operadores elípticos A1 y A2 con el mismo símbolo principal (de
orden positivo) tienen el mismo índice. Esto es porque A1 = A2 +B con B de
orden más bajo, y la elipticidad implica que A2 es una perturbación compacta
de A1. Dos secciones a0, a1 de Iso(π∗E, π∗F ) son homotópicas si hay un mapa
[0, 1] → C(Ṫ ∗X ; Iso(π∗E, π∗F )) tal que a(t) es una sección de Iso(π∗E, π∗F )
con a(0) = a0, a(1) = a1 y

[0, 1]× Ṫ ∗X 3 (t, ξξξ) 7→ a(t, ξξξ) ∈ Iso(π∗E, π∗F )

es continuo. Homotopía es una relación de equivalencia. Si a0 y a1 son símbolos
elípticos homotópicos, entonces hay una familia At de operadores pseudodife-
renciales elípticos que como operadores Hµ(X ;E) → L2(X ;F ) es continua en
t en norma. Por un teorema fundamental de Fredholm, el índice es constante
a lo largo de curvas continuas, y por lo tanto IndA0 = IndA1.

En conclusión, el índice de un operador elíptico solo depende de la clase de
homotopía, dentro de símbolos elípticos, de su símbolo principal.

Las dos componentes básicas de la fórmula de Atiyah y Singer es codifi-
car topológicamente secciones homogéneas de Iso(π∗E, π∗F ) → Ṫ ∗X y luego
asociar un número al objeto topológico asociado.

2. Fibrados vectoriales sobre esferas

Construiremos primero fibrados sobre la esfera Sn ⊂ Rn+1 y su ecuador
Sn−1 ⊂ Rn×{0}. Pensamos Rn+1 como Rn×R con la variable denotada (ξ, t).
Sean n = (0, . . . , 0, 1), y s = (0, . . . , 0,−1) respectivamente, el polo norte y
polo sur de Sn. Los conjuntos Un = Sn\{n}, Us = Sn\{s} son vecindades de
estos dos puntos, difeomorfas a discos (bolas) en Rn. Si (ξ1, . . . , ξn, t) ∈ Ua∩Us
entonces t 6= ±1, por lo tanto (ξ1, . . . , ξn) 6= 0. Con ξ = (ξ1, . . . , ξn) definimos
la proyección en el ecuador por

e : Ua ∩ Us → Sn−1, e(ξ, t) =
ξ

|ξ|
.
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Sean E, F espacios vectoriales de dimensión finita r, sea a : Sn−1 →
Iso(E,F ) un mapa de clase C∞ (o solo continuo si únicamente queremos enfocar
la atención en la topología). Definimos un fibrado ρ : G(a) → Sn de la siguiente
manera. Definimos En = Un × E, Fs = Us × F . En la union disjunta

En t Fs

definimos la relación de equivalencia ∼ como la mínima con la propiedad
si (p, v) ∈ En y (p′, w) ∈ Es, entonces

(p, v) ∼ (p′, w) ⇐⇒ p′ = p y w = a(e(p))(v).

Sea
G(a) = (En t Fs)/∼

Si η ∈ G(a), entonces la primera componente de cualquier elemento de η es
única. En efecto, η es un conjunto (una clase de equivalencia) con exactamente
un elemento, o exactamente dos elementos. Si η tiene un solo elemento, entonces
η = (n, v) o η = (s, w) para algún v ∈ E o w ∈ F , y si tiene dos elementos,
ellos son (p, v) ∈ En y (p, w) ∈ Fs con p ∈ Ua ∩ Us, v ∈ E y (p, w) con
w = a(e(p)v) ∈ F . Podemos entonces definir el mapa obvio ρ : G(a) → Sn

sin ambigüedad. Definimos ahora Φn : ρ−1(Un) → Un × Cr de la siguiente
manera. Fijamos un isomorfismo bn : E → Cr. Si η ∈ ρ−1(Un), existe un
único elemento (p, v) ∈ η tal que (p, v) ∈ En. Sea Φn(η) = (p, bnv). Este mapa
es biyectivo y si η ∈ ρ−1(Un) entonces p = ρ(Φn(η)). Igualmente definimos
Φs : ρ−1(Us) → Us × Cr con la ayuda de un isomorfismo bs : F → Cr. Si
p ∈ Un ∩ Us y z ∈ Cr tenemos

Φ−1
s (p, z) = {

(
p, b−1

n z
)
,
(
p, a(e(p))(b−1

n z)
)
}

y por lo tanto
Φs ◦ Φ−1

n (p, z) = (p, bsa(e(p))(b−1
n z))

Este es un mapa

Φs ◦ Φ−1
n : (Ua ∩ Us)× Cr → (Ua ∩ Us)× Cr

de clase C∞. Por lo tanto, las funciones Φn,Φs sirven para definir una estructura
de variedad C∞ en E. Como además z 7→ a(e(p))z es lineal en z, la composición
Φs◦Φ−1

n tiene la forma requerida para definir una estructura de fibrado vectorial
en E.

Cambiar los isomorfismos bn : E → Cr, bs : F → Cr solo cambia las trivia-
lizaciones. Redefinir G(a) usando diferentes isomorfismos, cambia la definición
a un fibrado isomorfo. Si ã : Sn−1 → Iso(E,F ) es otro mapa de clase C∞,
homotópico a a, entonces el fibrado G(ã) definido por ã es isomorfo al definido
por a (la definición de fibrados vectoriales isomorfos está en la Sección II.10).
Esto no es difícil de probar pero lo dejaremos como un hecho. Con algo de pa-
ciencia, los primeros capítulos del libro de Husemoller [31] forman una buena
base de información sobre fibrados vectoriales en general.
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Recíprocamente, dado un fibrado vectorial ρ : G → Sn, hay espacios vec-
toriales E y F de dimensión r igual al rango de G y un mapa a : E → F tal
que el fibrado G es isomorfo al fibrado G(a). Para ver esto, observamos primero
que debido a que Un es difeomorfo a una bola, y que la bola es contractible a su
centro, G es trivial sobre Un: hay una trivialización Ψn : ρ−1(Un) → Un × Cr.
Por la misma razón hay una trivialización Ψs : ρ−1(Us)→ Us×Cr. La segunda
componente del mapa

(2.1) Ψs ◦Ψ−1
n : (Un ∩ Us)× Cr → (Un ∩ Us)× Cr

es un mapa (p, z) 7→ ψ(p)z con ψ : Un ∩ Us → Gl(r,C). Dado p ∈ Sn−1 y
v ∈ E = Gn tomamos la segunda componente, z ∈ Cr, de Ψn(v) = (n, z) ∈
{n} × Cr, y definimos a(p)v = Ψ−1

s (s, ψ(p)z). Entonces a : Sn−1 → Iso(E,F )
es de clase C∞ y G(a) es isomorfo a G.

El dominio del mapa (2.1) es contractible a Sn−1. Esto hace que ese
mapa sea esencialmente obtenible de su restricción al ecuador vía extender
Ψs ◦Ψ−1

n |Sn−1 como constante a lo largo de meridianos.

3. Equivalencia de símbolos elípticos y fibrados vectoriales

Fijamos una métrica Riemanniana g en X , vista como métrica en T ∗X .
Con ella definimos S∗X = {ξξξ : |ξξξ| = 1}. Este es el fibrado de coesferas de X .
En el fibrado T ∗X ⊕R definimos una métrica que coincide con g en T ∗X , es la
métrica usual en R (el producto interno es el producto usual de números reales)
y las fibras de T ∗X son ortogonales al factor R. Si ξξξ ⊕ t ∈ T ∗X ⊕R, definimos

S = {ξξξ ⊕ tT ∗X ⊕ R : |ξξξ|2 + t2 = 1}.

Este es otro fibrado de esferas sobre X , su fibra sobre p es la esfera unitaria en
T ∗pX ⊗ R según la métrica. Definimos secciones, n, s : X → S,

n(p) = 0⊕ 1 ∈ T ∗p ⊗ R, s(p) = 0⊕ (−1) ∈ T ∗p ⊗ R

y los conjuntos abiertos

Un = {ξξξ + t ∈ T ∗p ⊗ R : t 6= −1}, Us = {ξξξ + t ∈ T ∗p ⊗ R : t 6= 1}.

La intersección de Un con la fibra T ∗pX ⊕ R es la esfera en esa fibra menos
s(p), análogo al conjunto definido similarmente en la sección anterior. Las es-
feras S∗p son los ecuadores de las esferas Sp. Como espacio topológico, S es la
suspensión doble fibra a fibra del fibrado S∗X : él es homeomorfo al espacio
(S∗X × [−1, 1])/∼ donde ∼ colapsa para cada p ∈ X , S∗pX × {−1} a un punto
(s(p)) y S∗pX × {1} a otro punto (n(p)).

Podemos usar la proyección πS : S → X para traer un fibrado vectorial
arbitrario E → X a S, obteniendo así π∗SE → S.

Dados fibrados vectoriales E,F → X y un símbolo homogéneo

a ∈ C∞(Ṫ ∗X ; Hom(E,F )),
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la restricción de a a la esfera S∗p ⊂ T ∗pX determina un mapa

ap : S∗pX → Hom(Ep, Fp)

de clase C∞. Y un mapa así determina por extensión homogénea del grado
apropiado un mapa

C∞(Ṫ ∗X ; Hom(E,F )).

Si uno de esos mapas tiene imagen en el fibrado de isomorfismos, entonces
también el otro.

Dado a ∈ C∞(Ṫ ∗X ; Hom(π∗E, π∗F )) usamos su restricción a S∗X para de-
finir un fibrado vectorial G(a) → S pegando la parte de π∗SE sobre Un a la parte
de π∗SF sobre Us usando la restricción de a al ecuador, S∗X , de S—exactamente
como definimos un fibrado sobre esferas. Si ã ∈ C∗∞(S∗X ; Iso(π∗E, π∗F ))es
homotópico a a a lo largo de S∗X , entonces el fibrado G(ã) construido usando
ã es isomorfo a G(a).

El proceso inverso también es similar al de la sección anterior. Dado un
fibrado G → S, definimos E = n∗G, F = s∗G. Estos son fibrados sobre X . El
hecho que Un es contractible a la imagen n(X ) ⊂ S de n, una copia difeomorfa
de X , y Us es contractible a s(X ) ⊂ S (también una copia de X ) permite
construir un mapa

π∗SE|Un∩Us : Un ∩ Us → π∗S(E,F )

Como Un ∩Us, la esfera menos sus polos, es contractible al ecuador, el dato de
este mapa es equivalente al dato de su restricción al ecuador.

En conclusión tenemos:

Proposición 3.1. Las clases de equivalencia módulo homotopía de mapas
a : S∗X → Iso(π∗E, π∗F ) están en correspondencia uno a uno con las clases
de equivalencia módulo isomorfismo de fibrados vectoriales sobre S.

Corolario 3.2. El índice de un operador elíptico en una variedad cerrada
es un invariante topológico del símbolo principal.

Los invariantes son clases características del fibrado en cuestión.

4. Conexiones

Sea E → X un fibrado complejo. Una conexión en E es un operador dife-
rencial lineal

∇ : C∞(X ;E)→ C∞(X ;E ⊗ T ∗X )

tal que para toda sección η de E y función f : X → C (ambas al menos de
clase C1) vale

∇(fη) = f∇η + η ⊗ df.
Un operador con esta propiedad es de primer orden, porque

η 7→ ∇(fη)− f∇η
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es de orden 0 para cualquier f ∈ C∞(X ).
Para ver que tales operadores existen escogemos un cubrimiento abierto,

U = {Ua}a∈A, de X tal que E es trivial sobre cada Ua. Escogemos una par-
tición de la unidad, {χb}b∈B , subordinada a esta cobertura, y una función
ı : B → A tal que sopχb ⊂ Uı(b). En cada Ua escogemos un marco de referencia
η

(a)
1 , . . . , η

(a)
r y definimos

∇(a)
∑
j

fjη
(a)
j =

∑
j

η
(a)
j ⊗ dfj

en C∞(Ua;EUa), y con ellas,

∇η =
∑
b

χb∇(ı(b))η|Uı(b).

Usando un marco de referencia η1, . . . , ηr de E sobre un conjunto abierto
U , tenemos

∇ηj = ηk ⊗ ωkj
en U con ciertas 1-formas ωkj . Estas formas son las formas de conexión de ∇
respecto al marco de referencia ηj . Si η′k, k−1, . . . , r, es otro marco de referencia
en U entonces tenemos las relaciones

η′k =
∑
j

ajkηj , ηj =
∑
k

bkj η
′
k

con matrices invertibles A = [ajk], B = [bkj ] de funciones de clase C∞. Entonces

∇η′k = ∇(
∑
j

ajkηj)

=
∑
`

η` ⊗ (
∑
j

ajkω
`
j + da`k)

=
∑
`,m

bm` η
′
m ⊗ (

∑
j

ajkω
`
j + da`k)

=
∑
m

η′m ⊗ (
∑
j,`

bm` a
j
kω

`
j +

∑
`

bm` da
`
k)

Vemos que las formas de conexión de ∇ respecto al marco de referencia η′k
están relacionadas com las de ηj a través de

ωmk
′ =

∑
`

bm` a
j
kω

`
j +

∑
`

bm` da
`
k

Denotando por ω la matriz [ωkj ] y ω′ = [ωmk
′] esto es

(4.1) ω′ = A−1ωA+A−1dA

con el producto usual de matrices.



4. CONEXIONES 159

Dado p0 ∈ X siempre podemos encontrar un marco de referencia respecto
al cual las 1-formas de conexión satisfacen ω(p0) = 0. Para ver esto, escogemos
un marco arbitrario η1, . . . , ηr cerca de p0. La correspondiente matriz de formas
de conexión es ω. Escogemos una matriz A de funciones definidas cerca de p0 tal
que A(p0) = I y dA(p0) = −ω(p0) y definimos η′k =

∑
j a

j
kηj . Las η

′
k forman un

parco de referencia porque A es invertible cerca de p0. La matriz de 1-formas de
conexión respecto a este marco calculada en p0 es ω′(p0) = 0 según la fórmula
(4.1).

La diferencia de dos conexiones en E es un operador de orden cero, inducido
por un homomorfismo γ : E → E ⊗ T ∗X . En efecto, dadas conexiones ∇0, ∇1,
tenemos

η 7→ (∇1(fη)−∇0(fη))− f(∇1η −∇0η) = 0

para todo f ∈ C∞(X ).
Extendemos ∇ a un operador

∇ : C∞(X ;E ⊗
∧qX )→ C∞(X ;E ⊗

∧q+1X )

definiendo
∇(η ⊗ α) = (∇η) ∧ α+ η ⊗ dα

si η ∈ C∞(X ;E) y α es una q-forma. Esto basta, en principio, para definir
∇, porque cualquier sección de E ⊗

∧q es localmente una combinación lineal
de términos η ⊗ α Como η ⊗ α = fη ⊗ 1

f α si f no se anula nunca, hay que
comprobar que usar cualquiera de las dos representaciones produce el mismo
resultado. Según la definición,

∇(fη ⊗ 1

f
α) = ∇(fη) ∧ 1

f
α+ fη ⊗ d(

1

f
α)

= f(∇η) ∧ 1

f
α+ η ⊗ df ∧ 1

f
α+ fη ⊗ (

1

f
dα− 1

f2
df ∧ α)

= (∇η) ∧ α+ η ⊗ dα.

Con esta definición, si f ∈ C∞(X ), η ∈ C∞(X ;E) y α ∈ C∞(X ; |WedgeqX ),
entonces

∇(fη ⊗ α) = f(∇η)⊗ α+ fη ⊗ dα+ η ⊗ df ∧ α
La composición de dos operadores sucesivos es de orden 0, y no de orden 2.
Calculamos:

∇(∇(fη ⊗ α)) = ∇(f∇η ⊗ α+ fη ⊗ dα+ η ⊗ df ∧ α)

= f(∇∇η)⊗ α+ f∇η ⊗ dα−∇η ⊗ df ∧ α
+ f∇η ⊗ dα+ η ⊗ df ∧ dα

+∇η ⊗ df ∧ α− η ⊗ df ∧ dα.
Los signos negativos vienen, en la antepenúltima línea, de que en la expresión
local ∇η =

∑
j ψj ⊗ βj con 1-formas βj , el operador d aparece después de las
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βj , y en la última linea, porque d(df ∧ α) = −df ∧ dα. Cancelando el miembro
derecho de la última igualdad se reduce a la fórmula para f∇∇(η⊗α). Por ser
de orden cero, los operadores ∇∇ están dados por homomorfismos

ΩΩΩq : E ⊗
∧qX → E ⊗

∧q+2X

En particular, ΩΩΩ0 : E → E × ∧2X , denotada ΩΩΩ . Esta es la curvatura de E
según la conexión ∇. Usando que Hom(E,E⊗

∧2X ) ≈ E⊗E∗⊗
∧2X podemos

expresar ΩΩΩ localmente como sigue. Si η1, . . . , ηr es un marco de referencia local
y η1, . . . , ηr el marco dual (para E∗),

ΩΩΩ =
∑
j,k

ηk ⊗ ηj ⊗ Ωkj

con ciertas 2-formas Ωjk estas son las formas de curvatura de ∇ respecto al
marco de referencia ηj . La matriz de curvatura Ω = [Ωkj ] está relacionada con
la matriz de formas de conexión ω = [ωkj ] a través de la fórmula

Ω = dω + ω ∧ ω.

Cambiando el marco de referencia y usando (4.1) tenemos, para la matriz de
curvatura respecto a nuevo marco,

Ω′ = dω′ + ω′ ∧ ω′

= d(A−1ωA+A−1dA) + (A−1ωA+A−1dA) ∧ (A−1ωA+A−1dA)

= −A−1dAA−1 ∧ ωA+A−1dωA−A−1ω ∧ dA−A−1dAA−1 ∧A
+A−1ω ∧ ωA+A−1ω ∧ dA+A−1dA ∧A−1ωA+A−1dA ∧A−1dA.

Usando por ejemplo A−1dA∧A−1dA = A−1dAA−1∧dA y cancelando términos
obtenemos

Ω′ = A−1ΩA.

Lema 4.2. Si las formas de conexión respecto a un cierto marco de refe-
rencia cerca de p0 ∈ X satisfacen ω(p0) = 0, entonces la matriz de formas de
conexión respecto a ese marco satisface dΩ(p0) = 0.

Esto es consecuencia de la fórmula

dΩ = Ω ∧ ω − ω ∧ Ω.

De Ω = dω + ω ∧ ω obtenemos

dΩ = dω ∧ ω − ω ∧ dω = (Ω− ω ∧ ω) ∧ ω − ω ∧ (Ω− ω ∧ ω) = Ω ∧ ω − ω ∧ Ω.
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5. Polinomios invariantes y el anillo de formas pares

Un polinomio p(X), X = [xkj ]rj,k=1 en r × r variables con coeficientes nu-
méricos (enteros, . . . , complejos) es invariante si

p(A−1XA) = p(X)

para toda matriz A invertible de tamaño r × r. Ejemplos de polinomios in-
variantes son tr y det. Para el primero vale en general tr(AB) = tr(BA), de
esto es inmediato que tr(A−1XA) = tr(X). En el caso del determinante, vale
det(AB) = det(A) det(B), de esto de nuevo es inmediato que det(A−1XA) =
det(X).

Algo más generalmente, para matrices r × r vale

det(X + tI ) =
r∑
j=0

tjσr−j(X)

con pj es invariante: det(A−1XA+tI ) = det(A−1XA+A−1tIA) = det(X+tI ).
El polinomio σr es det mientras que σ1 es tr. En general σj(X) es el polinomio
simétrico elemental de orden j en los autovalores de X. Estos polinomios tienen
coeficientes enteros.

Otros ejemplos de interés son los coeficientes de la serie de Taylor de tr etX .
Esto es,

qj(X) =
1

j!
trXj

Finalmente, si X es una matriz genérica r × r con autovalores λ1, . . . , λr,
entonces

Td(X) =

r∏
k=1

λj
1− e−λj

es invariante, porque Td(X) y Td(A−1XA) tienen los mismos autovalores.
En general, si p(X) es un polinomio homogéneo invariante, entonces p es

una expresión polinomial en las funciones simétricas elementales en los autova-
lores de X. Recíprocamente, una función simétrica en r variables (complejas)
define un polinomio invariante.

Si V es un espacio vectorial (digamos real) de dimensión n, podemos definir
una estructura de anillo con identidad en

Λ∗V = R⊕ V ⊕
∧2
V ⊕ · · · ⊕

∧n
V = {

n∑
j=0

aj : aj ∈
∧j
V }

definiendo

(

n∑
j=0

aj) ∧ (

n∑
k=0

bk) =

n∑
`=0

∑
j+k=`

aj ∧ bk.
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El subconjunto de elementos de orden par,

ΛparV = {
bn/2c∑
j=0

a2j : a2j ∈
∧2j

V },

es un subanillo conmutativo con identidad. Finalmente,

G(V ) = {1 + a2 + · · ·+ a2bn/2c : a2j ∈
∧2j

V para j > 0}

es un grupo conmutativo.
Si p(X), X = [xkj ] es un polinomio invariante y wkj ∈

∧2, podemos re-
emplazar las variables por las formas wkj . Como ΛparV es conmutativo, no es
necesario mantener el orden de los productos.

6. Clases características en cohomología de de Rham

Pasando ahora a la situación de formas sobre una variedad, sea E → X
un fibrado complejo con conexión ∇ con curvatura ΩΩΩ expresada localmente
respecto a un marco de referencia ηj como una matriz [Ωkj ]. Si p(X) es un
polinomio, podemos calcular p(Ω) sin problema. Pero si Ω′ = A−1ΩA, entonces
la igualdad p(Ω′) = p(Ω) está garantizada solo si p es invariante. En ese caso,
los sumandos homogéneos de p, los cuales podemos extraer usando

p(tX) =
∑
m≥0

tmpm(X)

producen formas pm(Ω) ∈ C∞(X ;
∧2mX ) bien definidas, puesto que los pm

mismos también son invariantes: como pm(Ω′) = pm(Ω), no importa que marco
de referencia local para E escogemos, el resultado es el mismo. Escribimos p(ΩΩΩ)
para denotar la forma global definida por p y ∇.

Si p(X) es un polinomio invariante homogéneo de orden m y Ω es la forma
de conexión de alguna conexión en E que hemos prefijado, entonces p(ΩΩΩ) es
una 2m-forma cerrada. Para ver esto, escribimos p explícitamente:

p(X) =
∑

pj1...jmk1...km
xk1j1 · · ·x

km
jm

con coeficientes constantes. Para ver que dp(ΩΩΩ) = 0 escogemos p0 ∈ X arbitrario
y un marco de referencia respecto al cual la matriz de formas de curvatura
satisface dΩ(p0) = 0. Sustituyendo Ω tenemos

p(Ω) =
∑

pj1...jmk1...km
Ωk1j1 ∧ · · · ∧ Ωkmjm .

De esto es claro que dp(Ω)(p0) = 0. Como p(ΩΩΩ) no depende del marco de
referencia y p0 es arbitrario, dp(ΩΩΩ) = 0. Por lo tanto, la conexión y el polinomio
define una clase de cohomología en H2m

dR (X ). También podemos probar que la
clase de cohomología no depende de la conexión (ver Gilkey [19]).
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Definición 6.1. Sea X una variedad de clase C∞, E → X un fibrado
vectorial complejo de rango r y Ω la matriz de curvatura respecto a algún marco
de referencia local de E. La clase (total) de Chern es el elemento

c(E) ∈
⊕

H2k
dR(X )

definido localmente por

det(I +
i

2π
Ω).

El carácter de Chern es el elemento

ch(E) ∈
⊕

H2k
dR(X )

definido localmente por
tr e

i
2πΩ.

Sea ∇X una conexión en la complexificacion, CTX , de TX , ΩX su matriz de
curvatura respecto a algún marco de referencia local de TX . La clase de Todd
de X es el elemento

Td(X ) ∈
⊕

H2k
dR(X )

definido localmente por

Td(ΩX ) ∈
⊕

H4k
dR(X ).

Estas clases aparentan ser clases en cohomología de de Rham con coeficien-
tes complejos, pero cada clase contiene representantes reales (ver Gilkey [19,
p. 94]).

La clase total de Chern es

c(E) = 1 + c1(E) + c2(E) + · · ·+ cr(E), cj(E) ∈ H2j
dR(X )

con cj(E) ∈ H2j
dR(X ). Siempre cj(E) = 0 si j > r porque el polinomio det(tI +

X) es de grado r en el caso de matrices r× r. Además cj(E) = 0 si 2j > dimX
porque H2j

dR(X ) = 0 en ese caso. El carácter de Chern está basado en tr exp(X).
Expandiendo en serie de Taylor,

tr(eX) = tr(I +X +
1

2
X2 + . . . ) = r + σ1(X) +

1

2
(σ1(X)2 − 2σ2(X)) + . . .

La clase de Chern puede ser definida en cohomología con coeficientes en Z,
la carácter de Chern en cohomología racional (la división por números factoria-
les es la expansión de Taylor del exponencial es inevitable), lo mismo que con
la clase de Todd. Las clases de Chern enteras de E “casi” determinan el fibrado.
No lo determinan necesariamente, porque, por ejemplo, un fibrado puede tener
curvatura nula, por lo tanto su clase total de Chern es trivial sin que el fibrado
mismo sea trivial. Hay otras razones para fallar, pero para esto hay que mirar
con más cuidado la interacción de la topología del fibrado y la del espacio de
base X .
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Supongamos por un momento que X es de dimensión par n = 2m. Si E →
X es un fibrado complejo de rango r > m, entonces E tiene una descomposición
E ≈ E(0) ⊕ Cr−m, y cualquier descomposición de este tipo (con E(0) con
rango m) produce factores isomorfos. Esto no es difícil de probar, pero requiere
algo de sofisticación (ver Husemoller [31, p. 112, Teorema 1.2]; algo similar
ocurre si dimX es impar). La consecuencia de esto es que uno puede definir
una estructura de grupo en el conjunto Vm(X ) de clases de equivalencia por
isomorfismo de fibrados vectoriales complejos de rango m sobre una variedad
(que supondremos cerrada como en el resto de este capítulo y orientable). Si
E,F → X son fibrados de rango m, entonces E ⊕ F = G⊕ Cm para algún G,
único módulo isomorfismo. La clase del fibrado trivial X × Cm → X hace de
unidad. Paralelo a esto, el conjunto

Cm(X ) = 1⊕H2
dR(X )⊕ · · · ⊕H2m

dR (X )

también tiene estructura de grupo. Finalmente

c : Vm(X )→ Cm(X )

es un homomorfismo. Para ver esto, notamos que c(E ⊕ F ) = c(E) ∧ c(F ).
Esto es inmediato si para calcular c(E ⊕ F ) usamos como conexión en E ⊕ F
la obtenida de combinar una para E y una para F , y las propiedades del
determinante.

Todas estas clases de un fibrado E → X pueden ser expresadas en términos
de las clases de Chern, porque estas están realmente basadas en las funciones
simétricas elementales. Las clases de Chern de la complexificación de un fibrado
real se anulan en grados que son múltiplos impares de 2 (ver Gilkey [19, p. 98]);
ellas coinciden con las clases de Pontryagin (que no hemos definido) del fibrado
real.

7. La fórmula de Atiyah-Singer

En T ∗X tomamos como orientación la inducida por la forma de Liouville
λ, una 2n-forma (ver (II.9.2)), y en T ∗X ⊕R la inducida por λ∧dt. Esto induce
una orientación en el fibrado de esferas ρ : S ⊂ T ∗X ⊕ R.

Dado el fibrado vectorial complejo G → S, tomamos el carácter de Chern
y la clase de Todd y formamos ρ∗(Td(X ))∧ch(G). Esta es una suma de formas
de varios grados. Aislamos la parte de grado 2n = dimS. Esta forma tiene
una integral bien definida puesto que S es orientable y hemos escogido una
orientación.

Teorema 7.1 (Atiyah-Singer). Sea X una variedad cerrada de clase C∞ y
dimensión n, E,F → X fibrados vectoriales complejos, sea A ∈ Ψ(X ;E,F ) un
operador pseudodiferencial elíptico de orden µ > 0, y sea Ind(A) su índice de
Fredholm. Sea G el fibrado de esferas construido sobre la suspensión del fibrado
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de coesferas S∗X y sea G→ S el fibrado vectorial construido usando el símbolo
principal de A. Entonces

Ind(A) = (−1)n
ˆ
S

Td(X ) ∧ ch(G).





Capítulo VIII

La función ζ de un operador elíptico

1.

Continuamos con una variedad cerrada X y un fibrado vectorial E → X .
Suponemos dados una densidad positiva en X y una métrica Hermitiana para
el fibrado E. Con estos datos, construimos L2(X ;E). Si A es un operador
diferencial, su adjunto formal es el operador A? tale que

(Au, v) = (u,A?v) para todo u, v ∈ L2(X ;E).

Si A es elíptico, A con dominio

D = {u ∈ L2(X ;E) : Au ∈ L2(X ;E)}

tiene como adjunto de Hilbert al operador A? con dominio

D = {u ∈ L2(X ;E) : A?u ∈ L2(X ;E)}.

Debido a la compacidad de X y la elipticidad de A, ambos dominios son iguales
a Hm(X ;E), el espacio de Sobolev de orden m (el orden de A) cuyos elementos
son secciones de E. De esto resulta: si A es elíptico y simétrico, es decir, A = A?,
entonces es autoadjunto.

Supondremos que A es elíptico y positivo1:

(Au, u) ≥ c‖u‖2, u ∈ C∞(X ;E)

con c > 0. Entonces el espectro de A, el cual es un conjunto discreto sin puntos
de acumulación finitos por ser A elíptico, es un subconjunto de R porque A es
autoadjunto, de hecho contenido en [c,∞) por la positividad A. Cada elemento
de spec(A) es un autovalor de multiplicidad finita (debido a la elipticidad de A
y la compacidad de X ). Si ψ ∈ D es un autovector, entonces ψ ∈ C∞(X ;E) por
regularidad elíptica. Esto vale incluso si u es una distribución y un autovector.

1(Au, u) real para todo u ∈ C∞(X ;E) implica simetría. Para cualquier u, v ∈ C∞(X ;E)

tenemos
(Au, v) + (Av, u) = (A(u+ v), u+ v)− (Au, u)− (Av, v) ∈ R

por lo tanto =(Au, v) = −=(Av, u) = =(u,Av) usando (Av, u) = (u,Av). En la misma
fórmula, reemplazando v por −iv tenemos que por ser i(Au, v) − i(Av, u) real, <(Au, v) =
<(Av, u) = <(u,Av). De esto resulta (Au, v) = (v,Au). En particular, A positivo implica A
simétrico.

167
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Escribimos
Eλ = ker(A− λI ), λ ∈ C.

La positividad de A implica, según el Teorema III.13.5, que el espectro de A
está contenido en [c,∞) ⊂ (0,∞), Por lo tanto, si λ ∈ spec(A), la potencia λ−s
está definida sin ambigüedad para cualquier s ∈ C. La función ζ de A es la
función

(1.1) ζA(s) =
∑

λ∈spec(A)

λ−s dimEλ.

Como veremos, ella está definida inicialmente en la región <s > n/m del plano
complejo, pero tiene una extension meromorfa a todo C con polos únicamente
a lo largo de (−∞, n/m], todos simples.

Obtendremos información sobre ζA usando la fórmula

(1.2) ζA(s) = Tr
i

2π

ˆ
Γ

λ−s(A− λI )−1 dλ,

válida, como veremos, si sm < −n, donde Γ es
el camino obtenido recorriendo el semieje real
negativo desde −∞ hasta −ε, seguido del ca-
mino circular a lo largo de |λ| = ε en el sentido
horario hasta volver al semieje negativo, y de allí de nuevo a −∞ a lo largo
del eje real. El número ε es positivo, menor que c, y λs está definido usando la
determinación del logaritmo en el complemento del semieje real negativo; en la
primera parte del camino, λ−s = |λ|−se−isπ, en la tercera, λ−s = |λ|−seisπ. La
motivación de la fórmula proviene de

η−s =
i

2π

ˆ
Γ

λ−s(λ− η)−1 dλ

si η ∈ C\(−∞, 0], <s > 0, y |η| > ε. Usada conjuntamente con

(A− λI )−1 =
∑

ζ∈spec(A)

1

ζ − λ
Πζ ,

donde Πζ : L2(X ;E) → L2(X ;E) es la proyección ortogonal en Eζ y proce-
diendo formalmente, obtenemos

Tr(A− λI )−1 =
∑

ζ∈spec(A)

1

ζ − λ
Tr Πζ ,

lo cual produce la relación entre ζA y la traza del operador

(1.3) A−s =
i

2π

ˆ
Γ

λ−s(A− λI )−1 dλ

Como ya sabemos, calcular la traza de un operador pseudodiferencial requiere
que su orden sea menor que −n = −dimX (para que el núcleo de Schwartz
sea continuo, y tenga restricción a la diagonal). La definición del operador A−s
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solo requiere <s > 0, y veremos que este es un operador de orden −ms. Así, la
existencia de la traza esta garantizada para <s > n/m. En la siguiente sección
discutimos en detalle la definición de A−s. El factor i en el numerador en (1.3)
toma en cuenta que escribimos (A− λI )−1 en lugar de (λI −A)−1.

La mayor parte de este capítulo está basada en Seeley [70].

2. Potencias complejas de A

La positividad de A implica que A es simétrico.

Lema 2.1. Si A es simétrico, entonces

‖(A− λI )u‖0 ≥ |=λ|‖u‖0, u ∈ C∞(X ;E).

Si además A es no-negativo, entonces

‖(A− λI )u‖0 ≥ |λ|‖u‖0 si <λ < 0.

Sea c0 > 0 arbitrario, definamos

Σθ,c0 = {λ ∈ C : <e−θλ ≥ 0, |=e−θλ| ≤ c0<e−θλ}.

En el caso θ = 0 que nos interesa por ahora, Σ0,c0 es un sector abierto centrado
en el semieje real positivo. En general, Σθ,c0 es un sector abierto centrado en
el rayo

Rayθ = {reiθ : r > 0}.
Combinando las dos estimaciones del lema obtenemos que para cada c0 > 0
existe c1 tal que

(2.2) ‖(A− λI )u‖0 ≥ c1|λ|‖u‖0 si λ /∈ Σ0,c0 .

Demostración. Si A es simétrico, entonces (Au, u) es real para cualquier
u ∈ C∞(X ;E):

0 = (Au, u)− (u,Au) = (Au, u)− (Au, u) = 2=(Au, u).

Usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz y la desigualdad |z| ≥ |=z| para
números complejos z, tenemos

‖(A− λI )u‖0‖u‖0 ≥ |
(
(A− λI )u, u

)
| = |(Au, u)− λ(u, u)| ≥ |=λ|‖u‖20

y simplificando obtenemos la primera desigualdad del enunciado.
Supongamos ahora que (Au, u) es no-negativo. Entonces

‖(A− λI )u‖20 = ‖Au‖20 + |λ|2‖u‖20 − 2<λ(Au, u).

Si <λ < 0, entonces −2<λ(Au, u) ≥ 0, y por lo tanto el lado derecho está
acotado por debajo por |λ|2‖u‖20. Tomando raíz cuadrada obtenemos la segunda
desigualdad del enunciado. �
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La desigualdad (2.2) implica

‖(A− λI )−1u‖0 ≤
c

|λ|
‖u‖0, u ∈ L2(X ;E), λ /∈ Σθ,c0

para cualquier c0 con c = 1/c1. La manera más sencilla de definir la integral
en (1.3) es apelando a la teoría de integrales de línea de funciones complejas.
Si u, v ∈ L2(X ;E), entonces

λ 7→ λ−s
(
(A− λI )−1u, v

)
es una función holomorfa en C\(spec(A) ∪ R−), acotada por

|λ−s
(
(A− λI )−1u, v

)
≤ c|λ|−<s−1‖u‖0‖v‖0.

en C\Σθ,c0 . Como consecuencia tenemos: si <s > 0, la integral de línea
i

2π

ˆ
Γ

λ−s
(
(A− λI )−1u, v

)
dλ

converge absolutamente, y está acotada por

Cs‖u‖0‖v‖0
con

Cs = c

ˆ
Γ

|λ|−<s−1 |dλ|.

En particular,

L2(X ;E) 3 v 7→ i

2π

ˆ
Γ

λ−s
(
(A− λI )−1u, v

)
dλ ∈ C

es continuo además de lineal, y vía el teorema de representación de Riesz define
un elemento de L2(X ;E), denotado A−su. Este elemento depende linealmente
de u y satisface

‖A−su‖0 ≤ Cs‖u‖0.
Tenemos por lo tanto un operador continuo A−s : L2(X ;E) → L2(X ;E) con
norma ≤ Cs. Una versión equivalente resulta de usar que

λ 7→ λ−s(A− λI )−1u ∈ L2(X ;E)

es continuo, extendiendo la definición de integrales de Riemann impropias a
funciones continuas con valores en un espacio de Hilbert (o de Banach).

En cualquier caso, solo podemos definir la integral de esta manera cuando
<s > 0. El resultado es una familia de operadores que dependen de s de manera
holomorfa.

Proposición 2.3. Si s, s′ son números complejos con parte real mayor que
0, entonces

A−s ◦A−s
′

= A−s−s
′
.

Si <s > 1, entonces A◦A−s = A−s+1. Si s es un entero positivo, entonces A−s
es la s-íma potencia de la inversa de A.
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La proposición justifica la notación.

Demostración. Debido a la holomorficidad, el camino preciso que usa-
mos para definir As no es importante, solo el comportamiento general importa.
Continuamos con el camino Γ original, y escogemos otro camino Γ′ descrito
como sigue. Tomamos ε′ > ε tal que ε′ < mı́n spec(A) y δ < ε′. El camino Γ′

consiste del segmento paralelo al eje real con parte imaginaria δ > 0 comenzan-
do en −∞+ iδ hasta encontrar el círculo de radio ε′ > ε, seguido del arco a lo
largo de ese círculo recorrido en el sentido horario hasta encontrar el segundo
punto de intersección con la linea =λ = −δ, luego el segmento de allí a −∞− iδ
hasta −∞− iδ. Usando la segunda definición posible de As, tenemos

(A−s ◦A−s
′
)(u) =

( i

2π

)2
ˆ

Γ′

ˆ
Γ

λ−sµ−s
′
(A− λI )−1 ◦ (A− µI )u dλ dµ.

En el lado derecho hemos usado la continuidad de A y la convergencia de las
sumas de Riemann de

i

2π

ˆ
Γ′
µ−s(A− µI )−1(u) dµ

en la topología de L2(X ;E) para obtener

(A− λI )−1
( ˆ

Γ′
µ−s

′
(A− µI )(u) dµ

)
=

ˆ
Γ′
µ−s

′
(A− λI )−1 ◦ (A− µI )(u) dµ

Una vez hecho esto, el orden de la integración no es material. Ahora usamos

(A− λI )−1 − (A− µI )−1 = (A− λI )−1 ◦ (A− µI − (A− λI )) ◦ (A− µI )−1

= (λ− µ)(A− λI )−1 ◦ (A− µI )−1

para obtener

(2.4) (A−s ◦A−s
′
)(u) =

( i

2π

)2
ˆ

Γ

ˆ
Γ′

λ−sµ−s
′

λ− µ
(A− λI )−1(u) dµ dλ

−
( i

2π

)2
ˆ

Γ′

ˆ
Γ

λ−sµ−s
′

λ− µ
(A− µI )−1(u) dλ dµ.

Reescribimos el primer término de la derecha como( i

2π

)2
ˆ

Γ

[ ˆ
Γ′

µ−s
′

λ− µ
dµ
]
λ−s(A− λI )−1(u) dλ

y observamos que en la integral entre corchetes podemos cambiar el contorno
de integración Γ′, definido usando ε′, a uno definido de la misma manera con
parámetro r ≥ ε′ porque λ ∈ Γ. Usando la estimación∣∣∣ µ−s′

λ− µ

∣∣∣ ≤ C|µ|−<s′−1
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para λ fijo y |µ| grande y usando que <s′ > 0, concluimos que esa integral es
nula. Escribimos el segundo término de la derecha en (2.4), incluyendo el signo,
como

−
( i

2π

)2
ˆ

Γ′

[ ˆ
Γ

λ−s

λ− µ
dλ
]
µ−s

′
(A− µI )−1(u) dµ

La integral entre corchetes es igual a
‰
|λ−µ|=ρ

λ−s

λ− µ
dλ+

ˆ
Γ′′

λ−s

λ− µ
dλ

donde Γ′′ está definida como Γ pero con parámetro ε′′ > 2|µ|, de manera que la
parte circular mantiene a µ en su interior, y 0 < ρ < |µ|. La segunda integral, la
integral sobre Γ′′ es nula en base al mismo argumento que más arriba, esta vez
usando <s > 1. Para la primera integral, en la cual la orientación es antihoraria,
tenemos ‰

|λ−µ|=ρ

λ−s

λ− µ
dλ = 2πiµ−s

′

Concluimos que (A−s ◦A−s′)(u) = (A−s−s
′
)(u).

Para probar la segunda aserción usamos

λ−sA(A− λI )−1 = λ−s(A− λI )(A− λI )−1 + λ−s+1(A− λI )−1

= λ−s + λ−s+1(A− λI )−1

y argumentamos que ˆ
Γ

λ−s dλ = 0

usando <s > 1.
Si s es un entero positivo, los límites

ĺım
λ→λ0
=λ>0

λ−s, ĺım
λ→λ0
=λ<0

λ−s

con λ0 < 0 son iguales. La cancelación que esto implica reduce la integral que
define a A−s a

A−s =
i

2π


|λ|=ε

λ−s(A− λI )−1 dλ.

Si s = 1, esto evalúa (A− λ)−1 en λ = 0. Si s > 1 (entero), usamos la segunda
parte de la proposición. �

La segunda aserción del lema nos permite extender la definición de A−s a
todo el plano complejo:

Corolario 2.5. La familia s 7→ A−s tiene una extension holomorfa a C.
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Demostración. Sea s arbitrario en la región Ωk = <s > −k + 1. Como
<(s+k) > 1, A−s−k está definido y es holomorfo en s en la región Ωk. Entonces
también la nueva función A−s(k) = AkA−s−k es holomorfa en Ωk. Pero si <s−k >
1, entonces AkA−s−k = A−s. Esto es, A−s(k) es una extension holomorfa de A−s.
Extendemos A−s a la región Ωk definiendo A−s = As(k). �

3. Rayos de crecimiento mínimo

Las únicas propiedades de A que usamos en la sección anterior fueron la
invertibilidad de (A−λI )−1 si λ es un número real no-positivo y la estimación

(3.1) ‖(A− λI )−1‖ ≤ c

|λ|
, λ ∈ Rπ

con Rπ = R−. Esta última desigualdad implica la validez de una desigualad
similar con otra constante c en un sector alrededor del semieje real negativo.
Usando

A− λI = (A− λ0I )
(
I + (λ− λ0)(A− λ0I )−1

)
y la invertibilidad2 de

I + (λ− λ0)(A− λ0I )−1

si ‖(λ− λ0)(A− λ0I )−1‖ < 1. La cota (3.1) implica

‖(λ− λ0)(A− λ0I )−1‖ ≤ c
∣∣ λ
λ0
− 1|

Con <λ < 0 y escogiendo λ0 = <λ vemos que A−λI es invertible si |=λ/<λ| <
1/c.

En general, Rayθ es un un rayo de crecimiento mínimo para un operador
A si A − λI es invertible cuando λ ∈ Rayθ es suficientemente grande, con la
estimación (3.1) con Rayθ en lugar de Rπ. Si Rayθ es un rayo de crecimiento
mínimo para A, y A es elíptico e invertible (0 6∈ spec(A)), todo los argumentos
de la sección anterior son aplicables directamente (alternativamente también
trabajando con el operador e−iθA, definiendo A−s = eisθ(eiθA)−s) usando una
curva Γ que cerca del origen, omite el espectro de A (discreto por ser A elíptico
y X compacta).

Si A ∈ Difm(X ;E) es no-negativo, entonces A es simétrico y su símbolo
principal es no-negativo. Para ver esto, usaremos (III.11.5). Sean ξξξ ∈ Ṫ ∗X
y π(ξξξ) = p0. Tomamos f ∈ C∞(X ) a valores reales con df(p0) = ξξξ. Dado

2Vía serie de Neumann,

(I − T )−1 =
∞∑
`=0

T `,

con convergencia en norma si ‖T‖ < 1.



174 VIII. LA FUNCIÓN ζ DE UN OPERADOR ELÍPTICO

φ0 ∈ Ep0 , escogemos u ∈ C∞(X ;E) con soporte contenido en la región U
donde df 6= 0 y tal que u(p0) = φ0. La positividad de A implica

(Aeiτfu, eiτfu) ≥ 0.

Como
1

τm
(Aeiτfu, eiτfu) = (

1

τm
e−iτfAeiτfu, u)

→ (σσ(A)(df)(u), u) cuando τ →∞,

deducimos
(σσ(A)(df)(u), u) ≥ 0.

Escogemos una carta local x1, . . . , xn en un entorno de p0, digamos en U mismo,
con xj(p0) = 0, y χ ∈ C∞c (R) con χ(0) = 1. En lugar de u usamos kn/2e−k

2|x|2u
con k ∈ N. Escribiendo (·, ··)x para la métrica en la fibra Ex y dm = m0(x)dx
para la densidad, tenemos(

σσ(A)(df)(kn/2e−k
2|x|2u), kn/2e−k

2|x|2u
)

=

ˆ
X

(
σσ(A)(df(x))(kn/2e−k

2|x|2u(x)), kn/2e−k
2|x|2u(x)

)
x
m0(x) dx

=

ˆ
X
kne−2k2|x|2(σσ(A)(df(x))(u(x)), u(x)

)
x
m0(x) dx

=

ˆ
Rn

(
e−2|x|2 σσ(A)(df(x/k))(u(x/k)), u(x/k)

)
x/k

m0(x/k) dx

usando un cambio de variables para llegar a la última línea. El límite de esa
última expresión cuando k →∞ es(

σσ(A)(df(p0))(u(p0)), u(p0)
)
p0
m(p0)

ˆ
R
e−|x|

2

dx

Por lo tanto (
σσ(A)(ξξξ)(φ0), φ0

)
p0
≥ 0.

Si Rayθ es un rayo de crecimiento mínimo, la desigualdad (3.1) con λ ∈
Rayθ implica

|λ|‖u‖0 ≤ c‖(A− λI )u‖0, λ ∈ Rayθ.

De esta desigualdad podemos sacar más información. Tomamos λ ∈ Rayθ y
reemplazamos λ por τmλ y u por eiτfu en la desigualdad, con f y u como
antes. Entonces

|λ|‖u‖0 ≤ c
∥∥∥ 1

τm
e−iτf (A− τmλI )eiτfu

∥∥∥
0

y tomando el límite con τ →∞ resulta

|λ|‖u‖0 ≤ c‖(σσ(A)(df)− λI )u‖0
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Usando el argumento que lleva a la desigualdad puntual deducimos la inverti-
bilidad de σσ(A)(ξξξ) − λI para cada ξξξ 6= 0 si λ ∈ Rayθ; recordemos que por la
definición, 0 /∈ Rayθ.

Notamos de paso que la invertibilidad de σσ(A)(ξξξ)−λI para todo ξξξ ∈ Ṫ ∗X
y λ ∈ Rayθ no es suficiente para concluir que A es elíptico. Por ejemplo, en R3,
ξ2
1 + ξ2

2 − λ es invertible para todo λ < 0, pero ξ2
1 + ξ2

2 no es el símbolo de un
operador elíptico.

Proposición 3.2. Si A ∈ Difm(X ;E) es elíptico y Rayθ es un rayo de cre-
cimiento mínimo para σσ(A), entonces Rayθ es un rayo de crecimiento mínimo
para

A : Hm(X ;E) ⊂ L2(X ;E)→ L2(X ;E).

En la Sección VI.4 vimos como, con el Laplaciano de Hodge �q, podemos
encontrar una inversa pseudodiferencial de �q − λI invirtiendo �q +D2

t . Aquí
este truco “barato” no funciona porque para nuestro operador, A+Dm

t puede
so ser elíptico porque si m es impar no controlamos el signo de τm (si A es
un operador escalar y dimX > 2 entonces la elipticidad implica que m es
par). Sin embargo, podemos construir una parametriz para A “a mano” usando
coordenadas locales y considerando λ en am − λI , como parte del símbolo
principal de A− λI pretendiendo que λ es homogénea de orden m.

Organizamos las ideas en el lenguaje de la sucesión (III.11.6) y el Teorema
III.11.8. Para la definir versión local de los operadores que necesitamos tomamos
un conjunto abierto Ω ⊂ Rn y un sector Σ = Σθ,c arbitrario. Definimos Sµ1,0(Ω×
Rn ×Σ) como el espacio de funciones b ∈ C∞(X ×Rn ×Σ) (posiblemente con
valores en matrices) tales que para todo K b Ω, todo α, β, γ, γ′, existe C tal
que

|Dα
x∂

β
ξ ∂

γ
λ∂

γ

λ
b(x, ξ, λ)| ≤ C(1+|ξ|+|λ| 1m )µ−|β|−|γ|−|γ

′|, x ∈ K, (ξ, λ) ∈ Rn×Σ.

Estos son símbolos similares a los símbolos de tipo (1, 0) en el sentido del
Capitulo III excepto que no están definidos en todo Ω × Rn × R2, sino (cada
uno) en un entorno de Ω×Rn×Σ en este espacio (viendo C como R2), además
con homogeneidad distinta en ξ y λ:

τ · (ξ, µ) = (τξ, τmµ).

Dejamos implícito que el espacio depende de m. Definimos operadores pseudo-
diferenciales usando estos símbolos, simplemente usando λ ∈ Σ como paráme-
tro. Definimos Sµh (Ω × Rn × Σ) como el espacio de funciones de clase C∞ en
Ω× [(Rn × Σ)\{0, 0}] homogéneas de orden µ:

b : Ω× Rn × Σ→ C

es homogénea de orden µ si

b(x, τξ, τmλ) = τµb(x, ξ, λ), τ > 0.
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Finalmente, Sµ(Ω×Rn×Σ) es el subespacio de Sµ1,0(Ω×Rn×Σ) cuyos elementos
tienen expansión asintótica

b ∼
∞∑
k=0

bµ−k, bµ−k ∈ Sµ−kh (Ω× Rn × Σ)

en el sentido que si χ ∈ C∞(Rn × Σ) satisface χ(ξ, λ) = 1 cuando (ξ, λ) está
cerca de (0, 0), entonces

b− (1− χ)

N∑
k=0

bµ−k ∈ Sµ−N−1(Ω× Rn × Σ).

El factor (1−χ) elimina el problema de la singularidad en (0, 0) de las funciones
homogéneas.

Sea Ψµ(Ω,Σ) el espacio de operadores pseudodiferenciales definidos usando
símbolos en Sµ(Ω×Rn×Σ). Admitimos como operadores residuales, operadores
integrales dependientes de λ con núcleo de clase C∞ en todas las variables
(incluyendo λ ∈ Σ) que como funciones en Ω × Ω con λ como parámetro son
rápidamente decrecientes en λ ∈ Σ cuando |λ| → ∞.

El símbolo principal de B = op(b) ∈ Ψµ(Ω,Σ), b con expansión como
arriba, es bµ como función en (T ∗Ω× Σ)\{(x, 0, 0) : x ∈ Ω}.

Retornando a la variedad X , definimos Ψµ(X ,Σ;E) como el espacio de
operadores que localmente están dados por operadores como los que acabamos
de definir, con símbolos a valores en mapas E → E. Definimos

T ∗X ×̇ Rayθ = {(ξξξ, λ) ∈ T ∗X × Σ : (ξξξ, λ) 6= (0, 0)}

Sea π̇Σ : T ∗X ×̇ Rayθ la proyección canónica. Definimos

Sµh (T ∗X ×̇ Rayθ; End(π̇∗ΣE))

como el espacio de secciones de clase C∞, homogéneas de orden µ, del fibrado
End(π̇∗ΣE)→ T ∗X ×̇ Rayθ.

Teorema 3.3. La sucesión
(3.4)

0→ Ψµ−1(X ,Σ;E)
ι−→ Ψµ(X ,Σ;E)

σσµ−−→ Sµh (T ∗X ×̇ Rayθ; End(π̇∗ΣE))→ 0

es exacta. Si A ∈ Ψµ(X ,Σ;E) es tal que σσµ(A) es invertible como elemento de
Sµh (T ∗X ×̇ Rayθ; End(π̇∗ΣE)), esto es, existe

b ∈ S−µh (T ∗X ×̇ Rayθ; End(π̇∗ΣE))

tal que ab = I , entonces hay B ∈ Ψ−µ(X ,Σ;E) tal que A ◦ B = I − R, donde
R es un operador integral cuyo núcleo es de clase C∞ en X × X × Σ, de la
forma K(x, x′, λ), con K(x, x′, λ)→ 0 cuando λ→∞, λ ∈ Σ.

La demostración es análoga a las de los Teoremas III.11.8 y III.11.9.
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Demostración de la Proposición 3.2. Aplicamos el teorema al ope-
rador diferencial A para el cual σσ(A) − λI es invertible si λ ∈ Rayθ (y por lo
tanto también si λ ∈ Σθ,c para algún c > 0). Escogemos B(λ) ∈ Ψ−µ(X ,Σ;E)
tal que

(A− λI )Bλ = I −Rλ
con término residual Rλ como el descrito en el teorema. La norma de Rλ como
operador

L2(X ;E)→ L2(X ;E)

decrece rápidamente a 0 si λ ∈ Σ y |λ| → ∞. Por lo tanto, una vez que |λ es
suficientemente grande, la serie de Neumann

∞∑
`=0

R`λ

converge en norma a un operador integral con núcleo de clase C∞, y Bλ ◦ (I −
Rλ)−1 invierte A − λI . Por lo tanto Rayθ es un rayo de crecimiento mínimo
para A. �

El aspecto importante de la Proposición 3.2 no es la existencia de una
inversa pseudodiferencial de A−λI : la inversa es un operador pseudodiferencial
porque A es elíptico. Más bien, el valor de esa proposición y el Teorema 3.3
reside en las estimaciones en λ en la representación de (A−λ)−1 como operador
pseudodiferencial.

4. Cálculos locales

Continuamos con el operador diferencial A : C∞(X ;E)→ C∞(X;E), elíp-
tico y estrictamente positivo. Podríamos suponer solo elipticidad y existencia
de un rayo de crecimiento mínimo para el símbolo principal, pero dejamos eso
para el lector interesado. Los operadores (A− λI )−λ con λ /∈ spec(A) son ope-
radores pseudodiferenciales. Queremos probar que los operadores A−s también
son operadores pseudodiferenciales. Para esto recurrimos a fórmulas locales.

En un abierto U con coordenadas locales x1, . . . , xn,

A =
∑
|α|≤m

aα(x)Dα
x

con homomorfismos aα : EU → EU . El símbolo total de A es
m∑
j=0

am−j(x, ξ), am−j(x, ξ) =
∑

|α|=m−j

aα(x)ξα

Escribimos
ãm = am − λI , ãm−j = am−j , j = 1, . . . ,m.
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La parametriz de A − λI (siempre con λ ∈ Σ = Σπ,c, c > 0 arbitrariamente
fijado) será un operador pseudodiferencial B = op(b) con símbolo total con
expansión asintótica

b(x, ξ, λ) ∼
∞∑
k=0

b−m−j(x, ξ, λ), b−m−j(x, τξ, τ
mλ) = τ−m−jb−m−j(x, ξ, λ).

Encontraremos los términos b−m−j usando la Proposición III.8.4 (A está pro-
piamente soportado porque es un operador diferencial) con la condición (A −
λI ) ◦B = I . En general, (A− λ) ◦B = C tiene C = op(c) con

c(x, ξ, λ) ∼
∞∑
`=0

c−`(x, ξ, λ)

con c` homogéneo (incluyendo λ) de orden −`. Pero como queremos C = I ,
tomamos c0 = I y c` = 0 si ` > 0. En la fórmula para el símbolo de la
composición en la Proposición III.8.4 reemplazamos ã y b por sus expansiones
asintóticas en términos homogéneos y separamos por grado de homogeneidad:

c` =
∑

j+k+|α|=`

1

α!
Dα
ξ ãm−j(x, ξ, λ)Dα

x b−m−k(x, ξ, λ)

Cuando ` = 0, esta fórmula y la composición C = I nos lleva a I = ãmb−m,
por lo tanto,

b−m(x, ξ, λ) = (am(x, ξ)− λI )−1, (ξ, λ) 6= 0, λ /∈ spec(am(x, ξ)).

La condición c−` = 0 si ` > 0 es, por supuesto,
∞∑
k=0

b−m−j(x, ξ, λ), b−m−j(x, τξ, τ
mλ) = τ−m−jb−m−j(x, ξ, λ) = 0

En esta fórmula, bm−` aparece en un solo término (j = |α| = 0, k = `) sin
diferenciar, multiplicado por ãm. Por lo tanto, podemos despejar b−m−`. Todos
los demás términos tienen ãm diferenciado en ξ al menos una vez, por lo tanto
λ no aparece en ellos, o factores ãm−j posiblemente diferenciados, pero en todo
caso en estos tampoco aparece λ. El resultado es

b−m−`(x, ξ, λ) = −b−1
m (x, ξ, λ)

∑
j+k+|α|=`

k<`

1

α!
Dα
ξ ãm−j(x, ξ, λ)Dα

x b−m−k(x, ξ, λ),

para ` > 0. La suma asintótica de los bm−k es una función b(x, ξ, λ) tal que

(A− λI ) op(b) = I −Rλ
con un error Rλ = op(rλ) con rλ ∈

⋂
µ S

µ(U × Rn × Σ;E), un operador cu-
ya representación como operador pseudodiferencial tiene símbolo rápidamente
decreciente en (ξ, λ), en particular en λ.
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La fórmula que define b−m−` lleva a una expresión con singularidades en

{(x, ξ, λ) ∈ U × Rn × C : (ξ, λ) 6= 0, λ /∈ spec(a(x, ξ))}.

podemos (y nos conviene) deformar esos símbolos ligeramente para evitar esas
singularidades cuando λ es pequeño.

De la positividad de am(x, ξ) sabemos que spec(am(x, ξ)) ⊂ R+. Mante-
niendo x en un subconjunto compacto arbitrario de U y |ξ| = 1, tenemos una
cota inferior ε0 > 0 para los elementos de spec(am(x, ξ)), digamos

λ ∈ spec(am(x, ξ)) =⇒ λ ≥ ε0.

Reduciendo U podemos suponer que esta cota vale para cualquier x ∈ U . Por
homogeneidad,

λ ∈ spec(am(x, ξ)) =⇒ λ > |ξ|.

De hecho, spec(am(x, ξ)) = |ξ| spec(am(x, ξ̂)) con ξ̂ = ξ/|ξ|.
Tomamos una función no-negativa ρ ∈ C∞(R) tal que ρ(t) ≤ 1, ρ(t) = 1

cerca de 0 con sop(ρ) = [−1, 1] y estrictamente positiva en (−1, 1). Entonces

a′m(x, ξ) = am(x, ξ) + ε0ρ(|ξ|)I

es de clase C∞ e igual a am si |ξ| ≤ 1. Y si λ ∈ spec(a′m(x, ξ)), entonces

λ ≥

{
ε0|ξ| si |ξ| ≥ 1

ε0 mı́n{ρ(|ξ|), 1} si |ξ| < 1.

En cualquier caso λ > ε1 para cierto ε1 > 0. Usando

b−m(x, ξ, λ) = (a′m(x, ξ)− λI )−1

en lugar de simplemente (am(x, ξ)−λI )−1 en la definición de las b−m−`, vemos
que estas resultan ser de clase C∞ en

U × Rn × Σ′, Σ′ = {λ ∈ C : λ /∈ [ε0,∞)}

a valores en E, holomorfas en λ ∈ Σ′ y homogéneas en (ξ, λ) de orden −m− `
en el sentido de τ · (ξ, τ) = (τ, τmη).

Usamos estos símbolos redefinidos para escribir la parametriz de (A− λI )
en el conjunto abierto U .

El núcleo de Schwartz de (A− λI )−1 en U × U está dado por

Kλ(x, x′) =
1

(2π)n

ˆ
Rn
ei(x−x

′)·ξb(x, x′, ξ, λ) dξ

donde b ∈ S−m(U × U × Rn × Σ′) es holomorfa λ si λ ∈ Σ′. Las estimaciones
de b son como las de la sección anterior excepto que limitamos λ a subsectores
con clausura en Σ′.
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Usando los argumentos en la prueba de la Proposición III.4.10 (los poli-
nomios de Taylor de b(x, x′, λ) en x′ centrados en x e integración por partes)
obtenemos que

Kλ(x, x′)−
N∑
`=0

op(b−m−`) = K−m−N−1,λ

donde K−m−N−1,λ = op(b̃−m−N−1) con b̃−m−N−1 ∈ S−m−N−1(U × U × Rn ×
Σ′). Si m+N > n entonces la estimación

(4.1) |b̃−m−N−1(x, x′, ξ, λ)| ≤ C(1 + |ξ|+ |λ| 1m )−m−N−1

para (x, x′) ∈ K×K b U ×U y λ en cualquier sector con clausura en Σ′, junto
con

(1 + |ξ|+ |λ| 1m )−m−N−1 ≤ (1 + |ξ|)−n−k−ε(1 + |λ| 1m )−m−N−1+n+k+ε

si n+ k + ε < m+N + 1 implican que K−N−1,λ es de clase Ck, holomorfa en
λ ∈ Σ′, con

|K−m−N−1,λ(x, x′)| ≤ (1 + |λ| 1m )−m−N−1+n+k+ε

con (x, x′) ∈ K ×K y λ en cualquier sector con clausura en Σ′.
Si u tiene soporte en U , x ∈ U , y <s > 0,

(A−su)(x)

=
i

2π

ˆ
Γ

λ−sKλ(x, x′)u(x′) dm(x′)

=
i

(2π)n+1

N∑
`=0

ˆ
Γ

ˆ
Rn
ei(x−x

′)·ξλ−sb−m−`(x, ξ, λ)u(x′)m0(x′) dx′ dξ dλ

+
i

2π

ˆ
Γ

λ−sK−m−N−1,λ(x, x′)u(x′)m0(x′) dx′ dλ

=
1

(2π)n

N∑
`=0

ˆ
Rn
ei(x−x

′)·ξ i

2π

ˆ
Γ

λ−sb−m−`(x, ξ, λ) dλu(x′)m0(x′) dx′dξ

+
i

2π

ˆ
Γ

λ−sK−m−N−1,λ(x, x′)u(x′)m0(x′) dx′ dλ.

En la última igualdad intercambiamos el orden de integración en λ y (x′, ξ).
Esto está justificado si vemos la integración en (x′, ξ) como integral iterada y
observamos que û(ξ) es rápidamente decreciente. Es aquí donde el hecho que
los b−m−` son de clase C∞ cerca de ξ = λ = 0 juega un papel: la curva Γ pasa
a la izquierda de las singularidades de λ 7→ b−m−`(x, ξ, λ) para todo (x, ξ).

Las funciones

(4.2) s 7→ a−s−m−`(x, ξ) =
i

2π

ˆ
Γ

λ−sb−m−`(x, ξ, λ) dλ
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son símbolos de orden −m<s − ` en (x, ξ), holomorfos en λ si <s > 0. La
holomorfía es clara. Que son símbolos resulta de que son homogéneos en ξ de
orden (complejo) −ms− ` si |ξ| es suficientemente grande. En efecto, si |ξ| ≥ 1,

b−m−`(x, ξ, λ) = |ξ|−m−`bm−`(x, ξ̂, λ/|ξ|m)

con ξ̂ = ξ/|ξ|. Si λ ∈ Γ, λ/|ξ|m ∈ Γ/|ξ|m. El cambio de variables λ′ = λ/|ξ|m
lleva aˆ

Γ

λ−s|ξ|−m−`b−m−`(x, ξ̂, λ/|ξ|m) dλ =

ˆ
Γ/|ξ|m

(|ξ|λ)−s|ξ|−`b−m−`(x, ξ̂, λ) dλ

pero usando la holomorfía de b−m−` reescribimos la última integral como inte-
gral a lo largo de Γ. Obtenemos

(4.3) a−s−m−`(x, ξ) = |ξ|−ms−`a−s−m−`(x, ξ̂) si |ξ| ≥ 1.

Si <s� 1 y mantenemos ξ fijo, podemos cambiar el contorno de integración
Γ a un contorno que rodea los ceros de det(ãm(x, ξ)−λI ). Habiendo hecho esto,
observamos que la condición <s� 1 ya no es esencial, y concluimos que a−s−m−`
es entera.

También

ã−s−m−N−1(x, x′, ξ) =
i

2π

ˆ
Γ

λ−sb−m−N−1(x, x′, ξ, λ) dλ

es un símbolo de orden a lo sumo −m<s − N . Para ver esto, cambiamos la
variable λ por |ξ|mλ y usamos que b−m−N−1(x, x′ξ, λ) es holomorfa en λ /∈
[ε1,∞) para obtener (con |ξ| ≥ 1)

ã−s−m−N−1(x, x′, ξ) =
i

2π

ˆ
Γ/|ξ|m

λ−s|ξ|−ms+mb−m−N−1(x, x′, ξ, |ξ|mλ) dλ

=
i

2π

ˆ
Γ

λ−s|ξ|−ms+mb−m−N−1(x, x′, ξ, |ξ|mλ) dλ

En la última integral, el integrando está acotado por

C|λ|−<s |ξ|−m<s+m

(1 + |ξ|(1 + |λ| 1m ))m+N+1
≤ C|λ|−<s−1|ξ|−m<s−N

si mantenemos (x, x′) en un subconjunto compacto de U ×U . Las derivadas en
x, x′ se acotan de la misma manera, y las derivadas en ξ mejoran el decaimiento
en esta variable de manera consistente con la aserción

(4.4) ã−s−m−N−1 ∈ S
−m<s−N (U × U × Rn).

Hemos probado además que

(4.5)
ã−s−m−N−1(x, x′, ξ) = |ξ|−msq−s−m−N−1(x, x′, ξ)

q−s−m−N−1 ∈ S
−N (U × U × Rn).
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5. La función zeta

Sea KA−s el núcleo de Schwartz de A−s. Como A−s ∈ Ψsm(X ;E), si ms >
n, entonces A−s KA−s es una función continua, y su restricción, ι∗KA−s , a
diag(X ) está bien definida: Para tales s, A−s es un operador con traza. Podemos
entonces usar (1.2) para calcular ζA.

Usando la expansión de la sección anterior tenemos

KA−s(x, x) =

N∑
`=0

1

(2π)n

ˆ
Rn
a−s−m−`(x, ξ) dξ +

i

2π

ˆ
Γ

λ−sK−m−N−1,λ(x, x′) dλ.

en coordenadas en la región U .
Fijamos χ0 ∈ C∞c (R), χ0(t) = 0 si |t| > 1, definimos χ1(t) = 1 − χ(1/t)

para tener χ0(t) + χ1(1/t) = 1. Con esto,

1

(2π)n

ˆ
Rn
a−s−m−`(x, ξ) dξ =

1

(2π)n

ˆ
Rn
χ0(|ξ|)a−s−m−`(x, ξ) dξ

+
1

(2π)n

ˆ
Rn
χ1

( 1

|ξ|

)
a−s−m−`(x, ξ) dξ

Como as−m−` es entera en s, la primera integral a la derecha es una función
entera en s. En la segunda integral introducimos coordenadas esféricas en la
forma

ξ =
1

r
ξ̂, r > 0, ξ̂ ∈ Sn−1.

Obtenemos
1

(2π)n

ˆ
Rn
χ1

( 1

|ξ|
)
a−s−m−`(x, ξ) dξ =

1

(2π)n

ˆ ∞
0

r−nχ1(r)

ˆ
Sn−1

a−s−m−`(x,
1

r
ξ̂) dξ̂

dr

2

=
1

(2π)n

ˆ
Sn−1

a−s−m−`(x, ξ̂) dξ̂

ˆ ∞
0

rms−n+`χ1(r)
dr

r
;

dξ̂ se refiere por supuesto a la mediad en Sn−1. La función

ρ−m−`(x, s) =
1

(2π)n

ˆ
Sn−1

a−s−m−`(x, ξ̂) dξ̂

(realmente un mapa Ex → Ex para cada x) es de clase C∞, entera en s.
La integral en r es una transformada de Mellin. Insertando la notación de la
Sección IV.3, ˆ ∞

0

rms−n+`χ1(r)
dr

r
= M(χ1)(i(ms− n+ `)).

Como la expansión de Taylor de χ1 en 0 se reduce al único término 1,

M(χ1)(i(ms− n+ `)) ≡ 1

ms− n+ `
módulo una función entera.
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Concluimos que

1

(2π)n

ˆ
Rn
a−s−m−`(x, ξ) dξ =

1

(2π)nm

ˆ
Sn−1

a−s−m−`(x, ξ̂) dξ̂

s− (n− `)/m

módulo una función de s entera.
Estimamos la restricción a diag(X ) del término que involucra aK−m−N−1,λ

de manera similar. Tenemos

i

2π

ˆ
Γ

λ−sK−m−N−1,λ(x, x) dλ =
1

(2π)n

ˆ
Rn
ã−s−m−N−1(x, x, ξ) dξ

=
1

(2π)n

ˆ
Rn
χ0(|ξ|)ã−s−m−N−1(x, x, ξ) dξ

+
1

(2π)n

ˆ ∞
0

ˆ
Sn−1

χ1(r)ã−s−m−N−1(x, x, ξ̂/r)r−n dξ̂
dr

r

En el lado derecho de la última igualdad, la primera integral es entera en s. La
segunda integral es

1

(2π)n

ˆ
r−n+ms

ˆ
Sn−1

q−s−m−N−1(x, x, ξ̂/r) dξ̂
dr

r

El decaimiento en r de q−s−m−N−1(x, x, ξ/r) cuando r → 0 (ver según (4.5))
implica que la última integral define una función de clase C∞ en (x, s) sim<s >
n−N , y es además holomorfa en s en esa región.

Hemos probado

Teorema 5.1. Si <s > n/m, la restricción a diag(X ) del núcleo de Sch-
wartz de A−s es una sección continua (realmente C∞) de E → X que depende
holomórficamente de s en esa región, y admite una extension holomorfa a todo
C con polos simples contenidos en {(n−`)/m : ` ∈ N0}. El residuo en (n−`)/m
es una sección de E, localmente dado por la fórmula

ρ(n−`)/m(x) =
1

(2π)nm

ˆ
Sn−1

a−s−m−`(x, ξ̂) dξ̂
∣∣∣
s=(n−`)/m

.

Como consecuencia de esto y (1.2) tenemos

Corolario 5.2. La función ζA(s), inicialmente definida para <s > n/m,
admite una extension meromorfa a todo C con polos simples contenidos en
{(n− `)/m : ` ∈ N0}:

(5.3)
∑

λ∈spec(A)

1

λs
dimEλ =

∞∑
`=0

ˆ
X

tr ρ(n−`)/m(x) dm(x)

s− (n− `)/m
.
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6. Estimación de Weyl

La estimación de Weyl para el operador A es la siguiente. Sea {λj}∞j=0 la
enumeración de spec(A) con λj < λj+1 (los autovalores sin repetición) Sea

NA(λ) =
∑

{j:λj<λ}

1

λsj
dimEλj .

Entonces

(6.1) NA(λ) ∼ CWλn/m + o(λn/m) cuando λ→∞

con

CW =
m

n

ˆ
X

tr ρn/m(x) dm(x)

Esta estimación es consecuencia del siguiente teorema Tauberiano (transcrito
de Wiener [84, p. 44]):

Teorema 6.2 (Ikehara [32, p. 8]). Sea ν(x) una función monótonamente
creciente y sea

f(µ) =

ˆ ∞
1+

x−µdν(x)

convergente si <µ > 1. Si existe a tal que

g(µ) = f(µ)− a

µ− 1
, <µ > 1

tiene extension continua a <µ ≥ 1, entonces

a = ĺım
x→∞

ν(x)

x
.

El teorema de Ikehara en la versión de Wiener [84, p. 44].

Para obtener la estimación de Weyl a partir del teorema de Ikehara y el
Corolario 5.2, solo tenemos que presentar un diccionario. El primer término en
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la suma a la derecha en (5.3) es
ˆ
X

tr ρn/m(x) dm(x)

s− n/m
=

m

n

ˆ
X

tr ρn/m(x) dm(x)

(m/n)s− 1

lo que indica que debemos tomar µ = (m/n)s. Con esta escogencia de µ, la
suma a la izquierda en (5.3) es∑

λ∈spec(A)

1

(λn/m)µ
dimEλ.

Esto sugiere substituir x = λn/m: con la enumeración del espectro como arriba
y xj = λ

n/m
j , la suma es

∞∑
j=0

1

xµj
dimEλj .

Si definimos

ν(x) =
∑

{j:xj<x}

dimEλj ,

entonces ˆ ∞
0+

x−µ dν(x) =

∞∑
j=0

1

xµ
dimEλj

y la fórmula (5.3) es

ˆ ∞
0+

x−µ dν(x) =

∞∑
`=0

m

n

ˆ
X

tr ρ(n−`)/m(x) dm(x)

µ− (n− `)/n
.

El teorema de Ikehara implica

1

x

∑
{j:xj<x}

dimEλj →
m

n

ˆ
X

tr ρn/m(x) dm(x) cuando x→∞

Reemplazando xj = λ
n/m
j , x = λn/m ,

1

λn/m

∑
{j:λj<λ}

dimEλj →
m

n

ˆ
X

tr ρn/m(x) dm(x) cuando λ→∞

Esta es la fórmula (6.1).
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7. Residuos de ζA en los enteros < n/m

Probaremos que los residuos de ζA en los enteros menores que n/m se
anulan. Para calcularlos, analizaremos ρ(n−`)/m(x), definido en el Teorema 5.1,
con ` = n+ km, k ∈ Z; tal ` corresponde con el polo en −k según (5.3). Como
debemos tener −k < n/m, necesariamente ` > 0.

Sin especificar aún ` excepto ` > 0, tenemos

a−s−m−`(x, ξ̂) =
i

2π

ˆ
Γ

λ−sb−m−`(x, ξ̂, λ) dλ

en coordenadas locales en U ⊂ X . Mantendremos x en un subconjunto com-
pacto de U . Para tales x, la cota

|λ−sb−m−`(x, ξ̂, λ)| ≤ C|λ|−<s(1 + |ξ̂|+ |λ| 1m )−m−` ≤ C ′|λ|−<s(1 + |λ|)−1−`/m

garantiza la convergencia de la integral de linea si <s > −`/m; la parte circular
de la curva γ mantiene a λ a distancia positiva del origen.

Por otro lado, si <s < 0, entonces

ˆ
|λ|=δ

λ−s dλ→ 0 si δ → 0.

Esto permite reducir el radio de la parte circular del camino Γ al origen cuando
<s < 0.

Denotemos por Γ± el camino que consiste en primero recorrer el semieje
real negativo en dirección positiva (como parte de la frontera del semiespacio
=λ > 0), denotado Γ+, luego el mismo semieje en dirección negativa (como
parte de la frontera de =λ < 0), denotado Γ−. b−m−`(x, ξ̂, λ) es continua en un
entorno de {λ ≤ 0}. Las observaciones de los dos párrafos anteriores llevan a

a−s−m−`(x, ξ̂) =
i

2π

ˆ
Γ±

λ−sb−m−`(x, ξ̂, λ) dλ si − `/m < <s < 0.

Parametrizamos ambos Γ+ y Γ− mediante t 7→ te−iπ, t ≥ 0, tomando en
cuenta las orientaciones específicas al momento de reescribir la integral con
estas parametrizaciones. Tenemos

λ−s =

{
t−se−iπs si λ = te−iπ ∈ Γ+

t−seiπs si λ = te−iπ ∈ Γ−
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en vista de la definición de λs. Así,

a−s−m−`(x, ξ̂) = − i

2π

ˆ ∞
0

t−se−iπsb−m−`(x, ξ̂, te
−iπ)ie−iπ dt

+
i

2π

ˆ ∞
0

t−seiπsb−m−`(x, ξ̂, te
−iπ)ieiπ dt

=
1

2π

ˆ ∞
0

t−sbm−`(x, ξ̂, te
−iπ)(eiπs − e−iπs) dt

=
i sin(πs)

π

ˆ ∞
0

t−sb−m−`(x, ξ̂, te
−iπ) dt

La igualdad entre el primer y último miembro de la cadena de igualdades vale
en la región −`/m < <s < 0. El primer miembro es entero, y el segundo es, a
priori, holomorfo en s para <s > −`/m. Por continuación única,

(7.1) a−s−m−`(x, ξ̂) =
i sin(πs)

π

ˆ ∞
0

t−sb(x, ξ̂, te−iπ) dt en <s > −`/m.

Tomamos ahora k ∈ Z y ` = n + km. Con este `, (n − `)/m = −k. Si
s = −k, entonces

<s = −k =
n− `
m

> − `

m
.

Por lo tanto, podemos evaluar a−s−m−`(x, ξ̂) en s = −k usando (7.1), pero como
sin(−πk) = 0,

a−k−m−`(x, ξ̂) = 0.

Esto vale para todos los enteros −k < n/m. En particular, tomando trazas e
integrando en X ,

Teorema 7.2. La función ζA(s) es regular en los enteros s ∈ R, s < n/m.

8. El determinante ζ-regularizado de A

En el caso de un operador lineal a : V → V invertible en un espacio
complejo de dimensión finita, el determinante puede obtenerse a partir de la
función ζa como

det a = e−ζ
′
a(0)

En general, para un operador que admite una función ζ que es regular en
s = 0, la derivada ζ ′(0) tiene sentido, y el número e−ζ

′(0) es el determinante
z-regularizado del operador.

Teorema 8.1. Sea X una variedad cerrada, m una densidad suave en X
y E → X un fibrado vectorial Hermitiano. Si A ∈ Difm(X ;E) es un operador
elíptico estrictamente positivo, entonces ζA es regular en 0 y por lo tanto admite
un determinante ζ-regularizado,

det ζ(A) = e−ζ
′
A(0).





Capítulo IX

Análisis en variedades no compactas

1. El problema

La dificultad fundamental que surge al tratar de hacer análisis global con
operadores elípticos en variedades no compactas es la ausencia de un Lema
de Rellich-Kondrachov. La estrategia usual (probablemente la más natural)
para superar el problema es especificar estructura adicional “en infinito.” Esto
conlleva refinar la configuración de la variedad en infinito y la adaptación de
los operadores, incluyendo la noción de elipticidad, a la estructura refinada.

Los tres casos más simples son variedades con extremos cilíndricos, su ge-
neralización a variedades con cantos, y variedades de dispersión. En los tres
casos, la variedad no compacta es en realidad el interior,

◦
M, de una variedad

M compacta con borde, con el fibrado tangente reemplazado por un fibrado
“de estructura” que en el interior es isomorfo al fibrado tangente, pero en el
borde (en infinito según el punto de vista de

◦
M) de alguna manera captura la

situación particular que el fibrado trae consigo. Los operadores diferenciales,
estando ellos definidos en el interior localmente usando campos vectoriales, re-
flejan la estructura en infinito al ser definidos localmente cerca del borde usando
secciones del fibrado de estructura. Junto con los operadores, vienen espacios
de Sobolev adaptados a la situación especifica. Ellos son, en el interior, los es-
pacios de Sobolev usuales en cuanto a que cuantifican regularidad de la misma
manera; es en infinito, de nuevo, donde surge la especificidad.

Los tres casos provienen de compactificar una variedad abierta de una
manera específica guiada por la naturaleza del problema. Hay más tipos intere-
santes de variedades no compactas con estructura en ∞ que no discutiremos
aquí.

2. Variedades con extremos cilíndricos

El ejemplo que mejor refleja la idea de variedad con extremos cilíndricos
es

◦
M = R × Y, donde Y es una variedad cerrada, por ejemplo un círculo, un

toro, o una esfera. Esta variedad tiene evidentemente la propiedad que tiene
una subvariedad compacta con borde (por ejemplo K = [−1, 1] × Y) tal que
◦
M\K es una union de (dos) variedades difeomorfas a (−∞, 0)×Y. Los campos
vectoriales naturales en

◦
M son las combinaciones lineales con coeficientes de

189
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clase C∞ que tienen límite cuando t → ∞, de campos vectoriales de Y (i.e.
tangentes a {t}×Y para todo t ∈ R) con coeficientes constantes en t y el campo
vectorial ∂/∂t.

La compactificación cilíndrica de (−∞, 0) × Y es [0, 1) × Y junto con el
mapa de compactificación

γ : (−∞, 0)× Y → [0, 1)× Y, γ(t, p) = (et, p).

Esta compactificación añade los puntos {−∞}×Y a (−∞, 0)×Y de una manera
específica mediante el mapa γ. Escribiendo x para la variable en [0, 1), los
campos vectoriales que hemos llamado naturales resultan ser de la forma

a(x, p)x
∂

∂x
+ b(x, p)Y

con Y un campo vectorial en Y y con las funciones a, b : [0, 1) → R son C∞

en (0, 1) × Y con límite cuando x → 0. Mejoramos esta última condición a
pedir los coeficientes a y b sean de clase C∞ hasta x = 0. Estos son los campos
vectoriales de interés. Notemos que

γ∗

(
x
∂

∂x

)
=

∂

∂t
.

La compactificación cilíndrica de
◦
M procede de la mis-

ma manera, compactificando los dos extremos por sepa-
rado. El resultado es una variedad M con borde igual
a la union de dos copias disjuntas de Y. Los campos
vectoriales naturales descritos cerca de una u otra com-
ponente de la frontera deM provienen de lo que en la
literatura es llamada una b-estructura.

Las b-estructuras son el primer ejemplo de la sistematización del análisis
en variedades no compactas en donde el problema original se transfiere a la
compactificación apropiada. Una vez que la variedad es compacta, muchas de
las ideas provenientes de variedades cerradas pueden ser aplicadas. El principal
originador de la idea es Melrose; los capítulos 4 y 5 de su libro [51] contienen
una buena introducción al tema, legible incluso para quien no esté interesado
en el tema principal del libro, el Teorema de Atiyah-Patodi-Singer. El precursor
de todo esto, la b-filosofía, es el artículo [53], escrito una década antes.

Los campos vectoriales naturales están descritos como sigue, en el caso
general.

SeaM una variedad compacta con borde Y (todo de clase C∞). El espacio
de campos vectoriales de interés es el subespacio de C∞(M;TM) cuyos ele-
mentos son, en la frontera deM, tangentes a ella. Denotamos este subespacio
por C∞tan(M;TM).

Conviene fijar de una vez una función x ∈ C∞(M), a valores reales, igual
a 0 en Y y positiva en

◦
M, com dx 6= 0 a lo largo de Y. Esta es una “función
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definidora” de Y enM. LA escogencia específica de esta función no es impor-
tante. Nada de lo que sigue depende más que de las propiedades de x que hemos
descrito.

Si p0 ∈ Y y tomamos coordenadas x, y1, . . . , yn−1 en un entorno U de p0

enM, un campo vectorial general en U con coeficientes C∞ hasta la frontera
tiene la forma

V = ã
∂

∂x
+

n−1∑
j=1

bj
∂

∂yj

La condición de tangencia es V x = 0 en el conjunto {x = 0}. Como V x = ã,
esto es equivalente a ã = 0 si x = 0. Por lo tanto ã = xa para alguna función
a también de clase C∞ hasta el borde. Por lo tanto,

V = ax
∂

∂x
+

n−1∑
j=1

bj
∂

∂yj

es una combinación lineal de campos que en la frontera son tangentes a ella.
El espacio C∞tan(M;TM) es un módulo sobre el anillo de funciones C∞(M).

Como tal, es localmente libre y finitamente generado:
Para cada p ∈ M hay un entorno U y finitos elementos X1 . . . , Xr ∈
C∞tan(M;TM) tal que cada Y ∈ C∞tan(M;TM) se puede escribir en
ese entorno como una combinación lineal Y =

∑
j ϕjXj con ϕj ∈

C∞(M) (esto es “localmente finitamente generado”); las funciones ϕj
están unívocamente determinados en U (esto es “localmente libre”).

En tales condiciones (en este caso, r = n), hay una variante fácil de probar de
un teorema de Swan [74] que implica que hay un fibrado vectorial bTM→M
y un homomorfismo de fibrados,

(2.1) bev : bTM→ TM,

que es un isomorfismo sobre
◦
M, tal que el mapa inducido

bev∗ : C∞(M; bTM)→ C∞(M;TM)

es un isomorfismo de C∞(M)-módulos al submódulo C∞tan(M;TM). El fibrado
de estructura deM como “b-variedad” es bTM.

Obtenemos marcos de referencia locales de bTM convenientes usando coor-
denadas locales en M. Si U ⊂

◦
M es un conjunto abierto, el dominio de una

carta local x1, . . . , xn, podemos pensar que los campos vectoriales usuales,
∂x1 , . . . , ∂xn , son un marco de referencia de bTM sobre U , gracias a que bev es
un isomorfo sobre

◦
M. Y si U es un entorno en M de un punto p ∈ Y donde

tenemos coordenadas x, y1, . . . , yn−1 paraM, entonces tomamos

x∂x, ∂y1 , . . . , ∂yn−1

como marco de referencia. Aquí es importante entender que x∂x, como sección
de bTM, no se anula en x = 0. Sin embargo, bev(x∂x), como campo vectorial
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genuino enM sí se anula (porque como campo vectorial es x∂x). Rara vez hay
confusión en el significado de x∂x.

Otra propiedad importante de C∞tan(M;TM) es que es una subálgebra
de Lie de C∞(M;TM), es decir, cerrado bajo el corchete de Lie. Esta es
una propiedad fundamental en la definición del complejo de de Rham para
variedades con extremos cilíndricos.

Una b-métrica1 Riemanniana es una métrica en el fibrado bTM.
La notación para el fibrado dual a bTM es bT ∗M→M. El mapa dual a

(2.1) es
bev∗ : T ∗M→ bT ∗M.

Este mapa es de nuevo un homomorfismo de clase C∞, un isomorfismo sobre el
interior. Pero sobre el borde, al igual que bev, no es inyectivo. Podemos pensar
que bT ∗M es T ∗M sobre

◦
M y tomar dx1, . . . , dxn como marco de referencia

local dual al indicado arriba para bTM. Cerca del borde, con coordenadas
adaptadas, la notación para el marco dual es

dx

x
, dy1, . . . , dyn.

Con esto vemos que
bev∗dx = x

dx

x

Como dx
x es una sección suave, bev∗dx es 0 en el borde.

Un b-operador diferencial (lineal) es un operador diferencial genuino enM,
posiblemente actuando de secciones de un fibrado vectorial a secciones de otro,
que localmente está definido usando campos vectoriales en C∞tan(M, TM). La
notación para el espacio de b-operadores diferenciales de ordenm es de secciones
del fibrado E al fibrado F es Difmb (M;E,F ) si incluimos fibrados. En IV.4
discutimos el caso unidimensional con bastante detalle. Otra manera de definir
Difmb (M;E,F ) es como el subespacio de Difm(M;E,F ) cuyos elementos A
satisfacen xiσAx−iσ ∈ Difm(M;E,F ) para todo σ ∈ C (xiσ es el operador
multiplicación por xiσ); el punto es que la única manera en que los coeficientes
de x−iσAxiσ son de clase C∞ hasta la frontera es si cada derivada en x aparece
multiplicada por x al menos una vez. Basta con examinar los coeficientes con
iσ = 1, . . . ,m.

La motivación parcial inicial para investigar problemas asociados a estos
operadores fue el estudio de problemas en variedades con singularidades cónicas,
con ímpetu proveniente de varios artículos de Cheeger, por ejemplo [14, 15].
En realidad, la situación en variedades con puntos cónicos es bastante distinta.

1Sergiu Moroianu una vez comentó que uno puede obtener una teoría nueva usando una
letra (nueva) como prefijo para cada concepto viejo, y adornando el correspondiente símbolo
matemático con esa letra. Veremos varios ejemplos de este fenómeno.
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La expresión local de un tal operador es la usual. Cerca de un punto en la
frontera, en las coordenadas que usamos más arriba, tiene la forma

(2.2) A =
∑

k+|α|≤m

ak,α(x, y)(xDx)kDα
y

El símbolo principal usual de A, cerca de la frontera, evaluado en ννν = ξdx +∑
ηjdyj ∈ T ∗M,

σσ(A)(ννν) =
∑

k+|α|=m

ak,α(x, y)(xξ)kηα.

Por lo tanto, evaluado en ννν′ = ξ
xdx+

∑
ηjdyj ∈ T ∗M (suponiendo x 6= 0) es

σσ(A)(ννν′) =
∑

k+|α|=m

ak,α(x, y)ξkηα.

Interpretando ννν′ como elemento de bT ∗M, obtenemos que

σσ(A)( bev∗
−1

(ννν′))

es suave (tiene extension suave) hasta el borde. Esta función es el b-símbolo
principal de A, denotado bσσ(A). En coordenadas,

bσσ(A)
(
ξ
dx

x
+
∑

ηjdyj

)
=

∑
k+|α|=m

ak,α(x, y)ξkηα.

Definición 2.3. Decimos que A ∈ Difmb (M;E,F ) es b-elíptico si su b-
símbolo es invertible.

Un ejemplo fundamental de operadores en esta clase son los diferencia-
les de de Rham, adaptados al caso presente. Definimos b

∧qM como el pro-
ducto exterior de q copias de bT ∗M. Si φ ∈ C∞(M; b

∧qM), notamos que
X1, . . . , Xq ∈ C∞(M; bTM), entonces Φ(X1, . . . , Xq) es una función de cla-
se C∞ y que la fórmula para dφ en (II.6.1) usando campos vectoriales en
C∞(M; bTM) en lugar de C∞(M;TM) es válida porque C∞(M; bTM) es un
álgebra de Lie. El resultado es un complejo

· · · → C∞(M b
∧qM)

bd−→ C∞(M b
∧q+1M)→ · · · .

(si ya sabemos que d◦d = 0, entonces automáticamente bd◦ bd = 0). El complejo
es b-elíptico en el sentido que para cada p ∈ M y ξξξ ∈ bṪ ∗pM, la sucesión de
símbolos principales

· · · → b
∧q−1
p M

bσσ( bd)−−−−→ b
∧q
pM

bσσ( bd)−−−−→ b
∧q+1
p M→ · · ·

es exacta. Esto es consecuencia de la fórmula
bσσ( bd)(ξξξ)(φ) = ξξξ ∧ φ,

análoga a σσ(d) y que el lector puede probar fácilmente.
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En general, si E0, E1, . . . , Er son fibrados vectoriales sobreM un complejo
de b-operadores

(2.4) 0→ C∞(X ;E0)
A0−−→ C∞(X ;E1)→ · · ·

· · · → C∞(X ;Er−1)
Ar−1−−−→ C∞(X ;Er)→ 0.

es b-elíptico si la sucesión de b-símbolos principales es exacta para todo ξξξ ∈
bṪ ∗M.

El espacio de Sobolev de orden m ∈ N0 de secciones del fibrado vec-
torial E, denotados Hm

b (M;E), está definido como sigue. Tomamos una b-
densidad mb y una métrica Hermitiana en E. Con ellas definimos L2

b(M;E)
(ver IV.5). Decimos que u ∈ L2

b(M;E) pertenece a Hm
b (M;E) si para todo

A ∈ Difmb (M;E,F ), Au ∈ L2
b(M;F ) en el sentido débil, eso es, para cada tal

A existe fA ∈ L2
b(M;F ) tal que

(u,A?φ)L2
b

= (fA, φ)L2
b
∀φ ∈ C∞c (

◦
M;F ).

donde A es, como siempre, el transpuesto formal de A. El fibrado F usado en
esta definición, también Hermitiano, es arbitrario: puede ser apenas el fibrado
trivialM× C.

Discutiremos la topología y definición para s ∈ R arbitrario en lugar de
m ∈ N0 en un momento.

Si ∇ es una conexión en el fibrado vectorial E → M en el sentido usual,
entonces la composición

C∞(M;E)
∇−→ C∞(E ⊗ T ∗M)

I⊗ bev∗−−−−−→ C∞(M;E ⊗ bT ∗M)

produce un b−operador de primer orden, b∇ = (I ⊗ bev∗) ◦ ∇ con
bσσ( b∇)(ξξξ)(φ) = φ⊗ ξ, ξ ∈ bṪ ∗pM, φ ∈ Ep.

Notamos que el mapa φ 7→ bσσ( b∇)(ξξξ)(φ) es inyectivo.
Fijamos una métrica en bT ∗M (una b-métrica). Si u ∈ L2

b(M;E) y b∇u ∈
L2(M;E ⊗ T ∗M), entonces la inyectividad del b-símbolo de b∇ implica que
Au ∈ L2(M;E ⊗ T ∗M) para todo A ∈ Dif1

b(M;E,F ). Esto es así porque
podemos descomponer A = a1 ◦ b∇ + a0 con homomorfismos de fibrados a1 :
E ⊗ bT ∗M→ F y a0 : E → F . Fijadas las métricas, definimos

‖u‖2H1
b

= ‖ b∇u‖2L2
b

+ ‖u‖2L2
b

y por inducción,
‖u‖2Hmb = ‖ b∇u‖2

Hm−1
b

+ ‖u‖2
Hm−1
b

si u ∈ Hm
b (M;E). Si s es un número real positivo, Hs

b se define usando inter-
polación (no entraremos en detalles), y los espacios con exponente negativo se
definen usando dualidad.
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También interesan los espacios x−γHm
b (M;E), cuyos elementos son de la

forma x−γu, u ∈ Hm
b (M;E). Si v ∈ x−γHm

b (M;E), su norma es

‖v‖x−γHsb = ‖xγv‖Hsb
es decir, la norma es tal que xγ : x−γHm

b (M;E) → Hm
b (M;E) es una isome-

tría.
Supongamos que A ∈ Dif(M;E,F ). Entonces A define un operador bA ∈

Difm(Y;EY , FY), como sigue: Dado u ∈ C∞(Y;EY), extendemos u al interior
de M, llamemos ũ la extensión, calculamos Aũ, y restringimos a la frontera.
Es fácil probar usando la forma particular de A que el resultado, bA, es in-
dependiente de la extensión tomada. También es fácil probar que para cada
σ ∈ C,

u 7→ x−iσA(xiσu)

es de nuevo un elemento de Difmb (M;E). Definimos

M(A)(σ) = b(xiσAx−iσ)

Esta es la llamada familia indicial de A. Ella es una familia holomorfa de
operadores en Difm(Y;EY , FY). En coordenadas (x, y), si A tiene la forma
(2.2), entonces

M(A)(σ) =
∑

k+|α|≤m

ak,α(0, y)σkDα
y

Si A es elíptico, entonces M(A)(σ) es también elíptico para todo σ (la
parte principal es independiente de σ). Pero más es verdad: la elipticidad de A
implica que para cada p0 ∈ Y y ηηη ∈ T ∗p0Y, y cada σ ∈ R, si df(p0) = ηηη, entonces

ĺım
e−iτf(p0)

τm
M(A)(τσ)(eiτf )

∣∣∣
p0

existe si (ηηη, σ) 6= 0 y es invertible (este límite es el b-símbolo de A en (σ,ηηη)).
Esto se refleja en M(A)(σ) de tal manera que uno puede construir parametrices
para M(A)(σ) tomando en cuenta σ (como antes lo hicimos con λ al invertir
A−λI ). Uno obtiene operadores B̃(λ) tales que M(A)(σ)B̃(λ) = I +R(λ) con
R(λ) → 0 cuando |<σ| → ∞ manteniendo |=σ| en intervalos compactos. Vía
serie de Neumann uno obtiene invertibilidad de M(A)(σ) (ver la demostración
de la Proposición 3.2 en la página 177). Elipticidad y la compacidad de Y
implican que M(A)(σ) es Fredholm para todo σ. La continuidad en σ de la
familia (por ser holomorfa) implican que el índice es constante. Para σ ∈ R
suficientemente grande, el operador es invertible, por lo tanto tiene índice 0.
Así, IndM(A)(σ) = 0 para todo σ. Finalmente, invertibilidad en un punto y
holomorfía implican que el conjunto de puntos donde M(A)(σ) no es invertible
(y por lo tanto tiene espacio nulo de dimensión finita contenido en C∞(Y;EY))
es un subconjunto discreto de C sin puntos de acumulación finitos.
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Lema 2.5. Si A ∈ Difmb (M;E,F ) es elíptico, entonces

specb(A) = {σ ∈ C : M(A)(σ) no es invertible }
es un subconjunto de C con la propiedad que su intersección con cada banda
{−a < =σ < a} es un conjunto finito.

Definición 2.6. El conjunto specb(A) es el espectro de frontera de A.

Teorema 2.7. Sea A ∈ Difmb (M;E,F ) un operador b-elíptico. Entonces
el operador

A : x−γHm
b (M;E) ⊂ x−γL2

b(M;E)→ x−γL2
b(M;F )

es Fredholm si y sólo si

specb(A) ∩ {σ : <σ = γ} = ∅.
Si u ∈ x−γL2

b(M;E) y Au ∈ x−γL2
b(M;F ), entonces u ∈ x−gammaHm

b (M;E).

Para la demostración ver [51]. Esto fue probado originalmente en [53].
Notamos aquí solo que es natural tomar el mismo peso x−γ en el domino y
rango, porque si u ∈ C∞(M ;E), entonces A(xγu) = xγAγu con Aγ también
en Difmb (M;E,F ) (porque xDx(xγu) = xγ(xDx − i)u).

La condición de invertibilidad de M(A)(σ) para todo σ ∈ {iσ = γ} es
equivalente a la invertibilidad de M(A)(Dt + iγ) como operador

C∞(Y × R;E)→ C∞(Y × R;F )

Ese operador es el operador normal de A con peso γ. Visto de cualquiera de
las dos maneras, si la noción de elipticidad para un operador es aquella que
resulte en que el operador es Fredholm, entonces, en el caso de un operador
de tipo b, elipticidad es invertibilidad de su b-símbolo y de su operador normal
con peso γ. Y si los objetos que expresan la propiedad deben ser llamados
símbolos, entonces, en el caso b, el símbolo del operador es el par que consiste
de su b-símbolo y el operador normal con peso x−γ .

La parametriz (o inversa, si ella existe) de un b-operador elíptico, nunca
es compacta (suponiendo ∂M 6= ∅). Esto limita, o en el mejor de los casos,
dificulta mucho lo que se puede hacer. Sin embargo hay una cantidad enorme
de literatura en el contexto de b-variedades, incluyendo análisis del operador
del calor, teoría de Hodge, y fórmulas al estilo de Atiyah-Bott-Lefschetz. La
dificultad radica en que las inclusiones x−γHs(M;E) ↪→ x−γHs′(M;E) con
s′ < s no son compactas: aunqueM es compacta, desde el punto de vista del
análisis, se comporta como una variedad no-compacta.

Sin embargo, la regularidad elíptica si se recupera (porque regularidad
es realmente una propiedad local). Si A ∈ Difmb (M;E,F ) es un operador b-
elíptico, hay una parametriz gruesa,

B : x−γHs(M;F )→ x−γHs+m
b (M;E)
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que da regularidad y funciona con cualquier peso x−γ :

AB = I −R, R : x−γHs
b (M;F )→ x−γH∞b (M;F )

donde H∞b (M;F ) =
⋂
sH

s
b (M;F ). Cuando γ /∈ = specb(A), la parametriz se

puede mejorar a un operador

B′ : x−γHs(M;F )→ x−γHs+m
b (M;E)

y obtener

AB′ = I −R′, R′ : x−γHs
b (M;F )→ x−γ+δH∞b (M;F ).

con algún δ > 0. Lo que se gana con esto es que podemos usar la inclusión

x−γ+δHs(M;F )→ x−γHs(M;F )

que si es compacta, para deducir propiedades Fredholm. En general, el espacio
nulo en x−γL2

b(M;E) de un operador b-elíptico, para cualquier γ, es de dimen-
sión finita y la clausura de su rango, de de codimensión finita. Pero el rango no
es cerrado, excepto cuando γ /∈ specb(A). El lector puede encontrar detalles de
esto en [53, Aserción 2.16 y Lema 6.11] o en el libro de Melrose [51], que está
mejor organizado.

Para los Laplacianos de un complejo elíptico, el teorema anterior implica
que para la mayoría de los números γ, el espacio nulo de los Laplacianos tiene
dimensión finita, y las técnicas que usamos en el Capítulo V permiten probar
aquí también que con los dominios naturales los grupos de cohomología de un
complejo b-elíptico son isomorfos a los correspondientes espacios de elementos
armónicos, y por lo tanto tienen dimensión finita.

Probaremos solo un par de resultados básicos que servirán para contrastar
la situación con conos en el siguiente capítulo.

Proposición 2.8. Sea A ∈ Difmb (M;E,F ) un operador b-elíptico, inicial-
mente visto como operador

A : C∞c (
◦
M;E) ⊂ x−γL2

b(M;E)→ x−γL2
b(M;F )

y sean Dmı́n y Dmáx sus dominios mínimo y máximo. Entonces Dmı́n = Dmáx.

Demostración. Como Dmı́n ⊂ Dmáx, solo tenemos que probar la inclu-
sión opuesta. Sea ω ∈ C∞0 (R), ω = 1 en un entorno de 0, ω(t) = 0 para |t| > 1.
Sea ων(t) = ω(νt), ν ∈ N. Entonces ων(t) = 0 si |t| > 1/ν. En lo que si-
gue, ων se refiere a la composición de ω con x (la función definidora de Y).
Si u ∈ Dmáx, entonces u ∈ Hm

loc(
◦
M′E) por regularidad elíptica. Por lo tanto,

(1 − ων)u ∈ Hm
c (

◦
M;E). En particular, (1 − ων)u es el límite en Hm

c (
◦
M;E)

de una sucesión {ϕ`}∞`=1 ⊂ C∞c (
◦
M;E), y como A es un operador diferencial

(preserva soporte) de orden m, Aϕ` → A
(
(1− ων)u

)
en x−γL2

b(M;F ) cuando
` → ∞. Probamos ahora que ωνu → 0 en Dmáx cuando ν → ∞. Solo tenemos
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que verificar que A(ωνu)→ 0 en x−γL2
b(M;F ), ya que claramente ωνu→ 0 en

x−γL2
b(M;E). Es conveniente escribir

A =

m∑
k=0

Ak(xDx)k

cerca de la frontera (digamos, cuando x < ε) con operadores Ak de orden m−k
con coeficientes que dependen de x pero diferencian solo tangencialmente a x =
constante. Con esta notación tenemos, una vez que ν es suficientemente grande,

A(ωνu) = ωνAu+

m∑
k=1

k−1∑
k′=0

(
k

k′

)(
(xDx)k−k

′
ων
)
Ak(xDx)k

′
u.

Claramente, el primer término converge a Au en X−γL2
b(M;F ). El segundo

converge a 0. Para ver esto último, notamos que

sup |(xDx)k−k
′
ων(x)| = sup |((xDx)k−k

′
ω)(νx)| = sup |((xDx)k−k

′
ω)(x)| ≤ C

con c independiente de x y que (xDx)k−k
′
ων(x)→ 0 para cada x cuando ν →∞

si k′ < k. Como Ak(xDx)k
′
u ∈ x−γL2

b(M;F ) tiene norma finita independiente
de ν, el teorema de convergencia dominada de Lebesgue implica(

(xDx)k−k
′
ων
)
Ak(xDx)k

′
u→ 0.

Esto demuestra u ∈ Dmáx =⇒ u ∈ Dmı́n y completa la prueba. �

Lo mismo sucede con los operadores de un complejo de primer orden. La
elipticidad no importa en este caso así que lidiamos con un solo operador.

Proposición 2.9. Sea A ∈ Dif1
b(M;E) inicialmente definido como opera-

dor
A : C∞c (

◦
M;E) ⊂ x−γL2

b(M;E)→ x−γL2
b(M;F )

Entonces Dmı́n = Dmáx.

Demostración. De nuevo solo tememos que probar u ∈ Dmáx =⇒ u ∈
Dmı́n. Tomamos ω y ων como en la prueba de la proposición anterior. Si u ∈
Dmáx, entonces

(2.10) A
(
(1− ων)u

)
= (1− ων)Au+ i bσσ(A)( bdων)(u).

En esta fórmula hemos usado la definición de símbolo principal para obtener
una forma concreta para el segundo término; esta fórmula es válida para opera-
dores de primer orden. Supongamos que P es un operador diferencial de primer
orden. Recordemos que si f es una función a valores reales con diferencial di-
ferente de cero en algún punto de interés y v está en el dominio del operador
entonces

σσ(P )(df)(v) = ĺım
τ→∞

1

τ
e−iτfP (eiτfv)



2. VARIEDADES CON EXTREMOS CILÍNDRICOS 199

en ese punto. Sin tomar límite,

P (eiτfv) = eiτfPv + τeiτf ×
{
término con primeras derivadas
de f y ninguna derivada en v

}

El factor en el segundo término es por lo tanto σσ(P )(df)(v). Como P es dife-
rencial (en contraste con pseudodiferencial), en la fórmula para σσ(P ) podemos
insertar diferenciales de funciones arbitrarias (incluso complejas). En (2.10)
usamos (1− ων) = ei(−i(1−ων)), es decir, f = −i(1− ων).

Retomando el hilo de la demostración, como (1−ων)u ∈ x−γL2
b(M;E) y el

lado derecho de (2.10) es un elemento de L2(M;F ), A
(
(1−ων)u

)
∈ L2(M;F )

y concluimos que (1− ων)u ∈ Dmáx.
Como (1 − ων)u → u en x−γL2

b(M;E) y ambos términos a la derecha
convergen en x−γL2

b(M;F ), {(1− ων)u}∞ν=1 es una sucesión en x−γL2
b(M;E)

que converge a u en la topología de Dmáx. Cada elemento de esta sucesión tiene
soporte compacto contenido en

◦
M. Necesitamos probar ahora que si v ∈ Dmáx

tiene soporte compacto contenido en
◦
M, entonces v es aproximable desde C∞c

en la topología de Dmax.
Con cualquier sucesión {u`}∞`=1 ⊂ C∞(

◦
M;E) tal que u` → u en L2

loc(M;E)
cuando `→∞ tendremos

bσσ(A)( bdων)(u`)→ bσσ(A)( bdων)(u`) si `→∞.

Necesitamos probar que A
(
(1− ων)u

)
es aproximable desde C∞c (

◦
M;E) como

elemento de Dmáx en la topología de L2(M;E).
Usando particiones de la unidad, reduciendo a los coeficientes de marcos

de referencia, y pasando con coordenadas locales x1, . . . , xn a Rn, el problema
es probar con el operador

u 7→ V u =

n∑
j=1

aj(x)
∂u

∂xj
+ a0u

(con a1, . . . , an ∈ C∞(R)), si u es una función en L2(Rn) con soporte compacto
tal que V u ∈ L2(Rn), entonces hay una sucesión {u`} ⊂ C∞c (Rn) tal que
u` → u y V u` → V u en la topología de L2(Rn). Es natural intentar usando
una identidad aproximada. Sea χ ∈ C∞c (Rn) con

´
χ(x) = 1. Sea χ` = `nχ(`x).

Por razones conocidas, u ∗ χ` → u en L2(Rn). También a0u` → a0u, y basta
probar que

∑n
j=1 aj∂xju` →

∑n
j=1 aj∂xju. Suponemos entonces a0 = 0.
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Tenemos

m∑
j=1

aj(x)
∂

∂xj

ˆ
u(y)χ`(x− y) dy = −

ˆ
u(y)

n∑
j=1

∂

∂yj
aj(x)χ`(x− y) dy

= −
ˆ
u(y)

n∑
j=1

∂

∂yj
aj(y)χ`(x− y) dy

−
ˆ
u(y)

n∑
j=1

∂

∂yj

((
aj(x)− aj(y)

)
χ`(x− y)

)
dy

Para el primer término a la derecha de la ultima igualdad, viendo la expresión
como derivada débil, tenemos (integramos por partes):

−
ˆ
u(y)

n∑
j=1

∂

∂yj
aj(y)χ`(x− y) dy =

ˆ n∑
j=1

aj(y)
∂u

∂yj
(y)χ`(x− y) dy

Esto es (V u)∗χ`, lo cual tiende a V u en L2(Rn). Para el otro término queremos
explotar que aj(x)− aj(y) = 0 cuando y = x. Expresamos esa idea como

aj(x)− aj(y) =

ˆ 1

0

d

dt
aj
(
tx+ (1− t)y

)
dt =

n∑
j,k=1

aj,k(x, y)(xk − yk)

con

aj,k(x, y) =

ˆ 1

0

∂aj
∂xj

(
tx+ (1− t)y

)
dt

Denotamos χ(k) = xkχ(x) y χ(k)
` (x) = `nχ(k)(`x). Entonces

ˆ
u(y)

n∑
j=1

∂

∂yj

((
aj(x)− aj(y)

)
χ`(x− y)

)
dy

=

ˆ
u(y)

n∑
k,j=1

∂

∂yj

(
aj(x, y)

1

`
χ

(k)
` (x− y)

)
dy

=
1

`

ˆ
u(y)

n∑
k,j=1

∂aj(x, y)

∂yj
χ

(k)
` (x− y) dy

+

ˆ
u(y)

n∑
k,j=1

aj(x, y)
1

`

∂

∂yj
χ

(k)
` (x− y) dy

Los dos términos en la última igualdad son esencialmente convoluciones y pue-
den ser analizados desde ese punto de vista. El primero de ellos tiende a 0 en
L2(Rn) debido al factor 1/` y la convergencia de la identidad aproximada. El
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segundo converge a

u(x)

n∑
k,j=1

aj(x, x)

ˆ
Rn

∂χ(k)

∂yj
(y) dy

también en L2(Rn). Pero
ˆ
Rn

∂χ(k)

∂yj
(y) dy = 0

porque χ(k) tiene soporte compacto. Concluimos que V χ` → V u en la topología
de L2(Rn). �

No es verdad que para un complejo elíptico general ocurre que Dqmáx =
Dqmı́n, ver V.3. Para ver más sobre el asunto de la igualdad de los dominios
mínimo y máximo de un operador, ver Kordyukov [39] y Shubin [72].

3. Cantos

Una generalización natural de b-estructuras es e-estructuras, o estructuras
de canto (“edge”). Estas estructuras, introducidas por Mazzeo [47], están defi-
nidas de nuevo en variedadesM con borde, que llamaremos N , con estructura
adicional en el borde en la forma de una fibración N → Y de la frontera sobre
otra variedad. De nuevo supondremos que todas las variedades son de clase C∞
y compactas.

Y

NZ

?

℘

↪→Supongamos por un momento que N es una variedad conexa.
Decimos queN → Y es una fibración con fibra típica Z (para nues-
tros efectos otra variedad compacta), diagramáticamente expresa-
do como a la derecha, si hay una cobertura abierta U = {Va}a∈A
de Y y difeomorfismos

φa : ℘−1(Va)→ Va ×Z
tales que si

℘a : Va ×Z → Va
es la proyección canónica, entonces ℘a◦φa = ℘|π−1(Va). Este concepto es similar
al de fibrado vectorial, omitiendo la parte algebraica.

En una variedad compacta M con frontera N , la frontera no es necesa-
riamente conexa, y la fibración que queremos especificar puede tener Y no
conexo, con componentes de variadas dimensiones, y correspondientemente fi-
bras típicas de diferentes dimensiones según la componente. Ignoramos eso en
la notación.

Un ejemplo de variedad con frontera fibrada es lo que resulta, comenzando
con una variedad no singular, de tomar coordenadas cilíndricas a lo largo de
una subvariedad. Por ejemplo, en Rn, si Y = {0}×Rq con 0 el origen en Rn−q,
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coordenadas cilíndricas es tomar coordenadas polares (esféricas) en el factor
Rn−q con polo en 0:

M = [0,∞)× Rq × Sn−q−1, ℘(x, y, z) = y,

con los factores escritos de manera consistente con las convenciones históricas
en el tema.

Construimos el fibrado vectorial de estructura de la variedadM con fron-
tera fibrada de manera similar al caso de extremos cilíndricos. Definimos el
espacio C∞e- tan(M;TM) como el subespacio de C∞(M;TM) cuyos elementos
X son tangentes a lo largo de N a las fibras de N . Este es, como en el caso
cilíndrico, un módulo sobre C∞(M) localmente libre finitamente generado, y
por lo tanto hay un fibrado vectorial2 eTM→M y mapa eev : eTM→ TM
tal que con el mapa inducido,

eev∗ : C∞(M; eTM)→ C∞(M;TM)

es un isomorfismo de C∞(M)-módulos en su imagen C∞e- tan(M;TM). Por la
naturaleza de C∞e- tan(M;TM), eev es un isomorfismo sobre el interior deM.

Si Y es de dimensión 0, e revierte a b.
Para describir los campos vectoriales en C∞e- tan(M;TM) cerca de puntos

en la frontera deM y usar esa información para describir marcos de referencia
locales de eTM, escogemos coordenadas adaptadas a la situación. Como en el
caso cilíndrico, podemos escoger de una vez por todas una función definidora x.
Si p0 ∈ N , podemos escogemos coordenadas y1, . . . , yq para Y en un entorno de
℘(p0), y extendemos las funciones yj ◦p℘ a un entorno de p0 enM; denotamos
estas nuevas funciones también por y1, . . . , yq. Finalmente tomamos funciones
z1, . . . , zn−q−1 definidas cerca de p0 en M tales que y1, . . . , yq, z1, . . . , zn−q−1

restringidas a N son coordenadas para N cerca de p0. Entonces las zµ, restrin-
gidas a las fibras de ℘ (las cuales son difeomorfas a Z) producen coordenadas
en las fibras. En conjunto, x, y1, . . . , yq, z1, . . . , zn−q−1, son coordenadas para
M cerca de p0.

En términos de las coordenadas x, y, z, un elemento V ∈ C∞e- tan(M;TM)
tiene la forma

V = a(x, y, z)x
∂

∂x
+

q∑
j=1

bj(x, y, z)x
∂

∂yj
+

n−q−1∑
µ=1

cµ(x, y, z)
∂

∂zµ

con coeficientes de clase C∞. Vemos que a lo largo de x = 0, solo una combi-
nación lineal de los ∂zµ sobrevive.

Podemos ver los objetos

x
∂

∂x
, x

∂

∂y1
, . . . , x

∂

∂yq
,

∂

∂z1
, . . . ,

∂

∂zn−q−1

2Ver la nota al pie de la página 192.
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como un marco de referencia local para eTM cerca de p0. Bajo el mapa eev, en
el interior estos elementos revierten a su significado como campos vectoriales
(independientes, por eso eev es un isomorfismo sobre

◦
M), mientras que a lo

largo de la frontera, solo los elementos tangenciales a las fibras perduran.
El fibrado dual a eTM, naturalmente, eT ∗M. El dual del mapa eev produce

el mapa dual eev∗ : T ∗M→ eT ∗M.
Los operadores diferenciales (ente secciones de fibrados E, F →M) adap-

tados a esta estructura son los elementos de Difme (M;E,F ). En el interior
ellos son operadores diferenciales comunes. Cerca de puntos en la frontera, en
coordenadas adaptadas, tienen la forma

(3.1) A =
∑

k+|α|+|β|≤m

ak,α,β(x, y, z)(xDx)k(xDy)αDβ
z

La definición de símbolo principal adaptada a estos operadores usa el mapa eev∗

y el símbolo usual de la misma manera que en el caso cilíndrico. El símbolo es
una sección sobre el fibrado dual a eTM. La noción de elipticidad, e-elipticidad
en este contexto, es clara.

Como C∞e- tan(M) es un álgebra de Lie, hay un complejo natural que sus-
tituye al complejo de de Rham (de nuevo definido usando la fórmula (II.6.1),
esta vez con elementos Xj ∈ C∞e- tan(M)) asociado a los fibrados vectoriales
e
∧qM =

∧q eT ∗M. El complejo resultante es

· · · → C∞(M e
∧qM)

ed−→ C∞(M b
∧q+1M)→ · · · .

Los espacios L2 son los mismos3 del caso cilíndrico, es decir, basados en L2
b .

El espacio de Sobolev Hm
e (M;E) para m entero positivo se define de manera

similar, con la ayuda de una conexión ∇ en E →M y el mapa
eev∗ : T ∗M→ eT ∗M,

usando la composición

(I ⊗ eev∗) ◦ ∇ : C∞(M : E)→ C∞(M : E ⊗ eT ∗M)

Los espacios Hs
e (M;E) con s real arbitrario de definen usando interpolación y

dualidad. Igualmente se definen los espacios con peso x−γHs
e (M;E).

En el caso escalar, si m ∈ N0,

Hm
e (M) =

{u∈L2
b(M) : X1· · ·Xk∈L2

b(M) ∀X1, . . . , Xk∈C∞e- tan(M, TM), 0 ≤ k ≤ m}

3Mazzeo [47] usa una densidad usual hasta el borde, y termina al igual que nosotros en
la Sección IV.5 con un término aditivo 1/2 en un número de fórmulas. En esta sección ese
término está ausente; la razón es que L2 = x−1/2L2

b
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(3.2) Hm
e (M) = {u ∈ L2

b(M) : ∀k ∈ N0, k ≤ m,
∀X1, . . . , Xk ∈ C∞e- tan(M, TM) X1 · · ·Xk ∈ L2

b(M)}

Al igual que en el caso cilíndrico, si A ∈ Difme (M;E,F ) es e-elíptico,
o de primer orden, entonces los dominios mínimo y máximo de A definido
inicialmente como operador

A : C∞c (M;E) ⊂ x−γL2
b(M;E)→ x−γL2

b(M;F )

coinciden.

Teorema 3.3 (Mazzeo [47, Teoremas 3.8 y 3.23]). Supongamos que A ∈
Difme (X ;E,F ) es e-elíptico y u ∈ x−γ′H ′se (M;E) para algún γ′ y s′. Si Au ∈
x−γHs

b (M;F ), entonces u ∈ x−γHs+m
b (M;E)

Este es un teorema de regularidad. La hipótesis sobre u es que de entrada
es algo razonable en términos de regularidad y comportamiento en la frontera.
La prueba es vía la construcción de un operador B tal que B(x−γHs

b (M;F )) ⊂
x−γ+mHs

b (M;F ) para cualquier s y γ. En el articulo de Mazzeo, A es un ope-
rador pseudodiferencial adaptado a la topología diferencial deM (la fibración
de la frontera). Para nosotros es suficiente que A sea diferencial.

La aserción (IV.5.5) es una aplicación del Teorema 3.3 en el caso en que
las fibras de la frontera son sus propios puntos (N = Z y ℘ : N → Z es
la identidad), con el operador xmA (para esto último, ver la Sección X.2, en
particular el argumento en torno al operador (X.2.1).

El e-símbolo de A dado en coordenadas adaptadas por la fórmula (3.1), en

ννν = ξ
dx

x
+
∑
j

ηj
dyj
x

+
∑

ζµdzµ

es
eσσ(A)(ννν) =

∑
k+|α|+|β|=m

ak,α,β(x, y, z)ξkηαζβ

Además de este símbolo, hay otro par de símbolos relevantes en la frontera.
El espacio Difme (M;E,F ) es un subespacio de Difmb (M;E,F ) y por lo

tanto, si A ∈ Difme (M;E,F ), entonces A posee una familia indicial, localmente

M(A)(y, σ) =
∑

k+|α|+|β|≤m

ak,α,β(0, y, z)σkDβ
z .

Esta es una familia de operadores diferenciales que actúan tangencialmente a
las fibras de ℘, con y ∈ Y y σ ∈ C como parámetros. Además hay la familia
normal, de nuevo en coordenadas

N(A)(x, y, z) =
∑

k+|α|+|β|≤m

ak,α,β(0, y, z)(xDx)k(xDu)αDβ
z
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Este operador es esencialmente, congelar los coeficientes en x = 0, pero sin
anular x cuando aparece con las derivadas. Las derivadas en y son ahora de-
rivadas en una nueva variable u. Aquí (x, u, z) ∈ [0,∞) × Rq × Z con y ∈ Y
esencialmente como parámetro.

Una de las dificultades más serias que uno confronta al tratar de desarrollar
una teoría completa de e-operadores es que la familia indicial, al depender de
y ∈ Y, produce espectro de frontera que en principio también depende de
y. En ciertas situaciones geométricamente importantes, situaciones especiales
que no discutiremos, el espectro de frontera es constante. En ausencia de esto,
típicamente hay que añadir hipótesis. Por ejemplo, Mazzeo introduce

(3.4) {σ ∈ C : ∃y ∈ Y tal que M(A)(y, σ) no es invertible} no depende de
y ∈ Y.

En [35] usamos hipótesis considerablemente menos restrictivas para esta-
blecer las bases de una teoría general para tratar este tipo de operadores (más
en el siguiente capítulo):

(3.5) Existe γ tal que spece(A) = {(y, σ) ∈ C : tal que M(A)(y, σ) no es
invertible} no contiene puntos en Y × {σ : =σ = γ ó =σ = γ −m}.

Otra hipótesis importante atañe al operador normal. La familia normal, en
coordenadas, es

N̂(A)(η) =
∑

k+|α|+|β|≤m

ak,α,β(0, y, z)(xDx)k(xη)αDβ
z .

Esta es una familia de b-operadores que captura más del comportamiento de A
en la frontera que meramente el operador indicial (que corresponde a η = 0). En
esta familia, la interpretación correcta de (y, η) es como covector ηηη =

∑
ηjdyj ∈

T ∗Y. Escribimos Â(ηηη) para referirnos a esta familia. La hipótesis adicional es

(3.6) Para cada ηηη ∈ Ṫ ∗Y, ambos Â(ηηη) y su transpuesto At satisface la
propiedad de continuación única.

La propiedad de continuación única para Â(ηηη) se refiere a lo siguiente: Si
Â(ηηη)u = 0 y u = 0 a orden ∞ en x = 0, entonces u = 0.

La propiedad (3.6) implica que para cada ηηη ∈ Ṫ ∗Y,

(3.7) Â(ηηη) : x−γHm
b (R+ ×Z;E) ⊂ x−γL2

b(R+ ×Z;E)→ x−γL2
b(R+ ×Z;F )

es inyectivo si γ es suficientemente negativo, y sobreyectivo si γ es suficiente-
mente positivo. La idea es que γ muy negativo implica anulación en x = 0 de
los elementos de x−γHm

b , mientras que γ muy positivo incrementa el chance de
encontrar una solución (sobreyectividad).

Para cada ηηη ∈ Ṫ ∗Y sea δ′(ηηη) el máximo γ para el cual (3.7) es inyecti-
vo y γ′′(ηηη) el mínimo γ para el cual (3.7) es sobreyectivo. Esto produce un
par de funciones semicontinuas de uno u otro lado. Tomando una métrica Rie-
manniana en Y para definir el fibrado de coesferas, la compacidad de S∗Y y
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la semicontinuidad de γ′ y γ′′ como funciones en S∗Y implican que podemos
escoger γ′mı́n = mı́n γ′(ηηη) y γ′′max = máx γ′′(ηηη) (Mazzeo [47, p. 1649].)

Teorema 3.8 (Mazzeo [47, Teorema 6.1, p. 1652]). Supongamos que A ∈
Difme (M;E,F ) es e-elíptico y satisface (3.4) y (3.6). Sea γ tal que spece(A) ∩
{Y} × {σ : =σ = γ} = ∅. Si γ < δ′mı́n o γ > δ′′máx, entonces

A : x−γHm
b (M;E) ⊂ x−γL2

b(M;E)→ x−γL2
b(M;E)

es semi-Fredholm, con espacio nulo de dimensión finita en el primer caso, y
con co-espacio de dimensión finita en el segundo.

Que A es semi-Fredholm significa que su rango es cerrado, y que uno de
los dos números, dim kerA o dim cokerA es finito.

4. Variedades de dispersión

Las variedades de dispersión son variedades M, compactas con borde Y,
con estructura cerca de ∂M = Y modelada en Rn cierta compactificación radial
de Rn. Las ideas geométricas en este contexto fueron introducidas por Melrose.
Sus lecciones sobre el tema están disponibles en [52].

El problema fundamental en Rn es determinar la forma de un obstáculo
(un subconjunto compacto de Rn) o la distorsión producida por un “poten-
cial” mediante comparar las soluciones de la ecuación de onda en ausencia del
obstáculo con las soluciones cuando el obstáculo está presente. En el caso del
potencial, el planteamiento del problema es como sigue (los siguientes párrafos
tomados de Lax y Phillips, [43]). Consideremos el Laplaciano usual en Rn,

∆ = −
n∑
j=1

∂

∂z2
j

(por consistencia con secciones anteriores, el signo del Laplaciano está escogido
para tener positividad) y sea V ∈ C∞c (Rn) no-negativa. Dadas funciones u0 ∈
H1(Rn), y u1 ∈ L2(Rn) sea u la solución del problema a valores iniciales

(4.1)


( ∂2

∂t2
+ ∆ + V

)
u = 0 en R× Rn

u(0, z) = u0(z),
∂u

∂t
(0, z) = u1(z).

Entonces para cualquier t, z 7→ u(z, t) es una función enH1(Rn) y z 7→ ∂u

∂t
(0, z)

es una función en L2(Rn). Sea

U(t) :
L2(Rn)
⊕

H1(Rn)
→

L2(Rn)
⊕

H1(Rn)
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el operador

U(t)

[
u0

u1

]
=

[
u(t, ·)
∂u

∂t
(t, ·)

]
.

Este operador toma el dato de Cauchy al tiempo 0 y produce el dato de Cauchy
al tiempo t de la solución. En el espacio H = H1(Rn)⊕ L2(Rn) definimos

E(w0 ⊕ w1) =
1

2

ˆ
Rn

(
|∇zw0(z)|2 + |w1|2 + V (z)|w0(z)|2

)
dz

donde ∇ es el gradiente. Esta es ciertamente una seminorma. Pero si E(w) =
0, entonces w1 = 0, ∇zw0 y V w0 = 0. Como ∇zw0 = 0, w0 es constante,
pero la condición w0 ∈ H1(Rn) implica que esa constante tiene que ser 0.
Entonces (w0⊕w1) 7→ E(w0⊕w1) es una norma. Es fácil ver que esa norma es
equivalente a la norma obtenida von V = 0 y que es inducida por un production
interno. El operador U(t) es unitario: E(u0(t, ·), ut(t, )̇) es independiente de t si
u es la solución del problema (4.1). Por unicidad de la solución, U(t) satisface
U(t + s) = U(t)U(s) y es invertible: t 7→ U(t) es un grupo uniparamétrico
unitario.

Hacemos lo mismo con las soluciones suponiendo V = 0, llamamos al ope-
rador U0.

Los operadores de onda son

W+u = ĺım
t→∞

U(−t)U0(t)uW−u = ĺım
t→−∞

U(−t)U0(t)u

Una manera de entenderW+, por ejemplo, es así. Si al tiempo t0 tenemos datos
de Cauchy u = (u0, u1), esa información vino vía la ecuación de ondas libre del
dato de Cauchy U(−t0)u. Vía la ecuación de ondas con potencial, ese dato de
Cauchy al tiempo 0 se transforma en U(t0)U(−t0)u al tiempo t0; U(t0)U(−t0)
compara lo que recibimos vía la ecuación libre con lo que recibimos vía la
ecuación perturbada. Observar desde una posición remota es tomar el límite
cuando t0 →∞.

Ellos relacionan U(t) y U0(t):

U(s)U(−t)U0(t) = U(s− t)U0(t− s)U0(s)

y tomando los límites t→ ±∞,

U(s)W±∞ = W±∞U0(s)

El operador de dispersión es S = W−1
+ W−, y el problema es reconstruir V dado

S.
La información contenida es S está en cierto sentido en infinito, que es

a donde terminan (o de donde vienen) las soluciones de la ecuación cuando
t → ∞ (o cuando t se incrementa desde −∞). Po esto, la “frontera” de Rn
debería jugar un papel básico. Como el espacio donde se mueven las soluciones
es Euclidiano, son lineas rectas, o rayos, los que juegan un papel.
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Melrose enfoca el análisis en (∆ − λ2) y su inversa. Después de todo, el
operador de ondas puede obtenerse de la resolvente vía la fórmula

(−D2
t + ∆)u =

1

2π

ˆ
ei(t−t

′)λ(∆− λ2)u(t′, z) dt′

El análisis ocurre en la bola unitaria cerrada de Rn, vista como compactificación
radial de Rn. Una manera de ver esa compactificación es como el hemisferio
M⊂ R×Rn,M = Sn+ = {(ζ1, . . . , ζn+1) : ζ1 ≥ 0} junto con el mapa γ : Rn →
Sn+,

γ(z) =
( 1√

1 + |z|2
,

z√
1 + |z|2

)
.

Vemos que cuando z →∞ a lo largo de un radio, γ(z) tiende
a un punto de Y, i.e., si z = rẑ0 con ẑ ∈ Sn−1 entonces
γ(z) → ẑ0 cuando r → ∞. Escribiremos M en lugar de
Sn+. Evidentemente M una variedad con borde Y = Sn−1.
Denotando por x la primera componente de p ∈M tenemos
una función definidora de Y. Denotando por y1, . . . , yn las
demás componentes de un punto arbitrario deM, tenemos como mapa inverso
(definido en

◦
M),

ζ =
1

x
y.

El mapa γ toma z ∈ Rn, pasa a (1, z) ∈ Rn+1, luego calcula el punto de
intersección del rayo por (1, z) y el hemisferio.

La motivación de la definición de la estructura de dispersión proviene de
reescribir y analizar el Laplaciano como un operador en M (o en

◦
M si hay

singularidades en Y, pero usando las coordenadas deM; no hay singularidades).
Pensando el mapa γ como mapa en R × Rn+1 y usando x, y1, . . . , yn como
coordenadas,

dγ∗

( ∂

∂zj

)
= −x2yj

∂

∂zj
+

n∑
k=1

x
(
δjk − yjyk

∂

∂zk

) ∂

∂yk
.

Este campo vectorial es tangente4 aM. Vemos que dγ∗(∂zj ) se obtiene de

Vj = −xyj
∂

∂zj
+

n∑
k=1

(
δjk − yjyk

∂

∂zk

) ∂

∂yk

multiplicando por x, y que Vj es un campo vectorial de C∞tan(M), y ∆ es una
suma de cuadrados (por composición) de campos en xC∞tan(M).

En una variedad arbitrariaM, compacta con frontera Y, definimos

C∞sc (M) = xC∞tan(M).

4Aplicando el campo vectorial a ρ = x2 + |y2| obtenemos 2xyj(1− x2 − |y|2), lo cual se
anula si ρ = 1, como debe ser.
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Como en las dos secciones anteriores, este espacio de campos vectoriales es
localmente libre finitamente generado sobre C∞(M), hay de nuevo un fibrado
vectorial

scev : scTM→ TM
Este fibrado es una estructura de dispersión. Com en las secciones previas
en este capítulo, hay una definición general de operadores de dispersión, una
noción de símbolo y de elipticidad (que de nuevo involucra el comportamiento
de varias partes del operador sobre

◦
M y sobre Y), espacios de Sobolev, complejo

de de Rham. Los operadores elípticos, y los operadores de orden 1, tienen
dominios naturales únicos una vez que el peso x−γ ha sido fijado.

El análisis propiamente sigue ideas similares a las que no hemos discutido en
ningún caso en este capítulo. El lector interesado puede consultar las lecciones
de Melrose [52]





Capítulo X

Análisis en variedades con singularidades

1. Variedades cónicas

Nos limitaremos al caso de variedades cónicas. Una variedad cónica es una
variedad con frontera con un tipo especifico de estructura en la frontera. Para
motivar los conceptos antes de introducirlos, discutimos un ejemplo.

Primero, las variedades. El conjunto

M̃ = {(w0, w1, . . . , wn) ∈ Rn+1 : w2
0 = α2(w2

1 + · · ·+ w2
n), w1 ≥ 0}

con α > 0 es, fuera del origen, una subvariedad de clase
C∞ de Rn, (la mitad de) un cono con base circular. Pode-
mos ver el cono como el resultado de colapsar la frontera,
{0} × Sn−1 del cilindroM dado por

(1.1) [0, ε)× {(y1, . . . , yn) ∈ Rn : y2
1 + · · ·+ y2

n = 1}
a un punto Queremos hacer análisis en variedades que tie-
nen singularidades puntuales de este tipo. Más general-
mente, queremos trabajar con variedades que tienen pun-
tos cerca de los cuales la variedad se ve topológicamente
como el cociente de [0, ε)×Y para alguna variedad cerrada
Y por la relación que colapsa {0} × Y a un punto.

Ahora los operadores. El Laplaciano en Rn, escrito en coordenadas polares
(x, θ) ∈ [0,∞)× Sn−1, es

1

x2

(
(xDx)2 + i(n− 2)xDx + ∆Sn−1

)
donde ∆Sn−1 es el Laplaciano en la esfera unitaria. Más generalmente, tomemos
M̃ (en (1.1)) y M como en el párrafo anterior. El mapa ℘ : M → M̃ que
colapsa el borde Y = {0} × Sn−1 deM es

℘(x, y) = (x,
x

α
y).

La restricción de ℘ a
◦
M define un difeomorfismo

◦
℘ :

◦
M\Y → M̃\0

que nos permite escribir el Laplaciano de M̃\0 como un operador en
◦
M, el

cual procedemos a calcular.

211
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La métrica de Rn+1 induce una métrica en M̃\{0}. Vía el difeomorfismo
℘ (fuera del borde) esa métrica es

g = (1 +
1

α2
)dx2 +

x2

α2
h

donde h es la métrica de Sn−1. Suponiendo yn > 0 podemos usar y1, . . . , yn−1

como coordenadas en Sn−1. Las funciones x, y1, . . . , yn−1 son coordenadas lo-
cales enM respecto a las cuales la matriz [g(∂yi , ∂yj )]

n
i,j=0 es

[gij ] =

1 +
1

α2
0

0
x2

α2

(
I + Ω

)


donde Ω es la matriz con entradas Ωi,j =
yiyj
y2
n

, i, j = 1, . . . , n − 1. Esta es

la matriz de la métrica en Sn−1 respecto a las coordenadas y1, . . . , yn−1. Su
determinante es

|g| = x2(n−2)

α2(n−1)

(
1 +

1

α2

)
|h|

Momentáneamente usando la notación y0 = x, la fórmula general del Lapla-
ciano actuando sobre funciones,

∆u = −
n−1∑
i,j=0

1

|g|2
∂

∂yi
gij |g|1/2 ∂u

∂yj

con [gij ] = [gij ]
−1, produce

∆u =
1

x2

( α2

α2 + 1
(xDx)2 − i(n− 2)xDx + α2∆Sn−1

)
.

Observamos ahora que ∆ tiene la estructura de
1

x2
P, P ∈ Dif2

b(M).

La elipticidad de P = x2∆ como b operador es clara. En el interior, es un
Laplaciano, por lo tanto elíptico, además α2/(1 + α2 + 1)σ2 + α2 σσ2(∆Sn−1)
es no-negativo y 0 si y solo si σ = 0 = σσ(∆Sn−1), lo cual es imposible en un
covector 6= 0.

Tomamos el ejemplo como motivación para definir la variedad, estructura,
y operadores a estudiar en el caso cónico: La variedad será una variedad M
compacta con frontera Y. La idea es que la variedad con puntos singulares es
el resultado de colapsar cada componente de la frontera Y a un punto (posible-
mente colapsado varias de esas componentes al mismo punto). Los operadores
de orden m so operadores de la forma

A =
1

xm
P, P ∈ Difmb (M ;E,F ).
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si E,F →M son fibrados. Estos son los operadores “cónicos.”
Como en el capítulo anterior, también en este caso hay un fibrado de es-

tructura. La guía para encontrarlo es el comportamiento del símbolo principal
de un operador cónico arbitrario. Debido a la singularidad 1/xm si A es de
orden m, el símbolo principal usual es singular sobre puntos de la frontera. El
C∞(M)-módulo es

C∞cn(M ;T ∗M) = {α ∈ C∞(M;T ∗M) : ια = 0}

donde ι : Y → M es el mapa inclusión. La condición sobre α es como sigue.
Primero, α es una 1-forma C∞. Segundo, en coordenadas adaptadas como en
la Sección IX.2, cerca de p0 ∈ Y, entonces

α = α0(x, y)dx+

n−1∑
j=1

b̃j(x, y)dyj

con coeficientes de clase C∞ hasta la frontera. Pero como

ι∗α =

n−1∑
j=1

bj(0, y)dyj ,

la condición ι∗α = 0 implica b̃j(0, y) = 0, por lo tanto b̃j(x, y) = xbj(x, y)
para ciertas bj también C∞ hasta la frontera. Así, α es, cerca de p0, una com-
binación lineal de dx, xdy1, . . . , xdyn−1 con coeficientes C∞. Vemos de nuevo
que hay un fibrado vectorial cπ : cT ∗M→M, el fibrado cotangente cónico, y
homomorfismo cev∗ : cT ∗M→ T ∗M que es un isomorfismo sobre

◦
M, tal que

el mapa inducido
cev∗∗ : C∞(M; cT ∗M)→ C∞cn(M;T ∗M) ⊂ C∞(M;T ∗M)

es un isomorfismo de C∞(M)-módulos. En el interior deM podemos usar como
(notación para un) marco de referencia para cTM las secciones dx1, . . . , dxn
definidas usando coordenadas locales. Cerca de la frontera, en coordenadas
adaptadas, usamos dx, xdy1, . . . , xdyn−1 cono notación para un marco de refe-
rencia. Como en el caso b, cuando están siendo interpretadas como secciones
locales de cTM, las xdyj no solo no son nulas en la frontera x = 0, sino también
independientes. Pero aplicando cev(xdyj), el resultado es nulo en Y.

Tomemos A ∈ x−m Difmb (M;E,F ). Cerca de la frontera,

A =
1

xm

∑
k+|α|≤m

ak,α(x, y)(xDx)kDα
y

con funciones ak,α de clase C∞ hasta la frontera. El símbolo principal de A en
ξ̃ξξ ∈ Ṫ

◦
M, ξξξ = ξdx+

∑
ηjdyj es

σσ(A)(ξ̃ξξ) =
1

xm

∑
k+|α|=m

ak,α(x, y)(xξ)kηα.
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Como los coeficientes de A incluyen el factor x−m, en general no podemos
calcular el símbolo usual de A en x = 0. Pero si evaluamos en ξξξ = ξdx +∑
ηjxdyj con ξ > 0, obtenemos

σσ(A)(ξξξ) =
1

xm

∑
k+|α|=m

ak,α(x, y)(xξ)k(xη)α.

El número total de factores x en cada sumando es m con la consiguiente can-
celación:

σσ(A)(ξξξ) =
∑

k+|α|=m

ak,α(x, y)ξkηα.

Vemos entonces que si α es un elemento de C∞cn(M;T ∗M), entonces σσ(A)(α),
inicialmente calculado en

◦
M, tiene extension a todo M. Usamos esto para

definir cσσ(A):

El símbolo cónico de A ∈ x−m Difmb (M;E,F ) es la extension por conti-
nuidad de la sección de cπ∗Hom(E,F ) del mapa

cṪ ∗M3 ξξξ 7→ σσ(A)
( cev−1(ξξξ)

)
∈ Hom(Ep, Fp), p = cπ(ξξξ), p ∈

◦
M.

Con esta definición de símbolo, definimos elipticidad como siembre: A es c-
elíptico si cσσ(A)(ξξξ) es invertible para todo ξξξ ∈ cTM. Una definición equiva-
lente para todos los efectos es invertibilidad del b-símbolo de xmA. La única
desventaja de xmA es que depende de la función definidora x, aunque de ma-
nera inocua en lo que se refiere a invertibilidad. La definición con el c-símbolo
es completamente intrínseca.

Pasamos ahora al análisis. Fijamos una b-medida en M y fibrados vecto-
riales E,F → M con métricas Hermitianas. Sea A ∈ x−m Difmb (M;E,F ) un
operador elíptico, sea γ ∈ R. Comenzando con el operador

A : C∞c (M;E) ⊂ x−γL2
b(M;E)→ x−γL2

b(M;F )

definimos Dmı́n (o Dmı́n(A) si necesitamos especificar el operador) como el do-
minio de la clausura, y

Dmáx = {u ∈ x−γL2
b(M;E) : Au ∈ x−γL2

b(M;F )}

( oDmáx(A)), con producto interno

(u, v)A = (Au,Av)x−γL2
b

+ (u, v)x−γL2
b
.

En contraste con el caso de b-operadores elípticos, no es necesariamente cierto
que Dmı́n y Dmáx coinciden. Por otro lado, no solo sn esto operadores Fredholm
para todo γ, sino además tienen parametrices compactas.

Al contrario de la situación con operadores b-elípticos, el dominio mínimo
y máximo de un operador cónico c-elíptico no necesariamente son iguales. Sin
embargo, la diferencia entre ellos no es muy grande.
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Proposición 1.2 (Lesch [45]). Sea A ∈ x−m Difmb (M;E,F ) un operador
c-elíptico inicialmente visto como operador

A : C∞c (
◦
M;E) ⊂ x−γL2

b(M;E)→ x−γL2
b(M;F )

con γ ∈ R arbitrario y sean Dmı́n y Dmáx sus dominios mínimo y máximo.
Entonces Dmáx/Dmı́n tiene dimensión finita.

Continuando con el operador c-elíptico A, la siguiente proposición clarifica
la naturaleza del dominio mínimo.

Proposición 1.3 (Gil y Mendoza [21], Prop. 3.6). Si A ∈ x−m Difmb (M ;E)
es c-elíptico, entonces
1) Dmı́n(A) = Dmáx(A) ∩

(⋂
ε>0 x

−γ+m−εHm
b (M ;E)

)
2) Dmı́n(A) = x−γHm

b (M ;E) si y solo si specb(A) ∩ {=σ = −ν/2} = ∅.

Los elementos del dominio máximo son de la forma v + ωw con v ∈ Dmı́n,
ω ∈ C∞c (R) tal que ω(x) = 1 cerca de x = 0 y w de la forma

(1.4) w =
∑
σj∈Σ

∑
k = 0Kσj

Lσj∑
`=0

xiσj+k log` x aσj ,k,`

con Σ la parte specb(x
mA) en la banda γ −m < =σ < γ:

Σ = specb(x
mA) ∩ {σ ∈ C : γ −m < =σ < γ}

con el requerimiento que

xmA(ωv) ∈ x−γL2
b(M;F ).

Los aσj ,k,` son secciones de E, suaves, yKj es el mayor entero tal que =σ−Kj ≥
γ −m.

En muchos aspectos los operadores cónicos elípticos en variedades com-
pacta se comportan como los operadores elípticos usuales en esas variedades.
Los aσj ,k,` son como los datos de Cauchy para un problema elíptico usual. Un
problema de frontera para un operador c-elíptico es:

Dada f ∈ x−γL2
b(M;F ), y una especificación de los coeficientes aσj ,k,`,

encontrar u ∈ x−γLbs(M;E) tal que Au = f con u ≡ ωw mód Dmı́n con
w dado por (1.4).
Otro aspecto interesante es la interacción de los cocientes

Dmı́n(Aq)/Dmax(Aq)

en un complejo c-ellíptico

(1.5) 0→ C∞(
◦
M;E0)

A0−−→ C∞(
◦
M;E1)→ · · ·

· · · → C∞(
◦
M;Er−1)

Ar−1−−−→ C∞(
◦
M;Er)→ 0
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de operadores de primer orden. Para el caso más general posible el lector in-
teresado puede consultar Krainer y Mendoza [38].

2. Variedades cuneiformes

La idea de variedad cuneiforme es un espacio topológico M̃ y un subconjun-
to cerrado Y ⊂ M̃ tales que M̃\Y y Y son ambas variedades suaves, obtenidos
de una variedad de cantos (ver IX.3; incorporamos aquí la notación de esa sec-
ción) con frontera fibrada sobre Y, colapsando cada una de las fibras de ∂M
a un punto. Así, M̃ es una variedad estratificada con un solo estrato singular
(con componentes que pueden tener distintas dimensiones). En principio, el
objeto primario es la variedad estratificada, pero el análisis ocurre enM, que
consideramos como la resolución de las singularidades de M̃. Suponemos en lo
que sigue queM es compacta.

Los operadores diferenciales de ordenM adaptados a esta estructura serán,
en analogía con la situación cónica, elementos de x−m Difme (M ;E,F ). Como en
la sección anterior, el factor x−m cambie mucho el carácter de los operadores.

Obtenemos en este caso la estructura diferencial asociada comenzando con
el espacio de 1-formas suaves deM para las cuales

ι∗yα = 0 para todo y ∈ Y

donde ιy : ℘−1(y)→ Y es la inclusión de la fibra de ℘ : N → Y sobre y ∈ Y en
N (o enM). Como en todos los casos que hemos discutido, este espacio de 1-
formas, C∞w (T ∗M), es isomorfo como C∞(M)-modulo al espacio de secciones
de un fibrado vectorial wπ : wT ∗M → M. El correspondiente homomorfismo
es

wev∗ : wT ∗M → T ∗M.

Este mapa es un isomorfismo en el interior deM. Dando aM esta estructura
tenemos una estructura cuneiforme (“wedge”).

Usando coordenadas adaptadas paraM, x, y1, . . . , yq, z1, . . . zn−q−1, cerca
de un punto de N , como en IX.3, un marco local de wT ∗M es

dx, dy1, . . . , dyq, xdz1, . . . , dzn−q−1.

Usando esto y argumentando exactamente como en la sección anterior, vemos
que si A ∈ x−m Difme (M;E,F ), entonces

wT ∗M3 ξξξ 7→ σσ(A)
( wev∗−1(ξξξ)

)
∈ Hom(Ep, Fp), p = wπ(ξξξ) ∈

◦
M

tiene una extension continua a una sección wσσ(A) de wπ∗Hom(E,F ), que
naturalmente llamamos el w-símbolo de A. La definición de elipticidad es clara.

El análisis de operadores cuneiformes elípticos es bastante más complicado
que cualquiera de los otros casos que ya hemos visto, porque incluye problemas
de frontera para operadores elípticos usuales (este es el caso en que cada punto
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de N es una fibra: Y = N , no hay coordenadas z. Es esto lo que los hace consi-
derablemente más interesantes que todos los casos de las secciones y capítulos
anteriores.

Que el análisis operadores cuneiformes incluyen el caso de operadores elíp-
ticos regulares es fácil de ver. Digamos que en ciertas coordenadas cerca de un
punto de la frontera deM el operador es

A =
∑

k+|α|=m

ak,α(x, y)Dk
xD

α
y .

Multiplicamos y dividimos por xm. Tenemos

(2.1) P = xmA =
∑

k+|α|=m

ak,α(x, y)xm−k−|α|(xDx)k(xDy)α.

con otros coeficientes ak,α(x, y) usando

x`Dxu = xDx(x`−1u) + i(`− 1)x`−1u

repetidas veces para obtener, si ` ≥ k,

x`Dk
x =

(
xDx − i(`− 1)

)(
xDx − i(`− 2)

)
. . .
(
xDx − i(`− k + 1)

)
x`−k,

ver también IV.4.4. Es fácil ver que la elipticidad usual en el caso de A se
transfiere a la w-elipticidad de x−mP (= A).

Pero además de incluir problemas de frontera en la teoría elíptica clásica
de operadores diferenciales, el concepto de valores de frontera es complicado.
Esto es porque en general, el la familia indicial de xmA depende de y ∈ M,
y por lo tanto el espectro de frontera también depende de y. El efecto de esta
dependencia es que para cada y, la estructura de los elementos que en el caso
cónico es (1.4), depende de y.

Una observación interesante es que la estructura del espectro de frontera
de un operador diferencial elíptico de orden m en el sentido usual es común a
todos los operadores de esa clase ({−ik : k = 0, 1, . . . ,m − 1} si el orden del
operador esm). Esto deja de ser así en el caso general de operadores cuneiformes
w-elípticos: para ellos, el espectro de frontera pasa a ser una propiedad del
operador.

Entre los avances recientes en la teoría, los dos frentes más activos han sido
promovidos por Mazzeo y colaboradores, y por Krainer y Mendoza.

En ciertos casos, el primer grupo ha usado como hipótesis básica que el
espectro de frontera es (localmente) independiente del punto base (ver Mazzeo
y Vertman, [50] o Vertman [77]. Esto es una suposición más fuerte de los que
las palabras indican, porque también hay una suposición sobre la constancia de
la estructura de cada una de las singularidades (la presencia de logaritmos en
la fórmula (1.4), que en el fondo es cambios en la estructura de Jordan de una
matriz). Otras hipótesis que remueven el problema conciernen situaciones en
donde el operador puede ser deformado sin cambiar la naturaleza del problema.
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Esto es típicamente posible cuando el propósito de la investigación es alguna
consecuencia topológica en donde los operadores son laplacianos de Hodge res-
pecto a alguna métrica pero la métrica especifica, aparte de estar adaptada al
problema, no es importante; este es por ejemplo el caso de los artículos de Al-
bin, Leichtnam, Mazzeo, y Piazza [3, 4] y de estos autores y Banagl [5]. Estos
últimos artículos conciernen variedades estratificadas más complicadas que las
discutidas aquí.

En el articulo de Krainer y Mendoza [37] (para una versión más ligera,
ver [36]) no hay suposiciones sobre el comportamiento del espectro de frontera
aparte de pedir que no cruce ciertas lineas {σ ∈ C : =σ = γ, γ − 1}. Los
operadores son de primer orden. Con esta suposición, la parte del espectro de
frontera que importa determina un fibrado vectorial sobre Y, que en cierto
sentido se comporta como si fuera la frontera en cuanto a que las condiciones
de borde se especifican a lo largo de Y. Los detalles de esto están en [35].

En general, la resolución de problemas de frontera en variedades estratifi-
cadas (con desingularización estas resultan ser variedades con esquinas) no está
resuelto, y hay mucho por hacer.

Finalmente, el lector interesado debe consultar la literatura de Schulze y
sus colaboradores, por ejemplo [65, 66, 67, 68, 71]. Las técnicas en estos
artículos son mucho más analíticas que geométricas, y los resultados distintos
aunque puedan parecer similares. Pero una juiciosa combinación de análisis y
geometría probablemente sea de mucha ayuda.
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