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Prefacio

El propésito primario de estas notas es complementar con material de base
la presentacion de cinco topicos en la teoria de ecuaciones diferenciales parciales
lineales en los que el aspecto global es fundamental para darle sentido al pro-
blema: problemas de frontera, Teoria de Hodge, la formula de Atiyah-Bott para
el niimero de Lefschetz, el Teorema del Indice de Atiyah-Singer, y la funcién
zeta de un operador eliptico positivo.

Tlustramos el contraste entre problemas locales y problemas globales con
algunos ejemplos. No hay obstaculos para la existencia de soluciones de la
ecuacion du/df = f con 6 cerca de 0. Pero no hay solucion global si vemos
6 como angulo en un circulo y u como funcion en ese circulo (esto es, como
funcién periodica), si la integral de f no es 0. Que esta ecuacién es en una
variable no importa; el mismo tipo de problema ocurre por ejemplo en un toro:
si las variables angulares son 6 y ¢, la ecuacion 0%u/00% +0%u/d¢? = f siempre
tiene soluciones locales pero hay solucion global si y solo si la integral de f es
nula.

Elaborando algo mas en relaciéon a existencia local versus global, si F es
un campo vectorial suficientemente regular en un conjunto abierto  C R3 y
VxF = 0, entonces cada punto en {2 tiene un entorno en el cual F es el
gradiente de una funcion definida cerca del punto. Pero si 2 es el producto de
un anillo en R? y un intervalo, entonces puede no existir una funcién en Q cuyo
gradiente es F.Y sien lugar de V x F=0 suponemos V - F = 0, entonces
cada punto de (2 tiene un entorno en el cual existe un campo vectorial G tal
que F =V x G, pero si 2 es la region entre dos esferas concéntricas, entonces
existen campos vectoriales suaves en €) con divergencia nula que no son de la
forma V x G para ningin campo G. Estos son ejemplos donde la topologia del
espacio subyacente (por ejemplo un anillo) impone restricciones a la existencia
de soluciones.

Presencia o ausencia de condiciones de frontera: En un disco D en el plano
hay muchas funciones armonicas, pero solo una si los valores de tal funcién se
prescriben en la frontera. En el mismo contexto, la ecuacion
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11 PREFACIO

en D tiene soluciones no nulas para cualquier A € C. Pero si requerimos v = 0
en la frontera de D, la ecuacién solo tiene soluciones no triviales cuando A
pertenece a cierto subconjunto discreto infinito de (0,00) C R sin puntos de
acumulacion finito. A veces la condicion de frontera esta escondida en una
condicion de crecimiento: la ecuacién

0*u/0x* + 0*u/0y? = 0 en R?

tiene muchas soluciones, pero tinicamente u = constante si pedimos que u sea
acotada. Este tltimo es un ejemplo en donde el espacio subyacente (R?) no es
compacto.

El foco del curso sera problemas de tipo global para operadores diferenciales
elipticos. Hay también problemas globales interesantes en el caso de otro tipo
de operadores (por ejemplo hiperbolicos), pero eso tal vez es tema para otra
ocasion: el material ya es suficientemente (tal vez demasiado) extenso para un
curso de veinte horas. Estas notas contienen bastante mas que lo que se puede
discutir en ese tiempo; la expectativa es cubrir el Capitulo I, una coleccién
de ejemplos en dimension baja, luego discutir con algo de profundidad los
Capitulos V-VIII: Teoria de Hodge, la formula de Atiyah-Bott para el nimero
de Lefschetz, el Teorema del Indice de Atiyah-Singer, y la funcién ¢ de un
operador eliptico.

Los Capitulos II y III, respectivamente sobre variedades y operadores pseu-
dodiferenciales, son auxiliares. En clase discutiré brevemente lo que sea necesa-
rio de esos capitulos en el momento particular. El Capitulo IV era originalmente
parte del plan del curso propiamente, pero dado lo extenso de los otros tépicos
quedo relegado al limbo. Sin embargo contiene algunos puntos que conciernen
la existencia de valores de frontera que son interesantes en los dos ultimos
capitulos.

Los Capitulos IX y X contienen una descripcién de la topologia diferencial
y algo del analisis en variedades no compactas o con singularidades. Este es
parte del contexto en que la investigacion de problemas de analisis global en el
sentido de las presentes notas se ha desarrollado en los tltimos veinte o treinta
anos. Si hay tiempo, discutiremos algo de esto durante el curso. Si no, tal vez
estos capitulos junto con las referencias sirvan para orientar al lector un poco
en la literatura.

El estilo de estas notas es variable. En algunos momentos es apenas des-
criptivo, enfocando solo las ideas centrales: cudl es el problema, cuéales son los
resultados, algunos detalles importantes—particularmente en los dos tltimos ca-
pitulos. Pero he tratado de presentar con bastante detalle los elementos basicos
(operadores pseudodiferenciales) y algo de geometria diferencial con el objetivo
de al menos tener versiones autocontenidas en los capitulos centrales del curso.

Las referencias son bastante completas, creo, en cuanto al origen de las
ideas. En muchos casos he incluido lazos a paginas de la red donde el lector
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puede encontrar los articulos, a veces libros, citados. Pero hay muchos autores
que no han sido mencionados ni siquiera de pasada; hacer algo mas completo
es imposible desde el punto de vista practico.

Estas notas estan dirigidas a estudiantes de pregrado avanzados o de pos-
grado con intereses en ecuaciones diferenciales con una componente fuerte de
geometria diferencial.

La primera Escuela Venezolana de Matematicas se llevo a cabo hace ya 30
anos; tuve el privilegio de dictar uno de los mini-cursos. Desde entonces se ha
celebrado una cada ano, y quiero expresar aqui mi agradecimiento a los orga-
nizadores de esta trigésima ediciéon de la Escuela por esta nueva oportunidad
de dictar uno de los cursos.

También quiero dejar aqui constancia de mi agradecimiento a mi esposa
por haber soportado durante varios meses, mas atun, apoyado y frecuentemente
alentado, mi dedicacién casi exclusiva a estas notas, que resultaron considera-
blemente més extensas de lo que previ inicialmente.
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Capitulo I

Introduccion

1. Problemas de valores de frontera

Tomemos un conjunto abierto 2 C R? acotado, conexo, cuya frontera, 0,
es una union finita de curvas de clase C*°. Queremos encontrar una funcién v
definida en €2 que satisfaga

Au = f en Q,
donde
8%u  O%u
A= —— — —
b o0x2  0y?

y f es, para el propoésito de esta discusion preliminar, una funcién continua
definida en la clausura, cl€, de Q. Si ug es una soluciéon (ya veremos que hay
una) entonces cualquier otra es de la forma u = ug—+h con h armoénica, es decir,
Ah = 0. El conjunto de funciones armonicas en {2 es un espacio vectorial de
dimensién infinita. Por ejemplo, todos los polinomios

N
pla,y) =Y ax(x + iy)"*
k=0

son armoénicos, y si solo queremos soluciones a valores reales podemos sumar
la parte real de p (si no, sumamos p) a ug para obtener otra solucion.

Sin embargo, si especificamos qué queremos que sean los valores de u en
la frontera de 2, encontraremos que solo hay una solucion. Esta condicion de
frontera es la condicion de Dirichlet, y el problema

{AufenQ,

1.1
(L1.1) u = g en 0f)

es el problema de Dirichlet para el Laplaciano en €.

Otra condicion de frontera que implica finitud de la dimension del espacio
de soluciones es la condiciéon de Neumann, en donde en lugar de especificar el
valor de u en la frontera, uno especifica el valor de la derivada normal, en los
términos siguientes. Sea v un campo vectorial definido cerca de la frontera de €2,
normal a 9 y apuntando al exterior (esta ultima condicién no es importante

1



2 I. INTRODUCCION

pero es la convencion usual). El problema de Neumann es entonces

Au= fen
v-Vu=gen 0f)

donde Vu es el gradiente de u. La expresiéon v - Vu es la derivada normal de u
(en 99), v - Vu = du/dv. El problema de Neumann tiene ambigiiedad en un
espacio de dimensién 1: si v es una solucién, entonces u + ¢ con una funcién
constante arbitraria ¢ también es una solucién.

El tercer ejemplo clasico de condicién de frontera es la condicién de Ro-
bin. Sean a y b funciones arbitrarias, continuas y a valores reales en 0f2, con
(a(p),b(p)) # 0 para todo p € 9N. La condicion de Robin es

ou
v
con funciones a, b que no se anulan simultaneamente.

Estas tres condiciones son condiciones locales. “Local” se refiere a que los
valores de la incoégnita u en la frontera estédn siendo especificados mediante
formulas locales. Para explicar el sentido de esto consideremos el siguiente
problema:

Sea D = {z € C: |z| < 1} el disco unidad en C centrado en el origen, y
consideremos el problema

a— +bu = g en 0}

0
G—ZZOenD7
u=gendD

Aqui 0/0% es el operator de Cauchy-Riemann:

0 1/ 0 L 0
i AT S
0z 2\ 0z dy
Asi planteado, este problema no tiene soluciéon en general. La razon es que es-

tamos exigiendo que u sea holomorfa (compleja-analitica) en D, lo cual implica
que en cierto sentido, sus valores de frontera, si existen, deben satisfacer

2m
(1.2) / u(e®)e=™dh =0, sin<0, neN.
0
Por ejemplo, si

oo
u(z) = Z Up 2"
n=0

es una solucién obtenemos de

oo
u(re’) = Zunr"eme, 0<r<l1,0eR
n=0
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que
27
/ u(re’®e™™%dh =0, sin<0, neN.
0

si0 < r < 1, y pasando al limite » — 1~ obtenemos (1.2), al menos formalmen-
te. Incidentalmente, esto trae a colacién la cuestion del significado de “valor de
frontera.”

Uno puede definir un problema de valores de frontera “bueno,” pero no-
local, para el operador de Cauchy-Riemann como sigue. Sea

7 L2(SY) — L?(Sh)
la proyeccién en el subespacio de L?(S') generado por las funciones ¢ con
n € Ny, es decir,

3 - 1 o 3 —in in
m(g)(e?) = *277/0 g(e"®)e™ " dp e,
n=0

Sea H la imagen de w. Entonces tenemos

PRroPOSICION 1.3. El problema

0
a—;:() en D,
mu =g en 0D

tiene solucion unica para cada g € H.

DEMOSTRACION. La funcién g tiene expansion en serie de Fourier:
oo
9(619) — Zgnezne
n=0

1 2

con

Gn = 7 ; g(ew)e’iw dep.

Como g € L%(S1), 3" |eq|? < oo, por lo tanto |c,| < 1 para todo n suficiente-
mente grande. En consecuencia,

o

§ gnrnezne

n=0
converge uniformemente en la region 6 € R, 0 < r < ry para cada ntmero
positivo 7y < 1. Reemplazando z = re*® tenemos que la funcién u definida por

u(z) = Zgnz"
n=0

es holomorfa en D: u/0Z = 0 en D.
Consideremos ahora las funciones u, : S — C definida para r € (0,1) por

u, (%) = u(re'?).
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Siendo continuas ellas pertenecen a L?(S'). Ademas satisfacen
o0
m(u.) = Z gnre™
n=0
tautolégicamente. Tenemos

0o
lg = murlze = lgnl*(1 — ")’

n=0

Evidentemente |g,|?(1 — r™)? — 0 para cada n cuando r — 17,y ||gn\2(1 -
r%)2| < 4|g,|?. Usando el teorema de convergencia dominada de Lebesgue con-
cluimos que

llg — 7ur||32 — 0 cuando r — 17

En este sentido, la condicion 7(h) = g en 9D es satisfecha. O

La condicién mu = ¢ es una condiciéon de frontera no local. Esta condicién
especifica involucrando una proyeccion asociada al operador (0/0% en este caso)
es de tipo Atiyah-Patodi-Singer.

Especificar condiciones de frontera puede ser un asunto delicado. Conti-
nuando con el operador de Cauchy-Riemann, el problema

ou

£ZOenD,

u—7u=fendD

no tiene solucion si f # 0.

También especificar demasiadas condiciones puede llevar a problemas. En
el caso del Laplaciano en € (como al principio de esta seccion), imponer a la vez
condicién de Dirichlet y de Neumann lleva a una situaciéon donde existencia re-
quiere relaciones muy rigidas entre los datos. Esto se puede entender asi. Dadas
fen Qy gen 09, hay una tnica u que resuelve el problema (1.1). Por lo tanto
la derivada normal de u en 02 estéa determinada por f y g. En consecuencia,
pedir que ademas du/dv = g1 en Of2 requiere prefijar g; consistentemente, pero
entonces la condicion es vacua. (El mapa g — Ou/0v|sq es el llamado operador
Dirichlet a Neumann.)

El ultimo ejemplo de condicién de frontera simple que discutiremos en
esta seccion es la especificacion de datos de Cauchy. Estas especifican, en el
caso de un operador diferencial de orden m, la funcién y sus primeras m — 1
derivadas en la direccion normal a la frontera. Problemas de este tipo pueden
o no tener solucién. Como vimos arriba, en el caso del Laplaciano (orden 2)
en (), especificar datos de Dirichlet y Neumann llevan a un problema sobre-
determinado, en general sin solucién. Sin embargo, ésta es una condicion util
(y apropiada) en el caso de operadores de evolucion, operadores en los cuales
una de las variables tiene un caracter claro de ser el tiempo, y la condicién se
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especifica en una hipersuperficie esencialmente descrita como el grafico de una
funcion del tiempo con respecto a las demas variables (por ejemplo, ¢ = 0).

Todas las condiciones anteriores pueden aparecer en el mismo problema,
impuestas en distintas regiones de la frontera, regiones cuya union es toda la
frontera, o falla en serlo en un conjunto pequeno en algin sentido. Un problema
de este tipo es un problema con condiciones mixtas.

2. Teoria de Hodge

La teoria de Hodge es un esquema general para relacionar la cohomologia
de ciertos complejo de operadores diferenciales con los nucleos de operadores
diferenciales asociados. Explicamos esto con un ejemplo en dimension 2 (el
complejo de de Rham visto con campos vectoriales).

Sea S! el circulo unidad en R? con centro en el origen y M = S' x S'.
En esta secciéon denotaremos por C° el espacio de funciones M — C de clase
C*>, por C! el espacio C*°(Q,C?), y finalmente por C? = C°°(M) (de nuevo
funciones en M a valores complejos). Denotamos por z, y a las funciones angulo
en cada uno de los factores de M. Estas funciones estan definidas solo médulo
27, pero las derivadas 9/0xz y 0/0y estan bien definidas.

Definimos operadores

AO:CO—>Cl, Aof: (af 8f>

Oz’ Oy
ob  Oa
. 1 2 = — — — gi =
A :C = C7 A1¢_8x aysub (a,b).

Esto es, Ao f es el gradiente de f y Aj(a,b) produce el integrando en la integral
doble que aparece en el Teorema de Green. Ensamblamos los operadores en
una sucesion

(2.1) 0—C0 20t A2 .

Esta sucesion es un complejo porque A;0 Ay = 0. Definiendo A_; =0y A3z =0,
los grupos (en realidad espacios vectoriales) de cohomologia del complejo (2.1)
son los espacios H? = ker A,/rg A,_1, lo cual funciona precisamente porque
Ago0A,—1 =0 implicarg A, C ker A,. Asi,

H° =ker Ay, H'=kerA;/rgAy, H?=C?*/rgA;.

El problema es determinar la cohomologia del complejo, en particular, deter-
minar si los espacios H? son finito-dimensionales, en cuyo caso las respectivas
dimensiones pueden estar relacionadas con propiedades topoldgicas de 2. Des-
de el punto de vista de ecuaciones diferenciales, la presencia de cohomologia
no-trivial es la obstrucciéon a la resolubilidad del problema

dado 8 € C? con A48 =0, encontrar o € C97 ! tal que Ag—100 = B.
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La sucesion (2.1) no es exacta (y por eso los grupos H? no son triviales)
pero con la notaciéon simbodlica

ao(v) : C — C?%, ap(v)(y) = v,
al(V)IC2—>C7 al(y)(avﬁ)zﬁf_an
para cada v = (£,7) € R?\{0}, la sucesion

(2.2) 0 C W, 2 2W ¢y

es exacta: ag(v) es inyectivo, rgag(v) = keray(v), y a1(v) es sobreyectivo. El
hecho que (2.2) es una sucesion exacta para cada (£,n) # 0 dice que (2.1) es
un complejo eliptico.

Los grupos de cohomologia H? son faciles de calcular directamente en este
caso; hacemos esto en un capitulo posterior. Por ahora, siguiendo los lineamien-
tos del caso general en Teoria de Hodge, definimos

N N da 0b
ApCt = C°, A0¢:—%—a—y31¢:(a,b)

Ay:C? = CY, Atu= ((;Z, —gg)
y con ellos,
Oo:C° =Y Oy = AsAg
Op:C' = CY, O = AgAf + AT A,
Oy :C% = C?, [y = A1 A

Estos son operadores diferenciales de segundo orden. Sea H? el nticleo de .
El Teorema de Hodge afirma que H? es isomorfo a H? de manera natural. La
base de la demostracién es la existencia de operadores

Gy, 1, : C1 — 1
tales que
0,Gy =G0, =111, Gu1d;=A,Gy, GA; = AGyin

donde II; es la proyeccion ortogonal en H? respecto a los productos internos
en C? definidos por

<u,v>0:/ wvd\, wu,veC®
M
@i = [ 0T svec

<Na V>2 :/ prdX,  pv € c?
M
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con dX la medida de Lebesgue y el producto interno en la definicion de (¢, 1),
tal que la forma es sesquilineal. Con estos productos internos tenemos

<A(197C>q+1 = <97A2’¢)>¢179 S qu C S Cq+1

en todos los casos. De hecho, A} se define de manera que esta propiedad sea

valida. Escribimos || ||4, ¢ = 0,1,2, para las respectivas normas. Definiendo
Af =0, A3 = 0 tenemos

Oy = A5Aq + Ag 1 Af_

para todo q.
Con estos operadores procedemos de la siguiente manera. Si 8 € HY, en-
tonces

0= (00, 0) = (A5 A0 + Ag1A7 10,0) = [ A0l 511 + 1451115+

Por lo tanto, 4,0 = A;_,60 = 0. En particular, H? C ker A, y podemos hablar
de la clase [f] € H? de 0; tenemos un mapa

(2.3) 93560 [0] € HY.

Si por otro lado [0] € H?, entonces § = I, + O,G,60. Usando la definiciéon de
Oy, las propiedades de G, y que A48 = 0 obtenemos de esto que

0 = T1,0 + AL G a1 Ag0 + Ag 1Gy 1 A%0 = 1,0 + Ay 1 Gy 1 A%0

y por lo tanto la clase de # médulo rg A, es igual a la de II,6. Esto prueba
que el mapa (2.3) es invertible.

La compacidad de M y la la elipticidad del complejo (la sucesiéon (2.2) es
exacta) implican la existencia de los operadores G y la finitud de la dimensién
de los espacios H1.

De hecho, en este ejemplo, H° es el subespacio de C° formado por las
funciones constantes, H! C C' consiste de los pares de funciones constantes, y
H? C C? también esté conformado por las funciones constantes. Para ver esto
notamos que [y y Oy son ambos el operador de Laplace,

02 0?
=2 o
y U actiia como A en cada factor. Asi, para determinar ker [, solo tenemos

que calcular ker A, para lo cual usamos series de Fourier.
Si u € C°°(M), entonces, con

1 . . )
= 2 / u(e'®, e)e= ) g dy
tenemos
(2.4) U= Z umnei(m:p+ny)

m,n€”Z
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con convergencia uniforme, también con derivadas de cualquier orden. Aplican-
do A tenemos
Au = Z (m? + 1)U e!meEY)
m,ne”
y por lo tanto, si u € ker A, entonces u = ugg-

3. El nimero de Lefschetz y la formula de Atiyah-Bott

Continuamos con el complejo y la notaciéon de la seccion anterior. Sea f :
M — M una funcion C*°: las funciones X = zof : M - R, Y =yof : M - R
(definidas localmente cerca de cualquier punto, globalmente solo médulo 27)
son de clase C*°. Definimos f; : C* — C%, ¢ =0, 1,2, por

(fsu)) = u(f(p), wec
(F0)0) = (alF ) G, )+ W) G 0).al ) G () + )G 0)
6eCl, ¢=(ab)

Do)~ ) o), pee

(F5m) = (G, )5, 0~ 5, )5,

Con estas definiciones,

;+1Aq = Aqf;a
lo cual implica que f; ker Ay C ker Ay, fyrgAq—1 C rg Ay—1. Por lo tanto, f,
determina un mapa f; : H? — HY para cada q. Como los espacios H? son de

dimension finita, no hay dificultad alguna en definir la traza de los operadores
f;. El nimero de Lefschetz [44] de f es

2
Ly=> (-1t f}.
q=0
Lefschetz prueba que si Ly # 0, entonces f tiene al menos un punto fijo.
El niamero de Lefschetz es inherentemente global, porque los espacios H? son
objetos de naturaleza global. En el caso en que f es un difeomorfismo con puntos
fijos no-degenerados (en un momento definimos esto ultimo), la formula de
Atiyah-Bott calcula otra cantidad en cada uno de los puntos fijos y establece la
igualdad de la suma de estos y el niimero de Lefschetz. Esa otra cantidad puede
calcularse por métodos analiticos, como un limite, sin necesidad de informaciéon
a priori sobre la existencia de puntos fijos.
Damos més detalles. Con cada 6 € C? tenemos un mapa

M = M xC", p—08(p) = (p,0(p))

(ko =1, k1 =2, ks = 1). Usando que f es un difeomorfismo definimos

FpiMxCh— MxCh, fr(p,d) = (f7(0),9 - Do(f 7 (p)))
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donde (con p’ = f~1(p)) ¥ - ®,(p') es multiplicacion del elemento ¥ € C*« por
la matriz k, x k, dada por

Bo(pf) = 1
0X . 0X
W) @
Q)= oy oy
T S

ax, 8y . 09X, 9y

Dy(p') = 5 ) o9 (') — afy(p)%(p)

La relacion entre fy y f

F:0(f() = (p,(f;0)(p), 0ecC.

El punto es que si py es un punto fijo de f, entonces f; mapea py x Cka en si
mismo, actuando linealmente en el factor C*e via ®,(po). Por lo tanto, tiene
sentido calcular la traza de f7(po).-

Para completar el calculo aclaramos lo que significa que py sea un punto
fijo no-degenerado. Si pg € M = S! x S! corresponde a los dngulos (xq,x1) y
p es un punto cerca de pg correspondiente a los angulos (z,y), entonces f(p)
corresponde a los angulos (X (p),Y (p)) y

[X(p) _ wo] é%((]90) %(?0) {x B xo]

Y(p)—yo| |0V Y

moédulo términos de orden O((z—x0)?+(y—1yo)?). En esta formula, la matriz es
el Jacobiano, Jp,(f), de f en py (también es ®1(po), de una manera distinta).
Para que py sea un punto no-degenerado, se requiere que I — J,,(f) sea no
singular:

det(I — Jp, f) # 0.

La formula de Atiyah-Bott para el numero de Lefschetz de f, en el ejemplo
que estamos describiendo, es

Py (po))
(3.1) = 2 Z|det] Jp (J?))|

po€Fix f q=0

En este ejemplo, el lado derecho de la formula se puede calcular directamente,
y resulta ser # Fix f.

Para calcular el lado derecho en (3.1) usamos el operador del calor asociado
a cada uno de los operadores [;. El operador del calor asociado a [, es el
operador

C®°(M,Cka) = C®°(M x Ry, C*),  usw
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(donde C*°(M, Cka) = C%) que produce la solucién u del problema
v
ot

dado el dato u. Usualmente este operador se representa como e *Ha. Existe una

funcion

+0Ogv =0, v’t:O:u

K,;: M xRy x M — End(CFs x Cv)

—tO

de clase C™ (el nucleo de Schwartz de e "¢, llamado el nucleo del operador

del calor) tal que
0= [ K.t 1) ix0)

con d\ = dx dy. Restringiendo a {(p,t,p) : p € M, t > 0}, como Ky(p,t,p) €
End(CF« x Cke), podemos tomar la traza, y obtenemos una funcién a valores
complejos. Denotamos

tre”™D = tr K, (p, t, p) dA(p)
Tre e = /M tr Ko(p,t,p) dA(p).

La segunda férmula es la traza del operador del calor (usualmente llamada la
traza del calor). También tenemos que frh : M x Ry x M — End(CFa x Cko)
es de clase C*, y su restriccion a {(p,t,p) : p € M, t > 0} es un mapa con
imagen en End(C*s x C*«). Tomando traza e integrando obtenemos

Trfe”—/fq P)(p) dA(p)

con la notacién indicando que f; actia en la primera variable de K.
Maés tarde probaremos que

L= YT e
Esto no es dificil. Algo méas delicado es

—1)9tr(®
hm Trf e~ q _ ( ) I'( ‘I(po)) .
=0+ ldet(Z = Jp, ()]
La demostracion de (3.1) en [6] sigue el mismo patron pero no usa el operador
del calor. La idea de usar el operador del calor en este contexto aparece por

primera vez en [40].
Usando series de Fourier tenemos que

K(p,t,p') @n? > ertthemiemhintuh),
m,n€”z

p= <> p = (e, e, t >0,
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tenemos Kg =K = Ky y

K 0
)

4. La funcién ( de un operador eliptico

La funcién ¢ de Riemann es la funcién inicialmente definida para s € C,
Rs > 1 por la formula

G(s) =S gl
=1

Esta puede verse como la funcion

1 o
32
{=1

1
A3/
2

donde los A; son los autovalores # 0 del operador 9.2 actuando sobre fun-
z

ciones en el circulo unidad S', repetidos de acuerdo con la dimensién del au-
toespacio: las autovalores son \; = £? y las funciones u4, = e*** forman una
base del autoespacio correspondiente a Ay, £ = 1,2,... (el ntumero 0 también
ocurre como autovalor, el autoespacio es generado por la funcién constante 1).

En general es de interés, por sus aplicaciones, estudiar la funciéon que resulta
insertando los autovalores de otros operadores elipticos A (con condiciones de
frontera segin el caso). Bajo condiciones con las cuales los autovalores repetidos
segun multiplicidad forman una sucesion creciente 0 < Ay < Ay < ..., con
A¢ — oo suficientemente rapido, la funciéon es

1
Cals) =D 5 SEC Rs> 1.
(= {4

Es frecuentemente el caso que (4 tiene una extension meromorfa a todo C con
polos en el eje real. Los dos aspectos més relevantes son el primer polo en el
eje real y la posible ausencia de un polo en s = 0.

El primer polo (el polo con parte real méas grande) ocurre en so = n/m
donde m es el orden del operador y n la dimensién del dominio de las funciones
sobre las cuales actia A. La serie converge para $ts > sg. La relevancia del
residuo proviene de su relacién con la férmula asintética de Weyl:

(4.1) {0\ <A}~ MWW

Por otro lado, el lado derecho se puede calcular con métodos analiticos, con los
cuales el coeficiente resulta ser un nimero relacionado con la geometria/topo-
logia subyacente y el operador mismo.
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Tlustramos esto en el caso de —9%/dx? en S! visto como mapa del espacio
ortogonal a las funciones constantes en si mismo (para eliminar de consideracion
el autovalor 0 en este ejemplo). Denotemos este operador por Ag. Tenemos

Ca (s Zﬁs 2r(29)

porque los autovalores son 1,1,2222 32 32 ... (recordar que hay que incluir
la multiplicidad). Usando lo que sabemos de (g, vemos que esta serie converge
cuando s > 1/2, tiene un polo simple en 1/2 (dim S* = 1, ord A9 = 2) con
residuo 1, y una extension meromorfa a todo C con un solo polo. Por otro lado,

Nag(A) = #{L: X <A} = #{: VA < VA}
=24{0: ¢ <VA} € (2VA - 1,2V
(el factor 2 debido a la multiplicidad) y por lo tanto
Na, () = 2271

lo cual esta de acuerdo con (4.1) porque m/n=2. El computo analitico del
coeficiente lleva a la formula

%érea(Sl x {£€R:E < 1}).

para el coeficiente. Como el area es 47, el nimero que resulta es 2.

Posiblemente la primera apariciéon de la funcién ¢ asociada a un operador
diferencial es en un articulo de T. Carleman [12]. En ese articulo, {2 es un
conjunto abierto acotado en el plano cuya frontera consiste de curvas de clase
C? a trozos (“arcos con curvatura continua”), los nimeros A\, son aquellos para
los cuales hay una solucién no nula del problema

Au— du =0, u‘OQ:O.

Ordenemos los autovalores como sucesion creciente, 0 < A\; < Ao < ..., repi-
tiendo un autovalor segiin su multiplicidad y tomamos una base ortonormal de
autofunciones ¢y, a valores reales,

/ brde dA(p) = i
Q

correspondientes a los A\g. Carleman usa

Ak (p
AT )\ SdA
S xtan? = 5 [ gl
con v la curva §R/\ = a, 0 < a < \{ para obtener una férmula asintética para
los autovalores usando el Teorema Tauberiano de Wiener-Ikehara [32].
La otra aplicacion importante aprovecha la extension meromorfa de (4 en
ausencia de un polo en s = 0 para definir un determinante para el operador
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A. La motivacion proviene del caso en dimension finita. Supongamos por un

momento que A es un matriz Hermitiana (A = ZT) actuando como operador
CN — CV de la manera usual. Supongamos que los autovalores, A1, ..., Ay,
son estrictamente positivos. El determinante de A es A1 --- Ay, y

N
d 1
logdet A= Y"1 )\:——‘ S
08 e = 0B AL ds =0 7— A

y por lo tanto,
det A = ¢4,
Volviendo al caso de un operador diferencial A, si este admite una funciéon
¢ con extension meromorfa sin singularidad en 0, la misma foérmula define
el asi llamado determinante (-regularizado de A. En el ejemplo Ag, usando

Ch(0) = —3log 27 y Cay(s) = 2¢r(2s),
¢, (0) = 4¢'(0) = —2log 27
y por lo tanto det Ag = (27)2.






Capitulo IT

Variedades y fibrados vectoriales

1. Introduccién

Vimos varios ejemplos de problemas con operadores diferenciales donde el
dominio de las funciones sobre las que actta el operador es un conjunto abierto
de R? con frontera suficientemente regular (suficientemente diferenciable), o
ST CR?% 0 S! x §2 C R? x R? = R%. En general, queremos (mas aiin, estamos
obligados) a trabajar con funciones definidas en conjuntos como los dos dltimos,
incluso si lo tinico que queremos es estudiar problemas de valores de frontera en
conjuntos abiertos de R™, porque la frontera misma es uno de esos conjuntos.

En general los dominios de interés son variedades de clase C*° (tal vez
pasando a una extension apropiada), pero siempre podemos suponer que ellos
son subconjuntos de algin espacio euclideo de dimension suficientemente alta.
(En general, una variedad abstracta de dimension n puede ser presentada [82,
83] como una subvariedad de R?"; el primero de esos articulos es un resumen
del segundo.)

Los dos teoremas fundamentales son el Teorema de la Funcion Implicita y
el Teorema de la Funciéon Inversa:

TEOREMA 1.1 (Teorema de la Funcion Implicita). Sean U,V C R™ entor-
nos de 0 y F : U — R™ una funcion de clase C* con k > 1 y F(0) = 0. Si la
matriz Jacobiana de F en 0 es no-singular, entonces hay entornos U’ C U y
V' CV de 0 tales que

Fl U =V

u

es un difeomorfismo de clase C*.

TEOREMA 1.2 (Teorema de la Funciéon Implicita). Sean W C RN un con-
junto abierto, po € W, y F : W — RN™" una funcion de clase C* con k > 1
y F(po) = 0. Si la matriz Jacobiana de F en py tiene rango N — n, entonces
hay una proyeccion ortogonal m : RN — RN con imagen de dimension n y
conjuntos abiertos U C ©(RN), W C n(RN)* y una funcion f : U — V de
clase C* tales que: W' ={x +y: o €U, yce V}CW, ysizx+y e W con
r € m(RY), y € n(RN)L, entonces F(x +y) =0 < y= f(z).

15
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2. Variedades

Una subvariedad (propia) de RY de dimensién n y clase C* es un subcon-
junto X C RV tal que para cada py € X existe un entorno W C R¥ de py y
una funcién F : W C RY — R¥ =" de clase C* tal que

XNW={peW:F(p) =0}

cuya matriz Jacobiana tiene rango N —n. En lo sucesivo, si queremos referirnos
a X sin importar el espacio euclideo ambiente, nos referiremos a ella como una
variedad, y omitimos la especificacion de que ella sea de clase C*°.

Por ejemplo, S, el circulo en el plano con centro 0 y radio 1 es una subva-
riedad de R?, porque es el conjunto de ceros de la funcién F : R? — R definida
por F(x1,22) = 23 + 23 — 1, la cual ademés tiene matriz Jacobiana

JIF = [Q.Tl 21’2]

en x = (x1,x2), de rango 1 (rango maximo) cuando x pertenece a un entorno
apropiado (por ejemplo R?\{0}) de S*.

Otro ejemplo es la frontera de un conjunto abierto 2 C R™. Si ) es acotado,
su frontera es un conjunto compacto que bien puede ser una subvariedad de
clase C*° de R", de dimension n — 1. En este caso, el teorema de la funcion
implicita permite describir un entorno de cada punto de 9€2 como el gréfico, con
las coordenadas ordenadas convenientemente, de una funcién de un conjunto
abierto de R*~! a R.

Con pg, W, y F como antes, podemos escoger n funciones entre las fun-
ciones coordenadas y; : RY - R, j = 1,...,N, tales que ellas, denotadas
Z1,...,%n y las funciones coordenadas F}; de F' tienen gradientes independien-
tes en pg, y por lo tanto el mapa

pr Cb(p) = (Fl(p)v cee 7FN7n(p)7x1(p)v s vxn(p))

es un difeomorfismo de un entorno &’ C RY de py en uno de ®(pg). La res-
triccion ad =U' N M de ¢ = (z1,...,x,) es una carta local; ¢ es un homeo-
morfismo de U en un conjunto abierto V C R"”, y dos funciones ¢; : Uy — V1 y
@2 : Uy — Vs construidas de esta manera satisfacen

Sigpr:U; = V1 y ¢ : Us — Vo son miembros de F, entonces
b1 0dy "t da(Uy NUs) — 1 (Uy NUo)
es de clase C'>°.
La colecciéon de tales funciones ¢ : Y — V asociadas a X’ es un atlas de X.

La subvariedad X es un ejemplo de variedad de clase C* (i.e., suave). En
general:

DEFINICION 2.1. Una wvariedad topoldgica de dimension n es un espacio
topologico Hausdorff paracompacto en el cual cada punto tiene un entorno ho-
meomorfo a un conjunto abierto en R™. Una variedad suave, o de clase C*°,
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es una variedad topoldgica X junto con una familia F = {¢ : U — V} de ho-
meomorfismos de conjuntos abiertos de X en conjuntos abiertos de R™ cuyos
dominios cubren X, con la propiedad

Si 1 : UL = V1 Yy ¢o : Us — Vo son miembros de F, entonces
(2.2) b1 0Pyt a(Us NU) — b1 (U NUs)
es de clase C°.

Los elementos de F son cartas locales, las componentes (funciones coor-
denadas) de un elemento de F se llaman coordenadas locales. El teorema de
Whitney afirma que toda variedad C> (o C*) puede presentarse como subva-
riedad de algiin espacio euclideo.

Con X y F como en la definicién de subvariedad de RY de dimensiéon n y
la notacion del Teorema 1.2, la funciéon x — = + f(z) es un mapa biyectivo de
Uen W' =W NX de clase C*. La funcién inversa es p — 7(p), definida para
p € W. Esta funciéon inversa tiene una extension obvia a W', la cual, por ser
lineal, es de clase C* (de hecho C*°, incluso analitica).

DEFINICION 2.3. Sea X una subvariedad de RY de clase C> y dimension
n. Sea W un conjunto abierto de X. Una parametrizacion de W' es un mapa
biyectivo de clase C>® de un conjunto abiertoUd’ C R™ en W' cuya inversa tiene
una extension de clase C™® a un conjunto abierto W' C RN con W’ = W'NX.

La parametrizacion descrita antes de la definicion exhibe W’ como el gréfico
de una funcién U — V), interpretando (con la notacién del teorema) 7(R™) como
espacio de abscisas y 7(RY)* como espacio de ordenadas.

Ocasionalmente la inversa de una carta local de una variedad abstracta
también es llamada una parametrizacion.

Continuando con la notaciéon del parrafo que precede la definicién, tomando
un isomorfismo lineal § : m(RY) — R™ obtenemos un nuevo mapa biyectivo
oU) —w",

OU) > 2" — 01 ) + f(07 (") e W
con inversa 6 o 7|yy». De nuevo este Gltimo mapa tiene una extension suave a
W', y es por lo tanto una parametrizacion de W”

LEMA 2.4. Sea X una subvariedad de RY de dimension n y py € X. Hay
un entorno W' C RN de pg, un entorno V C RN de 0 y un difeomorfismo
H:W —=Vtad que HWNX)={z €V :xp_1=-=zn5 =0}.

DEMOSTRACION. Si X N W es el conjunto de ceros de F': W — RN~ (un
mapa con matrix Jacobiana de rango N —n) y W/ C W, m, U, V y f son como
en el Teorema 1.2, tomemos un isomorfismo 6 : 7(RY) — R™. Definimos

H:0U) xRV 5 RN
H(z,y) = 0"z + f(0"'2) + >y, VF(0 'z + f(0~"2)).
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La matriz Jacobiana de H es invertible en 0, y por lo tanto G define un difeo-
morfismo de un entorno de 0 en R” x R¥V=" en uno de py en R. Evidentemente
G(z,0) e X NW. O

DEFINICION 2.5. Una funcién u : X — R es suave (de clase C™) si para
cada parametrizacion G : U — X se tiene que u o G es de clase C'°.

También necesitaremos trabajar en variedades con borde. La definicion
es similar a la de variedad normal, la tinica diferencia es que el modelo es
R"! x [0,00) y no R™:

DEFINICION 2.6. Una variedad topoldgica con borde es un espacio topologico
Hausdorff paracompacto X en el cual cada punto tiene un entorno homeomorfo
a un conjunto abierto de R"~! x [0,00). Una variedad suave, o de clase C*,
con borde es una variedad topoldgica con borde X junto con una familia F =
{¢ : U — V} de homeomorfismos de conjuntos abiertos de X en conjuntos
abiertos de R"~! x [0,00) cuyos dominios cubren X, con la propiedad (2.2). La
dimension de X es n.

Igual que antes, los elementos de F son las cartas locales y las componentes
(funciones coordenadas) de un elemento de F son coordenadas locales. La fron-
tera de M es el conjunto, ), de puntos de M con la propiedad que cualquiera
de sus entornos es homeomorfo a un entorno en R"~! x [0, 00) de un punto en
R"~! x {0}. La frontera de M es una variedad (sin borde) de dimensiéon n — 1.
Las cartas locales de ) son las restricciones de los elementos de F a ).

3. Fibrados tangente y cotangente

Sea 2 un subconjunto abierto de R™. Un vector tangente a {2 en p € () es
un par (p,v) con v € R™ considerado como elemento del espacio vectorial R”™.
En general es més razonable, sobre todo si nuestro interés esta en ecuaciones
diferenciales, ver a (p,v) a través de su accion sobre funciones: identificar (p, v)
con el operador

fs 2

dt’tzof(pﬂu),

es decir, con

(3.1) Z fuj%

j=1 3P

) v:(vla"'7vn)'

El conjunto de tales objetos, denotado T,(2, es un espacio vectorial, el espacio
tangente a 2 en p. Los 0/0z;l|p,, j = 1,...,n, forman una base. Denotemos
simplemente por v al elemento (3.1).

Los espacios T,Q y T,/ son disjuntos si p # p’. Escribimos

TQ=| | T,Q.
peEQ
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Equipado con la proyecciéon canoénica 7 : T2 — 2, este es un ejemplo de fibrado
vectorial (aunque trivial en el sentido usual y también en el técnico), en este
caso el fibrado tangente de 2. Evidentemente la preimagen de p € ) por la
proyeccion es un espacio vectorial, a veces llamado “la fibra sobre p.”

Un campo vectorial en Q es una funciéon X : @ — T tal que X (p) € T,,Q2
para todo p € Q. Por lo tanto, si X es un campo vectorial, entonces

ZU] axj ’

con ciertas funciones v; :  — R. Decimos que X es de clase C*° o suave si las
funciones v; son de clase C*°. El conjunto de campos vectoriales suaves en {2 es
denotado C*°(92; T?). El es un espacio vectorial real, también un modulo sobre
el anillo C*>°(Q). Cada campo vectorial es un operador diferencial. Campos
vectoriales son ejemplos de secciones de un fibrado vectorial: X : Q@ — T es
un campo vectorial si y solosi mo X = 1.

Si X,Y € TQ, definimos [X,Y], el corchete de Lie de X e Y, como el
operador diferencial

Co(Q) 3 f = X(Y (/) =Y (X))
Si

- 0 - 0
j=1 j=1

y f € C>®(Q), entonces

ow; ov;\ Of
XY= Z( ;Z_ ax;)axj

lo cual nos dice que [X,Y] es de nuevo un campo vectorial. Es evidente que
(3.2) Y, X] =-[X,Y].

También es verdad que si Z es otro campo vectorial, entonces

(3.3) X [Y, Z)) + [V, [2. X)) + [2. [X. Y]] = 0.

Probar esto, la identidad de Jacobi, es facil pero tedioso. Las propiedades (3.2),
(3.3), junto con la bilinealidad sobre R de X,Y + [X,Y] hacen de esta opera-
cion un corchete de Lie, y de C*°(Q2; T2), un algebra de Lie.

A veces es conveniente, incluso necesario, trabajar con campos vectoriales
con coeficientes complejos. En este case, los campos vectoriales son secciones
de la complexificacién, fibra a fibra, de TQ). La notaciéon que usaremos para la
complexificacion es CT). Todo lo que hemos dicho hasta ahora para T vale
también para CT'2, incluyendo el corchete de Lie.
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Si f es una funcién de clase C' definida cerca de p, la funcién
- 0 - of
T.Q = . — L)
IRV EX) JEZI a; 92 — jgzl o (p)

(con p fijo) es lineal, y por lo tanto define un elemento del espacio vectorial
dual a T,Q. Este espacio dual es denotado T;€2, y el elemento definido por f
es dfy, (a veces df (p), pero con frecuencia omitimos p):

(df.v) =v(f), veTQ.

Como en el caso del fibrado tangente, los espacios 7€) y T7,€2 son disjuntos si
p # p' y escribimos

0= | | T;0
pEQN
Denotando de nuevo la proyeccion canonica w : T*Q — ), este es el fibrado
cotangente de ). Sus secciones, los mapas « : @ — T*() tales que Toa = I,
son 1-formas.

Sizy,...,z, : R” — R son las funciones coordenadas usuales de R™ vistas
como funciones en {2, los elementos dz1,...,dz, : T} satisfacen
0
dry, =—| ) = 0k,
< k 835] p> ik
ellos son los elementos de la base dual a la base 0/0x;|,, j = 1,...,n. Cada

1-forma « se puede escribir en términos de los dxj:

Z a;(p)dx;(p

con funciones a :  — R. Decimos que « es de clase C°° o suave, si estas
funciones son de clase C*°. El conjunto de 1-formas suaves en {2 es denotado
C>(Q; T*Q). Este también es un espacio vectorial real y un modulo sobre el
anillo C*°(Q)). Campos vectoriales y 1-formas son ejemplos de secciones de un
fibrado vectorial.

Notemos que la formula

df = Z d:c]

(omitiendo p) es una consecuencia de las definiciones, no ella misma la definicion
de df. El siguiente lema aprovecha esta férmula, su relacion con las filas de la
matriz Jacobiana de un mapa, y el Teorema de la Funcién Inversa.

LEMA 3.4. Seap e Q,0<n' <n un enteroy F : Q — R™ una funcion
suave. La matriz Jacobiano de F' en p tiene rango mdzimo si y solo si los dife-
renciales en p de las funciones coordenadas de F' son elementos independientes
de T;Q, en cuyo caso F' es un difeomorfismo.
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LEMA 3.5. Sean Z1,...,Ty, funciones de clase C™ a valores reales definidas
en un entorno de py € € con diferenciales independientes en pgy. FExisten campos
vectoriales X1,...,X, de clase C* definidos en un entorno de py tales que
X;&) =0, en ese entorno.

DEMOSTRACION. La matriz Jacobiana de p — (Z}(p), ..., Zn(p)) tiene ran-
go maximo in pg y por lo tanto es invertible (es una matriz n x n) en un entorno
de 0. Por lo tanto, los diferenciales dZ,...,dZ, son independientes en un en-
torno U de pg y proveen una base de 7,2 para cada p € U. Para cada p € Q
tomamos la base dual X1 (p),..., X, (p). Tenemos

n ~ n ~
(5jk— dl‘j,Xk Z ]d.’L‘g,Xk Z JJ da’:g,Xk
= o=

de lo cual obtenemos que la matriz [{(dxy, X})] estd dada por
[(dae, Xp)] = J(2) 7

y por lo tanto las funciones {dx,, X) son de clase C*°, y por lo tanto también

0
Z<d1’g,Xk> 8 »

es un campo vectorial de clase C*°. Como este campo es X, la prueba esta
completa. O

Otro hecho simple que interesa recordar es:

LEMA 3.6. Para cada p € Q y o € T*Q existe f de clase C* tal que
df (p) = .

Simplemente, si o = 37 a;dw; € TyQ (a; € R), sea f =377, ajx;, es
decir, para cada p’ € Q, f(p') =" a;z;(p).

Sean Q C R™, Q' c R conjuntos abiertos y F : Q — Q' un mapa de clase
C*. Sea p € Q. Si h es una funcién a valores reales definida en un entorno

de p’ = F(p), entonces h o F esta definida cerca de p, y podemos calcular
d(ho F)(p), es decir, la funcion

v v(hoF).

Usando la regla de la cadena vemos que el resultado depende linealmente de
dh(p’), y solo de éste, y por lo tanto, debido al Lema 3.6, obtenemos un mapa
lineal
El mapa dual,

de : TpQ — TF(p)Q/
es el Jacobiano de F'. Las funciones coordenada 1, ..., z, de R™ y las funciones
Y1s-..,Yns de R™ nos proveen de una base de T, (las 0/0z;|,) y una de
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Trp)§Y (las 0/0yy). La matriz de dF}, respecto a estas bases es la matriz
Jacobiana usual de F en p.
Es facil probar que si 7 C R™" es abierto y G : ¥ — Q" es otro mapa de
clase C*°, entonces
d(Go F), = dGp(p) o dFy.

En particular, si Q" = Qy G o F = I cerca de py, entonces dGp ) o dF, =1 :
T, (2) — Ty, (). En este caso dF), is inyectiva y dGp(,,) sobreyectiva.
4. El complejo de de Rham

Continuamos con un conjunto abierto 2 C R". Se denota por T, @ T;7(2
al espacio vectorial real cuyos elementos son las funciones bilineales

T, x T,Q — R

Sia, B € T,1, definimos a ®  como el elemento de 770 @ T mediante la
formula

(v,w) — a(v)B(w).

Sim,...,n, es una base de 7€), entonces
n; @k, 1<jk<n
forman una base de T;Q®T; (2. Los elementos ¢ € TyQ®T; (2 con la propiedad
Y(v,w) = —Y(w,v) para todo (v,w) € T x T,
forman un subespacio denotado /\IQ,Q con base
njAne, 1<j<k<n

Aqui hemos usado la notacion
1 *
a/\ﬂ:i(a®6—ﬁ®a), a,B € T,Q.

Los conjuntos T*Q ® T*Q se definen como antes lo hicimos con TQ y T*Q,
igualmente /\QQ y las nociones de seccién y seccion de clase C*°. Los elementos

de C* (& /\2Q) son 2-formas “suaves.”
Sia e C™(Q;T*Q), entonces o = ) a; dz;. Sea

(4.1) p= > (%_%) dz; A day.

\<jchen (0T Ok
LEMA 4.2. Para cada par de campos vectoriales X, Y € C*(Q; TQ),
26(X,Y) = Xa(Y) = Ya(X) - a([X, Y]).

El punto del lema es que la forma §, aunque esta definida usando coorde-
nadas, en realidad no depende de éstas.
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DEMOSTRACION. Con

0 0
a:Zajd;Uj, X:kagk, Y:nga—u

tenemos

ow; O
=2 avy, oY) =) oy, a([X,YD=Z%(vk3%:—wkTZ)

X(a(Y)) - Y(a(X)) - kaw _ ZWM

8:vk 390k

= vkwj kvj + ajvk ]wk
8 a
0 0 ; 0
=D _ vy (azj aif) + (o aw,z K a;)i)

por lo tanto

Xa(Y) = Ya(X) - o(X,Y]) = ) ”kwj(% a %)'
3 k=1 ’

Escribimos el término de la derecha como

= (g g)+ T wn(gr-g)

1<j<k<n 1<k<j<n
= Z VW (8aJ — %) — Z vjwk(% - %>
1<j<k<n 8$k 8£Uj 1<j<k<n 8xk a’Ej
B Z (vrw; — vy )(8aj Gak)
1<j<k<n K 7Tk amk 3mj

Por otro lado tenemos
1
dej Ndzp(X,Y) = §(vjwk — vpw;),
de lo cual obtenemos

1 Oay,  Oa;
BX,)Y)= = Z — — L) (vjwg — viwy).
2 1<j<k<n <8(EJ Bxk)

Intercambiando k y j en esta ultima férmula obtenemos la igualdad del lema.
O

DEFINICION 4.3. El diferencial de oo € C*°(Q, T*Q) es la 2-forma da tal
que

2da(X,Y) =Xa(Y) —Ya(X) — a([X,Y]).
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k factores
—_—————
k . .
En general, ®j:1 TyQ=T;Q® - @T,Qesel espacio de mapas k-lineales
k . .
Hj:l T,Q — R. Siag,...,a € T;Q, definimos

k

R Qag: HTPQ%R, (1 ® - @ag)(v1,...,v5) =ai(vy) ... ax(vk).
j=1

Similarmente se define « ® 8 € ®§Zf TyQsiace ®§:1 TyQype ®§:1 0.

Con las coordenadas usuales z1,...,z, de R”,

{dﬂ?il@"'@dwik:lgijgna j:L"'?k}

es una base de @5:1 T, para cada p.
. e k
El subespacio de ®?:1 T;€2 cuyos elementos son antisimétricos es /\pQ.

Tenemos que a € ®?=1 1€ es un elemento de /\];Q si y solo si
a(Vo(1), -+ Vo(ry) = (1) a(vy,...,v) Vo€ 6y

con &y, el grupo de permutaciones de {1,...,k} y sgno el signo de la permu-
tacion o. El mapa

k
. & _1)ssno
Alt : ®TPQ — /\pQ7 Alt(a) (v, ..., vg) = Z (Ta(vg(l), e Vo (k)
j=1 oceSy, ’

. . k ¢
es una proyeccion, y si « € /\pQ y B e /\pQ7 entonces

anB=Ala®B) e Ao
Con las coordenadas usuales z1, ..., z, de R™,
{dojy N Ndwg, 01 <iiy <idp < ... <ip <n}

es una base de /\pQ para cada p. En particular, la dimensiéon de este espacio
es (Z) Es conveniente usar la notacion

T = {(i1,d9 ... i) € {1,2,...,n}¥ 1 i; # i, para todo j,¢}.

Si I € Iy, escribimos |I| = k. Si as,...,ap € T,y I = (41,...,1x), entonces
. k . L.
oy = o, A+~ Ay, si. Un elemento a € /\pQ se escribe de manera tnica como

(4.4) a= ZI ardxy

=k

con numeros a; € R, donde ' significa que la suma es solo sobre los indices

ordenados (i < ig < ... < i) de Iy y doy = dx;, A...dz;,.
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El significado de 7 : ®§:1 Q0 - Qym: /\kQ — € esta claro. Las

secciones de A" — Q son k-formas. Una k-forma es de clase C™ si escrita

como
/
o= E ardzrry,
|I|=k

los coeficientes aj son funciones de clase C°.
El diferencial
d: 02U A"Q) = o=@ A7)

esta definido por

(4.5) do = Z/ day Ndxy,
[1|=k

donde daj es el diferencial de la funcién aj. Con esta féormula es facil probar
que d(da) = 0 aprovechando que d(df) = 0 si f es una funciéon. El complejo de
de Rham en Q es el complejo

0= C®(QR) S C(UA'X) == N ) S (A" X) >0

donde n es, como ya sabemos, la dimension de €.

5. Fibrados tangente y cotangente de una variedad

Sea X C RY una subvariedad de dimensién n y clase C*°. Fijemos pg € X
y tomemos una funcién F : YW — RY =" suave en el entorno W C RY de pg con
matriz Jacobiana de rango méximo, tal que p € W N X siy solo si F(p) = 0.
El mapa

dFy, : Tp,RY — ToRN ™

es sobreyectivo, y por lo tanto su niicleo es un subespacio de T), RY de dimen-
sion n. Este subespacio es el espacio tangente de X en pyg.

Equivalentemente, usando las funciones coordenada F; de F', tenemos que
v € ker dF), siy solo si v(F};) = 0 para todo j, esto es, siy solo si (dFj,v) = 0.
Como los diferenciales dF)j(po) son independientes en pg

{ve T,RY : dF;j(v) =0, j=1,...,N —n}

es un subespacio de TpRN de dimensién n. Este subespacio es por definicién
T,X.
Usando las coordenadas usuales y1,...,yn de RY escribimos v € TPORN

como
S|

e

1 Oy,

Y=Po
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(como en (3.1)). Vemos que la condicién (dF;,v) = 0 para todo j es
Z vk po = 0 para todo j

lo cual es lo mismo que v - VF}(pg) = 0 para todo j. Por lo tanto, (v1,...,vn)
es geométricamente tangente al conjunto de nivel {p € W : F(p) = 0} en po.

Otra descripcion 1til usa parametrizaciones de abiertos de X (ver la Defi-
nicion 2.3) como sigue. Supongamos que G : U — X es una parametrizacion de
un conjunto abierto W’ C WNX. En particular G(U) = W' para todo ¢ € U,
y por lo tanto F' o G = 0. Ademas existe una funcion H de clase C*° definida
en un abierto en RV que contiene a W” tal que HoG = I enU.Siqc U y
v € T,U, entonces dG,(v) € T,RY con p = G(q) y como F oG =0 (el mapa
constante), 0 = d(F o G), = dF,(dG,(v)), por lo tanto dG,(v) € T, X segun la
definicion. Como H o G = I, dG, es inyectivo lo cual implica que su imagen
tiene dimension n. En consecuencia, la imagen de dG, es T, X.

Definimos

TX = |_| T,X, m:TX — X la proyeccién candnica
peX

Una seccion de TX es una funcion X : X — TX tal que 7(X (p)) = 0 para todo
p € X. Las secciones de T'X son campos vectoriales en X'. Un campo vectorial
X en X es de clase C*° (suave) si para cada funcion u definida y de clase C*°
en un entorno de X se tiene que Xu es de clase C* como funciéon en X (segin
la Definicion 2.5).

LEMA 5.1. Si X es un campo vectorial suave en X, entonces cada pg € X
tiene un entorno W' en RN al cual la restriccion de X a X N W' tiene una
extension a W como campo de clase C*.

Definimos
"X = I_I T,X, 7m:T"X — X la proyeccién canonica
peX
Una seccion de T*X es una funcién o : X — T*X tal que 7(a(p)) = 0 para
todo p € X. Las secciones de T*X son 1-formas en X. Una 1-forma o en X es
de clase C™ (suave) si para cada campo vectorial de X' de clase C* se tiene
que
X 3pr (ap), X(p)) €R

es de clase C*° como funciéon en X (segun la Definicion 2.5).

6. El complejo de de Rham

El diferencial d : C*°(X; /\kX) — COO(X;/\kHX) puede definirse local-

mente (usando coordenadas, la féormula (4.5) y probando que la férmula es
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independiente de coordenadas). Otra manera de definir d cuya ventaja resi-

de en que no usa coordenadas locales, es la siguiente. Si @ € C'°(X’; AkX) y

Xq,...,Xk41 son campos vectoriales X, ..., X411 de clase C°°, entonces
k
(6.1) da(Xo,...,Xy) = L(Z(_l)ix(a(x Xireo X0)
. 0y -y Ak k+1 pars i 0y ey iyeeey AL
—‘rZOZ([XhXj},X(),...,Xi,...,Xj,...,Xk)).
1<j

Esta es la formula de Cartan para el diferencial (Helgason [25, p. 19]). El
" significa que ese item se omite. Es facil verificar con esta férmula que con
funciones f; se tiene

(da)(foXos - -5 feXk) = fo- - fr (do)(Xo, ..., Xi)-

Esto significa que los coeficientes de los X; no aparecen con derivadas en la
formula para da. Con esta definicién es tedioso, pero no imposible, probar
directamente! que d od = 0, y por lo tanto tenemos de nuevo un complejo

0= C®(X3R) % C¥(XA'X) == O (AN X) 5 C(X A" X) =0

Este es el complejo de de Rham en X'.
Igual como en abiertos de R", a veces conviene trabajar con coeficientes
complejos. Todas las formulas siguen siendo validas.

7. Variedades complejas

Una categoria importante de variedades consiste de la coleccion de varie-
dades complejas.

DEFINICION 7.1. Una variedad compleja es una variedad X de clase C'*°
de dimension (real) par 2n junto con una subfamilia Fc de la familia de di-
feomorfismos ¢ : U — V de abiertos de M en abiertos de R*® = C" cuyos
dominios cubren M, con la propiedad

Si 1 : Uy = V1 y ¢2 : Us — Vo son miembros de Fc, entonces
(7.2) p10¢5 " po(Us NUs) — ¢1(Us NUs)
es holomorfa.

La dimension compleja de X es dimc X = n, la dimension real es dimg X = 2n.

IEs mejor usar que la definicién lleva a que si a se representa como en (4.4), entonces

da = Z/ day Ndxg.
|I|=k

Con esto es inmediato que dod =0
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Si M es una variedad compleja con estructura F¢ y ¢ € Fg, podemos
denotar por zi,...,, las funciones coordenada de ¢ como mapa en C". LAs
funciones z; = Rz;, y; = Sz;, j = 1,...,n, son coordenadas reales. A veces es
més conveniente denotar las y; por x;4,, entonces las coordenadas reales son
Ti,e.,Top. Sl 2y =5 +4y;, j=1,...,ny ¢ =& +in;, j =1,...,n son
dos cartas locales complejas, entonces, como consecuencia de las ecuaciones de
Cauchy-Riemann en una variable compleja,

Oz;  0Oy; Oz  Oyj
o, Ony” Oy 3

Los fibrados tangente y cotangente de X son los fibrados usuales en la
categoria C'*°.

La estructura compleja determina un mapa J : TX — TAX que preserva
fibras (manda T,,X a T, X para cada p) tal que JoJ = —I. Este mapa, llamado
la estructura casi-compleja de &, esta definido de la siguiente manera. Si z; =
x;+14y;, j = 1,...,n es un sistema de coordenadas locales complejas, entonces

T8y, =y, JOy,, = —0,,

Esta definicion no depende de la carta local compleja escogida. en efecto, si
G =& +in;, 7 =1,...,n es otro sistema de coordenadas complejas locales,

entonces
Oz; 0 dy; 0
afk Z 9y Oz Z Ik Dy

637] 8y]
ank Z Ok ax] Z O 8yJ ’

Aplicando J usando su deﬁn1c10n de acuerdo a la carta z; tenemos
Ox; O dy; 0 dy; 0 Oz; 0 7]
<5§k) Z &, Oy; Z &y, Oz Z ani, dy; Z oy, Dx; Oy

gracias a las ecuaciones de Cauchy—Rlemann, y similarmente J (0, ) = —0k, .
Pasando a la complexificacion de TX y la extension por linealidad de J

a un homomorfismo CTX — CTX, el hecho que J?> = —I implica que los
autovalores J (fibra a fibra) son +i, —4. La union de los autoespacios (fibra a
fibra) asociados a +i es T*1 X, la asociada a —i es T*°X. Estos son subfibrados
de CT M, ambos de rango n. Para dar un marco de referencia locales para
estos subfibrados escogemos un sistema de coordenadas locales z; = x; + iy;,
j=1,...,ny definimos

g 1,0 .0 g 1,0 .0

82]' o 2(8{17] Z(‘?yj) 32]- o 2<85Ej +28yj>
La formula para J en coordenadas locales lleva de inmediato a que, por ejemplo,

Jos, = i0s,.
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Parte del siguiente lema es trivial, la otra parte es facil de probar
LEMA 7.3. El fibrado CTX se descompone como suma directa
CTxX =T 'x 0T X.

Los subfibrados T1°X y TO'X son involutivos: sus espacios de secciones son
cerrados bajo el corchete de Lie. Fxplicitamente, si X, Y son secciones de clase
C> de TO1 X, entonces [X,Y] también es una seccion de T®1 X, y similarmente
con THOX.

Si f: X — Y un mapa de clase C™ (de clase C" ya es suficiente?), decimos
que f es holomorfo si vf = 0 para todo v € T%'X. Como v es, en coordenadas
locales, una combinacion lineal de los campos vectoriales dz;, vemos que la
condicién vf = 0 es que f satisface las ecuaciones de Cauchy-Riemann en
todas las variables.

Si Y es otra variedad compleja y f : X — ) un mapa suficientemente
regular, decimos que f es un mapa holomorfo si la imagen de T%' X por df es un
subconjunto de T*YY (equivalentemente, la imagen de 7% X es un subconjunto
de T%1Y). Alternativamente, f es un mapa holomorfo la composiciéon de f con
las componentes de cualquier carta local compleja de ) es holomorfa.

Como ya dijimos, J es una estructura casi-compleja en X. En general,
una variedad casi-compleja es una variedad real X' junto con un endomorfismo
J : TX — Ty que preserva fibras, tal que J? = —I. Para definir los subfibrados
TOLX y THOX solo necesitamos J. La condicién de involutividad,

X, Y € C®(x; T X)) = [X,Y] € C®(X; TV X)

es una condicién extra que podemos agregar. Una variedad casi-compleja en la
cual T%' X es involutivo, es una variedad casi-compleja formalmente integrable.

TEOREMA 7.4 (Newlander-Nirenberg [57]). Si X' es una variedad casi-
compleja formalmente integrable, entonces X es una variedad compleja. Eso
es, hay una subfamilia (de la familia original de cartas C*°) de cartas locales
complejas tales que el operador J definido por esas cartas coincide con el dado
inicialmente.

El articulo de Webster [80] incluye algo de la historia del problema, en
particular una referencia a una demostraciéon de Malgrange facil de entender
que solo usa existencia de soluciones para ciertas ecuaciones no lineales. Para
otros resultados mas recientes, consultar Hill y Taylor [27].

El articulo de Hill y Webster debilita la hipotesis al minimo formalmente
requerido en lo que a regularidad inicial se refiere. En el otro extremo, en la
categoria real-analitica, el teorema es muy fécil de probar.

2Uno puede dar condiciones mucho mas débiles que ya implican holomorficidad
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8. El complejo de Dolbeault

Continuamos con una variedad compleja X de dimensién compleja n. Pa-

sando ahora a la complexificacion de T*X, definimos
1,0 % 0.1 1,0 1,0
Ny X ={aeCl;X:(a,v)=0VoeT'x}, A x=[JA X
peEX

En otras palabras, /\;’OX es el aniquilador de T%'X. Igualmente definimos
/\2’1)( como el aniquilador de TV°X. Si 21, ..., 2z, es una carta local compleja
con z; = x; + iy;, entonces los diferenciales dz; = dx; + idy; forman un marco
de referencia local de A" X y los diferenciales dz; = dx; — idy; uno de A x.
El siguiente lema es esencialmente una tautologia

LEMA 8.1. Sea f : X — C suficientemente reqular. Entonces f es holo-
morfa si y solo si df es una seccion de /\I’OX,

Como CT*X = /\1’0)( @ /\0’1)(, tenemos en general
Na= @ N

pt+a=k
con A\”?X el producto exterior de p copias de /\I’OX con ¢ copias de /\0’1)(.

Una seccion de A”? X es una forma de tipo (p, ¢), también decimos que es una
(p, q)-forma.

. k s . .
Denotemos por 774 la proyecciéon de A°X en /\p x. El diferencial de
de Rham en grado k se descompone de acuerdo a esta descomposicién. Sin
embargo, es un hecho que

ae C®XN"X) = da =71t Pda + 7P da.

La manera mas sencilla de ver esto es usando coordenadas locales z1, ..., z,.
Si f es una funcién, entonces df = 7T1’Odf + 7r0’1df7 en coordenadas

dfz d+z

y si

’
o= E OzLJdZ[/\dZ]
I€T,,J€l,

(la notacién es como en (4.4)), entonces

! 806 / aa
do = Z Z 82{7] de/\dZ[ ANdZ y+ Z XI:’J Aafjdzja]“]d?;]/\d?{]
l=p.|J|=q J J [I|=p,|J|=q J

lo cual es la suma de una (p + 1, ¢)-forma y una (g, p + 1)-forma. Escribimos

o= gPtha g d, O = qbatl o d,
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por lo tanto
d=0+0.
Del hecho que d o d = 0 obtenemos que
0=(0+0)0(0+9) =000+ (000 +0d00)+00d

Aplicando esto a una (p, q)-forma, el primer término a la derecha produce una
(p+2, g)-forma, el segundo una (p+ 1, ¢+ 1)-forma, y el tercero una (p, g+ 2)-
forma. Estas tres componentes, por estar en distintos sumandos de una suma
directa, son todos nulos. Tenemos en particular, para cada p, un complejo

0 = A°x) & o= N )
S e ANTTR) D e (G APTX) = 0
Este es el complejo de Dolbeault en X'.

9. T*M como variedad simpléctica

El espacio T*X por si mismo una variedad de clase C'*°, de la siguiente
manera. Si ¢ = (z1,...,%,) es una carta local Y — V (U C X abierto), cual-
quier elemento § € T, X" con p = 7(§) € U se expresa expresado univocamente
como

(9.1) £ = Z@ ) dz(p

con ciertos coeficientes &;(p). Asociando a & el punto

o) = (21((8)),- .. 2n(n(€)), 1(£), - ... £nl€)) ER"

obtenemos un mapa biyectivo 77 1(i4) — V x R", potencialmente una carta
local. Usando otras coordenadas 7, ..., ], el mismo punto £ se expresa como

€= €/(€) day(p)
j=1
y obtenemos otro mapa

¢'(€) = (@ (7(©)), - -, an (7(£)),61(£), - -, €,(8)) € R*
De

lo cual da la relacién
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Esta implica que los cambios de marco de referencia son no singulares: como la
z;

matriz [gz, | es no singular con entradas C°, el mapa (;NS’ o¢~! es de clase C°.
k

En particular podemos hablar de vectores y covectores, campos vectoriales
y formas diferenciales en T*X. Hay en particular una 1-forma natural, definida
como sigue. Si £ € T*X y v € T¢(T*X), entonces, como & es un mapa lineal
T,X >R, p=mn(§), y dr(v) € T, X, la formula
<Oé§7 ’U> = <§7 d7T(’U)>
tiene sentido. Esto define una 1-forma: en cada &, el elemento ag. Escribimos o
en coordenadas locales. Dadas coordenadas 1, ..., x, en el entorno U de w(§),

definimos #; = z; o en 7 *(U) y las funciones &;(£) como los tnicos nimeros
con los cuales (9.1) vale. Si

0 0
€—Xj:fjd$j yv—zj:aj%L*'zj:bjagjL
entonces

d
dmr(v) = Z v
j

J

9 1o}
(g, dn(0) = D&y = (3605, D aig| + 3 b5 )
J J J

J

(&)

Por lo tanto,

g = Zﬁj(ﬁ)d@({)

Aliviando un poco la notacion, escribimos a = ) &;dz; aun cuando las z; son
funciones en X, no en T*X. Esta forma « es la “1-forma canénica” de T*X. La
2-forma

w = —da,

localmente

w=Y_ du; Adg
J

es la 2-forma canonica. Ella es una forma simpléctica: satisface dw =0y
siveTT"X y w(v,w) =0 para todo w € TgT* X, entonces v = 0.

Por ser no degenerada, la forma

n—veces

1 1 ——o
(9.2) A=—w'=—wA - Aw

n! n!
no se anula nunca y define una orientacién en T*X. Esta forma de grado tope
(2n) es la medida de Liouville. En coordenadas locales, A = dzqy Ad&; A -+ A
dx,, N dE,.

Mas adelante usaremos la orientacion y la medida de Liouville.
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La forma simpléctica cumple un papel importante en mecénica clasica,
optica geométrica, y la teoria de operadores integrales de Fourier.

10. Fibrados vectoriales

Sea X' una variedad de clase C'°°. Un fibrado vectorial complejo de rango
r sobre X es una variedad E de clase C* junto con los siguientes elementos
(ver Husemoller [31] para mas detalles). Un mapa 7 : E — X de clase C*°
llamado la proyecciéon tal que existe un cubrimiento abierto U = {U,}qaca de
X y difeomorfismos de clase C'*

O, U,) - UXC"

llamadas trivializaciones tales que con la proyecciéon canédnica m, : U, X C" —
Z/{a?
1) m=mq0Pg;
2) @, 09, (p,2) = (p, pap(p, 2)) con C” 2 z = dup(p, 2) € C lineal.
Diagraméaticamente tenemos
d)ab

/\
Hu X C" Uy NUp) X CT+—7= Uy N Uy) —> (U NUy) x CT

\/ |-

U, NU,

El mapa ®, o ®; ' esta definido en (U, NU,) x C. Escribimos ¢4,(p) (con
p € U, NUy) para referirnos al mapa lineal C” 35 z — ¢ap(p, 2) € C. Este mapa
es invertible, con inversa ¢p,(p): Esto es,

Gap : Uy NU — Gl(r, (C)
Las funciones ¢, son las funciones de transicion. Ellas satisfacen

Saa =1, Gab =04, Pabbvedea =1

y determinan el fibrado (moédulo isomorfismos). En VIL.2 construimos un fi-
brado vectorial a partir de sus funciones de transicion. Cuando hablamos de
un fibrado vectorial, usualmente nos referimos a él como el fibrado vectorial
E — X (por ejemplo), v dejamos la especificacion de las funciones de transi-
cion, la cuales son fundamentales, implicitas.

El fibrado trivial es & x C". La fibra de E sobre p es la preimagen de p
por m, denotada E,. Si p € Us, ®olp, : E, — {p} x C" es un difeomorfismo.
La estructura lineal de C" se transfiere a una estructura de espacio vectorial
de FE),. Las propiedades de linealidad de las funciones de transicién aseguran
que la estructura lineal de £, es independiente de la trivializacién usada para
definirla.
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Un fibrado vectorial real se define de la misma manera, usando R en lugar
de C. Los fibrados tangente y cotangente de X y las potencias exteriores A?X
son todos ejemplos de fibrados vectoriales reales.

Una seccién de E es una funciéon n : X — E tal que mwon = I. Una seccién
local es un mapa como 7 pero definido solo en un conjunto abierto de X. Una
seccion es de clase C'™ si como mapa entre variedades es de clase C*°. Un marco
de referencia local del fibrado vectorial F es una lista ordenada 71,...,n, de
secciones de E definidas sobre un abierto & C X tales que n1(p), ..., n-(p) son
independientes (por lo tanto una base) de E, para cada p € U. Si @ : 71 (U)
es una trivializacién de E y eq, ..., e, son los elementos de una base de C", por
ejemplo la base candnica, entonces las secciones de E sobre U definidas por

ni(p) =@ (poey), j=1,..,r
forman un marco de referencia de E sobre U de clase C*°. Reciprocamente, un
marco de referencia suave determina una trivializacion. Para ver un ejemplo
de esto, ver la construccién de fibrados vectoriales sobre esferas en la Seccion
VIL.2.
Dado un fibrado vectorial £ — &', definimos el fibrado dual como

E* = |_| E;, m:E* — X la proyeccion canénica
pEX
donde EJ es el espacio vectorial dial a E,. Siny, ..., 7, es un marco de referencia
local de E sobre U y 77 denota las secciones duales (esto tiene sentido una vez
que 7 : E* — X ha sido definido), entonces por definicion ellas son un marco
de referencia de clase C'*° para E*. Esto determina una estructura de variedad
de clase C'° para E* y una estructura de fibrado vectorial de rango r.

En general, cualquier procedimiento algebraico que permite obtener un
espacio vectorial a partir de otro (u otros) puede se transferido al contexto
de fibrados vectoriales usando la construccion fibra por fibra. El resultado es
otro fibrado vectorial de clase C*°. Asi, si E, FF — X son fibrados vectoriales,
tenemos por ejemplo

E* =X, E®QF - X, N'"E - X, Hom(E, F) — X, Aut(E) — X.

Sif:)Y — X esun mapa de clase C° y 7w : E — X un fibrado vectorial,
definimos f*FE — Y de la siguiente manera. Como variedad,

fTE={(gn) €Y< E: f(q) =n(n)}
La proyeccion f*E — ), denotada f*m, esta definida por la formula
frm(an) =q.
Si 7 es una seccidon de X' sobre U, definimos

7N U) = B, (fn)(q) = (g,n(f(2)))-
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Usando esta definicion y marcos de referencia locales de E —

X obtenemos marcos de referencia para f*E; los marcos [f*E E
de referencia de & de clase C*° determinan, por definicién,

marcos de referencia de clase C*® de f*E, con lo que se " fJ Jﬂ
obtiene una estructura de variedad C* en f*FE y de fibrado y—X
vectorial de f*E — ). La estructura de variedad C'*° de f

f*E es la inducida por la inclusion f*E C Y x E.
Sean £ — X, F — ) fibrados vectoriales. Un morfismo del primer fibrado

en el segundo es un mapa ® : E — F (de clase C*) junto con un mapa
[ X =Y tal que ®(E,) C Fy(,) para todop € X,y
¢, « Ep = Fyp)
es lineal. Decimos que ® cubre f.
Dos fibrados vectoriales pp : E — X, pp : E — X son isomorfos si hay

un morfismo ® : £ — F biyectivo que cubre el mapa identidad X — X. La
inversa es también un morfismo C°.






Capitulo III

Operadores pseudodiferenciales

1. Notacion y definiciones

Sea Q2 C R™ abierto, z1,...,x, as coordenadas usuales. Definimos
0 10
T :%jv T :;87%
El factor 1/i es util. Un multi-indice es una n-tupla a = (a1, ...,a,) € Nj de

enteros no-negativos. Denotamos

_ . o al'.' (o3 [0 al.'. (03 o Oél'.' [
\a|-§ aj, =% =] xpr, Op =0p---0pr, Dy =D3---Dgn.

n

El ntimero || es la longitud de a.. Denotamos por C*(€2) al espacio de funciones
de clase C* a valores complejos, k = 0,1,...,00, y por C*(Q,R) a aquellas a
valores reales. El espacio de funciones de clase C* a soporte compacto en € es
C(Q). El soporte de una funcion continua u : Q@ — C, denotado sop u, es la
clausura de {z € Q : u(z) # 0}.

Un operador diferencial lineal escalar de orden m € Ny con coeficientes C'*°
en € es un operador A : C*°(Q2) — C*°(Q) de la forma

(1.1) (Au)(z) = Z aq(x)D5u(x), ue C™(Q),
lae| <m
donde al menos uno de los coeficientes a,, con |a] = m no es idénticamente 0.
Denotamos Dif™ () al conjunto de operadores lineales escalares de orden a lo
sumo m; asf, Dif ™1 (Q) es un subespacio de Dif™(2) si m > 0.
También estaremos interesados en sistemas (y generalizaciones): operadores

A:C®(Q,CM) = C*(Q,C") de la forma

Uy A o Ay | [
(1.2) D=

Uy ATzl T AT2T1 Ury
donde A;; es un operador diferencial lineal escalar de orden m;; con coefi-

cientes C*°. El orden de A en este caso es m = max{m;;}. Denotamos por
Dif™(£2; C™,C"2) al conjunto de todos los operadores diferenciales lineales

A C=(Q,CM) — C™(Q,C"2)

37
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de orden a los sumo m.
Si A € Dif™(Q) esta dado por (1.1), su simbolo principal (de orden m) es
la funciéon Q2 x R™ — C definida por

om(A)(@,0) = Y aa()s
lal=m

donde & = (&1, ...,&,) € R™. Esta funcion puede ser nula, en cuyo caso A es de
orden menor que m.

En el caso de un sistema A € Dif™(£2; C™,C"2) de la forma (1.2), el simbolo
principal es la funcion @, : Q@ x R" — Hom(C"™,C"2) dada por
Um(All) e Um(Alrl)
on(A) =
Um(Aml) ‘Wm(Arzh)

EJjercicio 1.3. Sea St (€2 x R™;C™,C™) el conjunto de funciones Q x
R™ — Hom(C"™,C"), polinomiales y homogéneas de grado m en & y de clase
C>®. Sea ty,_1 : Dif " H(Q;C™,C™) — Dif™(Q; C™,C"™) la inclusion. Verifi-
car que la sucesion

0 — Dif ™1 (Q; €™, C™2) =% Dif ™ (; C™, C™) TS (2, €™, C™2) — 0

es exacta.

2. Operadores elipticos
Decimos que A € Dif™(Q;C",C") es eliptico si @,,(A)(z,§) es invertible
para todo £ #0. Sir =1y A esta dado por (1.1), entonces A es eliptico si
Z an(2)6“ #0 para todo (z,8) € 2 x R™\0.
|a]=m

En el caso del sistema (1.2), el operador es eliptico si y solo si el determinante
de la matriz [o,(A;;)(z, )] satisface

det[o,, (Aij)(z,€)] # 0 para todo (z,§) € Q x R™\0.

Por ejemplo, el Laplaciano en R™, el operador

A=Y D
=1

es eliptico:
n

Jj=1
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es diferente de 0 si € # 0. Un ejemplo de un sistema eliptico 2 x 2 en R? es

G
o 8331 8x2
Tl o
(91'2 8x1
El simbolo principal (orden 1) es
&1 —i62
o (A, =]
&2 &

el cual es invertible si (&1, &) # 0.

3. Parametrices de operadores elipticos

Sea Q C R™ un abierto y A € Dif™ () un operador diferencial. Una para-
metriz de A es, en el sentido mas general, un operador B : C°(Q2) — C*(Q)
tal que existen operadores integrales Ry, Ro con nicleo de integral (nticleo de
Schwartz) suficientemente regular tales que

BA=I-R,, AB=1I—R,.

De R; y Ry se pide que mejoren la regularidad de su argumento. Por ejemplo,
podemos pedir que definan operadores C*(Q) — C*+1(Q). En el mejor caso
B es tal que ambos operadores son 0, pero frecuentemente no es facil, a veces
imposible resolver el problema exacto, en cuyo caso la situaciéon 6ptima es que
ellos sean operadores con ntcleo de clase C*°.

Un operador R : C°(Q2) — C*°(£2) con nucleo de integral de clase C* es
un operador de la forma

Ru(z) = /Qr(x,x’)u(x’)dx', ue CX(Q)

con r € C®°(0 x Q). Operadores de este tipo son llamados regularizantes, a
veces, dependiendo del contexto, residuales. El término “regularizante” viene
de la propiedad que Ru es de clase C'"*° incluso si la regularidad de u es ba-
ja, por ejemplo apenas en C.(2), o en L'(Q), o una incluso una distribucion
de Schwartz (siempre con soporte compacto). El término “residual” viene de
que son “errores” que pueden ser no removibles o que requieren técnicas més
sofisticadas para ser removidos.

TEOREMA 3.1. Operadores diferenciales elipticos poseen parametrices.

La idea de parametriz como inversa aproximada de un operador eliptico
viene de E. E. Levi [46] y D. Hilbert |26, pp. 223-231]. Hilbert fue quien le
dio el nombre de parametriz.! Para Levi y Hilbert, la parametriz era el ntcleo

'Hadamard [23, p. 278] en el contexto del problema de Cauchy para operadores
hiperbolicos.
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integral del operador. Hoy en dia el término es usado para referirse al operador
mismo, no al nicleo. En el caso de un operador eliptico, la parametriz es un
operador pseudodiferencial. Estos operadores son de importancia central en la
teoria, y ellos enfocamos la atencién en la siguiente seccion, después de la cual
daremos algunos detalles de la demostracion.

La construcciéon de parametrices para operadores elipticos sigue varios pa-
sos que ilustramos en el resto de esta secciéon en el caso de un operador dife-
rencial ordinario eliptico de segundo orden,

2

M—i—a d—u—l—a U
dx? Ve 70

en un intervalo abierto I C R. Los coeficientes ao, a1 y ag son funciones suaves
y ag no se anula en ningin punto (elipticidad).

Au = ao

El primer paso es encontrar un operador que resuelve el problema Au =
f modulo errores de orden méas bajo que el orden de A. El dato f puede
ser meramente continuo, o meramente integrable, o peor, pero con soporte
compacto; supondremos que es continuo para no distraernos con dificultades
innecesarias. Escribimos

d? d
Au = agd—;; + Aju, Aju= alﬁ + apu
La ecuaciéon
dPu
GQE = f

tiene solucién

u(x) = /: (/ay 6{2((9;//)) dw’) dy, zel

con o < infsop f arbitrario. Otras soluciones difieren en una soluciéon de la
ecuaciéon homogénea pero no nos ocupamos de eso. Invirtiendo el orden de
integracion obtenemos

x m/ xT x .,L,/
u(x) = N /) (/ dy)dx' :/ (x —a') N /) dz’.
To a2(m ) x’ To 0,2(1‘ )
En la dltima integral tomamos ventaja de que f tiene soporte compacto y
remplazamos xy por —oo. Definimos

Fa)
B_ = -z dx’ 1.
Ba@ = [ @-a)ETar ae
Volviendo a la ecuacién original, tenemos

ABsf = f+A1B_aof.

Con la notacion

R f=-AiB_of
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tenemos
AB o=1—-R_4
En términos de regularidad, R_1 f es mejor que f: si f es continua,
“ ai(z) + ao(z)(z — ')
R_ =—
v (Raf)a) = - [ AT

es diferenciable (z € I), y asi B_s ya es una parametriz de A. Mejor ain, para
cualquier k € Ny, si f es de clase C*, entonces R_; f es de clase CF*1,

f(&) da!

El segundo paso es corregir usando algiin proceso iterativo. En este ejem-
plo el proceso es como sigue.

La composicion B_sR_; es legal porque (R_1f)(xz) = 0 si « < infsop f.
Lo mismo ocurre con sop A;B_sR_; = —R?,, y usando inducciéon, podemos
definir R_y = R, £ = 0,1,2,..., notando que Ry = I. Definiendo también
B_5 =B _3R_; tenemos

k k k
d2
A E B,g =A E B,QR,Z = (CLQ@ + Al)sz E Rfe
=0 =0 =2
k+1

k k k
=Y Ry+AB,Y Ry=I+Y B4—Y Ry=I-R_41.
=0 (=2 =1 =1

El operador R_;_; mejora la regularidad de su argumento en k+1. El operador
21222 B_, también es una parametriz de A, mejor que solo B_s.

El tercer paso es de alguna manera sumar los operadores B_,. Necesita-
mos algunos preparativos.

Con la notacion t§ = 0si ¢t <0, th =t* si t > 0 reescribimos B_y y R_4
como

(B-af)) = [ (o- oL ((”;' ,’) aa,

R
o a1(x) + ao(z)(z — 2’)

(R f)(w) = = [ (o =)y B

Estos son operadores integrales cuyo nticleo tiene soporte en ' < x, en ambos
casos de la forma (z — 2/){ h(z,2’) con h € C>(I x I). El siguiente lema
describe algunas de sus propiedades. Denotamos por Cf, (I) al subespacio de
C*(I) cuyos elementos se anulan cerca del extremo inferior del intervalo 1.

f(x') de.

LEMA 3.2. Sean hy, ho € C°(I x I), {1, {2 enteros no-negativos. El ope-
rador

(Hjf)(z) = /R(m—x’)ﬁjhj(m,x’)f(x’)dxﬂ fec’ (), zel,
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tiene imagen en C’fiﬂ(l), j=1,2. La composicion Hy o Hy estd bien definida,
y existe hg € C°(I x I) tal que

_ L1+La+1 ’ / /
2 — - ) .
(oo Haf)(o) = [ (o= o)t a0 (0" da
R
Ademds, para cada (x,2') € I x I,
£1105! , /
bt y?]?i, |ha(z, y”ﬁﬁi |ha(y, 2)]

donde Jy o es el intervalo cerrado con extremos x, x'.

(3.3) |hs(z,2")| <

DEMOSTRACION. El hecho que H;f € Cffl(l) se deja como ejercicio. La
razén para incluirlo en el enunciado del lema es que esta propiedad asegura que
la composicién Hy o Hy estéa bien definida.

La composicion (Hz o Hy)(f) evaluada en o € I con f € CY (I)s es la
integral iterada

()@ = [ @ =0 ehaten)] [ =a) o)1) o] dy

Cambiando el orden de integraciéon obtenemos
(o)) = | [ [ (o= s=a)Ehatem(ma) dy] fla)

Esto es legal porque si x, 2’ € I, entonces también y € I. De hecho, (z— y) (y—
33’)ﬁ2 # 0 implica y < xz, 2’ < g, esto esto es, ' < y < z. Introduciremos el
cambio de variables
y=tr'+(1—t)z, te0,1]
en la integral entre corchetes. Observamos primero que
r—y=tlx—12), y—2 =0-t)(x—-2"), dy=(x—2)dt
Como ¢ € [0, 1],
¢ ¢ 040
(@ —y)y—aPdy = (w— )T (1 1) = dt

Por lo tanto, definiendo

1
hs(z,2') = / ho(z,tz’ + (1 — t)z)hy (ta' + (1 — )z, 2" )t (1 — t)*2 dt,
0

(v,2") eI x1I,

tenemos la formula para el nucleo integral de la composicion como en el enun-
ciado del lema. Esta expresion tiene sentido para cualquier par de elementos
z,x’ € I, no solo aquellos con ' < z y por lo tanto también muestra que
hs € C(I x I)y que

|h3(z,2')| < méx |ha(z,y)| méx |h1 Y, T |/ th (1 —t)% dt.
yEJIYI/ yeJ,
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Integrando por partes repetidamente obtenemos el coeficiente en la estimacion
(3.3). (El coeficiente en esa formula es B(¢; + 1,42 4+ 1) donde B es la funcién
Beta [1].) O

Retornando a la ecuacion diferencial, el lema (aplicado repetidas veces) nos
permite escribir los operadores By, Ry como operadores integrales, respectiva-
mente con nicleos

(x — )T o g2, 2)),  (x— )T ro(a, ')
las funciones by, ¢ son elementos de C*°(I x I) y las funciones (z — iI?l)ﬁ__lb_g

y (z — )" ' r_x_1 son de clase C*72.

Usamos ahora el siguiente lema, una variante de un lema usualmente atri-
buido a E. Borel [9, p. 44]?

LEMA 3.5 (Suma asintotica). Ewxisten funciones b, B, € C*(I x I), k =
2,3,..., tales que

k
ba,a) = S (@ — &) o(w,0) = (¢ — &'V B s

=2
para todo (z,2') € I x I.
Definiendo
(Bf)(z) = /R (@ — ')0b(z, ') f(a") da’

tenemos, con k arbitrario:

k
A(Bf)(x) - f(z) = A /R(w =)L (b, a') =Y (@ —a") T ooy(w,a")) f(a') da’

=2
k
w4 [ (=) b)) ) b - S
=2
= A/R(x - x’)i_ﬁ_k_l(x, ') f(2") da’

+ A Bof)(z) - f(x)
=2
=A / (x — x’)iﬂ,k,l(x, ) f(z")da' — (R_gp_1f)(x)
R

2Buscando esta referencia al articulo de Borel en el internet encontré via [73] y [8] que
el lema fue enunciado y probado anos antes por Peano en las notas de un libro de calculo
[18, nota 67, p. xvii|. El lema de Borel (o Peano) es:

LeEMA 3.4. Para cualquier sucesion en R existe una funcion de clase C°° en R cuyos
coeficientes de Taylor son los términos de la sucesion.

El propésito de Peano es producir ejemplos de funciones de clase C°° en R cuya serie
de Taylor centrada en 0 (su serie de MacLaurin) converge solo en z = 0.
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k o . .
usando AY, ,B_y— 1= —R_j,_;. La tltima linea puede ser escrita como

- [ o) ) d
R
diferenciando bajo el signo integral y extrayendo (z—2x’ )ﬁ__Q como factor comun.
La funcion pi_1 es de clase C*°, la funcion (x — :z:’)ﬁ’__ka_l(x,:z:’) es de clase
C*=2, por lo tanto lado derecho en

ABf(z) — f(z) = - / (@ = 22 pps (2,2 () d

es de clase C*~1. Como k es arbitrario, ABf — f es de clase C*. En esta
misma formula, el lado izquierdo es independiente de k, y por lo tanto el lado
derecho también es independiente de k. Pero el ntcleo de un operador integral
esta determinado por el operador mismo, asi (z — 2/ )fopk,l es una funciéon
independiente de k, y por lo tanto es de clase C* en I x I con soporte en
x> a

Esto completa los tres pasos béasicos en la construcciéon de una parametriz
de A con error regularizante.

En el caso concreto del ejemplo que estamos discutiendo, la serie

(oo}

(3.6) Z(w — ) (1)

L=k

converge absoluta y uniformemente junto con sus primeras k—2 derivadas en cualquier
subconjunto compacto de I x I:

LeMA 3.7. La serie (3.6) converge en la topologia de C*72(I x I).

DEMOSTRACION. Probaremos que la serie

e}

S (@) (a7

l=k+1

converge en C°°. Aplicando Bz término a término obtenemos el resultado del lema.
Sea K € I un intervalo compacto y C' = sup, ,cx [r—1(x,z")]. La formula (3.3)
implica
ra(z,2’)| < sup |roa(z,y)| sup |roa(y,a’)| < C2
yed

z,x! yE€ z,z!

para cada z,z’ € K. En general, la formula para r_¢—; en la composiciéon R—1 0 R_g
conduce a

0l(¢ — 1)!

e a)l < Sh swp reae,y)l swp ey, @)
. yGJI’I/ yEJITI/
C
S* sup |T*l(yaml)|a

y,xz’ €L
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de lo cual obtenemos sup, ,/cx |r—e—1(z,z')] < (1/€)sup, . cx |r—e(z,2’)|. Por lo
tanto,

1
sup |r—¢—1(z,2")| < 7CZ+1-
z,z’' €I 14
En consecuencia,
oo
D @—a) oo,
(=k+1

converge absoluta y uniformemente en conjuntos compactos de I x I.
Para cualquier £ € N suficientemente grande y j,5’ € N con j + j' < £ tenemos
que Ry =R _joRy_;_js0R_j, por lo tanto el ntcleo integral de R_; es

Te(z,2) = /f—j(z,y)(y =) T iy, )T (2,2) dz dy.

con la notacién 7_¢(z,z’') = (xz — x')iﬁlr,g. Podemos diferenciar #_; y 7_; hasta
orden j — 1y j' — 1, respectivamente, y por lo tanto
dj+j/—27:4
dxi—1dz'i' -1
djilffj
dxi—1

('T’xl) =

Vg
dj T—j/—1

o7’ (val) dz dy~

—j—j'—1
(@) y—2) 7 ey (y,2)

En esta integral ambos 3, z pertenecen al intervalo con extremos z, z’. Si z,2’ € K,
entonces para tales y, z tenemos

I (dim k)77 !

-1
Wy —2)5 reej—yr (y,2)| <

(€—j—j — 1
Esto nos lleva a la estimacion
dj+j/727:4 ,
a1 )|
i7" Y (dim k)¢9 1 B Py
== -1 Sup | (z,9) Sup | g (z,2)

lo cual implica la convergencia absoluta y uniforme de las derivadas hasta orden k — 2
de la serie en

2k—1 oo
Z (x—2) oo+ Z (x—2') e
=k =2k

O

En particular, las singularidades de (3.6) ocurren solo en la diagonal de
IxI.
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4. Operadores pseudodiferenciales

La motivacién de la construccién de parametrices pseudodiferenciales para
operadores elipticos proviene del caso de un operador con coeficientes constan-
tes usando como herramienta basica la transformada de Fourier y su féormula
de inversion: si u € C°(R™),

Fu(€) = /n e Su(a’) da’

es la transformada de Fourier de u (con 2’ - £ el producto interno usual de z’ y
¢ en R"), y la formula

@ /R e ue) de

es la inversa. Casi siempre escribimos @ en lugar de Fu. Asi, la formula

— P

reconstruye u a partir de su transformada.

Supongamos por un momento que A = Z\a|§m ao DS tiene coeficientes
constantes y que a(§) = 2\04 <m @a® nO tiene ceros reales (esta condicion no
es equivalente a elipticidad; solamente la parte principal, Z|a\:m &%, de a es
relevante en lo que concierne a elipticidad). Si definimos B por la formula

L[ il
Bu(x) = @y /n a(d) dg,

Flo(z) =

resulta de inmediato que
AB=1
en vista de la férmula de inversion de Fourier.

Adaptando la idea al caso de un operador eliptico general, supongamos
que a;,(z,€) es el simbolo principal de un tal operador, de orden m, en Q.
No podemos dividir entre a,,(x,&) porque este se anula en { = 0. Pero si
X € C°(R™) tal que x(§) =1si|§] <1y x(&) =0si|gl >1(|¢] es la norma
euclidiana de ), entonces la funcion

1—x(§)

(4.1) bom(z,§) = am(@.€)

estd bien definida y es de clase C'°, y podemos tratar de construir una para-
metriz comenzando con el operador

’Iz)f ’ ’ 00
(2m)n //ﬂ b(z, Hu(a’) da' d¢, u e CR(Q).

Que esto realmente funciona (es el primer paso en la construccion de para-
metrices de operadores elipticos) es el topico de la proxima seccion. Por ahora
enfocamos la atencion en la teoria general de este tipo de operadores.

B_u(z)
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Todavia en referencia al operador A, comenzamos motivando las estima-
ciones que definiran los espacios de simbolos. Denotando f =[£]7siEA£0
tenemos que A

am(z,8) = [€]" am (2, §).
Por elipticidad |a, (z, é)|, como funcién en Q x S™! esta acotada por debajo
uniformemente por una constante positiva en cada conjunto K x S™~! con
K C Q compacto. Esto lleva a la desigualdad

b-m(z, )| < CA+ )™, (2,8) € LxR"

con algin C' > 0. Usando esta desigualdad e induccién uno prueba que b_,,
satisface
para todo compacto K &€ {2, multi-indices «, 8 € NjJ existe C' > 0 tal

que

(42) D20gb(, )] < C(1+ |y
para todo (z,£) € £ x R™.

con b, en lugar de b y con y = —m.

DEFINICION 4.3. Una funcion con la propiedad (4.2) es un simbolo de orden
w y tipo (1,0). El espacio de tales funciones es Sy’ o(2xR™), y ST o7 (AxR") =
ﬂu SfVO(Q x R™).

Sib € S)'(Q x R™), podemos definir op(b) : C2°(Q) — C*(Q) mediante
la formula

(4.4) (op(b)u) (z) = (Qi)n / n /Q )€ EYulal) d de.

una integral iterada y, como antes, (x — 2’) - £ es el producto interno usual de
(x —2') y & Explicamos: como u € C2°(Q), la integral en =’ puede verse como
integral en R™, y como tal es igual a u(§):

(4.5) (op(b)u)(z) = (Qi)n /Q e ih(x, £)au(€) de,

La funcion u(€) es de clase C*°, es maés, satisface
para todo a, f € Njj existe C' > 0 tal que

(4.6) e ofu()| < ©
para todo £ € R™.

Por lo tanto, como b(z, &) apenas crece polinomialmente en &, si acaso, la in-
tegral en (4.5) converge absolutamente para cada x € €, y por la uniformidad
de las cotas (4.2), define una funcion de clase C*° en §.

DEFINICION 4.7. Un operador B : C°(2) — C*°(Q) es un operador pseu-
dodiferencial de orden p y tipo (1,0) si existen b € Sf’O(Q x R™) y un operador
integral R : C°(2) — C°°(Q) con nicleo de clase C* tales que B = op(b) — R
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con op(b) definido por (4.4). La funcion b es su simbolo total. El conjunto
de operadores pseudodiferenciales de orden p y tipo (1,0) serd denotado por

W o(9).

Los operadores diferenciales son ellos mismos ejemplos de operadores pseu-
dodiferenciales, de la siguiente manera. Supongamos que

A= Z ao(z)DS.

|| <m

Siu € C(Q), obtenemos

1 o 1x-E
Au = G Z ao(z) DS Rne Sa(¢) de

o <m
= Gy L€ Y aal@ena(e) de

lal<m

usando la férmula de inversién de Fourier. La funcion a(z, §) = 3|, <, @a ()"
es un simbolo en S™(Q2 x R™). Nos referimos a a como el simbolo total de
A = op(a).

El simbolo total de A es una suma finita de términos homogéneos en £ de
ordenes decrecientes. Sumas ‘infinitas’ aparecen con frecuencia y para ellos, el
siguiente lema, similar al lema de Borel, provee una base firme:

LEMA 4.8 (Sumas asintoticas). Si {bs} € S7H(2 x R") es una sucesion de
simbolos con {pe} decreciente y lim py = —o0, entonces existe b € pg tal que

b— ) e SYT(QxRY).
£=0N
Decimos que b es la suma asintética de los simbolos by y escribimos
b~ Z be
£=0%
en ese caso. El simbolo b no es tnico, pero si también b’ ~ 3", by, entonces
b=t =(b— Y b)— (U — Y b)eSH QxR
£=0N =0N

para todo N, y concluimos que b — " € Sy 5°(€2 x R).
Una observacién que interesa recordar es:

LEMA 4.9. Sib e ST ((QAxR") con p < —n—k (k € Ng), entonces op(b) es
un operador integral con niicleo de clase C*. En particular, sib € S0 (QxR7),
entonces op(b) es un operador integral con nicleo de clase C*.
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DEMOSTRACION. En la situacién del lema, el decaimiento de b en £ nos
permite cambiar el orden de integracion en la integral que define op(b) e integrar
primero en £. Obtenemos

/Kopb)x;z: u(@') de’

con

Koy (w,2") = (%) / ¢! Sh(a, ) dE.
Esta funcién es continua si u < —n, de clase C' si u < —n — 1, etc. ([

Es conveniente extender la definicién de simbolo de orden p e incluir fun-
ciones b € C°(0) x  x R™) tal que estimaciones al estilo de (4.2) son vélidas
también con derivadas en z’. Naturalmente, denotamos el espacio resultante
por 51 (2 x @ x R") y definimos

) u — e @) Ey(p 2! (') da’
(o)) @) = s [ [ bar o’ E)ula’) d de

Todavia en este sentido ligeramente ampliado, b es un simbolo de orden g,
y escribimos b € Sf o(© x Q x R™). La definicién del operador como integral
iterada aclara el sentido de la definicion de la misma manera que en (4.5) y el
Lemma 4.9 es igualmente vélido. La razén por la cual esto no representa un
cambio radical es:

PROPOSICION 4.10. Sea b € Si'((Q2x QxR™) y sea b € St ((QR") tal que
1 olel
by~ 3 L0

ol Ox'
la|<N

Entonces existe r € C*°(Q x Q) tal que
op(b) = op(b) — op(r).

donde op(r) es el operador integral con nicleo r. En otras palabras, op(l~7) tam-
bién es un operador pseudodiferencial.

b(z,2',€) € SP~NHQ,R™)

T/ =x

DEMOSTRACION. La expansién de Taylor de b de orden N en la variable
7' centrada en =z,

b(z,2' ) = Z 078 bz, x, &) (2 — ) Z bo(z, 2’ €) (2" — x)*,

la|]<N T la|=N+1
es valida en una bola {2’ : |z — 2/| < dist(z, 9Q}). Para obtener una expresion
uniformemente valida para todo = € €, tomamos una funcién p € C*(Q) tal
que 0 < p(x) < dist(z,0Q) y una funcion x; € C*°(R) tal que x1(t) = 1 si
[t| <1/4y x1(t) =0si [t| > 1/2, y definimos
|z — 2| |z’ — x|

X =0 Sy Cogy)
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Esta funcion satisface

i o — '] < mi{ (o), 7))

(4.11) x(z,z") = 1 ]
0si|z—2a]> gf(:r) oz —a> §f(x)

En particular, (1—x) = 0 cerca de la diagonal diag(Q2) = {(z,z) : € Q}, y por
lo tanto en la descomposicion b = yb+ (1- x)l;, podemos sustituir la expansion
de Taylor de b en el primer sumando mientras que el segundo sumando es 0
cerca de la diagonal. La descomposicién de b se refleja en

op(b) = op(xb) + op ((1 = x)b).
Las funciones X(m,x’)@%é(m‘,x,f) y X(x,x’)ga(x,a:’,f) son simbolos de orden
u. Trabajando con el primer sumando, observamos que
[ [ e aapbie. e - o) ute’) da' de
nJQ
:/ / (-1 Dge’ =42, 2)) 0 b(x, 2, §)u(a’) da’ dE
nJa

:/ /ei(m_’/)'gx(x,x')B;’/Dg‘INJ(x,x,g)u(x’) dz’ d¢
nJo

usando integracion por partes (la validez de este paso puede verificarse in-
tegrando primero en z’). En la tdltima integral observamos que b, (x,&) =
0y Dgb(z, x,§) € Sk=lel(Q x R™). Igualmente

op(xba (2’ — 2)*) = op(x Dg'ba)
con D?Ba € S#=lel(Q x Q x R™). Usando
op(xba) = 0p(ba) — op((1 = X)ba).

obtenemos

op(®) = op( 3 ~iba)top( S xba) +op ((1- G- Y

la|]<N la|=N+1 la|<N

aba)).

La funcién ey = b — 3 <y Lb, es un simbolo de orden . Pero si ¢ es un

simbolo arbitrario, op (( l—x)c) es regularizante. Para ver esto usamos el mismo
truco que antes: cada vez que tememos un factor (x — 2')* podemos eliminarlo
usando integracion por partes, reduciendo asi el orden en |af:

1— 1—
op (1 = x)e) = op(lr — &' PN (o) =0p (1, —pw AF)

con Ag = =370, 8;,. Como ﬁA?c € SH2N_ tomando N suficiente-

mente grande tenemos que op ((1 — X)c) es un operador integral con ntcleo
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Kop((1-x)e) de clase C* para k el mayor entero menor que —y —n + N. Como
N es arbitrario, Kop((1-y)c) €s de clase C.
Si b es como en el enunciado, entonces

1 -
op(b —b) = op( —b, — b) + op( Xba) +op((1 — x)en)-
|az<:N o a|—zz;+1
El lado derecho es un operador con nucleo integral de clase C°°. Ya vimos que
eso es cierto en el caso de op((1—x)en). Y si k < —pu—n+ N, entonces ambos
oP(Xjaj<n Lby—b) y op( 2 la|=N+1 xba) son operadores integrales con nicleo
de clase C*. Por lo tanto,

(Y b=+ Y xbat (- x)ew)
la|<N la|=N+1
es un operador integral con niicleo de clase al menos N — i — n. Como este es
igual a op(l~) —b), el cual es independiente de N y como el operador determina
su niacleo, op(b — b) tiene nicleo de clase C>°. O

DEFINICION 4.12. Sea B = op(b) con b € S0 x Q@ x R™). Un simbolo
total a izquierda de B es un simbolo b € S{' (2 x R™) tal que

op(b) = op(b) + K

con K un operador integral con nicleo de clase C*°. El simbolo principal de B
es b méd Sig(QLR").

En la demostracion de la Proposiciéon 4.10 usamos que si b € Sfo(Q X
) x R™) se anula en la diagonal diag(2) entonces op(b) = op(b’) con b’ €
ngl(Q x Q x R™). Este es el ingrediente que demuestra:

LEMA 4.13. Sibe S{g(2x Q xR") y bR (2,2, &) = |o — 2|**b(x,2', €),
k € Np, entonces op(b(k)) es un operador integral con simbolo de clase C*,
¢ € Ny, si 2k > 0+ p+ n. En particular, si u < —n — £ entonces op(b) tiene
niicleo integral de clase C*.

El significado de este lema es el siguiente. La integral formal
1 . 7
i(z—x )§b ’ d
g L e b ) de
tiene una interpretacion como distribucion (funcion generalizada) en Q x €,
denotada Kop;), llamada el nicleo de Schwartz de op(b). El lema dice que
|z — x'\QkKop(b) es de clase C? si 2k > ¢ + pu + n. Por lo tanto, en el abierto
Q x Q\ diag(Q2), Kop) es una funcion de clase C*°, porque alli ella es igual a
|z — x/|’2kKOp(b(k>). Dicho de otro modo, las singularidades de K, forman
un subconjunto de diag(€). Si u < —n, la integral formal existe como integral de
Lebesgue, el resultado de la integracion es continuo. Y si yp < —n—# con £ entero
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positivo, entones el resultado de la integracién en £ es incluso diferenciable de
orden /.

DEFINICION 4.14. El soporte de op(b) es el soporte de su nicleo de Sch-
wartz.

Omitimos la demostraciéon del siguiente resultado:

PROPOSICION 4.15. El simbolo total a izquierda de un operador B € WY ;(Q)
estd determinado por B mddulo Sy 5°(Q x R™). Esto es, si b y b’ son simbolos
totales a izquierda de B = op(b) con b € S¥o(Q2 x Q x R™), entonces b -V €
S0 (2 x R™).

Admitir simbolos en S#1,0(Q2 x ©Q x R™) permite absorber operadores in-
tegrales con nucleo de clase C>°:

LEMA 4.16. Si R = op(K) con K € C™(QxQ), entonces hay r € S 5(Q2 x
Q x R™) tal que op(k) = R. De hecho tal k puede ser tomado en Sy " (€2 x Q x
Rn).

DEMOSTRACION. Definimos

R, ', €) = (2m)" K (@, yello= =112

Entonces
op(k) =R
porque
1 2 : ’ 1 2
€2 /2 ila—a')€ ge _ fa—a'?/2.
(2m)" / . ‘ $= Gyt
Claramente x € Sy (2 x Q x R™) para todo p. O

En la mayoria de las aplicaciones en capitulos posteriores los simbolos to-
tales, b tienen la propiedad de ser sumas asintoticos

(4.17) b~ by, bu—j € SIGT(Q X R)
j=1
con b,_; eventualmente positivamente homogéneo de orden 1 — j, esto es, para
cada j y para cada conjunto compacto IC € €2 existe 75 > 0 tal que
bu—j(z, 7€) =T 79b,_i(z,&) six € K, 7> 70,y |€] > 1.
En este caso, la clase de b mdd Sﬁal(Q,R”) estd determinada por b,,.

DEFINICION 4.18. El elemento b € S{' (2 x R™) es un simbolo cldsico si es
asintdtico a una suma (4.17) con cada b, _; eventualmente homogéneo de orden
w—j. El subespacio de Sf)o(ﬂ x R™) cuyos elementos son simbolos cldsicos es
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SE(Q x R™). Si B =op(b) conbe SH(Q xR™) con b como antes, decimos que
B € UH(Q). En este caso, la funcion

(4.19) o,(B)(z,§) = 7_h;rrolo T b, (2, 7E), (x,€) € Qx (R™\0)

es el simbolo principal de B. Esta funcion estd bien definida porque B determina
su simbolo total. Si o ,(B)(x,&) es invertible para cada (z,§) € Q x (R™\0),
decimos que B es eliptico.

Dos observaciones y un comentario: 7) la funcion o ,(B)(x,§) es positiva-
mente homogénea de grado p; ii) Sy (€2 x R") = [, S*(Q2 x R"); y iii) en
lo sucesivo usaremos exclusivamente simbolos y operadores clasicos, solo para
descargar algo de la notacion: la regla general es, si un resultado depende solo
de estimaciones, entonces vale con simbolos y operadores de tipo (1,0), pero si
depende del uso de un simbolo principal como funcién, entonces posiblemente
solo valga en el contexto clasico.

Sea S}/ (Q x (R™\0)) el espacio de funciones b : Q x (R"\0) — C (positiva-
mente) homogéneas de grado p.

PROPOSICION 4.20. La sucesion
0— U 1(Q) 5 uH(Q) 25 SH(Q x (R™\0)) — 0,
en donde v es la inclusion, es exacta.

DEMOSTRACION. Sobreyectividad de @ p: sea x € C°(R™) con x(§) =1
si ¢ < 1. Sib, € S)(Q2 x (R"\0)), entonces b = (1 — x)b, € SH(Q xR"), y
>_,.(op(b)) = by. La inyectividad de ¢ es trivial. La composicién o, o0 = 0 es
obvia.

Finalmente, supongamos que B € ¥*(Q) y o,(B) = 0. Esto dice: si B =
op(b) con b € SH(Q2 x © x R™) entonces la parte principal (de orden p) del
sfimbolo total a izquierda de B, la cual es eventualmente homogénea, es en
realidad eventualmente nula. Si b(x, 2, &) ~ by (z,2’, ) +by—1(x, 2", &) +---, el
simbolo total a izquierda de B es asintotico a

b, 2, €) + b1+ Yy OF(D&by) (@, 2,6) + -+
a=1

debido a la Proposicion 4.10. Como lim, o 7 #b,(x, z,7§) = 0, podemos es-
coger x € C*°(2 x R™) cuidadosamente tal que para cada conjunto compacto
K € Q tenemos x(z,£) = 0siz € Ky [¢] es suficientemente grande, de manera
que (1 —x)b, =0. En

b#(‘raxlaf) = (1 - X(Ji))bu(w,l’/,f) + X(x,f)b#(x, x/ag)

los dos términos de la derecha son simbolos, con el segundo en S~>°(Q2 x R™).
La restriccion del primero a 2’ = z se anula, por lo cual podemos escribirlo
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como
S (w0l ) (@ — )
j=1

con otros simbolos b} € S#(Q x © x R"). Usando integracion por partes en §
como en la demostracion de la Proposicion 4.10, los operadores definidos por los
simbolos b;(z,2’,§)(z; — ;) son iguales a aquellos definidos por D, b (z, 2’ ),
los cuales son de orden p— 1. En conclusiéon op(b) = op(b”) con b € S#=1(Q x
Q x R"), es decir, B € U*~1(Q). O

5. Parametrices de operadores diferenciales elipticos

Si A € Dif™(Q2) con simbolo total a(z,§) = 32|, < @a(®)E* y b € SH(€2 x
R™), entonces

G0 Aopute) = o [ [ G0 e e i’ as
donde
(5.2 (.6 = 3 500w D) w.6)

|Bl<m

Esta formula se puede verificar usando diferenciacion bajo la integral, la formula
de Leibniz

DE(@a(e)) = X2 G (P2 @i

y la féormula

Oé! a—a'
(a—a)! ¢ '
Es féacil ver que ¢ € S™TH(Q2 x R"). Asi, Aop(b) es un operador pseudodiferen-
cial de orden m + u con simbolo total ¢ dado por la formula (5.2).

Sea A eliptico de orden m con simbolo principal a, sea b_,, definida como

n (4.1), por

e =

b (2,6) = (1 = x(€))a(, €)™
y B_p, definido por (4.5) con b_,, en lugar de b. La formula (5.1) aplicada a
AB_,, lleva a un operador con simbolo total ¢y dado por (5.2). Escribiendo

m
a=73 " 0m—¢ cON

ag(z,§) = Z aq ()€

|a|=k
y separando por orden de homogeneidad (de a), tenemos

=Y Y e )@ DB e8

k=0 |8|+t=m—k
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El término de orden més alto corresponde a k = 0, es decir, £ = || = 0. Asi,
este término es

Amb_m = am(]- - X(&))am(l‘,f)_l =1- X(g)

Usando la féormula de inversion de Fourier vemos que el operador pseudodife-
rencial definido por este simbolo es

w0 = e ao de
= u(x) —/Qx(m—x)u(x’)dx'

con

1 1x-&
X(z) = d
O G
La funcion x satisface las estimaciones (4.6) (en la variable x). Por lo tanto,
el operador de convoluciéon que ella define es un operador regularizante. Los
demads términos en ¢g junto con x(§) producen un simbolo de orden —1:
Co = 1-— r—1

con

() = Z > 50an-0@ D))

=0 |B|+l=m—k
Asi, si R_1 es el operador definido por r_1, tenemos
AB_,,=1—-—R_4

y concluimos que B,, es una parametriz de A. Esto completa el primer paso
en la construcciéon de una parametriz para un operador eliptico general.

El truco esencial ahora es anadir a B_,, un operador pseudodiferencial de
orden —m — 1 que elimine parte del residuo, de manera de obtener como error
un operador pseudodiferencial de orden de orden —2: sea

b7m71<.'1}7£) = —7“,1(513,5)(1 - X)am(.lﬁ,f)_l
Descomponiendo de nuevo por el orden de homogeneidad de a vemos que la

formula para el simbolo de AB,,_1 es r_1 —r_s con r_s un simbolo de orden
—2. Asi, la formula para el simbolo de A(B_,, + B_,,—1) es

c_c1=1—-r14+ri—ro=1-—rs.
Continuando de esta manera uno obtiene sucesiones de simbolos {b_,,—¢}72, ¥
{r_e}32, con b_pyp € STHQ X RY) y 1y € STHQ x R™) tales que con los
respectivos operadores B,,_¢ y R_; tenemos
N

AQ Bm-t)=1-R_n
£=0
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para cada N € Nj. Esto completa el segundo paso en la construccion de
parametrices.
El tercer paso es usar el Lema 4.8: sea b € S~ (2 x R) tal que

b~ i [
j=0

Entonces con B = op(b) tenemos
AB=1-R

con R un operador integral con ntcleo de clase C*°.

6. Espacios de funciones

Sea 2 C R™ un conjunto abierto. Los espacios basicos de funciones seran
L?(92), el espacio de funciones u : Q — C medibles tales que [, [u(z)|? dz < oo,
subespacios de estos cuyos elementos tienen diferenciabilidad relacionada con
el problema a estudiar, y sus espacios duales. En el caso de sistemas, en lugar
de imagen en C tendremos funciones a valores en C" para algin r € N.

Podemos ver L?(€)) como la completacién del espacio de funciones conti-
nuas (o de clase C*°, da igual) con soporte compacto, C.(€2), con la norma
inducida por el producto interno

(u,v)g = / u(z)v(x) de.
Q
usando integral de Riemann. Para cada k € N, H* (2) es el subespacio de L?(2)
cuyos elementos u tiene la propiedad

u € H¥(Q) <= wu € L*(Q) y para cada « con |a| < k existe
uq € L2(Q) tal que

[ wale)o(a) da = (-1)° [ ulm)osp(e) de
Q Q
para toda ¢ € C°(Q).

Este es el espacio de Sobolev® en 2 de orden k basado en L% Si u € H*(Q)
el elemento wu,, es tnico. Si u es de clase C* en Q y 9%u € L3(Q) si o] < k
entonces u € H(Q) y vale

/w%mﬂ@m:ijﬁmﬁﬂmm,¢a?m»
Q Q

(6.1)

)
)

3El libro de Treves [75] contiene una introduccién eficiente a espacios de Sobolev. Una
exposicion considerablemente més extensa que la de Treves es el libro de Adams [2]; este
incluye espacios basados en LP con 1 < p < oo, no solo L2.
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Eso justifica denotar al elemento u, asociado a u € H*(Q) de acuerdo a (6.1)
por 05u. A veces nos referimos a 95w como la derivada débil de orden « de wu.
Si u, v € H*, definimos

(6.2) (u,v) = Z / Dyu(z) Dev(x) dr;
lal<k 7€
usar D, en lugar de 0, no tiene ningun efecto.

Si Q = R" podemos definir H*(R™) también como la completacion de
Ck(R™) con respecto a la norma inducida por el producto interno (6.2); natu-
ralmente en este caso la integral es sobre R™. Este espacio es igual al espacio de
funciones u € L?(R") tales que existe una sucesion {u, }52; € C*(R™) con limi-
te u en L? y tal que D%u, converge en L?(R™) para cada |a| < k. Si la frontera
de € es suficientemente regular el espacio H*((2) consiste de las restricciones a
) de los elementos de H*(R™). Es importante notar que la clausura de C*(Q)
en H*(Q) es un subespacio propio de H*(€2) denotado H% (). El espacio dual
de HE(Q) es H7(Q). Este tltimo es también un espacio de Hilbert.

En el caso de R, el Teorema de Plancherel nos permite escribir (6.2) como

! Pa(e)FE)
() = o | 3 e PTE

En la sucesion de desigualdades
k!
§ : L - T § BBz B
771 172 77n — kﬂo'ﬂ]'ﬂn'nl 772 77n

a1+ t+an <k Bo+pP1++Bn=
k! o o
E netnet ey,

< max A 5
— = 18:1... |
Botbittpu=k folfil--- Bl |

conn; > 0y oy, Be € Ny, el término intermedio es (1 —1—2?:1 n;)*. Con n; = 532.
y escribiendo C} para el coeficiente en el ultimo término, obtenemos
SIS A+IEPY <G D I
| <k || <k
En consecuencia, la norma definida por (6.2) es equivalente a la norma
1
2 SN2 2\k
ullpy = —— u 1+ dg.
Il = e [ O+ e de
El valor de esta observacion radica en que en esta féormula no necesitamos

suponer que k es un entero no negativo: cualquier niimero real positivo es
permitido. Esto nos lleva a la definicion de los espacios H*(R™) con s > 0 real:

1 ~ S
we H¥(R") <= ue L2(Rn> y ||u||§ = G / |u(g)|2(1 + \5I2)( d€ < oo.
RTL
El espacio dual es H*(R"), al igual que los demas espacios de Sobolev
que hemos introducido, este es un espacio de Hilbert.
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Con frecuencia escribimos H°(Q) en lugar de L?(2); evidentemente estos
dos espacios son iguales.

Una definicion mas flexible del espacio H*(R™) con s < 0 usa distribucio-
nes de Schwartz,? elementos del dual del espacio §(R™) cuyos elementos estan
caracterizados por

@ € C(R") tales que para todo a, f : pa.5(p) = sup |2*02p(x)| < co.
r€R”™
Las funciones g, : S(R™) — R son seminormas; ellas definen la topologia
de 8(R"). Evidentemente $§(R") C L*(R") y por lo tanto la transformada de
Fourier F(¢p) esta definida para ¢ € §(R™). Dado que

F(@*D}) = ~(De)*¢” T ()

es facil probar que F(p) € 8(R™) y que F : $(R") — S(R") es continuo. El
espacio dual de §(R") es denotado por 8'(R"), como de costumbre. Si u €
§'(R™), definimos Fu € 8'(R™) como el elemento

S(R™) 3 ¢ (u,Fo) € C.

La motivacion de esta férmula proviene de la férmula

| Tuw e s = [ we) 7o

valida si u,¢ € 8(R™). La linealidad y continuidad de F : §(R™) — §(R")
implican que F : 8'(R") — 8'(R") también es lineal y continuo.

Un elemento u € 8'(R™) es localmente integrable si existe @ : R* — C
localmente integrable tal que

para todo ¢ € C°(R") : (u, ) = / a(z) p(x) d

n

Si @ € L?, decimos que u € L?, etc.
Para s € R arbitrario, definimos H*(R™) como el subespacio de §'(R")
definido de la siguiente manera:

(6.3) we€ H*(R™) <= @ es medible y ||u||? = /R’ [U(E)P(1 + [€]°)* < 0.

Ese es en general el espacio de Sobolev en R™ de orden s basado en L?. Si s es
un entero no negativo k, esa definicién coincide con la anterior, y con la nueva
definicion, el espacio H*(R™) es en verdad el espacio dual de H*(R™).

LEMA 6.4. Para todo par de indices s, s' con s > s', H*(R™) es denso en
HS (R”)

1E1 primer capitulo del libro de Hérmander [30] es una introduccién al tema de distribu-
ciones en conjuntos abiertos de R™. Sobre distribuciones, la version méas rapida que conozco
esta en el libro de Neri [56, p. 128-149]. (Esto es menos de lo que parece porque el libro esta
escrito a maquina—Ila densidad de palabras por pagina es baja.)
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Para la demostracion, tomamos w € C°(R) con w(t) = 1 si t esta cerca de
0. Si u € H¥ (R"), definimos

ug = FH(w(€l/0).
Entonces (1 + |£]?)%/? € L*(R"), por lo tanto u, € H*(R"), y

[ 15O ~ BRI dE 0 cunndo £ - o

Por lo tanto uy — u en H* (R™).

En el caso de una variedad X, la topologia de C*°(X) est4 determinada de
nuevo por las sucesiones convergentes. Estas son las sucesiones cuyos elementos
tiene soporte contenido en un subconjunto compacto fijo de X', y convergen
ellas y también el resultado de aplicar sobre sus términos cualquier niimero
de campos vectoriales de clase C*°. La topologia de C°(X) es similar, solo
se omite control sobre el soporte, la convergencia de la sucesiéon y “cualquier
ntmero de derivadas” debe ser uniforme sobre cualquier conjunto compacto. El
espacio dual de C'°(X) es denotado por C~>°(X), y el espacio dual de C*°(X)
es O >(X).

En la Seccién 11 definiremos espacios de Sobolev basados en L? en el caso
de variedades (compactas sin borde).

La siguiente proposicion serda importante en la discusion de invertibilidad
y espectro de operadores elipticos.

PRrROPOSICION 6.5 (Rellich-Kondarchov). Sea K C R™ un conjunto com-
pacto, sea HE(K) = {u € H*(R™) : sopu C K}. Si s > s, entonces la in-
clusion v - H(K) — H* (R") es compacta. Esto es, toda sucesion acotada
{ue}52, € H*(K) tiene una subsucesion convergente en H® (R™).

Para la demostracién ver por ejemplo [75, p. 227|.° Hay también una familia
de resultados, las inmersiones de Sobolev, que son ttiles en muchos contextos.
Para nuestro proposito el siguiente caso particular es suficiente. El espacio
CY(R™) consiste de todas las funciones continuas en R" tales que

lim wu(z) =0.

PROPOSICION 6.6 (Lema de inmersion de Sobolev). Si s > n/2, entonces

H*(R™) C CY(R™) y la inclusion es continua.

5Esta proposicion usualmente es referida como el Lema de Rellich. El articulo de Rellich
[62] es bastante mas restrictivo: El dominio es un abierto acotado en R? con frontera una
union de curvas C' a trozos y angulo positivo en las esquinas; las funciones son de clase C'.
La referencia Kondrachov [41] en la bibliografia es tomada de [2]. El teorema es una especie
de Teorema de Arzela-Ascoli y su demostracion en [75] usa el Teorema de Arzela-Ascoli.
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DEMOSTRACION. Probaremos que si u € H*(R™) con s > n/2, entonces
7 € LY(R"). La formula de inversién de Fourier y las propiedades bésicas de
esta transformacion implican la conclusion. Supongamos que u € H*(R"™). Por
definicion, @ es una funcion medible y tenemos

[ aeds = [ @l +1er) 2 v ) dg
RTL RTL
< ( / P+ ey ae) / 1+ gepyae)

usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz. En la segunda linea, la ultima in-
tegral es finita, digamos igual a Cj, si 25 > n, y la primera es (27)"/2||u]s.
Suponiendo entonces s > n/2 tenemos que u es continua y

1
u||pe = sup |u(z)| < / w(x)|de < Cqllul|s
e = sup fu(o)] < s [ i)l do < Clul

La afirmacion sobre el comportamiento de uw en oo es el Lema de Riemann-
Lebesgue.

O

7. Continuidad

La topologia de C*°(Q) esta determinada por las sucesiones convergentes.
Una sucesion {u, }52; C C*°(£2) converge a u en C*° () si para cada conjunto
compacto K C Q y cada «, la sucesion {0Su, } converge uniformemente a 0%u
en K.

La topologia de CS°(2) es tal que la continuidad de un operador esta
determinada por la convergencia de su accién sobre sucesiones convergentes.
Una sucesion {u,}>2; C C°(Q) converge a u en C°(€) si hay un conjunto
compacto K C 2 tal que sop u,, C K para todo v, y 05u,, — 0%u uniformemente
para todo a.

PROPOSICION 7.1. El operador B € UH(Q), como operador C°(QY) —
C>(Q), es continuo.

DEMOSTRACION. Con B = op(b), be S*(QxQxQ™) definimos B(u)(z, &, &)
por

Balu)l2,,€) = [ €€ DY 0, u(a')) o
Si K, K’ € Q son conjuntos compactos, sopu C K' y z € K, entonces
Ba)(,&,€)] < Cavol () sup | D u(a) (1 + JE])"

z' ek
o <a

con ,
D% b !
Coo oy |DEbE9)
e | (1 €]

o' <a
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Usando integracién por partes,
& B(u)(2,€,¢') = Bal(z,6,€),
por lo tanto

(L4 1€ Blu)(z,€,€)| < C sup, | Diu(a) (1 +[€])"
NS

para algin Cj y todo k € Ny y € K. En consecuencia
1B(u) (2.£,€) < G sup [Dfula!)](1+ [ey#~

z' el
|| <2k

para tales k y x. Si {u,}32; C C*(Q)) es una sucesion que converge a u
en C(Q) con sopu, C K' y k es suficientemente grande, de manera que
u— 2k < —n, entonces

sup |B(u —u, )| = su e B(uy, —u)(x, &, €) d

p ()] = sup| i [ B, — ) (o€, ) d

< Ci sup |Dy*(uy(2') —u())|
$/EK/ R7L
ol <2k

(1+[gl) 2  de,

es decir, Bu, — Bu uniformemente en K. Trabajando con D$B = op(bs),
bo = e EDY (™ Eh(z, 2, €)) (un elemento de SPFH1l(Q x Q x R™)) en lugar
de B obtenemos que D¢u, converge uniformemente a Dgu,, en K. [l

La siguiente proposiciéon también concierne continuidad, esta vez en un
espacio que eventualmente nos dard mas flexibilidad.

PROPOSICION 7.2. Sea K € R"™ x R™ un conjunto compacto y b € S°(R"™ x
R™ xR™) un simbolo con soporte en K xR™. Siu € L*(R"™), entonces op(b)(u) €
L2(R™), y el operador op(b) : L?(R™) — L*(R™) es continuo:
lop()(w)llo < Cllullo
con
C =sup|(1+ A, + Ay)" o).

DEMOSTRACION. Aplicando el Teorema de Plancherel,

llop()ullo = (%%n op(b) () Yo,

buscamos estimar || op(b)(u) 0. Definiendo

b(n,n,€) = / e @t )y oy €) du da’

n

obtenemos

(op®) () = 5 [ Bl — €6~ ) du g
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siu € CF(R™); esta formula es similar a (fg)(€) = (21) ™" [, Fle=n)gn) dn'
si f, g € LY(R™). La integral converge porque

(L+ [ + [ Yo, 7, €) = ((1+ Ay + Ay)0) (1,7, €)
y

(L4 Ay +Au) b (7, )] < / (14 Ay + Ayr)*b(, 2, €)| da da’
R7 xRN

< vol(K)C (b).
con Ci(b) = sup|(1+ A, + A,/)*b], por lo cual
[b(n— &&=/, &)l < (1+ In— & + |& = n'[*) ™ vol(K) Cr(b).
La constante C(b) es finita porque b es un simbolo. Sea

K@) = | bln—¢&6—n,€)de,

R’n
de manera que

(op(Bu (o) = [ K.yt o

El nucleo K es de clase C™ y satisface

/IK(n,n/)ldn<C, /RIK(n,n’)Idn%C,

para alguna constante C. Por ejemplo, la integral

/ \K(n,n/)ldnS/ b(n — &,& — 1/, €)| dE dn
Rn

R xR"™

=/ B, €,€ + )| dé dn
R" xR

< vol(K)Clrss (B) / (14 Il + [€2) " de dn

R™ xR"™
es finita. Por lo tanto,’
| K(n')a(n')dn'llo < Cllall < (2m)" [lullo,
R xR"”

aplicando una vez més el Teorema de Plancherel en la segunda desigualdad. [

La versién més util es:

6TEoREMA. Sean (X, M, ), (X,N,v) espacios de medida o-finitos y K : X x Y — C
una funciéon M x N-medible. Si existe C' > 0 tal que [, |K(x,y)|du(x) < C ae. y e Vy
fy |K(z,y)|dv(y) < C a.e. z € Y, entonces op(K) : LP(Y,v) — LP(X, ) es continuo con
norma < C. Ver por ejemplo Folland [16, p. 185].
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COROLARIO 7.3. Sea B € ¥Y(Q) y sean x, X' € C(Q). Entonces el
operador

L*(Q) 3 u— xB(x'u) € L*(Q)

es continuo.

La demostracion es inmediata. Si B = op(b), entonces el operador en el
lema es op(b) con b(z,z',&) = x(x)x'(z')b(x,2’,x,&), el cual tiene soporte
contenido en K x R™ con K = sop(x) X sop(x’), un subconjunto compacto de
Qx Q.

Es evidente que el operador
(7.4) A =F Y1+ g2 2T 8 (R — §'(R™)
define un operador continuo, de hecho un isomorfismo isométrico

A HS(R™) — H* ' (R™).

Este operador es un elemento de Us' (R™).

PROPOSICION 7.5. Si B = op(b) conb € SH(R"XR"xR") ysopb C KxR™,
K un subconjunto compacto de R™ xR™, entonces B define un operador continuo
H*(R™) — H*"(R™). Si u <0, y por lo tanto H*~#(R™) C H*(R™), entonces
B, visto como operador H*(R™) — H*(R"™), es compacto.

DEMOSTRACION. La esencia de la prueba consiste en demostrar que si y
y X' € C(R"™) son tales que x = 1 en un entorno de sop x’, entonces para
cualquier s, (1 —x)A*x’, X’A*(1 — x) y la composicion de estos con operadores
del mismo tipo que B son operadores integrales continuos L2(R™) — H* (R™)
para cualquier s’. Una vez que esto ha sido probado, procedemos de la siguiente
manera. Supongamos que x' € C°(R™) es tal que

X (@)b(z,2',€) = b(z,2",§) = X'(2")b(z, 2, €)
(la funcion (x,2') — x'(x)x'(a’) es igual a 1 en el soporte de b). Entonces
B = x'By/. Pre- y post-multiplicando por x + (1 — x) obtenemos
AS—,LLBA—S — AS—H o (X/BX/) OA—S
= (A X ) o Bo (WA + (L= x)A"x') o Bo (Y'A™)
= (AT ) o Bo (Y AT*X) + (1= x)A"X) o Bo (X'A™"x)
+(ATX) o Bo (X'AT (1= x)) + (1= )A™"X) o Bo (X'A™*(1 - X))

En el lado derecho de la altima igualdad, el primer término, (A*#x’) o B o
(x’A™®), es la composicion de tres operadores como B, con orden total 0 y
simbolo con soporte contenido en sop x xsop x X R". Este operador, por lo tanto,
es continuo como operador L?(R™) — L?(R"). En el segundo, B(x'A™°Y) es

un operador similar a B en cuanto a que su simbolo tiene soporte contenido en
sop X’ xsop x X R™, y por lo tanto seguido de (1—x)A* #x’ produce también en
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un operador continuo L?(R"™) — L?(R™). Los siguientes pueden ser trabajados
de la misma manera. La continuidad de (1 — x)A*~#x’ sera probada en el lema
que sigue a esta demostracion. La de x’A®(1 — x) es completamente similar.

Una vez que la continuidad de A*"#*BA~* : L*(R") — L?*(R") ha sido
probada, observamos que la factorizacion

B = AP (A*TFBAT)A®

implica que B : H*(R™) — H* *(R") es continuo.

Para probar la tltima afirmacion, supongamos que p < 0. Para cualquier
conjunto compacto K’ C R™, la inclusion ¢ : H #(K') — H*(R") es com-
pacta (ver la Proposicion 6.5). Si K’ = sop x/, entonces la imagen de H*(R")
por B esta contenida en H* #(K'), y B : H*(R") — H* *(K') es continuo.
La composicién de este operador con el operador compacto ¢ es un operador

compacto.
Esto completa la prueba de la proposicién, médulo la continuidad del ope-
rador (1 — x)A®X . O

LEMA 7.6. Sean x,x’ € C con x = 1 en sopx'. Para cualquier s, el
operador (1 —x)A°x' : C°(R™) — C*(R"™) es un operador integral con nicleo,
K, de clase C*°. FEste nicleo satisface

’
|D2DY Ks(z,2")| < Co okl — 2’|

para todo par de multi-indices o, o' y entero no-negativo k, y por lo tanto define
un operador continuo H® (R™) — H?® (R™) para todo s', s’ € R.

DEMOSTRACION. El operador (1 — x)A®x’ esta definido por el simbolo

X, a”)(1+ [¢*)*/?

con Y(z,2') = (1 — x())x'(z'). Con un par de multi-indices «, 3 arbitrario y
u € C*°(R™) tenemos

Dy op(x(,2')(1 + [¢]*)*/*) (D] u) =

((2 ))n /D;"Df, (el(r_x ey (a2’ ) (1 + |§|2)s/2)u(:v') dx’ d¢

™

usando integracién por partes en z’, tomando en cuenta que X’ tiene soporte
compacto. Definiendo

bsap(wsa’,€) = (~1)/Ple* =D DY ("D Ex(a, 2') (1 4 €1%)*/?)
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tenemos que D op(x(z,z’)(1 + |§|2)S/2)(Df,u) = op(bs,a,5)(v). Explicitamen-
te,

boapl@ 2, )= Y (- W’“( )(5)17?”1?5132@,x/)fa’“f’(l+|5|2>S/2

B'+B8"=p

= 37 8 (w2 ) (1 + [¢2)72,
o' <a
B'<B

un simbolo de orden s + |a| + |§]. Las funciones bg}{g 5 son todas acotadas en
R™ x R™. Como x(z) = 1 en un entorno del soporte de x’, el soporte de x(z,z’)
y de cualquiera de sus derivadas esta a distancia positiva de la diagonal en
R™ x R™. Por lo tanto, |z — 2’| ~2*b; ﬁ,(:zz x’) es una funcion de clase C*° para
cualquier k£ € Ny. Usando

|£L' x|2kzwz§_Ak:zza:)§

e integracion por partes en la variable £, vemos que

by ﬂﬁ’(m ') o/ +8 2\5/2
op(bs,a,8) = Z OP(WAg (¢ (1+[€%)>?))
o' <a
B'<p
para todo k; notemos que el lado izquierdo es independiente de k mientras que
el lado derecho los simbolos son de orden < s+ |a| 4 |8| — 2k. Con cualquier

multi-indice 7, y k suficientemente grande comparado con |v| y s,
Koy (@, 2) = / CeTTEEAL (€ (1 + [])*/) de

es una funcion continua en R™ x R™ acotada por [p,, [AF(£7(1+ [¢[%)*/2)|dE.
Obtenemos de esto, con k suficientemente grande, que op(bs,q,3) es un operador
integral con ntcleo

1
Ksop(z,2') = T 2 Z ba (2,2 ) K oy 1 (2, 2)
o' <a
B'<B
La funcién en la suma es continua y acotada para cualquier k (suficientemente
grande). En consecuencia, K; o s satisface la estimacion
C

Bnp 2l < e

con alguna C' que depende de s, o, y 8 mas no de (z,z’); ella es una funcion
que satisface las hipotesis del teorema citado en la nota al pie de la pagina 62,
lo cual implica la continuidad de

Do (1 —x)A*X') o DY, : L3(R™) — L*(R™).
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Usando que (1 + Az)™ = 37, 1<om Cm,a Dy con ciertas constantes Cp, o obte-
nemos que
(14+A)" 0 (1= x)A*Y) o (1+A)™ : L}(R") — L*(R")
es continuo para cualquier par de enteros no-negativos m, m’. Por lo tanto
(porque (1 + A)™ = A?™)
(1= )AX) o (1+A)™ : LAR™) — H*™(R")

es continuo. Como m es arbitrario y H>™(R") — H* (R") es continuo si s’ <
2m, ((1—x)A*x')o(1+ A)™ es continuo como mapa a H* (R™) con cualquier
s'. Si " > 0, la continuidad de la inclusion H* (R") — HO(R™) implica la
de (1 — x)A*Y' como operador H* (R™) — H* (R™). Finalmente, si s” < 0y

—2m’ < §”, la continuidad de cada uno de los operadores en

((1—X)ASX/)(1+A)MI

R & B R A7 goRn) HY (R")
implica la de su composicion. Pero (1 + A)™ o A=2™" = ], asf
(1—x)A*X : H (R™) — H* (R").
es continuo. 0

Una aplicacion tutil aunque sencilla de la Proposition 7.5 es:

COROLARIO 7.7. Sea a € C*(Q). Siu € H*(R™) con sopu C 2, entonces
au € H*(R™).

Para la demostracion, tomamos x € C°(€2) con x = 1 en un entorno de
sop u. Entonces au = op(A)u con A el operador pseudodiferencial con simbolo
x(z)a(x)x(z"), un simbolo en S°(R™). La Proposicién 7.5 implica que Au €
Hs(R™).

Observamos también, si u € H*(R™) y f € $(R™), entonces fu € H*(R"™).
Esto se prueba directamente, usando (fu)” = f* U, la desigualdad”

(7.8) (14 [E[%)*72 < Cs(1+ [ = €)1+ [ ?)*/?
con C independiente de &, 1, y la desigualdad de Young para convoluciones.

El siguiente lemma muestra invariancia de la regularidad local (como debe
ser) bajo cambios de coordenadas.

"La desigualdad
L+ g—n* <201+ [g*)(1 + [n*)
se verifica expandiendo y comparando ambos miembros. De ella obtenemos (7.8) elevando
esta a la potencia —s/2 y reorganizando. Si s > 0, £ por £ —n y n por —n para obtener

L+ €7 <201+ € —n®)(1 + nl?).

Obtenemos (7.8) elevando esta ultima a la potencia s/2.
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LEMA 7.9. Supongamos que Q y Y son conjuntos abiertos en R" y ® : Q —
Q" un difeomorfismo. Si v € H*(R™) tiene soporte compacto en € entonces
uo® 1t e HS(R") y |[vo® Y5 < C|vl|s para alguna constante C .

El enunciado requiere algunas explicaciones. En el lema, v o ®1 es la
distribucion

(vo® ' pldy|) = (v,x (¢ o ®)|det J®||dx]), ¢ € SR™)

con x = 1 en un entorno del soporte de v; como antes, J® es la matriz Jacobiana
de ®. Esta formula es la transliteracion de la féormula para el cambio de variables
y = ®(x) en una integral respecto a y. El uso de |dz|, por ejemplo, refleja el
hecho que funciones parean con medidas; |dz| es notacion para la medida de
Lebesgue en las coordenadas x. En el lado derecho, x (¢ o ®~1) esta definido
inicialmente solo en ', pero la multiplicacién por x permite extender esta
funcion como 0 fuera de Q'; el resultado es una funcion en C°(R™), el cual por
supuesto es un subespacio de 8'(R"). La definiciéon de v o ®~! no depende de
la escogencia especifica de x, porque yv = v.

DEMOSTRACION. Con X' € C°() tal que x’ = 1 en un entorno de
®(sopwv), la condicién v o @71 € H*(R™) es A*(x/(vo @) € L*R™). Si
X € CX(£Y) y x =1 en un entorno de sop x’, esta condicion es equivalente a
XA® (' (vo 1)) € L*(R™), porque (1 — x)A*X'w € L?(R") para w € H* (R")
y 8’ € R™ arbitrarios. El operador B = xA®x’ es un operador pseudodiferencial
de orden s, por lo tanto Bg-1 € W*(R™). En vista de la Proposicion 7.5, la
hipétesis implica Bg-1(v) € L?*(R™) con

[Bo-1(v)llo < Cllv[s.

Luego del cambio de variable obvio,

1Be-1(v)[I5 = / (@) A (Y (vo @ 1))(2(2))[* do

n

= / IX()A®* (X (vo ®71)) (y)[?| det J, @] dy.

En el soporte de x, la funcion |det JyCIfl| estd acotado por debajo por una
constante positiva. Esto nos permite acotar la integral de la derecha por debajo
para obtener

IXA® (X' (vo @) () llo < Cllvls

con otra constante C'. Por otro lado, el Lema 7.6 establece que

(1— A HY (R") — H* (R")
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es continuo para todo s’, s’ y es un operador integral con ntcleo, K, de clase
C®°. Por lo tanto

(A =x)Ax)(wo @ Y)(y) = K Y )x(y)(vo @ ) (y) dy
= K(y, ®(2"))x(®(z")v(x")| det J, ®| da’
]Rn
o mas formalmente usando la definicién de v o @71,
(vo @ L XK (y,)ldy']) = (v, X' (2() K, (y, @(-"))| det J. @] |dz’[).

La funcion

K(y,2') = X'(®(2") K, (y, ®(2'))| det J, P|
es de clase C™°, tiene soporte compacto en la segunda variable, y satisface las
mismas estimaciones que K en el enunciado del Lemma 7.6. Por lo tanto tiene
las mismas propiedades. En particular el operador con nicleo integral K, define
un mapa continuo H*" (R") — H* (R™) para cualquier par de ntimeros s, .
En conclusion,
(X = 0)A*X ) (wo @7 H)[lo < vl

Esto completa la prueba del lema. O

8. Composicion

El dominio de definicién de un operador pseudodiferencial en el conjunto
abierto 2 C R™ es C'°(2) y su imagen un subespacio de C*°(Q2). Esto dificulta
la definicion de la composicién de dos operadores pseudodiferenciales. El pro-
blema se resuelve suponiendo que uno de los dos esta propiamente soportado:

DEFINICION 8.1. Sea B = op(b) con b € SH(Q x Q@ x R™). Decimos que
B estd propiamente soportado si la proyeccion, S = m(sop(b)) C Q x  de
supp(b) C QA x QX R™ en Q x Q es tal que para cada conjunto compacto K € Q,
ambos conjuntos (K xQ)NS y (AxK)NS tienen clausura compacta en 2 x Q.

Por ejemplo, la funcién x en (4.11), pensada como un simbolo de orden
0 (constante en ¢ para cada (x,2’)), estd propiamente soportada. También
los operadores diferenciales estan propiamente soportados: si A tiene simbo-
lo a(z,§) = X4 <m @a(2)€”, de manera que A = op(a), entonces también
A = op(xa) con x como en el inicio de este parrafo. Estar propiamente so-
portado es una propiedad del operador expresada en su representaciéon con un
simbolo particular. Otros simbolos que puedan usarse para representar el mis-
mo operador pueden no tener la propiedad requerida, como ilustra el caso de
un operador diferencial. El operador op(b) estad propiamente soportado si su
soporte (el soporte de su ntcleo de Schwartz, ver pag. 51) tiene la propiedad
que tiene el conjunto S en la definicion.

En vista de la siguiente proposiciéon, la composicion de dos operadores pseu-
dodiferenciales puede ser definida si uno de ellos esta propiamente soportado.
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PROPOSICION 8.2. Si B € WH(Q), entonces B(CX(Q)) € CX(Q) y B
tiene una extension a un operador C*(Q) — C*°(9).

DEMOSTRACION. Tomamos b € S#(Q2 x © x R™) tal que op(b) = By
S = m(sup(b)) tiene la propiedad requerida.

Siu € C°(Q) tiene soporte K’ = sop(u), entonces SN (2 x K') tiene clau-
sura compacta y por lo tanto la proyeccién, K, de la clausura de este conjunto
en el primer factor de © x Q también es compacta. Sea x € C°(Q) tal que
X = 1 en un entorno de K. Entonces b(z,2',&)u(x’) = x(x)b(z,z’,&)u(z’). En
consecuencia,

Bu = yop(b)(u) € C(Q),
de hecho sop(Bu) C K, lo cual prueba la primera asercion.

Para probar la segunda, tomemos un conjunto compacto I € €2, sea K la
proyeccion de la clausura de SN (K x Q) en el segundo factor de 2 x Q, y sea
X € C(Q) tal que x = 1 en un entorno de K'. Si z € K y 2’ ¢ K’, entonces
b(z,z',§) = 0, y por lo tanto, si € K, entonces b(z,z’,&)(1 — x'(2')) = 0,
o lo que es lo mismo, b(x,2’,&) = b(z,2’,£)x’. Por lo tanto, para cualquier
u € C>®(Q)

b(z, 2, &)u(z’) = bz, 2, )X (2" )u(x") si z € K.
Podemos entonces definir
B(u)(x) = op(bx’)(u)(z) si z € K.

Es facil comprobar que para cada x € K, B(u)(x) es independiente de la esco-
gencia de x’ tal que x’ = 1 en un entorno de X'. O

Es facil adaptar la prueba de la Proposicion 7.1 (la continuidad de un opera-
dor arbitrario B € ¥*(£2) como operador C°(Q2) — C*°(Q)) y la demostracion
que acabamos de completar para obtener una demostracion de:

PROPOSICION 8.3. Si B estd propiamente soportado, entonces los opera-
dores
C(Q) = C2() y C(Q) = C=(Q)
determinados por B también son continuos.

El simbolo de la composicion de un operador diferencial con un operador
pseudodiferencial esta dado por (5.2). Esta formula se generaliza a la composi-
ci6n de dos operadores pseudodiferenciales, uno de los cuales debe ser propia-
mente soportado:

PROPOSICION 8.4. Sean A = op(a), a € S¥(Q2 x Q& x R™), y B = op(b),
b e SH(Q x Q x R"™), con uno de los dos propiamente soportado. Entonces
Ao B=op(b) € SFV(Qx QxR con

, 1 1 9l
c(x,2',§) ~ ZJW@

[

oled

y=x 37704 a(m,y,n)b(%x’,f),

n=¢
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La demostracion de esta proposicion no es dificil, aunque larga si se presenta
en detalle. En varios aspectos es similar a la demostracion de la Proposicion
4.10.

COROLARIO 8.5. Si A € W (Q) y B € V*(Q), entonces Ao B € U7 (Q)
y 0,1,(AoB) = a,(A)a,(B).

9. Accién sobre distribuciones

Si B € ¥#(), B = op(b) con b € SH(Q x Q@ x R"), y u,v € CX(Q),
entonces

/Q Bu(z)v(z) da = /Q / ) /Q e )y (2)b(x, 2, v(x') da’ dE da
= /Q u(z')Biv(z') dz’

con

Btu(z)) @y /n/ W' =)yt (3! x )o(x) da dE, b (!, x, xi)
= b(x, ',
Esta formula permite extender B a distribuciones con soporte compacto via
Para cada u € C_°°(Q2), Bu es el elemento de C~°°(Q) tal que

(Bu,v) = (u, Blv), ve&C>(Q).

Que Bu esta bien definido es consecuencia del hecho que v — Btv es continuo
como operador C°(Q2) — C°°(Q), segin la Proposicion 8.3. Si B esta propia-
mente soportado, entonces también BT esta propiamente soportado. En este ca-
50, la continuidad de B como operador C°(2) — C°(Q) 0 C®(Q) — C>=()
nos lleva a extensiones de B a operadores continuos

C™°(Q) > C™(Q) y C(Q) = C7>(Q).

Continuaremos escribiendo Bu como integral

(271T)n/]1:/ﬂei(:”m,)‘gb(:ﬁ,m’,ﬁ)u(m’) dx’ d¢

si u es una distribucion, también como operador integral

/QK(.T, 2 u(x') dz’

incluso cuando las integrales no estan definidas como tales.
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10. Pseudolocalidad

Un operador lineal B : C*°(Q) — C~>°(Q) es local si para cada conjunto
abierto Y C Qy u € C°°, la condicién v = 0 en U implica Bu = 0 en U. Que
u = 0 en U significa

Vo € C°(Q) :sopp CU = ou=0
Recordando que el soporte de u € C7*°(£2) es el complemento del mayor abierto
U en el cual u se anula, B es local si sop Pu C sop u para todo u € C*°(Q).

La condicion de pseudolocalidad es similar: primero, u es de clase C* en
el conjunto abierto U C  si

Vo € CP(Q) :sopp CU = pu =€ C™(Q).
Con esta definicién, B es pseudolocal si para cada conjunto abierto U C Q y
u € C;°(Q), la condicion u es de clase C*> en U implica Bu es de clase C*°
en U. Definiendo sop-singu como el complemento del mayor abierto donde u

es de clase C*°, esta condicion dice sop-sing Pu C sop-sing u.
Los operadores diferenciales son locales y pseudolocales.

ProPOSICION 10.1. Los operadores pseudodiferenciales son pseudolocales.
DEMOSTRACION. Sea B = op(b) con b € S¥(Q2) y u € C;>°(2). Suponga-
mos que o ¢ sop-singu y tomemos x’ € C°(Q) tal que x’ = 1 cerca de xo y xu
es de clase C™ (y por lo tanto es un elemento de C°(2)). Sea x € C° tal que

sop x esta contenido en el interior del conjunto {z : x'(x) = 1}. Probaremos
que xz( ¢ sop-sing Bu probando que xBu es de clase C°°. Tenemos

xop(B)(u) = xop(B)(x'v) + xB((1 - x)u)
El primer término de la derecha es de clase C*° porque X'u € CX(0Q). El
segundo es igual a op(b)u con b = xb con
X(z,2') = x(2)((1 = X' (2"))).
El soporte del nticleo de Schwartz de op(d’) es un subconjunto del soporte de
X. La escogencia de x en relacion a x’ implica que sop X es disjunto de diag (2,
y por lo tanto el nicleo de Schwartz de op(b) es de clase C*°. Por lo tanto

o) (1 =3)) = [ Koy (o' ua') '
es de clase C*°. O

11. Globalizacién

Los operadores pseudodiferenciales estan definidos usando el producto in-
terno en R™. Esto trae a colacién la cuestion de su dependencia respecto a las
coordenadas usadas en la definicién de algin operador especifico.

Que las coordenadas no son esenciales es el contenido de la siguiente pro-
posicion:
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PROPOSICION 11.1. Sean Q y Q' conjuntos abiertos en R™ y ® : Q — Q'
un difeomorfismo. Si B = op(b) € UH#(Q) es un operador pseudodiferencial en
Q, entonces

CX(QY)2 v Bgv=Bvo®)od ! € C™()
define un elemento de By € UH().

DEMOSTRACION. Usando la funcién y introducida en la demostracion de
la Proposicién 4.10 descomponemos

op(b) = op(xd) +op ((1 = x)b).
El operador op ((1 — X)b) es un operador integral con niicleo de clase C'*°,
(op (1 = x)b)u)(z) = /QKOP((lfx)b) (z,2")u(x") dz’
y por lo tanto, denotando por y las coordenadas en 2’ y por ¥ la inversa de @,

op (1= x)b) (v o @)(T(y))

B @/K)K"P((l*xﬁ)(‘l’(y),w’)v@(x’))dxf
) ﬁ/f”(“—w (W(y), U(y")o(y)| det %(y') vy dy’

usando el cambio de variables @’ = U(y') para obtener la segunda igualdad;
0V /Jy es la matriz Jacobiana de ¥. Este es también un operador integral con
nicleo de clase C*°.

El mismo cambio de variables en el término op(xb) lleva a

op (xb) (v o ®)(¥(y)) =
1
(2m)m

/ e (VW=YW)) €y (w(y), w(y)

< B(U(y), (), )] det %’@’Mv(y') dy d.

Queremos ahora reescribir el exponente (¥ (y) — ¥(y"))-£ como (y—y')-n usando
otro cambio de variables. Cada componente de ¥ puede ser escrita como

Ui(y) = U(0) + > Uk(y:y') (e — vh);
k=0
las funciones U (y, y’) estan definidas para (y,y’) cerca de la diagonal de Qx2.
Con notacién vectorial,

n

U(y) V() =D Wily, o)k —vi) =¥,y )y — )
k=0
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con ¥(y,y’) la matriz [¥;4(y,y')]. Escribimos el producto interno en el expo-
nente de la ultima integral como

(W(y) —¥@)) - &= (0, v )y —y))
= (U, ) ' (w—v)) = (w—v) ¥y, y)
e introducimos el cambio de variables

n=8¥(y.y)

en la integral en la variable £. Para que esto funcione necesitamos la inverti-
bilidad de la matriz ¥(y,y’). Esta matriz, en y = 3/, es la matriz Jacobiana
de ¥ en y, y por lo tanto invertible. En consecuencia, ¥(y,y’) es invertible
también cuando (y,y’) esta en un entorno suficientemente pequetio de diag(€2).
Para asegurar que ese es el caso en la integral, tomamos la funcién p usada en
la definicion de x tan pequena que este es el caso. Con ello, obtenemos que la
dltima integral es igual a

ﬁ /Q WY Mh(y, y myu(y') dy’ dn

con

bly,y',n) =

X (U (), U (y))b(¥(y), ¥(y'), n¥(y,y")~")| det %(y’) || det ®(y,y")| "
O

Con esto podemos extender la definicion de operador pseudodiferencial, de
un abierto en R", a una variedad de dimensién n:

DEFINICION 11.2. Sea X una variedad. Un operador B : C°(X) — C®(X)
es un operador pseudodiferencial si con cualquier carta local ® : U C X —V C
R™, el operador Bg : C2°(V) — C*°(V) definido por Bev = B(vo®)o®~! es un
operador pseudodiferencial. Si E, F — X son fibrados vectoriales complejos y
B :CX(X; E) —» C®(X; F), entonces se requiere que E y F' sean triviales sobre
U, y que B(vo®)o® L, escrito usando trivializaciones, sea pseudodiferencial.

En el contexto y con la notacion de la definicion, si los operadores Bg re-
sultan ser operadores diferenciales en lugar de meramente pseudodiferenciales,
decimos que B es un operador diferencial. La siguiente definiciéon de operador
diferencial no usa coordenadas:

DEFINICION 11.3. Sea X una variedad, E, F — X fibrados vectoriales. El
dnico operador diferencial A : C°(X;E) — C®(X;F) de orden —1 es 0. Un
operador continuo A : C°(X;E) — C®(X; F) es un operador diferencial de
orden m € Ny si para cada f € C®(X), el operador

C(XE) 3> urs A(fu) — fA(u) € C®(X; F)
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es un operador diferencial de orden m — 1. Escribimos Dif" (X; E, F) para el
espacio de operadores diferenciales C°(X; E) — C>®(X; F) de orden m.

La demostracion se basa en probar primero que si u es 0 a orden suficien-
temente alto en pg, entonces A(u)(pg) = 0, luego usar la expansion de Taylor
de una seccién arbitraria u basada en py hasta orden suficientemente alto para
encontrar una expresion para Au en términos de un ntimero finito de derivadas
de u. No entraremos en mas detalle.

Con la notaciéon de la prueba de la Proposicion 11.1, si b € S#(Q,R") es
un simbolo cléasico, entonces también lo es b es, y ademas, de

lim by v ) = lim (@), D). 7S ) )
T—00 e T—00 ’ ’ dy ’

obtenemos
,.(0p(0))(y,1) = @,,(0p(b))(®(y), n%(y))-

La importancia de este hecho radica en la formula
RS 99,
* (Y &jdaj(xo)) = ijT%(yO) dye = Y mk dye(yo), w0 = B(yo),
j=1 k k

lo cual dice que el simbolo principal de un operador pseudodiferencial en la
variedad X’ debe interpretarse como una funcion en 7*X = T*X\0.

DEFINICION 11.4. Sea B : C°(X; E) — C®°(X; F) un operador pseudodi-
ferencial cldsico de orden p en la variedad X. El simbolo principal de B es la
seccion

0,(B) : T*X\0 — 7* Hom(E, F)

definida de la siguiente manera. Si ® : U — V es una carta local de M y
E y F son triviales sobre U, sean ey,...,e. y f1,...,fs trivializaciones de
estos fibrados. Entonces, si u = Y uje; € C°U;Ey), Bu = Y, (Bjru;) fr
con Bjj pseudodiferencial escalar, de orden p y simbolo principal bjx(z,£) en

€ =Y, &dx;. Entonces
U“(B>(§)(Z aju;) =Y o (Bjk)(x,€)a; fr.

3k
En el caso de un operador diferencial A € Dif™(X; E, F'), el simbolo prin-
cipal puede obtenerse como sigue. Si £ € T*X es un covector en pg, toma-
mos f € C*°(X) a valores reales con df(py) = §. Dado ¢y € E,,, escogemos
¢ € C®(X; E) tal que ¢(po) = do. Entonces e=*77(P0) A(e'7f ¢)(py) es un poli-
nomio en 7 de orden m cuyo coeficiente principal es a(A4)(€)(¢o):

(11.5) o (A)(E)(d0) = ltm ——e= T E0) A7 ) (py).

T—00 T
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Esto puede ser verificado usando coordenadas locales. El simbolo principal de
un operador diferencial restringiendo a la fibra 73 X’ es un polinomio homogé-
neo de orden m.

Para cada funcién b, : T*X\O — C, homogénea de grado u, existe un
operador pseudodiferencial B con simbolo principal b,. En otras palabras, en
la sucesion

(11.6) 0— U X)) 5 ot (x) 25 SHT*X) = 0

analoga a la de la Proposiciéon 4.20, el mapa @, es sobreyectivo (claramente
o, 0. = 0). Para probar esto usamos particiones de la unidad.

DEFINICION 11.7. Sea Y = {Uy}aca una cobertura abierta de X. Una
particion de la unidad subordinada a la cobertura Y es una familia {x3}sen de
funciones de clase C™ tales que para cada § € B, 1) 0 < xg < 1; ii) ewiste
ap € A tal que sopxp C Uay; iii) para todo conjunto compacto K € X, el
congunto {S € B :sopxgNK # 0} es finito (esto es, la particion es localmente
finita); y finalmente, iv) > 5 xp = 1.

La existencia de particiones de la unidad es consecuencia del hecho que X
es paracompacta (parte de la definicién de variedad); ver detalles por ejemplo
en [79].

Sea b € S;L‘(T*X) Tomamos una particion de la unidad {xg}gep subor-
dinada a una cobertura abierta 4 de X formada por los dominios de cartas
locales ¢ : Uy, — V4. Definimos X’g = xg/ EB’EB x2,. Entonces la familia

X/ 2 eB €s también una particion de la unidad subordinada a la cobertura LI.
8 B
Escogemos, para cada 3 € B, un indice ag tal que sop x% C Uy, - Identificando

Uy, con Vo, CR™ y T*Uy,, con V,, x R™ usando la carta local @, escogemos
un operador Bg € WH(Ua,) tal que @(B,,) = b. Entonces x3Bsxj; € VH(X) y

0. (XsBsXs) = X5°h.
Definimos
B =3 xsBsxj
peB
Este es un operador pseudodiferencial de orden p tal que

a(B) =Y x4’h.

pgeB
TEOREMA 11.8. La sucesion (11.6) es ezacta.

Hemos probado sobreyectividad de @,,. El resto de la demostracion es si-
milar a la de la Proposicién 4.20

Una densidad positiva en X de clase C* es una medida m en X tal que para
cada carta local ® = (x1,...,2,) : U =V, dm = fdz en U con alguna funcion
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f positiva de clase C* y dz la Medida de Lebesgue en esas coordenadas. Si
u, p € CX(X), el transpuesto formal de B es el operador BT tal que

/Buvdm:/uBTgodm
X X

Este es de nuevo un operado pseudodiferencial del mismo orden que B, en
particular BT : C°(X) — C*°(X) es continuo. Por lo tanto, si u € C; (X)),

C>®(X)3 ¢~ (u,BTp) e C

es continuo y define un elemento de C~>°(X). Este elemento es Bu. Obtenemos
asi una extension de B a distribuciones. Si B estd propiamente soportado,
entonces B(C° (X)) C C*(X) y también podemos extender B a un operador
C>®(X) = C>(X) asi como también a distribuciones.

TEOREMA 11.9. Si A € V¥ (X) y B € UH*(X) y uno de estos operadores
estd propiamente soportado, entonces Ao B € WHTV(X). Si ademds A y B son
operadores pseudodiferenciales cldsicos, entonces también A o B es cldsico. Si
A € UY(X) es eliptico, entonces existen B € W~Y(X) y operadores integrales
R;, Rq con nicleo de clase C* tales que

(11.10) AoB=I-Ry, BoA=I-R,

DEMOSTRACION. Las dos afirmaciones sobre la naturaleza de la composi-
cion son consecuencia inmediata de las definiciones 11.2, 4.18, la Proposicién
8.4, y el Corolario 8.5. Para probar la existencia de parametrices para ope-
radores elipticos usamos la exactitud de la sucesion (11.6). Como @, (A) es
eliptico, existe b_, = @,(A)~" € S, V(T*X). Por la sobreyectividad de @_,
existe B, € U¥(X) tal que @_,(B_,) = b_,, y podemos suponer que B, esta
propiamente soportado si A no lo esta. El operador Ao B_,, — I es de orden
0, pero og(AoB_, —I) =0, asi que Ao B_, — I = —R_; por la exactitud de
(11.6), y existe B_,_ tal que o_,_1(B-,—1) = b_, o_1(R_1). Entonces

Ao(B_,+B,1)—I=-R.1+A0B_, .
es un operador de orden —1. Su simbolo es
o_1(—R.1+AB_,_1)=0_1(—R_1)+0o,(A)o,_1(B_,_1)
=0o_1(—R1)+o,(A)b_po_1(R_1)
=0
y por lo tanto Ao (B_, + B,_1) — I = —R; € ¥2(X). Continuando por

induccién, existen sucesiones de operadores pseudodiferenciales clasicos, B_,,
B_,_1,... y R_1,R_5... de orden igual al subindice tales que

N
Ao(d B, j)=I-Rynp

Jj=0
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Usando el Lema 4.8 convenientemente adaptado a la situacién presente, obte-
nemos un operador By tal que Ao By = I — Rq como afirma la proposicion. La
demostracion de la existencia de B; es similar.

De hecho, By — B; es un operador integral con ntcleo de clase C*:

(I—Ri)OBd:BioAOBd:Bio(]—Rd)
implica
Bd—BiZRiOBd—BiORd

en donde el lado derecho es un operador con niicleo de clase C'*°. De esto sigue
que Bq es también una parametriz a izquierda de A. ([l

La existencia de una parametriz implica hipoelipticidad de operadores elip-
ticos:

PROPOSICION 11.11. Si A € UH(X) es eliptico y A estd propiamente so-
portado o u € C7°(X), entonces Au € C°(X) implica u € C>(X).

Si BA = I — R; con B propiamente soportado, entonces u = BAu+ Rju =
Bf + Ru. Si f € C* entonces Bf € C°°, mientras que Ryu € C* para
cualquier u porque R; es un operador integral con ntcleo de clase C*°. Por lo
tanto u € C'°.

12. Operadores pseudodiferenciales en variedades compactas

Sea X una variedad compacta sin borde. (En este caso, la distincion entre,
por ejemplo, C°(X) y C°°(X) desaparece). Escogemos una medida de Borel
v en X tal que para cada carta local ® = (z1,...,2,) : U = V, v = fdx en
U con alguna funcién f positiva de clase C*°. Decimos que v es una densidad
suave. Por ejemplo, si ¢ una métrica Riemanniana en &X', podemos tomar la
densidad determinada por g, en coordenadas locales

vy = 1/ det[g;;] dx

con gi; = g(z,, 0y, ). Definimos el espacio L?(X) usando la densidad escogida.
Diferentes densidades producen el mismo espacio topoldégico (normas equiva-
lentes), aunque el producto interno sea distinto.

LEMA 12.1. El soporte singular del nicleo de Schwartz de los operadores
pseudodiferenciales en X estd contenido en la diagonal de X x X.

Esto es consecuencia del hecho trivial que para cada par de puntos distintos
de X existe una carta local de X' cuyo dominio contiene esos dos puntos. Si
(po,p1) € X x X\ diag X tomamos una carta local ® : &/ — V de de X con
po,p1 € U. Dado B € U#(X) obtenemos Bg : C(V) — C>®(V). Como el
soporte singular del nicleo de Schwartz de Bg esta contenido en la diagonal de
Y x V, la parte del de B en U x U esta contenido en la diagonal de U.
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En lo siguiente usaremos una particiéon de la unidad, {xs}ges, subordinada
a una cobertura abierta { = {Uy }aeca de X por dominios de cartas locales @, :
Uy — V4. Podemos suponer que A es un conjunto finito porque X es compacto.
Por la misma razén, y porque la particion es localmente finita, el conjunto 5
también es finito. Combinando juiciosamente varias de las xg podemos suponer
que B = Ay que sopxa C U,. Debido a esto, aunque la cobertura y la
particion de la unidad que usemos pueda variar de un argumento al siguiente
(pero probando que un cambio asi no cambia la validez del argumento), siempre
supondremos que los conjuntos de indices A, B son iguales y finitos.

DEFINICION 12.2. Sea u € C~°(X). Decimos que u € H*(X) si (xqau) o
o, € H*(R™) para todo o € A, y definimos

lulls = > ll(xaw) o @51 ls

acA
en donde la norma en el lado derecho es la de H®(R™).

El espacio topologico H*(X) es independiente de las cartas locales y par-
ticién subordinada usadas en su definicién, aunque la norma puede cambiar a
una norma equivalente. Para ver esto, tomemos otra cobertura abierta finita
W ={Ul}orea de X por dominios de difeomorfismos @/, : U/, — V... Sea
{X, }areas una particion de la unidad subordinada a I’ con sop x/,, C U.,. Si
u € H*(X), (Xau) o ;' € H*(R™), por lo tanto también vy = (X, Xat) ©
o1 € H*(R™), esta tltima con soporte compacto en @, (U, NU.,). La funcion

Bprg =P, 0@ O (UL, NUL) — DL, U, NU)
es un difeomorfismo, por lo tanto, de acuerdo al Lema 7.9, woo = Vara o@;,la €
H*(R™). Pero
-1
Wa'aw = (X;,Xau) [©] (boil
por lo tanto (x.,u) o @;fl = wedWara € H*(R™). Usando
—1 -1
() 0 B = (XarXaw) 0Bl =Y (XorXauw) 0 Dyt 0 Bk,
acA acA

la desigualdad triangular, la estimacion del Lema 7.9, y el Corolario 7.7 obte-
nemos

—1 _ _
1(¢rw) © B s < Co Y I1(XrXatt) © B3t e < C1 Y Il(Xaw) © @5 -
acA acA
Por lo tanto
—1 -
> 0w 0 B s < CLr#tA > [[(Xaw) 0 D5 s
a’e A’ acA
Igualmente

D llcau) 0 @5 s < CH#A D ([(ru) 0 B s

acA a’e A’
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Consecuentemente las normas son equivalentes. Fijamos la version concreta de
la norma como en la Definicién 12.2.

En una variedad compacta, el Lema de Rellich, la Proposicién 6.5, toma la
siguiente forma:

Si s> s, H¥(X) C H¥(X) y la inclusion ¢ : H*(X) — H* (X) es

(12.3)
compacta.

En efecto, si {ug}72, C H*(X) es acotada, entonces, para cada o € A,
la sucesion {(xaue) o P51}22, C H*(P,(s0p Xa)) también es acotada como
sucesion en H*(R™). La Proposicion 6.5 implica la existencia de una subsucesion
convergente en H*' (R™). Ordenando los finitos elementos de A y pasando de
una subsucesion obtenida usando el indice o; a una subsucesion asociada al
indice ap, etc. obtenemos una subsucesion {ug, }72; de {u/}2, que converge
en H¥ (X) porque {(xaus,) o ®;'}52, converge en H* (R").

Que H*(X) es denso en HS/(X) también es facil de probar usando parti-
ciones de la unidad y el correspondiente resultado en el caso of los espacios de
Sobolev en R”.

PROPOSICION 12.4. Sea B € U#(X). El operador B : H*(X) — H* #(X)
es continuo. Si u < 0, entonces B, como operador H*(X) — H*(X), es com-
pacto.

DEMOSTRACION. Habiendo fijado la cobertura abierta 4 = {Uy}aeca por
dominios de cartas locales ®, : U, — V, y la particion de la unidad {xq }acar
subordinada a esta cobertura, procedemos de la siguiente manera. Tomamos
una métrica Riemanniana en X, denotamos por d la métrica inducida. Sea

§ = mind 7
min (S0P Xa,US)

y sea w € C°(R) tal que w(t) =1 si [t| < 1/2, w(t) = 0 si |¢| > 1. Definimos
X(z,z") = w(2d(x,2’)/)). Sea

Ko = {2’ € X : existe x € sop x, tal que (z,z") € sop(X)}.

Entonces K, C U,. En efecto, si 2’ € K, y & € sop x, es tal que (z,2') €
sop(Xx), entonces d(x,x’) < §/2, por lo cual 2’ € U,.

Sea Kop(p) el nicleo de Schwartz de B, Ko = xKopp) y K1 = (1 —
X)Kop(p)- Como las singularidades de K,p(p) estan contenidas en la diagonal
de X y x = 1 en un entorno de la diagonal, K; es una funcién de clase C*>
y op(K1) es un operador continuo H*(X) — H* (X) para cualquier s, en
particular, visto como operador H*(X) — H*(X), es compacto.

Esto reduce la prueba de la proposicion a probar las afirmaciones en el caso
en que el soporte del nicleo de Schwartz de B tiene soporte contenido en sop(Y),
lo cual suponemos en el resto de esta demostracién. Para cada « escogemos
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X5, € C°(Uy) con x,, =1 en un entorno de K. Debido a nuestra suposicion
sobre el soporte del nicleo de B, si u € H*(X), entonces xoBu = xoaB(XLu) ¥

1Bulls—p = > (xaBu) 0 &[5,
acA

= Z [(XaB(xau)) o q)(;l”s—u
acA
El operador By, v = (B(vo ®,)) o ®;! es un elemento de ¥*(V,) y

(Xa B(xhw) 0 @31 = (xa 0 @,")Ba, ((xhu) 0 @3")

Por lo tanto,

I((xa B(xaw) © 251 ls—p < Cll(xaw) o 23 s
para algin C, usando la Proposicién 7.5. Sumando en o obtenemos
[Bulls—p < Cllulls-

Esto prueba la asercion sobre continuidad. Una vez obtenida esta conclusion,
la compacidad en el caso 1 < 0 es consecuencia de (12.3). O

13. Operadores elipticos en variedades compactas

Supongamos que g > 0y A € UH#(X) es eliptico. Entonces generalmente
u € L?(X) no implica Au € L?. Lo que si es cierto es

TEOREMA 13.1 (Regularidad eliptica). Siu > 0 y A € UH(X) es eliptico
(o,(A) es invertible), entonces Au € L*(X) implica u € H*(X).

Para ver esto, tomamos una parametriz de A, BA = I — Rq con R; un
operador integral con nicleo de clase C*. Si Au = f € L?, entonces Bf €
H*(X) por la proposicion que acabamos de probar. También Ryu € H*(X),
por lo tanto (aplicando B a ambos miembros de la igualdad Au = f),

u= Bf+ Ru e H*(X).
El argumento se adapta facilmente a la demostracion de Au € H*(X) implica
u € HSTH(X)

Esto dice que el domino natural para un operador pseudodiferencial eliptico
de orden p > 0 (basado en L?) es HH(X).

TEOREMA 13.2. Si A € UH(X) es eliptico, entonces B tiene una parame-
triz. Si p > 0 entonces

(13.3) A HMX) C LA(X) — L*(X)
es un operador cerrado densamente definido y Fredholm y la parametriz es un
operador compacto. Ademds, A con el dominio indicado tiene un adjunto unico

el cual es también un operador pseudodiferencial eliptico, del mismo orden que
A, y su dominio natural es H*(X).
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Un operador cerrado densamente definido A : D C H; — H» entre espacios
de Hilbert (o de Banach) es Fredholm si su espacio nulo es de dimension finita
y su imagen es cerrada de codimension finita. La relevancia del concepto radica
en que estos operadores (Fredholm) son casi invertibles.

DEMOSTRACION. Como A es eliptico, el Teorema 11.9, existen de B €
U—H(X) y operadores integrales Rq, R; con nicleo de clase C™ tales que AB =
I — Ry, BA=1— Ry4. Por la Proposicién 12.4, si p > 0, B es compacto.

Que A como en (13.3) esta densamente definido es sencillamente la densidad
de H*(X) en H°(X). Para probar que A con el dominio indicado es cerrado,
tomamos una sucesion {u,}72, C H#(X) tal que ella y {Au,}3°, convergen en
L?(X) digamos a u y f. Entonces Auy, = f, — f € H*(X): Au = f como
elementos de H #(X). Usando la parametriz B y residuo R; del parrafo que
precede la proposicion, tenemos v = B f+ Rju. Como Ryu € H*(X') debido a las
propiedades de R; y Bf € H*(X) debido a las propiedades de B, u € H*(X).

La existencia del adjunto es consecuencia del Teorema de Hahn-Banach (ver
por ejemplo Rudin [64, p. 36 fI.]), mientras que la unicidad es consecuencia de
la densidad en L?(X) del dominio de A.

Una consecuencia inmediata del hecho que (13.3) es cerrado es que su
espacio nulo es cerrado. En el caso particular de nuestro operador eliptico, este
espacio nulo es de dimensién finita y un subespacio de C*°(X). Para probar
esto, usamos otra vez la parametriz. Con v € H*(X), s arbitrario, si Au = 0,
entonces u = Rju. Como Ryu € C®°(X), u € C*°(X). Para probar la finitud de
la dimension del espacio nulo de A, vemos ker A como subespacio de Hy(X). Si
u € ker A, entonces, de nuevo, ©v = Rju. Si {us}72, es una sucesién de norma
1 en ker A, entonces {Rjus}7°, es una sucesion acotada en H"(X) y por lo
tanto tiene una subsucesion convergente en H°(X) debido al Lema de Rellich.
Esto implica que la esfera unidad en ker A respecto a la norma de L?(X) es
compacta, y por lo tanto ker A es un espacio de dimension finita (ver Rudin
64]).

Continuando con A como en la proposicion, el rango de (13.3) es ademas
un subespacio cerrado de L?(X) de codimension finita. Para ver esto, tomamos
de nuevo una sucesion {u,}52, C H*(X) tal que {Au}32, converge en L*(X),
digamos a f. La proyeccion de u; en ker A con el producto interno de L?(X)
es un elemento de H*(X), por lo tanto sustrayéndolo seguimos teniendo un
elemento de H#(X'). Suponemos entonces que todos los u, son ortogonales (en
L%*(X)) a ker A. Suponiendo primero que la sucesion {u,}32, es acotada como
sucesion en L2(X'), observamos que B f, — Bf y que pasando a una subsucesiéon
podemos suponer que {Rjuy}3°, converge en L?(X). Entonces {B fr+ Rius}52,
converge en Lo(X), esto es, {us}32, converge en L?(X). Entonces el limite, u,
pertenece a H*(X) y Au = f, porque (13.3) es cerrado. Por lo tanto f €
rg A. Para completar el argumento necesitamos probar que {ug}72, es acotada
en L?(X). Si esta sucesiéon no es acotada, podemos suponer que |ugllg — oo
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pasando a una subsucesion, y si vg = ug/||uel|o, entonces Avg = fo/l|ve|| — 0
cuando ¢ — oco. Aplicando el argumento anterior a {v}32, (la cual es acodada
en L?(X)) obtenemos una subsucesion, digamos ella misma, que converge en
L?(X) a cierto elemento v € H*(X). Como |lvg]|o = 1, también |jv]jp = 1, ¥
como v, L ker A, v L ker A. Pero Av, — 0, por lo tanto Av = 0: v € ker A.
Entonces v = 0, lo cual es imposible si ||v]| = 1. La conclusién que sacamos
es que ugp2 , una vez modificada de manera que sus términos son ortogonales
a ker A en L?(X), es acotada. Finalmente, para probar la aserciéon sobre la
codimension, notamos que (rg A)+ = ker A*. Por lo tanto A es Fredholm. [

Si A es eliptico de orden p > 0, entonces satisface la desigualdad
(13.4) lullssn < Cs(llAulls + [[ulls),  u e H™H(X).

Esta es otra consecuencia de la existencia de la parametriz B. Usando u =
BAu + Ryu tenemos, para cualquier s y u € HSTH(X),

[ullstp = [BAu+ Riuflsp < [|BAullsp + [ Riulls4p < Col|Aulls + Calulls.

usando la continuidad de B : H¥(X) — H*TH(X) y Ry : HSTH(X) — H*(X).
La implicacion opuesta también es valida: si A es un operador pseudodiferencial
y satisface:

ullss < CUAuls + ulls),  we HH(X).

para algin s y u, entonces A es un operador eliptico de orden .

Si B es un operador pseudodiferencial de orden negativo, entonces, visto
como operador
B: L*(X) — L*(X),
es compacto. Por ser compacto, su espectro consiste de un conjunto discreto en
C\0 junto con 0 como tnico punto de acumulacion. Cada A € spec(B)\0 es un
autovalor de multiplicidad finita. Si B es autoadjunto, entonces spec(B) C R.
De esto deducimos:

TEOREMA 13.5. Sea A € UH(X) eliptico y autoadjunto, con p > 0. Enton-
ces

A HMX) C LA(X) — L*(X)
es un operador cerrado densamente definido con espectro discreto contenido en

R. Cada X\ € spec(A) es un autovalor, el autoespacio correspondiente, £y =
ker(A — A1), es de dimensidn finita, y

(13.6) X = g e
A€spec(A)
Si A es semiacotado, digamos,

(Au,u) > Cllul§
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para algin C y todo u € L?(X), entonces spec(A) C [C,0). Cada autoespacio
tiene dimension finita y consiste de funciones (o secciones) de clase C.

DEMOSTRACION. Por ser autoadjunto, el espectro de A esta contenido en
R. Escogemos algtin Ay tal que A — Aol es invertible (por ejemplo, Ay ¢ R).
Sea B(\g) la inversa. Entonces B()\g) actuando sobre C*°(X’) tiene imagen en
C>®(X). En efecto, siu € C®(X),y f = B(Ao)u, entonces (A—XoI)f € C®(X)
porque (A — AoI)f = u. La elipticidad de A implica f € C°°(X). Més aun,
B()\g) es un operador pseudodiferencial. Notamos ahora que A — Aol es un
operador pseudodiferencial eliptico (porque I es un operador de orden 0 < p)
y tomamos una parametriz pseudodiferencial B de A — \gI con R;, Rq como
en el Teorema 11.9. Entonces

B = B(Xo)(A = Aol)B = B(X)(Z — Ra) = B(X\o) — B(Ao)Ra

Notamos ahora que B(\g)Rq y su dual son operadores con imagen en C*(X) y
por lo tanto son operadores integrales con niicleo de clase C*°. En conclusion,
B(Xo) difiere de un operador pseudodiferencial en un operador integral con
niicleo de clase C*°, y por lo tanto es un operador pseudodiferencial ademas de
una inversa exacta de A — Aol.

El espectro de B(A) es contable, con solo 0 como punto de acumulacion.
Tenemos, con A — Ag # 0 arbitrario,

A= = (A= Xl — (A= X))
= (A= XD)(I = (A= X0)B(Xo))

= (= 20)(A = 20D (BOW - 1)

y vemos que A— T es invertible si A = Ag 0 A # Mg y 1/(A—Xg) ¢ spec(B(\g)).
Concluimos de esto que spec(A) es un subconjunto discreto de R sin puntos de
acumulacion finitos:

spec(A) ={A: A= Xg+1/p, p € spec (B()\o))}

Cada elemento del espectro es un autovalor (real porque A es autoadjunto), el
autoespacio es de dimension finita porque es el autoespacio correspondiente a
cierto autovalor # 0 de B()\g). La formula (13.6) es el teorema espectral para
operadores autoadjuntos (ver Rudin [64]). Si A es semiacotado con cota inferior
C como en el enunciado, y si ¢ es una autofuncién con autovalor A, entonces

M¢l? = (Mg, 9)o = (A, ¢)o > C||¢||*, por lo tanto A > C. O






Capitulo IV

Problemas de valores de frontera

1. Contexto

Sea X una variedad compacta de dimension n y M C X un conjunto
abierto acotado cuya frontera, Y = OM, es una subvariedad de clase C* de
X'; decimos que M = M U )Y es una variedad compacta con borde. Sea A un
operador diferencial eliptico definido en un entorno de M. El prototipo del
problema a estudiar es la resolubilidad de

Au=f en M
s
Bu=g sobre),

en donde S es un operador que acttia sobre la restriccion de u y finitas de sus
derivadas no tangenciales en la frontera, y produce una funcion (o distribucion,
o seccion de un fibrado, dependiendo del contexto) en la frontera.

2. Trazas

El primer punto a aclarar es cuales son los espacios en los cuales buscamos
las soluciones, y el significado de “restriccion a la frontera.” Si u es continua en
un entorno de M, entonces la restriccion de u a ) esta definida sin ambigiiedad.
En espacios de Sobolev, el asunto es més delicado. En esta seccion supondremos
que X viene equipado con una densidad suave que usamos para definir L?(X).
En el caso en que el problema involucre fibrados vectoriales, suponemos que
estos vienen con métricas Hermitianas prefijadas.

Comenzamos definiendo los espacios de Sobolev. Si M es una variedad
compacta con borde (todo de clase C*°), podemos presentar M como subva-
riedad de una variedad compacta X pasando al llamado doble de M. Definimos
H#(M) para s > 0 como la restriccion a M de los elementos de H*(X), lo cual
tiene sentido porque los elementos de tales espacios son funciones al menos en
L?(X). En otras palabras, si 7: M — X es el mapa inclusién y definimos

{funciones en X'} 3 v — 3*(v) = v oy € {funciones en M},
entonces H*(M) = y*H*(X). La norma en H*(M) es

s = inf s s ¥ = .
llull &5 (A UEJILE(X){HUHH x) 175 (v) = uk;

85
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usualmente escribiremos [lul|s en lugar de [Jul g+ (). Definimos H*(M) para
s < 0 como el dual de H§(M). Este tltimo es la clausura de C° (M) en H*(M)
(o en H5(X)).

Para definir valores de frontera comenzamos con la version local. Vemos
R™~! como subespacio de R™ via la inclusion ¢ : R* =1 — R™, 1(z1,...,2,_1) =
(z1,...,2Zn-1,0). Escribimos R? = R"™! x (0,00) y @Tfr x [0,00). Si unes una
funcion continua en R"™, escribimos :*u para denotar u o t. Aunque R, no es
compacto, definimos este espacio de la misma manera que antes con M en
relacién a &X', igualmente la norma.

LEMA 2.1. El operador de restriccion 1* : C°(R™) — C°(R™~1) tiene una
extension continua a un operador

L HY(R™) — HSV2(R™Y)
para cada s > 1/2. Siu € H¥(R™) yu =0 en R" "1 x(0,00) entonces 1*(u) = 0.
Por lo tanto, tenemos un mapa inducido
s HA(RY) — HY(R™Y).
DEMOSTRACION. Probaremos que para cada s > 1/2 existe Cs tal que
[ vlls—1/2 < Csllvlls, v € CZ(R™).

Esto prueba la primera asercion porque CS°(R™) es denso en H*(R™) para
cualquier s. Supongamos entonces que v € C°(R™). La formula de inversion
de Fourier en R™ produce (con 2’ = (z1,...,2,_1), similarmente ¢’)

Co(z') = FH@) (2, 0)
= et €'G
= g L e S de

iz'-¢’ 4{7 (¢l /
= /Re (%/Rv(mn)dsn) de'.

o) = 5 [ €6

Por lo tanto,

y
(277)2/ ()P (1 + [¢'7) /2 de!
Rn—1

:/R /]R B(E, &) dé

_ D¢, &) (1 + [€]2)*/?
‘/R/R 1+ jeppr

< [ ([ meepaieny i) ( [ CHETE )]

2
(1 + |§/‘2)s—1/2 dfl

2
(1 + |§l|2)s—1/2 df/
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usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz en la dltima linea. El cambio de
variables &, = (14 [¢/|>)1/2¢,, lleva a

(L+[EP)e—t/2 (L+ &)~/
- d§, = d&,
/R Treps “ / A eP T Err ©

12ys—1/2 .
R (L+[E2)* (1 + &%)
= (2m)*C?
con Cj finito si s > 1/2. Por lo tanto,

* 2 2 ~ ! 2 2\s !’ 2 s
ol <2 [ (] 6P+ IR deu) de' = C2lols

Esto completa la demostracion de la primera asercion de la proposicion.

Para la probar la segunda (continuamos con la suposicion s > 1/2) notamos
primero que si x € C(R™) y v € H*(R™), entonces ¢*(xv) = ¢*(x)¢*(v). En
efecto, si {ve}72, C C(R™) es una sucesion que converge a v en H*(R™),
entonces vy — xv en H*(R™) y por lo tanto ¢*(xve) — ¢*(xv), pero también
v (xve) = (X)) (ve) = ()0 (v).

Si ahora v € H*(R™) y v = 0 en R"™! x (0, 00) entonces, con 7,(v)(z) =
v(z—y)yen,=(0,...,0,1) € R™ tenemos: sid > 0, 7_s¢, (v) = 0en x, > —4. Si
el soporte de x € C°(R™) esta contenido en x,, > —4d, entonces t*(x7_s., (v)) =
0 (porque XT_se,, (v) = 0). Por lo tanto ¢*(7_sv) = 0. Pero 7_sv — v en H*(R")
cuando § — 0. Asi, ¢*(v) = 0.

Finalmente, con j : Ri — R”, siu € HS(RJF) vy j7*v = u = j*w con
v,w € G°(R™), entonces 7*(v —w) = 0 en R} y por lo tanto t*(v) = v*(w).
Definimos esta funcién comtn como ¢*u. tenemos ademas

" ulls—1/2 < Csllv]ls  para todo v € H*(R") tal que j*v = u.
Por la definicién de la norma en H*(R? ),
[l < Cullull
Esto completa la demostracion. ([

Probamos a continuacion la sobreyectividad de ¢*.

LEMA 2.2. Sea w € C(R") tal que w(0) = 1. Siv € C°(R"1) definimos
(W) = / e Y (o (1+ [€'7)17) de,
(2m)"t Jgna
entonces

e: C(R"™) c H7V2(R™) - H*(R™)
es continuo: eviste Cs > 0 tal que |le(v)||s < Csl|v||s—1/2 para todo s € R y v €
C>(R"1). Ademds, t*¢(v) = v, e igualmente, con e™ = j*oe, 1*et (v) = id(v).
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La motivacién de la definicion de ¢ es la siguiente. Para simplificar, supon-
gamos que w es par, que w(t) = 1 cerca de 0, y usemos w(z,|¢’|) en la integral
en lugar de w(z, (1 + [¢'|*)/?), tenemos (con z,, # 0)

Gt [ e Almle ) d

1
g L [ et Dy
Rr—1 JRn—1
i ] (i)
i((2'—y")/xn)-€ /
27‘("1/]1@11/[&711 ()|n‘nd€d

luego de un cambio en el orden de integracion y la sustitucion §' = z,|¢'| La
transformada inversa de Fourier de la funcion & — w(|¢’]) es un elemento de
S(R™), por lo tanto también lo es su transformada inversa, la cual denotamos
¢. Con ella, la ultima integral es

1 I
/]R;nfl ’U(y/)i(ﬁ(x y ) dy/

n
mn

Esta es la convoluciéon de v con una identidad aproximada basada en la funcién
¢ € S(R™). El limite en x,, = 0 es v, y como funcion de (2, x,,) esta convolucion
es un elemento de 8§ (R™).

PRUEBA DEL LEMA. La transformada de Fourier de ¢(v) es
F(e(v))(n) Z?(n’)/ eI (2 (1 + [ |2)?) da,
R

s [

= anin n d n
A 7 “lan)ds

) T

- (1+ ‘77/|2)1/QW((1+ |77I‘2)1/2)

luego de un cambio de variables. Por lo tanto,

O APV N :
o)1= | o P e [+ W+

_ |6(77/)|2 ~ 2(1 12 112y,2\5
=L WW(%)\ (L0 + (L4 [0 )nz) " dn

= [ OB+ Py 2 [ () P+ o) dn,

usando el cambio de variables 7,, = 1, /(1 + |1/|>)'/?

linea y reorganizando en la tercera. Con
¢z = [ Bm)P(1+ ) dy
R

tenemos [[e(v)||2 = CZ|jv]|2_ 1/2°

para obtener la segunda
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Que *(e(v)) = v es inmediato si v € CS° debido a la formula de inversion
de Fourier, y cierto en general por continuidad. El mismo argumento sirve para
probar que (* o e = id O

Notemos que si k es un entero no negativo y v € H*~1/2 entonces z¥e(v) €

Hst*k_ La razoén de esto es
whw(@, (14 1€12)?) = (@a(1+ 16112 rw(@a (1 + [€'2)2) /(1 + |€'[2)k/2

por lo cual denotando wy(t) = tFw(t),

) 1 vatoer g o Ok (@ (L €))L
zle(v)(2, 2,) = @)t /}R%1 e (e k((l NI ) dg’,

en otras palabras, tenemos una ganancia neta de k en la regularidad de xe¢(v).

Parta transferir esto a M prefijamos

o
2 : X — R una funcién suave estrictamente positiva en M y negativa

(2.3) en XY\M con dx # 0 a lo largo de ).

y

(2.4) un campo vectorial de clase C*™ en X tal que X es transversal a Y

relacionados por Xz = 1 cerca de ). Notemos que ) = {z = 0} y que podemos
usar x como parte de cualquier sistema de coordenadas de |X en un entorno de
cualquier punto de ). Usando coordenadas locales adaptadas a ) y particiones
de la unidad obtenemos:

COROLARIO 2.5. Sean X y x como arriba, relacionados por Xx =1 cerca
de Y. Sea k un entero no-negativo Si s > k + 1/2, el operador

o (%X)k 1 C®(M) = C=(Y)

tiene una extension continua a un operador
—k—1/2
Y 2 HY(M) — HF12(),
Ademds, existe un operador continuo e : HS~Y27F(Y) — H*(X) tal que
Nk
Yk © € = (—l) 1.
Otra notacién comiin para v, es D¥ con las definiciones
oFu
ovk
Usualmente v es un campo vectorial unitario normal a la frontera que
apunta al exterior de M. Pero como no hemos prescrito métricas Riemannianas

usamos X . La relacion Xx = 1 entre X y x a lo largo de ) en el corolario, que
siempre usaremos, hace que X apunte hacia el interior de M.

= *XFu, DFu=_—="—
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3. Transformada de Mellin

Sea A un operador diferencial eliptico de orden m definido en un entorno
de M; esta es, recordemos, na variedad compacta con borde. Si el operador
es escalar y dim X' > 3, m es par, en caso contrario, A envia secciones de un
fibrado vectorial a otro, del mismo rango (en cuyo caso el producto del rango
por el orden es par en el caso dim X > 3). Hay dos dominios candnicos asociados
al operador inicialmente definido como

A: C®(M) C LE(M) — LE(M)

El dominio minimo, Dy, (A) el cual es la clausura de C°(M) respecto a la
norma, definida por

(3.1) lull% = | Aullg + [l
y el dominio méximo,

Dax = {u € L*(M) : Au € L?},

este con la norma definida por (3.1) (con la cual Dy, es la clausura de C2° (M),
un subespacio cerrado de Dyysx)-

Para definir problemas de frontera para A hay que demostrar que los ob-
jetos de interés tiene valores de frontera:

PROPOSICION 3.2. Si u € Dyax(A), entonces u tiene trazas en Y hasta
orden m — 1.

Esta proposicion es lo mas que uno puede esperar probar en lo que a exis-
tencia de trazas se refiere, porque la norma || - || 4 en C°(M) es equivalente a
la norma de Sobolev || - ||, con la consecuencia que

Dmin - Hsn(M)

En preparacion para demostrar la proposicién desarrollamos en esta seccion
la transformada de Mellin como herramienta tutil para enfrentar el problema.
Discutiremos el caso de operadores ordinarios en la siguiente seccién, y el caso
general en la Seccion 5.

La transformada de Mellin de una funcion ¢ € C°(Ry) es la funcion

M(p)(0) = /OOO 7" () i—x, So > 0.

Esta es en realidad la transformada de Fourier usual, via el cambio de variables
x = et. Con esto es inmediato que la transformada de Mellin hereda todas las
propiedades de la transformada de Fourier, en particular tenemos la formula
de inversion

1

T

o) =50 [ () 0) ds
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con cualquier & > 0, ademés de sus propiedades como mapa entre diversos
espacios. De la propiedad (D;u)(7) = 7u(7) obtenemos
(3.3) M(zDzp)(0) = 0 M(p)(0).

La utilidad fundamental de la transformada de Mellin en el contexto de
problemas de frontera radica en que ella produce de manera muy simple los

valores de frontera de una funcién. Para describir esto  en detalle introducimos
algo de notacion, por ahora en el caso particular de Ry = [0, 00). Definimos

L%(R.) como el espacio de funciones L? en Ry respecto a la medida % De

x
nuevo la transformacion x = €' relaciona directamente L?(R) y LZ(R.), y
consecuentemente, la transformada de Mellin tiene una extensién a un mapa
M LE(R,) - LA(R),
un isomorfismo con inversa
1 [~ .
_ is d
vi) =5 [ v ds
Definimos
2" L3 (Ry) = {¢ : ¢ es medible, 279 € Li(R4)}
Sit € LZ(R,) se anula para x grande, entonces ¢ € x~% L2(R, ) para cualquier

6> 0: -
/ (@) 2 < oo,
0 X

Por lo tanto es legal calcular M(x%%)(s):
d

M(z29)(s) = / a0 () dr_ / 27T () E = M(u) (s + i6).
0 x 0 T

En otras palabras, si ¢ € L2(R;) se anula para todo z suficientemente grande,

entonces M(1))(s + ¢d) tiene sentido para § > 0. Es facil ver que para tales 9,

la funcion o — M())(0), So > 0, es holomorfa (analitica compleja). Ademaés,

como 2% — ¢ en L2(Ry),

/R|M(z/))(s +i6) — M(¢)(s)|* ds — 0 si 6 \, 0.

Retomando el hilo con ¢ € C2°(R,.), notemos primero que z%¢p € LZ(R,)
si § > 0, de lo cual obtenemos que M(¢)(0) tiene sentido para So > 0 como
ya habiamos observado. Ademas, si p € C2°(R, ) se anula a orden k en z = 0
entonces M(¢p) tiene una extension holomorfa a So > —k.

Seaw € C=(R,) tal que w(z) = 1 si z esta cerca de 0. Usando la expansion
de Taylor de ¢ tenemos

OO w(x) + 2" w(@)p™ (2)

|~

wia)p(z) =
£=0
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1 * o dx % N+l-io S(N) (. 4T
=300 [ ok [ e

£=0

El dltimo término es holomorfo en o > —N — 1. Para analizar los primeros
solo necesitamos analizar M(w) (o). Esta es una funciéon meromorfa en todo C
con un unico polo simple en el origen. En efecto, si So > 0,

/ or " (z) dx

0

i /0 %x‘w w(z) dx

e dw
—1 d
Z/O x” dx() x

usando que w(z) = 0 si z es suficientemente grande y que So > 0. En la integral
de la dltima linea, el integrando tiene soporte en un subconjunto compacto de
R . Por lo tanto, la funcién de o definida por ese término es entera. Como su
valor en 0 = 0 es ¢ tenemos

o M(w)(o)

M(w)(0) = © +hlo)

con h entera. Usando M(z‘w)(c) = M(w)(c + if) en la formula para M(wyp)
obtenemos

N (5)
(3.4) =3 z‘p i ) 4 M@p™) (o + i(N + 1)).
£=0

Vemos que los valores de frontera de ¢ son los residuos (excepto por el factor 7)
de la transformada de Mellin de ¢. Notemos que este resultado es independiente
de la funcién w escogida: si @ € C2°(R;) también satisface @(t) = 1 si ¢ esta
cerca de 0, entonces

M(wep) — M(wp)

es una funciéon entera.
Podemos reescribir (3.4) en la forma

(3.5) =9 ZRes (we); —il) + O(|z|Th)
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4. Valores de frontera: operadores diferenciales ordinarios

Supongamos que A es un operador diferencial ordinario en Ry de la forma

A=z"%P con
P(xz,xD,) Zak

en donde a, € C*°(R,). Decimos que P es un b-operador y A un c-operador,
u operador cénico (luego veremos por qué). Suponemos que a,,(z) # 0 para
todo z; esto hace de P un operador b-eliptico. El origen es una singularidad,
un punto singular regular de P porque a,,(0) # 0. Uno puede encontrar solu-
ciones formales de la ecuacion Pu = f cerca de 0 usando series formales, tal
vez incluyendo términos logaritmicos, técnicas que tienes su origen en el caso
de coeficientes analiticos. En lo que sigue, lo que queremos es determinar la
estructura de la solucion de Pu = f en el origen, luego de Au = f.

Siu € z77LI(Ry) es tal que Pu = f con f € C*®(R,), entonces u €
C>(R4); esto es porque P es eliptico como operador en Ry. Pero u no es
necesariamente de clase C™ hasta la frontera (z = 0). Supongamos ademés
que f =0 a todo orden en x = 0.

PROPOSICION 4.1. En la situacion del pdrrafo anterior, u tiene una expan-
sion en x =0 de la forma

U ~ E qg,l,x“” log” =

s€specy (P)
Se<y

donde
specy(P) ={o: Py(c) =0}, Polo Zak

El punto de la proposicién es que por analogia, podemos ver los coeficientes
de esta serie formal potencialmente como los datos de frontera de u.
La proposiciéon es consecuencia del siguiente lema

LEMA 4.2. Sea Sy = {0 — il : Py(0) =0, So < 7}. Sea w € CX(Ry) tal
que w(t) =1 para t cerca de 0. La transformada de Mellin de wu es meromorfa

en C con polos en
S=J 5
=0

Segun el lema, la estructura general de M(wu) es

M Z Z ilg Vy+1 +hN(U)

cesS v= O
Jg>y—N
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donde hy es meromorfa en C con polos en So < v — N. Comenzando con la
férmula de inversién y usando el teorema de Cauchy obtenemos

(wu)(x) = % ( Z Z - :1<§VV+1 + hN(J)) do

Ro=v cES v=0
J¢>y—N
N .
N / .
= res(———) + — z'hy(o)do
qezs 1;) (0 =)+t 27 JRo=ry
Sc2y—N
S —id. . . 1 .
- Z Z#x“ 1og”x+2— x*“hn(o)do
seS  v=0 v T JRo=y

Como los polos de hy estan debajo de la linea o = v — N, vemos que el
término

L " hy (o) do

27 Ro=~
es igual a la integral a lo largo de So = v — N y de esto concluimos que este
término es de orden O(z™). Por lo tanto wu (y consecuentemente u) tiene la

estructura descrita en la proposicion.

DEMOSTRACION DEL LEMA. Tomamos w como antes y notamos que
wP(u) = P(wu) + (wP(u) — P(wu)) = P(wu) + [w, P](u).

El conmutador [w, P] es un operador diferencial de orden m — 1 cuyos coeficien-
tes se anulan cerca de 0 porque w aparece en cada coeficiente con al menos una
derivada. Por lo tanto, como u € C*°(R4.), P(wu) = fcon f=wf+[Puwlfe
C>(R,), f =0 a todo orden en z = 0 y f(x) = 0 para todo x suficientemente
grande. Estas propiedades de f implican que M( f) es entera. Usando la ex-
pansiéon de Taylor de los coeficientes de P y que z‘(xD,)*k = (xD, + if)Fz*
reescribimos P como

N
P(z,zD,) = Z Py(xD,)xt + 2Nt Py (z, 2D,).
=0

El punto es que cada Py es como P pero con coeficientes constantes (indepen-
dientes de x), un polinomio en zD,; los coeficientes de PNH si dependen de
x, son funciones de clase C* en R.

Aplicando la transformada de Mellin a ambos miembros de

N

Z P’ + eV Py (wu)(z) = f(x)

£=0
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obtenemos
(4.3) ZPg M(wu)(o + i) + M(PN+1(wu)( N(o+i(N+1)) = M(f)(a)

usando ( .3): los Py(o) son polinomios evaluados en o. En esta formula, el lado
derecho es entero. Como wu € z77LZ(R,), M(wu) es holomorfa en So > 7.
Por lo tanto Py(0) M(wu)(o) también es holomorfa en So > v, y

ZPL; M(wu)(o + il) + M(Pyi1(wu)(x))(o + i(N + 1))

es holomorfo en So > v — 1, mientras que M(Py 41 (wu(z)))(o 4 i(N + 1)) es
holomorfo en Yo > v — i(N + 1). En suma,

Z Pio w)(0 + i) = M(Py 1 (wu) (@) (o +i(N + 1))+ M(f) (o)

es holomorfa en So > v — 1. Reescribiendo (4.3) como
Py(o) M(wu) (o) = F(o)

vemos que aunque M(wu)(o) es holomorfa en So > v, Py(o) M(wu)(o) es
holomorfa en So > v—1y por lo tanto M(wu)(o) es meromorfa en Jo > v—1
con posibles polos en los ceros de py(o) contenidos en v — 1 < So < . (En un
momento veremos que M(wu) no puede tener polos en So = +.) Pero si M u es
meromorfa en So > v — 1, entonces F' es meromorfa en So > v — 2 con polos
en los ceros de Py(o + i) contenidosen y —2 < So <y —1,y

M(wu)(o) = Py(o) ' F(o)

es meromorfa en So > v — 2 con polos contenidos en los ceros de Py(o) en
v—2 < Qo < vy losde Py(o+1i) contenidos en y—2 < So < v—1. Continuando
de esta manera vemos que M(wu) es meromorfa en C con polos en los ceros
de Py(o) contenidos en So < 2, los de Py(o + i) contenidos en So <y —1,y
en general los de Py(o + if) contenidos en So < v — £. En cada paso hay un
desplazamiento en —i unidades y una divisién por Fy. el desplazamiento corre
los polos anteriores en —i, y la divisién por Py potencialmente anade polos en
la region a la cual M(wu) esté siendo extendida. O

Continuando con P como antes, sea A = x~™P. El problema ahora es
analizar la naturaleza del espacio

Dimax = {u €z "LE(Ry) : Au € 27 "L (Ry)}.

Si Au = f con f € a7 VLZ(Ry), entonces Pu = z~ "™ L2(R,). En cierto
sentido, Pu se anula en x = 0 hasta cierto orden, ya no orden co. Por elipticidad
obtenemos que si ¢ € C°(R4), Yu € H™(R,). Por lo tanto si w como antes,
entonces [P,wju € H'(R,); esto usa la regularidad de u, que [P,w] es un
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operador diferencial de orden m — 1 y que sus coeficientes se anulan cerca de 0
y para todo x suficientemente grande. Por lo tanto para analizar u cerca de 0
basta con analizar wu. Los calculos sobre la estructura de M(wu) en la prueba
del lemma valen en la regién So > v — m sin cambio y llevan a que

M(wu Z Z _ u+1+h(‘7)

ceS v= O
J¢>y—N

con h holomorfa en So > v — m. La transformada inversa de Mellin lleva a

Z Z x' log” = + 2— z'h(o) do
seS v=0 Ro=y—m+e
[e>y—m

con cualquier € > 0 en la integral. Denotemos

Z Z Y 2% log” .

sesS v=0
Je>y—m
El analisis en la prueba del lema lleva a que Pug = O(x~7t™~¢) para cualquier
€>0.S1SN{o:S80c =+ —m} = (0 entonces uno puede probar que Puy =
O(x=7+m+9) con § > 0 suficientemente pequeno. Si esa interseccion no es vacia,
uno puede anadir a ug un término extra de la forma

> Z ,/l o' log” @

GES v=0

<S"/m

para obtener qua P aplicado a la expresion resultante es de orden O(z=7Tm+9),
Redefiniendo ug si es necesario para incluir esta correccién, tendremos que
wPug € 77T L2(R,) y por lo tanto

Awug € 27 TLE(RY)

El error u; = wu — wug también pertenece a Dy,1¢, pero porque tiene trans-
formada de Mellin holomorfa en So > v — m (resulta de analizar el término
con h y la posible correccion), es mejor que up: existe una sucesion ¢, 02 ; tal
que p,u — u1 'y Ap, — A(u — ug) (ambos limites en ~7LZ(Ry)) cuando
v — oo. Para probar esto necesitamos tecnologia que no hemos desarrollado
atn en estas notas (ver por ejemplo Gil y Mendoza [21]).

Terminamos la seccién conectando con operadores diferenciales ordinarios
en R, sin singularidad en 0 (operadores elipticos “clasicos”):

m
A= Z akDI;
k=0
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con a; € C*(R,). Definimos P = ™A de manera de tener A = z~™P como
antes, y tratamos de entender P como b-operador. La formula

(4.4) #*DF = pr(xD,) con prp(o) =c(o+1i)...(c +i(k—1))

es facil de probar (los coeficientes de este polinomio estan relacionados con los
nameros de stirling). Con ella,

m
P = Z arz™ *or(xD,),
k=0

por lo tanto el polinomio Py en la Proposicion 4.1 es an(0)om (o). Como
am(0) # 0, el conjunto spec,(P) es {0, —i,—2i,...,—(m — 1)i}, el conjunto
So es {—ik: —k <~} Nspecy(P), y

S={—ik:keZo k<, eNy st.k+0c Sy}

Segtin la proposicion, si Pu = f con f de clase C* en R, y f = 0 a orden
infinito en 2 = 0, entonces u tiene una expansiéon en z‘log” x. Un analisis
mas detallado en este caso muestra que todo los polos de M(wu) son simples,
asi que en realidad no hay factores logaritmicos en la expansién de u. En
general, la expansiéon comienza con la primera potencia no-negativa > . Si ~y
es suficientemente negativo Sy, y por lo tanto S, son vacios, y M(wu) es entera.
De esto resulta que u se anula a orden infinito en z = 0. También si u tiene
datos de frontera nulos (D%u(0) =0, ¢ =0,...,m—1) (y f = 0 a orden infinito
en z = 0) concluimos que M(wu) es entera y por lo tanto que u se anula a orden
infinito en 2 = 0. Con esta técnica, incluso si f = 0 solo esto (y la regularidad)
podemos concluir. En este respecto la teoria de ecuaciones ordinarias usual es
més refinada que la teoria que obtenemos usando solo transformada de Mellin.

5. Valores de frontera: en general

Probaremos ahora la Proposicion 3.2. En el caso de M la definiciéon de
transformada de Mellin sigue siendo unidimensional, una integracion cerca de
la frontera a lo largo de las fibras de una vecindad tubular de la frontera de
M.

Recordemos el contexto. X es una variedad compacta (sin borde), M C X
es una subvariedad de X de la misma dimension, con borde ). La densidad en

M sera de la forma

1
my, = —m
x

con m una densidad en X (restringida a M para definir m;). El espacio base es
L? respecto a la medida m;,. La notacion, como la que ya usamos, es L? (M) (o
L?(M; E) si se trata de secciones de un fibrado £ — M, pero para simplificar
la notacion omitiremos E). Consideramos dadas la funcion = : X — R como
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en (2.3) y el campo vectorial (2.4) tales que Xx = 1 cerca de ). Los espacios
x7 VL2 (M) se definen como antes, con la norma

lullo-~rz = [la7ull Lz
La relacion entre L?(M,m) y estos espacios es

L2 (M,m) = 2~ 2L2(M).

/|u|2dm=/ /202 dmy
M M

muestra que u € L?(M) <= u € 27 Y2L2(M) y que |ju|p> = l[ullo-1/2p2-

Definimos la vecindad tubular tomando ventaja del campo vectorial X.
Usando la compacidad de ) obtenemos un niimero € > 0 tal que para cada
q € Y, la curva integral ¢(t,q) de X con 9(0,q) = ¢ existe para [t| < € y el
mapa (—¢,¢) x Y — X definido por 1 es un difeomorfismo. Podemos suponer
¢ tan pequefio que Xa = 1 en la imagen de [0,e) x ) por ¢, y por lo tanto esta
imagen es el conjunto U = {p € M : z(p) < }. Esta es una vecindad tubular
de Y en M. Como 9 es un difeomorfismo [0,e) x J — U, cada punto p en U
corresponde a un unico (t,q) € [0,¢) x V. Escribimos 7(p) = ¢ y notamos que
t = z(p).

La densidad m; transferida a [0, &) x ) tiene la forma f%a: ®m*my, en donde
my es una densidad determinada por m; y f es una funcion de clase C*> en U
con f=1en ).

Tomamos ahora w € CZ°(R) con soporte en |t| < € y w(t) = 1 cercade 0. La
restriccion a M de la composicion w oz (escribimos w(z), a veces simplemente
w) tiene soporte en U.

En el caso escalar, si ¢ € C*°(M), definimos M(p) por

M(¢)(p, o) = / el (o) (.0 e

x
con Jo > 1/2 para asegurar integrabilidad. En otras palabras, esta es la trans-
formada de Mellin a lo largo de las fibras del mapa 7. Estamos incluyendo la
funciéon w como parte de la definicién de M.

En el caso de secciones de un fibrado vectorial £ — M con métrica Hermi-
tiana h, tomamos una conexion auxiliar V que preserva la métrica. Tomamos
un marco de referencia, 7, ...,7,, de E en un entorno V C ) de qp € ). Exten-
demos este marco a uno, denotado igual, en 7~1()) usando transporte paralelo
a lo largo de las curvas integrales de X, o sea, Vxn; = 0. Si ¢ es una seccion
de clase C* de E sobre m~'(V), entonces ¢ = > p;n; con ciertas funciones
¢;, y definimos

En efecto,

M(p)(p, o) = ZM(%‘)(M a)n; (p),
de nuevo con Jo > 1/2. ]



5. VALORES DE FRONTERA: EN GENERAL 99

Siu € z77L(M; E), entonces M(wu) € L2((R+1iv) x V; Ey), M(wu)(q, o)
es holomorfa en So > 7, y

(wu) (¥, p)) = —

— / ' M(wu)(o, p) do.
2m So=vy

Supongamos ahora que A es un operador diferencial eliptico (hasta la fron-
tera) definido en M con coeficientes de clase C* hasta la frontera. Para alige-
rar la notacion supondremos que A es un operador escalar. Cerca de cualquier

punto pg € YV, en coordenadas x, Y1, ..., Yn_1,
A= Z ak,a(xay)D];D;
k+|al<m

con ay, de clase C* hasta x = 0. La elipticidad es la condicién
Z ar.o(z,y)E8 N es invertible si (¢,7) # 0.
k+|al=m

En particular, tomando n = 0 y x = 0 tenemos que

(5.1) ak,o(0,y) es invertible.
Escribimos P = 2™ A. En coordenadas x,y1, ..., yn—1 cerca de algin punto en
oM,

P= > 2" *ayu(z,y)er(xD,) Dy
k+|al<m
con los gy como en (4.4). Usaremos también la expansion de Taylor en z = 0
a primer orden del coeficiente a,, de P para obtener

(5.2) P =amo(0,y)pm(zDs)

2o (@ Ypm (@D2) + D 2™ (ara(0,9) +xay (2,y)) or(@Da) Dy
k+|al<m
k<m
La segunda linea es z() donde @ es un operador diferencial de orden m definido
cerca de z = 0.

Tomemos ahora u € x~'/2LZ(M) tal que Au = f con f € z='/2LE(M).
Esto es, u € Diax. Como 4 es eliptico, u € H” (M), lo cual quiere decir que
pu € H™(M) si p € C°(M). Escogemos w € C*°(R). Entonces (1 —w(z))u €
H™(M), y por lo tanto A(1 —w)u € 2~ /2L2(M) y deducimos que wu € Dy
Habiendo arribado a este punto, podemos tomar la trasformada de Mellin de
wu. También podemos calcular la transformada de 2™ Au (y de Au, pero ese
lo dejamos de lado). Como Awu € x~V2L2(M), M(Pu)(y,o) = M(h)(y,o)
es holomorfa para So > 1/2 —m y M(Qu)(y, o) es holomorfa en So > 1/2.
Usando la descomposicion de P en (5.2)

M(Pu)(y, o) = am,0(0,y)pm (o) M(u) + M(2Qu)(y, o)
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Pero
M(zQu)(y,0) = M(Qu)(y, o + )

es holomorfa en 3o > 1/2 — 1. Lo cual dice que

(5:3) am.0(0,¥)pm () M(u) = M(h)(y, o) — M(Qu)(y, 0 + i)

es holomorfa en So > 1/2—1, y que @, (0) M(u) es meromorfa en So > 1/2—1
en ese conjunto (y holomorfa en So > 1/2). Pero entonces el lado derecho en
(5.3) es meromorfo en o > 1/2 — 2, y por lo tanto el el lado izquierdo, de
lo cual concluimos, gracias a (5.1), que E;,(0) M(u) es meromorfo en Jo >
1/2—2. Continuando de esta manera (induccion) encontramos que @, (o) M(u)
es meromorfa en So > 1/2 — m. Después de esto no podemos concluir nada
porque no hay garantia que M(h)(y, o) sea holomorfa para valores de o con
So <1/2—m.
Los polos de M(u)(y, o) son los ceros de @, (o),

0, —i, —2i,..., —(m—1)i.

En este proceso hemos dividido por am, 0(0, y)pr (o) un namero de veces lo cual
lleva a la presuncion que M(u)(y, o) tiene polos de orden més alto que 1. Sin em-
bargo, esto no es asi. Los demés términos en P contienen factores g,,—(zD,)
que cancelan los excesivos polos, con el resultado final que M(u)(y, o) solo tiene
polos simples.

PROPOSICION 5.4. Si u € Dpax, entonces M(u)(y,o) es, para cada y,
holomorfa en {o : So > 1/2} y meromorfa en {o : So > 1/2 —m} con polos
simples en los ceros de ©.,(0)

Los residuos de M(u)(y, o) son proporcionales a los coeficientes de Taylor
de u a lo largo de x = 0.

Podemos decir algo mas sobre la regularidad de u € D4, gracias al Teo-
rema [X.3.3 (ver (IX.3.2)), porque P = ™A es un operador e-eliptico (ver la
Seccion 1X.3 y el argumento en conexion con X.2.1)

Siu e L>(M;E) y Au € L*(M;F), entonces para cualquier en-
tero 0 < k < m y cualesquiera campos vectoriales Xi,..., Xy €
(5.5)  C®(M;TM), k < m, que se anulan a lo largo de Y,

X1,..., Xpu € LA(M; E).
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Esto implica la regularidad de u en el interior de o __, /2
M, la asercion u € H{” (M; E). También implica
que xFu € H*(M; E), porque la aplicacion de a lo So=3/2 H'
sumo k campos vectoriales arbitrarios a z*u pro-
duce un elemento de L?(M; E). Esto implica que
M(u)(o), como seccion de Ey, tiene regularidad de
Sobolev de orden k si So = k + 1/2, porque

(56) M(xku) (U) = M(u)(o + Zk) Las lineas punteadas, So=

const., indican regularidad fija.

Por interpolacion,
M(u)(o) € H¥3V2(Y; Ey)si1/2< 3o <m

Las formulas que usamos para obtener la extensiéon meromorfa disminuyen
regularidad en 1 cada vez que son usadas. De esto deducimos la validez de
(5.6) para 1/2 — m < Qo < 1/2 + m siempre y cuando ¢ no sea un polo de
M(u). El producto (o + ik) M(u)(o) tiene la misma regularidad que M(u)(o)
fuera de los polos. Tomando 0 < k < m — 1, el limite
lim (o + ik) M(u)(0)

o——1ik

So=—k
existe.

Esto prueba:

Res(M(u); —ik) € H-Y*7%(; Ey).

No es posible probar sin méas informacién que la regularidad es mejor que
esto. Pero si sabemos que u € H™ (M), entonces Res(M(u); —ik) s un elemento
de H™1/ 2=F(Y; Ey), porque los residuos son las trazas excepto por factores
numéricos.

Usando (3.5), reconstruimos las trazas de u hasta orden m — 1 como el
polinomio

~i' 3 Res(M(u)(1): )"
(=0

Si u es suficientemente regular hasta el borde, este es el comienzo de su expan-
sién de Taylor en la variable normal. Las condiciones de frontera son condicio-
nes sobre los coeficientes de este polinomio, o, si uno quiere, sobre el polinomio
mismo.

6. Problemas de frontera clasicos

Continuamos con una variedad X arbitraria, densidad suave m, fibrados
vectoriales F, F — X con métrica Hermitiana y una region M C X compacta
con frontera Y de clase C'™; esta frontera es una variedad cerrada (compacta
sin borde). Fijamos una funciéon definidora de ), positiva en M y un campo
vectorial X con Xx =1 cerca de ).
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Tomamos un operador diferencial eliptico A € Dif™(X; E, F).

Si u € H™(M; E), podemos organizar las trazas de u hasta orden m — 1
en conjunto como una seccién del fibrado ES™ = 2”:_01 Ey, donde Ey es
notacién para la parte de E sobre ). Escribimos

You
U = :

TYm—1U

Una condicién de borde pseudolocal sobre u es una condicién sobre yu de la
forma

m—1

(6.1) Byu=> Byu=g, Bye W (V;Ey,q),
=0

donde G — Y es otro fibrado vectorial sobre Y,y g € Hm_l/z_”(y; G).Siue
H™(M; E), entonces, como ya vimos (Corolario 2.5), you € H™¢=1/2(Y; Ey),
consecuentemente B,y,u € H™ /277(Y;G). El ntmero v no es importante:
podemos componer cada B, a la izquierda con un operador pseudodiferencial
invertible de orden —v para cambiar v a lo que nos convenga. Supondremos
entonces que v =m — 1/2,

(6.2) B, € U2 By, G)

y que g € H(Y; G).
El problema de frontera clasico para A € Dif""(M; E, F) con condicién de
frontera dada por B es:
(6.3)
Dadas f € L>(M; F) y g € H™*~1/2  encontrar u € H™(M; E) tal que

Au=f en M
Byu =g sobre ).

Los operadores %, pueden ser en particular operadores diferenciales en lugar
de pseudodiferenciales: B, € Difl'_é(/\/l; Ey,G), pero supondremos que son
pseudodiferenciales para mantener, por pura conveniencia, la convencién que
v =m—1/2. Por ejemplo, en el caso del Laplaciano, m = 2, las trazas relevantes
de una solucién son ygu y y1u. Con By = I y B = 0 la condicion de frontera es
la condicién de Dirichlet, mientras que By = 0y B = I lleva a la condicién de
Neumann. Otra condicién clasica es By = ay B = bcon a, b # 0, posiblemente
funciones en ) y no meramente constantes.
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El problema principal es probar que hay solucién en el sentido 6ptimo
siguiente. El operador

Pu

Bryu ®

L?(M; F)
| <
Hmfufl/Z(y; G)

H™"(M;E)>uw— [

tiene niicleo de dimension finita, y rango cerrado de codimension finita. En
otras palabras, es Fredholm.

La estrategia para confrontar el problema es usar una parametriz F de A
para convertir el problema en M en uno puramente en ). Extendemos f al
complemento de M como cero, denotado x f, donde x es la funcién caracte-
ristica de M (esa extension ya es suficientemente buena). Si BA = I — Ry,
AB =1 — Rp en X con operador integrales Ry, Rp con nucleo de clase C*,
restamos By f de la solucién que buscamos. Esto convierte el problema ori-
ginal en uno donde el lado derecho de la ecuacion diferencial es 0: buscamos
u' € H"(M; E) (v =u— Byxf) tal que

{Au’:O en M

6.3
(6.3) Bu' =g sobre )

con g’ = g —ByBxf. Entonces u = t(u + Exf) es la solucion del problema
original. Aqui ¢ denota la operaciéon de restriccién a M. El lado derecho en
Au = 0 no es realmente 0, sino Rpyf. Esto no importa porque Rp es suavi-
zante. Notemos que como xf € L*>(M;F), Bxf € H™ y por lo tanto yBxf
esté bien definido.

7. El proyector de Calderén

Continuamos con la notacién de la secciéon anterior. Estamos interesados en
le problema (6.3'); escribimos u y g en lugar de v’ y ¢’. Las siguientes secciones
estan basadas en el Capitulo 5 de [13]. Extendemos u, la solucion putativa de
(6.3") como 0 al complemento de M y denotamos la extension como xu (si u
esta definida en un entorno de M, vemos x como la funcién caracteristica de
M). Calculamos también Au, un elemento de C°°(M; F) (o de L?*(M; F)); su
extension como 0 es yAu. La diferencia

(7.1) A(xu) — xAu = Ayu

depende solo de los valores de borde de u y sus derivadas normales hasta orden
m — 1, y de hecho es un operador de la forma
(7.2)
Vo
A:Coo(y;yE@m)BV: — Z DI;(S@AMWEC_OO(M;F)
k+e<m—1
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donde Ay € Dif™ " F="1(y; By, Fy). En esta formula,
0=Xyx

es el resultado de aplicar el campo vectorial X a la funcion x en el sentido
distribucional. R
Siu € H™(M; E), Ageyeu € HFY/2(Y; F). Notemos que

m—1
y E@m @ o y Ey
k=0

Supongamos que Au = 0 y apliquemos la parametriz B a ambos lados de
(7.1). Obtenemos

xu — Rixu = Bflfyu.
Restringiendo a M y reorganizando,
(7.3) u = tRyxu+ tBAvyu.

2 . s ’ . o
Esta formula da u si conocemos yu — modulo el término tRrxu el cual con-
sideramos como un error de clase C* y por lo tanto ignoramos. En la misma
formula, aplicando -, obtenemos

(7.4) yu =~ tRryu + v tBAyu

El operador
€ =ytBA: C®(V;E5™) — C®(V; E5™)
es el proyector de Caldero6n.

Un comentario antes de continuar. En la definicion de €, Av es una dis-
tribucién con soporte en ), en particular, si no es cero, no es un elemento de
L2?(X; F) (en general es un elemento de H*(M;F) con s < —n/2 —m + 1 si
velC™®Y; Ei‘fm)). Por lo tanto BAv no necesariamente pertenece a H™(X; E),
por ejemplo, y no esta claro que tenga trazas. Sin embargo, tiene:

PROPOSICION 7.5 (Chazarain-Piriou [13, Capitulo 5, Teoremas 2.4 (i) y
2.5]). Si B es la parametriz de un operador diferencial eliptico y w es una
distribucion con soporte en Y, o es la extension por 0 de una funcion C*
en M, entonces Bw tiene trazas de todo orden en ) desde M (y desde el
complemento de M ).

La hipotesis que B es una parametriz de un operador diferencia asegura que
la expansion del simbolo total de b en suma asintotica de términos homogéneos
consiste de términos que son expresiones racionales en la variable &.

En base a la proposicion, € esta bien definido.

LEMA 7.6. El proyector de Calderén es una proyeccion pseudodiferencial:
esto es, €2 — € es un operador integral con micleo de clase C>.
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DEMOSTRACION. Que € es una matriz de operadores pseudodiferenciales
es consecuencia de la Proposicién 7.7, que no probaremos. Lo que si probaremos
es que € es esencialmente una proyeccion, calculando directamente partiendo
de €2 = v tBAy tBA. Expandimos Ay tB de acuerdo a la definicion de A:

AytB = AxtB — yAtB.
En esta formula, el término x A t B significa calcular A tB en /\O/l7 luego extender.
Como A es un operador diferencial, es local y At = tA. Entonces AtB =
tAB = (I — Rp), y finalmente YAtB = x(I — Rp). El término Ax tB es
simplemente AxB, asi,
AytB = AxB — x(I — Rp).
Aplicando esto a A obtenemos

AytBA = AxBA — x(I — Rp)A.

En el segundo término, I A significa mirar A en /\o/l, y extender por 0. Como
A produce deltas y derivadas en la frontera, es 0 en el interior. Por lo tanto
xIA = 0. Y RpA toma cualquier seccion distribucional de ES‘?m y produce
una secciéon suave de F' que podemos multiplicar por x sin ningtn problema.
Aplicando ahora B a la izquierda en ambos lados obtenemos

BA~ytBA = BAYBA + ByRpA
= (I — R))xBA + BxRpA
= xBA + (BxRpA — RiyBA)

Finalmente, aplicando vt a la izquierda en el primer y ultimo miembros de
esta cadena de desigualdades llegamos a

v tBAytBA = v tyBA + v t(BxRpA — RixBA)

El primer término a la derecha es €, el segundo es un operador integral con
niicleo de clase C°. ([

Gracias a la estructura de Ei‘fm podemos ver € como una matriz m x m
de operadores €, : C°(Y; Ey) — C®(V;Ey), k, =0...,m — 1. Usando la
descripcion de A en (7.2),

3
L
3
&
L

Vi tB Di(s & Ajﬂ}g,
i ,

o
&~
I
o
<
I
o

y de esto resulta

m—1m—~—1

Cpe(v ktBZ Z D5 ® Ajpv.
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Los operadores €, ¢ sin operadores pseudodiferenciales. Esto es consecuencia
de

PROPOSICION 7.7 (Chazarain-Piriou [13, Capitulo 5, Teorema 2.4 (ii)]).
Si B € U4(X; F,E), entonces
C*®(V; F) > w— vB(d ®@w)
es un operador pseudodiferencial, un elemento de V*T1(Y; Fy, Ey).

COROLARIO 7.8. El operador €, ¢ es un operador pseudodiferencial de or-
den k —¢.

8. La condicion de Lopatinski-Shapiro

El proyector de Calder6n es una matriz de operadores de varios 6rdenes.
Para reducir las préoximas cuentas al calculo standard de operadores pseudo-
diferenciales, “arreglamos” € de manera que sea una matriz de operadores del
mismo orden y consistente con su accién sobre columnas de secciones de varios
ordenes. Sea A®, para cada s € R, un operador pseudodiferencial invertible de

orden s. Sea A la matriz con diagonal A~™T+1/2 ¢ =0, ... m—1:
A—m+1/2 0 e 0
0 A7m+3/2 L 0
A =
0 0 ... A1

Entonces A envia L?(Y; ES™) en @Z:OI H™==1/2(y; Ey), el dominio que que-
remos (y necesitamos) para €. Definimos € = A~!€A. Las componentes de €’
son
Qt;ﬁ’[ _ Amfk71/2¢k,€Afm+€+1/2
el cual vemos que es un operador pseudodiferencial de orden 0, gracias al Co-
rolario 7.8.
Cambiamos también el operador B:

B = BA
Asi, si w € C(Y; ES‘?mL
m—1
(8.1) B'w =Y Blwy, B, =BA "2V Ey,G),
£=0

La formula (7.3) produce la solucion de (6.3") si yu satisface la condicion
de frontera. En esa formula, aplicando -y obtenemos (7.4), que ahora escribimos
como

yu = v tRyxu + Cyu.
Como ~ tRyxu es suave independientemente del comportamiento de w, igno-
ramos ese término. La condicién de frontera requiere B€yu = g € L2(Y; G).
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Considerando «yu como incognita v, por ahora solo una distribucién, un ele-
mento de C~>°(Y; Ei‘?m), la condicién es

BCw=g, w=Alv.

Esta es una ecuacién pseudodiferencial. La existencia de una solucién v para
cada g modulo errores en C*°(M; F) esta garantizada por la existencia de una
parametriz a la derecha: Si Q € U0(Y; G, ES™) es tal que

B, =1-Rp
con R € U~°(Y; ), tomamos
v=AQpg, u= tBAv.
Entonces B€v = BAA1E€AQpw = g y tenemos, en M,
AtBAv = tABAv = ¥(I — Rp)Av = — tRpAAQpg € C®(M; E)

By tBAv = BEAQLg = g — Rpyg.

Una condicién suficiente para la existencia de Qp es la sobreyectividad del

simbolo de B’€¢’. En este caso, el operador
(%/6/) (%ICI)*
tiene simbolo biyectivo, esto es, es eliptico, y si 20 es una parametriz de este
operador, entonces
Qp = (B’ W

es una parametriz de B'€’.

Describimos ahora la condicion de sobreyectividad del simbolo principal de
B'€’ en términos topologicos.

Es inmediato que €’° — € es un operador en U (Y; E%m). Esto implica,
debido a la formula del simbolo principal de una composicion (ver la Proposi-
cion I11.8.4 para la version local), que

¢(€) = a(€) () : BS™ — ES™, £ €TV, p=n(§)

es una proyeccion (esta vez exactamente): ¢’ 2o ¢ (€). Esta proyeccion depende
de manera C*° de £ € T*), y como consecuencia, las imagenes

I =a(€)€)(E,), £€T*Y, p=n(f)
son las fibras de un subfibrado vectorial
| R )

de clase C*° del fibrado vectorial End(7*E™) — T*M (ver el final de la
seccion 11.10).



108 IV. PROBLEMAS DE VALORES DE FRONTERA

La condicion de sobreyectividad de o (B’€’) es entonces la sobreyectividad
de la restriccion de a(B')(€) a Te — G, (p = 7(£)) para cada £ € T*Y. El
homomorfismo

b=0(®B)|.: T -G
es sobreyectivo en cada fibra.

Para unicidad—o al menos unicidad modulo un espacio de dimension finita,
suponemos inyectividad de b fibra por fibra. Si este es el caso,

G
bE) @), o, T
[(1 - c’({))] . E‘SB - Ejég'm? P= (6)

es inyectivo para todo € € -). Este es el simbolo principal (jde orden cero!) del
operador pseudodiferencial
B ol 0 Sm dm
"p— |:(1¢I):| € v (y7Ey 7G@Ey )
En este case, la inyectividad del simbolo principal de P implica que P* o P es
eliptico, y por lo tanto tiene una parametriz a la izquierda. Componiendo esa

parametriz con §* terminamos con una parametriz de P: Hay Q7 € ¥O(V; G @
E%m,Egm) vy R1 de orden —co tal que

Qlom:]—ml.

Supongamos que u € H™(M; E) resuelve (6.3') con ¢’ = 0. Afirmamos que
entonces

(8.2) PA'yu € C*(V; ES™, G & ES™).
En primer lugar,
B oA lyu=BoCyu=9g=0

por hipotesis. En segundo lugar, (I — €)yu € C*°(Y; Ei‘?m) si f =0, ya que si
f = 0 podemos escribir (7.4) como

yu — €yu = v tRyxu,

y el lado derecho siempre es un elemento de C*°(Y; Ei‘?m) De (8.2) obtenemos,
por un lado,
QPA " yu € C2(V; ES™),
por otro
QrPAyu — Riu = yu.
Como el lado izquierdo es de clase C*°, el lado derecho también lo es.

La condicién de Lopatinski-Shapiro es la invertibilidad de b. Como vimos,
la sobreyectividad de b implica existencia (modulo C'*°), mientras que la inyec-
tividad implica unicidad moédulo C*°.

Usando los operadores 9Qr, 1 y la reducciéon de f arbitrario a f = 0 para
ir de (6.3) a (6.3') obtenemos:
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TEOREMA 8.3. Si el problema (6.3) satisface la condicion de Lopatinski-
Shapiro, entonces
Pu L?(M; F)
(8.4) H™"(M;E)>uw— [% u] € @
0 Hm—u—l/Q(y; G)
es Fredholm.

La condicion de Lopatinski-Shapiro es una una condicién global.

9. La obstruccion de Atiyah-Bott

El proyector de Calderon para el problema de frontera (6.3) es un objeto
determinado por A sin referencia a la condicién de frontera. Por lo tanto, el
subfibrado vectorial T' — T*) de W*ES‘?’" cuyas fibra en £ es o (€')(§) también
es un objeto asociado directamente a A, sin referencia a la condicién de frontera
(la escogencia del operador A es inocua). La condiciéon de Lopatinski-Shapiro,
que

b= U(!B’)|F I - 7*G
es un isomorfismo, evidentemente implica que I' es isomorfo a 7*G.

Por lo tanto, si A (siempre eliptico) es tal que A no es isomorfo a 7 para
ningtn fibrado G — ), entonces A no admite una condicion de frontera que
lleve a un problema bien planteado. Esta es la obstruccién de Atiyah-Bott.

Si la condicion de Lopatinski-Shapiro no puede ser satisfecha, siempre es po-
sible imponer una condicién de frontera de caracter global pero no pseudolocal.
Condiciones de este tipo se conocen como condiciones de Atiyah-Patodi-Singer.






Capitulo V

Teoria de Hodge

1. El problema

La teoria de Hodge es un esquema general que establece, bajo ciertas con-
diciones, una relacién entre la cohomologia de un complejo eliptico y el espacio
nulo de ciertos operadores asociados, llamados Laplacianos de Hodge. Hodge
desarrolld su teoria en el contexto del complejo de de Rham. Los elementos
esenciales no dependen del complejo en particular, solo de la elipticidad. Hoy
en dia llamamos teoria de Hodge a la teoria general. El marco general es el
siguiente.

Un complejo de operadores diferenciales en una variedad X (compacta o
no, con o sin borde) consiste de fibrados vectoriales E? — X, ¢ = 1,...,E",
y una sucesion de operadores diferenciales de primer orden (podria ser mas
general)

(1.1) 0— C®(X; E%) 2% 0®(X;BY) — -
o A, o
e CF(X BT S (X ET) = 0
(usamos C’é’o()% ; E7) porque por ahora no excluimos la posibilidad de que X
tenga frontera no vacia) con la propiedad A,11 o A, = 0 para todo ¢. Esta
condicién es equivalente a pedir que la imagen, BY, de A,_1 esté contenido en

el espacio nulo, Z%, de A,41. El problema fundamental es la determinacién de
la cohomologia del complejo, esto es, los espacios

HY =Z%/B%, ¢q=0,...,r

Hay varios puntos de vista acerca de la relevancia de estos espacios. Una, como
obstruccion al problema analitico de la resolubilidad del problema

(1.2) Dada f € C*(X;E7) con Ay41f = 0, hallar u € C®(X; EY) tal

que Aqu = f.
Al intentar encontrar una solucién de la ecuacion, notamos que si esta existe,
entonces necesariamente A, f = 0. Por esto esa condiciéon se afiade de entrada
al planteamiento del problema. Claramente, la solucién no existe si f ¢ By, y
por lo tanto, la no trivialidad de H? es la obstruccién a la existencia de una
solucion del problema (1.2) para f arbitrario (con A441f = 0). La no trivialidad
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de HY esta ligada a propiedades topoldgicas de X’ y aspectos analiticos a veces
muy sutiles. En la relaciéon con la topologia de X yace, desde otro punto de
vista, la importancia de los espacios de cohomologia.

En lo anterior el contexto fue cohomologia en espacios de secciones de clase
C°. Pero también uno puede confrontar el problema en el sentido distribucio-
nal, cambiando los espacios C*°(X; E?) por C~°(X; E?) obteniendo asi otro
complejo. Discutiremos cohomologia en el contexto de espacios L2.

En general, la condicién A441 0 A, implica o(Aq41) (&) oo (Ay)(€) = 0 para
todo & (solo & # 0 es relevante). Por lo tanto, para cada € € T*\0 hay un
complejo

0 B0 2@, g1y et D@, g = (e,

x

La elipticidad del complejo original es la propiedad que este complejo de sim-
bolos es exacto para cada & € T*X.

El caso més sencillo del Teorema de Hodge ocurre cuando X es una variedad
cerrada (esto es, compacta sin borde) y el complejo es eliptico. Fijando una
densidad positiva en X y productos Hermitianos en cada uno de los fibrados
E1, definimos espacios L? de secciones de esos fibrados y el adjunto formal Ay
de A,. Los Laplacianos del complejo son los operadores

O = AZAg + Ag 1 ALy

La elipticidad del complejo es equivalente a la elipticidad de cada uno de estos
operadores (ver Proposiciéon 4.1), por eso la nomenclatura.

TEOREMA 1.3 (Hodge). En el contexto del pdrrafo anterior, H? es cand-
nicamente isomorfo a ker ;.

Para la demostracion, ver la Secciéon 6 mas abajo. Desde le punto de vista
puramente en analisis global, el problema principal es la validez del teorema si
X no es cerrada.

2. Ejemplos: estructuras involutivas

Los dos complejos més comunes son el complejo de de Rham y el complejo
de Dolbeault, ambos introducidos en el Capitulo II. Hay un esquema general,
ver Treves [76], que incluye ambos y muchos otros de interés, como sigue.
Suponemos dado un subfibrado involutivo ¥V C CT'X. El complejo es similar a
los complejos de de Rham y Dolbeault en cuanto a que los fibrados vectoriales
asociados son la potencias exteriores del fibrado dual de V (usamos el dual del
conjugado de V por consistencia con la tradicién en el caso de una variedad
compleja X, donde /\O’lX es el dual (més bien, isomorfo al dual) del conjugado
de TH°X), y a que los operadores estén definidos de manera similar: definimos

D: C°(X; AV*) — 0= (X A7)
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como sigue. Si ¢ € C“(X;/\qv*) y Xo,..., X, son campos vectoriales con
valores en V, esto es, elementos de C*°(X; V), entonces

(2.1) Dp(Xo, ..., Xgr1) = (Zij,b X1, Xy Xy)
0<5<q
+Z¢ Al Xl,...,ij...,ka...,Xq)).
0<j<k<q

Recordemos que el " indica que el item se omite. En esta formula, la involutivi-
dad de V se usa en la segunda suma. En el caso de una funciéon f, la definicién
lleva a

DHX) =X, X eO®X;V),

lo cual dice que Df es el elemento de V* obtenido de df por restriccion a V.
Estoes,sit:V — CT'X es lainclusiéon y ¢ : T*X — V* el mapa dual, entonces

Df = /*df.

Probar que Do D = 0 exige algo de paciencia. Suponiendo este hecho,
obtenemos el complejo

0— C™(X;C) B o= (X, \'VY) —
L= OGN TV B e NV =0

Este esquema incluye el complejo de de Rham, el complejo de Dolbeault (con
p = 0 pero es facil adaptarlo a p arbitrario), y los complejos CR. Estos tltimos
son generalizaciones y abstracciones de un tipo de complejo que aparece na-
turalmente en hipersurpeficies reales en C" o en general variedades complejas
como parte del estudio de propiedades de mapas holomorfos entre abiertos con
frontera suficientemente regular (esta es la hipersuperficie) de estas variedades.
Llevados a un segundo nivel de abstraccion, esos complejos han sido objeto de
mucho estudio, particularmente en conexién con el problema de resolubilidad
local, el problema:

Dado p € X y f una seccion de ATV* de clase C> definida en un

entorno U de p tal que Df = 0, encontrar una seccion u de A? V*

definida en un entorno U’ C U tal que Du = f en U’.
Este problema (la regularidad no es importante) tiene solucién en cualquier
grado p para el complejo de de Rham (en ese contexto es el Lema de Poincaré) y
para cualquier (p, q) en el caso del complejo de Dolbeault (el Lema de Poincaré-
Dolbeault). Pero hay ejemplos de complejos en los que el Lema de Poincaré
falla, o falla en ciertos grados y no en otros. El caso de complejos elipticos en
general no esta resuelto, mas si en el caso de complejos elipticos en la categoria
que estamos discutiendo.
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Una particularidad del complejo asociado a un subfibrado V es:
Sige C®(X; /\"V*) y e C®(X; /\”’V*), entonces
D(¢p A1) = (Do) A+ (—1)%¢ A Dip.

En particular si f : X — C es una funcion de clase C>® y ¢ € C°(X; /\”"V*),
entonces

(2.2)

D(f¢) = fD¢ + D(f) A ¢.
En particular, D es un operador diferencial de orden 1, segtin la Definicion
I11.11.4.

PROPOSICION 2.3. El complejo D es eliptico si y solo si V +V = CTX.
La suma V + V no es necesariamente directa.

DEMOSTRACION. Sea £ € T*X. La relacion rgo(D)(€) C ker or(D)(€) es
valida porque D o D = 0 implica lo mismo a nivel de simbolos. Para relacionar
elipticidad con la caracterizaciéon de la proposicion, calculamos el simbolo prin-
cipal de D, explicitamente (temporalmente usamos subindices para mantener
la pista del grado) usando (I11.11.5). Tomamos £ € T;OX y f: X — R de clase

C* con df (pg) =&. Con ¢ € C=(X; /\’JV*) tenemos
D,(e7/¢) = /D, (¢) + Do) A 6
= eI Dy(¢) + 17 d(e"™) N ¢ = €TIDy(¢) + iTe’™ (Ldf) A 4,
por lo tanto

lim e~ 7D, (e ¢) = it*df A .

T—00

Por lo tanto,
o(Dy)(€)(9) = i"Eng, EcTyX, ¢ NV
Como D, es un operador diferencial de primer orden,
T:X 3 € o(D)(€) € Hom(A'V*, AT 'V7)

es un mapa lineal. Trabajando en la fibra sobre p vemos que la elipticidad del
complejo es equivalente a la propiedad:

sige /\(IV; vy *& AN ¢ = 0, entonces existe ¢ € /\HV;; tal que ¢ = L*E A 1.

Esta propiedad a su vez es equivalente a la propiedad ¢*£ # 0. Notando que *
es un mapa lineal y que € # 0, la conclusion es que la elipticidad del complejo
es equivalente a la inyectividad del homomorfismo

GoTHFX = V.
Por otro lado, un elemento § € 77 X" pertenece al espacio nulo de ¢ si y solo si

(¢€,v) = 0 para todo v € V,,
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esto es, si y solo si £ es un elemento del aniquilador, Vﬁ, de V,. Como £ es un

covector real, (€,v) = (£,7). Obtenemos
£ EV; < [(&,9) =0 paratodov € V,] < €€ Vpl.

Por lo tanto € € ker:* si y solo si & € sz‘ N VIJ;. Pero este ultimo espacio es
(Vp+Vp)*. Por lo tanto ker .* = (V,4V,,)". De esto obtenemos ker 1* = 0 <=
V+V=CTrx. O

Si V+V = CTX, decimos que V es una estructura eliptica. La naturaleza
local de una estructura eliptica es simple:

TEOREMA 2.4. FExistenm,x € Ny tales que cada pg € X tiene un entorno U

en el cual hay definidas funciones z; :U — C, j=1,...,m, t1,...,t, de clase
C* tales que con x; = Rz;, y; = Sz;, las funciones z1,...,ZTm, Y1, Ym,
t1,...,tx forman una carta local en U. Los campos vectoriales

Oy j=1,....m, O, v=1,...,K
conforman un marco de referencia de V.

Primero, para una tal estructura, la dimensién de CR, =V, NV, es inde-
pendiente de p (X es conexo). Para ver esto, tomamos producto interno en 7, X
el cual extendemos a un producto Hermitiano en CT,X". Sea W, el subespacio
de V, ortogonal a CR,,. Entonces CT,X = W, & CR, & W,.. De aqui vemos
que dim¢ CR,, = 2dimc¢ V, — dimc CT,, X, por lo tanto dimg CR,, es constante,
digamos igual a k. Automéaticamente CR = V NV es un subfibrado de CTX.
Como V es involutivo, también V lo es, por lo tanto CR es involutivo. Como
CR es cerrado por conjugacion (evidentemente v € VNV = v € VNV), CR
es la complexificacién de un subfibrado real R C T' X, el cual es necesariamente
involutivo con fibras de dimension (real) &.

TEOREMA 2.5 (Frobenius). Por cada punto py € X pasa una subvariedad
conexa mazimal L, de dimension s tal que T,Lp, = Ry para cada p € Ly, .

Para la demostracion, ver [79]. La idea basica es considerar la relacion de
equivalencia p ~ p’ si y solo si existe una curva continua de p a p’, O™ a
trozos, cuyos segmentos son curvas integrales de campos vectoriales con valores
en R. Cada clase de equivalencia es una de estas variedades. La maximalidad se
refiere a la propiedad: si £’ es una subvariedad de X con pg € L' que satisface
T,L" =R, para cada p € L', entonces L' C L, .

Fijemos py € X', tomemos una subvariedad S de & de dimensién dim X — &
(escribiremos n = dimX’) con py € Sy T, S N Ry, = {0}. Hay funciones
t1,...,tn_x definidas en un entorno U C X suficientemente pequeno de py en
X con diferenciales independientes tales que

SNnU={pel:t,(p) =0 para todo v}.
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Usando continuidad podemos escoger U de manera que para todo p € S NU
vale T,SNR, = {0} y v € R,. Entonces, sip e SNU y v € Ry, la condicion
(dt,,v) = 0 para todo v implica v = 0. En efecto, (dt,,v) = 0 para todo
v implica v € T),S. En consecuencia, de nuevo suponiendo U/ suficientemente
pequeno, podemos encontrar campos vectoriales T),, u = 1,..., s, con valores
en R tales que (dt,,T,) = ;. Sea

Wy ={v = (dt,,v)Tu(p) :v €V}, peSNU.
13

Este es un subespacio de V,, isomorfo al espacio denotado de la misma manera
en el parrafo que precede al teorema. Su dimension es dim¢ V, — k. Siv € W,
entonces vt, = (dt,,v) = 0 para todo v, por lo tanto W, también es un
subespacio de CT,S. Como V, NV, = CR,, W,NW,, C CR,,. Pero W,NR,, =
{0}: necesariamente W, N W,, = {0}. Por lo tanto W, + W, es una suma
directa, un subespacio de CT,S dimension compleja 2(dimc V, — k) =n—k =
dimc¢ CT,(S NU). Por lo tanto

WaW=CT(SNU).

Esto dice que W es una estructura casi-compleja en & N U. Veamos ahora
que es formalmente integrable. Si X, Y son campos vectoriales suficientemente
regulares en S N U con valores en W, entonces [X,Y] también es un campo
vectorial en S NU con valores en W. Para ver esto, extendemos estos campos
al entorno I manteniendo sus valores en V. Asi extendidos, [X, Y] es un campo
vectorial en U con valores en V, porque V es involutivo. Pero como Xt, =0 =
Yt, =0 en SNU para todo j, también [X,Y]t, = 0 en SNU para todo j. Esto
implica que [X, Y] es un campo vectorial tangente a SN, también que [X,Y]—
2o ldt,, [X YT, = [X,Y], por lo tanto [X,Y] tiene valores en W. Por lo
tanto W es involutivo. Por el Teorema de Newlander-Nirenberg, Teorema I1.7.4,
S NU es una variedad compleja, y hay funciones a valores complejos z;, j =
1,...,n—k, definidas en un entorno de pg en S tales que los campos vectoriales
0., forman un marco de referencia local de W. Extendemos estas funciones a
un entorno de py en X de manera que ellas son constantes en las variedades
integrales de R que intersectan a S cerca de py. Continuamos denotando las
extensiones por z;. Las partes reales e imaginarias de estas funciones junto con
las t, conforman una carta local de X', y los campos vectoriales

Oy J=1,...,m—kK, Oy, v=1,... K

conforman un marco de referencia de V en un entorno de py en X.

3. Cohomologia en L?

Retornando al complejo abstracto (1.1), fijamos una densidad en X’ y métri-
cas Hermitianas en cada E9. Con ellas, tenemos espacios de Hilbert L?(M; E9).
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Hay ahora varias opciones para el complejo a estudiar (esto es, dominios DY C
L?(X; E7) para los A4,). Podemos tomar
DI ={ue L*(X;E"): Aju € L*(X; B4t}

De Agyiu € LA(X; B9 y Agi2(Agiiu) = 0 € L2(X; E973) concluimos que
Agi1u € Dimgx(Ag42), tenemos un complejo

0— DO, Ao pl ol A pr g

max max max max

llamado el complejo maximal o absoluto. Cada espacio DY . es un espacio de
Hilbert con el producto interno

(3.1) (u,v)a, = (u,v)q + (Agu, Aqv)q41, u,v € DL,

max

donde por ejemplo (u,v) es el producto interno en L?(X; E?). Escribiremos
|lull 4, para denotar la norma de u respecto a este producto interno. Complejos
de este tipo (dominios densos y cada operador con el dominio dado es cerrado)
son llamados complejos de Hilbert [10]. Como COO(X E?) c DI, podemos
también definir
IIlln = COO (X Eq)

la clausura en DI . . Con estos espacios obtenemos el complejo minimal o re-
lativo,

0 _> ,Dg'lln IDI}HIH z)ITrllI:~ AT ' DI";]]H _> 0
Para ver que en efecto un complejo, tomemos u € DI .y una sucesion {uy 72,
en C"X’(X E7) que converge a u en la norma de DY . . Para ver que v = Aju €
DIt notamos que vy = Ayup € COO(./\/I,E‘?Jr ), que v — v debido a parte
de la condicion uyr — u en D que Agy1v, = Agy1v, simplemente porque
Aq_;,_l’Uk =0= Aq+1v.

El complejo minimal es igual al maximal si X es compacta sin borde; en
todos los demas casos estos dos complejos pueden ser distintos el uno del otro.
Sin suponer que ellos son iguales, pero admitiendo la posibilidad, supongamos
que tenemos subespacios cerrados D7 C DI . con D9 C DY .y con A,(D?) C

D7+ de manera de tener un complejo de Hilbert

max’ y

. - oDt A pr g,
3.2 0— DO 2oy pl pr-1

Usando D para referirnos a este complejo, sean ZJ, el espacio nulo de A, y B,
la imagen de Ay, . El cociente,

Hp, = Zp/ B,
es el grupo de cohomologia del complejo (3.2) en grado ¢. Es facil ver que Z},

es un subespacio cerrado de Dy, sx. La norma de Z% determina una seminorma
en H}: si u € HY es la clase de equivalencia de u,

||uH = inf{”U + Aq,ﬂ)H v E DQ*]-}.
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Esta seminorma es una norma si y solo si B}, es un subespacio cerrado de DY . .

Esto no es siempre verdad, de nuevo un efecto sutil de la interaccion entre la
topologia y el analisis del problema. En el caso en que B} es un subespacio
cerrado, Hf, es de nuevo un espacio de Hilbert, isomorfo al subespacio de ZJ
ortogonal a Bj.

4. Laplacianos y elipticidad

Continuando con el complejo (1.1) en el contexto de la seccién anterior,
cada operador A4, C’OO(X E9) — C°(X; E1T) tiene un adjunto formal,

Ar C®(X; E9tY) = O°(X; BY)
definido por la condicién
(Agu,v)g1 = (u, Ajv)g, € C’é’o(.)%;Eq), v e C°°( s BRI,
El Laplaciano del complejo (1.1) en grado ¢ es el operador diferencial
0= AGAg+ Ay 1Ay
Este es un operador de segundo orden.
PROPOSICION 4.1. La elipticidad de Oy es equivalente a la exactitud de

1 A )@, g eA)E), g1
(4.2) Ere) Ere) Ere

en el término central para todo € € Tx.

DEMOSTRACION. Escribimos a, = a(44)(§) y p = 7(€). Usando la métrica
Hermitiana en las fibras ngl EY, Equl definimos
0, = aza, +ag1a, ;.
Este es o(0,)(§). el objetivo es relacionar el espacio nulo, h?, de 9, con la
exactitud de (4.2) en el término central. La imagen de a,_; es ortogonal a la
imagen de a;:

(aq—lnv Cl;e) = (uqaq—lna 9)) ne Eg_la NS Eg+1~
También es ortogonal a h?. Para ver esto, notamos primero que
(4.3) peh! = ap=0=a, 0.

En efecto, si en la formula

((a;aq + aq—laZ—l)d): ¢) = (azaq¢a (b) + (aZ—laq—l(ba ¢)
= (ag0,a00) + (a; 10,07 10) = [lagol® + [la;_1 0]

tenemos ¢ € h?, entonces el miembro méas a la izquierda es 0, por lo tanto
también el término mas a la derecha. Ahora, con tal ¢ y con n € Eg_l,

(¢,aq-1m) = (azfl(b? n) =0
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Igualmente h? es ortogonal a la imagen de aj y tenemos la suma ortogonal
(4.4) h? ©rga,1 ©rgay.

Esta suma es igual a E]l. Para ver esto, construimos una especie de inversa de
0,. Como 0, : B} — EJ es autoadjunto, hi es igual al espacio ortogonal a su
rango. Por lo tanto, el operador

1 1
Dq|bgL hg 4){);

es invertible. Sea g; la inversa y sea 772 la proyeccion ortogonal en h?. Sea
gq=g,0( - 7r2) : B — El; la imagen de este operador es th‘ pero usamos
la inclusién para terminar en E9. Con él tenemos

9q0q =08 =1 — .
Escribiendo la segunda igualdad como

0 * *

I= 7Tq + aQ*l(aqflgq) + aq(ang)

vemos que cualquier ¢ € E se descompone como la suma de uno en h?, uno
en rgag_1, y uno en rga,.

Si ¢ € rga; y a0 = 0, entonces (aq_la(’;fl + a;aq)qb = 0, esto es ¢ €
h? Nrgay, de lo cual deducimos que ¢ = 0.

Supongamos ahora que ¢ € El es tal que az¢ = 0. Si h? = {0}, entonces
¢ = agn + a30 para algin n € EZ"' y § € EIT'. De az¢ = 0 deducimos que
agard = 0, por lo tanto a0 = 0y ¢ = a,_17. Esto es, (4.2) es exacta en el
término central. Reciprocamente, si esto vale y ¢ € h4, entonces en particular

ag¢ = 0 y por exactitud existe n € Eg’l tal que a,_1n = . Pero entonces
¢ € h?Nrga,_q, por lo tanto ¢ = 0. Concluimos que h? = {0}. O

La siguiente proposicion recopila y abstrae algunas de las observaciones de
esta seccién. Solo la dos tltima afirmaciones requieren algo més de argumentos.

PROPOSICION 4.5. Sea
(4.6) R N S =

un complejo de espacios vectoriales de dimension finita, sea H? su espacio
de cohomologia en grado q. Fijamos productos internos (Hermitianos si los
espacios son complejos) en cada SY con los cuales definimos los mapas adjuntos
a; y los operadores d,. Sea h? = kerd,. Los espacios h? son candnicamente
isomorfos a los espacios HY. En la descomposicion

*
5% =p?®rga,_1 Brga;,
el espacio rgay es isomorfo al espacio rgag+1 via

. *
Oglrgaz 1 TGO, —> T8 Ag41.
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Por lo tanto,

T T

(4.7) D (-1)7dimb? =Y “(—1)?dim S

q=0 q=0

DEMOSTRACION. Usamos la notaciéon en la prueba de la Proposicion 4.1.
Probamos primero que H? y h? son isomorfos, especificamente, que 7rf1J deter-
mina un isomorfismo H? — h?. Si u € ker a, representa a u € H? y v € §97!
es arbitrario, entonces my(u 4 a4_1v) = mu, por lo tanto mHu no depende del
representante u € u. Esto define 1r2 : H? — h9. Este mapa es sobreyectivo,
porque si u € h?, entonces en particular a,u = 0, y v define un elemento en
uec He

Para probar inyectividad de 71‘2 probamos primero que

(4.8) aqfg—1 = Gq0q-
La primera identidad en la siguiente cadena de implicaciones es inmediato:
Ag0g—1 = 0g0g—1 = 0q0q0¢-18¢—1 = 9q0¢0¢—-10¢-1

= 9q0(] —mg—1) = (1 — 7T[[I))aq—lgq—l
= 9¢0g-1 = 0g-18¢-1

Para llegar a la tercera implicaciéon usamos (4.3) en el miembro izquierdo de la
igualdad y (4.4) en el miembro de la derecha. Usando a,u =0y (4.8)

_ 0 * *
I = Tq + 9¢9q0g—10,_1 + 840,41,
obtenemos
_ .0 *
U=ToU+ 0g—18q0;_1U

Por lo tanto, siucue Hly 7T2U = 0, entonces u es exacta y u = 0.

Veamos ahora que rgay es isomorfo a rga,. Si u = ajw con w € rgay y
agu = 0, entonces también a;_;u0 y por lo tanto u € h?. Como la suma (4.4)
es directa, u = 0. Esto es,

Aglrgaz 1180, = T8 Ag
es inyectivo. Si v € rga,, entonces v = h +u + w para algin h € h?, u € rgay
y w € rgay—1. Entonces v = a,u. Definiendo S, = {0} parag < 0o g >ry

a, =0 para ¢ <1 o0 ¢ > r (esto no afecta en nada las cuentas), tenemos:

dim $? = dim h? + dimrgay,—; + dimrga,.
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Con esto,
Z(—l)q dim S57 = Z( )9 dim h? +Z 1)?dimrga,_q
q=0 q=0 r

— Z 1 dimrga,
= Z(—l)q dim h? + dlmrg a1+ (—1)"a,
q70

=" (1) dim h?.
q=0

O

Luego veremos que (4.7) relaciona la caracteristica de Euler del complejo
de de Rham de una variedad cerrada con la caracteristica de Euler clasica
calculada usando una triangulacion de la variedad.

5. El complejo adjunto

Como 0 = (A0 A,1)" = A;_; 0 A7, tenemos un complejo adjunto formal
(5.1) 04 C®(X; E%) {2 0¥, BY)

e C®(X; B 1)<—C’°°(X E")«+0

Como la elipticidad del complejo original es equivalente a la de cada uno de
los Laplacianos [y, y la elipticidad des estos es equivalente a la del complejo
adjunto (porque los Laplacianos del complejo original y los del complejo adjunto
formal son los mismos), (5.1) es eliptico. Denotamos C‘DfnJ;}( y @gi& al dominio

méximo y minimo de Aj. Con el producto interno en D9t definido usando

max

Ay, este es un espacio de Hilbert y @fnfn un subespacio cerrado.

En el caso del complejo de Hilbert (3.2), el complejo adjunto es el adjunto
de Hilbert: cada operador A} adquiere como dominio el del operador adjunto
de

(5.2) A, :D, C L*(X; BY) — L*(X; ETMh).
Este dominio es
DI = {v € L*(X; E9Y) : D7 > u s (Agu,v) € C es L*-continuo}
Si v € D9t la continuidad del mapa
DY > u (Agu,v)q41 € C

y la densidad de D? en L?(X; EY) implican, por el teorema de representacién
de Riesz (ver Rudin [64]), que existe un tnico elemento f € L?(X; E9) tal que

(Aqu,v)g41 = (u, f)q para todo u € DY,
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Este elemento f es por definicion Ajv (con  en lugar de *). Esta igualdad
también vale si u € C°(X; E?), e interpretada en el sentido distribucional,
dice que Ajv = Ajv. Por esto, realmente solo nos preocupamos del dominio, el
operador adjunto es el operador diferencial actuando en sentido distribucional.
En particular, el adjunto de A, con dominio DY . es A} con dominio DIt

max
Para ver esto, notamos que @ﬁg}( consiste, por deﬁn1c10n, de los elementos
v e L*(X; E1) tales que Afv = f € L?(X; E9), donde A}v es interpretado
en el sentido distribucional. Que Ajv = f en este sentido significa exactamente
que

(5.3) (fiu)g = (v, Aqu) 41 para todo u € C’so(/\of; E).
Esto implica la continuidad de
(5.4) C"X’(/'\Of' EY) 3y (v,Aqu)g41 € C

en L?, porque el lado derecho es igual a (f,u), por lo tanto |(v, Agu)| < [|f|||u].
Como c (X E19) es denso en DI . el dominio del adjunto de A, con dominio
minimo contiene a ’Dflj;( Por otro lado, si v pertenece al domino del adjunto
de A, con dominio minimo, entonces (5.4) es continuo en L*(X; E4*!). Debido
al teorema de representacion de Riesz, esto implica (usando que C°(X; E?) es
denso en L?(X; E?)) que existe f € L?(X; E9) tal que (5.3) vale, y por lo tanto

Alv = f en sentido distribucional. Esto es, Aqv € L?(X; E9), y por definicion,
ve @t

max

Por la simetria de la situaciéon y usando que el adjunto del adjunto de un
operador cerrado densamente definido es el operador original, tenemos:

min’

LEMA 5.5. El adjunto de A, con dominio DY . es Ay con dominio DItl

max

* g+1
El adjunto de Aq con dominio DY . es Ay con dominio D .

Es conveniente introducir algo de notacion. Ya hemos dado a DY . el pro-
ducto interno (3.1). Definimos

E1={ue DL, :(u,v)a, =0 para todo v € D

mln}

analogamente €9+ C @q+1 El interés en estos espacios reside en lo siguiente.
Si D?C DL, esun subespac10 cerrado que contiene a DI . | entonces hay un
tinico subespacio cerrado D? C £9 tal que D4 = DY + DI . : simplemente, D?
es el subespacio de D? ortogonal a DI . .

Debido a la definicion del producto interno, si u € £9, entonces
(Agu, Aqw)g+1 = —(u, w), para todo w € C;"(ﬁé; E9).
En particular, |(Aqu, Aqw)q+1] < |lullqllw]lq, esto es,
CE(XET) 5w (Agu, Aqw)g41 € C

mln’

mln’

es continuo. Esto implica que A,u € @?;;}1( y que AjAu = —u. Esto es una
mitad de la demostracion de:
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LEMA 5.6. Tenemos
E1 =D} 4 Nker(A;A, + 1)

max

con el espacio nulo calculado en el sentido distribucional.

Para la demostrar la mitad que falta, tomemos u € Dy ; Nker(A;A,+1). En
particular, u € L*(X; E?) y Aqu € L*(X; E4t!). Como A%(Aqu) € L*(X; E9),
Aqu € %! Tendemos ahora

(Aqu, Agw) = (A7 Aqu,w)  por dualidad, para todo w € Cé’o()o(; E?)

= (—u,w) porque u € ker(A;A, + 1),
y por lo tanto u € £9.

COROLARIO 5.7. EL operador A, mapea £ a €1 y como tal es sobre-
yectivo con inversa —A;.

DEMOSTRACION. Si u € £9, entonces Aqu € D7 . v ArAu = —u. Apli-
cando A, a ambos miembros, obtenemos A,A%(A,u) = —Agu. Por lo tanto
Aqu € €911 La formula A} A u = —u implica que —A, es una inversa a iz-
quierda de Aglea : £ — €91y la formula A A%v = —v, valida si v € €41,
que A} es una inversa a la derecha. Por lo tanto A} : €71 : €1t — £9 s la
inversa. g

PROPOSICION 5.8. Si D, C &, es un subespacio cerrado, el adjunto de A,
con dominio DY = D? + DL es A} con dominio DIt = DIt + DI con
Dt = Aq(DqL). Aqui D7 es el subespacio de £9 ortogonal a DY respecto al
producto interno (3.1).

DEMOSTRACION. Si ug € DIy u € D? de manera que ug +u € D9, y
vy + v € DL con vy € DIFL

max min

(Aq (’LL() + U), Vo + ’U)

y v € €971 entonces

* _ *
o+l (uo + u, A} (vo + v))q = (Aqu,v)g+1 — (u, AJv)g
usando el Lema 5.5 varias veces en diversas combinaciones. Si vg + v pertenece
al dominio del adjunto de A, con dominio D9, entonces

(Aqu,v)q41 — (u, Ajv)q = 0 para todo u € D.
Con w = —Ajv (el Corolario 5.7 asegura que w € £7) esta condicion es
—(Aqu, Aqw)g+1 — (u,w)y = 0 para todo u € D1.

usando —AjA,w = w. Vemos que w € D9ty por lo tanto v € Aqul. El
argumento en reverso implica la otra inclusion. O

La siguiente proposicion es la regularidad de los elementos de £9.

PROPOSICION 5.9. Si el complejo (1.1) es eliptico, entonces E9 es un subes-
pacio de C®(X; E9).
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DEMOSTRACION. Si u € &Y, entonces Ay _;u = 0 porque u = —A;;;lq. Por
lo tanto (Aq—14}_ 1 + AjA; + I)u = 0. Como [J, es eliptico, u € C*(X) O

6. Teoria de Hodge en variedades cerradas

Continuamos suponiendo que (1.1) es un complejo eliptico y que hemos
fijado una densidad positiva suave y métricas Hermitianas en cada uno de
los fibrados vectoriales E9. En toda esta seccién, X es una variedad cerrada.
Tomamos como dominio de cada A, su domino maximal.

PROPOSICION 6.1. Si (1.1) es eliptico y X es cerrada entonces DI =
DI ..y por lo tanto C(X; E?) es denso en DI

DEMOSTRACION. Por la Proposicion 5.9 sabemos que £ C C®(X; E?).
Como X es cerrada, C°(X; EY) = C°(X; E?). Por definicion, los elementos

de DY son aproximables en la norma || - |4, por elementos de C™(X; E?).
Por lo tanto, £ C DY . |y concluimos que D! . =D! . +E1C DL . O

Debido a esto, muchos argumentos generales se reducen a argumentos con
secciones de clase C*°. En lo que sigue D! . sera el dominio de A,. Por ejemplo,
rg Ay es Ag(D? . ). Tambien D . = D .y C°(X;E?) es denso en esos
espacios en la norma || - || ax.

Mucho de lo que sigue es similar a algunos de los argumentos en la demos-

traciéon de la Proposicién 4.1.

LEMA 6.2. El espacio nulo de Oy en distribuciones, HY, es un subespacio de
C>(X; E?) de dimension finita. Una seccion distribucional u de E9 pertenece
a H? siy solo si

(6.3) Agu=0y A} _ju=0.
DEMOSTRACION. Como [, es eliptico, su espacio nulo consiste de secciones

de clase C>. Este espacio es un subespacio de L?(X; E). Si u satisface (6.3),
entonces L,u = 0. Si u es suficientemente regular, entonces

(Oqu, u)g = (Aqu, Aqu)gir + (Ag_1u, Ag_yu)g—1

En particular, si u € H9, el miembro de la izquierda es 0, por lo tanto también
el de la derecha. Como este altimo es || Agul|2 + [|A}_ ul2_;, (6.3) vale. O

q—1
Una seccién u de E? es arménica si satisface (6.3) (Hodge [28, p. 112]1).
TEOREMA 6.4. El operador
(6.5) O, : H*(X; E7) C L*(X; E7) — L*(X; E9)

es Fredholm autoadjunto (aqui H*(X; E?) es el espacio de Sobolev de segundo
orden de secciones de E9).

11,a notacién es curiosa, ver la p. 81 de esa referencia.
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DEMOSTRACION. Como [, es eliptico de orden 2 y X es compacto, el
operador (6.5) es Fredholm (con parametriz de orden —2). Por lo tanto su
espacio nulo, H? es un subespacio de C*°(FE; X) de dimension finita y su imagen,
R4, es un subespacio cerrado de L?(X; E?) de codimension finita. El operador
(6.5) es simétrico, esto es,

(Ogu,v) — (u, 04v) = 0 si u,v € H*(X; B7).

Su adjunto tiene por dominio un subespacio de L?(X’; E%), por regularidad elip-
tica contenido en H2(X'; E9). Por lo tanto, el dominio del adjunto es H?(X; E9)
también, y en consecuencia el operador es autoadjunto. ([

-1
97" Entonces

max”

(u, Ag—1v)q = (Ag_1u,v)g-1.

Supongamos que u € D¢ . yveD

Por lo tanto, H? es ortogonal a rg A;—;. Igualmente, H? es ortogonal a rg A7.
Finalmente, si w € ”Dfntii entonces u = A} € D1 . por lo cual la formula vale,

y como A7 _; 0 A% =0, rg Ay es ortogonal a rg A7.

TEOREMA 6.6 (Descomposicion de Hodge). Supongamos que (1.1) es elip-
tico y X es cerrada. Entonces

(6.7) L*(X;E) =HIDrg A1 D1g Aj.
con factores mutuamente ortogonales.

DEMOSTRACION. Ya vimos que los términos a la derecha en (6.7) son mu-
tuamente ortogonales. A demostrar, que la suma es todo el espacio ambiente.
Como (6.5) es Fredholm, 19 es un subespacio de C*°(E; X) de dimension fi-
nita. Su imagen, R?, es un subespacio cerrado de L?(X; EY) de codimension

finita. Como ademaés (6.5) es autoadjunto, el rango es el espacio ortogonal a
H? en L?(X; E9). Sea

) : L*(X; E,) — L*(X; E9)
la proyeccién ortogonal en HY, sea HIL su espacio nulo, el subespacio de

L?(X; E7) ortogonal a H? (esto es, RY). Si u € H*(X; E) entonces u —IIju €
H?(X; E7). Por lo tanto la restriccion

Oalpat nmz(aeemay : HTW N H? (X E9) — RY

es biyectiva ademés de continua. Por el Teorema de la Transformacion Abierta
(ver Rudin [64]), la inversa es continua (R? es un espacio completo porque es
cerrado en L*(X; E?)). Sea G, la inversa de este operador y definamos

Gy =Gyo(I—11)) : L*(X; E) — L*(X; E9).

La imagen de G, es un subespacio de H?(X; E) pero usamos la inclusién en
L?(X; E9); G es continuo, de hecho compacto porque es la composicién de un
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operador continuo y la inclusion H2(X; E) — L?(X; EY) es compacta. Por su
definicion,

(6.8) Ggoly=1-11), Oyo0G,=1-1I),

la primera igualdad en H?(X; E9), la segunda en L?(X; E9). La proyeccion Hg
es un operador integral de niucleo de clase C*° (vemos esto usando una base

ortogonal para escribir la proyeccion explicitamente). La segunda formula es
equivalente a

u = ng + A4, (A;71 o Gq(u)) + A (Aq ) Gq(u)).
Por lo tanto, la suma a la derecha en (6.7) es todo L?(X; E9). O

El operador G, es el operador de Green de [,.

PROPOSICION 6.9. El operador de Green de Uy es un operador pseudodi-
ferencial de orden —2, autoadjunto y compacto como operador

(6.10) G, : L*(X; E7) — L*(X; E9).
DEMOSTRACION. En general, G, envia H*(X; E?) en H*"2(X; E9): siu €
H?*(X; E?) entonces
HyoGeu=u— ng.
Como el lado derecho esta en H*(X; E?) y O, es eliptico de orden 2, G,u €
H*t2(X; E9). En particular, G, mapea C™(X; E?) en C°°(X; EY). Por eliptici-

dad, O, tiene una parametriz G’q € U2(Xx; E9), y existen operadores integrales
R; 4, Rq,q con nicleo de clase C*° tales que

Gyo0,=1—-Ri,, O,0G,=1—Rq,,
Tenemos
Ggo (I — Ra) :qu(quéq) = (GqODq)Oéq: (I—HS)OGq
de donde
Gy~ Gy=GyoRq— 10 G,

Como G, mapea C*°(X; E?) en C°(X; E?), lo mismo hacen cada uno de los
términos de la derecha en la férmula anterior. De esto deducimos que G4, — G,
es un operador integral con nicleo de clase C™ con lo que resulta que G, al

igual que Gy, es un operador pseudodiferencial en U—2(X; E9), por lo tanto
(6.10) es compacto, también autoadjunto (porque O, lo es). O

Como Hg es un operador integral con niicleo de clase C* y los operadores
Aq, Ay son diferenciales, cualquier formula valida en el contexto C°° que in-
volucre composiciones entre estos y los operadores de Green es valida también



6. TEORIA DE HODGE EN VARIEDADES CERRADAS 127

en distribuciones. La imagen de II) actuando sobre distribuciones es H% (X):
si ¢ es una base de Ha%,(X),

() = Y 61)a
k

una combinacién lineal de elementos de H%(X), ya sea v € L*(X; EY) o una
distribucion.

LEMA 6.11. Tenemos

AgGy=Gg1Ay, AjGep = GAY,
DEMOSTRACION. Tenemos
Aqy =g 4y

en el contexto C*°. Aplicando G441 a la izquierda y G a la derecha en ambos
miembros, obtenemos

Gyir0Ago (I-T1) = (I~ T,,) 0 A, 0 .

Por el Lema 6.2, A, oII) = 0, y por la descomposicion de Hodge, IT), ; 0 A, = 0.
Esto reduce la formula anterior a

Ggr104g=Aq0Gy.
Un argumento similar lleva a la otra férmula. La validez de estas formulas en
C™ junto con el hecho que los operadores son diferenciales o pseudodiferenciales

implica su validez también en distribuciones. Por ejemplo, la identidad Hg o
Ay—1 =0 es valida en distribuciones. O

TEOREMA 6.12 (Hodge). Supongamos que (1.1) es eliptico y X es cerra-
da. El grupo de cohomologia H%(X) calculado en C*, L?, o distribuciones es
candnicamente isomorfo a H? = ker ;.

DEMOSTRACION. Lo que probaremos es que cada clase de cohomologia en
grado ¢ contiene un tunico elemento armoénico. Si u es una tal clase, y u es
una seccion distribucional de E? que representa a u y si v una seccién distri-
bucional de B4, TI9(u + Ag_1v) = 1) (u) € HY(X). Eso establece un mapa
) : Hj(X) — H%(X). El mapa II{) es sobreyectivo, porque cada elemento de
H%(X) es cerrado, y por lo tanto representa un elemento de H%(X). Si para
u € u tenemos IT)(u) = 0, la primera formula en (6.8) lleva a

U= ng +GyoAj10A; ju+Gyo A; oAju==GgoA, 10A; qu.
Usando el lema anterior obtenemos
GgoAg10A, ju=A;10Gu10A4; ju.

por lo tanto u es exacta. Por lo tanto 1’[2 es inyectivo, y es por lo tanto un
isomorfismo. O






Capitulo VI

Formula de Atiyah-Bott-Lefschetz

1. Puntos fijos y el namero de Lefschetz

Sea X una variedad cerrada orientable de clase C* y f : X — &. El
nimero de Lefschetz de f es un ntimero que representa una obstrucciéon a que
f sea homotoépico a un mapa sin puntos fijos. En la version original de Lefschetz
[44], ese ntimero esta definido usando homologfa, como sigue. El mapa f induce
endomorfismos f. , : Hy(X;R) — Hy(X;R). Como X es compacta, los grupos
H,(X;R) tienen dimensién finita como espacios vectoriales sobre R, por lo
tanto f, , tiene una traza tr f, ; bien definida. El ntimero de Lefschetz de f es

n

(1.1) Ly=> (~1)"tr fuq.

q=0

Para entender algo mejor lo que esta pasando, usaremos una triangulacion de
X. Pasando a un refinamiento de la triangulacion y deformando f ligeramente,
uno puede suponer que f manda simplices en simplices. Si f no tiene puntos
fijos, podemos suponer que la triangulacion es tan fina que f un simplice en
un simplice distinto. Viendo a f como mapa entre simplices en lugar de coho-
mologia, vemos que su traza es cero: usando los simplices de dimensién g como
base, la matriz de f es una matriz (de enteros) con ceros en la diagonal. Por lo
tanto, si Ly # 0, f debe tener puntos fijos.

El teorema de Atiyah-Bott calcula el lado derecho de (1.1) analiticamente.
En la versiéon original de Lefschetz, la cohomologia puede ser tomada como
la cohomologia de de Rham, en la versién de Atiyah y Bott, es un complejo
diferencial eliptico de primer orden arbitrario. En la versién para el complejo
de de Rham uno puede tomas un mapa f : X — X arbitrario y usar los mapas
0 N\ = ¢°(x; \") en cada grado ¢. La version de Atiyah-Bott,
estos mapas tiene que ser especificados con mas detalle.

2. Triangulaciones, homologia simplicial, homologia singular

Un sfmplice lineal de dimensién ¢ es un conjunto ordenado o de ¢ + 1
elementos de algan R™, o = [vg, v1,...,0q], tal que {v; —vo: j =1,...,q} es

129
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un conjunto independiente. La cépsula convexa de o,

q q
|a|:{v0+th(vj—vo):tj20,j: ,...,’I’L,thgl},
=1

Jj=1

equivalentemente
q q
|O’|:{th(1}j—’l}0)ltj20,j:L...,’I’L,th:1}.
j=0 7=0

es un subconjunto cerrado de un subespacio afin de R de dimensién ¢q. Los
vectores v1 — Ug, V2 — Vg, ..., Uq — Vg, en ese orden, especifican una orientacién
de ese subespacio (permutaciones ciclicas no cambian la orientacion).

Los puntos v; son los vértices de o. Cualquiera de los simplices obtenidos
usando un subconjunto de los vértices de o es una faz (o cara) de o. El subcon-
junto se ordena de acuerdo al orden original del simplice. Si o = [v, ..., V4],
su j&Ima faz es [vg, ..., D), ..., Uyl

Un complejo simplicial es un conjunto K de simplices lineales tal que ) si
o € K, todas las faces de o también estan en K,y it) sio,7 € Ky o N1 # 0,
entonces o N 7 es una faz de ambos (posiblemente o = 7). Si méx,cx dimo =
n es finito, decimos que K es un complejo de dimensién finita n. Esto no
significa que K es finito. En lo sucesivo nos limitamos a complejos simpliciales
de dimension n cuyos simplices estan contenidos en algin R™ fijo y tales que
cada uno de ellos intersecta solo un nimero finito de otros simplices de K.

Escribimos
K= | lo]
ceK
Por las restricciones que hemos impuesto sobre K, este es un subconjunto de
algin R™ y como tal hereda una topologia.

Si K es un complejo simplicial, K<, es el conjunto de simplices de K de
dimensién menor o igual a ¢ (el g-esqueleto) y K, = K<,\K<q—1 ,y S¢(K,Z)
es el grupo libre generado por K, los simplices de dimensién ¢; sus elementos
son cadenas simpliciales de dimensién g. Un elemento de S;(K'; Z) se representa

€como
E NgO

ocEK,
con enteros n,, solo finitos de ellos son distintos de 0. El operador frontera
0:S¢(K,Z) = Sy_1(K,Z)
se define en los generadores y se extiende por linealidad: Si o = [vo, . . ., v,],

q

v, .- vgl =Y (1) [vo, ., D5, -, vg).

Jj=0
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Con algo de paciencia se prueba que 0 o @ = 0, y por lo tanto definen un
complejo de cadena

So(K,Z) & S{(K,Z) + -+ Sy(K,Z) + -+

Elntcleo de 0 : Sy(K,Z) — Sq—1(K,Z) es Z4(K,Z), sus elementos son ciclos, la

imagen de 0 : Sy41(K,Z) — S,(K,Z) es B,(K,Z), sus elementos son fronteras,

la homologia del complejo simplicial en dimensién ¢ con coeficientes en Z es
Hy(K,Z) = Z,(K,Z)/By(K, Z).

Si en lugar de Z usamos R (o un anillo R), tenemos homologia con coeficientes

en R (o R).

Una triangulaciéon de una variedad topolégica de dimension n es un com-
plejo simplicial K junto con un homeomorfismo ® : |[K| — X. La homologia
simplicial de X es la de K.

Pasamos ahora a homologia singular de X. El simplice standard de dimen-
sion g es Ay = [eg, e1,€2,...,e4] coneg =0ylose;, j=1,...,¢son (parte de)
los sucesivos elementos de la base candnica de R™ (m > q) en el orden usual.
La j®ma faz de A, es, como antes,

Al =10,e1,e2,...,¢5,...,e4].

Un simplice singular de X’ es un mapa continuo s : [A,| = X. Sio = [vg,...,v,]
es un simplice lineal y o : [¢] — X es continua, entonces la composicion de o

con el mapa
q q
|Aq| = thej — th’l)j
j=1 j=1

define un simplice singular de X. Por ejemplo, si 0 : |A,] = X, O‘|‘Aé|, la
restriccion de o a [AJ°[, determina un simplice singular via composicién con
q Jo—1 q—1
‘Aqfl‘ =) Zt]ej — Z tjej + Z t]€J+1 S Aqo
Jj=1 Jj=1 J=Jjo
El grupo libre generado por los simplices singulares de dimensién g es
Sq(X;Z). Sus elementos, representados como sumas finitas

E CoO

o:|Ag| =X

con coeficientes en Z (solo finitos de ellos pueden no ser nulos) son cadenas
singulares de dimensién g. El operador frontera 0 : Sy(X;Z) — S4—1(X,Z) se
define, como antes, sobre generadores, y se extiende por linealidad:
q
sio: |[Ay = X, 0(0) = Z(—l)thAgl

Jj=0
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De nuevo 9 o d = 0. El complejo de cadena
So(X,Z) & 8y (X, Z) < -+ ¢ Sy(X,Z) -

La homologia de este complejo es la homologia singular de X con coeficientes
en Z. Si en lugar de Z usamos R, entonces es la homologia con coeficientes en
R.

TEOREMA 2.1. Si K es una triangulacion de X, los grupos de homologia
simplicial de X son candnicamente isomorfos a los de la homologia singular.

Para la demostracion ver Hatcher [24, p. 128]. Fijada el complejo simplicial
K y el homomorfismo ¢”|K| — X, si o es un g-simplice de K, entonces ¢||, :
|o| — X es un simplice singular (via composicién con el mapa |A4| — |o]). Esto
define un mapa S, (K,Z) — S,(X,Z) para cada ¢ los cuales forman diagramas
conmutativos

F e 5-1(K,Z) S,(K,Z) Sysr (K, Z) ~— -
| i |
n—8-1(X, Z) Sq(X,2Z) Syi1 (X, Z) ~— -

con los operadores frontera. De esto uno obtiene un mapa
H,(K,Z) — Hy(X,Z).

El trabajo serio es probar que este mapa es un isomorfismo.

Los grupos S4(X;Z) = Hom(S,(X;Z),Z) también forman un complejo.
Cada mapa 0 : S9T1(X,Z) — S9(X,Z) induce un mapa dual 9’ : S9(X;Z) —
S+ (X Z):si¢: Sy(X;Z) — Z es un homomorfismo, ¢pod : S9THX,Z) — Z es
un homomorfismo. Estos se ensamblan en el complejo de cocadenas singulares

SOx,z) 25 SYX,Z) — - — SUX,Z) — ...

(es inmediato que @ o @ = 0). Los respectivos grupos, nicleo/imagen, los
grupos de cohomologia singular de X.

Pasando ahora a coeficientes reales, los grupos S,(X’; R) son espacios vec-
toriales reales y 0’ es el dual de 9. El teorema que interesa ahora es:

TEOREMA 2.2 (de Rham [63]). Si X' es una variedad de clase C*, los
grupos de cohomologia singular H1(X;R) son isomorfos a los grupos de coho-
mologia del complejo de de Rham.

El libro de Hodge [28] tiene una demostracion de este teorema probable-
mente més legible que la de de Rham para un analista. La estrategia es probar
que dada una base de H,(X,R) representada por cadenas cerradas o1,...,0p,
formadas cada una por simplices con caras de clase C?, existen g-formas dife-

renciales w cerradas de clase C? tales que

/ wj; = (5”
g



3. COMPLEJOS DE ESPACIOS VECTORIALES DE DIMENSION FINITA 133

[28, p. 8§]

Supongamos ahora que X es compacta. En este caso, los espacios de ho-
mologia y de cohomologia de X son finitamente generados. Los mapas fq . :
Hy(K,R) — Hy(K,R) determinan por dualidad mapas f; : H,(K,R) —
H,(K,R). Con ellos, todavia

Ly=> (-1)"tr f}.
q

Via el teorema de de Rham, estos mapas son los mismos que uno obtiene usando
f* con formas diferenciales. Esto lleva a considerar el nimero de Lefschetz en el
contexto de cohomologia de de Rham. Aqui empieza el trabajo de un analista.

Incidentalmente, la Proposicion 4.5 con S? = S9(K,R), el Teorema 2.2
(con X compacto), el Teorema 2.1 y dim S¢(K,R) = dimS,(K,R) implican
que

dim X dim X
D (—1)4dim Hip (X) = > (=1)7dim S, (K, R).
q=0 q=0

El lado izquierdo se refiere a la cohomologia de de Rham. Los nimeros b, =
dim HJ, (X) son los nimeros de Betti. derecho es la formula que nos ensefian
para la caracteristica de Euler.

Como las cosas dependen de la existencia de triangulaciones, remarcamos
que variedades de clase C! son triangulables (Cairns [11], Whitehead [81]).
Variedades topologicas de dimension 2 son triangulables (Radé [61]), también
de dimension 3 (Moise [55]). En dimensiones 2 y 3 (resp. Rado y Moise) las
triangulaciones son esencialmente tnicas.

3. Complejos de espacios vectoriales de dimensiéon finita

El siguiente resultado permite calcular el ntimero de Lefschetz explicita-
mente si uno conoce la triangulacion (en el caso de dimension finita).

PROPOSICION 3.1. Dado el complejo (V.4.6) con los ST espacios vectoriales
de dimension finita, con productos internos (Hermitianos si son complejos),
supongamos también dados mapas f, : ST — S9 en todos los grados q tales que

. s g1 fg-1_ 94 b Satl o ...
ifq—l ifq ifqﬂ
. — G-l > 94 - g9+l o ...
Ag—1 Qg
conmuta. Cada f, induce un mapa en cohomologia, f, : HY — H9Y. Como
los espacios H? son finito-dimensionales, estos operadores, al igual que los fq,
tienen traza bien definida. Esas trazas estdn relacionadas por la formula

T T

Z(_l)q trf, = Z(_l)q trfg.

q=0 q=0
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DEMOSTRACION. Usaremos la notacién de la Seccion V.4. Probaremos pri-
mero que los mapas

fq: HY — HY, ﬂ'gfq|bq :h? — pe

tienen la misma traza. En la descomposicion (V.4.4) del espacio S?, denotamos
por

i w89 59,

respectivamente, a las proyecciones ortogonales en rga,—1 y rgay. Estas pro-
yecciones pueden ser escritas usando los operadores gg:

7r2 = 04-10;_18q; 7rj = 0,0,0,-

Debido a las definiciones,

(3.2) I =7y +m) +my.

Esta formula es similar a (V.4.17). Si u € ker a4 representa un elemento u € H¢,
entonces

flu = (71'2 + Wg + W&L)fqu = ﬂ'gfqu + ﬂ;fqu,
la dltima igualdad porque
T = @} ggr10qfu = afge1 I agu.

Como wgf‘]u es exacta, la clase f%u de f7u en H? es representada por el elemento
0 0

m,f%u € h?. Vemos que §¢, como operador h? — h?, es ﬂqfq\;,q. Esto demuestra

que con el isomorfismo canénico 71‘2 : H?1 — hY,

O¢q., . 0¢q,0
m flu =7 fim u

0

i q Ogq
Como 7, es un isomorfismo que entrelaza {7 y m,§7[qa,

trf? = tr7r2fq|hq.
Usando (3.2) de nuevo,
— (0 T { 0 T 4
fq - (Trq + 7Tq + ﬂ-q)fq(ﬂq + 7Tq + ﬂ-q)

Expandiendo obtenemos una descomposicion de §¢ en bloques, en donde vemos
que solo los bloques diagonales contribuyen a la traza:

trfl = tr(wgqug + wgqug + wéqué) = tr ﬂgqug + tr ngqwg + tr wéqug

Definimos
0¢q. 0
f1 = mOfam) + mlfin] + mifimt
tenemos
_ T 1 _ 1
agf? = agmyfimy = moyagftmy = mo f gy = wh o F ey = 0 a

Por lo tanto, los mapas ¢ también definen mapas

f.7: H? — HY
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Si de nuevo u € ker a,, entonces, igual como con §9,
9, — =05 Teq
fju - ﬂ-qfu + TI'quU,
y de aqui vemos que f,%, como mapa h? — h9, es igual al mapa definido por §7.
Por lo tanto,
trf? = trf,?.
Establecemos ahora una relacion entre m1f97! v 7 §f¢~lx* . Usando
ql"Tqg ¥ Tg—1 q—1
(32)y
fq — qul _ * _ 4 *
Ag—1 = Qg—1 y 9qQg—1 = Ag—19¢—1, Y aq—l - 7T(I—laq—l
en ese orden, tenemos
Tea T * q *
Ty = g—105_184f"ag—10;_104
_ * q—1 _*
= ag—10,_18¢0g—1f"" a;_10q
= * q—1 %
= Og—10,_10g—18¢—1F"" a5_18q
_ 4 q—1_1 *
=ag17, 4" Ty 10, 184
El operador
aq719q|rg ag—1 ° rg Clq71 — rg aqfl
es invertible, con inversa a;—;. En efecto, a,_1a;_,9, = 7, 1, el cual como

operador rg a;l —rg a;l es la identidad. De esto concluimos que

+ -1
tr W;rfqﬂ'g =tr Wq_lfq 7'(';_1.

Por lo tanto

T T

D (=1)trfr =Y (1) tr
q=0 q=0

= Z(—l)q tr Fgfqﬂ'g + Z(—l)q tr ﬂgfqﬂ'g + Z(—l)q tr ijqﬂg
q=0 q=0 q=0

T

T T
(=1)%tr ngqwg + Z(fl)q tr ijlfqil’fréfl + Z(fl)q tr Wé’fqﬂ'i
=0 q=0 q=0
i

(=1)%tr wgfqﬂ'g

Q

=}
s
(=)

(—1)7 trfe.
=0

2
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4. El teorema de Lefschetz de Atiyah-Bott

Continuamos con una variedad cerrada. suponemos dado el complejo elip-
tico

(4.1) 0— C®(X; E%) 2% 0 (X; EY) — -
s O BT AL (X BT > 0.,

Fijamos una densidad m en X de clase C*° y métricas Hermitianas en cada
fibrado E19.

Los mapas ®9: C*°(X; E") — C*°(X; E") se definen usando los siguientes
ingredientes. Un difeomorfismo f : X — X, y morfismos ¢? : E? — E? que
cubren f~! (ver la Seccién I1.10) con una propiedad adicional especificada en
un momento (todos los mapas son de clase C*). Denotando la restriccion de
@1 a Ep por ¢f, este es un mapa lineal £, — Ey-1(,). Con [y ¢? definimos

P71 : C®(X;E") =» C*(X;E")
como sigue:
sin € O (X3 E7), sea ®1(n)(p) = %, (n(f(p)))-

Desenredando la definicién, vemos que ®%(n)(p) € E,, por lo tanto esto define
una secciéon E?. Como los ingredientes son todos de clase C*°, el resultado
también lo es. Requerimos ahora que

(4.2) AP = 1t A,,
Es decir, los A, forman un mapa de cocadena

_ A Ay
- ——C®(X; B17Y) ——— C™(X; Eq) C®(X; Bty —— ...

s o e

- ——C®(X; B C>(X; E?) C>®(X; E1tl) — .-
q—1 q
el cual como ya hemos visto en varios contextos, define mapas en cohomologia,
®: HY — HY.

La coleccién de morfismos ¢? cubriendo f~! con la propiedad (4.2) es un mor-
fismo geométrico.

Como X es compacta y el complejo es eliptico, los grupos (i.e., espacios
vectoriales) de cohomologia son de dimensién finita, por lo lo tanto los ®¢
tienen trazas bien definidas, y podemos definir el niimero de Lefschetz:

T
Lo =Y (—1)"tr HY.
q=0

Si pg es un punto fijo de f (denotamos Fix(f) al conjunto de puntos fijos de
f), entonces ¢}, es un mapa Ep, — Ep, para cualquier g. Estos son de nuevo
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mapas entre espacios de dimension finita (las fibras £ de los varios E?) y por
lo tanto tenemos trazas bien definidas tr ¢f .

En el teorema original de Atiyah-Bott hay una condicién adicional sobre
el mapa f: que el Jacobiano de f en cada punto fijo no tiene el nimero 1 como
autovalor. esto es:

si f(po) = po, entonces det(I — df (po))| # 0

Decimos que f los puntos fijos de f son no-degenerados. El conjunto de puntos
fijos no-degenerados de f es un conjunto discreto, por lo tanto finito porque X
es compacta.

TEOREMA 4.3 (Atiyah-Bott). Si los puntos fijos de f son no-degenerados,

entonces ¢
tr ¢
=2 Z Idet (I —df (po))|’

pEFix(f) g

La demostracion es la conjunciéon de dos pasos: primero, relacionar Lg con
la traza de los mapas ®7 (explicamos esta traza en el siguiente parrafo), luego
calcular esas trazas.

Si F — X es un fibrado vectorial con métrica Hermitiana y @) es un opera-
dor lineal L?(X; E) — L?(X; E) con niicleo de Schwartz K¢ continuo, podemos
restringir K¢ a la diagonal en X x X. Usando ¢ : X — X x X, «(p) = (p,p),
esta restriccion es ¢*Kg. El resultado es una seccién continua del fibrado de
endomorfismos de E: para cada p € X, .*Kg(p) es un mapa lineal £, — E,.
Este mapa tiene traza, tr(t* Kq(p)), una funcién continua de p. La traza® de Q

Lpara relacionar esta formula con la traza de un operador en un espacio de dimension
finita, supongamos que K es suficientemente regular. Lo siguiente puede ser justificado rigu-
rosamente (convergencia de sumas, cambios en el orden de integracion) pero dejaremos eso
de lado. Sea g, %1 ... es una base ortonormal de L?(X; E). Comenzando con

QM@=LM%)@M@)

pasando a la serie de Fourier de Q(u),

Q) (p) = 32(Qw), %5)5(p) Z/ Ju(p!) dm(p')
(la segunda igualdad resuljta de cambiar el orden de integracion) y sustituyendo
w=" (u,x)x
obtenemos *
Q(u) = Z K (u, ¥r)¢
con

Kij = /X(K(np’),%)wk(p’)dm(ﬁ’)~
Notando que

Z(K 17[]] ;5 (p )= K(@'.p")
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se define como
TrQ :/ tr(v* Kg) dm.
X

Si tr(¢*Kg) es una distribucion, interpretamos la formula en sentido distribu-
cional:
Tr@Q = (tr(¢" Kg), 1).
Como veremos en un momento, el ntcleo de Schwartz de ®7 es una distri-
bucion en X x X con soporte en el grafico de f,

L(f)={( f(p)) :p € X}

Debido a esto, la restriccion de su niicleo de Schwartz a la diagonal, * Kgq, es
un asunto delicado. Es aqui donde la hipoétesis sobre f entra en juego.

Para ver esto consideremos momentaneamente como modelo el caso de
f actuando sobre funciones, u — uo f = f*u. Lo siguiente esta basado en
Guillemin-Strernberg [22, Cap 6, §2]. Suponiendo u,v € C*°(X), tenemos

(fru,v) = /K F*u(p) v(p) dm(p) = / u(f(p))o(p) dm(p) = (K, v R u)

donde (v X u)(p,p’) = v(p)u(p’) y K es la distribuciéon que aplicada a w €
C>(X) produce

(K, w) = /X w(p, £ (p)) dm(p).

Evidentemente, si w es cero cerca de T'(f), entonces (K, w) = 0. Por lo tanto,
el soporte de K es I'(f). El mismo argumento, con algo mas de cuidado en la
definicion de K, vale en el caso en el caso de ®9. Continuando con el modelo,
vemos que los unicos sitios donde hay problemas con la restriccion a diag(X)
son los puntos de I'(f) N diag(X): los puntos fijos de f. Si py € Fix(f) y
X € C°°(X x X) tiene soporte contenido en un entorno suficientemente pequetio
de pg y es igual a 1 cerca de pg, entonces la restriccion de xK a diag(X) ofrece
dificultades solo en (pg,po). Escogiendo coordenadas cerca de pg, denotando

2% = z(p), podemos escribir

z, f(z))w(z, f(z)) = L i@ =)y (3 2" w(z, 2') da’
. @)l f@) = 57 [ X!y, o') de! de

y con esto,

(xK,w) = -/R"X]R" {(2;)11 /e"(f(c”)_””/)'5 df]x(x,x')w(xm’)dm’ mo(z)dz

resulta

Zj:ij = / K(p"),9)0;(®") dm(’) = /X K@ ,p')dm(p’)

|
JX
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Esto es, en coordenadas locales, y abusando de la notaciéon pretendiendo que
la integral realmente es una integral,

/
(4.4) X(x7 l‘/)K(x, x’) — M / ei(f(@)—2’)-¢ d¢.
(2m)"
La integral es en realidad una distribuciéon obtenida como sigue. Escogemos
una funcion we CP(R™) con w(§) = 1 si £ esta cerca de 0 y trabajamos con

/

(4.5) X(z, 2" YK (z,2") = X@z') /ei(f(i)*“" Vu(e€)de, > 0.
(2m)"

La integral ahora es legal y uno puede probar que el limite en distribuciones

cuando € — 0 es la “integral” original. La expansion de Taylor de primer orden

de la componente f; de f alrededor de 29 es

fila) = af + ) Fij(a,zo)(ar — a7)
k=1

usando que f(z°) = 2, con

af;
(0 0y _ 9y
Fii(z”,z”) —axk

(2°).

En (4.5) remplazamos z’ = z. Esto es restringir a la diagonal; no hay problema

con esto porque x(z,2") K (x,2") es de clase C*°. En el exponente (f(z) —x)-¢

reemplazamos f:
(flx)—a)- €= (25 —2)& + > Fuj(,a°)(zy, — 20)g;

j,k=1

M=

<.
Il
—

n

(25 = 25) > (3% = Fije(w,2°))

k=1

M-

<
I
—

Escribimos esto como (2 — z) - (I — F(,2°))¢ con la matriz F(z,2°)] =
[Fjk (20, 29)], £ visto como columna. Remplazando esto en el exponente en (4.4)
obtenemos

(46) X($,$)K5($, ;L‘) _ ?;?)i) /ei(xo7‘”)'(I+F(I7IO))§W(€£) dg.
Hasta ahora no hemos usado ninguna propiedad de f excepto que es de clase
C*. Suponemos ahora que pg es un punto critico no-degenerado. La matriz
F(2°,2°) = es la matriz Jacobiana de f en x¢, y la condiciéon de no-degeneracion
de f en py es que (I — df(2°)) es no-degenerada. Por lo tanto, el cambio de
variables

n=(I - F(z,2%)¢
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es legal si x est4 cerca de x°, lo que aseguramos escogiendo el soporte de x con
algo de cuidado. El cambio de variables lleva a

X(xﬁx)/ei(mo—x)-n w(ef(xvx()?n))
(2m)» | det(I — F(z,20))]

(4.7) x(x,2)Kc(x,z) =

con &(z,2%n) = (I — F(x,2°))71n. Vemos aqui como aparece el factor en el
denominador. Al tomar el limite con € — 0, esto converge a

X, T J)O .730
x(, ) x(z”,z”) 1 5, ()

|det(I — F(z,20))] ™  |det(I — F(xo,xo))|6w° B | det(I — df (z9))|

donde d,0 es la delta de Dirac en 2°. Hemos usado g(x)d0(z) = g(2°)d0(z) si
g es continua. Por lo tanto

—— 1
D TaeT — o

peFix(f

si cada punto fijo de f es no-degenerado.

En el caso de los @7 y el numero de Lefschetz, debemos llevar el problema
a uno donde las cuentas anteriores son relevantes. Hacemos esto usando la
resolvente de [,. Esta es la familia

A= (O, - MDY Aeres(d,)

donde res(d,) = C\spec(d,) es el conjunto resolvente de O,. Los Laplacia-
nos [, son operadores diferenciales elipticos de orden 2, autoadjuntos como
operadores (V.6.5), con parametriz G, compacta como operador (6.10). Por lo
tanto su espectro es un subconjunto discreto de R sin puntos de acumulacion.
La propiedad
(Oqu,u)g >0

con el producto interno en L?(X; E9) implica que el espectro es un conjunto
de ntimeros no-negativos. Sea

&Y =ker(Oy — ).

Debido a la elipticidad de L; — Al y la compacidad de X, este es un subespacio
de C°°(X; E7) de dimension finita. Si A no es un autovalor de Oy, €% = 0.
Definimos

53 © L2(x; BY) — L2(X; EY)

como la proyeccion ortogonal en €Y. Usamos esto para escribir la resolvente
como

B 1 &4
(4.8) O —AD'= > T
¢espec(dy)
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El lado derecho de esta formula converge puntualmente (aunque no en norma):
siu € L?(X; E9), entonces?

e
lally = > Mg ullg

¢espec(dy)

(esto es facil de ver usando la identidad de Parseval). Esto de inmediato implica

q
Z ﬁ”ﬂgcuﬂg — 0 cuando ¢’, " — oo con ¢’ < ("
Aeéspec(dy)
¢'<¢<¢”
de lo cual deducimos que la sucesién de sumas parciales es de Cauchy. El opera-
dor (O, —AI)~! es continuo como operador L?(X; E9) — L?*(X; E7), un opera-
dor pseudodiferencial de orden —2 que depende analiticamente de A € res(CJ,).
Su nucleo de Schwartz no es una funcion (es una distribucion con soporte sin-
gular en la diagonal de X x X). Para obtener una funcién, diferenciamos con
respecto a A un numero de veces y asi obtener un denominador til en lo que
a convergencia se refiere. Obtenemos

1 ed
¢ _ Z
¢espec(dy)

Observamos que por ser la inversa de un operador eliptico, esta es una familia de
operadores pseudodiferenciales. Con n = dim &X', sabemos por el Lema I11.4.13
que su niicleo es una funcién continua si el orden de (O, — AI)~* es menor que
—n, esto es, si £ > n/2.

Elrol de (4.9) es que (con ¢ suficientemente grande), su nicleo de Schwartz,
K}, es continua y (—\)‘K} converge al nicleo de Schwartz de la identidad
cuando A — —oo. El efecto neto sera que

(=N Tr (220 (0, — AI)~“) — Tr &7 cuando A — —oc.

Este es el ingrediente basico de la segunda fase de lo que probaremos; el computo
final es similar al del modelo que describimos arriba. La primera fase involucra
probar

(4.10) Ly = (M) i(—nq Tr (70 (0, — AI)7)

q=0

lo cual conlleva como paso intermedio probar

(4.11) Tr(®90 (0, —AD) = Y (C—ilk)é Tr(®? 0 HSZ)
Cespec(dy)

(un intercambio de limites) y es en esto que enfocamos la atenciéon ahora.

2El subindice q es una referencia a E?, no a la norma en un espacio de Sobolev.
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Comenzamos con probar que Tr (@q o (O, — AI )_5) estd bien definida.
Suponemos que hemos fijado ¢ suficientemente grande de manera que K ,;\,
el nucleo de Schwartz de (4.9), es continuo. Hay dos puntos de vista equi-
valentes sobre este niicleo. Uno, que es una seccion (continua) del fibrado
Hom(njyE,mfE) — X x X (ver la parte final de la Seccion I1.10) obtenido
usando usando las proyecciones

X x X
771/ D
X X

La fibra de Hom(m, E, 7 E) — X x X sobre (p,p’) es un mapa lineal £, — E,.
Desde este punto de vista, Kg‘ (p,p') : Epy — E, es lineal y si u es una seccién
de F, digamos continua, entonces K;‘(p,p')(u(p’)) es un elemento de E,. La
integral

/ KN, u(p') dm(p)
X

es una integral de una funcion X — E,. El resultado con p variando es una
seccion de E. El otro punto de vista es simplemente ver Hom(7j E, 7} E)) como
el fibrado mf E@ 7, E*. A veces es mas facil ver K} usando una version, a veces
la otra.

Calculamos ®9 o (O — A\ )~“(u)(p) con u continua.

@70 (O =AD"~ (W](p) = 6%, [0 = AD () (p))]
=5, ([ K@)l d)

= [ (B K@) (0l din().
En la segunda linea, el argumento de ¢ F(p) © U elemento de Ej(,). En la
tercera tenemos la composicion

KA f , / q
Epy A )> Ef(p) B E,p.

La funcion
X x X3 (pp)— ¢f(p) OKA(f( ).p') € Hom(Ey, E,)
define una secciéon continua de Hom(wjy E?, 7y E?). Sobre la diagonal,
X 3 p ¢, 0 K (f(p),p) € Hom(E,, E,)
esta es una seccion continua con traza fibra a fibra. En particular,
Tr (990 (0, — AI) )

esté bien definida.
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Para probar (4.11) necesitamos informacion algo més precisa sobre la suma
en (4.9). Para esto usaremos la estimacion de Weyl de la funcion que cuenta
los autovalores de [,:

AN " dim € =

¢<A
para cierta constante Cy; > 0. Enumerando los autovalores en orden creciente,
0 <M <! <... incluyendo multiplicidad (esta claro que g es una referencia

a F%, no una potencia), tenemos que para cada ¢ > 0 existe A tal que A > A
implica
Cy—e < A2k N <A} < Cy+e
Si j es suficientemente grande, )\;1_ > )\ y tenemos
Co—e <)k A <X} < Cy+e

Evidentemente #{k : \f < Aj} = j, por lo tanto®
(4.12) Cq—e<(A)™2j < Cy+e.

Sea 9§ una base ortonormal de L?(X; E%) tal que Ogpf = Ajyf. La de-
sigualdad (III1.13.4) en el caso presente con s = 0 es

[ull 20 < Co(lIOPul L2 + |lul £2)
con alguna constante Cy > 0 cuyo valor exacto no importa, pero por supuesto
es independiente de u (aunque si de £p). Sustituyendo ¢;’ en lugar de u tenemos
980 20 < Co(l(AD) 2|2 + [9F1]2) = Co(1 + XT)%.
Si 24y > n/2, esto implica que
[z < Co(1+ AT

gracias a la Proposiciéon II1.6.6. Fijamos ¢, de manera que esta conclusion sea
correcta.

La acotacion significa lo siguiente. Si 7o, @ = 1,..., a4, es un marco de
referencia local suave de E9 en un conjunto abierto & C X y la métrica de EY

3De esto obtenemos
L _ (G +¢)2/n

q ;2
)‘j 7 /n

1
Z ()\‘;)é

converge si 2¢ > n. Esto esta en acuerdo con las potencias (g — AI)~¢ que resultan en un
operador con traza. En conclusién, si £ > n/2 tenemos que

1 A
Z |C _ )\|Z tqu

converge (esta es una serie de términos positivos).

Vemos que
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en 7~ H(U) es h(na, 1) = hap con funciones suaves hf, ;. Si ¢ = qu:l VN
en U, entonces

| Z he 5 (D)5 (P)0;5(p)] < C(1+ AD)™

a,f=1

En particular como hay ¢ > 0 tal que czi":l €% < Zi"ﬁzl hi 5€ap;

(4.13) Z [Yjal? < (Co/c)(1+ AN en U

La estimacién depende del marco de referencia local escogido, pero lo que im-
porta es que la constante Cy/c no depende de j.

Denotamos por Hq a la proyecciéon ortogonal en el espacio generado por un

elemento ¢?- Este es un operador integral con niicleo de Schwartz Kq ; e C*.

q
LEMA 4.14. La traza puntual en p del nicleo de Schwartz de ®9 o H:fj
satisface

trg? o Ky (f(p).p)] < C(1L+ 2D

i) ©
con C' independiente de j.

DEMOSTRACION. Omitimos la referencia a ¢ y j. Sea 1., a =1,...,d, un
marco de referencia de F sobre un conjunto abierto & C X. Con la métrica en
FE, denotada por h, tenemos

hp(Na(p)s 15(P)) = hap(p)

con funciones hog € C*°(U). Si u tiene soporte en U y u = Zd_l UaTas

() = (u / Z e (0 )11 ()5 (') (' ()

a,B=1
con Y = Zﬁ Ysng. Esto es, el nicleo de Schwartz en X x U es
UxU> (p,p)— K(p,p') € Hom(E,, E,),

d d
)OO ana@)) = D Lahap®) ) Y(p).

a,f=1
Sea pg € U, supongamos V es un entorno de pj, = f(po) contenido en f(U)
en el cual tenemos el marco de referencia ny,...,n,, « =1,...,d, de E. Usando

la continuidad de f podemos suponer (reduciendo U) que V = f(U). Usando
los marcos de referencia en V y U, el mapa que nos interesa,

K(f(p)vp/) : Ep — Ef(p)v
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es
d d
D anad) = Y Eahap®) ) vy ()1 (f(P))
a=1 a,f=1
Escribimos ahora una férmula para el nicleo de Schwartz de ® o II. Si

p € U, entonces ¢y (,) es una funcion lineal Ey,) — Ejp. Usando los marcos de
referencia en V y U, la accion de ¢4, es

Em%Zw P) > &brasns(p) € B, pEU.
v,0

Las funciones ¢, son de clase C* en V.
La composiciéon gbf(p o K(f(p),p') evaluada en 1, (p’) es

61 © K(F(). 7)) (nalp ¢f(p>(zhaﬁ P (F ), ()

= Z Z hap(p D) Uy (f () B (p)vaM5 (P)
5

Restringiendo a la diagonal obtenemos el mapa E, — E, cuya traza en p es
nuestro objetivo.

tr(d)f p) [¢] K(f Z Z haﬂ U)B (f(p)))¢.f(P)77a

Regresando a 1/}?, usando (4.13) vemos que este nimero esta acotado en valor
absoluto por

C(1+ Dt

donde la constante C recoge Cy/c y estimaciones para las funciones de clase C°
involucradas en la definicién de la métrica y el morfismo h. Estas constantes
dependen de los marcos de referencia usados, pero como X es compacta, hay
una cota universal en X. ([

Las sumas parciales de la serie
> ! e Tr(®7 0 oo
¢espec(dy) (€ )
forman una subsucesion de las sumas parciales de
= 1 p?
———— Tr(®%011,;7)
;0 (A = A)* !
De acuerdo a (4.12),
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para todo j suficientemente grande. De la primera desigualdad y el lema obte-
nemos

¥y 200 /1
| tr (6, © Kq” (f(p),p))| < C(1+ M) < Crj*/
con alguna C, mientras que la segunda implica
1 C
<
‘)\? _ )\‘Z — jQZ/n

con A € res(d,) fijo. Si 2(lp — ¢)/n < —1, la serie
S (6 o K2 (10), )
i=0

converge absolutamente a tr (<I>q o (O, — A\ )—e) e integrando tenemos

Tr(®lo (O, - A) )= Y ﬁ Te(®9 o TIL).
CESpeC(Dq)

Notemos que una vez que hemos fijado £y podemos escoger ¢ tan grande como
sea necesario.

Obtenemos de inmediato que
D (D)@ 0 (O, - M) = > Z - Tr(®7 0 190

g=0 ¢espec(0y) 4

(=)

+ > Z Tr<I>qu ).

¢€spec(0y) g= O
¢>0

Q

separando en la segunda igualdad los términos correspondientes al autovalor
0 de los correspondientes a autovalores estrictamente positivos. Ese primer
término es (—\)~‘Lg, por lo tanto

Ly =

I

(=N (=1 Tr(®40 (0, — )~ NS Z - Tr(®70l1 )
q=0 ¢espec(dy) = 0
¢>0

Probaremos ahora que
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LEMA 4.15. Los operadores Ay definen mapas
5‘1
ag = 1I0,5; 0 Agles € — €7

. el .
(la proyeccion Hqil es superflua) que conforman complejos

00‘50 ur—ller—l

(4.16) 08l —5 & = s & ——— &7 0.
para cada (. Si ¢ # 0, el espacio Eg tiene una descomposicion
q _ cq,t a4
Ee=80 @&
con
T _ q-1 4 _ pxeqtl
EQ =Ag&0, &t =AJE!
y para tales ¢, los mapas
-1, , . eqtl, )

Ag-tlga-ra € = €L A arnr - €TV €
son isomorfismos. Por lo tanto, la cohomologia de (4.16) es trivial (nula) si
¢#0.

DEMOSTRACION. Las proyecciones en rg A;—1 y rg A7 segiin la descompo-
sicion (V.6.7) son, respectivamente,

Hg =A; 1045 110Gy, Hg =Aj0A,0G,.
Que estos mapas tienen imagen en los espacios correctos es claro. La primera
formula en (V.6.8) puede ser escrita como
— 170 T +
(4.17) I =11, + I, + 1I7.
Probamos que Hg es una proyeccion. Notamos primero que
Hg = A 1Gy1 Ay
debido al Lema V.6.11. Por lo tanto, II] o II} = 0. También II] o119 = 0 debido
al Lema V.6.2. Por lo tanto,
Tollt = 11t b 1t
g oIl =11 o (I — 11, — II;) = II,.
Siwue SZ, entonces (usando el Lema V.6.11 varias veces)
Oy u = I Oqu = (I,
esto es, Hgﬁg C &%, igualmente Hé&g C SZ. Como SZ 1 Hqsi¢#0, (4.17)
implica
U= ng + ng
siu € EZ. Esto prueba la afirmacién acerca de la descomposicion.

El espacio nulo de 4,1 es H? ' @ rg A,_1. Por lo tanto, Ay_1|rg A, es

inyectivo, y también lo es su restriccion al subespacio 82_1’¢ derg A, ;. Por la
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definicién también es sobreyectivo, de lo cual se deduce en particular que los
grupos de cohomologia son todo triviales. |

Sq
La traza de ®9 oI, es igual a la de

q

g &l
fZ =1l 0 @70 1l,*
Estos operadores, como operadores Eg — 82, satisfacen

aqf qurl
y por lo tanto definen un mapa de cocadenas fg Arribamos con esta a la
situacion de la Seccion 3 y concluimos que

K T

Y (Drufl=) (~1)trf?

q=0 q=0

El lado izquierdo es el ntimero de Lefschetz del complejo (4.16). Si ¢ # 0, los
grupos de cohomologia son todos cero, de esto resulta que el lado izquierdo es
nulo, por lo tanto también el derecho.

Hemos probado (4.10). En esa formula, el lado izquierdo es independiente
de A, por lo tanto también el derecho. Esto es, el limite cuando A — —o0 existe.
El punto ahora es extraer ese valor limite.

El limite puntual (el limite fuerte) de (—\)~*(0, — AI)~* cuando A\ — —o0
es la identidad. Vemos esto usando la formula (4.9) para la resolvente, usando
(con A< 0y (¢>0)

’;A — 1‘ = ¢ <1
C—A A=¢
y
) ¢
LN v
Siue L?(X;E9), la primera desigualdad implica la acotacion (uniforme en \)
A Il < R, ¢ e spee(,),
- )\ T — 02t p
y la segunda, la convergencia puntual (para cada ()
) el |12 _
Jm H = )\ 7lla “H =0

Estas son las hipotesis del Teorema de Convergencia Dominada de Lebesgue
que necesitamos para concluir que

)¢ q 2
H Z (é )\2\) Eu—uH — 0.

¢espec(dy)
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Concluimos que
lm  |[(=N) "0, = M)~ “u —ul|* =0

A——00
Trivialmente, también
(4.18) s-lim @70 ((—=X\) 40, — AI)7F) = @2
A——o0
Esto implica que a nivel del nicleo de Schwartz de esta composicién tenemos

convergencia débil (esto es, en la topologia de distribuciones): con Kgq el ntcleo
de Schwartz de ®9, recordando que IC;‘ es el niicleo de Schwartz de (0 — \I)~*

v que el nicleo de &7 o (O, — M)~ es (p,p') = 65, o K3 (f(p), ),
(=A%) 0 K (F(), "), v Bu) = (v, @7 0 (=N (0 = M)~ "u))

— (v,®%) cuando A = —o0
= (Kga,v X u).
En este computo, u € C®(X; E), v € C®°(X; E1") con E?" el fibrado dual a
Ely
o) = [ (0lo). o)) o)
El integrando (v(p),u(p)) es el apareamiento de dualidad fibra a fibra
El* x E, — C,

una funcién de p € C. El soporte de Kgq, como antes, es un subconjunto de
L(f) =A{(p, f(p)) : p € X} (solo un subconjunto porque puede ocurrir que ¢?
es 0 en un abierto). Como

I(f) Ndiag(X) = {(p,p) : p € Fix(f)},
solo los puntos fijos de f entran en consideracién. Suponiendo ahora la no-de-
generacion de todos ellos, obtenemos la existencia del limite (4.18), que

c( f()oK)‘(f() 7)) = " Koo

como distribucion. Este es un argumento delicado que no probaremos.* Toman-
do la traza en el lado izquierdo, llegamos a la féormula

[t (60 K2 0).20)) i) = T )

Calcularemos el limite. Para ello, necesitaremos una descripcion con algo méas
de detalle de K, é\.

En los siguientes parrafos omitiremos la referencia a q. Escribimos —72 con
7 € R, en lugar de A\. Vemos 7 como variable dual a una nueva variable ¢ y
consideramos el operador P = [0+ D? en U x R. El simbolo principal de P es

1R1 problema no es la existencia del limite, sino la igualdad de este y el miembro de la
derecha.
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o(0) + 72. Esta es una funcién homogénea de orden 2 con valores en matrices
invertibles (porque @ (0) es positivo definido) d x d si (£, 7) #= 0 por lo tanto
P es eliptico y tiene una parametriz. Como los coeficientes de P no dependen
de ¢, hay una parametriz invariante por traslacion en ¢. Lo mismo vale para
P’. Sea B una parametriz de P’ invariante por traslacion en ¢. De

BoP'=I—R;, P‘oB=1I-Rp

’ e (O + D) (" u(x)) = (02)u, weC®(X;E).
obtenemos

B,o(@O+71)=I-Ry,, P'‘oB,=I-Rp,
con

Byu=e " B(e"u(x)), ue€C®X;E).

y similarmente Rp , y Ri.. Los simbolos usados para construir B satisfacen
cotas uniformes en ¢, y por lo tanto, los simbolos de los operadores residuales
Rp, Ry son rapidamente decrecientes en 7 (y en (£, 7)), uniformemente en &.
La consecuencia de esto es que los operadores Rp -, 1, decrecen rapidamente
en norma cuando 7 — +oo. Tomando 7 grande, la serie de Neumann de (I —
RD,T)_1 converge. Asi obtenemos una inversa genuina de P

P'o[B;o(I-Rp,) '|=1

El operador B, o (I — Rp_,)~! es pseudodiferencial del mismo tipo que B;.
Podemos entonces suponer que B, es una inversa.

Pasando ahora a calculos locales, supongamos que py es un punto fijo no-
degenerado de f, fijemos un entorno U suficientemente pequeno de pg en el cual

hay coordenadas 1, ..., x, para X y un marco de referencia 7, ...,nq para E.
Entonces
@ +7)Q " tana)(@) =Y (Pas(w, Da)(a)(@) + 7°8agua(@))ns(2).
o a,f3

Escribiendo o para denotar el simbolo de [, esta formula muestra que el simbolo
principal de P es o(z,£) + 72, y el simbolo principal de B, en coordenadas es
(o(z,€) +72)7% Si x € C2(U), tenemos

B xteo) = 3 g [ ¢ ol oo e e

en U. Como 2B, — 1, bag — dap (la delta de Kronecker, las componentes de
la matriz identidad).

Como ¢ es suficientemente grande, la integral en £ es una integral genuina
y podemos escribir el nucleo de By, el cual de hecho es K- v (con ¢ de nuevo
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en la notacion y (z,z’) en lugar de (p.p’) porque son cuentas locales):

G L e ot @) de] ) @ ).

a,p

—72 no_
K, (z,2") =

Aqui hemos usado que Hom(E,/, E,) = E, ® E,; los n¥(z’) son los elementos
de la base dual a n,(2’). Usando el marco de referencia en U, la accion de gbi(w)

con z en un entorno V del punto fijo 2 es, como antes,
Efp@) 2 Zfﬁnﬁ(f(x)) = Zgﬁ‘b?ﬂ(gﬁ)ﬁvnw(x) €k,
B By

con ¢. o, € C®(V). La traza del nicleo de ®, o (O, — AI)~¢ a lo largo de la
diagonal, cerca de xg, es

tr (¢, 0 K, 7 (f(2), x))

/ i(f(x)—x)&p ap(f(2z),x,& 7)dE

Como en el modelo, hasta este momento no hemos usado que z° es no-degene-

rado, solo la continuidad para poder evaluar el nicleo en (f(z),«). Suponiendo
que el punto fijo es no-degenerado, los célculos que hicimos luego con el modelo
llevan, también aqui, a

tr () © Ky 7 (F(2), 2))
1 i(x®—x)- ba (f(x)a$7§($7330,n),7)
_ (%)n%(ﬁ;(wma /R"e( ) Das at

| det(I — F(z,20))]

(En esta formula, n € R™ es una variable, no el marco de referencia.) Como
72[bag] = Sap cuando T — o0,

b (6%, 0K, (f(2),2))
(20 d
a @ —z)m af d
(2m)n azg(bf(w)ﬁa /R |det(I — F(z,29))] ¢

q
_ Ea ¢f(gc),o¢oc 1 / ei(wofz)w d¢
| det(I — F(x,z2))| (27)" Jgn

Z ¢f(x aa
~ Jdet(I - F(x,wo))|6$0(x)
B Za <Z5(]1”(3r2(1)7<)zcu
~ |det(I — F(20,29))|
= tr ¢ 00(x).

5$0 (x)
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Por lo tanto,
tr ¢?(p)
tro* (ol K F(). ! E Sl . A
Tre ((bf()o q(f( )1 )) - det(I—df(p))|

ciando A = —72 — —o0. Con esto damos por terminada la demostracion de la
formula de Atiyah-Bott para el nimero de Lefschetz.



Capitulo VII

El Teorema del Indice

1. El indice analitico
Sea X’ una variedad cerrada, F, ' — X fibrados vectoriales,
A:C®(X;E) = C®(X; F)

un operador pseudodiferencial eliptico de orden p > 0. Fijando una densidad
positiva en m y métricas Hermitianas en los fibrados, podemos formar los es-
pacios L?(X; E), L?(X; F) y definir

D={uc*X;E): Auc L*(X;F)}

Debido a la compacidad de X y la elipticidad de A, este espacio es el espacio
de Sobolev H*(X; E), el espacio de secciones de E de regularidad H®. Por
ser A eliptico y X compacta, ker A (incluso calculado en distribuciones) es un
subespacio de C*°(X; E) de dimension finita. por la misma razon, la imagen
rg A = A(D) C L?(X;F) es un subespacio cerrado, y por ser esta imagen
ortogonal al espacio nulo del transpuesto formal, A*, de A, la imagen tiene
codimension finita en L?(X; F); la codimension es la dimension de coker A =
L?(X; F)/1rg A. Por lo tanto A es un operador Fredholm, y tiene un indice,

Ind(A) = dimker A — dim coker A

La formula de Atiyah y Singer establece la igualdad de este nimero y la integral
de una forma diferencial en una variedad construida a partir de X', los fibrados
E y F, y el simbolo principal de A. En la siguientes secciones definimos estos
ingredientes, los cuales ensamblamos al final del capitulo. Esta exposicion esta
basada en Gilkey [19].

El teorema de Atiyah-Singer expresa una relacion fundamental entre geo-
metria diferencial, topologia diferencial, ecuaciones diferenciales, algebras de
operadores y tiene relaciéon con teoria de ntmeros y muchos otras areas de
matematicas (Mazzeo [48]).

El indice es relativamente robusto en cuanto a que, dentro de la clase de
simbolos principales invertibles, depende solo de la clase de equivalencia mo-
dulo homotopia del simbolo principal. El orden del operador no es importante,
mientras sea positivo, porque hay isomorfismos entre cualquier par de espacios
de Sobolev. osemos suponer que A es de primer orden.
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Como ya vimos, el stmbolo principal de A es, para cada & € T* X, un homo-
morfismo E,, — F},, un elemento de Hom(E,, F},), donde p = 7(§). Este espacio
es la fibra sobre p del fibrado Hom(F, F') — X. Via T, este fibrado se lleva a
T*X como en la Seccion I1.10. En este lenguaje, el simbolo principal de un ope-
rador pseudodiferencial es una seccion homogénea de Hom(n*E, 7*F) — T*X
de algin grado. (Los fibrados 7* Hom(E, F) y Hom(7* E, 7* F') son isomorfos).
Como también ya vimos, cada seccion homogénea de Hom(n*E, 7*F') corres-
ponde a algtun operador pseudodiferencial y la diferencia entre dos con el mismo
simbolo principal es un operador de orden mas bajo. Los simbolos de operado-
res elipticos son secciones del subfibrado de isomorfismos, Iso(n*E, 7* F'). Este
ultimo no es un fibrado vectorial, sino un fibrado con fibra isomorfa a Gl(r, C);
aqui r es el rango de F, también de F' porque para que exista un operador
eliptico como A es necesario que las dimensiones de las fibras de E y F' sean
iguales. Dos operadores elipticos Ay y Ay con el mismo simbolo principal (de
orden positivo) tienen el mismo indice. Esto es porque A; = Ay + B con B de
orden més bajo, y la elipticidad implica que Ay es una perturbacion compacta
de A;. Dos secciones ag, a; de Iso(n*E, 7*F') son homotopicas si hay un mapa
0,1] = C(T*X;Iso(n*E,n*F)) tal que a(t) es una seccion de Iso(r*E, 7*F)
cona(0) =ag,a(l)=a1y

0,1] x T*X 3 (t,€) — a(t,€) € Iso(n*E, 7*F)

es continuo. Homotopia es una relacion de equivalencia. Si ag y a1 son simbolos
elipticos homotopicos, entonces hay una familia A; de operadores pseudodife-
renciales elipticos que como operadores H*(X; E) — L?(X; F) es continua en
t en norma. Por un teorema fundamental de Fredholm, el indice es constante
a lo largo de curvas continuas, y por lo tanto Ind Ag = Ind A;.

En conclusion, el indice de un operador eliptico solo depende de la clase de
homotopia, dentro de simbolos elipticos, de su simbolo principal.

Las dos componentes basicas de la formula de Atiyah y Singer es codifi-
car topologicamente secciones homogéneas de Iso(m*E,n*F) — T*X y luego
asociar un numero al objeto topologico asociado.

2. Fibrados vectoriales sobre esferas

Construiremos primero fibrados sobre la esfera S™ C R"*! y su ecuador
S7=1 C R™ x {0}. Pensamos R"*! como R™ x R con la variable denotada (&, t).
Sean n = (0,...,0,1), y s = (0,...,0,—1) respectivamente, el polo norte y
polo sur de S™. Los conjuntos U, = S™\{n}, Us = S™\{s} son vecindades de
estos dos puntos, difeomorfas a discos (bolas) en R™. Si (&1,...,&,t) € Uy NUs
entonces t # +1, por lo tanto (£1,...,&,) # 0. Con & = (&1,...,&,) definimos
la proyeccion en el ecuador por

£

¢ Uy NUs — S™L e(ét) = m
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Sean F, F espacios vectoriales de dimensién finita r, sea a : S"~! —
Iso(E, F') un mapa de clase C*° (o solo continuo si inicamente queremos enfocar
la atencion en la topologia). Definimos un fibrado p : G(4) — S™ de la siguiente
manera. Definimos F,, =U,, X F, F; = U, x F. En la union disjunta

E, U F;
definimos la relacién de equivalencia ~ como la minima con la propiedad

si (p,v) € By y (p/,w) € E,, entonces
(p,v) ~ (P, w) <= p'=p y w=alep)(v).

Sea
G(a) = (En U Fs)/f\/

Sin € G(,), entonces la primera componente de cualquier elemento de 7 es
unica. En efecto, ) es un conjunto (una clase de equivalencia) con exactamente
un elemento, o exactamente dos elementos. Si 7 tiene un solo elemento, entonces
n = (n,v) on = (s,w) para algin v € E o w € F, y si tiene dos elementos,
ellos son (p,v) € Ey vy (p,w) € Fsconp € Uy NUs, v € E y (p,w) con
w = a(e(p)v) € F. Podemos entonces definir el mapa obvio p : G5 — S”
sin ambigiiedad. Definimos ahora ®, : p~'(U,) — U, x C" de la siguiente
manera. Fijamos un isomorfismo b, : E — C". Si n € p~'(U,), existe un
unico elemento (p,v) € n tal que (p,v) € Eyn. Sea ®,(n) = (p, byv). Este mapa
es biyectivo y si € p~}(Uy) entonces p = p(®,(n)). Igualmente definimos
®, : p~1(Us) — Us x C" con la ayuda de un isomorfismo bs : F — C". Si
pEU,NUs y z € C" tenemos

@ (p,2) = {(p, 07 ' 2), (p, ale(p)) (b7 72)) }
y por lo tanto
D50, (p,2) = (p, bsale(p)) (b, ' 2))
Este es un mapa

Dy o® L (Us NU) x C — Us NUs) x C

de clase C'*°. Por lo tanto, las funciones ®,,, ®, sirven para definir una estructura
de variedad C* en E. Como ademas z — a(e(p))z es lineal en z, la composicion
®,0® ! tiene la forma requerida para definir una estructura de fibrado vectorial
en F.

Cambiar los isomorfismos b, : E — C", b : FF — C” solo cambia las trivia-
lizaciones. Redefinir G',) usando diferentes isomorfismos, cambia la definicion
a un fibrado isomorfo. Si @ : S ! — Iso(E, F) es otro mapa de clase C°°,
homotopico a a, entonces el fibrado G5y definido por a es isomorfo al definido
por a (la definicién de fibrados vectoriales isomorfos esta en la Seccion I1.10).
Esto no es dificil de probar pero lo dejaremos como un hecho. Con algo de pa-
ciencia, los primeros capitulos del libro de Husemoller [31]| forman una buena
base de informacion sobre fibrados vectoriales en general.
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Reciprocamente, dado un fibrado vectorial p : G — S™, hay espacios vec-
toriales £ y F' de dimensién r igual al rango de G y un mapa a : £ — F tal
que el fibrado G es isomorfo al fibrado G/,,). Para ver esto, observamos primero
que debido a que U,, es difeomorfo a una bola, y que la bola es contractible a su
centro, G es trivial sobre U,: hay una trivializacion W, : p~1(Uy,) — U, x C".
Por la misma razén hay una trivializacion W, : p~1(Us) — Us x C". La segunda
componente del mapa

(2.1) VoWt (U, NU) x C" — (U, NU) x C"

es un mapa (p,z) — (p)z con ¥ : Uy, NUs — Gl(r,C). Dado p € S !y
v € E = G, tomamos la segunda componente, z € C", de ¥ (v) = (n,2) €
{n} x C", y definimos a(p)v = ¥ (s, (p)z). Entonces a : S"~! — Iso(E, F)
es de clase C* y G, es isomorfo a G.

El dominio del mapa (2.1) es contractible a S"~!. Esto hace que ese
mapa sea esencialmente obtenible de su restricciéon al ecuador via extender
U, oW, 1 gn1 como constante a lo largo de meridianos.

3. Equivalencia de simbolos elipticos y fibrados vectoriales

Fijamos una métrica Riemanniana g en X, vista como métrica en T*X.
Con ella definimos S*X = {£ : [£] = 1}. Este es el fibrado de coesferas de X.
En el fibrado T*X @ R definimos una métrica que coincide con g en T*X, es la
meétrica usual en R (el producto interno es el producto usual de ntumeros reales)
v las fibras de T* X son ortogonales al factor R. Sié @t € T*X & R, definimos

S={(DtT*"XDR: (> +* =1}.

Este es otro fibrado de esferas sobre X', su fibra sobre p es la esfera unitaria en
T, X ® R segin la métrica. Definimos secciones, n,s : X — S,

n(p)=0®1eT; @R, s(p)=0&(-1)eT; @R
y los conjuntos abiertos
Uy={E+teT;@R:t# -1}, Us={E+teT @R :t#1}.

La interseccién de U, con la fibra T; X @ R es la esfera en esa fibra menos
s(p), analogo al conjunto definido similarmente en la secciéon anterior. Las es-
feras S son los ecuadores de las esferas S),. Como espacio topoldgico, S es la
suspension doble fibra a fibra del fibrado S*X: él es homeomorfo al espacio
(8*X x [~1,1])/~ donde ~ colapsa para cada p € X, Sy & x {~1} a un punto
(s(p)) y S;& x {1} a otro punto (n(p)).

Podemos usar la proyeccion ng : S — X para traer un fibrado vectorial
arbitrario £ — & a S, obteniendo asi 7¢E — S.

Dados fibrados vectoriales F/, F — X y un simbolo homogéneo

a € C(T*X; Hom(E, F)),
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la restriccion de a a la esfera S; C T, X' determina un mapa
ap : Sy X — Hom(E), F})

de clase C*°. Y un mapa asi determina por extensiéon homogénea del grado
apropiado un mapa

C=(T*X;Hom(E, F)).
Si uno de esos mapas tiene imagen en el fibrado de isomorfismos, entonces
también el otro.

Dado a € C°°(T*X; Hom(n*E, 7* F')) usamos su restriccion a S* X para de-
finir un fibrado vectorial G,y — S pegando la parte de 75 E sobre U, a la parte
de & F' sobre U usando la restriccion de a al ecuador, S* X, de S—exactamente
como definimos un fibrado sobre esferas. Si @ € C*oo(S*X;Iso(m* E, m* F))es
homotoépico a a a lo largo de S* X, entonces el fibrado G5y construido usando
a es isomorfo a G-

El proceso inverso también es similar al de la secciéon anterior. Dado un
fibrado G — S, definimos F = n*G, F = s*G. Estos son fibrados sobre &X'. El
hecho que U, es contractible a la imagen n(X) C S de n, una copia difeomorfa
de X, y Us es contractible a s(X) C S (también una copia de X) permite
construir un mapa

Te By nu, Uy NUs — 76(E, F)

Como U, NUs;, la esfera menos sus polos, es contractible al ecuador, el dato de
este mapa es equivalente al dato de su restriccién al ecuador.
En conclusién tenemos:

PROPOSICION 3.1. Las clases de equivalencia mddulo homotopia de mapas
a:S*X — Iso(n*E,n*F) estin en correspondencia uno a uno con las clases
de equivalencia mddulo isomorfismo de fibrados vectoriales sobre S.

COROLARIO 3.2. El indice de un operador eliptico en una variedad cerrada
es un tnvariante topologico del simbolo principal.

Los invariantes son clases caracteristicas del fibrado en cuestion.

4. Conexiones

Sea £ — X un fibrado complejo. Una conexiéon en E es un operador dife-
rencial lineal
V:C®X;E) > C(X; EQTX)
tal que para toda seccion n de E y funcion f : X — C (ambas al menos de
clase C1) vale

V(fn)=fVn+nedf.
Un operador con esta propiedad es de primer orden, porque

n— V(fn) = fVn
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es de orden 0 para cualquier f € C®(X).

Para ver que tales operadores existen escogemos un cubrimiento abierto,
= {Us}taca, de X tal que E es trivial sobre cada U,. Escogemos una par-
ticion de la unidad, {xp}pep, subordinada a esta cobertura, y una funciéon

1: B — Atal que sop xp C U, En cada U, escogemos un marco de referencia

U%a), e ,nﬁa) y definimos

VO =0 @ df
J J
en C*°(Uy; By, ), y con ellas,

Vn = Z X6V 0|0y
b

Usando un marco de referencia 7y,...,n, de E sobre un conjunto abierto
U, tenemos

Vn; = ne @ wh

en U con ciertas 1-formas wf . Estas formas son las formas de conexiéon de V

respecto al marco de referencia n;. Siny, k—1,...,r, es otro marco de referencia
en U entonces tenemos las relaciones

M= _aln;, n;=» bin,
J &

con matrices invertibles A = [a]], B = [b%] de funciones de clase C*. Entonces

Vi, = V() ainy)
J
= ZW ® (Z aiwﬁ + da,)
4 J
= Z by'n., @ (Z aiwf + da)

lm 7
=D ® (D b ajwf + ) byday)
m 7, l

Vemos que las formas de conexion de V respecto al marco de referencia
estan relacionadas com las de n; a través de

Wit = E b alwh + E by day,
¢ ¢

Denotando por w la matriz [w}] y w’ = [w}*'] esto es
(4.1) Ww=A"1wA+ A tdA

con el producto usual de matrices.
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Dado py € X siempre podemos encontrar un marco de referencia respecto
al cual las 1-formas de conexion satisfacen w(pg) = 0. Para ver esto, escogemos
un marco arbitrario 7y, ..., 7, cerca de py. La correspondiente matriz de formas
de conexi6n es w. Escogemos una matriz A de funciones definidas cerca de py tal
que A(po) = I 'y dA(po) = —w(po) y definimos ), = 3, ayn;. Las n;, forman un
parco de referencia porque A es invertible cerca de pg. La matriz de 1-formas de
conexion respecto a este marco calculada en py es w'(pg) = 0 segtn la formula
(4.1).

La diferencia de dos conexiones en F es un operador de orden cero, inducido
por un homomorfismo v : E — E® T*X. En efecto, dadas conexiones V°, V1,
tenemos

ne (V) = VO(fn) = f(Vin = Vo) =0
para todo f € C>(X).

Extendemos V a un operador

V:C®X;Ea NX) = C®X;Ee N )

definiendo
Vinea)=(Vn) Aa+ngda

sin € C®(X;E) y a es una g-forma. Esto basta, en principio, para definir
V, porque cualquier seccién de E ® A? es localmente una combinacién lineal
de términos n ® @« Como N ®@ o = fn ® %a si f no se anula nunca, hay que

comprobar que usar cualquiera de las dos representaciones produce el mismo
resultado. Segun la definicién,

V(i ® 2a) = V() A Lt e d(}oo

f f
1 1 1 1
:f(Vn)/\?a+n®df/\?o<+fn®(?da—ﬁdf/\oz)

= (V) ANa+n®dao.
Con esta definicion, si f € C®(X), n € C®°(X;E) y a € C®°(X;|WedgelX),

entonces

Vifnoa)=f(V))@a+ froda+n@df ANa
La composicion de dos operadores sucesivos es de orden 0, y no de orden 2.
Calculamos:

V(V(fn®a)=V(fVn®@a+ fn@da+n®df Aa)
=f(VVn)@a+ fVn®@da—Vndf N«
+ fVn@da+n®df N\da
+VnRdf Na—n®df Ada.

Los signos negativos vienen, en la antepentltima linea, de que en la expresion
local Vip =3 j 1¥; ® B; con 1-formas B3;, el operador d aparece después de las
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Bj, v en la dltima linea, porque d(df A a) = —df A da. Cancelando el miembro
derecho de la ultima igualdad se reduce a la formula para fVV(n® «). Por ser
de orden cero, los operadores VV estan dados por homomorfismos

Q EaN'XY s Ea Ny

En particular, Qp : E — E x A2X, denotada . Esta es la curvatura de E
segiin la conexion V. Usando que Hom(E, E@ A’ X) ~ E@ E*® A’ X podemos
expresar 2 localmente como sigue. Si 71, ..., 7, es un marco de referencia local
y n',...,n" el marco dual (para E*),

QZZ%@W@%
J.k

con ciertas 2-formas ] estas son las formas de curvatura de V respecto al

marco de referencia 7;. La matriz de curvatura ) = [Qf] esta relacionada con

la matriz de formas de conexién w = [w¥

7] a través de la formula

QO =dw+wAw.

Cambiando el marco de referencia y usando (4.1) tenemos, para la matriz de
curvatura respecto a nuevo marco,

Q =dv +' AN
= d(A7 WA + A7NdA) + (A wA + AT dA) A (A wA + A71dA)
= —AYAAT Y ANwA+ AT VdwA — AT YW AN dA — ATYdAATI A A
+ AT OAWA+ AT WAAA+ AT AN ATIWA + ATHA N ATHA.

Usando por ejemplo A" 'dANA"'dA = A~'dAA~' AdA y cancelando términos
obtenemos

Q' =A10A.

LEMA 4.2. Si las formas de conexidn respecto a un cierto marco de refe-
rencia cerca de py € X satisfacen w(pg) = 0, entonces la matriz de formas de
conexion respecto a ese marco satisface dS)(pg) = 0.

Esto es consecuencia de la férmula
dA=QAw—wAQ.
De Q = dw + w A w obtenemos

dY=dwNw—-—wAhdw=Q-wWAW)AW—WAQ—-—wWAW)=QAw—wAD
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5. Polinomios invariantes y el anillo de formas pares
Un polinomio p(X), X = [mf];
meéricos (enteros, ..., complejos) es invariante si

p(AT'XA) = p(X)

k—1 en r X r variables con coeficientes nu-

para toda matriz A invertible de tamano r x r. Ejemplos de polinomios in-
variantes son tr y det. Para el primero vale en general tr(AB) = tr(BA), de
esto es inmediato que tr(A71 X A) = tr(X). En el caso del determinante, vale
det(AB) = det(A) det(B), de esto de nuevo es inmediato que det(A 1 X A) =
det(X).

Algo mas generalmente, para matrices r x r vale

det(X +tI) =Y t/o, ;(X)
=0

con pj es invariante: det(A™' X A+tI) = det(A' X A+ A~ 1T A) = det(X +tI).
El polinomio o, es det mientras que oy es tr. En general ¢;(X) es el polinomio
simétrico elemental de orden j en los autovalores de X. Estos polinomios tienen
coeficientes enteros.

Otros ejemplos de interés son los coeficientes de la serie de Taylor de tr et
Esto es,

1 .
g;(X) = — tr X7
Finalmente, si X es una matriz genérica r X r con autovalores Aq,..., A\,
entonces
T A .
_ J
Td(X) = kli[l %

es invariante, porque Td(X) y Td(A~!X A) tienen los mismos autovalores.
En general, si p(X) es un polinomio homogéneo invariante, entonces p es
una expresion polinomial en las funciones simétricas elementales en los autova-
lores de X. Reciprocamente, una funcion simétrica en r variables (complejas)
define un polinomio invariante.
Si V es un espacio vectorial (digamos real) de dimension n, podemos definir
una estructura de anillo con identidad en

AMV=ReVaA Ve - aANV={q: qecNV}
=0

definiendo
n n n

O an) A be)=>_ > ajAb.

=0 k=0 £=0 j+k=¢
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El subconjunto de elementos de orden par,

[n/2] )
APV = { Z Qgj @ a2j € /\2JV},

=0

es un subanillo conmutativo con identidad. Finalmente,

GV)={l+ax+ -+ agn2 :az € % para j > 0}

es un grupo conmutativo.

. . . . 2
Sip(X), X = [:E;“] es un polinomio invariante y w}“ € N°, podemos re-
emplazar las variables por las formas wf Como AP¥V es conmutativo, no es

necesario mantener el orden de los productos.

6. Clases caracteristicas en cohomologia de de Rham

Pasando ahora a la situaciéon de formas sobre una variedad, sea F — X
un fibrado complejo con conexiéon V con curvatura ) expresada localmente
respecto a un marco de referencia 7; como una matriz [Q5]. Si p(X) es un
polinomio, podemos calcular p(£2) sin problema. Pero si ' = A~1QA, entonces
la igualdad p(Q)) = p(2) esta garantizada solo si p es invariante. En ese caso,
los sumandos homogéneos de p, los cuales podemos extraer usando

P(tX) = 3 7 p(X)

m>0

producen formas p,,(Q2) € C*(X; /\sz ) bien definidas, puesto que los p,,
mismos también son invariantes: como p,, (') = p,, (2), no importa que marco
de referencia local para E escogemos, el resultado es el mismo. Escribimos p(€2)
para denotar la forma global definida por p y V.

Si p(X) es un polinomio invariante homogéneo de orden m y 2 es la forma
de conexion de alguna conexion en E que hemos prefijado, entonces p(£2) es
una 2m-forma cerrada. Para ver esto, escribimos p explicitamente:

1. dm ok Ko
p(X) =D o el
con coeficientes constantes. Para ver que dp(2) = 0 escogemos py € X arbitrario

y un marco de referencia respecto al cual la matriz de formas de curvatura
satisface dQ2(pp) = 0. Sustituyendo €2 tenemos

1 Ok Fom
p) =D P A A

De esto es claro que dp(Q)(pg) = 0. Como p(2) no depende del marco de
referencia y pg es arbitrario, dp(Q2) = 0. Por lo tanto, la conexién y el polinomio
define una clase de cohomologia en Hg’fg()( ). También podemos probar que la
clase de cohomologia no depende de la conexion (ver Gilkey [19]).
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DEFINICION 6.1. Sea X wuna variedad de clase C°, E — X wun fibrado
vectorial complejo de rango r y Q) la matriz de curvatura respecto a algin marco
de referencia local de E. La clase (total) de Chern es el elemento

o(E) € P Hik(X)

definido localmente por

2

det (]
e( Jr27r

El cardcter de Chern es el elemento
ch(E) € P HiE(X)

definido localmente por

treaw't,
Sea V¥ una conexion en la complexificacion, CTX, de TX, Q¥ su matriz de
curvatura respecto a algun marco de referencia local de TX. La clase de Todd

de X es el elemento
Td(X) € @) Hh(X)

definido localmente por
TA(QY) € @ Hik(X).

Estas clases aparentan ser clases en cohomologia de de Rham con coeficien-
tes complejos, pero cada clase contiene representantes reales (ver Gilkey [19,

p. 94]).
La clase total de Chern es

o(B) =1+ci(B)+ea(B) +- +en(B), ¢;(B) € Hi(X)
con ¢;(E) € HdQ%{(X). Siempre c;(E) = 0 si j > r porque el polinomio det(¢I +
X) es de grado r en el caso de matrices 7 x r. Ademés ¢;(E) =05si 2j > dim X
porque Hf%{(é’() = 0 en ese caso. El caracter de Chern esta basado en trexp(X).
Expandiendo en serie de Taylor,

tr(ex) =tr(I + X + %X2+...) =r+o1(X)+ %(01()()2 —205(X)) + ...

La clase de Chern puede ser definida en cohomologia con coeficientes en Z,
la caracter de Chern en cohomologia racional (la division por nimeros factoria-
les es la expansion de Taylor del exponencial es inevitable), lo mismo que con
la clase de Todd. Las clases de Chern enteras de F “casi” determinan el fibrado.
No lo determinan necesariamente, porque, por ejemplo, un fibrado puede tener
curvatura nula, por lo tanto su clase total de Chern es trivial sin que el fibrado
mismo sea trivial. Hay otras razones para fallar, pero para esto hay que mirar
con més cuidado la interacciéon de la topologia del fibrado y la del espacio de
base X.
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Supongamos por un momento que X es de dimensiéon par n = 2m. Si £ —
X es un fibrado complejo de rango r > m, entonces E tiene una descomposiciéon
E ~ E© @ C"™, y cualquier descomposicion de este tipo (con E© con
rango m) produce factores isomorfos. Esto no es dificil de probar, pero requiere
algo de sofisticacion (ver Husemoller [31, p. 112, Teorema 1.2]; algo similar
ocurre si dim X es impar). La consecuencia de esto es que uno puede definir
una estructura de grupo en el conjunto V,,(X) de clases de equivalencia por
isomorfismo de fibrados vectoriales complejos de rango m sobre una variedad
(que supondremos cerrada como en el resto de este capitulo y orientable). Si
E,F — X son fibrados de rango m, entonces £ @ F' = G @ C™ para algin G,
unico modulo isomorfismo. La clase del fibrado trivial X x C™ — X hace de
unidad. Paralelo a esto, el conjunto

Cm(X) =1 H(?R(X) ©-- O Hg{:?(X)
también tiene estructura de grupo. Finalmente
c: Vi (X) = Cp(X)

es un homomorfismo. Para ver esto, notamos que ¢(E @ F) = c(E) A ¢(F).
Esto es inmediato si para calcular ¢(F @ F') usamos como conexion en E @ F
la obtenida de combinar una para E y una para F, y las propiedades del
determinante.

Todas estas clases de un fibrado E — X pueden ser expresadas en términos
de las clases de Chern, porque estas estan realmente basadas en las funciones
simétricas elementales. Las clases de Chern de la complexificacion de un fibrado
real se anulan en grados que son multiplos impares de 2 (ver Gilkey [19, p. 98]);
ellas coinciden con las clases de Pontryagin (que no hemos definido) del fibrado
real.

7. La féormula de Atiyah-Singer

En T*X tomamos como orientacion la inducida por la forma de Liouville
A, una 2n-forma (ver (I1.9.2)), y en T*X @R la inducida por AAdt. Esto induce
una orientacion en el fibrado de esferas p: S C T*X d R.

Dado el fibrado vectorial complejo G — S, tomamos el caracter de Chern
y la clase de Todd y formamos p*(Td (X)) Ach(G). Esta es una suma de formas
de varios grados. Aislamos la parte de grado 2n = dim S. Esta forma tiene
una integral bien definida puesto que S es orientable y hemos escogido una
orientacion.

TEOREMA 7.1 (Atiyah-Singer). Sea X una variedad cerrada de clase C* y
dimension n, E, F — X fibrados vectoriales complejos, sea A € W(X; E,F) un
operador pseudodiferencial eliptico de orden p > 0, y sea Ind(A) su indice de
Fredholm. Sea G el fibrado de esferas construido sobre la suspension del fibrado
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de coesferas S*X y sea G — S el fibrado vectorial construido usando el simbolo
principal de A. Entonces

Ind(A) = (—-1)" /S TA(X) A ch(G).






Capitulo VIII

La funcién ¢ de un operador eliptico

1.

Continuamos con una variedad cerrada X y un fibrado vectorial £ — X.
Suponemos dados una densidad positiva en X' y una métrica Hermitiana para
el fibrado E. Con estos datos, construimos L?(X;FE). Si A es un operador
diferencial, su adjunto formal es el operador A* tale que

(Au,v) = (u, A*v) para todo u,v € L*(X; E).
Si A es eliptico, A con dominio
D={ucl*X;E): Auc L*(X;E)}
tiene como adjunto de Hilbert al operador A* con dominio
D ={uecl?X;E): A*uc L*(X;E)}.

Debido a la compacidad de X y la elipticidad de A, ambos dominios son iguales
a H™(X; E), el espacio de Sobolev de orden m (el orden de A) cuyos elementos
son secciones de E. De esto resulta: si A es eliptico y simétrico, es decir, A = A*,
entonces es autoadjunto.

Supondremos que A es eliptico y positivo':

(Au,u) > cHu||2, u € C(X; E)

con ¢ > 0. Entonces el espectro de A, el cual es un conjunto discreto sin puntos
de acumulacion finitos por ser A eliptico, es un subconjunto de R porque A es
autoadjunto, de hecho contenido en [¢, 00) por la positividad A. Cada elemento
de spec(A) es un autovalor de multiplicidad finita (debido a la elipticidad de A
y la compacidad de X'). Si ¢ € D es un autovector, entonces ¢ € C°(X; E) por
regularidad eliptica. Esto vale incluso si u es una distribucion y un autovector.

l(Au, u) real para todo u € C*°(X; ) implica simetria. Para cualquier u,v € C*°(X; E)
tenemos
(Au,v) + (Av,u) = (A(u +v),u + v) — (Au,u) — (Av,v) € R

por lo tanto S(Au,v) = —S(Av,u) = S(u, Av) usando (Av,u) = (u, Av). En la misma
féormula, reemplazando v por —iv tenemos que por ser i(Au,v) — i(Av,u) real, R(Au,v) =
R(Av,u) = R(u, Av). De esto resulta (Au,v) = (v, Au). En particular, A positivo implica A
simétrico.
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Escribimos
Ex=ker(A— M), MeC.
La positividad de A implica, segin el Teorema I11.13.5, que el espectro de A
esta contenido en [c, 00) C (0,00), Por lo tanto, si A € spec(A), la potencia A~*
esté definida sin ambigiiedad para cualquier s € C. La funcién ¢ de A es la
funcion

(1.1) Cals) = > A *dimé,.
A€spec(A)
Como veremos, ella esta definida inicialmente en la region Rs > n/m del plano
complejo, pero tiene una extension meromorfa a todo C con polos tGnicamente
a lo largo de (—oo,n/m], todos simples.
Obtendremos informacion sobre (4 usando la féormula

(1.2) Cal Tr—/ S(A—AI)7ld),

valida, como veremos, si sm < —n, donde I es

el camino obtenido recorriendo el semieje real ~N

negativo desde —oo hasta —e, seguido del ca- = =\~

mino circular a lo largo de |\| = € en el sentido

horario hasta volver al semieje negativo, y de alli de nuevo a —oco a lo largo
del eje real. El nimero ¢ es positivo, menor que ¢, y A° esté definido usando la
determinacién del logaritmo en el complemento del semieje real negativo; en la
primera parte del camino, A= = |A\| 7%¢7%7 en la tercera, \7* = |\|7%e**". La
motivacion de la formula proviene de

:L//\’S(/\—n)’ld/\
27T T

sin € C\(—o0,0], Rs > 0, y |n| > e. Usada conjuntamente con

a-ant= 3 L

¢Espec(A) ¢=A

donde Il : L?*(X; E) — L?(X;E) es la proyeccién ortogonal en & y proce-
diendo formalmente, obtenemos

1
Tr(A— M)t = —Trné‘
ce Z ¢~
spec(A)
lo cual produce la relaciéon entre (4 y la traza del operador
i

(1.3) A = — [ A5(A-XD)"tax

2T T
Como ya sabemos, calcular la traza de un operador pseudodiferencial requiere
que su orden sea menor que —n = —dim X (para que el nacleo de Schwartz

sea continuo, y tenga restriccion a la diagonal). La definicion del operador A~*
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solo requiere s > 0, y veremos que este es un operador de orden —ms. Asi, la
existencia de la traza esta garantizada para s > n/m. En la siguiente seccion
discutimos en detalle la definicion de A~*. El factor ¢ en el numerador en (1.3)
toma en cuenta que escribimos (A — AI)~! en lugar de (A] — A)~.

La mayor parte de este capitulo est4 basada en Seeley [70].

2. Potencias complejas de A
La positividad de A implica que A es simétrico.
LEMA 2.1. Si A es simétrico, entonces
1A= ADullo = [SAl[ullo, 1w € C=(X; E).
Si ademds A es no-negativo, entonces
I(A = ADullo = Wllullo  si RA <0,
Sea ¢y > 0 arbitrario, definamos
Yoo = {ANEC:ReIN>0, [Se N < coRe AL

En el caso § = 0 que nos interesa por ahora, ¥y ¢, es un sector abierto centrado
en el semieje real positivo. En general, 3y ., es un sector abierto centrado en
el rayo

Ray, = {re’ : r > 0}.

Combinando las dos estimaciones del lema obtenemos que para cada cg > 0
existe c¢; tal que

(2.2) (A = ADullo = er[Af[ullo st A ¢ Fo.co-

DEMOSTRACION. Si A es simétrico, entonces (Au, u) es real para cualquier
ue C®X;E):
0 = (Au,u) — (u, Au) = (Au,u) — (Au,u) = 23 (Au, u).

Usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz y la desigualdad |z| > |Sz| para
ntmeros complejos z, tenemos

(A= Ayullollullo = [((A — Au,w)| = [(Auw,w) — Alu,w)] > [SA]ull?

y simplificando obtenemos la primera desigualdad del enunciado.
Supongamos ahora que (Au,u) es no-negativo. Entonces

1(A = XDullg = [[Aul[§ + AP ull§ — 2RA(Au, u).

Si RA < 0, entonces —2RA(Au,u) > 0, y por lo tanto el lado derecho esta
acotado por debajo por |A|?||u||3. Tomando raiz cuadrada obtenemos la segunda
desigualdad del enunciado. (I
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La desigualdad (2.2) implica
(A = A1) Mullo < ﬁnuuo, ue LAX;E), A¢ o

para cualquier ¢g con ¢ = 1/¢;. La manera més sencilla de definir la integral
en (1.3) es apelando a la teoria de integrales de linea de funciones complejas.
Si u,v € L2(X; E), entonces

A= AT (A=A M, v)
es una funcién holomorfa en C\ (spec(A) UR_), acotada por
IATH((A = AN, w) < el AT fullo]follo-

en C\Xg . Como consecuencia tenemos: si Rs > 0, la integral de linea

1

— [ A (A=A u,v) dA

= [ A (A=A )
converge absolutamente, y estd acotada por

Csllullo]lvllo
con
C, = c/ A7 a).
r

En particular,

L2(X;E) 5 v s — / AT (A=A tu,v)dr e €
2m Jr
es continuo ademas de lineal, y via el teorema de representacion de Riesz define
un elemento de L?(X; F), denotado A~ *u. Este elemento depende linealmente
de u y satisface
[A™ullo < Cillulo-

Tenemos por lo tanto un operador continuo A~* : L?(X; E) — L?*(X; E) con
norma < (. Una versién equivalente resulta de usar que

A= A 5(A—= A" tu e L*(X;E)

es continuo, extendiendo la definicién de integrales de Riemann impropias a
funciones continuas con valores en un espacio de Hilbert (o de Banach).

En cualquier caso, solo podemos definir la integral de esta manera cuando
fs > 0. El resultado es una familia de operadores que dependen de s de manera
holomorfa.

PROPOSICION 2.3. Si s, s’ son nimeros complejos con parte real mayor que
0, entonces
A—S OA_S/ — A—S—S/
SiRs > 1, entonces Ao A= = A=t Si s es un entero positivo, entonces A~*
es la s-ima potencia de la inversa de A.
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La proposicion justifica la notacion.

DEMOSTRACION. Debido a la holomorficidad, el camino preciso que usa-
mos para definir A® no es importante, solo el comportamiento general importa.
Continuamos con el camino I' original, y escogemos otro camino I descrito
como sigue. Tomamos &’ > ¢ tal que ¢’ < minspec(A4) y § < &’. El camino I”
consiste del segmento paralelo al eje real con parte imaginaria § > 0 comenzan-
do en —oo + i hasta encontrar el circulo de radio &’ > ¢, seguido del arco a lo
largo de ese circulo recorrido en el sentido horario hasta encontrar el segundo
punto de interseccion con la linea A = —4, luego el segmento de alli a —oco —id
hasta —oo — 4d. Usando la segunda definicion posible de A°, tenemos

(A=% 0 A=) (u) = (i)Q / /Fxnﬁ’ (A= A"V o (A— pludAdp.

En el lado derecho hemos usado la continuidad de A y la convergencia de las
sumas de Riemann de

i —s o -1
e (A—pl)™ (u)dp

en la topologia de L?(X; E) para obtener

(A=A ([ - an@an) = [ pm (A=A e (A u(u) du
F/ !
Una vez hecho esto, el orden de la integraciéon no es material. Ahora usamos
(A=XD"'—(A—pu) P =(A-X)"Lo(A—pl — (A= X))o (A—pul)™?
=A=pA=A)"to(A—pl)™!

para obtener

(24) (A= 0 A~ )(u) = (i)Q/F/ A;“:(An)l(u) dp dx

_ (;T)Q//FA;“; (A~ uI)~ (u) d\dp.

Reescribimos el primer término de la derecha como

(i)Q/F [/F A"_N du}A—S(A—M)—l(u) X

y observamos que en la integral entre corchetes podemos cambiar el contorno
de integracion I, definido usando &', a uno definido de la misma manera con
parametro r > ¢’ porque A € I'. Usando la estimacion

#75' ’<C —Rs'—1
| (=] <Ol
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para A fijo y |u| grande y usando que Rs’ > 0, concluimos que esa integral es
nula. Escribimos el segundo término de la derecha en (2.4), incluyendo el signo,

) L e

La integral entre corchetes es igual a

A7F A8
yﬁ d/\+/ d\
A—ul=p A~ H A

donde I'” esta definida como I" pero con parametro &’ > 2|u|, de manera que la
parte circular mantiene a p en su interior, y 0 < p < |u|. La segunda integral, la
integral sobre I'” es nula en base al mismo argumento que més arriba, esta vez
usando Rs > 1. Para la primera integral, en la cual la orientacion es antihoraria,

tenemos
)\—S ,
yg d\ = 2mip~*
A—ul=p A~ K

Concluimos que (A~% 0 A=) (u) = (A5 (u).
Para probar la segunda asercién usamos

A FAA XD = XA MDA - XD+ 2 A -t
= AT AT A - AN

/ A%dA=0
r
usando Rs > 1.

Si s es un entero positivo, los limites

y argumentamos que

lm A™%,  lim A~°
A= Ao A— Ao
IA>0 IA<0

con )y < 0 son iguales. La cancelacién que esto implica reduce la integral que
define a A™° a
1

A A"S(A = AI)"LdA.

27 J|x|=e

Si s =1, esto evaltia (A —A)"! en A =0. Si s > 1 (entero), usamos la segunda
parte de la proposicién. O

La segunda asercion del lema nos permite extender la definicion de A=* a
todo el plano complejo:

COROLARIO 2.5. La familia s — A™° tiene una extension holomorfa a C.
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DEMOSTRACION. Sea s arbitrario en la region Qp = Rs > —k + 1. Como
R(s+k) > 1, A=5* esta definido y es holomorfo en s en la region . Entonces
también la nueva funcion A(ks) = Ak A—5—F eg holomorfa en Q. Pero si Rs—k >
1, entonces AFA=5F = A=5_ Esto es, A(k‘; es una extension holomorfa de A=%.
Extendemos A™° a la region 2 definiendo A™° = A“(;k). d

3. Rayos de crecimiento minimo

Las tnicas propiedades de A que usamos en la seccion anterior fueron la
invertibilidad de (A — AI)~! si A es un ntimero real no-positivo y la estimacién
c
Wa
con R, = R_. Esta ultima desigualdad implica la validez de una desigualad

similar con otra constante ¢ en un sector alrededor del semieje real negativo.
Usando

(3.1) (A=A < AER,

A=M = (A= 2D)(I+A=X)(A—=XI)7)
y la invertibilidad? de
T+ (AN=Xo)(A—XD)?
si |[(A = Xo)(A = XoI)7Y| < 1. La cota (3.1) implica

_ A
A= X0)(A =X D) M| < C‘)\*O —1

Con R < 0y escogiendo Ag = R vemos que A— Al es invertible si |SA/RA| <
1/c.

En general, Ray, es un un rayo de crecimiento minimo para un operador
A si A — Al es invertible cuando A € Ray, es suficientemente grande, con la
estimacion (3.1) con Ray, en lugar de R,.. Si Ray, es un rayo de crecimiento
minimo para A, y A es eliptico e invertible (0 & spec(A)), todo los argumentos
de la seccion anterior son aplicables directamente (alternativamente también
trabajando con el operador e~ A, definiendo A=* = ¢*?(¢? A)~*) usando una
curva I' que cerca del origen, omite el espectro de A (discreto por ser A eliptico
y X compacta).

Si A € Dif™(X; E) es no-negativo, entonces A es simétrico y su simbolo
principal es no-negativo. Para ver esto, usaremos (IIL.11.5). Sean ¢ € T*X
y 7€) = po. Tomamos f € C°(X) a valores reales con df(py) = €. Dado

2Via serie de Neumann,
oo
(I - T)71 = ZTev
£=0

con convergencia en norma si || T < 1.
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¢o € Ep,, escogemos u € C®(X;E) con soporte contenido en la region U
donde df # 0 y tal que u(pg) = ¢p. La positividad de A implica

(A, e u) > 0.

Como
1 iTf iTf 1 —iTf iTf
—(Ae"u, e u) = (—e Ae" u,u)
7—771, Tm
— (o (A)(df)(u),u) cuando 7 — oo,

deducimos

(a(A)(df)(u), u) > 0.
Escogemos una carta local x1, ..., x, en un entorno de pg, digamos en & mismo,
con z;(po) =0,y x € CX(R) con x(0) = 1. En lugar de u usamos kn/2e= kel y,

con k € N. Escribiendo (-, ), para la métrica en la fibra E, y dm = my(z)dz
para la densidad, tenemos

(@ (A)(df) (k"2 1ol ) fn/2e R 12y

:/X(U(A)(df(x))(k"/ze_k2|z‘2u(ac)),k"/ze_k2|x‘2u(x))zmo(x)dx
_ /X kre 2K (g (A)(df (2)) (u(x)), u(x))  mo(z) dz
= / ) (721" o (A)(df (x/ k) (u(a/k)), u(@/F)) , o (x/F) da

usando un cambio de variables para llegar a la tltima linea. El limite de esa
altima expresion cuando k — oo es

(A ) ) o)), i) | 1o
Por lo tanto
(o(A)(€)(60). 60), > 0.
Si Ray, es un rayo de crecimiento minimo, la desigualdad (3.1) con A €
Ray, implica
[AMllullo < el (A= AD)ullo, A € Rayy.
De esta desigualdad podemos sacar més informacién. Tomamos A € Ray, y

reemplazamos A por 7\ y u por e¢’"fu en la desigualdad, con f y u como
antes. Entonces

1 .
IMullo < e||—e (A —7mAe'™ u

T 0
y tomando el limite con 7 — oo resulta

(AMllullo < ell(@(A)(df) — AL)ullo
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Usando el argumento que lleva a la desigualdad puntual deducimos la inverti-
bilidad de a(A)(€) — AI para cada & # 0 si A € Rayy; recordemos que por la
definicion, 0 ¢ Ray,.

Notamos de paso que la invertibilidad de @ (A)(€) — A para todo £ € T*X
v A € Rayy no es suficiente para concluir que A es eliptico. Por ejemplo, en R3,
€2 + €2 — X es invertible para todo A < 0, pero &2 + £2 no es el simbolo de un
operador eliptico.

PROPOSICION 3.2. Si A € Dif""(X; E) es eliptico y Ray, es un rayo de cre-
cimiento minimo para @(A), entonces Ray, es un rayo de crecimiento minimo
para

A:H™(X;E) C L*(X;E) — L*(X; E).

En la Seccién VI.4 vimos como, con el Laplaciano de Hodge [J;, podemos
encontrar una inversa pseudodiferencial de O, — A\ invirtiendo O, + D7. Aqui
este truco “barato” no funciona porque para nuestro operador, A + D} puede
so ser eliptico porque si m es impar no controlamos el signo de 7 (si A es
un operador escalar y dim X > 2 entonces la elipticidad implica que m es
par). Sin embargo, podemos construir una parametriz para A “a mano” usando
coordenadas locales y considerando A en a,, — AI, como parte del simbolo
principal de A — AI pretendiendo que A es homogénea de orden m.

Organizamos las ideas en el lenguaje de la sucesion (I11.11.6) y el Teorema
II1.11.8. Para la definir version local de los operadores que necesitamos tomamos
un conjunto abierto  C R" y un sector ¥ = X . arbitrario. Definimos S7' (2 x
R™ x ) como el espacio de funciones b € C*°(X x R" x X) (posiblemente con
valores en matrices) tales que para todo K € §, todo «, 3, v, 7/, existe C tal
que

| D307 0307b(w, &, M)| < CA+[E|+[A[7 )= FI=M=I1 1 3 e K, (£,0) € R"x 3,

Estos son simbolos similares a los simbolos de tipo (1,0) en el sentido del
Capitulo III excepto que no estdn definidos en todo  x R™ x R?, sino (cada
uno) en un entorno de 2 x R™ x ¥ en este espacio (viendo C como R?), ademas
con homogeneidad distinta en & y A:

7 (&) = (767" ).

Dejamos implicito que el espacio depende de m. Definimos operadores pseudo-
diferenciales usando estos simbolos, simplemente usando A € ¥ como parame-
tro. Definimos S}'(2 x R™ x X) como el espacio de funciones de clase C*° en
Q x [(R™ x £)\{0,0}] homogéneas de orden p:

b:OxXxR"xYX —»C
es homogénea de orden p si

b(x, 7€, 7™A) = THb(x, &, N), T > 0.
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Finalmente, S (2 xR™x X)) es el subespacio de Sf' (2 xR™ x %) cuyos elementos
tienen expansion asintotica

b bucks buk € S)THQ X R x D)
k=0

en el sentido que si y € C®(R"™ x X) satisface x(£,A) = 1 cuando (£, \) esta
cerca de (0,0), entonces

N
b—(1=x) D bur €S N QAXR" x %)
k=0
El factor (1—x) elimina el problema de la singularidad en (0, 0) de las funciones
homogéneas.

Sea UH((Q, X)) el espacio de operadores pseudodiferenciales definidos usando
simbolos en S#(Q2 xR™x ). Admitimos como operadores residuales, operadores
integrales dependientes de A con nicleo de clase C*° en todas las variables
(incluyendo A € ) que como funciones en 2 x € con A como parametro son
rapidamente decrecientes en A € ¥ cuando || — oc.

El simbolo principal de B = op(b) € ¥*(Q,X), b con expansiéon como
arriba, es b, como funcién en (7#Q x £)\{(z,0,0) : z € Q}.

Retornando a la variedad X, definimos ¥*(X,%; E) como el espacio de
operadores que localmente estan dados por operadores como los que acabamos
de definir, con simbolos a valores en mapas F — E. Definimos

T*X x Rayy = {(§,\) € T"X x T : (§,A) # (0,0)}
Sea 7rs: : T*X x Ray, la proyeccién canénica. Definimos
SIH(T*X x Rayy; End(73, E))
como el espacio de secciones de clase C'°°, homogéneas de orden p, del fibrado
End(74E) — T*X x Ray,.
TEOREMA 3.3. La sucesion
(3.4)

0 — U 1(X, 5 E) & UH(X, % E) 24 SH(T*X x Rayy; End(75E)) — 0
es exacta. Si A € VH(X, X E) es tal que o,(A) es invertible como elemento de
SI(T*X x Rayy; End(74E)), esto es, existe

be S, "(T*X x Rayy; End (75, F))
tal que ab = I, entonces hay B € V™H(X,%; E) tal que Ao B=1— R, donde

R es un operador integral cuyo micleo es de clase C™®° en X x X x X, de la
forma K(z,2', ), con K(z,2',\) = 0 cuando A — oo, X\ € X.

La demostracion es anédloga a las de los Teoremas I11.11.8 y III1.11.9.
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DEMOSTRACION DE LA PROPOSICION 3.2. Aplicamos el teorema al ope-
rador diferencial A para el cual @(A) — AT es invertible si A € Ray, (v por lo
tanto también si A € ¥y . para algin ¢ > 0). Escogemos B(\) € U™H(X,%; E)
tal que

(A= X)By=1— Ry

con término residual Ry como el descrito en el teorema. La norma de Ry como
operador

L*(X;E) — L*(X; E)

decrece rapidamente a 0 si A € ¥ y |A\| = oco. Por lo tanto, una vez que |\ es
suficientemente grande, la serie de Neumann

S
=0

converge en norma a un operador integral con ntcleo de clase C*°,y By o (I —
Ry)~! invierte A — M. Por lo tanto Ray, es un rayo de crecimiento minimo
para A. O

El aspecto importante de la Proposicién 3.2 no es la existencia de una
inversa pseudodiferencial de A— AI: la inversa es un operador pseudodiferencial
porque A es eliptico. Mas bien, el valor de esa proposicion y el Teorema 3.3
reside en las estimaciones en \ en la representacion de (A—\)~! como operador
pseudodiferencial.

4. Calculos locales

Continuamos con el operador diferencial A : C*°(X; E) — C*°(X; E), elip-
tico y estrictamente positivo. Podriamos suponer solo elipticidad y existencia
de un rayo de crecimiento minimo para el simbolo principal, pero dejamos eso
para el lector interesado. Los operadores (A — AI)~* con \ ¢ spec(A) son ope-
radores pseudodiferenciales. Queremos probar que los operadores A~° también
son operadores pseudodiferenciales. Para esto recurrimos a féormulas locales.

En un abierto U con coordenadas locales 1, ..., z,,
A= E aq () DY
la|<m

con homomorfismos a,, : Fyy — Ey. El simbolo total de A es

> (@), am—j(@.&) = Y aa(x)E”
j=0

la|=m—j
Escribimos

m = Qm — AN, GQm—j = Qm—j, J=1,...,m.
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La parametriz de A — AI (siempre con A € ¥ = X, ., ¢ > 0 arbitrariamente
fijado) sera un operador pseudodiferencial B = op(b) con simbolo total con
expansion asintotica

l‘ &, /\ Zb—m i\ E )‘) b—m—j(-rﬂ—gva)‘) = T_m_jb—m—j(xafv)‘)'

Encontraremos los términos b_,,_; usando la Proposiciéon I11.8.4 (A esta pro-
piamente soportado porque es un operador diferencial) con la condicion (A —
Al)o B =1. En general, (A — \) o B = C tiene C = op(c) con

c(x, &, N) ~ Zngg,

con ¢y homogéneo (incluyendo A) de orden —¢. Pero como queremos C' = I,
tomamos ¢g = I y ¢g = 0 si £ > 0. En la formula para el simbolo de la
composicion en la Proposiciéon I11.8.4 reemplazamos a y b por sus expansiones
asintéticas en términos homogéneos y separamos por grado de homogeneidad:

o=y, Déam (2, E, N)DEb_ g (, €, )
J+k+|al= 0 ¢ :

Cuando ¢ = 0, esta formula y la composiciéon C' = I nos lleva a I = a,,b_n,
por lo tanto,

—m(xagvA) = (am(x,f) - )‘1)717 (53 )‘) #0, A ¢ spec(am(x,g)).

La condicion ¢_, = 0 si £ > 0 es, por supuesto,
> bom (@, N), b (@, 7E TN =TI (2,6,0) =0

En esta formula, b,y aparece en un solo término (j = |a| = 0, k = ¢) sin
diferenciar, multiplicado por a,,. Por lo tanto, podemos despejar b_,,_,. Todos
los demés términos tienen a,, diferenciado en £ al menos una vez, por lo tanto
A no aparece en ellos, o factores a,,_; posiblemente diferenciados, pero en todo
caso en estos tampoco aparece A. El resultado es

b e, 63 = 05 (0,6 0) 3 D (0, & ADED k(6.

J+k+|al=L
k<t

para £ > 0. La suma asintotica de los b,,—j es una funcion b(z, &, \) tal que
(A—Xl)op(b) =1 — R,

con un error Ry = op(ry) con rx € [, S"(U x R" x ; E), un operador cu-
ya representacion como operador pseudodiferencial tiene simbolo rapidamente
decreciente en (£, \), en particular en \.
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La formula que define b_,,,_¢ lleva a una expresioén con singularidades en

{(z,6,A) eU XR" x C: (§,A) #0, A ¢spec(a(z,§))}

podemos (y nos conviene) deformar esos simbolos ligeramente para evitar esas
singularidades cuando A es pequeno.

De la positividad de a,,(x, ) sabemos que spec(a,,(z,€)) C Ry. Mante-
niendo z en un subconjunto compacto arbitrario de U y |£| = 1, tenemos una
cota inferior €9 > 0 para los elementos de spec(an(z,£)), digamos

A € spec(am(z,£)) = A > &q.

Reduciendo U podemos suponer que esta cota vale para cualquier x € Y. Por
homogeneidad,
A € spec(am(z,€)) = A > [¢].
De hecho, spec(an (w, €)) = [¢|spec(an (x,&)) con & = &/|¢].
Tomamos una funciéon no-negativa p € C*°(R) tal que p( )< 1, p(t) =1
cerca de 0 con sop(p) = [—1,1] y estrictamente positiva en (—1,1). Entonces

a;n(x,f) = am(xvg) + EOp(|§|)I

es de clase C° e igual a a,, si [€] < 1.Y si A € spec(al,(z,§)), entonces

. [=olel si ¢ > 1
= \eominfp(e) 1} sifel < 1.

En cualquier caso A > ¢ para cierto €; > 0. Usando

bom(z,&N) = (ay, (z,€) — AI) ™!

en lugar de simplemente (a,,(z,&) —AI)~! en la definicion de las b_,,_, vemos
que estas resultan ser de clase C'*° en

UxR"xY, Y={AeC:\¢][g,0)}

a valores en F, holomorfas en A € ¥’ y homogéneas en (£, \) de orden —m — ¢
en el sentido de 7 - (§,7) = (1,7™n).

Usamos estos simbolos redefinidos para escribir la parametriz de (A4 — AI)
en el conjunto abierto U.

El ntcleo de Schwartz de (A — AI)~! en U x U esta dado por

1 i(a—a'
/ pile— )‘Sb(l‘,x/a&/\) d§

Ky(z,2") = @)

donde b € S™™(U x U x R™ x ¥') es holomorfa A si A € ¥'. Las estimaciones
de b son como las de la seccién anterior excepto que limitamos A a subsectores
con clausura en X'
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Usando los argumentos en la prueba de la Proposicion 111.4.10 (los poli-
nomios de Taylor de b(z,z’, ) en 2’ centrados en = e integracién por partes)
obtenemos que

N

K)\(CC, .CE,) - Zop(b—m—é) = K—m—N—l,A
=0

donde K_p,_n_1) = op(g_m_N_l) con b_,m_N_1 € S—m=N=1U x U x R™ x
). Si m+ N > n entonces la estimacion
(4.1) b1 (2,2, € N < C(L+ JE] + A7) 7N

para (xz,2') € Kx K €U xU y A en cualquier sector con clausura en ¥/, junto
con

) —m=N— —n—k— 1\ _m—N— n
(L4 JE 4+ AP) TN E < (4 [e) T o (1 A ) T N ke

sin+k+e<m+ N+ 1 implican que K_n_;  es de clase C*, holomorfa en
A e, con

1K e n—1x (@, 2))] < (14 | N[ )~ N tndhde

con (z,2') € K x K y X en cualquier sector con clausura en ¥'.
Si u tiene soporte en U, x € U, y RNs > 0,

(A7%u)(z)

- i/)\_SK)\(.Z‘,J}/)U(l‘/)dm(l‘/)
r
T .
= WZ/F/ e CTTVENTY g, €, Nu(a)mo (a) da’ dE dA
=0

+ AP K o n—1a(z, 2 )u(z")mg(2') da’ dX
2 r

N

1 - N d
= we—a)e [ A75p A) dA ! "Ydx'd
E e —m—e(x, &, w(x Y mo(z’) do

(271')” e /n 2 /F @( £ ) ( ) 0( ) 5

+L/)\_SK_m_N_L,\(m,x')u(w’)mo(x’) dz’ d.
27T r

En la ultima igualdad intercambiamos el orden de integracion en X y (z/,¢).

Esto est4 justificado si vemos la integracion en (2, &) como integral iterada y

observamos que (&) es rapidamente decreciente. Es aqui donde el hecho que

los b_,,—¢ son de clase C* cerca de £ = A = 0 juega un papel: la curva I' pasa

a la izquierda de las singularidades de A\ — b_,,,_¢(x, &, A) para todo (z,&).
Las funciones

(4.2) s a”s ,(2,6) = —

27T/P)\ b me(x, €, N) dA
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son simbolos de orden —m¥s — £ en (z,£), holomorfos en A si s > 0. La
holomorfia es clara. Que son simbolos resulta de que son homogéneos en £ de
orden (complejo) —ms — £ si |€] es suficientemente grande. En efecto, si €] > 1,

bemt(2, &, N) = €] ooz, €, N/ |E]™)

con & =£/I€]. Si A e T, M|¢|™ e T/|€]™. El cambio de variables X' = \/|¢|™
lleva a

ST el MM A= [ ) et €0 A
pero usando la holomorfia de b_,,_, reescribimos la tdltima integral como inte-
gral a lo largo de I'. Obtenemos

(4.3) a5, g(@, &) = €7 T, y(2,6)  silé] > 1

Si Rs > 1y mantenemos £ fijo, podemos cambiar el contorno de integracion
I a un contorno que rodea los ceros de det(a,, (x, &) —AI). Habiendo hecho esto,
observamos que la condicién Rs > 1 ya no es esencial, y concluimos que a”; _,
es entera.

También

s}

s i —s
7mfN71($733/>€) - %~/1")\ ‘b7m7N71($7x/,§’A> dA

es un simbolo de orden a lo sumo —mRs — N. Para ver esto, cambiamos la
variable A por |£|™\ y usamos que b_,,_n_1(z,2’E, ) es holomorfa en \ ¢
[e1,00) para obtener (con [£] > 1)
s i e
a/fmfo]_(xax/af) = 27 A S|§| ms+mb7mfN71(x7x/a§? |§|m)‘) X
T Jr/gm

1
o 28 —ms+mb7m7 B / mAY d\
271_‘/1_‘ |§‘ N 1({177.%' 757 |§‘ )

En la dltima integral, el integrando esta acotado por

|£‘—m§Rs+m
(L+ €11+ IAli))T’”N+1 a

si mantenemos (z,z’) en un subconjunto compacto de U x U. Las derivadas en
x,x’ se acotan de la misma manera, y las derivadas en £ mejoran el decaimiento
en esta variable de manera consistente con la asercién

(4.4) a5 N €STMRINU XU X RM).

‘)\|—§Rs ‘)\| —Rs— 1|§| —mRs—

Hemos probado ademés que

a_y, _n_1(@ a2’ 8) =167 v (2,2,

4.5
9 G5 v €STNWUXUXR").
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5. La funcién zeta

Sea K 4-s el nicleo de Schwartz de A=%. Como A~% € U*™(X; E), si ms >
n, entonces A% K4-s es una funciéon continua, y su restriccion, t*K4-s, a
diag(X) esté bien definida: Para tales s, A~* es un operador con traza. Podemos
entonces usar (1.2) para calcular (4.

Usando la expansion de la seccién anterior tenemos

Moo
2= 2 )

en coordenadas en la regiéon U.
Fijamos xo € C°(R), xo(t) = 0 si [¢] > 1, definimos x1(¢) = 1 — x(1/t)
para tener xo(t) + x1(1/t) = 1. Con esto,

n/ a”t _,(x,€) d£+%/A’SK_m_N_M(x,x’)d)\.
Rn ™ Jr

o [ e de = i [ b, (o 6) de
1 1N\ _,
+ W/nxl(g)a_m_e(x,g) de

Como a®,,_, es entera en s, la primera integral a la derecha es una funcién
entera en s. En la segunda integral introducimos coordenadas esféricas en la
forma

1. N
5:;5, r>0, £ S"L
Obtenemos

1 1 1 oo . . Aﬂ
(2m)" R 1 () el € € ‘@w)n/O () /Sfm (o, ) dé

1 o [ d
= W/Snfﬁ:f”*‘(x’@ dﬁ/ﬂ ™ o (r) 77";

dé se refiere por supuesto a la mediad en S™~!. La funcién

1 ~ ~
pont@8) = g [ T &)

(realmente un mapa E, — E, para cada x) es de clase C*°, entera en s.
La integral en r es una transformada de Mellin. Insertando la notacion de la
Seccion 1V.3,

/O°° Pt () 2= M) i (ms - n 4 0).

r

Como la expansion de Taylor de y; en 0 se reduce al dnico término 1,

modulo una funcion entera.

M(x1)(i(ms —n + 1)) P ——”



5. LA FUNCION ZETA 183

Concluimos que
1 .

L[ i
1 .  @rm Jga St
e, Ot Ot = B

modulo una funcién de s entera.
Estimamos la restriccion a diag(X’) del término que involucra a K_,,,_ n_1.x
de manera similar. Tenemos

i . 1 .
% FA K—m—N—l,A(I7x)dA: W/]Rn a’—m—N—l(‘Taz7£)d€
1

= W/R xo(l€ha=s, n_q(z,2,8)dE

1 [ ‘ A ¥
* (27r)”/0 /Sf xi(r)aZy,_n_q(z, @, &§/r)r " dg%’

En el lado derecho de la ultima igualdad, la primera integral es entera en s. La
segunda integral es

1 —n+ms —s F s dr
(27’(’)" /T \/Sn—l q_m_N_l(xaxag/T) df r

El decaimiento en r de ¢—; _n_,(z,2,&/r) cuando r — 0 (ver segin (4.5))
implica que la altima integral define una funcién de clase C* en (z, s) si m¥ts >
n — N, y es ademas holomorfa en s en esa region.

Hemos probado

TEOREMA 5.1. Si Rs > n/m, la restriccion a diag(X) del nicleo de Sch-
wartz de A™° es una seccion continua (realmente C*°) de E — X que depende
holomdrficamente de s en esa region, y admite una extension holomorfa a todo
C con polos simples contenidos en {(n—~)/m : £ € No}. El residuo en (n—~)/m
es una seccion de E, localmente dado por la férmula

1 A a
p(n—[)/m(m> = W a:fn_e(% 6) dg§

"m fgn-1 s:(nfé)/m.
Como consecuencia de esto y (1.2) tenemos

COROLARIO 5.2. La funcion C4(s), inicialmente definida para Rs > n/m,
admite una extension meromorfa a todo C' con polos simples contenidos en
{(n—=420)/m: €€ Np}:

oo | trpn_ey/m(z) dm(z)
(5.3) > )\lsdimél,\zz/X puy o

A€spec(A) £=0
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6. Estimacion de Weyl

La estimacién de Weyl para el operador A es la siguiente. Sea {\; }?‘;0 la
enumeracion de spec(A4) con A; < Aj;1 (los autovalores sin repeticion) Sea

Ny = % £§ﬁm8M.

{5:x<Ay I
Entonces
(6.1) Na(A) ~ Cow XY™ 4 o(A™™)  cuando X — oo
con

Cw = ﬂ/Xtrpn/’m(m) dm(x)

n
Esta estimacion es consecuencia del siguiente teorema Tauberiano (transcrito
de Wiener [84, p. 44]):

TEOREMA 6.2 (Ikehara [32, p. 8]). Sea v(x) una funcién mondtonamente
creciente y sea

) = [ ravia)

+

convergente si Ry > 1. Si existe a tal que

tiene extension continua a Ry > 1, entonces

o= lim Y@,
r—o00 I

THEOREM XVII. Let e (x) be a monotone increasing function, and let

(10.06) [ e aat@ = s
converge for R(uw)>1. Let
(10.0) F@—— = g
converge uniformly to a finite limit as
(10.08) R@)—>1
over any finite interval of the line R(u) = 1. Then
(10.09) 4= tim =D

N—>oo

El teorema de Tkehara en la version de Wiener [84, p. 44].

Para obtener la estimacién de Weyl a partir del teorema de Ikehara y el
Corolario 5.2, solo tenemos que presentar un diccionario. El primer término en
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la suma a la derecha en (5.3) es

[ twonm@ydn@) 2 [ pla) duiz)
X _ X

s—n/m N (m/n)s —1

lo que indica que debemos tomar p = (m/n)s. Con esta escogencia de pu, la
suma a la izquierda en (5.3) es

1 .
Z W dim 8)\ .
A€Espec(A)

Esto sugiere substituir = A/™: con la enumeracion del espectro como arriba
n/m
yz; =A;"", la suma es

1
Z — dim &y, .
Jj= 0 ¥i
Si definimos
Z dim &, ,
{jiz;<a}

entonces

oo 0 1
—n _ 1
/0 x Hdv(z) = Z o dim &5,

+

3=0
y la formula (5.3) es
m
oo o — trp(n 0)/m () dm(x)
/ x Pdv(z Z n
o+ —0 (n—10)/n

El teorema de ITkehara implica

Z dim &y, — — /trpn/m( ) dm(z) cuando x — 0o
{J v <z}

Reemplazando z; = )\"/ R A

1

i Z dimé&y, — — /trpn/m( ) dm(z) cuando A\ — oo

{7:A <A}

Esta es la formula (6.1).
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7. Residuos de (4 en los enteros < n/m

Probaremos que los residuos de (4 en los enteros menores que n/m se
anulan. Para calcularlos, analizaremos p(,,—¢)/m (), definido en el Teorema 5.1,
con { =n+km, k € Z; tal £ corresponde con el polo en —k segtn (5.3). Como
debemos tener —k < n/m, necesariamente ¢ > 0.

Sin especificar aun £ excepto £ > 0, tenemos

7

a:fn_é('xa é) = %

/ Ao, €, N) dX
T

en coordenadas locales en &/ C X. Mantendremos = en un subconjunto com-
pacto de U. Para tales x, la cota

AT & )] < OR8]+ M) < O 1+ A4/

garantiza la convergencia de la integral de linea si fts > —¢/m; la parte circular
de la curva v mantiene a A\ a distancia positiva del origen.
Por otro lado, si s < 0, entonces

/ A%dN—0s16— 0.
[\|=6

Esto permite reducir el radio de la parte circular del camino I" al origen cuando
Rs < 0.

Denotemos por I' el camino que consiste en primero recorrer el semieje
real negativo en direccion positiva (como parte de la frontera del semiespacio
SA > 0), denotado 'y, luego el mismo semieje en direccion negativa (como
parte de la frontera de SA < 0), denotado I'_. b_p,_¢(z, €, \) es continua en un
entorno de {A < 0}. Las observaciones de los dos parrafos anteriores llevan a

a=* (2,8 = — [ Ab_m_e(z,E, N dN si —£/m < Rs < 0.

—m—£ - I ry

Parametrizamos ambos I'y y I'_ mediante ¢t — te™*", t > 0, tomando en
cuenta las orientaciones especificas al momento de reescribir la integral con
estas parametrizaciones. Tenemos

N 757 siA=te " €4
) tsetTs sid=te " el_
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en vista de la definicion de \°. Asi,

. oo
a_, (2,8 = —QL t_se_"”b,m,g(x,f,te_i’r)ie_”r dt
4 7 Jo
i [ . . o
+ o 7% b _py_p(x, & te™ T )ie" ™ dt
0
1 [ . . . .
=5 t b (x, &, te™" ™) (e — e ) dt
T Jo
. 0o
— ISmTs) sin(rs) / t7b e (z, &, te™ ") dt
m 0

La igualdad entre el primer y tltimo miembro de la cadena de igualdades vale
en la region —¢/m < Rs < 0. El primer miembro es entero, y el segundo es, a
priori, holomorfo en s para Rs > —¢/m. Por continuacién tnica,

(7.1) a_’ (&) = isin(ms) /00 t7b(x, €, te™"™) dt en Rs > —L/m.
™ 0

—m—L

Tomamos ahora k € Z y { = n + km. Con este ¢, (n — £)/m = —k. Si
s = —k, entonces

Por lo tanto, podemos evaluar a”; _,(x, é) en s = —k usando (7.1), pero como

sin(—7k) =0,

a:]:n_[(xvg) = O
Esto vale para todos los enteros —k < n/m. En particular, tomando trazas e
integrando en X,

TEOREMA 7.2. La funcion a(s) es regular en los enteros s € R, s < n/m.

8. El determinante (-regularizado de A

En el caso de un operador lineal a : V. — V invertible en un espacio
complejo de dimensioén finita, el determinante puede obtenerse a partir de la
funcién ¢, como

deta = ¢ %

En general, para un operador que admite una funcién ¢ que es regular en
s = 0, la derivada ¢’(0) tiene sentido, y el nimero e=¢'(0 ¢s el determinante
z-regularizado del operador.

TEOREMA 8.1. Sea X una variedad cerrada, m una densidad suave en X
y E — X un fibrado vectorial Hermitiano. Si A € Dif™(X; E) es un operador
eliptico estrictamente positivo, entonces (4 es reqular en O y por lo tanto admite
un determinante (-regularizado,

det ¢ (A) = e=¢a(0),






Capitulo IX

Analisis en variedades no compactas

1. El problema

La dificultad fundamental que surge al tratar de hacer analisis global con
operadores elipticos en variedades no compactas es la ausencia de un Lema
de Rellich-Kondrachov. La estrategia usual (probablemente la méas natural)
para superar el problema es especificar estructura adicional “en infinito.” Esto
conlleva refinar la configuraciéon de la variedad en infinito y la adaptaciéon de
los operadores, incluyendo la nocién de elipticidad, a la estructura refinada.

Los tres casos mas simples son variedades con extremos cilindricos, su ge-
neralizacion a variedades con cantos, y variedades de dispersion. En los tres
casos, la variedad no compacta es en realidad el interior, M, de una variedad
M compacta con borde, con el fibrado tangente reemplazado por un fibrado
“de estructura” que en el interior es isomorfo al fibrado tangente, pero en el
borde (en infinito segn el punto de vista de M) de alguna manera captura la
situacién particular que el fibrado trae consigo. Los operadores diferenciales,
estando ellos definidos en el interior localmente usando campos vectoriales, re-
flejan la estructura en infinito al ser definidos localmente cerca del borde usando
secciones del fibrado de estructura. Junto con los operadores, vienen espacios
de Sobolev adaptados a la situacién especifica. Ellos son, en el interior, los es-
pacios de Sobolev usuales en cuanto a que cuantifican regularidad de la misma
manera; es en infinito, de nuevo, donde surge la especificidad.

Los tres casos provienen de compactificar una variedad abierta de una
manera especifica guiada por la naturaleza del problema. Hay mas tipos intere-
santes de variedades no compactas con estructura en oo que no discutiremos
aqui.

2. Variedades con extremos cilindricos

El ejemplo que mejor refleja la idea de variedad con extremos cilindricos
es M =R x ), donde )Y es una variedad cerrada, por ejemplo un circulo, un
toro, o una esfera. Esta variedad tiene evidentemente la propiedad que tiene
una subvariedad compacta con borde (por ejemplo K = [~1,1] x }) tal que
MA\K es una union de (dos) variedades difeomorfas a (—oc,0) x Y. Los campos
vectoriales naturales en M son las combinaciones lineales con coeficientes de
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clase C*° que tienen limite cuando ¢ — oo, de campos vectoriales de ) (i.e.
tangentes a {t} x ) para todo t € R) con coeficientes constantes en ¢ y el campo
vectorial 0/0t.

La compactificacion cilindrica de (—00,0) x Y es [0,1) x Y junto con el
mapa de compactificacion

v (—O0,0)X)}—>[O,1)X)), ’y(t,p):(et,p).

Esta compactificacion afiade los puntos {—oo} x Y a (—00,0) x Y de una manera
especifica mediante el mapa 7. Escribiendo x para la variable en [0,1), los
campos vectoriales que hemos llamado naturales resultan ser de la forma

alwp)e g + W)Y

con Y un campo vectorial en ) y con las funciones a,b : [0,1) — R son C*°
en (0,1) x Y con limite cuando x — 0. Mejoramos esta ultima condicién a
pedir los coeficientes a y b sean de clase C'*° hasta x = 0. Estos son los campos
vectoriales de interés. Notemos que

(o) = o

La compactificacion cilindrica de M procede de la mis-
ma manera, compactificando los dos extremos por sepa-
rado. El resultado es una variedad M con borde igual
a la union de dos copias disjuntas de ). Los campos
vectoriales naturales descritos cerca de una u otra com-
ponente de la frontera de M provienen de lo que en la
literatura es llamada una b-estructura.

Las b-estructuras son el primer ejemplo de la sistematizacion del analisis
en variedades no compactas en donde el problema original se transfiere a la
compactificacion apropiada. Una vez que la variedad es compacta, muchas de
las ideas provenientes de variedades cerradas pueden ser aplicadas. El principal
originador de la idea es Melrose; los capitulos 4 y 5 de su libro [51] contienen
una buena introducciéon al tema, legible incluso para quien no esté interesado
en el tema principal del libro, el Teorema de Atiyah-Patodi-Singer. El precursor
de todo esto, la b-filosofia, es el articulo [53], escrito una década antes.

Los campos vectoriales naturales estan descritos como sigue, en el caso
general.

Sea M una variedad compacta con borde ) (todo de clase C°). El espacio
de campos vectoriales de interés es el subespacio de C*°(M;TM) cuyos ele-
mentos son, en la frontera de M, tangentes a ella. Denotamos este subespacio
por CZ, (M; TM).

Conviene fijar de una vez una funciéon z € C*>(M), a valores reales, igual
a 0 en ) y positiva en M, com dx # 0 a lo largo de ). Esta es una “funcién
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definidora” de ) en M. LA escogencia especifica de esta funcién no es impor-
tante. Nada de lo que sigue depende més que de las propiedades de z que hemos
descrito.

Si pp € YV y tomamos coordenadas x,¥i,...,Y,—1 en un entorno U de pq
en M, un campo vectorial general en U con coeficientes C*° hasta la frontera

tiene la forma
a n—1
=5 Z Ja

La condicién de tangencia es Vo = 0 en el conjunto {z = 0}. Como Vz = a,
esto es equivalente a @ = 0 si x = 0. Por lo tanto @ = xa para alguna funcion
a también de clase C'*° hasta el borde. Por lo tanto,

9 X9
= ar— by —
Vv a:cax + ; jayj

es una combinacion lineal de campos que en la frontera son tangentes a ella.
El espacio C¢g2, (M; T M) es un modulo sobre el anillo de funciones C*°(M).
Como tal, es localmente libre y finitamente generado:

Para cada p € M hay un entorno U y finitos elementos X; ..., X, €
O (M;TM) tal que cada Y € CE2 (M;TM) se puede escrlblr en
ese entorno como una combinacién lineal ¥ = Zj p;X; con @; €
C>(M) (esto es “localmente finitamente generado”); las funciones ;
estan univocamente determinados en U (esto es “localmente libre”).

En tales condiciones (en este caso, r = n), hay una variante facil de probar de
un teorema de Swan [74] que implica que hay un fibrado vectorial TM — M
y un homomorfismo de fibrados,

(2.1) bev i "TM — T M,
que es un isomorfismo sobre ./\(;l, tal que el mapa inducido
bev, : C°(M; TTM) = C®(M; TM)

es un isomorfismo de C*°(M)-modulos al submodulo Ceo (M; T M). El fibrado
de estructura de M como “b-variedad” es "T'M.

Obtenemos marcos de refereng:ia locales de T" M convenientes usando coor-
denadas locales en M. Si U4/ C M es un conjunto abierto, el dominio de una
carta local z1,...,x,, podemos pensar que los campos vectoriales usuales,
Ozys- -+, 0z, , son un marco de referencia de T M sobre U, gracias a que ‘ev es
un isomorfo sobre M. Y si U es un entorno en M de un punto p € Y donde

tenemos coordenadas x,vy1,...,Yyn,_1 para M, entonces tomamos
3789:7 ayu ceey aynfl

como marco de referencia. Aqui es importante entender que xd,, como seccion
de "T'M, no se anula en 2 = 0. Sin embargo, %v(zd,), como campo vectorial
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genuino en M si se anula (porque como campo vectorial es 29, ). Rara vez hay
confusion en el significado de z0,.

Otra propiedad importante de C2 (M;T M) es que es una subalgebra
de Lie de C°(M;TM), es decir, cerrado bajo el corchete de Lie. Esta es
una propiedad fundamental en la definicién del complejo de de Rham para
variedades con extremos cilindricos.

Una b-métrica! Riemanniana es una métrica en el fibrado T M.

La notacion para el fibrado dual a “T'’M es T* M — M. El mapa dual a
(2.1) es

bev* : T* M — T* M.
Este mapa es de nuevo un homomorfismo de clase C*°, un isomorfismo sobre el
interior. Pero sobre el borde, al igual que %v, no es inyectivo. Podemos pensar
que T*M es T* M sobre M y tomar dx,...,dz, como marco de referencia
local dual al indicado arriba para "T'M. Cerca del borde, con coordenadas
adaptadas, la notaciéon para el marco dual es

dx
77dy17 cee ,dyn
X

Con esto vemos que

dx
bev¥de = x—
T

Como ‘i—m es una seccion suave, Yev*dz es 0 en el borde.

Un b-operador diferencial (lineal) es un operador diferencial genuino en M,
posiblemente actuando de secciones de un fibrado vectorial a secciones de otro,
que localmente esta definido usando campos vectoriales en C22 (M, TM). La
notacion para el espacio de b-operadores diferenciales de orden m es de secciones
del fibrado E al fibrado F es Dify"(M; E, F) si incluimos fibrados. En IV.4
discutimos el caso unidimensional con bastante detalle. Otra manera de definir
Dify*(M; E, F) es como el subespacio de Dif"™(M; E, F) cuyos elementos A
satisfacen 27 Az~ € Dif™(M; E, F) para todo o € C (z' es el operador
multiplicaciéon por £°7); el punto es que la tinica manera en que los coeficientes
de 7% Az son de clase C™ hasta la frontera es si cada derivada en x aparece
multiplicada por z al menos una vez. Basta con examinar los coeficientes con
ic=1,...,m.

La motivacion parcial inicial para investigar problemas asociados a estos
operadores fue el estudio de problemas en variedades con singularidades conicas,
con fmpetu proveniente de varios articulos de Cheeger, por ejemplo [14, 15].
En realidad, la situacion en variedades con puntos conicos es bastante distinta.

1Sergiu Moroianu una vez comentd que uno puede obtener una teoria nueva usando una
letra (nueva) como prefijo para cada concepto viejo, y adornando el correspondiente simbolo
matematico con esa letra. Veremos varios ejemplos de este fenomeno.
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La expresion local de un tal operador es la usual. Cerca de un punto en la
frontera, en las coordenadas que usamos mas arriba, tiene la forma

(2.2) A=Y apala,y)(@D,)" Dy
k+|al<m

El simbolo principal usual de A, cerca de la frontera, evaluado en v = £dx +
> ndy; € T*M,

o(AW)= > aralz.y) (@) "

k+|a|]=m
Por lo tanto, evaluado en V' = %daz + > n;dy; € T*M (suponiendo x # 0) es
o(AW) = Y aralz,y)En®
k+|al=m
Interpretando ¥’ como elemento de T"* M, obtenemos que
a(A)('ev' ()

es suave (tiene extension suave) hasta el borde. Esta funcion es el b-simbolo
principal de A, denotado ’@(A). En coordenadas,

dx o
o () (5 + Y mdy;) = D analey)En”.
k+|a]=m
DEFINICION 2.3. Decimos que A € Dify"(M; E, F) es b-eliptico si su b-
simbolo es invertible.

Un ejemplo fundamental de operadores en esta clase son los diferencia-
les de de Rham, adaptados al caso presente. Definimos %A\’ M como el pro-
ducto exterior de ¢ copias de "T*M. Si ¢ € C(M; YA M), notamos que
X1,...,X, € C®°(M; "TM), entonces ®(Xi,...,X,) es una funciéon de cla-
se O™ y que la formula para d¢ en (I1.6.1) usando campos vectoriales en
C>®(M; T M) en lugar de C>°(M; T M) es valida porque C*°(M; T M) es un

algebra de Lie. El resultado es un complejo

S O MOINTM) S o MEATIM) s

(si ya sabemos que dod = 0, entonces automaticamente %o % = 0). El complejo
es b-eliptico en el sentido que para cada p € M y & € ITI’," M, la sucesién de
simbolos principales

b b b b
q—1 a(°d) q o(’d) q+1
e Ny M /= NM ——— N M
es exacta. Esto es consecuencia de la formula

bor('d)(€)(¢) =€ N o,

analoga a @ (d) y que el lector puede probar facilmente.
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En general, si EY, E', ..., E, son fibrados vectoriales sobre M un complejo
de b-operadores

(24) 0— C®(X;EY) Lo, C®(X;E') — ---
o CRX BT B O (X BT 0.

es b-eliptico si la sucesion de b-simbolos principales es exacta para todo € €
T M.

El espacio de Sobolev de orden m € Ny de secciones del fibrado vec-
torial E, denotados H{"(M; E), estd definido como sigue. Tomamos una b-
densidad m;, y una métrica Hermitiana en E. Con ellas definimos L?(M; E)
(ver IV.5). Decimos que u € LZ(M;E) pertenece a H"(M; E) si para todo
A € Dif)*(M; E, F), Au € L}(M; F) en el sentido débil, eso es, para cada tal
A existe fa € LE(M; F) tal que

(u, A*¢) 2 = (fa, @)1z Vo € CF(M; F).

donde A es, como siempre, el transpuesto formal de A. El fibrado F' usado en
esta definicién, también Hermitiano, es arbitrario: puede ser apenas el fibrado
trivial M x C.

Discutiremos la topologia y definicién para s € R arbitrario en lugar de
m € Ny en un momento.

Si V es una conexion en el fibrado vectorial £ — M en el sentido usual,
entonces la composiciéon

C=(M; E) Vs O(E @ T*M) 22° ¢ (M: E © 'T* M)
produce un b—operador de primer orden, W = (I ® %v*) o V con
'a("V)(€)(9) =@ E€ TIM, ¢ € By

Notamos que el mapa ¢ — a("W)(€)(¢) es inyectivo.

Fijamos una métrica en “T*M (una b-métrica). Siu € LE(M; E) y Vu €
L*(M; E @ T* M), entonces la inyectividad del b-simbolo de " implica que
Au € L*(M;E ® T*M) para todo A € Dify(M; E, F). Esto es asi porque
podemos descomponer A = a; o "W + ay con homomorfismos de fibrados a; :
E® 'T*M — F y ag : E — F. Fijadas las métricas, definimos

gy = 11 Vull3 + el

y por induccion,
2 2 2
ulld = 1Vl + el
siw € H"(M;E). Si s es un namero real positivo, H{ se define usando inter-
polacion (no entraremos en detalles), y los espacios con exponente negativo se

definen usando dualidad.
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También interesan los espacios =7 H]"(M; E), cuyos elementos son de la
forma = "u, u € H*(M; E). Siv € x 7 "H["(M; E), su norma es

[0llo—vay = ll27 0[]

es decir, la norma es tal que 7 :  VH]"(M; E) — H]*(M; E) es una isome-
tria.

Supongamos que A € Dif(M; E, F). Entonces A define un operador °A €
Dif"™(Y; Ey, Fy), como sigue: Dado u € C*°(Y; Ey), extendemos u al interior
de M, llamemos @ la extension, calculamos Atw, y restringimos a la frontera.
Es facil probar usando la forma particular de A que el resultado, %4, es in-
dependiente de la extensién tomada. También es facil probar que para cada
oe€C,

w27 Az u)
es de nuevo un elemento de Dif}"(M; E). Definimos

M(A)(0) = A" Az™")

Esta es la llamada familia indicial de A. Ella es una familia holomorfa de
operadores en Dif(Y; Ey, Fy). En coordenadas (z,y), si A tiene la forma
(2.2), entonces

MA)N ) = Y apal0,y)0" DS
k+|al<m

Si A es eliptico, entonces M(A)(o) es también eliptico para todo o (la
parte principal es independiente de o). Pero mas es verdad: la elipticidad de A
implica que para cadapg € Y yn € T, Y,y cada o € R, si df (py) = n, entonces

e~ 71 (po) _
lim ———— M(A)(ro)(e'™)
Tm Po

existe si (,0) # 0 y es invertible (este limite es el b-simbolo de A en (o,n)).
Esto se refleja en M(A)(0) de tal manera que uno puede construir parametrices
para M(A)(o) tomando en cuenta ¢ (como antes lo hicimos con A al invertir
A — \I). Uno obtiene operadores B(\) tales que M(A)(¢)B(\) = I + R()\) con
R(M\) — 0 cuando |Ro| — oo manteniendo |So| en intervalos compactos. Via
serie de Neumann uno obtiene invertibilidad de M(A)(o) (ver la demostracion
de la Proposicion 3.2 en la pagina 177). Elipticidad y la compacidad de Y
implican que M(A)(o) es Fredholm para todo o. La continuidad en o de la
familia (por ser holomorfa) implican que el indice es constante. Para o € R
suficientemente grande, el operador es invertible, por lo tanto tiene indice 0.
Asi, Ind M(A)(c) = 0 para todo o. Finalmente, invertibilidad en un punto y
holomorfia implican que el conjunto de puntos donde M(A)(¢) no es invertible
(y por lo tanto tiene espacio nulo de dimension finita contenido en C*°(Y; Ey))
es un subconjunto discreto de C sin puntos de acumulacion finitos.
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LEMA 2.5. Si A € Dif)"(M; E, F) es eliptico, entonces
specy,(A) = {o € C: M(A)(0) no es invertible }

es un subconjunto de C con la propiedad que su interseccion con cada banda
{—a < Qo < a} es un conjunto finito.

DEFINICION 2.6. El conjunto spec,(A) es el espectro de frontera de A.

TEOREMA 2.7. Sea A € Dify)'(M; E, F) un operador b-eliptico. Entonces
el operador

A2 "H"(M;E) C 2 "L} M; E) = 2 "L} (M; F)
es Fredholm si y solo si
specy(A)N{o: Ro =~} = 0.
Siu€ x TLEM;E) y Au € 7 VLE(M; F), entonces u € x99 HI"(M; E).

Para la demostracion ver [51]. Esto fue probado originalmente en [53].
Notamos aqui solo que es natural tomar el mismo peso x~” en el domino y
rango, porque si u € C*°(M; E), entonces A(z"u) = 2V A u con A, también
en Dify"(M; E, F) (porque Dy (z7u) = 27 (xDy — i)u).

La condicion de invertibilidad de M(A)(o) para todo o € {ic = ~} es
equivalente a la invertibilidad de M(A)(D; + i) como operador

C(YXRE) - C®(Y xR F)

Ese operador es el operador normal de A con peso «. Visto de cualquiera de
las dos maneras, si la nociéon de elipticidad para un operador es aquella que
resulte en que el operador es Fredholm, entonces, en el caso de un operador
de tipo b, elipticidad es invertibilidad de su b-simbolo y de su operador normal
con peso 7. Y si los objetos que expresan la propiedad deben ser llamados
sfmbolos, entonces, en el caso b, el simbolo del operador es el par que consiste
de su b-simbolo y el operador normal con peso z 7.

La parametriz (o inversa, si ella existe) de un b-operador eliptico, nunca
es compacta (suponiendo OM # ). Esto limita, o en el mejor de los casos,
dificulta mucho lo que se puede hacer. Sin embargo hay una cantidad enorme
de literatura en el contexto de b-variedades, incluyendo analisis del operador
del calor, teoria de Hodge, y formulas al estilo de Atiyah-Bott-Lefschetz. La
dificultad radica en que las inclusiones 2~Y H*(M; E) < 2~ 7H* (M; E) con
s’ < s no son compactas: aunque M es compacta, desde el punto de vista del
analisis, se comporta como una variedad no-compacta.

Sin embargo, la regularidad eliptica si se recupera (porque regularidad
es realmente una propiedad local). Si A € Dif}"(M; E, F) es un operador b-
eliptico, hay una parametriz gruesa,

B:ax "H*(M;F) — 2 "HT"(M; E)
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que da regularidad y funciona con cualquier peso z~7:
AB=I1—-R, R:2 "Hy(M;F)— a "H°(M;F)

donde Hp°(M; F) = (N, H{(M; F). Cuando v ¢ Jspec,(A), la parametriz se
puede mejorar a un operador

B' 2 "H(M;F) — o "H; " (M; E)
y obtener
AB'=1—-R, R :x YHi(M;F)— z 7P HX(M;F).
con algin § > 0. Lo que se gana con esto es que podemos usar la inclusion
" HS (M F) = 2 Y H*(M; F)

que si es compacta, para deducir propiedades Fredholm. En general, el espacio
nulo en x*VLg (M; E) de un operador b-eliptico, para cualquier v, es de dimen-
sion finita y la clausura de su rango, de de codimension finita. Pero el rango no
es cerrado, excepto cuando vy ¢ spec,(A). El lector puede encontrar detalles de
esto en [53, Asercion 2.16 y Lema 6.11] o en el libro de Melrose [51], que esta
mejor organizado.

Para los Laplacianos de un complejo eliptico, el teorema anterior implica
que para la mayoria de los ntimeros -, el espacio nulo de los Laplacianos tiene
dimension finita, y las técnicas que usamos en el Capitulo V permiten probar
aqui también que con los dominios naturales los grupos de cohomologia de un
complejo b-eliptico son isomorfos a los correspondientes espacios de elementos
armonicos, y por lo tanto tienen dimensién finita.

Probaremos solo un par de resultados basicos que serviran para contrastar
la situacion con conos en el siguiente capitulo.

PROPOSICION 2.8. Sea A € Dify"(M; E, F) un operador b-eliptico, inicial-
mente visto como operador

A:C®(M;E) C 2 VLA (M;E) — 2 ' L2(M; F)
y sean Dmin Y Dmsx sus dominios minimo y mdzimo. Entonces Dmm = Dmsx-

DEMOSTRACION. Como Dy, C Disx, solo tenemos que probar la inclu-
sion opuesta. Sea w € C§°(R), w =1 en un entorno de 0, w(t) = 0 para |t| > 1.
Sea w,(t) = w(vt), v € N. Entonces w,(t) = 0 si [t| > 1/v. En lo que si-
gue, w, se refiere a la composicién de w con (la funcion definidora de ).
Si u € Dmax, entonces u € H{!\ (M'E) por regularidad eliptica. Por lo tanto,
(1 —wy)u € H*(M; E). En particular, (1 —w,)u es el limite en H;"(M; E)
de una sucesion {¢,}9°, C CX(M;E), y como A es un operador diferencial
(preserva soporte) de orden m, Ag; — A((1 —w,)u) en 277 LE(M; F) cuando
{ — oo. Probamos ahora que w,u — 0 en D5 cuando v — oo. Solo tenemos
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que verificar que A(w,u) — 0 en z77L2(M; F), ya que claramente w,u — 0 en
x~7LZ(M; E). Es conveniente escribir

m
A=) Ap(aD,)
k=0
cerca de la frontera (digamos, cuando x < €) con operadores Ay, de orden m—k
con coeficientes que dependen de x pero diferencian solo tangencialmente a © =
constante. Con esta notacién tenemos, una vez que v es suficientemente grande,
m k—1 k
Alwo) = wAut 33 (k) (D)) Az
k=1k'=0
Claramente, el primer término converge a Au en X 7LZ(M;F). El segundo
converge a 0. Para ver esto ultimo, notamos que

sup |(2D5)* ¥ w, (2)] = sup | ((xD2)* ™ w) (va)| = sup |((zD,)* ¥ w)(z)| < C

con ¢ independiente de z y que (D)% w, () — 0 para cada = cuando v — co
si k' < k. Como Ay (xD,)¥ u € 7 7L?(M; F) tiene norma finita independiente
de v, el teorema de convergencia dominada de Lebesgue implica

((xDI)k_k/wl,)Ak(xDz)k/u — 0.
Esto demuestra v € Dy5x = u € D ¥y completa la prueba. O

Lo mismo sucede con los operadores de un complejo de primer orden. La
elipticidad no importa en este caso asi que lidiamos con un solo operador.

PROPOSICION 2.9. Sea A € Dify (M; E) inicialmente definido como opera-
dor
A: C’fo(./\o/l; E)Ca YL} (M;E) = 2 "Li(M; F)
Entonces Dmin = Dmsx-

DEMOSTRACION. De nuevo solo tememos que probar v € D3 = u €
D Tomamos w y w, como en la prueba de la proposicién anterior. Si u €
Dinsx, entonces

(2.10) A(1—wy)u) = (1 —wy)Au+ i’a(A)("dw,)(u).

En esta formula hemos usado la definicién de simbolo principal para obtener
una forma concreta para el segundo término; esta formula es valida para opera-
dores de primer orden. Supongamos que P es un operador diferencial de primer
orden. Recordemos que si f es una funcion a valores reales con diferencial di-
ferente de cero en algin punto de interés y v esta en el dominio del operador
entonces

o (P)(df)(v) = lim ~e= 77 P(ei™lp)

T—00 T
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en ese punto. Sin tomar limite,

P 0) = 71 Py + e x {termlno con primeras derlvadas}

de f y ninguna derivada en v

El factor en el segundo término es por lo tanto @(P)(df)(v). Como P es dife-
rencial (en contraste con pseudodiferencial), en la formula para @(P) podemos
insertar diferenciales de funciones arbitrarias (incluso complejas). En (2.10)
usamos (1 —w,) = e(=0=w)) "es decir, f = —i(1 —w,).

Retomando el hilo de la demostracion, como (1 —w, )u € z77LE(M; E) y el
lado derecho de (2.10) es un elemento de L*(M; F), A((1 —w,)u) € L*(M; F)
y concluimos que (1 — wy)u € Dpyax.

Como (1 — w,)u — u en x77LI(M;E) y ambos términos a la derecha
convergen en x~7LE(M; F), {(1 — w,)u}22, es una sucesion en 2~ 7L (M; E)
que converge a u en la topologia de Di4x. Cada elemento de esta sucesion tiene
soporte compacto contenido en M. Necesitamos probar ahora que si v € Disx
tiene soporte compacto contenido en M, entonces v es aproximable desde Cg°
en la topologia de D,,qz- .

Con cualquier sucesion {ug}32, C C>®(M; E) tal que up — uen L2 (M; E)
cuando ¢ — oo tendremos

Yo (A)(tdw, ) (ug) — o (A)(Pdw,)(ue) si € — oo.

Necesitamos probar que A((1 — w,)u) es aproximable desde C>(M; E) como
elemento de Dp4x en la topologia de L2 (M; E).

Usando particiones de la unidad, reduciendo a los coeficientes de marcos
de referencia, y pasando con coordenadas locales z1,...,z, a R"™, el problema
es probar con el operador

n
ou
ur Vu= jz:;aj(x)aT + apu

J

(con ay,...,a, € C®(R)), si u es una funciéon en L?(R™) con soporte compacto
tal que Vu € L%(R™), entonces hay una sucesion {u,} C C(R") tal que
w — uy Vug — Vu en la topologia de L?(R™). Es natural intentar usando
una identidad aproximada. Sea xy € C2°(R") con [ x(z) = 1. Sea x¢ = " x(¢x).
Por razones conocidas, u * x; — u en L? (R™). También agus — agu, y basta
probar que 37, a;0,,up — 377, a;0;;u. Suponemos entonces ag = 0.
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Tenemos

;a;‘(w);ﬂsj/u(ym(w—y) dy = —/u(y)za{;a;‘(w)m(:ﬂ—y) dy
/ Z 5y G Wxele =9 dy

_ /u(y) Zj: 5/; ((aj(a:) —a;(y)) xe(z — y)) dy

Para el primer término a la derecha de la ultima igualdad, viendo la expresion
como derivada débil, tenemos (integramos por partes):

.9 8
/ Zaf y)xe(r —y dy—/za] L (y)xelx —y) dy

Esto es (Vu)#* Yy, lo cual tiende a Vu en L?(R™). Para el otro término queremos
explotar que a;(z) — a;(y) = 0 cuando y = z. Expresamos esa idea como

n

@) =ay) = [ Goslte+ (=) dt = 3 ajulen)la— )

jk=1

con
15a

ajr(z,y) = tr+ (1 —t)y)dt

) = [ St (1= o)

Denotamos x® = zx(z) y x" () = £7x®) (¢z). Entonces

/ iaz( —aj(y))Xz(iv—y)> dy

g=1 "%

k=1
1 " da;(x,
= f/u(y) Z i y)Xék)(w_y) dy
14 k=1 ayj

n

+/“(y) > ay(a, y)laa X (@ —y) dy

k,j=1

Los dos términos en la ultima igualdad son esencialmente convoluciones y pue-
den ser analizados desde ese punto de vista. El primero de ellos tiende a 0 en
L?(R™) debido al factor 1/¢ y la convergencia de la identidad aproximada. El
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segundo converge a

n ax(k)
u(x a;(z,z d
( )g;l (o) | W)y

también en L?(R™). Pero

oy
y)dy =0
/Rn ayj ( )

porque x*) tiene soporte compacto. Concluimos que Vx, — Vu en la topologia
de L2(R"™). O

. No es verdad que para un complejo eliptico general ocurre que DI . =
D

in> ver V.3. Para ver més sobre el asunto de la igualdad de los dominios
minimo y maximo de un operador, ver Kordyukov [39] y Shubin [72].

3. Cantos

Una generalizacion natural de b-estructuras es e-estructuras, o estructuras
de canto (“edge”). Estas estructuras, introducidas por Mazzeo [47], estan defi-
nidas de nuevo en variedades M con borde, que llamaremos N, con estructura
adicional en el borde en la forma de una fibracion N’ — Y de la frontera sobre
otra variedad. De nuevo supondremos que todas las variedades son de clase C*°
y compactas.

Supongamos por un momento que A es una variedad conexa. z <y A/
Decimos que ' — ) es una fibracion con fibra tipica Z (para nues-
tros efectos otra variedad compacta), diagraméticamente expresa- P
do como a la derecha, si hay una cobertura abierta { = {V,}aca
. ‘ y
de ) y difeomorfismos

ba: 9 T Ve) = Vax 2
tales que si
0o VaXZ =V,

es la proyeccion canonica, entonces p,0¢, = p|r-1(v,). Este concepto es similar
al de fibrado vectorial, omitiendo la parte algebraica.

En una variedad compacta M con frontera A, la frontera no es necesa-
riamente conexa, y la fibracion que queremos especificar puede tener ) no
conexo, con componentes de variadas dimensiones, y correspondientemente fi-
bras tipicas de diferentes dimensiones segtin la componente. Ignoramos eso en
la notacion.

Un ejemplo de variedad con frontera fibrada es lo que resulta, comenzando
con una variedad no singular, de tomar coordenadas cilindricas a lo largo de
una subvariedad. Por ejemplo, en R™, si ) = {0} x R? con 0 el origen en R™~9,
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coordenadas cilindricas es tomar coordenadas polares (esféricas) en el factor
R™4 con polo en 0:

con los factores escritos de manera consistente con las convenciones histéricas
en el tema.

Construimos el fibrado vectorial de estructura de la variedad M con fron-
tera fibrada de manera similar al caso de extremos cilindricos. Definimos el
espacio C2°,, . (M; T M) como el subespacio de C*°(M;TM) cuyos elementos
X son tangentes a lo largo de N a las fibras de /. Este es, como en el caso
cilindrico, un modulo sobre C*°(M) localmente libre finitamente generado, y
por lo tanto hay un fibrado vectorial> “T'’M — M y mapa %v : TM — TM
tal que con el mapa inducido,

vy : C®°(M; TM) = C°(M;TM)

es un isomorfismo de C'*°(M)-modulos en su imagen C°, (M;TM). Por la
naturaleza de C%,, (M;TM), %v es un isomorfismo sobre el interior de M.

Si YV es de dimensioén 0, e revierte a b.

Para describir los campos vectoriales en C2°, . (M;TM) cerca de puntos
en la frontera de M y usar esa informacion para describir marcos de referencia
locales de °T'’M, escogemos coordenadas adaptadas a la situacién. Como en el
caso cilindrico, podemos escoger de una vez por todas una funciéon definidora x.
Si pp € NV, podemos escogemos coordenadas yi, . .. ,y, para Y en un entorno de
©(po), y extendemos las funciones y; o pp a un entorno de py en M; denotamos
estas nuevas funciones también por y,...,y,. Finalmente tomamos funciones
Z1,...,2pn—q—1 definidas cerca de py en M tales que yi,...,Yq, 21,3 2n—g—1
restringidas a V son coordenadas para A cerca de pg. Entonces las z,, restrin-
gidas a las fibras de p (las cuales son difeomorfas a Z) producen coordenadas
en las fibras. En conjunto, z,y1,...,¥q, 21, ..., 2n—q—1, son coordenadas para
M cerca de pg.

En términos de las coordenadas z,y, z, un elemento V € C°, . (M;TM)
tiene la forma

q n—qg—1
V=l egs + b ndegs 4 Y ey
j=1 p=1
con coeficientes de clase C'°°. Vemos que a lo largo de = = 0, solo una combi-
nacion lineal de los (“)Z“ sobrevive.
Podemos ver los objetos

0.0 9 90 0
ox’ Oy’ Qyy 0z Dzp—ga

2Ver la nota al pie de la pagina 192.
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como un marco de referencia local para “I"’M cerca de py. Bajo el mapa ‘v, en
el interior estos elementos revierten a su significado como campos vectoriales
(independientes, por eso ‘v es un isomorfismo sobre M), mientras que a lo
largo de la frontera, solo los elementos tangenciales a las fibras perduran.

El fibrado dual a “T'’M, naturalmente, °I"™* M. El dual del mapa ‘v produce
el mapa dual %ev* : T*M — T*M.

Los operadores diferenciales (ente secciones de fibrados E, F — M) adap-
tados a esta estructura son los elementos de Dif.'(M; E, F'). En el interior
ellos son operadores diferenciales comunes. Cerca de puntos en la frontera, en
coordenadas adaptadas, tienen la forma

(3.1) A= Z ak,a,ﬁ(xvyaZ)(wa)k(sz)an
k+|al+|8|<m

La definicién de simbolo principal adaptada a estos operadores usa el mapa %v*
y el simbolo usual de la misma manera que en el caso cilindrico. El simbolo es
una seccioén sobre el fibrado dual a “I'’M. La nocién de elipticidad, e-elipticidad
en este contexto, es clara.

Como Cg%,,(M) es un algebra de Lie, hay un complejo natural que sus-
tituye al complejo de de Rham (de nuevo definido usando la formula (11.6.1),
esta vez con elementos X; € C2%,,(M)) asociado a los fibrados vectoriales

A M = A" T* M. El complejo resultante es
o OO M ATM) L o (MEATTI M)

Los espacios L? son los mismos?® del caso cilindrico, es decir, basados en Lg.
El espacio de Sobolev H!*(M; E) para m entero positivo se define de manera
similar, con la ayuda de una conexiéon V en £ — M y el mapa

ev* : T"M — T*M,
usando la composicion
(I® %" )oV:C®°M:E)—=C*M:E® T*M)

Los espacios HS(M; E) con s real arbitrario de definen usando interpolacion y
dualidad. Igualmente se definen los espacios con peso v~V HS(M; E).
En el caso escalar, si m € Ny,

HI' (M) =
{ueLi(M) : Xy X € LE(M) ¥X 1, ..., Xp €CX, (M, TM), 0 < k< m}

€

3Mazzeo [47] usa una densidad usual hasta el borde, y termina al igual que nosotros en
la Seccién IV.5 con un término aditivo 1/2 en un namero de férmulas. En esta seccion ese
término esta ausente; la razoén es que L2 = 171/2L§



204 IX. ANALISIS EN VARIEDADES NO COMPACTAS

(3.2) H™M)={uc L}(M):Vk €Ny, k<m,
VX1,..., X, € CZ L (M, TM) Xy - X, € LE(M)}

Al igual que en el caso cilindrico, si A € Dif]"(M; E, F) es e-eliptico,
o de primer orden, entonces los dominios minimo y maximo de A definido
inicialmente como operador

A:CX(M;E) C 2 "LE(M;E) — 2 "LE(M; F)
coinciden.

TEOREMA 3.3 (Mazzeo [47, Teoremas 3.8 y 3.23]). Supongamos que A €
Dif™(X; E, F) es e-eliptico y u € =7 H.*(M; E) para algin v y s'. Si Au €
z YH(M; F), entonces u € x VH ™™ (M; E)

Este es un teorema de regularidad. La hipétesis sobre u es que de entrada
es algo razonable en términos de regularidad y comportamiento en la frontera.
La prueba es via la construccion de un operador B tal que B(x~"Hj(M; F)) C
z= TP HE(M; F) para cualquier s y 7. En el articulo de Mazzeo, A es un ope-
rador pseudodiferencial adaptado a la topologia diferencial de M (la fibracion
de la frontera). Para nosotros es suficiente que A sea diferencial.

La asercion (IV.5.5) es una aplicacion del Teorema 3.3 en el caso en que
las fibras de la frontera son sus propios puntos (N = Zy o : N = Z es
la identidad), con el operador ™A (para esto tltimo, ver la Seccion X.2, en
particular el argumento en torno al operador (X.2.1).

El e-simbolo de A dado en coordenadas adaptadas por la formula (3.1), en

V—§—+an +Zgudzu

es
eU(A)(V) = Z ak,a,ﬁ(xayvz)gknagﬁ
k+la|+|8|=m

Ademas de este simbolo, hay otro par de simbolos relevantes en la frontera.
El espacio Dif]"(M; E, F) es un subespacio de Dif}'(M;E,F) y por lo
tanto, si A € Dif'(M; E, F'), entonces A posee una familia indicial, localmente

M(A>(y7g) = Z ak,a,,@((),y,Z)UkDf.
k+|ol+[8|<m

Esta es una familia de operadores diferenciales que actian tangencialmente a
las fibras de g, con y € Y y 0 € C como parametros. Ademés hay la familia
normal, de nuevo en coordenadas

NA)(@,y,2) = Y. akap(0,y,2)(@Ds)" (@Dy)* DY
k+lal+]8]<m
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Este operador es esencialmente, congelar los coeficientes en x = 0, pero sin
anular x cuando aparece con las derivadas. Las derivadas en y son ahora de-
rivadas en una nueva variable u. Aqui (z,u,z) € [0,00) x R? x Z cony € Y
esencialmente como pardmetro.

Una de las dificultades maés serias que uno confronta al tratar de desarrollar
una teoria completa de e-operadores es que la familia indicial, al depender de
y € Y, produce espectro de frontera que en principio también depende de
y. En ciertas situaciones geométricamente importantes, situaciones especiales
que no discutiremos, el espectro de frontera es constante. En ausencia de esto,
tipicamente hay que anadir hipoétesis. Por ejemplo, Mazzeo introduce

{o € C:3Jy € Y tal que M(A)(y, o) no es invertible} no depende de
ye .
En [35] usamos hipotesis considerablemente menos restrictivas para esta-

blecer las bases de una teoria general para tratar este tipo de operadores (méas
en el siguiente capitulo):

(3.5)

Otra hipo6tesis importante atafie al operador normal. La familia normal, en
coordenadas, es

NA)Ym) = > arap(0,y,2)(@Dy)*(an)* DL,
Etlalt181<m

(3.4)

Existe v tal que spec.(A) = {(y,0) € C : tal que M(A)(y,0) no es
invertible} no contiene puntos en Y x {o : So =+ 6 So = —m}.

Esta es una familia de b-operadores que captura mas del comportamiento de A
en la frontera que meramente el operador indicial (que corresponde a n = 0). En
esta familia, la interpretacion correcta de (y, n) es como covectorn = 3 n,;dy; €
T*Y. Escribimos /1(17) para referirnos a esta familia. La hipotesis adicional es

(3.6) Para cada n € T*), ambos A(n) y su transpuesto A’ satisface la
' propiedad de continuacién tnica.

La propiedad de continuacién tnica para A('r)) se refiere a lo siguiente: Si
AM)u=0y u=0aorden co en = 0, entonces u = 0.
La propiedad (3.6) implica que para cadan € T*Y,

(3.7) A(m) : 2 "H*(Ry. x Z;E) Ca "L} (Ry x Z;E) = 2 "L} (R x Z; F)

es inyectivo si vy es suficientemente negativo, y sobreyectivo si vy es suficiente-
mente positivo. La idea es que v muy negativo implica anulacién en = = 0 de
los elementos de =7 H}"*, mientras que v muy positivo incrementa el chance de
encontrar una solucion (sobreyectividad).

Para cada 1 € T*) sea d'(n) el maximo ~ para el cual (3.7) es inyecti-
vo y 7”(n) el minimo « para el cual (3.7) es sobreyectivo. Esto produce un
par de funciones semicontinuas de uno u otro lado. Tomando una métrica Rie-
manniana en ) para definir el fibrado de coesferas, la compacidad de S*) y
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la semicontinuidad de 7" y +” como funciones en S*) implican que podemos
5COger Yy = N (1) ¥ Vfre = X" () (Mazzeo [47, p. 1649].

TEOREMA 3.8 (Mazzeo [47, Teorema 6.1, p. 1652]). Supongamos que A €
Difl"(M; E, F) es e-eliptico y satisface (3.4) y (3.6). Sea v tal que spec,(A) N
{ Y} x{o:Qc=7}=0. Siy <, o>, entonces

A:x2 "H"(M;E) C "L} M;E) = 2 "L} (M; E)

es semi-Fredholm, con espacio nulo de dimension finita en el primer caso, y
con co-espacio de dimension finita en el sequndo.

Que A es semi-Fredholm significa que su rango es cerrado, y que uno de
los dos ntmeros, dim ker A o dim coker A es finito.

4. Variedades de dispersion

Las variedades de dispersion son variedades M, compactas con borde ),
con estructura cerca de 9M = Y modelada en R"™ cierta compactificacion radial
de R™. Las ideas geométricas en este contexto fueron introducidas por Melrose.
Sus lecciones sobre el tema estan disponibles en [52].

El problema fundamental en R™ es determinar la forma de un obstaculo
(un subconjunto compacto de R™) o la distorsion producida por un “poten-
cial” mediante comparar las soluciones de la ecuacién de onda en ausencia del
obstaculo con las soluciones cuando el obstaculo estd presente. En el caso del
potencial, el planteamiento del problema es como sigue (los siguientes parrafos
tomados de Lax y Phillips, [43]). Consideremos el Laplaciano usual en R™,

"9
A=— E —
2
o 0z;
(por consistencia con secciones anteriores, el signo del Laplaciano esta escogido
para tener positividad) y sea V' € C°(R™) no-negativa. Dadas funciones ug €

HY(R"™), y u; € L?>(R") sea u la solucién del problema a valores iniciales

(872+A+V)u:06nRxR”

(4.1) ot? o

’LL(O,Z) :Uo(Z), E(Oaz) :ul(z)

) .. Lo ou
Entonces para cualquier ¢, z +— u(z,t) es una funciéon en H*(R") y z E(O7 2)

es una funcién en L?(R"). Sea
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o] )

Este operador toma el dato de Cauchy al tiempo 0 y produce el dato de Cauchy
al tiempo t de la solucion. En el espacio H = H*(R™) & L?(R") definimos

Blun@w) =5 [ (VP + o + V() un(2)) dz

el operador

donde V es el gradiente. Esta es ciertamente una seminorma. Pero si F(w) =
0, entonces w; = 0, V,wg y Vwy = 0. Como V,wg = 0, wg es constante,
pero la condicion wy € H'(R™) implica que esa constante tiene que ser 0.
Entonces (wp @ wi) — E(wp ® wi) es una norma. Es facil ver que esa norma es
equivalente a la norma obtenida von V' = 0 y que es inducida por un production
interno. El operador U(t) es unitario: E(uq(t, ), us(t,)) es independiente de ¢t si
u es la solucion del problema (4.1). Por unicidad de la solucion, U(t) satisface
U(t+s) = U{)U(s) y es invertible: ¢ — U(t) es un grupo uniparamétrico
unitario.

Hacemos lo mismo con las soluciones suponiendo V' = 0, llamamos al ope-
rador Uy.

Los operadores de onda son

Wiu= tlggo U(=t)Up(t)uW_u = t_l}r_noo U(—=t)Up(t)u

Una manera de entender W, por ejemplo, es asi. Si al tiempo ¢y tenemos datos
de Cauchy u = (ug, u1), esa informacion vino via la ecuacion de ondas libre del
dato de Cauchy U(—tp)u. Via la ecuacion de ondas con potencial, ese dato de
Cauchy al tiempo 0 se transforma en U (to)U(—tp)u al tiempo to; U(to)U(—to)
compara lo que recibimos via la ecuacion libre con lo que recibimos via la
ecuacion perturbada. Observar desde una posicién remota es tomar el limite
cuando tyg — oo.
Ellos relacionan U(t) y Up(t):

U(S)U(—t)Uo(t) = U(S — t)Uo(t - S)U0(8>
y tomando los limites t — +oo,
U(S)Wioo = W:tooUO(s)

El operador de dispersion es S = W;1W_, y el problema es reconstruir V' dado
S.

La informacién contenida es S esté en cierto sentido en infinito, que es
a donde terminan (o de donde vienen) las soluciones de la ecuacion cuando
t — oo (o cuando t se incrementa desde —oo). Po esto, la “frontera” de R™
deberia jugar un papel basico. Como el espacio donde se mueven las soluciones
es Euclidiano, son lineas rectas, o rayos, los que juegan un papel.
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Melrose enfoca el analisis en (A — A\2) y su inversa. Después de todo, el
operador de ondas puede obtenerse de la resolvente via la férmula

(=D} + A)u = Qi / e EONA = N2t 2) dt’
v

El anélisis ocurre en la bola unitaria cerrada de R™, vista como compactificacion
radial de R™. Una manera de ver esa compactificaciéon es como el hemisferio
MCRXxR*, M=S5"={((1,.--,Cus1): ¢1 > 0} junto con el mapa v : R™ —

n
+5

=%

——
—

B

(2) ( 1 z )

T TARR ViR
Vemos que cuando z — oo a lo largo de un radio, v(z) tiende
a un punto de Y, i.e., si z = 73y con 2 € 8" entonces
v(z) = Zp cuando r — oo. Escribiremos M en lugar de
S7. Evidentemente M una variedad con borde Y = sl
Denotando por x la primera componente de p € M tenemos
una funcién definidora de ). Denotando por wyi,...,¥y, las

demas componentes de un punto arbitrario de M, tenemos como mapa inverso
(definido en M),

¢= 1y-
x
El mapa v toma z € R", pasa a (1,z) € R""! luego calcula el punto de
interseccion del rayo por (1, 2) y el hemisferio.

La motivacion de la definicién de la estructura de dispersion proviene de
reescribir y analizar el Laplaciano como un operador en M (o en M si hay
singularidades en Y, pero usando las coordenadas de M; no hay singularidades).
Pensando el mapa v como mapa en R x R*""! y usando z,%,...,y, como
coordenadas,

0 0 - 0 0
1 (52) = =g+ o (B =)
g 0z; Y 0z; —|—k:1x ik = Yk 0z / Oy,
Este campo vectorial es tangente* a M. Vemos que d, (0-,) se obtiene de
0 " 0 0
V= oy (S e )
j TY; 6Zj + £ ik YiYk aZk ayk:

multiplicando por x, y que V} es un campo vectorial de Cg5 (M), y A es una
suma de cuadrados (por composicion) de campos en zCZ (M).
En una variedad arbitraria M, compacta con frontera ), definimos

O (M) = 2C, (M),

4Aplicando el campo vectorial a p = z2 + |y2| obtenemos 22y, (1 — 2% — |y|?), lo cual se
anula si p = 1, como debe ser.
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Como en las dos secciones anteriores, este espacio de campos vectoriales es
localmente libre finitamente generado sobre C'*° (M), hay de nuevo un fibrado
vectorial

ev: TM — TM

Este fibrado es una estructura de dispersion. Com en las secciones previas
en este capitulo, hay una definicién general de operadores de dispersién, una
nocién de simbolo y de elipticidad (glue de nuevo involucra el comportamiento
de varias partes del operador sobre M y sobre }), espacios de Sobolev, complejo
de de Rham. Los operadores elipticos, y los operadores de orden 1, tienen
dominios naturales inicos una vez que el peso x~7 ha sido fijado.

El analisis propiamente sigue ideas similares a las que no hemos discutido en
ningin caso en este capitulo. El lector interesado puede consultar las lecciones
de Melrose [52]






Capitulo X

Analisis en variedades con singularidades

1. Variedades coénicas

Nos limitaremos al caso de variedades conicas. Una variedad conica es una
variedad con frontera con un tipo especifico de estructura en la frontera. Para
motivar los conceptos antes de introducirlos, discutimos un ejemplo.

Primero, las variedades. El conjunto

M = {(wo, w1, ...,wp) € R™:w? =a?(w? + -4+ w?), w >0}
con « > 0 es, fuera del origen, una subvariedad de clase
C* de R™, (la mitad de) un cono con base circular. Pode-

mos ver el cono como el resultado de colapsar la frontera,
{0} x S™~1 del cilindro M dado por

(1.1) [0,6) X {(¥1, -+ Yn) ER™ 192 + -+ y2 =1}

a un punto Queremos hacer analisis en variedades que tie-
nen singularidades puntuales de este tipo. Méas general-
mente, queremos trabajar con variedades que tienen pun-
tos cerca de los cuales la variedad se ve topologicamente

como el cociente de [0, e) x ) para alguna variedad cerrada
Y por la relacion que colapsa {0} x J a un punto.

Ahora los operadores. El Laplaciano en R™, escrito en coordenadas polares
(2,0) € [0,00) x S"71 es
1 .
=5 ((@Dy)? +i(n— 2D, + Agas)
donde Agn-1 es el Laplaciano en la esfera unitaria. Més generalmente, tomemos
M (en (1.1)) y M como en el parrafo anterior. El mapa p : M — M que
colapsa el borde Y = {0} x S~ de M es
T
. @(Iay)*("may)
La restriccion de p a M define un difeomorfismo
6 M\Y = M\O
que nos permite escribir el Laplaciano de /\;l\() como un operador en /\o/l, el

cual procedemos a calcular.
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La métrica de R"*! induce una métrica en M\{0}. Via el difeomorfismo
p (fuera del borde) esa métrica es

1 x2

donde h es la métrica de S™~!. Suponiendo y,, > 0 podemos usar yi,...,Yn_1
como coordenadas en S™~!. Las funciones z,%1,...,yn—1 son coordenadas lo-
cales en M respecto a las cuales la matriz [g(0y,, 9y, )]} ;—o €s
1
1+ — 0
9] = a2

0 E(IJrQ)

donde 2 es la matriz con entradas Q;; = i,7 =1,...,n— 1. Esta es

2 ) )
la matriz de la métrica en S ! respecto a las coordenadas yi,...,Y,_1. Su

determinante es
x2(n72)

1
|g| = O[Q(n,l) (1 + ?Nh"
Momentéaneamente usando la notacion yy = z, la formula general del Lapla-
ciano actuando sobre funciones,

Z zj|g|1/2&
Igl2 dy; 9y,

4,7=0

con [¢g"] = [gij]_l, produce

2

— 1 « 2
Au=— (a2+1($D) ( _2).TDI+04 As’n—l).

Observamos ahora que A tiene la estructura de
1 . 2
EP, P € Dif; (M).

La elipticidad de P = 2?A como b operador es clara. En el interior, es un
Laplaciano, por lo tanto eliptico, ademas a?/(1 + a2 + 1)o? + a? o2(Agn-1)
es no-negativo y 0 si y solo si 0 = 0 = o(Agn-1), lo cual es imposible en un
covector # 0.

Tomamos el ejemplo como motivacion para definir la variedad, estructura,
y operadores a estudiar en el caso cénico: La variedad serda una variedad M
compacta con frontera ). La idea es que la variedad con puntos singulares es
el resultado de colapsar cada componente de la frontera ) a un punto (posible-
mente colapsado varias de esas componentes al mismo punto). Los operadores
de orden m so operadores de la forma

1
A=—P, PeDiff]'(M;E,F).
xm
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si £, F — M son fibrados. Estos son los operadores “conicos.”

Como en el capitulo anterior, también en este caso hay un fibrado de es-
tructura. La guia para encontrarlo es el comportamiento del simbolo principal
de un operador cénico arbitrario. Debido a la singularidad 1/z™ si A es de

orden m, el simbolo principal usual es singular sobre puntos de la frontera. El
C*°(M)-modulo es

CX(M;T*M) ={a e C°(M;T*M) : . =0}

donde ¢ : Y — M es el mapa inclusiéon. La condicién sobre o es como sigue.
Primero, o es una 1-forma C*°. Segundo, en coordenadas adaptadas como en
la Seccion IX.2, cerca de py € ), entonces

n—1

a = ap(z,y)dr + Z b;(x,y)dy;

j=1

con coeficientes de clase C*° hasta la frontera. Pero como
n—1

o= Z bj (Oa y)dy]a

Jj=1

la condicién t*o = 0 implica I;j(O,y) = 0, por lo tanto Bj(x,y) = zb;(z,y)
para ciertas b; también C*° hasta la frontera. Asi, a es, cerca de pg, una com-
binacién lineal de dz,zdy, ..., zdy,—1 con coeficientes C*°. Vemos de nuevo
que hay un fibrado vectorial 7 : I M — M, el fibrado cotangente conico, y
homomorfismo %v* : T*M — T* M que es un isomorfismo sobre M, tal que
el mapa inducido

evy : C°(M; T*M) = CHL(M; T* M) C C°(M;T* M)

es un isomorfismo de C*°(M)-mo6dulos. En el interior de M podemos usar como

(notacion para un) marco de referencia para "M las secciones dx1,...,dx,
definidas usando coordenadas locales. Cerca de la frontera, en coordenadas
adaptadas, usamos dz, xdy, . .., xdy,_1 cono notaciéon para un marco de refe-

rencia. Como en el caso b, cuando estan siendo interpretadas como secciones

locales de “I'M, las zdy; no solo no son nulas en la frontera x = 0, sino también

independientes. Pero aplicando %v(zdy;), el resultado es nulo en Y.
Tomemos A € x~™ Dify"(M; E, F'). Cerca de la frontera,

A= 7 Z ak,a(x,y)(sz)kD;
k+|al<m

con funciones ay o de clase C*° hasta la frontera. El simbolo principal de A en
E€TM, €E=CEdx+ ) ndy; es

oM@ = Y aalwy) O

k+|al=m
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Como los coeficientes de A incluyen el factor =™, en general no podemos
calcular el simbolo usual de A en x = 0. Pero si evaluamos en £ = &dz +
> mjxdy; con & > 0, obtenemos

oA = Y aralr )@ )"

k+|al=m

El ntimero total de factores z en cada sumando es m con la consiguiente can-
celacion:
k
o(A)E) = Y. aralz,y)n™
k+|al=m
Vemos entonces que si « es un elemento de CS2(M;T* M), entonces a(A)(a),

inicialmente calculado en ./\O/l, tiene extension a todo M. Usamos esto para
definir ‘o (A):

El simbolo cénico de A € =™ Dif)"(M; E, F) es la extension por conti-
nuidad de la seccion de r* Hom(E, F') del mapa

T*M3 € a(A)(ev!(¢)) € Hom(E,, F,), p= n(€), pe M.

Con esta definicion de simbolo, definimos elipticidad como siembre: A es c-
eliptico si ‘@ (A)(§) es invertible para todo £ € T M. Una definicion equiva-
lente para todos los efectos es invertibilidad del b-simbolo de x™A. La tnica
desventaja de £ A es que depende de la funcién definidora z, aunque de ma-
nera inocua en lo que se refiere a invertibilidad. La definicién con el ¢-simbolo
es completamente intrinseca.

Pasamos ahora al analisis. Fijamos una b-medida en M y fibrados vecto-
riales E, F — M con métricas Hermitianas. Sea A € =™ Dify"(M; E, F) un
operador eliptico, sea v € R. Comenzando con el operador

A:CP(M;E) Ca "LEM;E) — 2 "L (M; F)

definimos Dy (0 Dmin(A) si necesitamos especificar el operador) como el do-
minio de la clausura, y

Dmax = {u € 2 "LE(M; E) : Au € 27 'L} (M; F)}
( 0Dpmax(A)), con producto interno
(U, U)A = (Aua AU)Q:*’*L% =+ (u7 ’U)m*’YL%'

En contraste con el caso de b-operadores elipticos, no es necesariamente cierto
que Duin ¥ Dmax coinciden. Por otro lado, no solo sn esto operadores Fredholm
para todo -y, sino ademaés tienen parametrices compactas.

Al contrario de la situaciéon con operadores b-elipticos, el dominio minimo
vy maximo de un operador conico c-eliptico no necesariamente son iguales. Sin
embargo, la diferencia entre ellos no es muy grande.
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PROPOSICION 1.2 (Lesch [45]). Sea A € x~™ Dify) (M; E, F) un operador
c-eliptico inicialmente visto como operador

A:C®(M;E) C o "LAME) = 2 VLE(M; F)
con v € R arbitrario y sean Dy Yy Dmax sus dominios minimo y mdzrimo.

Entonces Disx/Dmin tiene dimension finita.

Continuando con el operador c-eliptico A, la siguiente proposicion clarifica
la naturaleza del dominio minimo.

PROPOSICION 1.3 (Gil y Mendoza [21], Prop. 3.6). Si A € =™ Dif}"(M; E)
es c-eliptico, entonces

1) Dmin(A) = Dimsx (A) N (Neso &7 H"2H" (M; E))
2) Dmin(A) = 7 YH]"(M; E) si y solo si spec,(A) N{So = —v/2} = 0.
Los elementos del dominio méaximo son de la forma v + ww con v € Dy,
w € CX(R) tal que w(z) =1 cerca de z = 0y w de la forma

Lo,
(1.4) w = Z Zk‘ = ij imwﬁk loge:ragj,k’g
=0

0;ED
con ¥ la parte spec,(z™A) en la banda v — m < So < :
Y =specy(zmA)N{ceC:y—m <o <7}
con el requerimiento que
2™ A(wv) € 2 VLE(M; F).

Los ag, k¢ son secciones de E, suaves, y K es el mayor entero tal que So—K; >
v —m.

En muchos aspectos los operadores conicos elipticos en variedades com-
pacta se comportan como los operadores elipticos usuales en esas variedades.

Los ag, k¢ son como los datos de Cauchy para un problema eliptico usual. Un
problema de frontera para un operador c-eliptico es:

Dada f € a7 VL?(M; F), y una especificacion de los coeficientes Ao k05
encontrar u € x~YLY(M; E) tal que Au = f con u = ww mbd Dy, con
w dado por (1.4).

Otro aspecto interesante es la interaccion de los cocientes
Dinin(A?)/Dinax(Ag)
en un complejo c-elliptico
(15) 0— C®(M; E°) 2% C°(M; EY) — -
o O BT S O (MG ET) = 0



216 X. ANALISIS EN VARIEDADES CON SINGULARIDADES

de operadores de primer orden. Para el caso mas general posible el lector in-
teresado puede consultar Krainer y Mendoza [38].

2. Variedades cuneiformes

La idea de variedad cuneiforme es un espacio topologico M y un subconjun-
to cerrado Y C M tales que M\y y ) son ambas variedades suaves, obtenidos
de una variedad de cantos (ver IX.3; incorporamos aqui la notacion de esa sec-
ci6n) con frontera fibrada sobre ), colapsando cada una de las fibras de OM
a un punto. Asi, M es una variedad estratificada con un solo estrato singular
(con componentes que pueden tener distintas dimensiones). En principio, el
objeto primario es la variedad estratificada, pero el analisis ocurre en M, que
consideramos como la resolucion de las singularidades de M. Suponemos en lo
que sigue que M es compacta.

Los operadores diferenciales de orden M adaptados a esta estructura seran,
en analogia con la situacion conica, elementos de =™ Dif]"(M; E, F'). Como en
la seccion anterior, el factor =™ cambie mucho el caracter de los operadores.

Obtenemos en este caso la estructura diferencial asociada comenzando con
el espacio de 1-formas suaves de M para las cuales

tya =0 para todo y € Y

donde ¢, : p~1(y) — Y es la inclusion de la fibra de p : N’ — Y sobre y € Y en
N (0 en M). Como en todos los casos que hemos discutido, este espacio de 1-
formas, C2°(T* M), es isomorfo como C*°(M)-modulo al espacio de secciones
de un fibrado vectorial “r : “T"* M — M. El correspondiente homomorfismo
es

Yev* L T M — T M.
Este mapa es un isomorfismo en el interior de M. Dando a M esta estructura
tenemos una estructura cuneiforme (“wedge”).

Usando coordenadas adaptadas para M, x,y1,...,%q, 21, - - Zn—g—1, CEIca
de un punto de A, como en IX.3, un marco local de “I"*M es

dz,dyi, ..., dyq, xdz1,. .., dzp_g—1.

X 16 ior, v
Usando esto y argumentando exactamente como en la secciéon anterior, vemos
que si A € 7™ Dif"(M; E, F), entonces

UT*M 3 € s o(A)(Yevt T (€)) € Hom(E,, F,), p= "r(£) e M

tiene una extension continua a una seccion “o(A4) de “r*Hom(E, F), que
naturalmente llamamos el w-simbolo de A. La definicién de elipticidad es clara.

El analisis de operadores cuneiformes elipticos es bastante mas complicado
que cualquiera de los otros casos que ya hemos visto, porque incluye problemas
de frontera para operadores elipticos usuales (este es el caso en que cada punto
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de N es una fibra: Y = A, no hay coordenadas z. Es esto lo que los hace consi-
derablemente mas interesantes que todos los casos de las secciones y capitulos
anteriores.

Que el analisis operadores cuneiformes incluyen el caso de operadores elip-
ticos regulares es facil de ver. Digamos que en ciertas coordenadas cerca de un
punto de la frontera de M el operador es

A= Z akya(x,y)D’;D;‘.
k+|al=m

Multiplicamos y dividimos por z". Tenemos

(2.1) P=a"A= > apalz,y)a™ "l (zD,)"(xD,).
k+|al=m

con otros coeficientes ay o(x,y) usando
#'Dyu = 2D, (2 u) 4+ i(0 — Dt tu
repetidas veces para obtener, si ¢ > k,
2'Df = (zD, —i(t - 1)) (zDy — i(¢ = 2)) ... (zDy —i(¢ — k + 1)) 2",

ver también IV.4.4. Es facil ver que la elipticidad usual en el caso de A se
transfiere a la w-elipticidad de x=™P (= A).

Pero ademaés de incluir problemas de frontera en la teoria eliptica clasica
de operadores diferenciales, el concepto de valores de frontera es complicado.
Esto es porque en general, el la familia indicial de A depende de y € M,
y por lo tanto el espectro de frontera también depende de y. El efecto de esta
dependencia es que para cada y, la estructura de los elementos que en el caso
conico es (1.4), depende de y.

Una observacion interesante es que la estructura del espectro de frontera
de un operador diferencial eliptico de orden m en el sentido usual es comun a
todos los operadores de esa clase ({—ik : k =0,1,...,m — 1} si el orden del
operador es m). Esto deja de ser asi en el caso general de operadores cuneiformes
w-elipticos: para ellos, el espectro de frontera pasa a ser una propiedad del
operador.

Entre los avances recientes en la teoria, los dos frentes méas activos han sido
promovidos por Mazzeo y colaboradores, y por Krainer y Mendoza.

En ciertos casos, el primer grupo ha usado como hipétesis basica que el
espectro de frontera es (localmente) independiente del punto base (ver Mazzeo
y Vertman, [50] o Vertman [77]. Esto es una suposicién mas fuerte de los que
las palabras indican, porque también hay una suposicién sobre la constancia de
la estructura de cada una de las singularidades (la presencia de logaritmos en
la formula (1.4), que en el fondo es cambios en la estructura de Jordan de una
matriz). Otras hipotesis que remueven el problema conciernen situaciones en
donde el operador puede ser deformado sin cambiar la naturaleza del problema.
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Esto es tipicamente posible cuando el propdsito de la investigacién es alguna
consecuencia topologica en donde los operadores son laplacianos de Hodge res-
pecto a alguna meétrica pero la métrica especifica, aparte de estar adaptada al
problema, no es importante; este es por ejemplo el caso de los articulos de Al-
bin, Leichtnam, Mazzeo, y Piazza 3, 4] y de estos autores y Banagl [5]. Estos
altimos articulos conciernen variedades estratificadas méas complicadas que las
discutidas aqui.

En el articulo de Krainer y Mendoza [37]| (para una versién maés ligera,
ver [36]) no hay suposiciones sobre el comportamiento del espectro de frontera
aparte de pedir que no cruce ciertas lineas {o € C : So = 7,7 — 1}. Los
operadores son de primer orden. Con esta suposicion, la parte del espectro de
frontera que importa determina un fibrado vectorial sobre ), que en cierto
sentido se comporta como si fuera la frontera en cuanto a que las condiciones
de borde se especifican a lo largo de Y. Los detalles de esto estan en [35].

En general, la resoluciéon de problemas de frontera en variedades estratifi-
cadas (con desingularizacion estas resultan ser variedades con esquinas) no esta
resuelto, y hay mucho por hacer.

Finalmente, el lector interesado debe consultar la literatura de Schulze y
sus colaboradores, por ejemplo [65, 66, 67, 68, 71]. Las técnicas en estos
articulos son mucho méas analiticas que geométricas, y los resultados distintos
aunque puedan parecer similares. Pero una juiciosa combinaciéon de analisis y
geometria probablemente sea de mucha ayuda.
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