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Prefacio

La combinatoria es el estudio de las estructuras discretas, es decir de las
configuraciones que se pueden obtener a partir de un conjunto de obje-
tos simples, combinandolos mediante un conjunto finito de reglas. Por
ejemplo, a partir de un conjunto finito A se pueden construir los sub-
conjuntos de A, los pares ordenados de elementos de A, las secuencias
finitas de elementos de A, las biyecciones de A en A (permutaciones), los
grafos que tienen a los elementos de A como vértices, etc. Generalmente
esas configuraciones se pueden clasificar de acuerdo a uno o mas parame-
tros, como por ejemplo el tamano de un subconjunto, la longitud de una
secuencia, el nimero de vértices o de aristas de un grafo. La combina-
toria clasica resolvié muchos problemas de enumeracion de estructuras
finitas, en funcién de sus pardmetros. Sin embargo en general lo hizo
mediante métodos ad hoc, apropiados solamente para resolver un tipo
particular de problemas. Y los resultados obtenidos guardaban pocas
relaciones entre si o con otras ramas de la matematica, lo cual hizo que
la combinatoria estuviese un poco al margen de las grandes corrientes
del pensamiento mateméatico. Sin embargo durante la segunda mitad del
siglo XX la combinatoria se revel6 como la herramienta méas apropiada
para enfrentar los problemas planteados por la naciente ciencia de la
computacién. Esto le dié un gran impulso, que dura hasta el presen-
te. Un reflejo de la importancia que hoy se le asigna a la combinatoria
es el hecho de que es una de las cuatro dreas fundamentales (las otras
son Geometria, Algebra y Teorfa de Numeros) sobre las cuales versan
la mayoria de los problemas propuestos en las Olimpiadas Matematicas
en todo el mundo (ver por ejemplo [20, 21]). Este impulso provocé la
aparicién de nuevos enfoques unificadores y el desarrollo de numerosas
relaciones con otras ramas de la matematica.

Uno de esos enfoques unificadores es la combinatoria simbdlica, que per-
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mite obtener la funcién generatriz de una clase combinatoria a partir de
las de las clases utilizadas para definirla, mediante una especie de calculo
operacional basado en un conjunto de constructores estandar. En reali-
dad las funciones generatrices ya se habian utilizado ocasionalmente en
la combinatoria clésica, por ejemplo Euler las empled para calcular el
numero de triangulaciones de un poligono regular. Pero el enfoque con-
sistia en establecer primero una relacién de recurrencia que permitiese
luego hallar una expresion explicita de la funcién generatriz. El enfoque
moderno tiene sus origenes en un articulo de Joyal [17], en el que expone
una elegante teoria de especies combinatorias. Si B es la categoria de los
conjuntos finitos, con las biyecciones como morfismos, una especie com-
binatoria es un funtor de B en B. A cada especie se le asocia una funcién
generatriz, y operaciones con especies se reflejan en operaciones con sus
respectivas funciones generatrices. Una introducciéon a esta teoria puede
verse en [19] y un estudio mas amplio en el excelente libro de Bergeron,
Labelle y Leroux [3]. En esta obra se sigue sin embargo otro camino,
més cercano al de [11], el cual esperamos que sea mds amigable para
aquellos lectores cuya lengua materna no es la teoria de categorias.

En la combinatoria analitica las funciones generatrices se interpretan
como funciones analiticas en el campo complejo. Las graficas de estas
funciones de C en C son superficies en un espacio de dimensién 4 (su-
perficies de Riemann), cuyas singularidades estan relacionadas con el
comportamiento asintético de los coeficientes de la funcidén generatriz.
La combinatoria simbdlica y la analitica guardan una estrecha relacion,
dado que es posible analizar el efecto que los constructores béasicos de la
combinatoria simbdlica tienen sobre la asintética de los coeficientes.
Estas técnicas tienen muchas aplicaciones, por ejemplo al andlisis de
algoritmos, lenguajes formales, teoria de probabilidades, teoria de la in-
formacion, fisica estadistica, biologia computacional, teoria analitica de
numeros, etc.

Esta obra es una introduccién tanto a la combinatoria simbdlica como
a la analitica, desarrollando sus principios basicos y mostrando diversos
ejemplos y aplicaciones.

José H. Nieto S.
Maracaibo, mayo 2017.
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Capitulo 1

Preliminares

N este capitulo se rednen definiciones y resultados que seran utiliza-

dos en el resto del libro. Salvo en unos pocos casos no se incluyen

demostraciones, pero si referencias a la literatura. El capitulo no esta

pensado para ser leido secuencialmente: recomendamos leer la primera

seccion sobre notacién y continuar con el capitulo siguiente, para luego
volver aqui cuando sea necesario.

1.1. Notacién

Se usard la notaciéon habitual de la teoria de conjuntos. En particular
AUB, ANB, A\ By A x B representan la unién, interseccién, diferencia
y producto cartesiano de los conjuntos A y B. B4 es el conjunto de las
funciones de A en B.

Un multiconjunto M es como un conjunto pero en el cual se admite que
haya elementos repetidos. Hay varias maneras de formalizar este con-
cepto, una de ellas consiste en asociar a cada elemento x de un conjunto
A un entero positivo m(z) (la multiplicidad de x). Asi, el multiconjunto
serfa el par formado por el conjunto A y la funcién m : A — N,. Para
multiconjuntos se usa la misma notacién que para conjuntos, lo que pue-
de causar confusion si no se aclara de qué se estd hablando. Asi {1,2,3} y
{1,1,1,2,3,3} como conjuntos son idénticos, pero como multiconjuntos
son diferentes.

Se denotard como es usual por Z al anillo de los niimeros enteros y
por Q, R y C a los cuerpos de nimeros racionales, reales y complejos,



2 José Heber Nieto Said

respectivamente. N = {0,1,2,3,...} es el conjunto de los enteros no
negativos y Ny = {1,2,3,...} es el conjunto de los enteros positivos.
N, = {0,1,2,...,n — 1} es el conjunto de los enteros no negativos y
menores que n.

Sin € Np ym € Z, denotaremos por m méd n al resto de la divisién
entera de m entre n, es decir al inico entero r tal que 0 < r < ny
m = qn + r para cierto q € Z.

Siz € R, el piso || y el techo [x] de x se definen como

|z] =méx{n €Z:n<z}, [z]=min{n€Z:n>uz}.

A |z] también se le llama parte entera de x.
Si ze€ Cyk € Ny, se definen los k-factoriales inferior y superior de z
(también llamados factorial descendente y factorial ascendente) como

E=zz-1)-(z—k+1),

zk:z(z—i-l)u‘(z—i-k—l).

Seguiremos la convencion segiin la cual una suma con un tnico sumando
es igual a ese sumando, una suma sin sumandos es 0, un producto con
un solo factor es igual a ese factor y un producto sin factores es 1. Asi

Observe que si k = n € N entonces n> = n(n —1)---2-1 = nl es el
factorial ordinario.
El semifactorial n!! (también llamado factorial doble de n € N es

13]
nll = H(n —2j).
=0

En particular

o)l = (2n)(2n—2)---4-2, n+1)=2n+1)2n—1)---3-1.

Sean X un conjunto y a un punto de X con un sistema de entornos %
que permita definir la nocién de limite cuando x tiende a a (ejemplos:
X =R o X = C con cualquier a € X y la topologia usual; X = NU{oco}
con a = 0o y entornos Uy = {oo} U{n € N:n > k} para k € N).
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Sean f y g funciones de X \ {a} en R o C. Entonces escribiremos

f@) = Olgx))
si existen una constante real C > 0 y un entorno U de a tales que
|f(x)] < Clg(x)| para todo x € U \ {a}. Intuitivamente esto significa
que la razén f(x)/g(x) permanece acotada cuando z tiende a a. En este
caso se suele decir que f es de orden a lo sumo g, o que f es O grande
de g, cuando x tiende a a.
Escribiremos

f@) = olg(a))
si la razon f(z)/g(x) tiende a 0 cuando x tiende a a. Més precisamente:
si dado cualquier € > 0 existe un entorno U, de a tal |f(x)| < €|g(x)]
para todo x € U, \ {a}. En este caso se dice que f es de orden menor
que g, o que f es o pequena de g, cuando x tiende a a.

Escribiremos
flz) ~ g(x)

r—a

si la razén f(x)/g(z) tiende a 1 cuando x tiende a a. En este caso se
dice que f es asintdticamente equivalente a g cuando x tiende a a.

Ejemplo 1.1.1. Para n — oo se tiene cos(n) = O(1), 10n? + 100n +
2

1000 = O(n?), e"—1—n = O(n?), log(n) = o(n), e"—1—n—" = o(n?).

Algunas férmulas asintdticas importantes son:

1. Férmula de Stirling: n! ~ n"e™"/27n.
2. Vnl~ 2,

3. Hy=1+3+1+ -+ 1 =ry+log(n)+o(1), donde y = 0,57721...
es la constante de Euler.

1.2. Funciones aritméticas

Si n € Ny entonces p(n) es la cantidad de enteros positivos menores o
iguales que n y coprimos con n, es decir

on)=HkeN;:1<k<ny mcd(k,n) =1}

Esta funcioén es conocida como funcion ¢ de Euler y sus primeros valores
son ¢(1) =1, ¢(2) =1, ¢(3) = 2, p(4) = 2, ¢(5) = 4, (6) = 2. Esta
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es la sucesién A000010 en la On-line Encyclopedia of Integer Sequences,
lo que abreviaremos escribiendo OEIS A000010. El sitio web https:
//oeis.org/ de esta enciclopedia es un recurso valiosisimo: escribiendo
los primeros términos de una sucesién de enteros aparecen sucesiones
conocidas con ese comienzo, junto con abundante informacién, férmulas,

estimaciones asintéticas, referencias, etc.
Sin = p{'ps?---pp* es la descomposicién de n como producto de fac-
tores primos, entonces

plm) =n (1= oo (1= ) =Gt =) - )

b1 Pk
La siguiente es una importante relacién satisfecha por :

Z o(d) =n.
d|n

La funciéon p de Mobius se define para cada n € N, asi:

1 sin=1,
pu(n) =< (=1)" sin es producto de r primos diferentes,
0 si n es divisible por un cuadrado mayor que 1.

Asi se tiene que p(1) = 1, pu(2) = w(3) = -1, p(4) = 0, u(b) = —1,
wu(6) = 1,...(OEIS A008683).
Es facil probar que si n > 1 entonces

Z wu(d) = 0.
din

Si (bn)n>1 €s una sucesion y an, = 34, ba, entonces la formula de inver-
sion de Mobius afirma que

bp = Z ,u(d)an/d

dn
Finalmente,
S e (-1)- L
=N i ) C(s)

donde ( es la famosa funcion de Riemann:

01
((s) = n:lﬁ.
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1.3. Probabilidad discreta

Sea X una variable aleatoria discreta, que puede tomar valores enteros
no negativos 0, 1, 2, 3,...Sea pr = P(X = k) la probabilidad de que X
tome el valor k. Entonces la funcion generatriz de momentos de X es

9(z) =po+p1z + paa® + psa’ + - = > paa’.
n>0

Como -, ~gpn = 1 esta serie de potencias converge en [0, 1] y se puede
derivar término a término. Luego

g/(x) — Z npnxnfl

n>1

g(1) =) np, =E(X)

n>1
es el valor esperado (o media) de X. Los demds momentos de la distri-

buciéon de X pueden igualmente obtenerse a partir de f, por ejemplo la
Varianza

Var(X) =E(X — E(X))? = E(X?) — (E(X))%
Para ello observamos que

xg (r) = Z nppa’
n>1
y por lo tanto, derivando,
> nPpaa” ! = (ag (@) = ¢ (2) + 2g" (x).
n>1
Evaluando en x = 1 resulta
E(X?) =Y n’pa=¢'(1)+4"(1).
n>1
Por lo tanto
Var(X) = ¢'(1) + ¢"(1) - (4'(1))%.
Una identidad muy 1til es la siguiente:

E(X)=ann=zzn:pn:22pn:ZP(sz;).

n>1 n>1k=1 k>1n>k k>1
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1.4. Combinatoria basica

El nimero de elementos de un conjunto finito A se denotard |A|.

Si A y B son conjuntos finitos disjuntos, entonces |[A U B| = |A| + |B|
(principio de la suma). Para A y B conjuntos finitos cualesquiera se
tiene |[AU B| = |A| + |B| — |AN B|. La generalizacion de esta identidad
a n conjuntos se conoce como “Principio de inclusiones y exclusiones”,
y afirma que

Uy Al =D A= D0 JANAjl+ Y AN AN Ay
=1

1<i<j<n 1<i<j<k<n
4ok (=D HAI N Ay U A,

Para A y B conjuntos finitos cualesquiera se tiene |[A x B| = |A]| - | B|
(principio del producto).

Si |A| = n, la cantidad de subconjuntos de A (incluidos A y el vacio @)
es 2".

Si B es otro conjunto con k elementos, entonces la cantidad de funciones
de B en A es nF. BEs decir que |AP| = |A|!Bl. En particular la cantidad

de k-tuplas (ay,as,...,a;) de elementos de A es n*.
La cantidad de funciones inyectivas de Ben Aesn(n—1)---(n—k+1) =
nE. En particular la cantidad de k-tuplas (a1, as,...,ax) formadas por

elementos diferentes de A es nk.

La cantidad de subconjuntos de A que tienen exactamente k elementos

" (n)_ n! nE o nn—1)---(n—k+1)

k)~ Kln—k)! K 3] ‘

Estos ntmeros (Z) cuentan también el nimero de maneras de distribuir

n objetos diferentes en dos cajas C1 y Cs, de modo que queden k objetos
en C1 yn—ken Cs.
Los niimeros (Z) se conocen como coeficientes binomiales, ya que apare-

cen en la expansion de la potencia de un binomio:

(x+y)" = z”: <Z> zFyn k.

k=0

. B . :
Observe que la expresién (;) = % tiene sentido para cualquier z € C.



Combinatoria Simbdlica y Analitica 7

En particular

<z> (kP (DR 41 R—1) 1) <z+k1>

k! k! k

-3\ (-DF13  2k-1 (2k — 1)
(2)_ TRCT Rk _(_1)"37]{! .

Estos nimeros aparecen en el Teorema del binomio de Newton: si el
exponente « es real, entonces para || < 1 se cumple

1+2)% = (@ zF.
e =2 ()
Por ejemplo
(EEREDS <_5> (o= 2D
n=0 n—0 n!

Sin =mn;+ns+ -+ ng, con los n; enteros no negativos, entonces
el nimero de maneras de distribuir n objetos diferentes en k cajas Cf,
Cs,. .., Ck, de modo que queden n; objetos en la caja C;, viene dado por
el coeficiente multinomial

n n!
ning - ng)  nplngl--ongl

Estos niimeros aparecen en el Teorema multinomial:
n n niy_no ng
(:U1+x2—|—"'+33k) = Z T Xy
ni+ng+-+ng=n m Mk

El nimero de funciones sobreyectivas de un conjunto de n elementos
en otro de k elementos es igual al niimero de maneras de distribuir n
objetos diferentes en k cajas diferentes de modo que ninguna caja quede

vacia, que es
ni+-+nr=m ny--- g

n1>0,...,ng>0
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El ntimero de multiconjuntos de n elementos tomados de entre k posibles
es ("tF1) = (""F71). Estas configuraciones se llaman “combinaciones
con repeticion de k elementos tomados de a n” en la combinatoria tra-
dicional.

Una permutacion de un conjunto A es una biyeccion de A en si mismo.
Con la composicion como operacion, las permutaciones de A forman un
grupo llamado grupo simétrico de A, que se denota S(A). Si |A| = n,
entonces |S(A)| = n!. En particular si A = {1,...,n} entonces S(A)
se denota S,. Las permutaciones o € S,, suelen representarse en forma

vertical como sigue:

o bien en linea como o(1),0(2),...,0(n).
Un ciclo (a1, as,...,a) es un tipo especial de permutacién del conjunto
{a1,a9,...,ar} enlacual o(a;) = a;y1 parai =1,...,k—1yo(ar) = aj.

Toda permutacion se puede expresar como la composiciéon de ciclos dis-
juntos (es decir sin elementos comunes). Por ejemplo si

(12
7=\ 3 7

entonces o(1) =3, 0(3) =5, 0(5) =8, 0(8) =6y 0(6) = 1, formando
un ciclo (1,3,5,8,6). Del mismo modo se encuentran los ciclos (2,7) y
el 1-ciclo (4). Por lo tanto o = (1,3,5,8,6)(2,7)(4).

Denotaremos A;(o) al nimero de ciclos de longitud ¢ que aparecen en
la descomposicién de o en producto de ciclos disjuntos. Es claro que si
o € Sy, entonces Y i iXi(0) =n.

Si A1,..., Ay son enteros no negativos tales que > 1" | i\; = n, entonces el
nimero de permutaciones o € S,, tales que A\;j(c) = \; parai=1,...,n

viene dado por:
|
n.

1M1222 . opAn g Il AL
Al niimero de permutaciones o € S, que se descomponen en producto de
exactamente k ciclos disjuntos se le llama niumero de Stirling de primera
clase y se denota [7].
Una particion de un conjunto X es una coleccion {A; : i € I} de sub-
conjuntos no vacios de X, llamados bloques, disjuntos dos a dos y tales
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que su uniéon es X. El nimero de particiones que admite un conjunto
de n elementos se denomina numero de Bell de orden n. El nimero de
particiones de un conjunto de n elementos en exactamente k bloques se
denomina numero de Stirling de sequnda clase y se denota {Z} Es claro
que el ntimero de funciones sobreyectivas de un conjunto de n elementos
en otro de k elementos es igual a k!{Z}, y por lo tanto

n 1 n

n1>0,...,n; >0

Si A1,..., Ap son enteros no negativos tales que Y ;' ; i\; = n, entonces
el niimero de particiones de un conjunto de n elementos con \; clases de
¢ elementos para ¢t =1,...,n es:

n!

(A (202 - (R A Dol - Al

1.5. Grafos

Informalmente, un grafo es un conjunto de puntos, algunos pares de los
cuales estan unidos por lineas. La naturaleza de los puntos y las lineas
no tiene importancia, lo que interesa es la relacién de incidencia entre
unos y otros, es decir saber cuales son los extremos de cada linea, y de
qué lineas es extremo cada punto.

Msés formalmente definiremos un grafo como una estructura G = (V, E)
que consta de: (1) un conjunto finito V' de elementos llamados vértices (o
puntos, o nodos), (2) un conjunto finito E (disjunto de V') de elementos
llamados aristas (o lineas, o arcos), y (3) una funciéon que a cada arista
le hace corresponder un par (ordenado o desordenado) de vértices, que
se consideran los extremos de la arista. Puede darse el caso de que ambos
extremos de una arista coincidan: una tal arista se denomina bucle o lazo.
También puede ocurrir que dos aristas diferentes tengan el mismo par
de extremos, caso en el cual de habla de aristas maltiples (a los grafos
que tienen aristas multiples se les llama multigrafos). Si los extremos
de cada arista son un par desordenado de vértices {u,v}, se tiene un
grafo ordinario (o no orientado). Si en cambio los extremos de cada
arista son un par ordenado de vértices (u,v), se tiene un grafo dirigido
(o digrafo). En este caso las aristas también se denominan arcos y se
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suelen representar mediante flechas; a u se le llama origen de la arista
y a v extremo.

Un vértice y una arista son incidentes si el vértice es uno de los extremos
de la arista. Dos vértices u y v son adyacentes si hay una arista que los
tenga como extremos.

El grado de un vértice v de un grafo es el nimero g(v) de aristas inciden-
tes con él. Si g(v) = 0 se dice que v es un vértice aislado. En el caso de
los digrafos se distingue el grado saliente de v (ntimero de aristas de las
cuales v es origen) del grado entrante (nimero de aristas de las cuales v
es extremo).

Un subgrafo de G = (V,E) es un grafo H = (W, F) tal que W C V' y
FCE.

Uno de los primeros resultados de la teoria de grafos se debe a Euler:

Teorema 1.5.1 (Euler). En todo grafo G = (V, E) se cumple

> g(v) =2|E].

veV

En un grafo simple cada arista tiene un par (no ordenado) de vértices
diferentes como extremos (no hay bucles). Ademds, para cada par de
vértices hay a lo sumo una arista que los tiene como extremos. Por esta
razén, si una arista tiene extremos u y v no hay ambigiiedad en denotarla
€Omo uv.

Un grafo simple es regular si todos sus vértices tienen el mismo grado.
Si el grado comin es k se dice que el grafo es k-regular. A los grafos
3-regulares se les llama también grafos cubicos.

Se llama grafo completo o clique de n vértices al grafo K, con n vértices
y n(n — 1)/2 aristas, cada una de las cuales conecta un par de vértices
diferentes.

Un grafo G = (V, E) se dice que es k-partito si el conjunto de vértices
V' puede particionarse en k£ > 1 subconjuntos disjuntos, que llamaremos
bloques, tales que ninguna arista de G tenga sus dos extremos en el
mismo bloque. Si cada vértice de un bloque es adyacente a todos los
vértices de los bloques restantes, entonces se dice que el grafo es k-
partito completo. Estos grafos se denotan Ky, n,,.. n,, donde los n; son
el nimero de vértices en cada bloque. Los grafos 2-partitos se llaman
también bipartitos.
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Un camino de longitud n es un grafo simple G = (V,E) con V =
{vo,v1,v2,...,0n} vy E = {vov1,v102,...,0n_10,}. Los vértices vg y vy,
son los extremos del camino. Observe que un grafo con un solo vértice
es un camino de longitud 0.

Un ciclo de longitud n es un grafo simple G = (V, E) de orden n > 3,
con vértices v1, Vg, ..., Uy y aristas vive, vavs,. .., Up_1Un ¥ Un1.

Un camino en un grafo G es un subgrafo de G que sea él mismo un
camino.

Un ciclo en un grafo G es un subgrafo de G que sea él mismo un ciclo.
Un grafo G = (V, E) es conexo si para cualquier par de vértices u,v € V
existe un camino en G que los une, es decir un camino con extremos u
y v. Un drbol es un grafo conexo sin ciclos.

1.6. Enumeraciéon bajo acciéon de grupos

Sean G un grupo con elemento identidad e y A un conjunto. Una accion
de G sobre A es una aplicacién (g,x) — gr de G x A en A tal que:

1. ex = x para todo = € A.

2. g(hx) = (gh)x para todos los g,h € Gy x € A.

Cada accién de G sobre A induce una relaciéon de equivalencia ~ en A
definida asi:
x ~y si existe g € G tal que y = gz.

Ss facil ver que ~ es reflexiva, transitiva y simétrica. A las clases de equi-
valencia determinadas por esta relacién se les llama Jdrbitas. La orbita
de x € Aes {gx: g € G} y se denotard Gz o T. El conjunto de érbitas
es el conjunto cociente A/ ~, que se denotara A.

Para cada g € G la aplicacién 0, : A — A definida por 04(z) = gx
es claramente inyectiva y sobre, es decir que es una biyeccion de A en
A, o sea un elemento del grupo simétrico S(A). Ademas la aplicacién
0 : G — S(A) definida por 6(g) = 6, es un homomorfismo.

El estabilizador de un elemento z € A es el conjunto G, de elementos
de G que dejan fijo a z, es decir G, = {g € G : gx = z}. Es claro que
G es un subgrupo de G, y que los estabilizadores de elementos de una
misma érbita son subgrupos conjugados.

Si g € G entonces se define Ay = {z € A : gr = z} (puntos de A que
quedan fijos por g). Observemos que x € A, siy sélo si g € G,.
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Proposicion 1.6.1. Si G actia sobre A y x € A, entonces existe una
biyeccion entre T y las coclases izquierdas de Gy. En particular si G es
finito entonces |z| =[G : G| = |G|/|G4|.

Demostracién. Si h,k € G entonces hx = kx sii x = h™'kx, es decir sii
h='k € G4 o lo que es lo mismo k € hG,. Luego la aplicaciéon que a la
coclase h(G, le hace corresponder hx es una biyeccién del conjunto de
coclases izquierdas de G en T. O

El siguiente resultado da respuesta al problema de contar el niimero de
orbitas:

Corolario 1.6.1 (Lema de Cauchy-Frobenius-Burnside). Si G es un
grupo finito que actia sobre un conjunto A entonces el nidmero de drbitas
viene dado por

A A
A= 15 2 14

geG
Demostracion.
DolAl=3" > 1= 1=) |G
geG geGzeAy €A geGy, €A
=D 2 |Gl =D V|- |Gyl
YeA €Y YecA
|G|
G, =G
=2 1g.lGl = 1G4

YeA

O]

Con la misma idea puede obtenerse un resultado mas general. Sea G un
grupo finito que actia sobre un conjunto A, y sea Z un grupo aditivo.
Supongamos que p : A — Z es una funcién tal que p(gx) = p(x) para
todo g € G y todo x € A. Sea p : A — Z la tnica funcién tal que
P(T) = p(x) para todo x € A. Entonces se tiene que:

Proposiciéon 1.6.2.

;ﬁ(f) Z > pla

geG TE€Ay
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Demostracion.
DX p) =) > p@) =Y |Galp(x) =D > (IG|/[z])p(
geGx€eAy €A geGy €A TEA TET
= > (@/lzhpE) = Y |GIp=) = |G| > p(7)
TEA TET z€A z€A

O]

Sea ahora D un conjunto y G un subgrupo de S(D). Sea C' un conjunto
de “colores” y A = CP el conjunto de las funciones de D en C, que
consideraremos como coloraciones o maneras de pintar los elementos de
D.Sipara g€ Gy f € Asedefine gf = fog™!, es inmediato verificar
que se obtiene una accién de G sobre A, conocida como accion de Polya).

Proposicion 1.6.3. El nimero de orbitas en la accion de Polya es

Z P

gGG

domde \(g) el nimero de factores en la descomposicion de g en producto
de ciclos disjuntos.

Demostracion: Por el lema de Cauchy-Frobenius-Burnside (1.6.1) el
nimero de 6rbitas es (1/|G[) 3- e [Agl. Ahora bien, Ay estd constituido
por todas las coloraciones f : D — C tales que fo g~ = f, que son las
coloraciones que asignan el mismo color a todos los elementos de cada
ciclo de g. Esto significa que hay tantos elementos en A, como formas de
asignar un color de C' a cada ciclo de g, y este niimero es precisamente
|CM9), O

Ejemplo 1.6.1. Supongamos que se quiere pintar cada cara de un cubo
de un mismo color, y que se dispone de r colores. Si el cubo estda en
una posicién fija, o lo que es lo mismo si las caras son distinguibles,
esto se puede hacer de 7® maneras. Pero si el cubo se puede rotar el
numero de coloraciones «esencialmente diferentes» es menor, pues hay
coloraciones que se pueden hacer coincidir mediante una rotacién. El
grupo de rotaciones del cubo estd constituido por 24 rotaciones, que
clasificaremos en 5 tipos:
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1. La identidad, que se descompone en seis 1-ciclos.

2. Rotaciones de 120° y 240° alrededor de las diagonales del cubo.
Como hay cuatro diagonales. Hay 8 rotaciones de este tipo, que se
descomponen en dos 3-ciclos cada una.

3. Rotaciones de 90° y 270° alrededor de los 3 ejes que pasan por
los centros de caras opuestas del cubo. Son 6 rotaciones, que se
descomponen en dos 1-ciclos y un 4-ciclo cada una (total: tres
ciclos cada una).

4. Rotaciones de 180° alrededor de los mismos ejes que las del tipo
anterior. Son 3 rotaciones, que se descomponen en en dos 1-ciclos
y dos 2-ciclos (total: cuatro ciclos cada una).

5. Rotaciones de 180° alrededor de los ejes que pasan por los puntos
medios de aristas opuestas. Hay 6 rotaciones de este tipo, que se
descomponen en tres 2-ciclos cada una.

Entonces el nimero de coloraciones no equivalentes por rotacién es:

1, 4 . 1

— (O + 8% 4+ 613 + 301 + 6r3) = —r2(rt + 302 4 121 + 8).

24 24

Por ejemplo con dos colores hay 10, cosa que se puede verificar facilmen-
te. Pero ya no es tan facil verificar que con 3 colores hay 57.

En lo que sigue supondremos que C' = {1,2,...,r} (esto equivale a
“numerar” los colores). Sea K = Q|x1, 2, ..., x| el anillo de los polino-
mios en r variables con coeficientes racionales. Definamos una funcién
p: CP — K del modo siguiente: si f € C”, entonces

p(f) = 1 =s@)-

deD
Es claro que p(f) es un monomio de grado n = |D| en las variables
X1,..., Ty y que el exponente de zx en p(f) es el nimero de puntos de

D pintados con el color k en la coloracién f.
Observemos ademas que p(gf) = p(f) para todo g € G. En efecto,

p(af) =TT zy-1(a)>

deD
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pero como g es una biyeccion de D en D, cuando d toma todos los valores
en D también lo hace g~!(d). Por lo tanto el tltimo producto es igual a
p(f). Esto significa que estamos en condiciones de aplicar la Proposicién
(1.6.2) y obtenemos:

> plf) = €] Z > p(f

feA QGG fedy
Ahora bien, f € A, siy sélosi f asigna el mismo color a los elementos de
cada ciclo de g. Por lo tanto si g € GG se descompone en A ciclos ¢y, . . ., c)
de longitudes a1, ..., ay y si f asigna el color i; a los elementos del ciclo
c; entonces p(f) serd de la forma x?ll .. a;f; Maés aun, p establece una
correspondencia biyectiva entre los monomios del tipo antedicho y las
coloraciones f € A,. Por consiguiente:

> p(f) =Dk
feA,
= ¢a1(1’1,- "51‘7‘)¢a2($15" . ,SUT) o 'qbax(xla" '7567')

siendo 9 las funciones simétricas

wk(xhawT):xlf—’——i_m?]f

Cada 1)y, aparece en el producto ¥, %, . ..., tantas veces como ciclos
de longitud k aparezcan en la descomposiciéon de g, es decir A\, (g). Hemos
probado entonces el siguiente teorema:

Teorema de Polya 1.6.4.

> B(f) = ‘é’ ST e,y

FeA g€eG k=1

Si se define el polinomio indicador de ciclos del grupo G como

o T a0,

geG

PG(xlv"'a:En
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entonces el Teorema de Polya puede enunciarse asi:

Zp = Po(t1(x1,.. . xp)y ooy Un(x1, .oy 2p)).

feA

Supongamos ahora que cada color k € C tiene un peso entero no negativo
w(k), y sea ¢, el nimero de colores de peso n. Aqui C no es necesariamen-
te finito, pero supondremos que cada ¢, es finito. Sea c(z) = Y,,~¢cn2"
Si C es finito entonces ¢(z) es un polinomio, si no la consideraremos una
serie formal (ver capitulo siguiente) sin preocuparnos por la convergen-
cia. La funcién peso se puede extender a las coloraciones f € A poniendo

w(f) =D gepw(f(d)). Si g € S(D) entonces

w(gf) = D w(f(g™(d) = Y w(f(d) = w(f),

deD deD

ya que cuando d recorre D también lo hace g~'(d). Luego w toma el
mismo valor en los elementos de cada 6rbita (clase de equivalencia de
coloraciones), y se puede definir w : A — C' de modo que wW(f) = w(f).
Sea by, el ntimero de érbitas con elementos de peso total n, y sea b(z) =
> n>0 bnz". Rntonces se tiene la siguiente version del teorema de Polya:

Teorema de Redfield-Polya con pesos 1.6.5.

b(z) = Pg(c(z),c(2),...,c(z")).

Los detalles de la demostracién pueden verse por ejemplo en [7].

Nota: Aunque los resultados fundamentales de la llamada “Teoria de
Polya” fueron obtenidos en primer lugar por J. H. Redfield (ver [28]),
pasaron desapercibidos durante muchos anos hasta que Polya [27], de
Bruijn [6] y otros matematicos los redescubrieron y enriquecieron.



Capitulo 2

Series de potencias formales

AS series de potencias formales son una generalizacién de los po-
linomios, pero con infinitos términos. Lo que se busca es poder
operar formalmente con series de potencias con coeficientes en un ani-
llo, sin preocuparse por las delicadas cuestiones de convergencia que se
plantean en el andlisis real y complejo. Las series formales son una he-
rramienta basica de la combinatoria simbodlica, pues sintetizan toda la
informacién combinatoria de una clase de objetos. En los capitulos si-
guientes se utilizaran para construir las funciones generatrices ordinarias
de las clases no etiquetadas y las funciones generatrices exponenciales
de las clases etiquetadas.

2.1. Definiciones
Definicion 2.1.1. Si A es un anillo conmutativo con unidad, se define

Al[2]] como el conjunto AN de las sucesiones (an)n>o de elementos de

A.

Con las operaciones
(an) + (bn) = (an + bn),

(an) (b) = (z kbk) ,
k=0

17
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es facil ver que A[[z]] se convierte en un anillo conmutativo, con neutro
aditivo 0 = (0,0,0,...) y unidad 1 = (1,0,0,...). El anillo de polino-
mios A[z] es el subanillo de A[[z]] formado por las sucesiones (an)n>0
eventualmente nulas, es decir aquellas para las cuales existe un entero
no € N tal que a,, = 0 para todo n > ng.

Los elementos de Al[z]] se escriben usualmente en forma de serie: ag +
a1z + agz? + -+ o bien 3,5 a,2™. Pero observe que no se supone que
z tome valores, se trata simplemente de un simbolo indeterminado.

Si a(z) € A[[z]] entonces la notacién [2"]|a(z) se usa para denotar el
coeficiente de 2" en a(z), es decir que si a(z) = >, ~ganz" entonces
[2"]a(z) = ap. -

Por analogia con los casos real y complejo se pueden definir la exponen-
cial, el seno y el coseno como las series formales

22 2’3 Z4
€Xp( )_1+1'+7+§+E+
2’3 25 27
sen(z) =z gt g ot
2 4 6
z z z
cos(z)—l—g E_ﬁ—i_

También se pueden considerar series formales multivariadas. Se define
Allz1, 22]] = Al[zu]][[22]], Allz1, 22, 23]] = All21, 22]][[25]] ¥ en general
Allz1, 22, - - -, zn]] = A[[z1, 22, .., 2n—1]][[zn]] Para n > 1. Un elemento

de A[[u,v]] se puede escribir como Yj~¢(3,,>0 @nxu™)v* o bien como
it > >
Zn,kZO ap U v,
Este tipo de series aparecen con frecuencia al tratar nimeros combina-
. ’ . . n n. .k
torios que dependen de pardmetros. Por ejemplo la serie Y, 5o () u™v

de los coeficientes binomiales.
EJERCICIO 2.1.1. Obtenga (1 + 2z + 22+ 23 +-..)2

EJERCICIO 2.1.2. Obtenga (1 + z + 22 + 23 + - )" para cualquier
n natural.

EJERCICIO 2.1.3. Pruebe formalmente que sen(z)? + cos(z)? = 1.



Combinatoria Simbdlica y Analitica 19

2.2. Inversa multiplicativa

En lo sucesivo supondremos que A es un cuerpo de caracteristica 0 (en
realidad para las necesidades de este libro sélo se necesita el cuerpo de
los complejos C).

Probaremos que las series }_,~qan2™ con ag # 0 tienen inversa multi-
plicativa en A[[z]]. En efecto

(Z anz”) . (Z bnz”> =1

apbg = 1,
apb1 + a1by =0,
apby + a1by + azbg =0,

equivale a

de donde se despejan sucesivamente

bo :aal, by = —alboaal, by = —(a1b1 —i—azb(])aal,...

(1—2) (sz)zl

se obtienen by =1, by =1, by =1, b3 = 1,...de donde

Por ejemplo de

(l—2)'=1+z+224+22+.-.

EJERCICIO 2.2.1. Halle la inversa multiplicativa de 1 —z 4+ 22 — 23 +

24_..-

EJERCICIO 2.2.2. Idem para 1 — 2z + 2°.
EJERCICIO 2.2.3. Idem para 1 — z — 22.
EJERCICIO 2.2.4. Muestre que

Z <Z>u P = (1 —u(l40v))7?

n,k>0
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2.3. Topologia formal

Aunque con las series formales se trata de evitar las complicaciones de
la convergencia, para avanzar en esta teoria es necesario definir algin
tipo de convergencia, procurando que sea lo mas simple posible.

Definicién 2.3.1. Sia(z) = 3, 5pan2" € A[[2]] entonces val(a(z)) es
el menor entero n tal que a, # 0 (si a(z) = 0 entonces val(a(z)) = +0).

Observe que si b(z) = 3,5 bn2" entonces

val(a(2)b(z)) = val(a(z)) + val(b(z))

val(a(z) + b(2)) > min{val(a(z)), val(b(z))}.

Definicién 2.3.2. La distancia formal entre dos elementos a,b € A[[z]]
es

d(a, b) _ 2—val(a—b).

Es fécil verificar que d es una métrica, es decir que para todos los a, b, ¢ €
Al[z]] se tiene d(a,b) > 0, d(a,b) = d(b,a), d(a,b) = 0 si y sblo si a = b,
y d(a,b) < d(a,c) +d(c,b).

Maés atun, d es una ultramétrica ya que como

val(a — ¢) > min{val(a — ), val(b — ¢)}
entonces

d(a, C) =92~ val(a—c) < mé;x{Qf Val(a*b)’ 2fval(bfc)}
= méx{d(a,b),d(b,c)}.

Dos propiedades de esta métrica faciles de verificar son

dla+b+ -+ h,0) <mix{d(a,0),d(d,0),...,d(h,0)}.

d(ab- - h,0) = d(a,0)d(b,0) - - - d(h, 0).

Con esta métrica A[[z]] tiene didmetro 1, ya que d(a,b) < 1 para todos
los a,b € A[[z]] y d(0,1) = 1.
Observe que d(a,b) < 27" si y sblo si a; = b; para i =0,1,...,n.
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La topologia inducida por d se llama topologia formal, o de la conver-
gencia formal. Es facil verificar que las operaciones de suma y producto
en A[[z]] son continuas en esta topologia, con lo cual A[[z]] se convierte
en un anillo topoldgico.

Ademés A[[2]] es completo respecto a d. En efecto, si {a(™} es una
sucesion de Cauchy en A[[z]] entonces, para cada entero k > 0, existe
N(k) tal que d((a™,a(™) < 2% para todos los m,n > N(k). Esto
quiere decir que los primeros k + 1 coeficientes de a(™ se estabilizan
para n > N (k). Poniendo by = a,(CN(k)) es claro que {a(™} converge a
> n>0bn2™.

Una serie a(®) +a® +a® + ... de elementos de A[[z]] converge formal-
mente si y s6lo si lim,_0o a™ = 0 en la topologia formal. En efecto, si
a™ — 0 entonces

d(a™ + o™t 44 o) ) < max{d(a™,0),...,d(a™P) 0)}

y como el miembro derecho tiende a 0 cuando m — +o0, la serie es de
Cauchy y por completitud converge. Reciprocamente si la serie converge
a b entonces como

n n—1 n n—1
d(a™,0)=d <Z a®, Z a(i)> <d (Z a®, b) +d <Z a®, b)
=0 =0

=0 i=0

se sigue que lim, a(™ = 0. Un resultado equivalente es que una su-
cesién (a(™) de elementos de A[[z]] converge formalmente si y s6lo si
limy, 00 (a1 — a(™) = 0.

Analogamente pueden considerarse productos infinitos [],<o(1 + a(™),

los cuales convergen formalmente si lim,, o a™ = 0. En efecto,

n+1 n n
[Ta+a®) =TT +a®) =a®™D T (1 +a®),
k=0 k=0 k=0
y
d (™) TT (1 +a®),0) = (@™ *,0) T] d(1 +a®),0) < d(al"*1),0),
k=0 k=0

de donde el producto converge.
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2.4. Composicion
Sia(z) =3 ,50an2" y b(2) = 32,50 bn2", es natural considerar la com-
posicién

a(b(z)) = ap + a1b(z) + agb(z)2 + a3b(z)3 4. (1)

Pero esto podria no tener sentido, ya que por ejemplo el término cons-
tante deberia ser

ao + arby + asbi + asby + - -

que en general no esta definido.
Sin embargo si by = 0 entonces (1) converge en la topologia formal (pues
d(anb(z)™,0) < 27" — 0) y define un elemento de A[[z]].
En este caso, si
a(b(2)) = ap + a1 (b1z 4+ baz® 4 -+ ) + ag(byz + byz® + - ) 4 -
:co+clz+02z2+-~-

entonces cg = ag, ¢c1 = a1by, co = a1bs + agb%, y en general, para n > 1,

Cn = Z ak‘bilbig e b’Lk

1<k<n, i1+is+--+ig=n
11>0, 12>0,..., i >0

Como el coeficiente de 2™ en a(b(c(z))) depende solamente de los co-
eficientes de términos de grado < n en a, b y ¢, la asociatividad de la
composicién se desprende del resultado correspondiente para polinomios.

Ejemplo 2.4.1.

explexp() ~ 1) = 1+ Tr(exp(=) — 1) + o (exp(z) 1) + -+

_q z 22 1/ z 22 2
=1+ F+§+ +ﬁ F+§+ + ...

545
:1+z+22+623+§z4+~-

EJERCICIO 2.4.1. Pruebe que si ag = by = 0 entonces

exp(a(z) +b(z)) = exp(a(2)) exp(b(2)).
EJERCICIO 2.4.2. Pruebe formalmente que sen(2z) = 2sen(z) cos(z).
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2.5. Inversion

Dos series formales a(z) y b(z) se dice que son inversas respecto a la
composicién si

a(b(z)) = bla(z)) = =.
Si by =0y by # 0 entonces de

a(b(z)) = ap+ ar(b1z +boz® + ) +as(brz +bez® + - )2+ =2

se pueden despejar sucesivamente los a;. En efecto ag = 0, a1 = bl_l,
as = —albgbf2, as = —albgbf3 — 2a2b2bf2,. .. Por lo tanto existe una
tnica a(z) que es inversa por la izquierda de b(z). Como ag = 0y a1 # 0,
el mismo argumento muestra que existe una inversa por la izquierda c(z)
de a(z). Pero entonces b(z) = c¢(a(b(z)) = ¢(z), y resulta que a(z) y b(z)
son inversas respecto a la composicion.

Las propiedades de las series de potencias con radio de convergencia
positivo en R o C por lo general son también validas formalmente. Esto
se debe a que, si >, 50an2™ ¥ X ,>0bn2" son series convergentes en C
para |z| < r, y la igualdad Zn>0_anz" = > >0 bnz" se verifica para
|z| < 7 (o incluso para un subconjunto del disco |z| < 7 que tenga un
punto de acumulacién), entonces a,, = by, para todo n > 0.

Asi por ejemplo, como Y, +; (_12:_13:" =log(l4+z) para -1 <ax <1y
don>1 Lam = exp(z) — 1 para todo = € R, se tiene que

(_1)n—1 xk "
> | X ] Tles(l+(exp(a) —1) ==

n>1 k>1

para —1 < z < 1, de donde se sigue que las series formales ", <, %T,L y

-1 n—1 . .
Yon>1 ( 7)1 2™ son inversas formales (sobre cualquier cuerpo de carac-
teristica 0).
Por esa razén usaremos la notacién log(1 + z) para referirnos a la serie

log(1+2) = Z (_12:112".

n>1

Del mismo modo, aunque es facil probar formalmente que si ag = by = 0
entonces exp(a(z) + b(z)) = exp(a(z))exp(b(z)) (ver Ejercicio 2.4.1),
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no parece sencillo probar formalmente su correlativa log(a(z)b(z)) =
log(a(z)) + log(b(2)) (suponiendo ag = by = 1). Pero como
exp(log(a(z)) + log(b(2))) = exp(log(a(z))) exp(log(b(z))) = a(2)b(z),

componiendo con la inversa formal resulta
log(a(2)b(z)) = log(exp(log(a(z)) + log(b(2)))) = log(a(z)) + log(b(z)).

Existe un método bastante efectivo para calcular inversas, conocido co-
mo Inversion de Lagrange, que se vera mas adelante pues su justificacién
requiere técnicas de andlisis complejo (ver Teorema 6.1.1, pag. 83).

" 1
EJERCICIO 2.5.1. Pruebe que Z % = log (1 — z) .

n>1

2.6. Derivacion

Definicién 2.6.1. Sia(z) = >,5¢anz" € A[[z]], entonces su derivada
formal es Y, nanz""! y se designa Da(z) o d'(z).

Las derivadas sucesivas de a se denotan D?a, D3a, etc. La derivada
formal tiene muchas de las propiedades de la derivada usual en analisis,
en particular:

1. Linealidad: si a,b € A[[z]] y A, u € A, entonces
D(X\a + ub) = ADa + uDb.

2. Derivada de un producto: D(ab) = (Da)b+ a(Db).

3. Regla de la cadena: Si by = 0, entonces
D(a(b(z))) = Da(b(z))Db(z).

. . Dk
4. Extraccién de coeficientes: [2¥] Y2, 50 an2" = (ki'a)o

EJERCICIO 2.6.1. Pruebe las propiedades mencionadas de la deri-
vada formal.

EJERCICIO 2.6.2. Derivando k£ — 1 veces 1—; =14z+224+234+---
pruebe que

k+n-—
(1_z>1€:2< +n l)z”.




Capitulo 3

Clases combinatorias
ordinarias

EN este capitulo se introducen las clases combinatorias ordinarias
(no etiquetadas) y sus correspondientes funciones generatrices. Se
examinan varias construcciones bésicas que permiten, a partir de una
o mas clases, obtener otras nuevas, asi como su correspondiente reflejo
sobre las funciones generatrices, lo cual constituye la idea central de la
combinatoria simbdlica.

3.1. Introduccién

Definiciéon 3.1.1. Una clase combinatoria es un conjunto finito o in-
finito numerable € junto con una funcion t : € — N, tal que t*(n) es
finito para todo n € N.

Como no trataremos de otras clases que no sean las combinatorias, por lo
general y para abreviar nos referiremos a ellas simplemente como clases.
La funcién t asocia a cada objeto « de la clase un tamano o peso t(«). La
condicién impuesta significa que para cada n € N hay s6lo un ntmero
finito de objetos en la clase con tamano n. En lugar de t(a) se suele
« si se desea hacer explicita la clase en la que se esta

escribir |af, o |«
trabajando.

El subconjunto de ¥ formado por los objetos de tamafio n se denotara
%n, vy su cardinal por ¢, (es decir que ¢, = |,|).

25
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Definicion 3.1.2. Dos clases & y 9B son combinatoriamente isomorfas
(y se escribe of = RB) si existe una biyeccion ¢ : of — B tal que
|v(a)|s = |a|ls para toda o € <. A una tal biyeccion ¢ se le llama
isomorfismo combinatorio.

Definicién 3.1.3. La funcién generatriz ordinaria (fgo) de una clase
combinatoria € es la serie formal c(z) = 37,50 cn2".

Definicién 3.1.4. La funcién generatriz exponencial (fge) de una clase

combinatoria € es la serie formal c(z) = 3,50y

En el resto de este capitulo trabajaremos con funciones generatrices
ordinarias. Las funciones generatrices exponenciales son utiles sobre todo
en el contexto de las clases combinatorias etiquetadas, que se estudiaran
en un capitulo posterior. Hay otro tipo de funciones generatrices que no
se tratardn en esta obra: las de Dirichlet 3, -, 7%, importantes en teoria
analitica de nimeros (ver [32]).

Observe que una clase es finita si y solo si su fgo es un polinomio.

La fgo de una clase ¥ se puede expresar también en la forma

a€c®

ya que para cada n € N hay un nimero finito ¢, de objetos a € € tales
que |a| = n, y la agrupacién de los correspondientes términos z!®! nos
da ¢, z™.

Ejemplo 3.1.1. Sea . la clase formada por los subconjuntos del con-
junto {1,2,3,4,5}, siendo |A| el ntimero de elementos de A. Su fgo es

5
)
= "= (142)°
s(2) nE::O <n>z (1+2)
Ejemplo 3.1.2.

Sea A ={0,1,2,...} con |i| = . Su fgo es

1
1—2

n(z)=1+z+224+2"+- =
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La fgo de una clase determina por completo el niimero de objetos de
cada tamano que hay en la clase. Por lo tanto dos clases # y € tienen
la misma fgo si y sélo si existe una biyeccién entre ellas que preserva la
funcién tamano. Es decir que

Proposicion 3.1.1. Dos clases son combinatoriamente isomorfas si y
solo si tienen la misma fgo.

Un par de clases elementales que resultara ttil tener a mano son la clase
neutral &, constituida por un tnico objeto de tamafio cero, y la clase
atomica 2 constituida por un Unico objeto de tamano 1. A veces se
escribe el tnico objeto de & como subindice, por ejemplo & = {0},
& = {1}. Andlogamente para Z: 25, = {a}, Z = {e}, etc. Observe
que la fgo de & es 1 y la de 2 es z.

En el resto del capitulo se examinardn varios métodos para obtener
nuevas clases a partir de clases conocidas. Nos interesan particularmente
las construcciones que tengan un reflejo en las fgos, es decir aquellas que
sean admisibles en el sentido de la siguiente definicién.

Definicion 3.1.5. Una construccion que asocia a un conjunto de clases
BY . 22 BE una nueva clase € = \D(%(l),ﬂm, .. ,,@(k)) se
dice que es admisible si la fgo de € depende solamente de las fgos de
2BV 23 B,

3.2. Producto cartesiano

Definicion 3.2.1. FEl producto cartesiano de dos clases B y € es la
clase BB X € formada por los pares ordenados de elementos de B y € :

A =BxC={(B,7):8e€B, ve€},

con |(8,7)|er = 1Bl + 17l

Debido a la definiciéon del tamafo en &/ = % x € es claro que a, =
> k=0 bkCn—k, es decir que la sucesién (ay,) es la convolucion de las suce-
siones (b,) y (¢n), por lo tanto a(z) = b(z)c(z). Es decir que el producto
cartesiano de clases es una construccién admisible y su fgo es el producto
de las fgos de las clases componentes. Otra manera de probar este hecho
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es la siguiente:

a(z) = Z LBl — Z S8l Z ) =b(2) + e(2).

(B)EBXE BeRB ~EZ
El producto cartesiano es conmutativo y asociativo, es decir
BXC=ZCXB, (IXB)XC=ZAX(BXFE).

En vista de esto el producto cartesiano de varias clases se puede escribir
sin necesidad de usar paréntesis.
Observe que para cualquier clase o7 se cumple &/ 2 &/ X & £ & x o .

Ejemplo 3.2.1.

Sea & la clase formada por los pares ordenados (i,j) de enteros no
negativos, con |(4,j)| =i + j. Observe que & = A4 x .4/, donde A es
la clase definida en el Ejemplo 3.1.2. Como n(z) = 1/(1— z), resulta que
p(2) = 1/(1 — 2)%. Pero es facil ver que p, = n + 1, lo que nos da otra
prueba de la identidad formal

2 3 —
1+22+32" +4z —l—--'—m.

3.3. Suma combinatoria

Si Ay € son clases disjuntas, la unién o = U % se puede convertir
en una clase tomando como tamano de cada objeto de &/ el tamano
que tenga en & o €. Sin embargo si # y € tienen elementos comunes
las cosas se complican: por una parte el tamano de un elemento comiin
podria ser diferente en % que en %, y por otra parte el nimero a,, de
objetos de tamano n en la unién dependeria no solamente de los b; y
¢;, sino también de la cantidad de elementos comunes. Esto significa
que la unién conjuntista de clases mo es una construccion admisible.
Para superar este obstaculo se pueden tomar dos copias disjuntas de las
clases By €, digamos B' = By ¢' = ¥, y hacer la unién de 4’ y €.
Esa es la idea de la siguiente definicién.

Definicion 3.3.1. Si # y € son clases, su suma combinatoria &/ =
B+ € es la clase (6 x o) U (&1 x B). La funcion tamano en o/ se

define mediante |(0, )| = ||z, |(1,7)]o = 17le-
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Es claro que a,, = b, + ¢, para todo n > 0, luego a(z) = b(z) + c(2).
Esto también puede probarse asi:

a(z) = Z Aol — Z 28l Z A= b(z) + c(2).

QEB+E BeRB NEE

La suma combinatoria es conmutativa y asociativa, es decir
B+C=2C+B, (d+B)+C=AF+(B+7F).

La suma combinatoria puede extenderse de manera obvia a cualquier
nimero de clases (incluso a una infinidad de ellas).

3.3.1. Triangulaciones

Una triangulacion de un poligono convexo es una descomposicion del
poligono en triangulos, realizada trazando diagonales. La figura siguiente
muestra las 5 triangulaciones posibles de un pentagono:

NOODS

El problema de calcular el nimero de triangulaciones fue estudiado por
Euler, usando funciones generatrices y relaciones de recurrencia. Aqui
lo resolveremos aplicando recursién y las funciones generatrices de la
suma y el producto de clases. Consideremos un poligono convexo con
vértices Vi, Va,..., V. En cada triangulaciéon hay un tdnico tridngulo
que contiene el lado V1V, digamos que es A = V1LV, (2 < i < k). El
resto de los miembros de la triangulacién se divide en dos grupos, uno
que da una triangulacién del poligono inicial VoVs...V; v otro que da
una triangulacion del poligono posterior V1 V;V;i1 ... Vi.
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Pero hay un detalle a tener en cuenta: si ¢ = 3 entonces el poligono inicial
se reduce al segmento V5 V3, v si ¢ = k entonces el poligono posterior se
reduce al segmento V1Vj. Por este motivo consideraremos al segmento
como un caso especial de poligono, que admite una triangulacién vacia
(sin tridangulos). La clase .7 de las triangulaciones contendré entonces la
triangulacién del segmento |, la del tridngulo A, las dos del cuadrilatero,
las 5 del pentagono, etc. El tamano de una triangulacién es el ntimero
de tridngulos que contiene. Asi t(z) = 1+ 24222 +5234- .. Para hallar
t(z) observamos que

T ={}+T x{A}x T,
de donde t(z) = 1+ 2(¢(2))?, y por lo tanto

t(z) = 1_7 "212_42

(la otra solucién 2%(1 + /1 — 4z2) se descarta pues da coeficientes nega-
tivos y ademds un término 1/z). Luego

t(z) = % (1-(1-12)3%) = % (1 - (i)(—‘lz)")
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y como para n > 2 se tiene

<i>_W;;(:;)(:f)”'(3;2¢>—(—n”%cﬁ55?”

_ no1(2n—=3)!1(2n —2)11 ney 2n—=2)! | o
B 2 e A e 1

_ (_1)n71l <2n - 2) 9l—2n
n\n-—1

resulta

Los numeros

1 (2 . (2n)! (2n-D)U )
C%_n+1<n>_nWHJﬂ_ 1)

se conocen como numeros de Catalan en honor a Eugéne Catalan (1814—
1894), quien los estudié en profundidad por primera vez. Estos nimeros
aparecen en multitud de problemas combinatorios: en [31] vol. 2 hay
una lista con 66 de ellos (los problemas y sus soluciones pueden ver-
se en la pagina http://www-math.mit.edu/~rstan/ec/). Los primeros
términos de la sucesién C,, (OEIS A000108) son

1,1,2,5,14, 42,132, 429, 1430, 4862, . .

3.3.2. Arboles ordenados binarios

En teoria de grafos, un drbol es un grafo conexo sin ciclos. Un arbol
es enraizado si tiene un nodo distinguido, al cual se le llama raiz del
arbol. Los arboles enraizados se suelen representar graficamente con la
raiz en el nivel inferior o superior (segtin que el dibujante sea boténico o
computista), sus descendientes en el nivel siguiente, y asi sucesivamente.
Llamaremos drbol ordenado a un arbol enraizado en el cual se toma
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en cuenta el orden de los subarboles que descienden de cada nodo (en
Ciencias de la Computacién se suele decir drbol plano en vez de arbol
ordenado, término poco afortunado pues en teoria de grafos los términos
plano y planar se usan con otro significado).

Un éarbol ordenedo es binario si cada nodo tiene 0 o 2 descendientes.
Los arboles binarios se pueden definir recursivamente asi:

Un drbol binario consta de un unico nodo o de un nodo del
cual descienden un par ordenado de drboles binarios.

A partir de esta definicion se pueden generar iterativamente todos los ar-
boles binarios. Los primeros pasos del proceso se ilustran en la siguiente

figura.
1 2 3 4 5

El primero (1) consta de un solo nodo. Luego, utilizando éste como
subérbol izquierdo y derecho de un nodo se obtiene 2. Ahora podemos
usar tanto 1 como 2 como subarboles izquierdo y derecho de un nodo, y
se obtienen 3, 4 y 5.

La definicién recursiva de la % de los arboles ordenados binarios se
puede escribir asi:

B =%+ Ze X B xXB,

luego su fgo satisface la ecuacion b(z) = z + z(b(z))?, de donde

1—+1—422

b(z) = 2z

(la otra solucién 5-(1++/1 — 422) se descarta pues da coeficientes nega-
tivos y ademéds un término 1/z).
Comparando esta fgo con la del ejemplo anterior observamos que b(z) =

2t(22), luego
b(z) _ Z Cn22n+1,

n>0
por lo tanto sélo hay arboles binarios con un niimero impar de nodos, y
hay exactamente C),, con 2n + 1 nodos.
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En un arbol binario el nimero A de hojas, o nodos terminales, es superior
en uno al nimero i de nodos internos (aquellos de los cuales descienden
dos subérboles), por lo tanto el nimero total de nodos es t = h + i =
2i + 1. En otras palabras, C,, es el nimero de arboles binarios con n
nodos internos.

3.4. Secuencias

Si % es una clase, el conjunto de secuencias de longitud k£ de elementos
de £ es

Cu(B) =B =BXxBx- xB,
y su fgo es b(z)".

Definiciéon 3.4.1. Si B es una clase sin elementos de tamano 0, la
clase secuencias de & se define como

S(B)=E+ B+ (B X B)+ (BxBxRB)+

En otras palabras, cada elemento de &(%) es una k-tupla (51, o, . . ., Bk)
de elementos de %, y

|(B1, B2, - -, Br) () = Z |Bi -

Observe que &(4) incluye una secuencia nula, o vacia, de tamano 0 (por
eso en la definicién aparece la clase neutra &). Sin embargo % no puede
contener ningin elemento de tamafio 0, pues en caso contrario habria
una infinidad de objetos de tamano 0 en &(4).

La fgo de &(A) es

_ 1

S 1-b(2)

Si J es un subconjunto de N, sea ¢(z) = 2jes 2J. La clase de secuencias
de elementos de Z restringidas por J, & ;(A), se define como la subclase

de &(&A) formada por las secuencias cuyo ntimero de componentes esta
en J. Es facil ver que la fgo de & 7(%) es

>0z = ¢(b(2))-

JjeJ

1+ b(2) + b(2)% + b(2)% +

En particular & (%) = 6 (%) son las secuencias de k elementos, cuya
fgo es b(2)F.



34 José Heber Nieto Said

3.4.1. Composiciones

Una composicion de un entero n > 0 en k > 1 partes es una secuencia
de enteros positivos (a1, as,...,ax) tal que a1 + ag + - - - + ax = n. Para
hallar el niimero de estas composiciones consideremos la clase 8 = N,
con |j| = j. Su fgo es

z
p+ 2424 =

1—2°

Lo que queremos contar es el nimero de sucesiones en &5(Ny) = N¥
con peso n. La fgo correspondiente es (z/(1 — 2))*, que por el Ejercicio

2.6.2 es
1 k+n-—1 n—1
k _ k n _ n
Tk 7 Z( k-1 )z Z(k—1>z'

n>0 n>k

-1
Luego la respuesta buscada es (7).

EJERCICIO 3.4.1. Pruebe que hay (Zj) composiciones de n en k
partes sin usar funciones generatrices.

3.4.2. Arboles ordenados

Consideremos los arboles enraizados ordenados generales, es decir aque-
llos en los cuales cada nodo puede tener cualquier niimero de descen-
dientes. Por ejemplo con 4 nodos hay 5 arboles de este tipo, a saber:

A A

Observe que arboles enraizados con 4 nodos hay sélo 4, pues (3) y (4)
sOlo difieren en el orden, y arboles en general con 4 nodos sélo hay 2,
pues (1), (3) y (4) son isomorfos, al igual que lo son (2) y (5).

Los arboles ordenados se pueden definir recursivamente de la manera
siguiente:
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Un arbol ordenado es un nodo al cual estd conectada una
secuencia finita (posiblemente vacia) de arboles ordenados.

Sea ¢ la clase de los arboles ordenados, con el niimero de nodos como
tamano. La anterior definicién recursiva se traduce en

G = % x &(9),

donde Z, es la clase atémica {e}. Pasando a las fgo se tiene

1

Q(Z):Z'm,

de donde (g(2))? — g(2) + 2z = 0.

o(2) = 51~ VI~ 22)

(la otra solucién %(1 + /1 —42) se descarta pues da coeficientes nega-
tivos). Comparando esta fgo con la de las triangulaciones vistas en el
Ejemplo 3.3.1, se observa que g(z) = zt(2), luego g(z) = 3,50 Cn2" ™! =
> p>1 Cno12", es decir que hay C,, 1 = %(2::12
n nodos.

) arboles ordenados con

Si Si J es un subconjunto de N y 0 € J, definamos ¢; como la clase de los
arboles ordenados con la restriccion de que el grado saliente de cualquier
nodo pertenezca a J. Por ejemplo ¥ 2y son los drboles binarios, para
los cuales ¢(2) = 1+ 22, mientras que %y es sencillamente la clase ¢4 de
todos los arboles ordenados, con ¢(z) =1+ 2+ 22 +--- =1/(1 — 2).
Como 95 = Z4 x 65(9), se tiene que g;(z) = z¢(g9.(2)).

De aqui, por la férmula de inversién de Lagrange (ver Teorema 6.1.1,
pag. 83), se obtiene que

"as(2)* = Sl o)

Por ejemplo poniendo J = {0,2} se tiene ¢(y) = 1+ y? y resulta que el
numero de arboles binarios con 2n + 1 nodos es

1, _— 1 (2n+1 1 (2n
_ 1 ntl -~ = :C7
v 1Aty m+1\ n n+1iln n
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lo cual coincide con el resultado obtenido anteriormente.

Maés en general para J = {0,r} (donde r € N4 ) se tienen los drboles
r-arios, es decir los arboles enraizados ordenados en los cuales cada nodo
tiene 0 6 r descendientes. En este caso ¢(y) = 1 + y" y el ntimero de
estos arboles con n nodos es

S (R

Ahora bien, este niimero es 0 a menos que r divida a n — 1, es decir a
menos que n = kr + 1 para algin k, en cuyo caso es igual a

l ny 1 kr+1 B 1 kr
n\k] kr+1 k Ckr—k+1\ k)

3.4.3. Arboles unario-binarios

Para J = {0,1,2} se tienen los arboles unario-binarios, es decir los
arboles enraizados ordenados en los cuales cada nodo tiene 0, 1 6 2
descendientes. En este caso ¢(y) = 1+ y + y? y el nimero de estos
arboles con n nodos es

1 n— n
~ly N1+y+yH)™

Como
(1 +y+ y2)n — Z . "k'y]+2k — Z — '|k|y]+2k
it+jth=n "I 0<j+k<n (n —j = k)ljlk!
entonces

1,1 9 1 n!

Sron 1 n_ =

R0y +yT) nzk:(k—i—l)!(n—Qk—l)!k:!
_1L(n21:)/2j N o
n = kE)J\k+1)

Estos nimeros se conocen como ndmeros de Motzkin (sucesién OEIS
A001006) y tienen muchas interpretaciones combinatorias.
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3.4.4. Florestas ordenadas

Sea Fi, = 6k(¥) la clase de las k-florestas ordenadas, es decir de las
secuencias de k arboles ordenados. La fgo de ., es fp(2) = g(2)F, y
como la fgo g(z) de los drboles generales satisface g(z) = z - #(z), por
inversién de Lagrange en la forma de Biirmann (ver Teorema 6.1.1, pag.
83) se tiene

k) = S -y
de donde

n _k nk( M\ _ k(2n—k—1
S T )

3.4.5. Numeros de Fibonacci.

., De cuantas maneras se puede subir una escalera de n escalones si en
cada paso se pueden subir uno o dos escalones? O, en forma equivalente:
., De cudntas maneras se puede escribir un entero positivo n como suma
ordenada de unos y doses?

Solucién: Sea # = {1,2}, con |1| = 1y |2| = 2. Su fgo es b(z) = z + 2°.
Lo que se busca es el término general de la fgo de &(%), es decir de
1/(1 — z — 22). Las raices de t2 —t — 1 son ¢ = (1 + /5)/2 (el niimero
dureo) y (1 —+/5)/2 = —1/p, luego 1 — z — 22 = (1 — pz)(1 + z/p) y
descomponiendo en fracciones simples se tiene

11 o v
1—2z—22 5\l—pz 142!
1 n+1 —n—1 n
=— — (= 2",
\/gnzz%)(so (—9)™" )

Si ponemos F, = %(gp” — (—¢)™™) entonces

1

BT o B

2
1—2z—=z S0

Observe que Fy =0, y de

1= (1—z—z2) Z Foi12" = F1+(F2—F1)Z+ Z(FTL—H —Fn—Fn_l)z"
n>0 n>2
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se sigue que Iy =1y F,11 — F, — F,,—1 = 0 para todo n > 1. Es decir
que los F,, quedan determinados por la recurrencia

=0, Fi=1 F41=F,+F,_1paran>1,

la cual es la definicién usual de estos ntimeros. Los primeros términos
de la sucesién F,, (OEIS A000045) son

0,1,1,2,3,5,8,13,21, 34, 55, 89, 144, 233, 377,610, 987, . ..

Los F, se conocen como niumeros de Fibonacci, pues fueron introdu-
cidos en Europa por el matemaético italiano del siglo XIII Leonardo de
Pisa (llamado Fibonacci), en su obra Liber Abaci, como solucién a un
problema de cria de conejos: “Cierto hombre tenia una pareja de conejos
en un lugar cerrado y deseaba saber cudntos se podrian reproducir en
un ano a partir de la pareja inicial, teniendo en cuenta que cada pareja
comienza a reproducirse a partir de los dos meses de edad, engendrando
una nueva pareja cada mes”. Sin embargo esta sucesién ya era conocida
en la matematica de la India desde varios siglos atras. Estos ntimeros
aparecen con frecuencia en el andlisis de algoritmos, en teoria de juegos
y en otras ramas de la matemética. Ademds aparecen en biologia: en la
distribucién de las hojas en las ramas, de las flores en el girasol y de las
escamas de las pifias, en la estructura espiral del caparazén de algunos
moluscos como el nautilus, etc.

3.4.6. Lenguajes y expresiones regulares.

En la teoria de lenguajes formales, un alfabeto es un conjunto finito A de
elementos llamados letras o simbolos. El alfabeto A se puede convertir
en una clase & definiendo el tamano de cada letra como 1. La fgo de
o/ es mz, siendo m = | A| el nimero de letras en A. Una palabra es una
secuencia finita (posiblemente vacia) de letras. Las palabras se escriben
usualmente colocando las letras una a continuacién de otra, sin separa-
dores de ningin tipo. Por ejemplo si a y b son letras entonces abbabbba
es una palabra. La palabra vacia la denotaremos con el simbolo \. El
conjunto de todas las palabras con alfabeto A se denota A*.

Un lenguaje (formal) con alfabeto A es cualquier subconjunto L C A*.

Si se define el tamano de una palabra como el ntmero de letras que
contiene, entonces A* se convierte en una clase &/* que no es otra cosa
que &(&7). Su fgo es (1 —mz)~t.
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Si L € A*, con la funcién tamafio heredada de &7 el lenguaje L se
convierte en una clase .Z.

La concatenacion de dos palabras v y v es la palabra uov que se obtiene
al escribir v después de u. Por ejemplo la concatenacion de aab y ab
es aab o ab = aabab. La concatenacion de dos lenguajes £ v % es el
lenguaje £ o % que se obtiene concatenando cada palabra de .2 con
cada palabra de %, es decir

Lo L ={uov:ue L,ve L}

Si A y % son dos lenguajes con alfabeto A, entonces la aplicacion
figl X$2—>$1032

definida por f(u,v) = uowv es sobre y preserva la funcién tamano. Por
lo tanto si f es inyectiva entonces & x £ = %4 o % y en particular
la fgo de .21 0 % es el producto de las fgos de £ y %5. Un caso tipico
en el que esto ocurre se presenta cuando uno de los lenguajes consta de
una sola palabra. En cambio si £ = {a,ab} y % = {b,bb}, f no es
inyectiva, ya que a o bb = ab o b.

Como en algebra con el producto, si no hay posibilidad de confusién se
acostumbra omitir el operador o al concatenar palabras o lenguajes.

Hay varias formas de especificar un lenguaje, entre ellas las gramdticas
formales (que aqui no se estudiarén; el lector interesado puede ver [5])
y las expresiones requlares. Estas tltimas se definen recursivamente del
modo siguiente:

Definicion 3.4.2. Dado un alfabeto A entonces:
1. X y cualquier © € A son expresiones requlares.

2. Sip yq son expresiones requlares entonces (pUq) y (poq) también
lo son.

3. Sip es una expresion reqular entonces también lo es px.

A cada expresién regular p se le puede asociar un lenguaje L(p) del
siguiente modo;

1. L(A) ={\} y L(z) = {z} para cualquier x € A.
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2. Sipy g son expresiones regulares entonces L((pUq)) = L(p)UL(q)
y L((peq)) = L(p) o L(q)-

3. Si p es una expresiéon regular entonces L(px) = &(L(p)).

Como en el algebra, la escritura de expresiones regulares se simplifica
eliminando los paréntesis exteriores, asignando prioridades crecientes a
la suma, la concatenacién y *, y eliminando finalmente los paréntesis
innecesarios. Por ejemplo si A = {a, b, ¢} entonces:

1. L(aub) = {a,b}.

[\
~

(
(abx) = {a, ab, abb, abbb, abbbb, . . .}.
. L(ax U bx) = {a,b,aa,bb,aaa, bbb, . . .}.
(

3
4. L(axbax) = {b,ab, ba, aab, aba, baa, aaab, aaba, abaa, baaa, . . .}.

Los lenguajes asociados a expresiones regulares se conocen como lengua-
jes requlares. .

Si una expresion regular r es no ambigua, es decir si cada palabra gene-
rada por la expresién se puede obtener de manera tinica, entonces la fgo
de su lenguaje se halla facilmente. En efecto, en este caso cada unién
L(p)UL(q) seré isomorfa a una suma combinatoria y cada concatenacién
L(p) o L(q) seré isomorfa a un producto cartesiano, luego sustituyendo
en r cada letra por la variable z, cada U por la suma, cada o por el
producto y la operacién * por la cuasi-inversa (1 —-)~!, se obtendr4 la
fgo buscada.

Por ejemplo si A = {a, b}, las palabras en A* que contienen exactamente
dos letras b se pueden generar con la expresién regular axbaxbax, que
no es ambigua y tiene fgo (1 — 2)712(1 —2)712(1 —2)7! = ﬁ Maés
en general las palabras que contienen exactamente k letras b se pueden
generar con la expresién ax(bax)*~'bax, cuya fgo es

k
o k N\ n—k N\ n
=z E z = § Z
(1= 2kt n>k <k> n>k <k>

la cual nos confirma el resultado esperado de que hay (Z) palabras con
k letras b y n — k letras a.
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Un ejemplo mas interesante es el problema de contar los subconjuntos de
{1,2,...n} formados por k nimeros no consecutivos. Cada uno de esos
conjuntos S se puede describir por medio de su funcién caracteristica
(s1,82,...5p},donde s;, =1siie€ Sys; =0sii¢S. El problema es
entonces equivalente al de contar las palabras con alfabeto {0,1} que
contienen exactamente k unos pero en posiciones no consecutivas. Una
expresién regular que las genera es 0%(100%)*~110%, cuya fgo es

k—1 _
1 22 z z2k—1 _ 2kl Z n ek
1—2z\1-2 1—2z (1—2)kt! k

n>k

= (Z)wﬂ S ("‘if 1>z”,

n>k n>2k—1

Esto nos muestra que el niimero buscado es (”_,]erl).

3.4.7. Autdématas finitos

Un autdmata finito con alfabeto A es un multigrafo dirigido, en el cual
cada arista estd rotulada con una letra del alfabeto A. Los vértices se
consideran como los estados internos en que puede estar el automata. Si
V es el conjunto de vértices, debe haber uno de ellos vg € V distinguido
como estado inicial y un subconjunto F' C V de estados finales. Un arco
de 7 a j rotulado con una letra x significa que si el autémata esta en el
estado 7 y “lee” la letra x, entonces su estado cambia a j. Una palabra
aias . ..ag se dice que es aceptada por el autémata si existe un camino
dirigido que comienza en el estado inicial, se compone de arcos rotulados
consecutivamente con las letras a1, ao,..., ap y termina en un estado
final. El lenguaje aceptado por un autémata finito es el subconjunto de
A* formado por todas las palabras aceptadas.

Un autémata finito es determinista si para cada vértice v y cada letra
a € A hay a lo sumo una arista que parte de v con rétulo a.

Se puede probar que los lenguajes aceptados por autématas finitos, de-
terministas o no, son los mismos que los caracterizados por expresiones
regulares, o por gramdticas regulares (vea [5]).

El siguiente diagrama representa un autémata finito determinista con
alfabeto A = {a,b} y estados 0, 1 y 2. El estado inicial es el 0 (indicado
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por la flecha entrante no rotulada) y el 2 es el tinico estado final, indicado
por el doble circulo.

b a a,b

0 ¢ 1 b

N _/ @

Por ejemplo la palabra bab es aceptada, pues hay un arco rotulado b que
va de 0 a 0, un arco rotulado a que va de 0 a 1 y un arco rotulado b
que va de 1 a 2, que es un estado final. En cambio ba no es aceptada,
pues luego de recorrer arcos rotulados b y a partiendo de 0, se termina
en 1, que no es un estado final. Es facil convencerse de que el lenguaje
% aceptado por este autéomata es el conjunto de todas las palabras en
A* que tienen una a y una b consecutivas, es decir que admiten ab como
subpalabra. Ahora trataremos de hallar la fgo de ese lenguaje. Para ello
consideremos dos lenguajes auxiliares .2 y %5, que son los lenguajes
aceptados por el autémata si en lugar de 0 se considera como estado
inicial a 1 o a 2, respectivamente. Es claro que se tienen las siguientes
igualdades de clases:

L = b +a,
iﬂ,::aiﬁ‘+b§§7
L =aH+bL + {)\}

Si pasamos a las respectivas fgo, se tiene el sistema

Lo(z) = zLo(2) + 2L1(2),
Li(z) = zL1(2) + zLa(2),
LQ(Z) :ZLQ( )+ZL2( )

De la tercera ecuacién se obtiene Lo(z) = 1/ (1 — 2z), de la segunda

Li(z) = zLa(2)/(1 — z) y de la primera Ly(z) = zL1(z)/(1 — 2), por lo
tanto

22 1 1
Lo(z) = (1—2)2(1 - 22) T1-22 (1—2)?

- ZQ”Z"— Z(n—i—l)z" = 2(2" —n—1)2"

n>0 n>0 n>0
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Es decir que % contiene 2" — n — 1 palabras de longitud n.

El método anterior se puede aplicar a cualquier autémata finito deter-
minista. En efecto, si los estados son V' = {0, 1,..., s}, % es el lenguaje
aceptado por el autémata con i como estado inicial, A; son los rétulos
de las aristas que parten de i y e(i,a) es el extremo de una arista que
parte de ¢ con rétulo a, entonces

& = Z xge(i,m) + Ai’

JJEAZ'

donde A; = {\} si i es un estado final o @ en caso contrario. Pasando a
las fgos se tiene el sistema

Li(z):z Z Le(m)(z)—kfi, 1=0,1,...,s,
T€EA;

donde f; = 1 si i es un estado final y 0 en caso contrario. Este sistema
se puede escribir en forma matricial como

L(z) = 2TL(2) + £,

donde L(2) es el vector columna (Lo(z), L1(2), ..., Ls(2))!, T es la matriz
de transiciones (t; j)o<i j<s, con t; j igual al niimero de aristas que parten
del vértice i hacia el j y f es el vector columna (fo, f1,..., fs)!. Luego

L(z) = (I — 2T)7'f,

donde I es la matriz identidad, y la fgo buscada es Lg(z), la primera
componente de L(z). En particular resulta que la fgo de un lenguaje
regular es siempre una funcién racional.

Este procedimiento para hallar la fgo de un lenguaje regular se debe a
Chomsky y Schiitzenberger (ver [9]).

EJERCICIO 3.4.2. (a) Construya un autémata finito cuyo lenguaje
aceptado sean las palabras que se pueden formar con las letras a y b que
contienen tres letras consecutivas iguales. Halle la fgo. (b) Haga lo mismo
para las palabras que no contienen tres letras consecutivas iguales.
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3.4.8. Lenguajes que incluyen o excluyen un patrén

Dada una palabra p = p1pa...pr € A* el lenguaje £ formado por to-
das las palabras en A* que incluyen a p como subpalabra es un lenguaje
regular, ya que es facil construir (siguiendo el modelo del ejemplo an-
terior) un autémata finito cuyo lenguaje aceptado sea precisamente .Z.
Usando el método de Chomsky y Schiitzenberger se puede calcular la
fgo de .Z, sin embargo no hay relacién aparente entre esa fgo y la es-
tructura de p. Una via alternativa utiliza el vector de autocorrelacion
de p, (co,c1,...,ck—1), que se define asi: para cada j = 0,1,...,k—1, si
Pj+1Pj+2 - - - Pk = P1P2 - . - Pk—j entonces ¢; = 1, sino ¢; = 0. El polinomio
de autocorrelacion es

k=1
c(z) = Z ¢’
j=0
Por ejemplo para la palabra abaaba se tiene:

pip2.-.-Pk—j | C
abaaba
abaab

abaa

aba

ab

a

.

T W N - O,
_ O = O O =

y el vector de autocorrelacién es (1,0,0,1,0,1), por lo tanto el polinomio
de autocorrelacién es 1+ 23 + 2°.

Sea ahora .¥ el lenguaje formado por todas las palabras en A* que
no incluyen a p como subpalabra, y sea .7 el lenguaje formado por
las palabras que finalizan con p, pero no la tienen como subpalabra en
ninguna otra posicién. Evidentemente

S+ T ={AV+.7 x A, (*)

ya que si a cualquier palabra no nula en . o en 7 se le quita la tltima
letra, resulta una palabra en .. Ademas

I xAp} =T x> ADh—jr1Pr—js2 - Pk}, (**)

c;j=1
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ya que en cualquier palabra sp € . x {p} la primera aparicién de p
debe terminar en una de las letras py_; de la p final, y eso sélo si las
ultimas letras de s son p1ps . .. px—;. Pasando a las correspondientes fgos,
(*) y (**) se traducen en el sistema

S(z)+T(z) =1+mz5(z),
£8(2) = e(2)T(2),

donde m = |A| es el nimero de letras del alfabeto. Resolviendo el sistema
resulta

_ c(2)
S() = 2k + (1 —mz)c(z)

Sk

T 2R (1—ma)e(z)

)

T(z)

Como la fgo de A es 3, 5om"z" = ﬁ, la fgo del lenguaje .Z de las

palabras que contienen a p al menos una vez es
1 2k
_— S pu— .
C) = T F A= ma)e)

1—mz
Un estudio detallado de este tipo de problemas puede verse en [14].

EJERCICIO 3.4.3. Pruebe que el nimero de palabras con alfabeto
{a,b} y longitud n que no contienen abb como subpalabra es Fj,13 — 1
(F, son los nimeros de Fibonacci, vea el Ejemplo 3.4.5).

3.4.9. Frecuencias y tiempos de espera

Sip=pips...pr € A", la concatenaciéon A*pA* nos da el lenguaje .Z de
todas las palabras en A* que contienen a p como subpalabra. Si m = |A|
entonces la fgo de A* es 1/(1 —mz). Podria pensarse entonces que la fgo

de & es

Sk

f(z):m7

pero no es asi ya que la especificacion A*pA* es ambigua (la palabra pp
por ejemplo puede generarse al menos de dos maneras).

Sin embargo f(z) tiene una interpretacién combinatoria: [z"]f(z) es el
numero total de apariciones del patréon p en palabras de longitud n.
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Por ejemplo si A = {a, b} y p = aa, se tiene que p no aparece en palabras
de longitud 0 6 1, aparece una vez en palabras de longitud 2 (una vez
en aa), 4 veces en palabras de longitud 3 (una vez en aab, una vez en
baa y dos veces en aaa), 12 veces en palabras de longitud 4 (3 veces en
aaaa, 2 en aaab, una en aaba, una en aabdb, una en abaa, 2 en baaa, una
en baab y una en bbaa), etc. Y se tiene

22

m = Z n2n712n+1 = 22 +4Z3 + 122’4 + -
— 2z

n>1
En general se tiene

Sk . .
[2"]f(2) = [Zn]m = [2"Y gm? T = (n— k4 )m"
Jjzk

es decir que en promedio un patrén de longitud k£ aparece

(n—k+1)m"* n—-k+1
- %

mn m
veces en palabras de longitud n. Es interesante que este valor no depende

de las letras en p sino s6lo de su nimero k.
Para m y k fijos se tiene

Supongamos ahora que se va generando al azar una sucesién ajasas . ..
de letras de A y tratemos de estimar el tiempo de espera necesario para
que aparezca el patrén p. Aqui es clave la fgo

Sk

T(z) = > a2

2R (1 —m2)e(2) - =

hallada maés arriba para el lenguaje 7 formado por las palabras que
finalizan con p, pero no la tienen como subpalabra en ninguna otra
posicién. Si p aparece por primera vez cuando se han generado n letras,
entonces ajasas...a, € 7,y la probabilidad de que esto ocurra es
t,/m™. Por lo tanto el valor esperado del tiempo de espera es

rp)=Y L S nt, (7711)”_1 - iT’(i).

mn m m m
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Pero
ron k=1 2P (k21 —me(2) + (1 —mz2)d(2))
T) = 2+ (1—mz)e(z) (zF + (1 —mz)c(z))? ’
de donde 1 1 .
7(p) = ET/(E) = mkc(al

Estos resultados son un poco paradéjicos, ya que la frecuencia de apa-
riciones de todas las palabras de k letras son iguales, pero sus tiempos
de espera no lo son. Por ejemplo si A = {a,b} y p = aaa, entonces
c(z) =1+2+22y1(p) =23 E = 14, mientras que para p = abb se
tiene c¢(z) = 1y 7(p) = 22 -1 = 8. Lo que ocurre es que los patrones
con mayor autocorrelacién tardan més en aparecer, pero una vez que
aparecen tienden a presentarse varias apariciones préximas del mismo.

3.5. Potencias

Sea B = {f1,P2,...,0k} una clase finita. Entonces la clase (%) de
los subconjuntos de # (también llamada potencia de £) es isomorfa al

producto cartesiano
k

[1(+ {8},

i=1
donde como de costumbre & es la clase neutra con un tnico elemento
€ de tamafio 0. En efecto, a cada subconjunto S C Z se le asocia la k-
tupla (p1,pe2,...,pr) donde p; = §; si B; € Sy p; = € en caso contrario.
Como la fgo de & 4 {f;} es 1 + 2I%l entonces la fgo de P(A) es

k
p(z) = [T + 2% = T (@ + 2™

i=1 n>0
Como pg = 1, se tiene
log(p( Zblog1+z) Zb Zﬂz”k
" k
n>0 n>0 k>1

=y ey O

E>1 n>0 k>1
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y finalmente

p(2) = exp (Z wa)) . @

n>1
Esto se puede extender al caso qn que % es infinita numerable, obser-
vando que p, solamente depende de los br con k < n, a los cuales se

aplican las relaciones vistas para el caso finito. Mas precisamente, si
B<m = >y By P<m = P(PB<m), entonces

p(2) = p<m(2) + O™, b(2) = bem(2) + O(=""1)

n>1

_1\n—1
p<m(z) = exp (Z (izbgm(z”)) :

Cuando m — oo, en el limite se obtiene (*).

3.6. Multiconjuntos
Un multiconjunto es, intuitivamente, un conjunto con elementos repeti-
dos. Hay varias maneras de formalizar esta nocién. Supongamos primero

que B = {p1, B2, - .., Pk} es una clase finita, con by = 0. Entonces la clase
M(A) se define como

k
Mm(%) =[] 6{B:}).

i=1

Por ejemplo, si B = {1, B2, f3} entonces

((B1, B1, B1, B1), (B2), (B3, B3))

es un elemento de M () con tamano 4|51| + |Fa| + 2|5s3].
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La fgo m(z) de MM (A) es

()= [ o = [[0 -
BER n=1
—exp<2b log(1 — 2™) )—exp(ZbZ )
n=1 n=1 k>1
b(*
= exp (Z anz ) = exp (Z (k: ))
k>1 k>1

El caso en que & es infinita se trata de modo similar a lo hecho para ‘3.

Ejemplo 3.6.1. ;Cuantos multiconjuntos de n elementos pueden for-
marse con k elementos diferentes?

Solucién: Si % es una clase con k elementos, todos de peso 1, entonces
b(z) = kz y la fgo de 9M(A) es 1/(1 — 2)¥, que por el Ejercicio 2.6.2 es

1

k+mn—
s

n>0

Luego la respuesta es

k+n—1 B k+n-—1
n a E—1 )’

que por supuesto coincide con los niimeros que la combinatoria clasica
denomina “combinaciones con repeticién”.

EJERCICIO 3.6.1. (Identidad de Vallée) Si m(z) y p(z) son las fgos
de M(B) v R(A), pruebe que m(z) = p(z)m(z?).

3.6.1. Particiones de un entero

Una particion de un entero n > 0 es una descomposiciéon de n como
suma de enteros positivos, en la cual no se distingue el orden de los
sumandos. Por ejemplo las particiones de 5 son: 5, 1+4, 2+3, 14+1+ 3,
14242, 14+141+2y14+14+1+14+1.
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N, se convierte en una clase tomando como tamafio la funcién identidad,
es decir t(j) = j. Su fgo es n(z) = 2+ 22+ 23+ - -+ y las particiones son
los multiconjuntos de N4, luego la fgo de las particiones es

a 1

rz) =1l ——

n=1
=(1+z4+22+ )1+ +2+ ) A +22+20+.) -
=14+2+4+222+323 4522+ 722 + 1125+ 1527 + 2228 + - ..

Lamentablemente no hay una férmula cerrada para los coeficientes de
p(2). Sin embargo la expresién anterior permite calcular sucesivamente
los que se deseen. También puede usarse la fgo para hallar una relacién
de recurrencia. En efecto, como

logp(z) = = log(1 —2"),

n>1
derivando resulta
p/(z) B Z nzn—l
p(z) n>1 1—2z"
de donde
zp’(z) Z nz" Z n Z nk
— = nz z
p(2) e k>0
_ Z Z nzn(kJrl) — Z annk
n>1k>0 n>1k>1
= Z anm = Z o(m)z™,
m=>1n|m m>1

donde o(m) = 34, d es la suma de los divisores positivos de m. Luego

2p'(2) = p(2) Y o(m)2"™,

de donde
npn = [2"2p'(2) = 21Xz (Do 0(i)2) = D proll),

k>0 j>1 k+j=n
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y finalmente
n

npn =3 0()pas.
j=1
Otra recurrencia puede obtenerse a partir del Teorema Pentagonal de
Euler (vea por ejemplo [2]).

3.7. Ciclos

Los ciclos son clases de equivalencia de secuencias finitas no nulas. La
idea es considerar dos secuencias equivalentes cuando sélo difieran en
una “rotacién” de sus elementos.

Maés precisamente, si n es un entero positivo, N,, = {0,1,...,n — 1} y
d € N,,, definamos la rotacion de d unidades hacia la derecha r;: N, —
N,, mediante r4(k) = k + d méd n, para todo k € N,. Por ejemplo si
n = 5 entonces 72(0) = 2, r2(1) = 3, r2(2) =4, m2(3) = 0y r2(4) = 1.
Observe que rq es la identidad y que r,_4 puede interpretarse como una
rotacion de d unidades hacia la izquierda. Las rotaciones rg forman un
grupo C, con la composicién.

Sea ahora % una clase con by = 0 y consideremos la clase <7, de las
sucesiones de n elementos de #. El grupo C,, actia sobre o7,:

7d(B0s B1y - Bre1) = (Bry(0)s Bra(1)s - -+ » Bra(n—1))

e induce una relacién de equivalencia ~,. Por ejemplo
(1,3,2,2) ~ (3,2,2,1) ~ (2,2,1,3) ~ (2,1, 3,2).

Observe que las ry conservan el tamano de las secuencias.

Digamos que dos elementos de G(%) son equivalentes si tienen el mismo
nimero de elementos n y son equivalentes en .7,. Se define €(%) como
el conjunto cociente de S(%) \ {€} por esta relacién ~, es decir

&(B) = (6(#)\{e})/ ~ .

Observe que en las secuencias incluimos la secuencia nula €, en cambio
no hay “ciclos nulos”.

. Cuantos elementos tiene la clase de equivalencia de una secuencia de n
elementos? Aparentemente la respuesta es n, y en efecto ese es el caso si
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los elementos de la secuencia son todos diferentes. Pero si hay elementos
repetidos la situacion se complica. Por ejemplo la clase de equivalencia
de (1,3,2,2) tiene cuatro elementos, pero la de (1,2, 1,2) sélo tiene dos,
a saber (1,2,1,2) y (2,1,2,1).

Sea b(z) = Y ,50bnz" la fgo de A. Para hallar la fgo ¢(z) de €(A),
calculemos primero la de .o7,. Definamos p : 27, — Z[z] como p(a) = 2.
Entonces por la Proposicién 1.6.2 (pég. 12) se tiene

I CEED M SE

acd, T‘EC’n o€ (n)r

donde el miembro izquierdo es la fgo del cociente o7,/ ~,.

En cuanto al miembro derecho observemos que r;j, como permutacién
de {0,1,...,n — 1}, se descompone en d ciclos de longitud n/d, sien-
do d = mced(j,n). Por ejemplo si n = 12, r9 se descompone como
(0,9,6,3)(1,10,7,4)(2,11,8,5). Ahora bien, si una secuencia en 4, que-
da fija al aplicarle 7}, los elementos en cada ciclo deben ser iguales. La
secuencia

(a1,a2,...,aq,01,a2,...,aq4,...,a1,a2,...,0a4)
contribuye con un término

oAloal+3lagl++ Flaa|

luego

3 ol — ) (zalarl(zayleal o (pTleal = (p(z 7)),

ae(dn)rj a1,a2,...,aq€ER

Si d | n, el nimero de rotaciones r; para las cuales mcd(j,n) = d es
¢(n/d), siendo ¢ la funcién de Euler. Luego

Z > Z del=3 Z P(Z)b(1)
n>1 rECn Qe (4 n>1 dln
Intercambiando el orden de sumacién y poniendo n = kd queda

Zdes@ IR SLIUEG

d>1k>1 k>1 d>1

‘P
- Z b(zk)

k>1
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3.8. Punteo y composicién

Si A es una clase y €1, €9,...son objetos neutrales de tamafo 0, entonces
la clase punteada de £ es la clase

@,@:Z%’nx{q,...,en}.

n>0

Si # y € son clases, su composicion es la clase

BoC = Bnx6y(?).

n>0

Es facil ver que la fgo de ©% es 2V (2) y la de B0 € es b(c(z)).

3.9. Resumen de construcciones admisibles

Todo lo hallado hasta este momento se resume en el siguiente

Teorema 3.9.1. Para cada una de las construcciones indicadas en la
columna izquierda de la siguiente tabla, la columna derecha indica como

se obtiene su fgo a partir de las fgos componentes. Para S(A), B(A),
M(AB) y E(A) se supone by = 0.

clase o/ fgo a(z)
A b(2) + c(2)
el b(z)e(z)
S(£) 1%5(2) }
m(‘%j) HnZO(l -+ Zn)b" = exp (anl (_17); b(zn>)
WA | IR -2 = exp (o 252)
¢(A) o1 2 log s
0% 2b'(2)
#o b(c(2))

3.10. Ecuaciones con clases

Las operaciones con clases que hemos visto permiten plantear ecuacio-
nes, por ejemplo si &/ y & son clases conocidas, entonces

A+ X =R
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es una ecuacién donde la incégnita es la clase 2. En este caso, si a(z) y
b(z) son las fgos de &7 y A, es trivial hallar la fgo x(z) de 2. En efecto,
como a(z) + x(z) = b(z) se tiene que z(z) = b(z) — a(z).

Analogamente si & x 2" = 2 entonces z(z) = b(z)/a(z).

Si o/ = &(Z") entonces a(z) = %

2+()» de donde x(z) =1— L.

Una ecuacién mas dificil es &/ = 9(Z"). En este caso

x(2F
loga(z) = Z (k: )

k>1

y si ponemos L,, = [z"]loga(z), entonces

Ly = [2"] Z Xn/k = Z Xda
k>1 k|n d|n
de donde
nL, =Y dXg.
din

Ahora, por inversion de Mobius, se obtiene
Z M n/dv
din

O sea

TL_ZM n/d'

dln
De aqui se obtiene

22“7 it = S 1

n>1 dln

—Z'u loga(z

d>1

Aqui finaliza esta introduccion a las clases combinatorias ordinarias. El
lector interesado encontrara muchos mas ejemplos, detalles y aplicacio-
nes en [11].



Capitulo 4

Clases multivariadas

I |] N este capitulo se introducen las clases combinatorias multivariadas
y sus correspondientes funciones generatrices, que generalizan lo
visto en el capitulo precedente.

4.1. Definiciones

En el Capitulo 3 se definieron las clases combinatorias como conjuntos
provistos de una funciéon tamarno. Es natural considerar la posibilidad
de la presencia simultanea de varias de estas funciones.

Definicion 4.1.1. Una clase combinatoria multivariada es un conjunto
finito o infinito numerable € junto con una coleccion finita de funcio-
nest; : ¢ — N, 1 =1,2,....k, tales que ti_l(n) es finito para todo
i=1,2,...,k y todo n € N. El subconjunto de € formado por los obje-
tos x € € con tamanos ti(x) = n; se denotard €, ny,..ny, Y Su cardinal
POT Cny ma,...my - La funcion generatriz ordinaria (fgo) de una clase mul-
tivariada € es la serie formal multivariada
niy _no

) = Nk
C(Z B Z Cny,ng,..,np?l 29 -+ Zp -
n1,n2,...,nk >0

La suma combinatoria y el producto cartesiano de clases multivariadas
se definen de modo andlogo al caso ordinario visto en el capitulo 3. Por
ejemplo si Ay € son clases multivariadas con la misma cantidad &k de
funciones tamano tp; y tc;, respectivamente, entonces en &/ = % x €'se

55
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define t4 ;(8,v) = tB.i(B) + tc,i(7). De este modo la fgo del producto es
el producto de las fgo de cada una de las clases Z y €. Andlogamente
la fgo de la suma combinatoria % + € es la suma de las fgo de By €.

4.2. Construcciones con nimero de componen-
tes restringido

Dada una clase 4, la clase 6(%) de las secuencias finitas de elementos
de £ puede considerarse como una clase bivariada, en la cual ademés
de la funcién tamano

k
tl(ﬁlaﬁ?a .. 7ﬁk) = Z ‘BZL%’
=0

estd definida otra funcién ¢ que da el nimero de componentes, es decir

t2(ﬁ17/82, oo 7Bk) =k.

En el Capitulo 3 vimos que la clase G (%) de las secuencias de longitud
k de elementos de una clase # tiene fgo b(z)*, luego la fgo bivariada de

S(AB) es
Z b(z2)k.
k>0

Analogamente se pueden considerar (%), M(A) y €(A) como clases
bivariadas, respecto a las funciones tamafio y nimero de componentes.
Recordemos que si £ es finita entonces la fgo de P(A) es

p(:) = [L+ )
n>0
Para tomar en cuenta el nimero de componentes la fgo bivariada es
p(u,z) = [ (14 uz")".
n>0

De aqui se tiene

log(p(u, z)) = Z by log(1 4+ uz") = Z bn, Z Y uE

n>0 n>0 k>1
(_1)k—1uk

= Z B a— Z by 2" = Z — uFb(2F)

E>1 n>0 E>1
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y finalmente

_1\n—1
p(u, z) = exp (Z (1T)lu"b(z”)> .

n>1

Esto se extiende a clases 4 infinitas numerables como se hizo en el
Capitulo 3.

A partir de p(u, z) se puede obtener la fgo de P (#), los conjuntos con
k elementos, extrayendo el coeficiente de u*, es decir

pi(2) = [u"exp (Z (_in_u”b(z")) .

n>1

Por ejemplo

_1\n—1
p2(z) = [u?] exp (Z (17)lu”b(z”)>

n>1

= [u?] {1+ (ub(a) - 5u7(%) + 5y (ub(:)? )

1 1
= —=b(2%) + =b(2)2.
(=) + 50(2)
Este resultado se puede comprobar directamente: b(z)? cuenta los pares
ordenados (f1,52), mientras que b(z?) cuenta los pares de elementos
idénticos (8, ). La diferencia b(z)? — b(2?) cuenta los pares ordenados

con elementos diferentes, y dividiendo entre 2 tenemos la fgo de los pares
de elementos diferentes {31, f2}, es decir de Po(A).

Para multiconjuntos recordemos que si Z es finita entonces la fgo m(z)
de M(A) es

o0
H 1—2") ~bn,
n=1

La fgo bivariada es

(1 —uz")~tm,

—8

m(u,z) =

3
Il
_
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de donde
log(m(u, Z —by log(1l — uz™) Zb Z ! uk 2"
n>0 n>0 k>1
1 uFb( ok
= Z Z b2 =Y~ u"b(2")
E>1 " n>0 E>1

y finalmente

1 n n
m(u, z) = ex —u"b(z .
(1,2) = exp (Z e ))
Esto se extiende a clases £ infinitas numerables como se hizo en el
Capitulo 3.
A partir de m(u, z) se puede obtener la fgo de 9 (), los multiconjuntos

con k elementos, extrayendo el coeficiente de u*, es decir

k L ongim
my(z) = [u”] exp (nzz:l ~u b(z )) .
Para €(%) obtuvimos en el Capitulo 3 la fgo
o(k 1
,; —b(zF)’
La fgo bivariada es
Z plk log i ,
= 1 — ukb(2F)

y a partir de ella se puede obtener la fgo de €, (%) extrayendo el coefi-
ciente de u™:

<,0 1
Z log IR
k>1 — utb(z")

4.3. Algunos ejemplos

Los coeficientes binomiales (Z) se pueden considerar como una familia
de ntmeros a dos parametros. Por un lado

Y nzkzl—i—z"
5 (i) -
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y (14 2)" es la fgo de los (}) para n fijo y variando k. La fgo bivariada

OS[BS

n=0 k=0 n=0

Una funcién generatriz también puede ser mixta: ordinaria en unos pa-
rametros y exponencial en otros. Por ejemplo la funcién generatriz de
los (}) ordinaria en k y exponencial en n es

352 (1) = Syt =

n=0 k=0 n=0

los nimeros de Stirling de las particiones {Z} también se pueden consi-
derar como una familia bivariada. Si se considera el nimero de bloques &
fijo y n como el tamano de una particion, entonces la funcién generatriz
exponencial de los {7} es:

Shlns v (L)

| k! -

n=~k k) n=k k! ni+--+ng=m ny - ng/n
n1>0,...,n>0

1 +t2+t3+ k_(et—l)’f
TR 3! R

(en el préximo capitulo se vera como obtener esta fge de manera automéa-
tica aplicando técnicas simboélicas a clases etiquetadas). Multiplicando
ambos miembros por u* y sumendo en k se obtiene

> ((ef — Du)F ¢
Z Z{ } n' Z (( k') ) _ 6(e —l)u‘
k=0n=k k=0

t_ Ly N .
Por lo tanto (¢ ~D* es la funcién generatriz bivariada (exponencial en

n y ordinaria en k) de los {}}.

Anélogamente, como se verd en el préximo capitulo,

5 = 4 (e )"
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Multiplicando ambos miembros por «* y sumando en k se obtiene

U | gttt &1 1 \*
>3 [ =S (v )

k=0 n=~k

Asf se tiene que (1—2z)~! es la funcién generatriz bivariada (exponencial
en n y ordinaria en k) de los [}].



Capitulo 5

Clases etiquetadas

N este capitulo se consideraran clases (en el sentido de la Definicién
3.1.1) de objetos etiquetados. Esto significa que cada dtomo de los
que componen un objeto tiene asociada una etiqueta diferente.

5.1. Introduccion

Grafos con tres vértices hay solamente cuatro (a menos de isomorfismos):

A ANAN

En cambio si consideramos los vértices etiquetados con 1, 2 y 3 hay 8:

3 3 3 3
L] L]

L[] ° *r—e / L[] L[] \

L 2 1 2 1 2 1 2
3 3 3 3

1 2 1 2 1 2 1 2

Existen varias maneras de formalizar la nocién de estructuras etique-
tadas, entre ellas la teorfa de especies de Joyal [3, 17] y los prefabs de
Bender y Goldman [4]. Aqui adoptaremos la siguiente definicion:

61
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Definicion 5.1.1. Un objeto débilmente etiquetado es un grafo cuyo
conjunto de vértices es un subconjunto de Z. Un objeto bien etiquetado
de tamano n es un objeto débilmente etiquetado cuyo conjunto de vértices
es {1,2,...,n}. Una clase etiquetada es una clase combinatoria cuyos
objetos estan bien etiquetados.

Puede parecer una limitacion considerar como objetos inicamente a los
grafos, pero en realidad éstos permiten representar practicamente todas
las estructuras discretas consideradas en esta obra. Por ejemplo si toma-
mos como objetos los nimeros naturales N = {1,2,3,...} donde cada n
tiene tamano n, podemos asociar a cada n € N un grafo no dirigido con
n vértices aislados (es decir, sin aristas) o bien un grafo dirigido lineal
con n vértices.

Definicién 5.1.2. La funcién generatriz exponencial (fge) de una clase
combinatoria € es la serie formal

SDICEEDY

n>0 n! aEC

Lol

e

Como en el caso no etiquetado, es 1til tener a mano un par de clases eti-
quetadas elementales: la clase neutral &, constituida por un inico objeto
de tamario cero (sin etiqueta alguna), y la clase atdmica 2 constituida
por un tnico objeto atémico de tamano 1, etiquetado con el 1. Observe
que la fgo de & es 1 y la de 2 es z.

EJERCICIO 5.1.1. Halle las fges (a) de la clase Z>( de los nimeros
enteros no negativos, (b) de la clase 2Z>q de los nimeros enteros pares
negativos y (c) de la clase 2Z>o + 1 de los nimeros enteros impares
positivos.

5.2. Permutaciones, urnas y ciclos

Una permutacion de un conjunto A es una biyecciéon de A en si mismo.
Llamaremos S,, al conjunto de las permutaciones de {1,2,...,n}. Con la
composicién como operacion, S, es un grupo, llamado grupo simétrico.
Una permutacion o € S, se puede representar en forma vertical como

0‘1 0'2 “ e O-TL
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donde o; = o(i). La representacién en linea es simplemente la lista
ordenada de valores (o1, 09,...,0,).

Las permutaciones son un ejemplo tipico de objetos etiquetados. La re-
presentacion vertical de o muestra que la podemos considerar como el
conjunto de nimeros {1,2,...,n}, en el cual i se etiqueta con ;.

La representacion en linea muestra que también se puede representar o
mediante un grafo dirigido lineal:

01 —>09 —> -+ —>0p—-1— 0Op

en el cual los vértices estan etiquetados con o1, 09,..., oy.
Como hay n! permutaciones de n elementos, la fge de la clase & de las
permutaciones es

1

Z’n
p(z):Zn!—:Zz": .
=0 n! =0 1—2z

Una urna se define como un grafo bien etiquetado sin aristas. Si tomamos
como tamano de una urna el nimero de vértices, entonces para cada
n € N hay una dnica urna de tamano n, formada por n vértices aislados
etiquetados de 1 a n (con el grafo vacio como urna de tamaiio 0).

La fge de la clase % de las urnas es

Finalmente un ciclo o permutacion ciclica es un grafo dirigido circular,
en el cual todas las flechas van en la misma direccién. La figura siguiente
muestra los dos permutaciones ciclicas de {1,2,3}.
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Observe que no hay ciclos de 0 elementos, y que para n > 1 hay (n—1)!
permutaciones ciclicas de {1,2,...,n}. Por lo tanto la fge de la clase €

de los ciclos es
c(z) = Z G lo L
- n o 81—

n>1

5.3. Clases etiquetadas versus no etiquetadas

A cada clase etiquetada &7 le corresponde una clase no etiquetada A
cuyos objetos son los mismos de &/ pero ignorando las etiquetas. Mas
formalmente, si o, € o digamos que o ~ [ si 5 se puede obtener
reetiquetando a (aqui se admite cualquier reetiquetamiento, no sélo los
que preservan el orden). Es claro que ~ es una relacion de equivalencia
en o/, y podemos definir &/ como </ ~. Para cada o € &/ de tamano
n, su clase de equivalencia contiene al menos un elemento y como como
méaximo n!, por lo tanto:

an < an < nlay,,

o equivalentemente
1 an,

n! — nla,

<1

Un ejemplo elemental es el de la clase &2 de las permutaciones, Si las
consideramos como grafos dirigidos lineales etiquetados, es claro que &
es una clase que tiene exactamente un objeto de tamano n para cada
n. En este caso p, = n!'y p, = 1, es decir que se cunple p, = n!p,
exactamente.

Un ejemplo mas interesante es la clase & de los grafos etiquetados, para
la cual ¢ es la clase de los grafos no etiquetados. Es muy facil hallar el
numero g, de grafos etiquetados con n vértices, ya que para cada par de
vértices puede haber o no una arista que los conecte, por lo tanto

Hallar g, (sucesion OEIS A000088) es mucho mas dificil, pero se puede
hacer usando la teorfa de Polya (ver por ejemplo [25]). La siguiente tabla
muestra los primeros valores de g, ¥ §n.
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n 9n Jn
1 1 1
2 2 2
3 8 4
4 64 11
5 1024 34
6 32768 | 156
7 | 2097152 | 1044

Evidentemente g, crece mucho mas rapido que gy, pero la evolucion de
la relacién normalizada g, /(n!gy,):

3

1.0000000000
0.5000000000
0.3333333333
0.2424242424
0.2917378918
0.5392536367
0.9330800361
0.9926428522

DN CO O = W N

—_ =
D

parece indicar que luego de cierta vacilacién inicial g,,/(n!g,) tiende a 1.
Eso es verdad, y fue probado por primera vez por Polya (una demos-
tracién puede verse en [16], capitulo 9). Intuitivamente se explica asi:
dos maneras distintas de etiquetar los vértices de un grafo no etiquetado
G producen el mismo grafo etiquetado cuando hay un automorfismo no
trivial de G. Para n grande, la mayoria de los grafos tienen una estruc-
tura de adyacencia complicada que impide que haya automorfismos no
triviales, y por eso corresponden a exactamente n! grafos etiquetados.

5.4. Construcciones admisibles

Para clases etiquetadas y fges se define la admisibilidad de una cons-
truccién de manera analoga a como se hizo para clases no etiquetadas y
fgos: debe cumplirse que la fge del resultado dependa solamente de las
fges de las clases operandos.
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La suma combinatoria que se examiné en 3.3 funciona de manera idén-
tica para clases etiquetadas: la fge de la suma es igual a la suma de las
fges.

En cambio el producto cartesiano de clases no se comporta bien en el
caso etiquetado. Uno de los problemas es como asignar etiquetas a un
par ordenado de objetos etiquetados.

Definicion 5.4.1. Dado un objeto o débilmente etiquetado con n ente-
ros diferentes a; < ag < --- < ap, su reduccion p(a) es el objeto bien
etiquetado que se obtiene cambiando cada etiqueta a; en o por i, para
1=1,2,...,n.

Por ejemplo si « es la lista ordenada (4,2,8,5), entonces p(a) = (2, 1,4, 3).

Definicién 5.4.2. El producto etiquetado de dos objetos etiquetados «
y [ es el conjunto ax (3 de todos los pares bien etiquetados (o, 3') tales

que p(a’) = a y p(B') = B.
Por ejemplo si a« = (2,1) y 8 = (1,2), entonces

ax = {((27 1)7 (374))7 ((3’ 1)7 (274))7 ((47 1)7 (2) 3))7
((3,2),(1,4)),((4,2),(1,3)),((4,3),(1,2))}

||+ 8]

o ) elementos, cada uno de ellos de tamafio

Observe que a3 tiene (
laf + 18]

Definiciéon 5.4.3. El producto etiquetado de dos clases etiquetadas A
y € es la clase etiquetada

B *C = U B .
BERB, v€€

El ntimero de objetos de tamano n en B %€ es Y j_g (1) bkCn—r, luego
la fge de & = B * € es

n n 2" & b Cp— n
alz) =2 (Z (k:)bkk> i (Z k’?m—zﬂ) )

n>0 \k=0 n>0 \k=0

= b—kzk &zj =b(z)c(z
() (537) oo



Combinatoria Simbdlica y Analitica 67

Observacién 5.4.1. La convolucién ordinaria que expresa los coeficien-
tes del producto de dos fgos en funcién de los coeficientes de los factores,
en el casi de las fges se sustituye por la convolucion binomial:

anp = Z (Z) bkcn,k.

k=0

Es facil comprobar que el producto etiquetado es asociativo, es decir que
(B+xC)* D= Bx(C*D),
por lo cual se puede escribir & x % * & sin paréntesis.

EJERCICIO 5.4.1. Halle el producto etiquetado de los ciclos (1, 3, 2)
y (2,1).

5.5. Secuencias, conjuntos y ciclos

El producto etiquetado de k factores iguales a % se denota %" o G (4),
y la clase de secuencias etiquetadas &(%), suponiendo que by = 0, se
define como
S(B)={e} +B+PB*+P>+ -

La fge de G (%) es b(2)* y la de &(A) es 1%5(2)'
Observe que las dos componentes de un par en % x % son por definicion
diferentes. Del mismo modo, las k componentes de una k-secuencia en
el producto etiquetado de k factores iguales a & son todas diferentes.

Un conjunto de k elementos de % es como una secuencia en la cual
el orden no tiene importancia. Es decir que podemos definir la clase
Pr(A) como el cociente Si(HA)/ ~, donde ~ es la relacion de equiva-
lencia que identifica dos secuencias cuando una es una permutacion de
la otra. Observe que, a diferencia del caso no etiquetado, aqui no tiene
sentido distinguir entre subconjuntos y multiconjuntos (pues las compo-
nentes son todas diferentes). Como cada clase de equivalencia tiene k!
elementos, la fge de Pr(A) es
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La clase potencia B (%) se define como

B(B) = {}UBU(B)UPAB) U -~ = | Pi(B)

y su fge es

p() = Y0 () = exp(b(2)).

k>0

Los ciclos de longitud k se definen como en el caso no etiquetado: son
el cociente € (A) = 6;(A)/ ~, donde ~ es la relacién de equivalencia
que identifica dos secuencias cuando una es una permutacién ciclica de
la otra. Como las componentes son diferentes hay k secuencias en cada
clase de equivalencia y por lo tanto la fge de €, (%) es

er(z) = =b(2)".

1
k
La clase €(Z#) de los ciclos que se pueden formar con elementos de # es

¢(B) = C(B)

k>1

y su fge es

oz) = %b(z)k ~ log
k>1

1-0(2)

5.6. Resumen de construcciones etiquetadas

Lo hallado hasta este momento para construcciones etiquetadas se resu-
me en el siguiente

Teorema 5.6.1. Para cada una de las construcciones indicadas en la
columna izquierda de la siguiente tabla, la columna derecha indica como
se obtiene su fge a partir de las fges componentes. Para &(A), B(AB) y
&(A) se supone by = 0.



Combinatoria Simbdlica y Analitica 69

clase fge
B+C | b(z)+c(z)
BXEC | bz)c(z)
Gr(%#) | bx)*
6(‘%) 1—117(2)
Pi(B) | 7b(2)*
B(B) | exp(b(2))
Ch(B) | b(2)F
C(AB) | log %b(z)

Si Z es la clase atémica con un tnico elemento de tamano 1, entonces
es claro que las clases & de las permutaciones, % de las urnas y % de
las permutaciones ciclicas se pueden caracterizar como

P =6(%), U=P¥), C=c2Z).

EJERCICIO 5.6.1. Halle la fge de la clase de los pares (desordenados)
de ciclos, y deduzca una expresién para el nimero [3] de permutaciones
de n elementos que se descomponen en producto de exactamente dos
ciclos disjuntos.

5.7. Funciones sobreyectivas y particiones

Una funcién sobreyectiva f : {1,2,...,n} — {1,2,...,r} queda carac-
terizada por la sucesién de preimagenes (f~'(1),...,f (7)), es decir
con una sucesién de r subconjuntos no vacios de {1,2,...,n}. Si lla-

mamos Rg) a la clase de estas funciones, entonces R = Un Rg) se

puede identificar con las sucesiones de r conjuntos no vacios, es decir
con G, (P>1(Z)). La fge de P>1(Z) es € — 1 (pues la de P(Z) es €7,
pero si excluimos el vacio queda e — 1). Por lo tanto la fge de R es
(e — 1)". Expandiendo por el teorema binomial queda

(62 o 1)r — i <7"> (71)j6(7“—j)z
j=0 \J

y el nimero de funciones sobreyectivas de {1,2,...,n} en {1,2,...,7}
es el coeficiente de 2™ /n! en la expresion precedente, es decir

R = Z <T> (=1 (r = 5)"

=0 \J
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Si R =, R"), entonces R = &(P>1(Z)) y su fge es

2 3 4 o)

—1+Z+3 —|-13 _{_7574_5417
2 —e? 5!

R(z) =

A los nimeros R,, (sucesion OEIS A000670) se les llama de varias mane-
ras: numeros de Bell ordenados, niimeros de Fubini, nimeros de arreglos
preferenciales, etc.

Consideremos ahora las particiones del conjunto {1,2,...,n} en r blo-

(r)

ques (subconjuntos disjuntos y no vacios). Si llamamos Sy’ a la clase

de estas particiones, entonces S = U, Sy(f) se puede identificar con los
conjuntos de r conjuntos no vacios, es decir con B, (P>1(Z)). La fge de
P>1(Z) es e — 1, por lo tanto la fge de S es %(ez - 1)

r)

Los ntimeros ST(L son los llamados numeros de Stirling de sequnda clase
o nidmeros de Stirling de las particiones y, siguiendo la propuesta de
Knuth ([18], [15]) los denotamos {"}. Es claro que entre estos niimeros
y los Rg) hay una estrecha relacién, a saber S,(f) = %Rg). Esto se
deduce de sus respectivas fges o bien observando que a cada particion

en r bloques le corresponden r! funciones sobreyectivas. Por lo tanto se

tiene
{ﬁ} = %R&” =2 @(—w‘(r -
3=0

Si S =U,S", entonces S = P(P>1(Z)) y su fge es

2 3 4 5 6 7

S(z) = e~ —1+z+2—+5§+15—+52—+2036 +877W

Los nimeros S, (sucesion OEIS A000110) se llaman nidmeros de Bell.

Es claro que
. [n
Sn = .

Partiendo de
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resulta la formula publicada por Dobirisky en 1877 (ver [10]):
1 Xk

S”:Egﬁ'

Un interesante articulo sobre estos nimeros puede verse en [29].
EJERCICIO 5.7.1. Halle la fge de la clase (a) de las particiones en
un nimero par de bloques; (b) de las particiones en un nimero impar

de bloques; (c¢) de las particiones en bloques de tamano par; (d) de las
particiones en bloques de tamafno impar.

EJERCICIO 5.7.2. ;De cuantas maneras se pueden particionar los
vértices de un arbol con n vértices en exactamente k bloques, de modo
que ningun bloque contenga vértices adyacentes?

5.8. Permutaciones y ciclos

La clase P(") de las permutaciones que se descomponen como producto
de r ciclos disjuntos se puede caracterizar como B, (€(Z)), luego su fge

es . e
(M () = —
P (z) . (log T z) :

(r)

Los ntimeros P, ’ que cuentan las permutaciones de n objetos que se
descomponen como producto de r ciclos disjuntos son llamados nume-
ros de Stirling de primera clase o ndmeros de Stirling de los ciclos y
siguiendo la propuesta de Knuth ([18], [15]) los denotamos ["].

Si definimos una fge bivariada como

P(z,u) = Z P (),
r=0

entonces
P(z,u) = Z u—' <log ] ) = exp (ulog ) =(1-2""
—0 '
de donde
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de donde se sigue

y cambiando u por —u

w=uu—1)---(u—n+1)= zn:(—l)"_l’C [Z]uk

k=0

Esta y otras identidades relacionadas con nimeros de Stirling, como por

ejemplo
n n
ut = E { k}u"

k=0

pueden obtenerse también usando enumeracién bajo accién de grupos
(ver [23]).

5.8.1. Aplicacion al analisis de algoritmos

Los ntimeros de Stirling juegan un papel importante en el andlisis de
algoritmos. Veamos un ejemplo. Se dice que una sucesién de nimeros
reales a1, ao,..., a, presenta un minimo de izquierda a derecha en la
posicion 4 si se cumple que a; > a; para todo j < i. Entonces se tiene:

Teorema 5.8.1. El nimero de permutaciones de {1,2,...,n} que al
ser escritas en forma de sucesion presentan exactamente k minimos de
izquierda a derecha es [}].

Demostracion. Para cada ¢ € S, digamos que su descomposicién en
ciclos disjuntos estd escrita en forma canénica si cada ciclo comienza
por su menor elemento, y los ciclos aparecen de izquierda a derecha en
orden decreciente de sus primeros elementos. Por ejemplo

(1 2 3 4 5 6
“\245 1738
Lo interesante de esta representacion es que, si se quitan los paréntesis

que encierran a cada ciclo, la permutacién original puede ser reconstrui-
da abriendo paréntesis antes de cada minimo de izquierda a derecha.

7 8
3 6 ) = (6,8)(3,5,7)(1,2,4).
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En consecuencia, el primer elemento de cada ciclo es un minimo de iz-
quierda a derecha, y obviamente no hay otros minimos. Construyamos
ahora una aplicacién f : S, — S, definiendo f(o) como la permutacién
que se obtiene escribiendo la descomposicién de o en forma canédnica,
quitando los paréntesis e interpretando el resultado como una permuta-
cién escrita en forma de sucesién. Es claro que f es una biyeccion, que
hace corresponder a cada permutacién que se descomponga en k ciclos
disjuntos otra con k£ minimos de izquierda a derecha. O

Otro tratamiento de este tema puede verse en [26].

Supongamos ahora que se desea hallar el minimo de un arreglo de nu-
meros z[1], z[2],..., z[n]. Para mayor sencillez, supondremos que todos
los elementos del arreglo son distintos. El siguiente es un algoritmo que
resuelve el problema examinando secuencialmente cada elemento z[i]. Al
finalizar, la variable m contendra el valor del menor elemento del arreglo
y la variable k su correspondiente indice.

k<« 1; m« z[1];
para i desde 2 hasta n haga
si x[i] < m entonces m « x[i|; k < i;

En este algoritmo las dos instrucciones iniciales se ejecutan sélo una
vez, y la comparacién afi] < m se realiza n — 1 veces. Pero el nimero
de veces que se ejecutan las asignaciones m < x[i] y k < i depende de
cémo estén ordenados los nimeros. Por ejemplo si estdn ordenados en
forma creciente no se ejecutan nunca, mientras que si estdn ordenados
en forma decreciente se ejecutan n — 1 veces. En general se ejecutara
un numero de veces X tal que 0 < X < n — 1. Y naturalmente seria
interesante saber cudl es el valor esperado de X, y si fuese posible su
varianza.

El valor de X es una unidad inferior a la cantidad de minimos de iz-
quierda a derecha que presente z[1], z[2],..., z[n]. A los fines de este
andlisis no tienen importancia los valores reales de los xz[i] sino sola-
mente las relaciones de orden entre ellos, asi que se puede suponer sin
pérdida de generalidad que son una permutacién de los niimeros del 1 al
n. Entonces el Teorema 5.8.1 nos dice que el nimero de permutaciones

para las cuales X =k es [kzl] Si suponemos que las n! permutaciones



74 José Heber Nieto Said

son equiprobables como datos de entrada, entonces

1

!

n

pr = Prob(A = k) P

Para obtener el valor esperado y la variancia de X observamos que la
funcién generadora de momentos es

n—1 n—1
1 n 1
_ k __ k _
G(x)—];pkx _EZ_: | = D@2 (-,
=0 k=0
Entonces
G’(ﬂ'«")_lJrlJer 1
G(z) z+1 z+2 x+n—1
y como G(1) = 1, poniendo x = 1 resulta
1 1 1
() =@M =g+ 2+t+i=m,

En virtud de la férmula asintética de Euler H,, = y+log(n)+o(1) vemos
que E(X) ~ logn.

EJERCICIO 5.8.1. Halle la varianza Var(X).
EJERCICIO 5.8.2. En el algoritmo de ordenacién por seleccién:

para i desde 1 hasta n — 1 haga
m < x[i]; k < 1;
para j desde i + 1 hasta n haga
si z[j] < m entonces m < x[j]; k + j;
zlk] < z[i]; z[i] < m;

si el arreglo « contiene una permutacion al azar de n ntimeros diferentes,
Jcudntas veces se ejecuta, en promedio, la asignacion m < z[j| de la
cuarta linea?

EJERCICIO 5.8.3. ; Cuantos puntos fijos tiene la funcién f : S, — S,
definida en el Teorema 5.8.17

EJERCICIO 5.8.4. Una involucion es una permutacién o tal que o
es la identidad. Halle la fge de las involuciones y deduzca una expresién
para el niimero de involuciones de los nimeros de 1 a n.
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5.9. Desarreglos

Un desarreglo es una permutacion sin puntos fijos, o lo que es lo mismo
una permutacion sin ciclos de longitud 1. Més en general, un r-desarreglo
es una permutacién tal que todos sus ciclos tienen longitud mayor que r.
La clase D) de los r-desarreglos se puede especificar como (€, (Z)),
luego su fge es

D™ (z) = exp (Z ij) = 1izexp (—XT:'ZJ) .

j>r j=1

Por ejemplo para r = 1 se obtiene

—z

1 e
DD (2) = (_ 1 ):
() =exp (== tlog 7 ) = 7
22 Z3
=l g+ (I+z4+22+22+1)

de donde se obtiene
1 1 1 1
1
DU = p! <1—'+—.+---+(—1)”n!).
Esta féormula se puede obtener de manera méas convencional usando el
principio de inclusiones y exclusiones (ver [25]).

(1)

Los ntimeros Dy’ se conocen por varios nombres: desarreglos, subfac-
toriales, derangements, etc. También hay varias notaciones en uso; Gy,
dp, 'n y nj (Knuth, [15]). Los primeros términos de la sucesién (OEIS
A000166) son:

1,0,1,2,9,44, 265, 1854, 14833, 133496, 1334961, . . .

Es interesante observar que

nj 1 1 1 1

R T TR TR ]
se puede interpretar como la probabilidad de obtener un desarreglo
cuando se escoge una permutacion de n objetos al azar. Esta probabi-
lidad es el desarrollo de e™! truncado, y converge rapidamente a e~ =
0,36787944 ... (ya para n = 5 se obtienen 2 cifras decimales exactas, y
para n = 10 se obtienen 7 cifras decimales exactas). Esto se aprovecha

en un conocido problema, que tiene muchas formulaciones equivalentes:
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Los asistentes a un teatro dejan sus abrigos en la recepcion,
pero al salir se los devuelven al azar. ;Cudl es la probabilidad
de que ninguno de ellos obtenga su propio abrigo?

La respuesta es muy aproximadamente el 36,8 % (que esta probabilidad
sea tan alta contrarfa la intuicién de muchos).

EJERCICIO 5.9.1. En una carcel hay 100 prisioneros condenados a
muerte, numerados del 1 al 100, y el carcelero les ofrece una oportu-
nidad de salvacién, diciéndoles: «Voy a escribir el nimero de cada uno
de ustedes en una tarjeta, y luego colocaré cada tarjeta en una gaveta
diferente de un gabinete con 100 gavetas, también numeradas del 1 al
100. La distribucién la haré al azar. Ustedes iran pasando uno por uno a
la sala donde se encuentra el gabinete, acompanados solamente por mi.
Alli podran abrir 80 gavetas de su eleccion, y si en alguna de ellas esta
la tarjeta con su nimero, pasaran a otra sala sin comunicacién alguna
con los que aun no han pasado. Si alguno no encuentra la tarjeta con
su numero, el proceso finaliza y ninguno de los 100 se salva. Si en cam-
bio todos encuentran su ntimero, todos se salvan. Manana a las 8 de la
manana comenzard el proceso.» Esa noche uno de los prisioneros razona
asi: «La probabilidad de que yo encuentre la tarjeta con mi nimero es
80/100 = 0,8, que es bastante alta. Pero para salvarnos cada uno de
nosotros debe encontrar su tarjeta, y la probabilidad de eso es 0,819,
que es aproximadamente 2-1071°, juna posibilidad en cinco mil millones!
No tenemos salvacion...» Pero otro prisionero, que era combinatorialista,
le responde: «Te equivocas. Se me ocurre una estrategia que nos dara
cerca del 78 % de probabilidad de salvarnos.» Al dia siguiente aplicaron
la estrategia y todos se salvaron. ;Cudl fue la estrategia?

5.10. La paradoja de los cumpleanos

El siguiente es un problema clésico de probabilidades: se tiene una larga
fila de personas que van entrando a una oficina una por una. Al entrar,
cada persona declara la fecha de su cumpleanos. ; Cudntas personas de-
ben entrar, en promedio, para que una fecha se repita?

Es claro que la primera repeticiéon podria ocurrir ya con la segunda per-
sona, o demorarse hasta la persona 367. La paradoja de los cumpleafios
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es el hecho de que el valor esperado es 24, lo que contraria bastante la
intuicién.

Supongamos més en general que el afio tenga r dias y sea X el nimero
de la primera persona que dice una fecha repetida. Entonces 2 < X <
r 4+ 1. Si hasta la persona n no se ha producido ninguna repeticion,
entonces la funcién de {1,...,n} en {1,...,r} qua asocia a cada persona
su cumpleafios es inyectiva. Por lo tanto

/,"Q

E(X):Zn~P(X:n):ZP(X>n):1+§r:::.
n>0 n>0 n=1

El calculo de la tltima expresién para r = 365 (jcon computadora!) da
24,6.

Otra manera de obtener E(X) usando funciones generatrices parte de
la observacién siguiente:

n

P(X>n)=_ = ”'(’“) = nl[z"] <1+j>n.

r rt\n

3

Ahora bien, si f(z) = 3,50 fn2" es una funcién entera (holomorfa en to-
do el plano complejo) con coeficientes no negativos, entonces suponiendo
que la serie o la integral converjan se cumple

S nlf, = /Oo et (b dt

n>0 0

(este “truco” se debe a Euler y es consecuencia de que [;° e " f(t) dt =

n). Por lo tanto
o0 t T
E(X) :/ et (1 + ) dt.
0 r

A partir de este punto, se pueden aplicar técnicas de andlisis asintotico
como el método de Laplace para probar que

E(X) = \/T+ % +0(r7)

(el lector interesado puede consultar los detalles en [18]). Para r = 365
los dos primeros términos dan 24,61 con error relativo de 2 - 1074
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5.11. El problema del coleccionista de cupones

Este es el problema dual del anterior: ;Cuantas personas deben entrar,
en promedio, para que todas las fechas sean declaradas? El nombre se
origina en la practica de coleccionar cupones o figuritas, que se van
colocando en un album, para ganar los premios que se ofrecen a los
que logren tener una coleccién completa. En este caso, para r = 365, el
promedio es sorprendentemente alto: 2364.

Si X es el namero de la primera persona que completa las r fechas,
entonces es claro que X > r. Ademas X < n si la funcién de {1,...,n}
en {1,...,7} qua asocia a cada persona su cumpleafios es sobreyectiva.
por lo tanto

z

P(X <n)= ’”'{”} = e 1) = "] (5 =1)"

r|r rh
Luego las probabilidades complementarias son
P(X >n)=1-P(X <n)=nl[z"] (ez - (e% - 1>T) .

Y aplicando el mismo truco de Euler del apartado anterior se tiene

E(X) = /OOO (1= (1=e)") at.

—t/r

Con el cambio de variable u =1 —¢ resulta

E(X):r/ll_vr

1
dt:r/ A4+v+02+---+0" Y dt =rH,.
o 1—-wv 0

Usando la aproximacién de Euler H, = v +logr + 5= + O(r2) se tiene
entonces que

1
E(X)=ry+rlogr+ 5t o(r™1).
Para r = 365 esta aproximacién da 2354,646 con 3 decimales exactos.

Lo poco intuitivo de este resultado se debe posiblemente a que el valor
esperado no crece linealmente con r, debido al término r logr.
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5.12. Arboles etiquetados

En esta seccidén consideraremos arboles enraizados con vértices etique-
tados. Como en el caso no etiquetado, hay dos variedades, segtin que los
subarboles se consideren ordenados o no. Ademés se pueden restringir
los posibles grados salientes, estableciendo que deben pertenecer a un
conjunro preestablecido de enteros no negativos J.

5.12.1. Caso ordenado

La clase o7 de los arboles etiquetados enraizados ordenados con restric-
cién J se puede definir recursivamente como

%:g*GJ(ﬂ)

Luego

donde ¢(2) =3 ey u?. Observe que ésta es la misma ecuacién recursiva
que obtuvimos para arboles no etiquetados (ver pag. 34). Luego a(z)/n!
es el nimero de arboles no etiquetados enraizados ordenados con restric-
cién J y n vértices. Y de manera similar a lo ya hecho, usando inversién
de Lagrange se obtiene

an = nl[z"a(z) = (n — )" Lo (u)™.

Como ¥y = Z¢ x 65(¥y), se tiene que gj(z) = 2¢(g9s(2)). De aqui,
por la féormula de inversién de Lagrange (ver Teorema 6.1.1, pag. 83), se

obtiene que
("0s(2)" = Sy Hlotw)

Por ejemplo el niimero de arboles etiquetados enraizados ordenados ge-
nerales (o sea con J = Zxq) es

1(2n—2 2n — 2)!
n!‘<n 1>:(n):2”—1.1.3.5...(2n_3)_
n\n-— !

Los primeros términos de esta sucesién son 1, 2, 12, 120, 1680 (OEIS
A001813).
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5.12.2. Caso no ordenado

La clase 7 de los 4rboles etiquetados enraizados no ordenados se puede
definir recursivamente como

T =% «P(T).

Luego
t(z) =z - e,

Esta ecuacién implicita permite hallar ficilmente (mediante el método
de coeficientes indeterminados) los primeros valores de ¢,. Asi se tiene

que
2 3 4 5

z z z z
de donde es facil conjeturar la férmula general ¢, = n"~!. Esta conjetura
en efecto es cierta, y se puede probar mediante inversién de Lagrange:

1
T, = n![2"|T(z) = n!=[u""(e")" =n""L.
n
Este resultado fue obtenido por Arthur Cayley y se conoce como formula
de Cayley. De hecho a los arboles etiquetados enraizados no ordenados
se les llama tambiém drboles de Cayley y a la funcion t(z), funcion de
Cayley.



Capitulo 6

Combinatoria Analitica

N este capitulo consideraremos a las funciones generatrices como
funciones de C en C. Comenzaremos con una breve revisiéon de
algunas nociones béasicas del analisis complejo. Para el lector que nece-
site refrescar sus conocimientos sobre este importante tema existe una
abundante bibliograffa, de la cual recomendamos [1], [8] y [30].

6.1. Conceptos basicos

Sea Q C C una region (es decir un abierto conexo) y f : Q@ — C una fun-
cién a valores complejos. Se dice que f es holomorfa en € si su derivada

) — i LD )

h—0 h

existe para todo z € . Denotaremos con H(2) al conjunto de todas las
funciones holomorfas en €2 .

Si > ,>0an(z — 20)™ es una serie de potencias centrada en zy € C con
coeficientes complejos, entonces existe un r, 0 < r < +oo, tal que
Y>>0 an(z — 20)" converge absolutamente para |z — zg| < r y diver-
ge para |z — z| > r. Ese r se llama radio de convergencia de la serie
y cumple que 1/r = limsup {/[a,|. Dentro del circulo de convergencia
|z—zp| < rlafuncién f(z) =Y ,>0an(2—20)" es holomorfa, y ademés se
puede derivar término a término. De aqui se sigue que a, = ™ (z)/n!.

81
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Una funcién f : Q — C es analitica en zy € ) si es representable en la
forma f(2) = 37,50 an(z —20)" en algtin disco de centro zp contenido en
Q. Se dice que f es analitica en §2 si es analitica en cada punto zy € 2.

Si f es analitica en zg entonces también lo es en cualquier punto interior
de su circulo de convergencia. Ademés si f es analitica en {2 entonces
también es holomorfa en ). Reciprocamente, si f es holomorfa en 2
entonces también es analitica en 2.

Si f € H(Q2) se anula en un conjunto que tenga un punto de acumulacién
en (2, entonces f es idénticamente nula. Equivalentemente: si f no es
idénticamente nula, entonces sus ceros son puntos aislados. Un corolario
de esta propiedad es que si f, g € H(2) son dos funciones que coinciden
en un subconjunto de €2 que tenga un punto de acumulacién, entonces
coinciden en todo €.

Por curva entenderemos una funcién diferenciable a trozos v : [a, b] — C,
donde [a,b] es un intervalo de los reales. Si v(a) = ~(b) se dice que la
curva es cerrada. La curva es simple si no se intersecta a si misma, es decir
si es inyectiva (excepto posiblemente por y(a) = v(b)). Si f: Q@ - Cy
~([a,b]) C Q, la integral de f a lo largo de v se define como

b
[ reraz= [ samp o

Un resultado fundamental es que si f es holomorfa en §2 y v es una curva
cerrada, entonces

Af(z)dz = 0.

La formula integral de Cauchy afirma que si f es holomorfa en €2, zg € )
y 7y es una curva cerrada simple en €2, orientada positivamente y que deja
a zg en su interior, entonces

Flz0) = 1/7 f(z)dz

S 2mi )y 2 — 2z

Derivando j veces respecto a zp resulta:

1 G (5) — 1 f(z)dz

C2mi Sy (2 — 20)i T

Esta es la llamada férmula de los coeficientes de Cauchy.
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Inversion de Lagrange

Como ejemplo de la utilidad del analisis complejo en Combinatoria, jus-
tificaremos el uso que hemos hecho en varias partes de este libro de la
técnica conocida como inversion de Lagrange.

Teorema 6.1.1 (Inversion de Lagrange). Sea ¢(y) = 3,50 Puy" €
Clly]] con ¢o # 0. Entonces la ecuacion y = z¢(y) tiene solucion unica

Y(2) = X1 Yn2" con coeficientes

yn = —[y" o (y)" (*)
(forma de Lagrange). Mds en general, si k > 1 y y(2)F = > n>0 ygk)z",
entonces

o = S o) ()

(forma de Biirmann).

Demostracion. De

k
St =2 i | Y i |,
n>0 k>0 7>0

se obtienen sucesivamente y; = ¢q, Yo = P1y1 = Pod1, Y3 = P1y2 +
P2yt = P0d] + P2, - -

Como y,, depende polinomialmente de los coeficientes de ¢(y) hasta el
orden n, a los efectos de probar (*) y (**) podemos suponer que ¢(y)
es un polinomio. Entonces z(y) = y/é(y) es analitica en 0, y como
(y/P(y))'(0) = 1/¢po # 0, tiene localmente una inversa analitica y = g(z),

es decir que g(z)F = > n>0 ygﬁ)z” tiene radio de convergencia r > 0.

Ahora como nygc) = [2"1])(g9(2)*)’, tomando una curva cerrada simple
v tal que |y(t)| < r, usando la férmula integral de Cauchy y haciendo el

cambio de variable y = g(z) se tiene

(k) _ 1/ (9(2)") dz _ 1/ kg(2)" g/ (2) dz
Y Y

M= o o o o
_ 1 / Yty 1 g(y)"dy
210 Jgon (y/P(y))* 27 Jgoy yn TR

= [y" Moy
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O]

Continuacién analitica

Sea f € H(£2). Un punto zp en la frontera de Q se dice que es regular
si existen r > 0y g € H(D(zo;7)) tales que f(z) = g(z) para todo
z € QND(zp; 7). Si 2z no es regular entonces se dice que es singular, o que
f tiene una singularidad en zy. Por ejemplo la serie ), <, 2" tiene radio
de convergencia 1, y define una funcién f € H(D(0;1)). Cualquier zg # 1
de la frontera del circulo de convergencia es regular, pues g(z) = 1= es
holomorfa en C\ {1} y g(z) = f(2) en D(0;1) N (C\ {1}) = D(0;1).
Pero zp = 1 es singular, puesto que el limite de f(z) cuando z tiende a
1 por la izquierda tomando valores reales es +o0.

Si f(z) = 3,50 an(z — 20)™ tiene radio de convergencia r < 400, enton-
ces algin punto del borde |z — 29| = r es singular (de lo contrario, por un
argumento de compacidad f se podria extender como funcién holomorfa
a una regién que contuviese al disco cerrado |z — zg| < r, y el radio de
convergencia de la serie de potencias serfa mayor que r, absurdo).

El resultado siguiente es un refinamiento de lo anterior para el caso de
series de potencias alrededor del origen con coeficientes no negativos:

Teorema 6.1.2 (Teorema de Pringsheim). Si f(z) = 3,50 an2" tiene
radio de convergencia r, y an > 0 para n > 0, entonces el punto z = r
es singular.

Una demostracién se puede ver en [11] pag. 240-242.

Las singularidades de una funcién analitica en 0 que se hallan en el
borde del circulo de convergencia se conocen como singularidades domi-
nantes. El teorema de Pringsheim facilita la bisqueda de este tipo de
singularidades para las funciones generatrices combinatorias, las cuales
tienen coeficientes no negativos. Basta hallar el primer punto del eje real
positivo en el cual la funcién no sea analitica.

Sea 7 : [a,b] — C una curva. Si existen reales tp = a < t; < -+ <
tp = b, discos D; = D(v(t;);r;) con r; > 0y funciones g; € H(D;)
para i = 0,1,2,...,k tales que D; N D11 # @y gi(z) = gi+1(2) para
todo z € D; N D;y1 (1 =0,1,...,k — 1), entonces se dice que gi es una
continuacidon (o prolongacion) analitica de gy a lo largo de ~.
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Puede probarse que g es esencialmente tinica, en el sentido de que si
h € H(D(~(b);s)) es otra continuacién analitica de gy a lo largo de 7,
entonces h(z) = gx(z) en D N D(y(b); s). Esta situacién es totalmente
diferente de lo que ocurre con las funciones en el campo real.

Funciones meromorfas

Una funcién f es meromorfa en zy € Q si en un disco 0 < |z — zp| < r es
representable como ¢(z)/h(z), donde g y h son analiticas en zp. En este
caso f se puede representar en serie de Laurent como

flz)= > an(z = 20)",

n>—k

donde k es entero y la serie converge para 0 < |z — zg| < 7.

Sia_p#0yk>1,sedice que f tiene un polo de orden k en z.
Observe que s(z) = > _j<p<1 n(z — 20)" es una funcién racional (la
parte singular de f) y que f(z) — s(z) es analitica en z.

Se dice que f es meromorfa en € si es meromorfa en cada punto zy € Q.

Si f es meromorfa en {2 y tiene un nimero finito de polos, entonces se
puede representar como la suma de una funcién racional y una funcién
holomorfa en 2. En efecto, si R(z) es la suma de las partes singulares de
f en cada uno de sus polos, entonces h(z) = f(z) — R(z) es holomorfa
en , luego f(z) = h(z) + R(z).

Al coeficiente a_1 se le llama residuo de f en zp, y se denota Res(f, zo).

El Teorema de los residuos afirma que si f es meromorfa en €2, =~ es
una curva cerrada simple orientada positivamente en {2, que no pasa por
ningin polo de f (es decir que f es analitica en todos los puntos de
la curva), y si z1, 22,..., 2p son todos los polos de f encerrados por 7,
entonces

1 P
o /7 &)z = Yo Res(f. ).

(si v no es simple entonces cada residuo debe multiplicarse por el niimero
de vueltas que da la curva alrededor del polo correspondiente). Puede
verse la demostracién en [1].
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6.2. Asintdotica de coeficientes

Se dice que una sucesién a, es de orden exponencial K", y se escribe
an > K", si
lim sup |an,|'/" = K.

Observemos que si a,, > K™ entonces para cualquier € > 0 se tiene:
(1) |an| > (K — €)™ para infinitos valores de n;

(2) lan| < (K + €)™ de un ng en adelante.

Se dice que b, es suberponencial si es de orden exponencial 1, es decir
si limsup |b,|/™ = 1. Es claro que a, es de orden exponencial K™ si y
sélo si a,, = b, K™, donde b,, es subexponencial.

Algunos factores subexponenciales tipicos son (logn)¢y n¢ (para cual-
quier real ¢ > 0) y e para 0 < ¢ < 1.

6.2.1. Primer Principio

El Primer Principio de la asintOtica de coeficientes afirma que la ubi-
cacion de las singularidades de una funciéon determina el crecimiento
exponencial (la parte A™) de sus coeficientes.

En efecto, si f es analitica en 0 y R es el radio de convergencia de
su representacion en serie de potencias )~ fn2" en un entorno de 0,
entonces limsup |f,|/™ = 1/R y por lo tanto f, > (1/R)". Combinando
esto con el teorema de Pringsheim se tiene:

Teorema 6.2.1 (Férmula del crecimiento exponencial). Si f es analitica
en 0, f(z) = > ,>0 [n2" en un entorno de 0y

R =sup{r > 0: f es analitica en |z| < r}

(o sea que R es el valor absoluto de la singularidad mds cercana al ori-
gen) entonces

fa< (1/R)".

Si los fn son todos no negativos, se puede tomar

R =sup{r > 0: f es analitica en el segmento 0 < z < r}.



Combinatoria Simbdlica y Analitica 87

Ejemplo 6.2.1. Recordemos que la fge de las funciones sobreyectivas
es R(z) = (2 — e*)7L. Sus singularidades estdn en los ceros de 2 — €7,
que son z; = log 2 + 2kmi. La singularidad dominante es zg = log 2, por
lo tanto si r, = [2"|R(z) entonces

(7az)
Ty DX :
log 2

Ejemplo 6.2.2. La fge de los desarreglos es D(z) = £—, que sélo tiene
un polo en 1. luego % 1 1™. En este caso ya conocemos un resultado
mas preciso, a saber que lim,, % = %, que por supuesto es compatible

nj
con 1 > 1.

La férmula del crecimiento exponencial se puede suplementar con cotas
superiores conocidas como cotas de punto de silla.

Teorema 6.2.2. Sea f analitica en el disco |z| < R con 0 < R < oo.
510 <r <R sea M(f;r)=sup—, |[f(2)|. Entonces

() < MU,

,r.n

Si ademdas f(z) tiene coeficientes no negativos en 0, entonces

=) < L0,

Demostracion. La primera desigualdad se obtiene acotando a partir de
la férmula de los coeficientes de Cauchy

" 1 f(z)dz
1) = 5 [ T

211

La segunda desigualdad es consecuencia de que si los coeficientes son no
negativos en 0 entonces el mayor valor posible de |f(re)| es f(r). O

En el caso de coeficientes no negativos, si hay un r que proporcione
la mejor cota (es decir la minima), éste puede ser hallado derivando
f(r)/r™, lo que nos conduce a la ecuacién

f'(r)
f(r)

r
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Ejemplo 6.2.3. Como un ejemplo sencillo tomemos f(z) = e*. La ecua-
cion rf'(r)/f(r) = n nos queda r = n, por lo tanto

o bien n! > n"™e™", lo que se puede considerar como una forma débil de
n

la formula asintética de Stirling n! v/ 2mnn"e™".
El teorema 6.2.2 es el punto inicial de un método de andlisis asintético
conocido como método del punto de silla. Los puntos de silla a que se
refiere el método son los de la gréfica de |f(2)|, que se producen en los
puntos donde f/(z) = 0 pero f(z) # 0. El método se basa en estimar
integrales de funciones analiticas utilizando contornos que pasen por un
punto de silla. Una descripciéon completa de este método puede verse en
el capitulo VIII de [11].

La ubicacién de las singularidades de una funcién es entonces funda-
mental para el andlisis asintético. Afortunadamente el andlisis complejo
cuenta con poderosas herramientas que ayudan a ubicar los ceros de una
funcién analitica, y por lo tanto los polos de una funcién meromorfa. Por
ejemplo si f es holomorfa en {2 y v es una curva cerrada simple contenida
en 2, la integral

1 7 fl(z)dz

2mi Jy f(2)
cuenta el nimero de ceros de f encerrados por -, con su multiplicidad
(esto se deduce del teorema de los residuos).
Otro resultado importante es el Teorema de Rouché, que afirma que si
dos funciones f y g son holomorfas en €2, v es una curva cerrada simple
contenida en Q y |g(2)| < |f(z)| en los puntos de 7, entonces fy f+g
tienen el mismo ntimero de ceros encerrados por 7.

6.2.2. Segundo Principio

El Segundo Principio de la asintética de coeficientes afirma que la na-
turaleza de las singularidades de una funciéon determina el factor subex-
ponencial de sus coeficientes.

El caso més sencillo se presenta con las funciones racionales f(z) =
N(z)/D(z) (sonde N y D # 0 son polinomios). Si aq, aa,..., aj son
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las raices de D y si m; es la multiplicidad de «;, el conocido teorema de
descomposicién en fracciones parciales nos dice que existe un polinomio
Q(z) (el cociente de la divisién de N entre D) y constantes c;; tales que

N(z) _ P
D(z) )+ Zz:ljz:l (z — o)l

[z

n] 1 (_1)j n] 1 (_1>j (TL +j - 1> a "
(z — )i ad (1—-2) ol J—1

y el coeficiente binomial (”jﬁ;l)

agrupando términos resulta que

es un polinomio en n de grado j — 1,

N(z) _ - L
D(Z) - Q(Z) + Z ;pl(n)az ’

donde cada p; es un polinomio de grado a lo sumo m; — 1.
Si los «; se ordenan en orden creciente de médulos, y si 1 es dominante
en el sentido de que a1 < as < --- < ag, entonces

—n
Jn ~ p1(n)ag
. _ ro—n .
con error exponencialmente pequetio ya que es O(n"a; ™) para cierto r.

Un ejemplo clasico es la fgo de los nimeros de Fibonacci

z
Flz) = ——
(2) 1—2z—22
que tiene polos oq = =1t f y g = _1_‘/5 Sip = H“[ es la razén
durea, entonces 041 =pya, - cﬁ 1= f
1 1 1 1
F,=—¢"——¢" = —=¢"+0(—).
by Ay Ly 14 (w”)

Lo que acabamos de ver para funciones racionales se generaliza a fun-
ciones meromorfas.
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Teorema 6.2.3. Sea f meromorfa en el disco cerrado |z| < R, con
polos aq, «a,..., ag. Supongamos que f es analitica en 0 y en todos
los puntos de la circunferencia |z| = R. Entonces existen polinomios pi,
p2,. .., Pk tales que

k
fa=["f(2) = X pi(m)a;™ + O(R™™).
i=1

Ademds el grado de cada p; es estrictamente menor que el orden del polo
(67

Demostracién. Como se vié més arriba hay una funcién racional r(z)
con polos «; y una funcién h(z) holomorfa en |z| < R tales que f(z) =
r(z) + h(z). Para r(z) como vimos més arriba se tiene

k

rn = [2"]r(2) = Zpi(n)oa;” +O(R™™).
i=1

Para h(z), por la formula de los coeficientes de Cauchy

n 1 h(z)dz
b = [2h(z) = 5 /M LS

de donde, si M = max|,|—gr|f(z)],

1 M-27TR_

hal < 5= =i = O(B™).

O]

Ejemplo 6.2.4. Recordemos que la fge de las funciones sobreyectivas es
R(z) = (2 — €*)~!. Como vimos en el Ejemplo 6.2.1 su polo dominante
es zg = log 2. Como

1
eF —2=2(e*7182 _1) =2 ((z—log2) +2'(z—10g2)2—|—~--)

vemos que la parte singular de (2—e*)™! en zg = log 2 es —%(z—log 2)~!

y por lo tanto

n n! /1 \"H
R, = nl[2"|R(z) ~ 5} (10g2> .
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Los polos siguientes en moédulo son log 2 + 27, con moédulo aproxima-
damente de 6,32. Asi, se tiene

R, n 1 1
=R~ 5 (105
Cuando hay maés de una singularidad dominante y se presentan dos o
mas términos ;' con el mismo mddulo, cada uno con su propio factor
subexponencial, pueden presentarse varias situaciones. La mas sencilla
es un comportamiento periédico de los coeficientes, como en f(z) =
2/(1 —42?), donde [2"]f(2) = 2" + (=2)", que es 2""! sin es par y 0 si
n es impar. Pero también pueden presentarse fluctuaciones irregulares
més complicadas. Analice por ejemplo g(z) = 1/(1 — gz + 22).

)" o

6.3. Ecuaciones funcionales y singularidades

En las secciones precedentes se vieron ejemplos en los cuales se cono-
cia una expresion explicita para la funcién generatriz. Sin embargo los
métodos simbdlicos muchas veces conducen a ecuaciones funcionales y
no a expresiones explicitas (esto ocurre por ejemplo en los problemas de
enumeraciéon de arboles).

Una situacién tipica se presenta cuando sabemos que f(a(z)) = g(z)
y queremos determinar a(z). Si f es invertible entonces naturalmente
a(z) = f~(g(2)), pero es posible que f~! no sea facil de obtener explici-
tamente. Es un resultado bien conocido que una funcién f analitica en un
punto zg es localmente invertible si f/(z) # 0. Sin embargo si f'(z9) =0
la funcién puede no ser invertible. Un ejemplo sencillo es f(z) = 22, que
no tiene inversa en 0 a menos que se restrinja el dominio quitando una
semirecta con extremo en el origen. En ese dominio fisurado de pueden
definir dos inversas v/z y —+/z, que tienen una singularidad en 0. La mis-
ma situacién se presenta para cualquier funciéon f analitica en un punto
20 y tal que f/'(z9) = 0 pero f"(z9) # 0: si yo = f(20), entonces existe
un entorno fisurado U de yg (es decir un entorno |y — yo| < 7 menos un
radio que parte de yg) en el cual se pueden definir dos funciones g; y go,
singulares en yo, tales que f(gi(2)) = z en U y limy_,y, 9i(y) = 20. Més
en general, si f'(z0) = f"(z20) = -+ = f"")(20) = 0 pero f(r)(z0) # 0,
entonces en un entorno fisurado U de yg pueden definirse r ramas de
la inversa ¢i,..., gr, singulares en yp, tales que f(gi(z2)) = zen U y

limy_,y, gi(y) = 20.
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Otra situacién tipica es la ecuacion funcional

donde ¢ es analitica en 0, que se presenta en varios casos de enumeracién
de arboles. Supongamos que y(z) = 0y ¢(0) # 0 (de lo contrario,
el problema no tiene soluciéon ni siquiera desde el punto de vista de
las series formales). Entonces poniendo v¢(z) = z/¢(z) el problema nos
queda

P(y(2) = z,
es decir que se reduce al problema de invertir . El crecimiento expo-
nencial puede determinarse mediante el siguiente teorema:
Teorema 6.3.1. Sea ¢ analitica en 0, con ¢(0) # 0, coeficientes no
negativos y radio de convergencia R < co. Supongamos que se cumple
la condicion .
x
lim 22
z—R~ ¢(l‘)

Entonces existe un dnico T € (0, R) tal que 7¢'(1) = ¢(7), la solucion
formal de y(z) = z¢(y(z)) es analitica en 0y sus coeficientes satisfacen

2]y (z) o< (;)

> 1.

para p = 7/¢() = 1/¢/(7).

La demostraciéon puede verse en [11], paginas 278-279.

Con esto damos por terminada esta breve introduccién a la combinato-
ria analitica. Para tener una visién mas completa, el lector interesado
puede proseguir su estudio con el método de andlisis de singularidades
de funciones generatrices desarrollado por Flajolet y Odlizko (ver [12] y
[11] caps. VI y VII), y luego con el método de los puntos de silla ([11]
cap. VIII).



Capitulo 7

Respuestas a los ejercicios

211 (14+2+22+234+ )2 =14+22+322+423 + - -

2.1.2. (14+2422+23+-)F =%, 5 (”zﬁzl)z" Por induccién, vale
para k = 1y si vale para k entonces (14 2 + 2% +- L

=2 i>0 (Hk 1)2 2507 = n>0 >0 (Hk 1)2 = n>0 ("Zk)zn-

+k

2.1.3. cos(2)” = (Zyzo ' 2k G #™)% = Tuso 2 k= n% e =
> onzo(=1)" (X =0 @?)) , v anilogamente

_1)J . _1\j+k .
sen(2)? = (20 21 = Tz Skon i) 22 242

n n(sn n n— n— 2n n

= Cuso(Cioo (1) G222 = X (T2 (=)™ (,70)2™, de
donde (cos(2))? + (sen(2))? = 1+ 3,51 (=)"(Cito(—1)F ()22 =
L+ 3, (D)1= 1) = L
2.2.1. 1+ 2.

2.2.2. 37, 5p(n+1)2"

2.2.3. De (1—2z—2%)(ap+a1z+agz? +azz3+- - - se obtiene ag = a; = 1
y, para n > 2, a, — ap—1 — an—2 = 0. Es decir que los a,, satisfacen la
misma recurrencia que los niimeros de Fibonacci, definidos por Fy = 0,
h=1F,=F, 1+ F, o paran > 2. Como ay = F} y a; = F5 resulta
que a, = F,, 11 y la inversa multiplicativa de 1 — 2z — 22 es 3, o Fni12™.

2.2.4. 5, 150 (Du"" =350 ks0 (DR )u = 3,50 (1 + 0)"u™
1

1-(14v)u-

93
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2.4.1. exp(a(z)) exp(b(2)) = Tizo “G- S0 5
= Zn>0 ol Zg—i—k =n ( )a(z)kb( ) ano M = exp(a(z) +b(2)).

_ _1\k
2.4.2. 2sen(z) cos(z) = 223>0 5 Jlr)lj),z Zk>0 (2,3' 22k

(=1)7T*  9jtok+1
= 2Zn>() Z]—i—k n 25+ 1)1(2k) 7
2n+1

n n 2n+1 z
=23 ,50(—1) ( =0 (2]'11)) Gnri)!
2n+1

=2 ,50(—1)"22" G = sen(2z).

2.5.1. Como log( ) +log(1 — z) = log(:2
entonces

log (ﬁ) =—log(l—2)= En21 %
2.6.1. Sean a(z) = 3,50 an2" y b(2) = 3,50 bnz". Entonces

L D(Xa(z) +pub(2)) = D(32,50(Aan + pbn)2") = anl()‘an‘i‘ﬂbn)nznil
=AY s annz" 4 Zn>1 bynz""1 = ADa(z) + pDb(z).

2. D(a(2)b(2)) = D (3520 (k=0 arbn—k)2")

= Y1 (Cho akba—r)n2""1, (Da(2))b(2) + a(2)(Db(2))
= Zk21 kagzk—1 ijo b]-zj + ijo ajzj Zk21 kbyzk—1

= n>1 D=1 kapbp_ 2"t + on>1 > k=1 kay,_1brz""!

3: Por el punto anterior D(b(z)?) = 2b(z)D(b(z)), y por induccién resulta
que D(b(2)*) = kb(2)*~1Db(2). Como el coeficiente de 2" en Da(b(z))
s6lo depende de los coeficietes de grado < n + 1 en a(z) y b(z), para
calcularlo podemos suponer que a(z) es un polinomio de grado n + 1.
Entonces por la linealidad

(1= 2)) = log(1) =0,

n+1 n+1
D (Z akb(z)k> Z kapb(2)*1D(b(2)) = D(a(b(2)))D(b(2)).
k=0

4. DFa(z) = 3,5 nk an 2", Tuego (D¥a)o = klay.

_ k=)l oy
2.6.2. DML = ((1_2))/@7 DF LY ng 2™ = Yy =L 2R

= Yokl = DI )" = (k= D) sy ()1 (T 2m

3.4.1. Las composiciones de n en k partes pueden obtenerse escribiendo
n unos e insertando k — 1 separadores, cada uno de ellos entre dos unos
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contiguos. Por ejemplo 11 = 5 4+ 2 4+ 4 se puede obtener como 11111-
11-1111. Luego gay tantas composiciones como maneras de elegir k£ — 1
posiciones de entre n — 1, es decir (Zj)

3.4.2. a)

Por simetria es claro que L1 = Lo y Ly = L4. Entonces L5(z) = zL5(z)+
zL5(z) + 1 = 2zLs5(z) + 1, de donde Ls(z) = 1. L1(z) = zLa(z) +
2L3(z) = zL1(2)+2L3(2), de donde L1 (z) = 125 L3(2). L3(2) = zLa(2)+
2L5(z) = 1'2_2 L3(z) + 125, de donde se despeja L3(z) = %

z
y finalmente

222 223
L = .
1—2 3(2) (1—-22)(1—2—22)

Lo(z) =22L4(2) =

Descomponiendo en fracciones parciales se tiene

1 2
1—22 1—2—22

Lo(Z) =1+

Como ﬁ =350 Fnt+12" (donde F,, son los nimeros de Fibonacci)
resulta también que

Lo(z) = S (2" = 2Fpi1)2".

n>3

(b) El autémata es el mismo de la parte (a) excepto que los estados 0, 1,
2, 3 v 4 ahora son de aceptacion, y el 5 no lo es. La fgo es la diferencia
entre la fgo del lenguaje {a,b}*, que es 1/(1 — 2z), y la hallada, es decir
que es

2
14+ —" -1 2F, "
t T +Z; 12
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3.4.3. El vector de autocorrelacién de abb es (1,0,0) y ¢(z) = 1, luego

1 1 z+2
(2) TPy I m—. HZ%( + B+ 2F,11)2",

Yy como Fn + 2Fn+1 = (Fn + Fn+1) + Fn+1 = Fn+2 + Fn+1 = Fn+37 el
coeficiente de 2™ es Fj43 — 1.

3.6.1. Como (14 2z")/(1—2*") = 1/(1 = 2"), p(z)m(z®) = [[,>0(1 +
2 Iy (1= 227" = TL,50(1 = 2™) 0 = m(2).

5.1.13. (3)51—1—,2—1—22—?4—%3!—1—---:&; (b)l—I—%—i—%—i—---:COShz; (c)
z+ 5 + 5 + - =senhz.
5.4.1.

(1,3,2) x (2,1) = {(1,3,2),(5,4)), ((1, ) (573)) ((1,5,2), (4,3)),
((1,4,3),(5,2)), (1, 5 ,3),(4,2)), (1,5 4) 12)),((2,4,3), (5, 1)),
((2,5,3),(4,1)), ((2,5,4), (3,1)),((3,4,5), (2, 1)) }-

d

5.6.1. La clase &7 de los pares (desordenados)
en consecuencia su fge es

-3 () - (25)

de donde se sigue que

e ciclos es Po(E€(Z)), vy

[Z] = nl[z"]a(z)

=l o1 1
RO e =(n—1)'H,_1.
2]€Z::1n(k+n—k:> (n ) !

5.7.1. (a) La clase es Ppar(P>1) y la fge es cosh(e” — 1). Andlogamente
(b) Senh(ez _ 1); (C) ecoshzfl; (d) esenhz'

5.7.2. {?~1}. En [22] hay 3 pruebas diferentes.
5.8.1. Derivando G'(z)/G(x) resulta

G"(x)G(x) — (G'(x))? 1 1 1

G?(x) (x+1)?  (z+2)? (z+n—1)
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y calculando en z = 1 tenemos

o 11 1 )
G"(1) = (G =~ g5 = 5 =+ = oy = 1= HP),

siendo H? =7 _1(1/k?). Por lo tanto

Var(X) = G"(1) + G'(1) — (G'(1))? = H, — H?.

5.8.2. Usando el resultado del algoritmo del minimo se tiene

(Hy — 1)+ (Hp g — 1)+ -+ (Hy — 1) sz—n

=1 5= 1‘7
n n n .
_Zzl_n_zw—n:(nﬂ)ﬂn—m

j= 11—] 7j=1 J

que asintoticamente es nlogn. Para mas detalles sobre éste y otros al-
goritmos de ordenacion vea [18].

5.8.3. Los puntos fijos de f son las permutaciones cuyos ciclos estan
formados por enteros consecutivos, y su nimero es 2"~ (ver [24]).

5.8.4. Una involucién sélo puede tener ciclos de longitud 1 o 2, luego la
clase 7 de las involuciones se puede especificar como PB(C;2(Z)) y en
consecuencia

22 z 1 2\ 2
(2) exp<z+2 +z< +2>+2' ( —|—2> +

de donde
[n/2]

IR S O (R A P n! —k
J:

j=rn/21 7’

5.9.1. La disposicion de las tarjetas en el gabinete es una permutacion
al azar o de los ntimeros del 1 al 100. La estrategia es la siguiente: el pri-
sionero %, en su turno, comienza por abrir la gaveta i, donde encontrara
la tarjeta o (). Si o(4) 75 i, abre a continuacién la gaveta o(i), donde
encontrard la tarjeta o%(4). Si 0%(i) # 4, abre a continuacién la gaveta
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02(i) y asf sucesivamente. Si el ciclo al que pertenece i tiene longitud a lo
sumo 80, el prisionero encontrard seguramente su tarjeta en las 80 opor-
tunidades que tiene. Por lo tanto si la descomposicién en ciclos disjuntos
de o no contiene ningtn ciclo de longitud mayor que 80, siguiendo esta
estrategia todos se salvan. La probabilidad de que la estrategia funcione
es

S0 A
_ 1,100 2\ q00y 1 _ 2!
p=["exp (Y =) =" —ew | = X =
=1 J o i>81 J

; 100
100 2 100 2! 1
[l 4+ z+ 27+ + z )( g ) E k

rsa1 J k=81
=1— Hypo+ Hso = 1+ 10g0,8 = 0,78.

Este interesante problema tiene su origen en [13]. Vea también [33].
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