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Prodlogo

En este libro se recogen algunos resultados de las investigaciones que los
autores han venido desarrollando, junto a otros investigadores, durante
estos 1ltimos cuatro anos en las areas de teoria de operadores, teoria
espectral y teoria de perturbacion, las cuales han conducido a varios
articulos de investigacién con inéditos resultados publicados en presti-
giosas revistas internacionales, asi como también a un buen nimero de
tesis de pregrado y postgrado.

El libro consta de dos partes, la primera parte trata del estudio de pro-
piedades espectrales tipo Teoremas de Browder-Weyl y la segunda parte
versa sobre Teoremas de Perturbacién. En la primera parte, se descri-
ben o caracterizan Teoremas tipo Browder-Weyl a través de restricciones
(resp. extensiones) para un operador lineal acotado. Los principales ob-
jetivos de esta parte del curso, seran exponer en forma detallada resulta-
dos recientes relativos a propiedades tipo Teoremas de Browder-Weyl y
restricciones (resp. extensiones) de un operador, asi como proporcionar
herramientas fundamentales que permitan introducirse rdpidamente en
los temas a objeto de estudio, y ademas servir de motivacion para el plan-
teamiento de nuevas situaciones que pueden continuarse abordando con
miras a futuras investigaciones. Esta parte consta de tres capitulos, en
el primer capitulo se presentan de forma somera los preliminares estric-
tamente requeridos para el desarrollo del curso. En el segundo capitulo,
se estudian relaciones entre la teoria de Fredholm de un operador y la
de sus restricciones (resp. extensiones) y en el tercer capitulo se presen-
tan los resultados principales relativos a las propiedades tipo Teoremas
Browder-Weyl para un operador y sus restricciones (resp. extensiones).
La presentacién de esta parte del libro, se basa esencialmente en las re-
ferencias [28], [29], [30] y [31], que versan sobre investigaciones recientes
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desarrolladas por los autores en el area de teoria de operadores y teoria
espectral local.

En la segunda parte del libro, se describen las principales soluciones
positivas y contraejemplos parciales al problema de la clase de pertur-
bacién para los operadores semi-Fredholm y Fredholm, se precisan de
forma detallada algunas soluciones al problema obtenidas por los auto-
res recientemente, y se senalan algunos problemas relacionados con éstos
tépicos que alin permanecen abiertos. La segunda parte del libro también
consta de tres capitulos, en el capitulo cuatro se dan las nociones bésicas
sobres bases de Schauder y operadores asociados al problema de la clase
de perturbacién. En el quinto capitulo, se exhiben propiedades geométri-
cas de los espacios L,, y se resuelve positivamente el problema de la clase
de perturbacion para este tipo de espacio y en el sexto y ultimo capitu-
lo, se resuelve positivamente el problema de la clase de perturbacién
para tipos de espacios mas generales, a saber, los espacios fuertemente
subproyectivos y fuertemente superproyectivos. La presentacién de esta
parte del libro, se basa fundamentalmente en las referencias [45], [46] y
[47].

Muchos de los resultados presentados en este libro, han contado con
la valiosa colaboracién de los miembros del Grupo de Anélisis y Topo-
logia de la Universidad de Oriente, es por ello que los autores quieren
expresar su profundo agradecimiento a los colegas Ennis Rosas, Pietro
Aiena, Manuel Gonzélez, José Sanabria, Julio Ramos y Orlando Garcia.
También queremos agradecer a los miembros del comité cientifico y or-
ganizador de la XXIX Escuela Venezolana de Matematicas, en particular
a la Profesora Stella Brassesco, por la invitacién a escribir estas notas.

Carlos Carpintero y Margot Salas
Cumana, Mayo 2016



Parte I: Propiedades
Espectrales

Con el fin de dar una visién global de la orientacién y propésito de los
tépicos tratados en esta parte del libro, se comenzard realizando una
breve resena histérica de los aspectos que motivaron el desarrollo de los
mismos.

En 1909 Hermann Weyl [92], estudié los espectros de todas las pertur-
baciones compactas para un operador hermitiano 7', y encontré que un
punto espectral esta en el espectro de cualquier perturbaciéon compac-
ta T 4+ K del operador T', precisamente cuando dicho punto no es un
punto aislado de multiplicidad finita del espectro de T'. Este resultado
clésico, fue posteriormente investigado en forma general y formulado de
manera abstracta por Lewis Coburn en el ano 1981 [33], y es conocido
actualmente en la literatura como el Teorema de Weyl. Posteriormen-
te a Coburn, Vladimir Rakoé¢evi¢ introduce en el afio 1989 una versién
més fuerte que el Teorema de Weyl y la denomina Teorema de a-Weyl
[79]. En esta misma direccién, Mohamed Berkani y Jerry Koliha a me-
diados del ano 2003 introducen, empleando los espectros derivados de
la recién aparecida Teoria de los operadores B-Fredholm [22], versiones
generalizadas de estas propiedades ([18] y [20]), conocidas en la literatu-
ra como los Teoremas generalizados de Weyl y a-Weyl, respectivamente.
Los trabajos de estos pioneros constituyeron una fuente de inspiracién
para que hoy en dia muchos matemaéticos se hayan dedicado a intro-
ducir, estudiar, caracterizar y buscar aplicaciones para una vasta gama
de propiedades asociadas con un operador lineal acotado T, que actia
de un espacio de Banach complejo en si mismo; formuladas bien sea en
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términos de los espectros derivados de la clasica Teoria de los operadores
de Fredholm o bien en términos de los espectros derivados de la Teoria
de los operadores B-Fredholm. Es asi como han aparecido nuevas pro-
piedades en el estilo de los Teoremas de Weyl, tales como: Teorema de
Browder [51], Teorema de a-Browder [80], propiedades (ab) y (aw) [23],
propiedad (b), Teorema generalizado de Browder ([23] y [24]), propiedad
(w) [79], propiedades (v) y (h) ([82] y [89]), y las propiedades (z) y (az)
[89], entre otras. En general, dada una restriccién (resp. extensién) de
un operador, casi nada puede decirse de la relacién entre las propiedades
antes mencionadas para el operador y su restriccién (resp. extension).
Uno de los primeros en investigar la relacién entre la Teoria de Fred-
holm de un operador y la de sus extensiones fue Bruce Barnes [16],
[17]. Pietro Aiena [10], también aborda el estudio de la heredabilidad
del Teorema de Weyl para extensiones de un operador. Siguiendo esta
direccién, Carpintero et al. [28], [29], [30] y [31], en estos ultimos anos, se
han dedicado a estudiar y encontrar caracterizaciones para propiedades
espectrales tipo Teoremas de Browder-Weyl, a través de restricciones y
extensiones de un operador, obteniendo algunos resultados interesantes
los cuales se presentan aqui. Los principales objetivos de esta parte del
curso seran, exponer en forma detallada resultados recientes relativos a
propiedades espectrales tipo Teoremas de Browder-Weyl y proporcionar
al participante herramientas fundamentales que le permitan introducir-
se en los temas a objeto de estudio lo més rapido posible, y plantearle
ademas ciertas situaciones que pueden continuarse abordando con miras
a futuras investigaciones.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se describen en forma general los elementos basicos
estrictamente necesarios para el desarrollo de este curso, se presentan
ademaés algunos hechos relevantes relativos a las distintas relaciones exis-
tentes entre estos, los cuales seran empleados a lo largo de los capitulos
venideros. En su debida oportunidad, se dan ciertas citas respecto a las
referencias bibliograficas en donde se puede ahondar en mayores detalles
sobre las nociones y resultados aqui tratados.

1.1. Deficiencias y cadenas de un operador

En ésta seccién se introducen ciertos pardametros basicos en la teoria de
operadores asociados con un operador lineal y se estudian algunas rela-
ciones entre éstos.

Sean X e Y espacios de Banach. Se denota por £L(X,Y") el espacio vec-
torial de todos los operadores lineales y acotados T : X — Y. En parti-
cular, cuando X =Y, £(X) = L(X, X) denota el dlgebra de todos los
operadores lineales y acotados que actian de X en si mismo. K(X,Y)
denota el subespacio cerrado de £(X,Y") formado por los operadores
compactos. Asociados a un operador 7" € L(X,Y) se consideran los
siguientes subespacios lineales:

NT)={zeX:T(x)=0}C X

que es el nicleo de T, y
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RT)={yeY :y=T(z) paraalginz € X} C Y

que es el rango de T'.

Es conocido (ver [68, Teorema 1.7.14]) que si T' € L(X,Y) y R(T) es
cerrado en Y entonces X/N(T') es isomorfo a R(T'). Para un subespacio
cerrado M de X, X/M denota el espacio cociente el cual se define por:

X/M={x+M:xzeX}

donde z + M = {z +m : m € M}. La dimensién del espacio cocien-
te X/M se denomina codimension de M y se denota por codim(M).
Para T' € L(X,Y), se denotard por o(7T') = dim N(T'), la nulidad de
T y por B(T) = codim R(T) = dim Y/R(T), el defecto de T'. Las can-
tidades a(T') y B(T) se denominan las deficiencias del operador T, y
se distinguirdn por A,(X,Y) = {T € L(X,Y) : o(T) < oo} y por
Ag(X,Y) = {T € L(X,Y) : B(T) < oo}. El indice de un operador
T e Ay(X,Y)UA(X,Y), denotado por ind T', se define como

a(T)—B(T) ,sia(T)<ooy B(T) < o0
ind T = 00 , 81 a(T) < oo

—00 , 81 B(T) < o0
El siguiente resultado, conocido como el Teorema del indice, recoge una

importante propiedad del indice.

Teorema 1.1.1. Sean T, S € A, (X, X) U Ag(X, X). Entonces,
ind (T'S) =ind T + ind S.

Demostracion. Ver [52, Proposicién 23.1].
O

N(T) y R(T) son subespacios T-invariantes de X, cualquiera sea el
operador T € L(X). Més generalmente, también lo son N(7") y R(T"),
para todo n € N. Observe que las potencias 7", con n € N, determinan
las siguientes sucesiones o cadenas de subespacios de X, denominadas
respectivamente, cadena nula y cadena imagen de T
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{0} = N(T") = N(I) S N(T) C ... C N(T") C N(T"™) C
X =R(T% =R(I)2R(T) D ...2 R(T™) 2 R(T™1!) D

con I el operador identidad del algebra L£(X). A partir de estas cade-
nas, se definen otros dos parametros clasicos en la teoria de operadores.
Estos son: el ascent de T', denotado por p(T'), definido como el més pe-
queno de los enteros no negativos con la propiedad N(TP?) = N(TP*1) (
si tal entero no existe, se denota p(T) = o), y el descent de T, denota-
do por ¢(T'), definido como el més pequeno de los enteros no negativos
con la propiedad R(T9) = R(T9*!) (si tal entero no existe, se denota

q(T) = o).

Seguidamente se dan algunos resultados relativos a ciertas relaciones
entre los pardmetros antes descritos, que serdn de mucha utilidad en lo
sucesivo.

Lema 1.1.1. Sea T € L(X). Entonces, para cualquier nimero entero
no negativo m, se tienen:

(i) p(T) < m < oo si y solo si R(T™) N N(T™) = {0}, para cada
n € N;

(11) q(T) < m < oo si y sdlo si, para cada n € N existe un subespacio
Y, de X tal que Y,, CN(T™) y X =Y, & R(T").

Demostracion. Ver [52, Proposicién 38.1] y [52, Proposicién 38.2]. O

Lema 1.1.2. Para cualquier T € L(X). Si p(T) y q(T) son finitos,
entonces p(T) = q(T).

Demostracion. Ver [52, Proposicién 38.3]. O

Lema 1.1.3. Para cualquier T € L(X):

(i) Sip(T) < oo entonces a(T') < B(T);
(11) Si q(T) < oo entonces B(T) < a(T);
(113) Sip(T) = q(T) < 0o entonces a(T) = B(T);

(iv) Sia(T) = B(T) < 0 yp(T) < 00, 0 q(T) < 0o, entonces p(T) =
q(T).
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Demostracion. Ver [52, Proposicién 38.5] y [52, Proposicién 38.6]. [

Con el fin de fijar ideas respecto a los distintos elementos antes descritos,
finaliza esta seccién con un sencillo, pero ilustrativo ejemplo. Se invita
al lector a verificarlo en detalle.

Ejemplo 1.1.1. (1) Sea X = (2(Z*), el espacio de todas las sucesio-

nes de nimeros complejos r = (z,,) tales que > 00| | z,, |*< 0.
(i) Para Tz = (0, 21, T2, 3, ...), con x = (z,,) € £*(ZT), se tiene
a(T) =0, 8(T)=1,p(T) =0y q(T) = oo.
(ii) Para Tx = (w9, 3, T4, ...), con x = (z,) € L?(Z1), se tiene
a(T) =1, (T) =1, p(T) = 0 y q(T) = oo.

(2) Sea X = C(]0,1]), el espacio de todas las funciones continuas x :
[0,1] — C y considere el operador T': X — X dado por

(T2)(s) = /Os:r(u)du, 0<s<1 (zeC(0,1))

Entonces a(T) =0, p(T') =0, ¢(T) = o0 y B(T) = oc.

1.2. Operadores semi-Fredholm

En esta seccién se introducen de manera sucinta los operadores semi-
Fredholm, algunas de sus subclases y los distintos tipos de espectros que
se derivan de cada una de estas clases de operadores.

Sean X e Y espacios de Banach. Un operador T' € L(X,Y) se dice que
es Fredholm (resp. semi-Fredholm superior, semi-Fredholm inferior), si
a(T') y B(T') son finitos (resp. R(T") es cerradoy a(T') < oo, B(T') < 00).
T € L(X,Y) se dice semi-Fredholm si T es Fredholm superior o Fre-
dolm inferior. ®(X,Y") (resp. 4 (X,Y), ®_(X,Y)) denotara la clase de
todos los operadores de Fredholm (resp. semi-Fredholm superior, semi-
Fredholm inferior) en £(X,Y"). Los operadores semi-Fredholm superior
y semi-Fredholm inferior son duales uno del otro (ver [25]); esto es,
Ted (X,)Y)siysblosiT* € &_(Y* X*),yT € &_(X,Y) siy sélo
si T* € & (Y™, X*). Otras propiedades que satisfacen estas clases de
operadores son las siguientes:
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1. SiTed, (X,Y)y Sed,(Y,Z) entonces ST € &, (X, Z)
2.851Ted (X,)Y)y Se®_(Y,Z) entonces ST € _(X, Z)

3.Sean T € L(X,Y)y S € LY, Z), si ST € (X, Z) entonces
Ted (X,Y)

4. Sean T € L(X,Y)y S € L(Y,Z), si ST € ®_(X,Z) entonces
Sed_(Y,2)

5. T € ®(X,Y) siysélosi dim N(T — K) < oo para todo operador
compacto K € K(X,Y)

6. T € ®_(X,Y) siy sélosi dim(Y/R(T — K)) < oo para todo ope-
rador compacto K € K(X,Y)

7.5 Ted, (X,)Y)y K e L(X,)Y
compacto entonces T+ K € &

es un operador de rango finito o
X,Y)eind (T'+ K) =ind (T)

8. 851 Ted (X,)Y)y Ke LIX,)Y
compacto entonces T'+ K € & _

es un operador de rango finito o
X,Y)eind (T + K) =ind (T)

— ——

9. Sea T € &, (X,Y), entonces existe € > 0 tal que si S € L(X,Y)
y ||S]| < € entonces T'+ S € &, (X,Y), andlogamente si T €
®_(X,Y), entonces existe € > 0 tal que si S € L(X,Y) y ||5] <e
entonces T'+ S € ¢_(X,Y)

De esta tltima propiedad se deduce que @, (X,Y) y ®_(X,Y) son sub-
conjuntos abiertos de £(X,Y). Un ejemplo importante de operadores
semi-Fredholm superior son los operadores acotados inferiormente, un
operador T' € L(X,Y) es acotado inferiormente o bounded below si es
inyectivo y tiene rango cerrado. Un ejemplo importante de operador
semi-Fredholm inferior son los operadores sobreyectivos. En [25] se pue-
de encontrar una exposicion detallada sobre este tema, asi como también
los detalles de las demostraciones de las propiedades antes mencionadas.

Otras dos clases importantes de operadores en la teoria de Fredholm
son las clases de los operadores semi-Browder superior/inferior. Estas
clases son definidas como sigue: T € L(X) se dice que es un opera-
dor Browder (resp. semi-Browder superior, semi-Browder inferior) si T
es un operador Fredholm (resp. semi-Fredholm superior, semi-Fredholm
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inferior) y ademds p(T') y ¢(T') son finitos (resp. p(T) < oo, ¢(T) < o0).
B(X) (resp. B+(X), B_(X,Y)) denotara la clase de todos los opera-
dores de Browder (resp. semi-Browder superior, semi-Browder inferior)
en el dlgebra £(X). Un operador T € L(X) se dice semi- Weyl superior
(resp. semi- Weyl inferior), si T es un operador semi-Fredholm superior
(resp. semi-Fredholm inferior) con indice ind7T < 0 (resp. ind T > 0).
T € L(X) se dice que es un operador de Weyl, si T' es semi-Weyl supe-
rior y semi-Weyl inferior, i.e. T" es un operador de Fredholm con indice
cero. W(X) (resp. W (X), W_(X,Y)) denotara la clase de todos los
operadores de Weyl (resp. semi-Weyl superior, semi-Weyl inferior) en el
algebra L(X).

Las clases de operadores definidos anteriormente, determinan los siguien-
tes espectros. El espectro Fredholm de un operador T' € £(X), definido
por

o¢(T) ={A € C: \I — T no es Fredholm},

y el espectro semi-Fredholm superior de T, es definido como
out(T) = {A € C: A\I — T no es semi-Fredholm superior}.

El espectro Browder y el espectro Weyl de T son definidos, respectiva-
mente, por

op(T) ={A € C: A\I — T no es Browder},

ow(T) ={A € C: A — T no es Weyl}.

Siendo que cada operador de Browder es un operador de Weyl, entonces
ow(T) C on,(T). Andlogamente, el espectro semi-Browder superior y el
espectro semi- Weyl inferior de T, son definidos como

oub(T) = {\ € C: A\ — T no es semi-Browder superior},

ouw(T) = {X € C : A\I — T no es semi-Weyl superior}.

Con el animo de fijar conceptos, finaliza esta seccién con el siguiente
ejercicio.
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EJERCICIO 1.2.1. Para cada uno de los operadores del Ejemplo 1.1.1,
determine cuales de ellos son semi-Fredholm superior (resp. inferior),
semi-Browder superior (resp. inferior), semi-Weyl superior (resp. infe-
rior). Determine ademds, para cada uno, su espectros semi-Fredholm
superior (resp. inferior), semi-Browder superior (resp. inferior), semi-
Weyl superior (resp. inferior).

1.3. Operadores semi B-Fredholm

Similarmente a lo realizado en la seccién precedente, en esta seccién se
introducen los operadores semi B-Fredholm u operadores semi-Fredholm
en el sentido de Berkani ([18], [20]), se estudian algunas de sus subclases
y los espectros derivados por cada una de estas clases de operadores.

Denotaremos por T, con n € N, la restriccién de T' € £(X) al subespa-
cio R(T™) = T™(X). De acuerdo con Berkani ([18], [20]), T' € L(X) se
dice un operador semi B-Fredholm (resp. B-Fredholm, semi B-Fredholm
superior, semi B-Fredholm inferior), si para algun entero n > 0 el rango
R(T™) es un subespacio cerrado de X y T,,, visto como un operador del
espacio R(T") en si mismo, es un operador semi-Fredholm (resp. Fred-
holm, semi-Fredholm superior, semi-Fredholm inferior). Andlogamente,
T € L(X) se dice un operador B-Browder (resp. semi B-Browder su-
perior, semi B-Browder inferior), si para algin entero n > 0 el rango
R(T™) es cerrado en X y T;, es un operador Browder (resp. semi-Browder
superior, semi-Browder inferior).

Las definiciones anteriores, generalizan las clases de operadores semi-
Fredholm y semi-Browder introducidas en la seccién anterior, pues-
to que para todo operador T' € L(X), T = Ty. Asi, todo operador
semi-Fredholm (resp. semi-Browder) es semi B-Fredolm (resp. semi B-
Browder). El siguiente resultado describe el comportamiento del indice
de las restricciones T,, para un operador semi B-Fredholm.

Teorema 1.3.1. Si T € L(X) es un operador semi B-Fredholm y T,
es una restriccion semi-Fredholm de T, entonces T, también es semi-
Fredholm para cada m > n, y ademds ind T,, = ind T,

Demostracion. Ver [20, Proposicién 2.1]. O
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El resultado anterior permite extender la nocién de indice a la clase
de los operadores semi B-Fredholm. Asi, el indice de un operador semi
B-Fredholm T, se define como el indice de cualquier restricciéon semi-
Fredholm 7), de T. En este sentido, T' € L(X) se dice que es un ope-
rador B-Weyl (resp. semi B-Weyl superior, semi B-Weyl inferior), si T
es un operador B-Fredholm (resp. semi B-Fredholm superior, semi B-
Fredholm inferior) con indice 0 (resp. ind 7" < 0, ind 7" > 0).

Los espectros correspondientes a los operadores semi B-Fredholm, son
definidos en la forma siguiente. El espectro B-Browder de un operador
T € L(X), es dado por

obb(T) ={N € C: X[ —T no es B-Browder},
mientras que el espectro B-Weyl de T, es definido por
opw(T) ={A € C: A\ — T no es B-Weyl}.

Otra clase de operadores relacionada con los operadores semi B-Fredholm,
es la clase de los operadores quasi-Fredholm (introducidos por Labrous-
se [61]), la cual definiremos a continuacién. Previamente, se considera el
siguiente conjunto.

A(T)={neN:m>n,meN= T"X)NN(T)CT™X)NN(T)}

El grado de iteracion estable de T € L(X), es definido como dis(T") =
inf A(T), si A(T) # (). Mientras que dis(T") = oo, si A(T) = 0.

Definicién 1.3.1. T' € L(X) se dice un operador quasi-Fredholm de
grado d, si existe d € N tal que:

(i) dis(T) = d;
(i) T"(X) es un subespacio cerrado de X para cada n > d;
(i4i) T(X) + N(T9) es un subespacio cerrado de X.

T se dice un operador quasi-Fredholm, si es quasi-Fredholm de grado d
para algin d € N.
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Berkani y Sarih, mostraron [20, Proposicién 2.5], que cada operador semi
B-Fredholm es un operador quasi-Fredholm. El espectro quasi-Fredholm
de T, es definido como

ogt(T) = {A € C: A\ — T no es quasi-Fredholm}.

Para ahondar en mayores detalles sobre los operadores quasi-Fredholm,
pueden consultarse [3], [5] y [19].

FEl siguiente ejemplo exhibe que la clase de los operadores de Fredholm
estd estrictamente contenida en la clase de los operadores B-Fredholm.
Se invita al lector a verificarlo en detalle.

Ejemplo 1.3.1. Toda proyeccién P € L(X) tal que N(P) sea de di-
mension infinita, es un operador semi B-Fredholm, pero no de Fredholm.

1.4. SVEP local de un operador

En esta seccién se introduce una importante herramienta de la teoria
espectral local conocida como la propiedad de la extensién univaluada,
esta propiedad data desde los clasicos trabajos de N. Dunford [36] y [37],
pero su version localizada en un punto se debe a James Finch [39] y fue
introducida en 1975. La versatilidad de la versién local de esta propiedad,
estriba en que permite enlazar nociones de la teoria espectral local con
nociones de la teoria de operadores, lo cual la convierte en una potente
herramienta muy explotada en investigaciones recientes.

Definicién 1.4.1. T € L(X) se dice que tiene la propiedad de la exten-
sién univaluada en A\g € C (abreviado, SVEP en \y), si para cada disco
abierto Dy, € C centrado en Ao la inica funcion analitica f: Dy, — X
que satiface la ecuacion (NI —T)f(X) = 0, para todo A € Dy,, es la
funcion f =0 sobre Dy,. Un operador T se dice que tiene la SVEP, st
T tiene la SVEP en cada punto X € C.

Evidentemente, T' € L£(X) tiene la SVEP en cada punto del conjun-
to resolvente p(1') = C \ o(7'). También, la propiedad de la extensién
univaluada es heredada por restricciones del operador sobre subespacios
cerrados e invariantes. Mds ain, del teorema de la identidad para fun-
ciones analiticas (ver [52]), es facil deducir que T tiene la SVEP en cada
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punto de la frontera do(T") del espectro o(T) de T. En particular, T
tiene la SVEP en cada punto aislado del espectro. Poco menos evidentes
son las relaciones siguientes:

p(Al —T) < 0o = T tiene la SVEP en A, (1.1)
dualmente (7™ el operador dual de T')
g(AMl —T) < co = T” tiene la SVEP en A, (1.2)

cuyas demostraciones pueden consultarse en [1, Teorema 3.8].

Recuerde que un operador T' € L£(X) se dice que es bounded below, si T
es inyectivo y su rango R(T') es cerrado. Se denota por o,,(T'), el clasico
espectro aprorimado puntual de T', definido segin

Tap(T) = {A € C: A — T no es bounded below}.
osu(T) denotara el espectro sobreyectivo de T,
osu(T) = {A € C: A\ — T no es sobreyectivo}.

Note que a5 (T) = 05u(T™), osu(T) = 0ap(T*) y 0(T') = 0ap(T)Uosu(T).

Facilmente, de la definiciéon de la SVEP local, pueden obtenerse las si-
guientes relaciones:

A ¢ accoap(T) = T tiene la SVEP en A, (1.3)

A ¢ accogy(T) = T tiene la SVEP en A, (1.4)

donde acc K denota el conjunto de todos los puntos de acumulaciéon de
un subconjunto K C C.

Observacién 1.4.1. Para un espacio de Banach X finito dimensional
y T € L(X), o(T) es un subconjunto finito. En el caso que o(T) sea
un subconjunto finito no vacio, como T' € L(X) tiene la SVEP en cada
punto aislado del espectro o(T"), T tiene la SVEP. En el caso que o(T)
sea vacio, obviamente T tiene la SVEP. Por lo tanto, el caso de interés
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o no trivial, ocurre cuando X es un espacio de Banach complejo e infi-
nito dimensional. Asi, en los teoremas o enunciados que restan de esta
parte del texto, se asumira que los espacios considerados son espacios de
Banach complejos e infinito dimensionales para evitar trivialidades.

En el contexto de la teoria de Fredholm, las implicaciones (1.1), (1.2),
(1.3) y (1.4) son realmente equivalencias.

Teorema 1.4.1. Sea T € L(X) un operador semi-Fredholm. Entonces,
las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) T tiene la SVEP en X;

(1) p(A —T) < oo;
(iii) N & acc oap(T)
Demostracion. Ver [1, Capitulo 3. O
Dualmente también se tiene,

Teorema 1.4.2. Sea T € L(X) un operador semi-Fredholm. Entonces,
las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) T* tiene la SVEP en \;
(1) q(A\I —T') < ooy
(11i) A ¢ acc o5y (T)

Demostracion. Ver [1, Capitulo 3.
O

Similarmente, y de manera mas general, P. Aiena [3] también caracteri-
za la SVEP en un punto para los operadores quasi-Fredholm, como se
exhibe en los siguientes resultados.

Teorema 1.4.3. Sea T € L(X) un operador quasi-Fredholm. Entonces,
las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) T tiene la SVEP en X;

(ii) p(M — T) < oo;
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(117) X ¢ acc oap(T).
Demostracion. Ver [3, Teorema 2.7]. O
Dualmente,

Teorema 1.4.4. Sea T € L(X) un operador quasi-Fredholm. Entonces,
las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) T* tiene la SVEP en \;
(i) (AN —T) < oo;
(i1i) X ¢ acc osy(T).
Demostracion. Ver [3, Teorema 2.8] O

En términos de la SVEP, también se pueden obtener algunas relaciones
de interés entre los distintos espectros derivados de la teoria de Fredholm.
Algunas de éstas, se recogen en el lema siguente.

Lema 1.4.1. Para cualquier operador T € L(X), se tienen las siguien-
tes igualdades:

(i) ou(T) = ow(T) U acco(T);
(11) oup(T) = ouw(T) U accoqy(T);
(i) o(T) = oup(T) US(T);
donde E(T) = {\ € C: T no tiene la SVEP en A}.
Demostracion. Ver [1, Capitulo 3]). O

Finaliza esta seccién con la invitacion al lector de encontrar un ejemplo
de un operador T' € £(X), con X complejo e infinito dimensional, tal
que T tenga la SVEP.



Capitulo 2

Teoria de Fredholm y
restricciones de un
operador

En general, dada una restriccién (resp. extensién) de un operador, casi
nada puede decirse de la relacién entre la teoria de Fredholm del ope-
rador y la de su restriccién (resp. extensién). Uno de los primeros en
investigar relaciones entre la teoria de Fredholm de un operador y la de
las restricciones (resp. extensiones) de éste fue Bruce Barnes [16],[17].
En este capitulo, nos proponemos extender los resultados obtenidos por
Barnes, relativos a las relaciones entre la Teoria de Fredholm de un
operador y la de sus extensiones (resp. extensiones), asi como también
los resultados obtenidos por Aiena en [10] y por Carpintero et al. en
[28], [29] y [30], debilitando tanto las condiciones topoldgicas exigidas
al subespacio sobre el que se toma la restriccién (resp. extensién) del
operador, como las exigidas al operador mismo.

2.1. Restricciones y extensiones de un operador
En esta seccién se estudian las relaciones existentes entre los distintos

parametros descritos en el capitulo anterior, para un operador y su res-
triccién a cierta clase de subespacios.

15
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En lo sucesivo, siempre se asumira que W es un subespacio propio ce-
rrado no trivial de un espacio de Banach X. Se denota por P(X,W), a
la coleccién

PX, W) ={T € L(X):T(W)CW y para algin n € Z*,T"(X) C W}.

Dado T' € P(X,W), Ty denota la restricciéon de T sobre el subespacio
T-invariante W de X. Observe que 0 € o4,(T"), para todo T' € P(X, W).
Pues T € P(X,W) y T sobreyectivo, implican que X = T"(X) C W,
para algin n > 1, contradiciendo el supuesto que W es un subespa-
cio propio de X. Posteriormente se verd que og(7T') v osu(TWw ), pueden
diferir sélo en 0.

Observacién 2.1.1. Si F(W) denota el ideal de los operadores de ran-
go finito de L£(W), entonces todo operador F € F(W) con rango n-
dimensional es de la forma Fw = ), _, fx(w)Fwy, donde Fuwy, € W'y
fr € W* (W* denota el espacio dual de W) para k = 1,...,n. Por el
Teorema de Hahn-Banach, cada f; € W* tiene una extension fk e X*
(X* denota el espacio dual de X); asf F tiene una extensién F en £(X),
dada por Fx :AZZZI Fr(z)Fuwy, para todo z € X. Ademds, F € F(X)
y (F)™(X) € F(X) C W, cualquiera sea el entero m > 1. Esto es,
FeP(X,W).

A continuacién, se presentan algunos resultados debidos a B. Barnes
[17].

Lema 2.1.1. Sea T € P(X,W). Entonces (\I —T)"Y(W) = W, para
todo A # 0.

Demostracion. Ver [17, Proposicién 3.
O

Lema 2.1.2. Sea T € P(X,W). Entonces, para todo A # 0, R(AI —T)
es cerrado en X si y solo si R(A — Ty ) es cerrado en W.

Demostracion. Ver [17, Teorema 6(1)].
O

A continuacién, se enuncian y demuestran varios lemas que seran claves
a lo largo del texto. Comenzaremos examinando algunas relaciones al-
gebraicas entre un operador 7' € P(X, W) y su restriccion Ty .
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Lema 2.1.3. Sea T € L(X). Entonces
N((AL=T)™) = T"(N((M = T)™)),
cualesquiera sean A # 0 y n,m € N.

Demostracion. N((AI=T)™) =T™"(N((AI—=T)™)), es trivialmente vali-
da para m = 0. Ademas, es bien conocida la igualdad N(A\ — T') =
T(N(M —T)), para todo A # 0. Asi, por induccién matemética, se con-
cluye la igualdad N(A\I —T) =T"(N(A —T)), para A # 0y n € N. Si
x € N((AI =T)™), con m > 1, se tienen

0 = M-T)"z
- i (7: (—1)FAm=hTky
— AT+ Z‘; <m) (—1)F Ak Thg
— A"z +T (il (TZ) (—1)kAkak1x>

k
Entonces z = T (311, (7) (=1D)F(=A"*)T*z). Como (A\[-T)"T*"! =
TFYN —T)™, parak =1,...my x € N((\I — T)™), sigue que

(M —T)™ (zm: (TZ A‘k)Tk_1m> = 0.

k=1

oy

En consecuencia, > p*; (1) (=1)F(=A"")T* 1z € N((A\I —=T)™). Asi, se
concluye la inclusién N((AI —T)™) C T(N((A —T)™)). Por otro lado,
six € T(N((M —T)™)), existe u € N((AI —T)™) tal que x = Tu.
Nuevamente, la igualdad (A — T)™T = T(A — T)™ implica que

(M — T)™z = (\I — T)"Tu = T(\ — T)™u = T0 = 0.
Luego z € N((AI —T)™), resultando la inclusién T'(N((AI —T)™)) C
N((M — T)™). Finalmente, de N((\I — T)™) = T(N((\ — T)™)),

se concluye por induccién matematica la igualdad N((AI — T)™)
T"(N((AM —T)™)), para todo A # 0 y todo n,m € N.

O
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Lema 2.1.4. 5i T € P(X,W) y A # 0. Entonces:
(i) N((\ = Tyw)™) = N((AI — T)™), cualquiera sea m;
(ii) R((A — Tyw)™) = R((AI —T)™) "W, para todo m;
(iii) oAl — Ty) = a(\ — T);
(iv) p(A — Tw
(v) B - Tw

Demostracion. (1) N((MI —T)™) = N((AM — Tw)™), es trivialmente
vélida para m = 0. Sean x € N((AM —T)™) y m > 1. Por el Lema
213, 2 € N(M —T)™) = T"(N((AI —T)™)). Ademds, por hipéte-
sis, T™"(X) C W para cierto n > 1. Entonces, x € T"(X) C W y en
consecuencia

) = p(\I = T);
)= B = T).

k
= (M —=Tw)™y
Ast, . € N((A — Tw)™), de lo cual se obtiene
N((A = T)™) € N((AT = Typ)™).
Por otra parte, siendo Ty la restriccién de T sobre W,
N((AT = Ti)™) € N((AT = T)™).

Concluyéndose la igualdad N((AI —T)™) = N((AM —Tw)™).

(ii) Como Ty es la restriccién de T' sobre W,
R(M —Tw)™) CR(M -T)")NW.

Para mostrar la inclusion R((A—T)™)NW C R((A —Tw)™), para todo
m € N. En primer lugar note que R((A] — Ty)™) = R(M —T)")NW
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es trivialmente cierta, para m = 0. Param = 1, dadoy € R(AI-T)NW
existe x € X tal que (\[-T)z =y € W, asi (\[-T)x € W. Por el Lema
211, 2 € M —T)"Y (W) =W, luego y = (M —T)x = (M — Tyy)z €
R(M —Tw) y se concluye que R(AI —T)NW C R(A — Ty ). Supéngase
ahora que, para m > 1, y € R((M —T)™) N W. Como en el caso
anterior, existe x € X tal que (\I — 7)™z = y € W. Nuevamente,
por el Lema 2.1.1, (A — T)™ 'z € (A\I — T)"Y{(W) = W y entonces
(M — T)™ 1z € W. De acuerdo al razonamiento anterior, se concluye
que M —T)" 2z € M —-T) Y (W) =W, yasi A\ -T)" 2z € W.
Repitiendo el razonamiento anterior, despues de un cierto nimero de
veces, se obtendra que x € (A — T)~}(W) = W. Entonces

yasi RAI=T)"NW C R(A —Tw)™, param > 1. En consecuencia, la
igualdad R((A—Tw)™) = R((AI=T)™)NW es vélida para todo m € N.

(iii) y (iv), siguen inmediatamente de (i).

(v) Observe que el subespacio R(AI —Tyy) de W, tiene un complemento
algebraico en W (ver [52, Prop. 4.1]). Sea M uno de tales complementos,
entonces M es un subespaciode Wy W = R(A — Ty ) & M. Segun (ii),
R(M —Tw) = R(AM] — T)NW. Luego, se tiene que

{0y =R\ —Ty)NM=RMN -T)NWNM =R\ —T)n M.

Ast, RIAI—T)NM = {0}. Ahora, se mostrard que X = R(A\ —T)+ M.
Siendo el espectro o(7T™) un subconjunto compacto y no vacio del plano
complejo, el conjunto resolvente C \ o(T™) # 0. Sea u € C tal que
ul — T™ es invertible en £(X). Entonces, dado y € X existe z € X
tal que y = (uf — T™)x. Asi y = px — T"x, puede escribirse como
y=u-+v;donde u =pxr € X yv=—-T"z € T"(X) C W, para cierto
n > 1. De esta descomposicién, como \"I — T" = (A — T)h(T'), donde
h(T) = A\ 4+ A\ 2T + 4+ T\ y RO\ — Ty) € R(M — T) para
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todo A # 0. Se obtiene que

Yy = u+v
= XN"AN' T -T"Yu+XN"Tru+v
A" = T)R(T)u + (A "T"u+v) € RAL —=T) + W
A~"(AI — T)h(
A" (A = T)h(T

+ AN ""T"u+v) € RIAI-T)+ M

Obteniéndose que X C R(A] —T)+ M,y asi X = R\AN[ - T) + M.
Pero, como R(A —T)N M = {0}, entonces X = R\ —T) & M; lo
cual implica que S(A] — Tyy) = dim M = S(AI — T'). De donde sigue la
igualdad B(AI — Tyw) = (AT = T).

O

En el mismo estilo del Lema 2.1.2, el siguiente resultado trata de la
relacién existente entre la propiedad de la extensiéon univaluada de un
operador T' € P(X,W) y la de su restriccién Tyy.

Lema 2.1.5. SiT € P(X,W), entonces T tiene la SVEP en \ si y sdlo
st Ty tiene la SVEP en \.

Demostracion. Facilmente puede mostrarse que T' (resp. Tyy) tiene la
SVEP en A siy sélo si AI — T (resp. Al — Tyy) tiene la SVEP en 0. Asi,
sin pérdida de generalidad, puede asumirse que A = 0. Como la SVEP
se hereda por restricciones sobre subespacios cerrados e invariantes; si T’
tiene la SVEP en 0, entonces Ty tiene la SVEP en 0. Reciprocamente,
supéngase que Ty tiene la SVEP en 0 y sean Dy C C un disco abierto
centrado en 0y f : Dy — X una funcién analitica tal que (uf —T) f(u) =
0, para todo u € Dy. Sigue de este supuesto que p¥f(u) = TFf(u),
para todo k € N. En consecuencia, como T € P(X, W), existe n > 1
tal que T"(X) C W y asi f(u) = p "I f(pn) € T™(X) C W, para
cualquier p € Dy \ {0}. Por otra parte, si u = 0 existe una sucesién
(M), € Do, tal que Ay # 0y A, — 0. Por lo cual, (f(A\g))32, S Wy
f(Ax) — f(0). Siendo W un subespacio cerrado, se tiene que f(0) € W.
Luego, f: Dy — W es una funcién analitica tal que (ud — Ty )f(n) =0
para cada p € Dy. De lo cual, por la hipétesis que Ty tiene la SVEP en
0, se deduce que f = 0 sobre Dy y entonces T tiene la SVEP en 0.

O

Ju
T)u+ (AT + v) € RO — T) + RO\ — Tyy) +
Ju

M
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2.2. Espectros de un operador y de sus restric-
ciones

FEn esta seccion se extienden los resultados obtenidos por B. Barnes
en [16] y [17], relativos a las relaciones de la teoria de Fredholm de un
operador y la de sus restricciones. Se comienza enunciado y demostrando
un resultado similar al dado por B. Barnes en [16], pero bajo hip6tesis
mucho mas débiles.

Teorema 2.2.1. SiT € P(X,W) y q(T) = o0, o p(T) = o0, entonces
se tienen las siguientes igualdades:

(i) osu(T) = osu(Tw);
(i) 0ap(T) = oap(Tw ) ;
(i1i) o(T) = o(Tw);

(i) ow(T) = ow(Tw);

(v) ouw(T) = ouw(Ti);
(vi) ou(T) = o (Tw);
(vit) oun(T) = ouw(Tiv).

Demostracion. (i) En primer lugar, observe que Al — T (resp. A\l — Tyy)
es sobreyectivo si y sélo si S(AI —T) = 0 (resp. S(AI — Tyy) = 0).
Ahora, por el Lema 2.1.4, (A —T') = B(A —Tyw ), para todo A # 0. En
consecuencia, og,(T) \ {0} = osu(Tw) \ {0}. Segin esto, para mostrar
la igualdad og,(T) = osu(Tw), s6lo basta mostrar que 0 € og(7T) y
0 € ou(Tw). Para T' € P(X, W), se conoce que 0 € o4,(T"). Ahora, se
demostrard que 0 € og,(Tw ). Supdéngase que 0 ¢ og, (T ). Entonces Ty
es sobreyectivo, ast W = (Ty )¥(W) = T*(W) cualquiera sea k € N.
Como T € P(X,W), existe n > 1 tal que T"(X) C W y entonces
W =T1Tm"W) C T"™(X) C T™(X) C W, cualquiera sea m > n. De
donde siguen las igualdades T™(X) = T™(X) = T™(W) = W, para
todo m > n, asi resulta ¢(T') < oo, lo cual contradice el hecho que
q(T) = oo. Por otra parte, Ty sobreyectivo implica que ¢(Tw) = 0, y
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asi (Tyw)* tiene la SVEP en 0. Por lo cual 0 ¢ =((Tw)*), siguiendo de
esto que

0 ¢ osu(Tiw) UE((Tw)) = o(Tw)*) = o(Tw) = 0ap(Tw) U Z(Tw).

En consecuencia 0 ¢ Z(Tyw), esto es, Ty tiene la SVEP en 0. Co-
mo T € P(X,W), por el Lema 2.1.5, T tiene la SVEP en 0. Pero,
como se observé anteriormente, 7' € P(X,W) implica la existencia
de un n > 1 tal que T™(X) = T"(W) = W, para todo m > n.

TF(X) X
TRy — Naeerey (k€ N), da-

do por Tz + TF(X) — = + (N(T*) 4+ T (X)), se concluye que X =
N(T™) + T(X) cualquiera sea m > n. Ademés, dis(T") = inf A(T") < n,
ya que T"(X)NN(T) =T"(X) N N(T) para todo m > n. Asi, T es un
operador quasi-Fredholm y T tiene la SVEP en 0. Por el Teorema 1.4.3,
p(T) < o0, lo cual contradice el hecho que p(T') = co.

Asi, en virtud del isomorfismo

(ii) Note primero que, para A € o,,(T)\ {0}, AI —T no es bounded below
y A # 0. Luego, se presentan las posibilidades siguientes: p(AI—T) > 0 o
(M —T)(X) no es cerrado en X. Por los Lemas 2.1.4 y 2.1.2, estas posibi-
lidades equivalen, respectivamente, a p(AI =Ty ) > 00 (Al =Ty )(W) no
es cerrado en W. De donde se deduce que o,p(T) \ {0} = 0ap(Tw) \ {0}.
Como en la parte (i), para la igualdad o,,(T") = 0ap(Tw), es suficiente
mostrar que 0 € 0,p(T") y 0 € 0ap (T ). Supdéngase que 0 ¢ o,,(1") enton-
ces T es inyectivo. En consecuencia T tiene la SVEP en 0, luego 0 ¢ =(T).
Como 0op(T)UE(T) = 0(T) = 0ap(T) Uosu(T'), se tiene que 0 ¢ o4, (T),
una contradiccién. Por lo tanto 0 € 0,4, (7). Similarmente, 0 ¢ oa, (1)
implica Ty inyectivo. Asi, Ty tiene la SVEP en 0y 0 ¢ Z(Tyy ). Nueva-
mente, como o, (Tw) UE(Tw) = 0(Tw) = cap(Tw) U osu(Tw), se tiene
que 0 ¢ ogy(Tw). Por la parte (i), 0 ¢ o4 (T'), y como se probé ante-
riormente esto es imposible. Entonces 0 € 0., (T ), y asi la igualdad
Oap(T) = 0ap(Tiw) es valida.

(iii) Para la igualdad o (1) = o(Tw ), observe que o(T") = 0ap(T)Uosu(T')
(resp. o(Tw) = 0ap(Tw) U 0su(Tw)). Combinando (i) y (ii) con estas
igualdades, se concluye que o(T') = o(Tw).

(iv) Como en la primera parte de las pruebas de (i) y (ii), de los Lemas
2.1.4 y 2.1.2, siguen que o¢(T) \ {0} = o¢(Tw) \ {0} v ow(T) \ {0} =
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ow(Tw) \ {0}. De nuevo, como en las partes (i) y (ii), para la igualdad
ow(T) = ow(Tw), es suficiente mostrar que 0 € 0w (T) y 0 € ow(Tw).
En primer lugar, se mostrard que 0 € oy (7). Si 0 ¢ ow(T"), entonces
T es un operador de Weyl. Esto es, T es de Fredholm con ind(7") = 0.
Siendo T' € P(X, W), existe un n > 1 tal que 7(X) C W. De donde
siguen las inclusiones

T ™X)CTY(W)CWCX (YmeN),

de las cuales se obtienen las desigualdades

W W .

-

W X
TrFm(X) = Tr¥m(X)’ resultan entonces

Pero, como

. X . w ) w

B(T™™) = dim Trrm () > dim Trrm(X) > dim Tm(X) = B(Tyy)-
Asi, B(T"™) > B(T7}), cualquiera sea m € N. Por otra parte, las in-
clusiones N(TT) C N(T™) C N(T™™), implican a(T7?) < a(T"+™),
Entonces Ty € L(W) es un operador semi-Fredholm superior, y asi Ty
es semi-Fredholm superior. Como T' € L(X) es de Weyl, por [52, Propo-
sicién 26.2], existen un operador biyectivo R € £(X) y un operador de
rango finito K € L(X) tales que T'= R + K. Luego, Tw = Rw + Kw,
con Ry inyectivo y Ky de rango finito. De donde sigue que

ind (Tyr) = ind (Rw + Kw) = ind (Ryw) <0

En consecuencia Ty € L(W) es un operador semi-Weyl superior. Nue-
vamente por [52, Proposicién 26.2], existen un operador inyectivo S €
L(W) y un operador de rango finito F' € L(W) tales que Tyy = S + F.
Segin esto, S = Ty — F. Pero, como, Ty (W) es cerrado y F(W) es
un subespacio finito dimensional de W, entonces S(W) es cerrado, y
asi S € L(W) es bounded below. Por lo tanto, 0 ¢ 0ap(S) = oap(Tiw —F).
De la Observacién 2.1.1, F € L(W) tiene una extensiéon F € £(X)
tal que F € P(X,W), entonces T — F € P(X,W). En consecuencia,
(T — F\)W =Tw —Fy0¢€o.,T- F\) Asi, por lo demostrado en la

parte (i), 0 € oup(T — F) = 0up((T — F)w) = 0ap(Tiy — F). Es decir
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0¢ oap(Tiw — F) y 0 € 0ap(Tiw — F'), una contradiccién. Por lo tanto, se
concluye que 0 € o (T'). En segundo lugar, se mostrard que 0 € oy (T ).
Para esto, supéngase que 0 ¢ ow(Tw) = ouw(Tw) U 01w (T ). Segin es-
to, en particular, 0 ¢ ouw(Tw). Es decir, Tyy € L(W) es un operador
semi-Weyl superior. Lo cual es imposible, como se vio anteriormente.
Por lo tanto 0 € oy (Tw ), v asi se obtiene la igualdad oy (T") = ow(Tw).

(v) Nuevamente como en la primera parte de las pruebas de (i) y (ii),
segun los Lemas 2.1.4 y 2.1.2, se tienen oy (T") \ {0} = ouwe(Tw) \ {0}
vy ouw(T) \ {0} = ouww(Tw) \ {0}. Similarmente a la parte (iv), para
mostrar la igualdad ouw(T) = ouw(Tw), sélo se necesita mostrar que
0 € ouw(T) y 0 € ouw(Tw). Segtin lo mostrado en la parte anterior, ne-
cesariamente 0 € oy (Tw) y para demostrar que 0 € oy (7'), se procede
en forma similar a lo demostrado en la parte (iv). Siendo 0 € oy (Tw)
y 0 € ouw(T'), se obtiene entonces que oy (T') = ouw(Tw ).

Finalmente, para mostrar las partes (vi) y (vii), observe que o,(T) =
ow(T) Uacco(T) (resp. op(Tw) = ow(Tw) Uacco(Ty)). Combinando,
respectivamente, estas igualdades con (iv) y (v), se obtienen (vi) y (vii).

O

Para un operador T € L(X), 0 < p(Al =T) = q(AI = T) < oo equivale a
que A es un polo de la funcién resolvente T (ver [52, Proposicién 50.2]).
También se conoce que todo polo del resolvente de T', es un punto aislado
del espectro o(T). Asi, para T' € P(X, W), si 0 no es un punto aislado
del espectro o(T"), entonces ¢(T') = oo 0 p(T') = oo. De acuerdo con estas
consideraciones, se obtiene un interesante corolario del Teorema 3.3.1.

Corolario 2.2.1. Si T € P(X,W) y 0 no es un punto aislado del es-
pectro o(T), entonces:

(i) osu(T) = osu(Tw);
(11) oap(T) = oap(Tw);
(iti) o(T) = o(Tw);

(v) ow(T) = ow(Tw);
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(v) ouw(T) = ouw(Tw);
(vi) on(T) = on,(Tw);
(1)%) Uub(T> = Uub(TVV)'

Finaliza esta seccién con un ejemplo ilustrativo del comportamiento de
los espectros de un operador T y los de su restricciéon Ty, cuando T no
satisface las hipétesis del Teorema 3.3.1 y/o el Corolario 2.2.1. Se invita
al lector a verificar los detalles.

Ejemplo 2.2.1. Sea X un espacio de Banach, y asuma que W y Z
son subespacios propios cerrados de X tales que X = W @ Z. Sea T la
proyecciéon de X sobre W la cual es nula en Z. Como T es un operador
proyeccién, i.e T? = T, entonces o(T) = {0,1}. Més atin, og,(T) =
Oap(T) = 0w(T) = ouw(T) = op(T) = o (T) = o(T'). Por otra parte, el
operador Ty = T'|p(x) es el operador identidad sobre W, asi o(Tw) =
{1} Ademés, Usu(TW) = Uap(TW> = O'W(Tw> = UuW(TW> = Ub(TW> =
ouw(Tw) = o(Tw).
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Capitulo 3

Propiedades espectrales
sobre subespacios
invariantes

A partir de los trabajos de Coburn [33] y Rakocevié¢ [79], y con la apari-
cién de la teoria de los operadores semi B-Fredholm de Berkani [18], [20],
se ha venido investigando intensamente con respecto a la formulacién
de nuevas variantes de propiedades espectrales tipo teoremas Browder-
Weyl, asi como también con respecto al estudio de las clases de opera-
dores que las satisfacen, sus caracterizaciones y comportamiento bajo
perturbaciones, entre otros tépicos relacionados. En esta direccién, los
autores han venido investigando recientemente, si muchas de estas nue-
vas variantes de teoremas tipo Browder-Weyl se transmiten de un ope-
rador a sus restricciones y/o extensiones y viceversa. En este capitulo se
describe un marco tedrico general, del cual se derivan como casos parti-
culares muchos de los resultados obtenidos en [28], [29] y [30]. Asi como
también, se aborda el mismo problema, pero bajo condiciones mas am-
plias o débiles sobre el subespacio [31].

3.1. Propiedades tipo Teoremas Browder-Weyl

En esta seccién se describen una serie de propiedades espectrales, o
variantes de teoremas tipo Browder-Weyl, recientemente introducidas.
Previamente se describen algunos subconjuntos del plano complejo re-

27
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lacionados con éstas.

iso K, denota el conjunto de todos los puntos aislados de un subconjunto
K C C. Para un operador T' € £(X), se definen los conjuntos siguientes.

poo(T) = o(T)\ on(T),

Poo(T) = 0ap(T) \ oun(T),

moo(T) = {N€isoo(T):0< a(M —T) < oo},
m60(T) {A€isoo,p(T): 0 < (M —T) < o0}

Observe que para cada T' € L(X), poo(T") C moo(T") C 7§y (T).

Interesan ahora, las relaciones de los subconjuntos anteriormente des-
critos para un operador 7' € P(X, W) y su restriccién Tyy. Como una
inmediata consecuencia del Teorema 3.3.1, se obtiene el siguiente resul-
tado.

Lema 3.1.1. SiT € P(X,W) y ¢(T) = o0, o p(T') = oo, entonces las
siguientes igualdades son validas:

(1) poo(T) = poo(Tw);
(ii) pSO(T) = pgo(TW)-

Demostracion. (i) y (ii) son consecuencias inmediatas del Teorema 3.3.1.

O

De manera analoga al Corolario 2.2.1, se tiene el siguiente resultado.

Lema 3.1.2. Sea T € P(X,W). Si 0 no es un punto aislado del espectro
o(T), entonces las siguientes igualdades son ciertas:

(i) poo(T) = poo(Tw);
(i) pgo(T) = pio(Tw);
(ZZZ) 7'['00(T) = TFO()(Tw),‘

(i) m5o(T) = m6o(Tw ).
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Demostracion. (i) y (ii) siguen del Corolario 2.2.1.

(iii) Dado A € mo(T"), entonces A € isoo(T) y 0 < (A —T') < oo. Asu-
miendo que 0 no es un punto aislado de o(7T'), entonces A # 0. Por el Le-
ma 2.1.4 y el Corolario 2.2.1, sigue que 0 < a(A =Ty ) = a(A-T) < 00
y A €isoo(T) = isoo(Tw). Por lo tanto A € moo(Tw ), y se tiene la in-
clusién mpo(T") € moo(Tw ). Mediante un argumento similar, se concluye
la inclusién 00 (Tw) - 00 (T)

(iv) La prueba es andloga a la de la parte (iii).
U

Seguidamente se describen varias propiedades espectrales, o variantes de
teoremas tipo Browder-Weyl, introducidas recientemente en [21], [23],
[24], [33], [51], [79], [80], [82], [88] y [89)].

Definicién 3.1.1. Un operador T' € L(X) se dice que satisface la pro-
predad:

(1) (W), 81 0ap(T) \ owe(T) = moo(T) ([79]);
(i) (aw), si o(T)\ ow(T) = mgo(T) ([23]);
(iti) (b), si oap(T) \ ouw(T) = poo(T) ([21].[24]);
() (ab), si o(T) \ ow(T) = pio(T) ([23]);
(v) (2) sio(T)\ ow(T) = 7G0(T) ([88]);
(vi) (az), si o(T)\ ow(T) = pgo(T) ([88]);
(vii) (h), sio(T)\ ouw(T) = moo(T) (/82],(89)).
Ademds, T se dice que satisface el:
(viii) teorema de Browder, si ow(T) = ou(T) ([51]);
(iz) teorema de a-Browder, si ow(T) = ow(T) (/80));
(x) teorema generalizado de Browder, si oy (T) = ovy(T) ([51));

(zi) teorema de Weyl, si o(T) \ ow(T) = moo(T) (/33]);
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(zii) teorema de a-Weyl, si o,p(T) \ ouw(T) = 7§ (T) ([79]);

Culmina esta seccion con la invitacién al lector a determinar, cudles de
las propiedades anteriores satisface el operador de Volterra

(Tz)(s) = /OS z(u)du, 0<s<1 (ze€C(]0,1]),

C(]0,1]) el espacio de todas las funciones continuas z : [0,1] — C.

3.2. Propiedades de T versus Propiedades de
Tw

En esta seccién se demuestra que las propiedades espectrales estudia-
das en la seccién anterior para un operador T' € P(X, W), pueden ser
determinadas en forma respectiva a través de las propiedades espectra-
les de la restriccién Ty. De manera mas concisa y precisa, se muestra
que las propiedades espectrales consideradas en la seccion anterior para
T € P(X,W) y Ty son equivalentes.

En primer término se tiene el siguiente resultado, cuya hipdtesis es de
naturaleza algebraica.

Teorema 3.2.1. SiT € P(X,W) y q(T) = o0, 0o p(T) = oo, entonces
T satisface la propiedad (iii) (resp.,(iv), (vi), (viii), (iz), (z)) en la De-
finicion 3.1.1 si y sélo si Ty satisface la propiedad (iii) (resp.,(iv), (vi),
(viii), (ix), (z)) en la Definicion 3.1.1.

Demostracion. Por el Teorema 3.3.1 y el Lema 3.1.1, se obtiene de ma-
nera inmediata el resultado. En el caso de la propiedad (x), observe la
equivalencia entre el Teorema de Browder y el Teorema generalizado de
Browder mostrada en [5].

O

Segun el comentario previo al Corolario 2.2.1, el Teorema 3.2.1 puede
extenderse asumiendo hipétesis méas débiles de naturaleza topoldgica.

Teorema 3.2.2. SiT € P(X,W) y 0 no es un punto aislado de o(T),
entonces T satisface la propiedad (i) (resp.,(ii)-(xii)) en la Definicion
3.1.1 si y solo si Ty satisface la propiedad (i)(resp.,(ii)-(zii)) en la
Definicion 3.1.1.
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Demostracion. Por el Lema 3.1.2 y el Corolario 2.2.1, se obtiene de
forma inmediata el resultado. Nuevamente, para el caso de la propiedad
(x), observe la equivalencia entre el Teorema de Browder y el Teorema
generalizado de Browder probada en [5].

O

El siguiente ejemplo, similar al Ejemplo 2.2.1, muestra el comportamien-
to de T y su restricciéon Ty con respecto a las propiedades espectrales
descritas en la Definicién 3.1.1, cuando T no satisface las hipotesis de
los Teoremas 3.2.1 y 3.2.2. Se invita al lector a verificar los detalles.

Ejemplo 3.2.1. En el Ejemplo 2.2.1, si W es infinito dimensional y
Z es finito dimensional, entonces T satisface las propiedades (i)-(vii) y
(xi)-(xii) en la Definicién 3.1.1. Pero, Ty no satisface las propiedades
(i)-(vii) y (xi)-(xii) en la Definicién 3.1.1.

Observacion 3.2.1. Si R(T™) = T"(X) es un subespacio cerrado, para
algin n > 1. Entonces T' € P(X, W), con W = R(T"), ademés Ty =
T,,. En consecuencia, los resultados dados en [28], [29] y [30] son casos
particulares de los Teoremas 3.2.1 y 3.2.2. Pero, si R(T") = T™(X) no es
un subespacio cerrado, los resultados dados en [28], [29] y [30] no pueden
usarse. Sin embargo, en tal caso, se pueden usar los Teoremas 3.2.1 y
3.2.2 para describir las propiedades descritas en la Definicién 3.1.1 a
través de la restriccié Ty, con W = R(T™).

3.3. Contextos mas generales

En esta seccion se aborda el estudio de las propiedades descritas en la
Definicién 3.1.1 para un operador, a través de extensiones del mismo,
pero ahora en un contexto un poco mas general en relacién a lo que a
la naturaleza y condiciones del subespacio se refiere. Se considerara que
la norma sobre el subespacio vectorial en cuestién no necesariamente es
la norma heredada, o inducida, del espacio y se mostrard, bajo ciertas
condiciones, que las propiedades mencionadas en la Definicién 3.1.1 se
trasmiten de un operador a sus extensiones y viceversa.

Siguiendo a B. Barnes [16], se asumird que Y = (Y, || . ||y’) es un espacio
de Banach y que X = (X, || . ||x) es un subespacio de Y el cual también
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es Banach, pero X # Y y ademds X estd continuamente embebido en
Y. Esto es, la restriccién Iy |x: (X, . ||lx) — (X,]| . |ly) es continua.
Se denota por

M(X,Y)={T € L(X) : T tiene una extension T € L(Y) y T(Y) C X}.

Todo operador T" € L(X) de rango finito esta en M(X,Y). Pues, si
dimT'(X) < oo, existe un subespacio Z C Y tal que Y = T(X) @ Z.
Entonces codim Z = dimT'(X) < oo, y como Y es de Banach, T(X) es
complementado. Es decir, la proyeccién P de Y sobre T(X) es acotada,
ademés extiende a T'y P(Y) C X. Es facil ver que 0 € o(T) para cual-
quier extension T de T € M(X,Y), yaque R(T) =T(Y) C X # Y. Sin

embargo, o(T") y o(T") pueden diferir sélo en 0. Adicionalmente, X es un
subespacio T-invariante, puesto que T(X) C T(Y) C X. Note también
que M(X,Y) es un ideal a izquierda de £(X), i.e.,siT € M(X,Y) y

S € L(X) entonces ST € M(X,Y).

B. Barnes [16] estudié algunas relaciones entre los espectros clasicos de
la teoria de Fredholm para un operador 7' € M(X,Y) y los espectros
de extensiones T € L(Y) de T, y mostro el siguiente resultado.

Teorema 3.3.1. Sea T € L(Y) una extension de T € M(X,Y). En-
tonces:

(i) o(T)\ {0} = o(T) \ {0};
(ii) o¢(T) \ {0} = o4(T) \ {0}
(iii) ow(T) \ {0} = 0w (T) \ {0};
(iv) Si X ¢ op(T), ind (Al —T) = ind (A —T) para todo X # 0;

(v) Si X es denso en' Y, entonces o(T) = o(T), op(T) = of(T) y
ow(T) = 0u(T).

(vi) Si X es cerrado, pero no complementado en'Y, entonces o(T) =

U(T), Uf(T) - gf(T) Y Uw(T) = Uw(T)'

Demostracion. Ver [16, Teorema 4]
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Similarmente al Lemma 2.1.4, a continuacion se establecen algunas rela-
ciones bésicas entre los pardmetros introducidos en la primera seccién del
Capitulo 1, para un operador 7' € M(X,Y') y una extensiéon 7' € L(Y).

Lema 3.3.1. Sea T € L(Y) una extension de T € M(X,Y). Entonces,
para todo \ # 0:

(i) N((\I =T)™) = N((\I = T)™), cualquiera sea m € N;

(ii) R(M —T)™) = R(M — T)™) N X, cualquiera sea m € N;
(ii3) a(M —T) = (M —T);

(iv) p(\[ = T) = p(M - T);

(v) BN —=T) =B\ —T).

Demostracién. Si denotamos M = X, entonces T =T |5. Asi, el resul-
tado es una aplicaciéon inmediata del Lemma 2.1.4.
O

El siguiente resultado provee una importante relacién de indole topoldgi-
ca entre los rangos R(A —T) y R(AI — T). En la prueba de este resul-
tado, se emplea la nocién de subespacio paracerrado (o paracompleto) y
el Lema de Neubauer (ver [61]). Adicionalmente, estdn involucrados un
parametro conocido como el mddulo minimal reducido de un operador

T € L(X), definido como

_ | T ||
V1) = I T (@, N(T))’

El cual permite caracterizar la cualidad de un operador no nulo de tener
rango cerrado en la forma siguiente ([52, Proposicién 36.1)),

T(X) es cerado si y sélo si y(T) > 0.

Lema 3.3.2. Sea T € L(Y) una extension de T € M(X,Y). Supdngase
que X es denso en' Y o que X es cerrado en Y. Si A # 0, entonces
R(M —T) es cerrado en'Y si y solo si RN —T) es cerrado en X.
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Demostracion. (Suficiencia) Por el Lemma 3.3.1(i), para cualquier z €
X

A =T)z| = [\ =Tz
> (M —T)dist (z, N(A[ —T))
= v\ —T)dist (z, N(A[ —T))
Asi,
I -T)=  fnf IAL=Dll o\ 7

a¢NOA-T) dist (x, N(AI = T)) —

Por lo cual, se tiene que y(AI —T) > v(AI —T). Entonces y(A\ —T) > 0
implica (Al —T') > 0. Esto muestra, por ser X e Y espacios de Banach,
que

R(M —T) cerrado en Y = R(M — T) cerrado en X.

(Necesidad) Supéngase que R(A — T') es cerrado en X. Considere los

dos casos siguientes.

Caso I: X es densoen Y.
En este caso, observe que

| (A —=T)z ||>~v(N —T)dist (¢, N(AI = T)), VzrelX.

Supéngase ahora que y € Y. Como X se supone denso en Y, existe una
sucesion (z,,)2%; € X tal que y = limy,_,o0 zp,. Segun esto, y por el Lema
3.3.1(i),

|AT=T)y || = || (M =T)(Jim ) |
i || (A= T) () |

> h;m YA = T)dist (zp, NN —T))
= (A —T)dist ( 1Lm T, NOA = T))
= (M —T)dist (y, N(AI —=T))
De lo cual,
YA =T)= inf I =Dyl -1,

y¢NO-T) dist (y, N(AI —T))
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Luego y(A\ — T) > v(\[ — T), y como R(M — T) cerrado, entonces
Y(AI —T) > 0. Asf, y(A\I — T) > 0. Lo cual muestra que R\ —T) es
cerrado en Y.

Caso II: X es cerrado en Y.
Por el Lema 3.3.1(ii), RIA —T)N X = R(A\I —T). Como X es cerrado
en Y, se tiene que R(A\I — T) N X es cerrado en Y. Ademds, si A # 0
los polinomios A — z y z no tiene divisores comunes, luego existen dos
polinomios u(z) y v(z) tales que 1 = (A—z)u(z)+zv(z), para todo z € C.
Entonces T° = (A — T)u(T) + To(T) y asi Y € RO\ —T) + R(T) C
R\ —T)+ X CY. Esdecir RAM —T)+ X =Y, lo que implica que
R(M —T)+ X es cerrado en Y. Como R(Al —T) y X son subespacios
paracerrados, y R(A —T)N X y R(A —T) + X son cerrados en Y, por
el Lema de Neubauer [61, Prop. 2.1.2], se tiene que R(A —T) es cerrado
enY.

U

De la caracterizacién de Atkinson para los operadores de Fredholm,
T € L(X) es un operador de Fredholm si y sélo si su proyeccién es
invertible en el algebra cociente £(X)/F(X), donde F(X) es el ideal de
los operadores de rango finito del algebra £(X). Més generalmente, T
es un operador semi-Fredholm superior (resp., inferior) si y sélo si su
proyeccién es invertible a izquierda (resp., derecha) en el dlgebra cocien-
te L(X)/F(X). En base a éstos hechos, y por los Lemas 3.3.1 y 3.3.2,
las igualdades del Teorema 3.3.1 se pueden extender a otros espectros
derivados de la teoria de Fredholm.

Teorema 3.3.2. Sea T € L(Y) una extension de T € M(X,Y). En-
tonces:

(i) oap(T) \ {0} = 0ap(T) \ {0}
(it) our(T) \ {0} = 0ue(T) \ {0}
(iii) ouw(T) \ {0} = ouw(T) \ {0};
(v) oun(T) \ {0} = oun(T) \ {0};
(v) ob(T)\ {0} = 0u(T) \ {0};
(vi) Si X es denso en'Y, entonces oap(T) = 0ap(T) y on(T) = op(T).
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(vii) Si X es cerrado, pero no complementado en'Y, entonces oap(T) =
O'ap(T) Yy O'b(T) = O’b(T).

(viii) Si X es denso en'Y y T(X) es cerrado en X, entonces oy (T) =
qu(T); UuW(T) = UuW(T) Y Uub(T) = Uub(T)'

(ix) Si X es cerrado, pero no complementado en'Y, yT(X) es cerrado
en X, entonces ouf(T) = out(1), ouw(T) = ouww(T) y ou(T) =
Uub(T)'

Demostracion. (i), (ii), (iii), (iv) y (v) siguen de los Lemas 3.3.1 y 3.3.2.

(vi) Segin lo demostrado en (i), oap(T) \ {0} = 0ap(T) \ {0}. Ahora, si
0 ¢ oap(T) entonces T' es inyectivo. En consecuencia 7' tiene la SVEP
en 0, y resulta que 0 ¢ Z(T'). Como 0,,(T) UE(T) = o(T) = o(T); se
tiene que 0 ¢ o(T), lo cual es una contradiccién. De manera similar,
0 ¢ O'ap(_) implica T inyectivo. Asi, T tiene la SVEP en 0, y enton-
ces 0 ¢ Z(T). Nuevamente, como o,,(T) UZ(T) = o(T), se tiene que
0 ¢ o(T), lo cual es una contradiccién. En consecuencia 0 € o,,(T) y
0 € 0ap(T), asf resulta la igualdad o, (T) = 0ap(T).

Para la igualdad o1,(T) = oy,(T), observe que o (T) = o (T) entonces
o,(T) = 0w(T) Uacco(T) = 0w (T) Uacco(T) = o, (T).

(vii) La prueba es andloga a la parte (vi).

(viii) Para mostrar la igualdad ou¢(T) = oy (T), note en primer lugar
que oue(T) \ {0} = ou(T) \ {0}. Supdéngase que 0 ¢ oy (7). Enton-
ces T es un operador semi-Fredholm superior, asi su proyeccién en el
algebra L(X)/F(X) es invertible a izquierda. Por lo cual, existen un
operador S € L(X) y un operador F € F(X) tales que ST — F' es la
identidad sobre X. Entonces, P = ST — F es la proyeccién de Y so-
bre X. Asi Y = X @ N(P), lo que implica que X es cerrado en Y. En
consecuencia X = Y una contradiccién. Por lo tanto, 0 € ou (7). Se
mostrard ahora que 0 € ou¢(T). Para tal fin, supéngase que 0 & oye(T).
Entonces T es un operador semi-Fredholm superior, esto implica que
a(T) < oo. Pero, como N(T) = N(T)NX C N(T), sigue que o(T) < oo.
Ahora, por hipétesis, T'(X) es cerado en X, entonces T' es un operador
semi-Fredholm superior, y como se vio anteriormente esto es imposible.
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Asi 0 € oy (T) y 0 € oy (T), resultando la igualdad oy (T") = oy (T).

Para mostrar la igualdad ouy (T) = ouw(T), note que por la parte (iii),
se conoce que oy (T) \ {0} = ouw(T) \ {0}. Asi, bastara sélo mostrar
que 0 € 04y (T) N ouw(T). Supéngase que 0 ¢ oy (7). Entonces T es un
operador semi-Fredholm superior, pues T' es semi-Weyl superior. Proce-
diendo como en el parrafo anterior, sigue que X tiene un complemento
cerrado en Y, contradiciendo el supuesto que X no es complementa-
do en Y. De manera similar, si 0 ¢ oy (T) entonces T es un operador
semi-Fredholm superior. Procediendo como antes, sigue que X tiene un
complemento cerrado en Y, lo cual nuevamente contradice el supuesto

que X no es complementado en Y. Asf, 0 € Ouw(T) Noww (T) y entonces
Ouw(T) = ouw(T).

Conforme a la parte (vi), se concluye que

oub(T) = ouw(T) Uacc oap(T) = ouw(T) U acc oap(T') = oun(T).

Entonces oy,(T') = o, (T).

(ix) De manera similar a lo demostrado en la parte (viii), para la igual-
dad 0 (T) = ou(T), es suficiente examinar el caso A = 0. Supéngase
que 0 ¢ oy (T'), procediendo como en la parte (viii), existe una proyec-
cién acotada P de Y sobre X. Asf, Y = X @ N(P) y entonces X es
complementado en Y, una contradiccién. En consecuencia, 0 € ou(T).

La prueba de 0 € oy(T), también es andloga a la parte (viii). Por lo

tanto 0 € oy (T) y 0 € oy (T), asi resulta la igualdad ow(T) = oy (T).

Procediendo de nuevo como en la parte (viii), se obtienen las igualdades

UuW(T) = Uuw(T) y Uub(T) = Uub(T)'
]

Observacion 3.3.1. Segun lo mostrado en el Teorema 3.3.2, partes
(viii) y (ix), se concluye que 0 & oap(T) \ ouw (1), 0 ¢ o(T) \ ouw(T), 0 ¢
o(T)\ow(T), 0 & oap(T) \oww(T), 0 ¢ o(T)\ouw(T) y 0 & o(T)\ow(T).

Como una inmediata consecuencia del Lema 3.3.1, y los Teoremas 3.3.1
y 3.3.2, se tiene el siguiente resultado.



38 Carlos Carpintero y Margot Salas-Brown

Lema 3.3.3. Sea T € L(Y) una estension de T € M(X,Y). Para
cualquiera de las siguientes condiciones:

(i) X es un subespacio propio denso en'Y';
(ii) X es cerrado, pero no complementado en'Y .

Si T(X) es cerrado en X, o 0 no es un punto aislado de o(T), las
siguientes igualdades son vdlidas:

(i) poo(T) = poo(T);

Demostracion. (i) y (ii) siguen del Teorema 3.3.2.

(iii) Para demostrar la igualdad moo(T) = moo(T'), por el Lema 3.3.1(iii),
es suficiente examinar el caso A = 0. Se afirma que 0 ¢ mo(7"). Para mos-
trar esta afirmacién, suponga que 0 € moo(T"). Entonces a(T") < oo, bajo
el supuesto que T'(X) es cerrado en X, T es un operador semi-Fredholm
superior. Como en la prueba del Teorema 3.3.2, se obtiene que X =Y,
una contradiccién. Luego, como se afirmd, 0 ¢ mpo(7"). De manera simi-
lar, 0 € moo(T') implica a(T) < oo, y como N(T) = N(T)NX C N(T).
Nuevamente se tiene que 1" es un operador semi-Fredholm superior, lo

cual conduce a una contradiccién de la hipétesis. Luego 0 ¢ mpo(T'). Aho-
ra, por el Teorema 3.3.1, o(T) = o(T). Entonces isoa(T) = isoo(T).
Ademés, por el Lema 3.3.1(iii), a(M —T) = a(M —T) para todo \ # 0.
En consecuencia, se tiene la igualdad 7oo(T) = moo(T). Por otra parte,
bajo el supuesto que 0 no es un punto aislado de o(7T'), se tendrd que

0 ¢ isoo(T) = isoo(T). Lo cual implica, por el Lema 3.3.1(iii), que
7o0(1') = moo(T).

(iv) La prueba es anéloga a la parte (iii).
O

Finaliza esta seccién con sendos resultados principales analogos al Teo-
rema y el Corolario 2.2.1.
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Teorema 3.3.3. Sea T € L(Y) una extension de T € M(X,Y). Para
cualquiera de las siguientes condiciones:

(i) X es un subespacio propio denso en'Y;
(ii) X es cerrado, pero no complementado en'Y .

SiT(X) es cerrado en X, 0 0 no es un punto aislado de o(T'), entonces
T satisface la propiedad (i) (resp.,(ii)-(wii)) de la Definicion 3.1.1 si y
sélo si T satisface la propiedad (i)(resp.,(ii)-(xii)) de la Definicion 3.1.1.

Demostracion. Por los Teoremas 3.3.1, 3.3.2 y el Lema 3.3.3, ademas
considerando la Observacién 3.3.1, se obtiene inmediatamente el resul-
tado. Para el caso de la propiedad (x), observe la equivalencia entre el
Teorema de Browder y el Teorema generalizado de Browder mostrada
en [5].

O

Recordemos que cada punto aislado de o(7T’) es un punto de frontera de
o(T) y que T tiene la SVEP en cada punto punto de frontera de o(7T).
Ademads, por ser X de Banach, se cumple que T'(X) es cerrado en X
si f(T) < oo. En consecuencia, la condicién 0 no es un punto aislado
de o(T), se puede reemplazar por la condicién: p(T") = oo o ¢(T') = occ.
Asi como también, se puede remplazar la condicién T'(X) es cerrado en
X por la condicién B(T) < oo. Por lo tanto, del Teorema se tiene el
siguiente corolario.

Corolario 3.3.1. Sea T € L(Y) una extension de T € M(X,Y). Para
cualquiera de las siguientes condiciones:

(i) X es un subespacio propio denso en'Y;
(ii) X es cerrado, pero no complementado en'Y .

Si B(T) < 00, 0 p(T) =00, 0 q(T) = 00, entonces T satisface la propie-
dad (i) (resp.,(ii)-(vii)) de la Definicion 3.1.1 si y solo si T satisface la
propiedad (i)(resp.,(ii)-(xii)) de la Definicion 3.1.1.
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Parte II: Teoremas de
Perturbacion

Con el fin de dar una orientacién de los temas abordados en esta parte
del libro, se realizard en primer lugar una breve resena histérica de los
topicos a desarrollar. El problema de la clase de perturbacién en Teoria
de Fredholm se refiere a la estabilidad de los operadores semi-Fredholm
bajo perturbaciones aditivas y tuvo sus origenes, a principios del siglo
XX, con el estudio abstracto de ecuaciones integrales. Los resultados da-
dos por Kato en 1958 [58], y por Vladimirskii en 1967 [87], son el punto
de partida para el estudio formal de este problema. Kato y Vladimirskii
establecen, respectivamente, que la suma de un operador semi-Fredholm
superior y un operador estrictamente singular es semi-Fredholm supe-
rior, y que la suma de un operador semi-Fredholm inferior y un opera-
dor estrictamente cosingular es semi-Fredholm inferior. De modo que,
el problema de la clase de perturbacion consiste en determinar, si es
cierto o no que los operadores estrictamente singulares y los operadores
estrictamente cosingulares son los Uinicos operadores que satisfacen estas
propiedades, respectivamente. Este problema fue planteado en 1960 por
Gohberg, Markus y Feldman [43] para operadores semi-Fredholm supe-
rior. Luego este mismo problema fue propuesto por Caradus en 1974,
[25], y por Pietsch en 1980, [76].

La clase de perturbacion para operadores Fredholm @ estd totalmente
determinada, de hecho coincide con la clase de operadores inesenciales
(ver [62]). Sin embargo, la clase de perturbacién para operadores semi-
Fredholm superior @ y semi-Fredholm inferior ®_ es, en general, desco-
nocida. Por los resultados antes mencionados de Kato y Vladimirskii se
tiene que la clase de perturbacion para operadores semi-Fredholm supe-
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rior, P®, contiene a los operadores estrictamente singulares SS(X,Y)
y que la clase de perturbacién para operadores semi-Fredholm inferior,
P®_ contiene a los operadores estrictamente cosingulares SC(X,Y).
Durante anos se ha estudiado el problema de la clase de perturbacién,
obteniendo solucion positiva para pares de espacios concretos, este pro-
blema permanecié si resolverse en su totalidad durante méas de 40 anos
y no fue hasta el 2003 que Gonzélez, [49], logré resolver el problema
negativamente, utilizando producto de espacios de Banach exdticos de
tipo hereditariamente indescomponible (H.I.) y de tipo cociente indes-
componible (Q.I.).

Aun cuando este problema tiene solucién negativa, es interesante encon-
trar pares de espacios de Banach X, Y concretos que lo resuelvan, ya
que esto proporciona una caracterizacion intrinseca de los operadores
en P®, y P®_, puesto que la propiedad que caracteriza a los ope-
radores K € SS(X,Y) depende de la accién de K sobre subespacios
cerrados de X, mientras que la propiedad que caracteriza a los operado-
res K € PP, (X,Y) depende de las propiedades de la suma de K con
todos los operadores en @, (X,Y"). El objetivo de esta parte del curso es
proporcionar en detalle los resultados recientes en este tema, de manera
que el participante pueda familiarizarse con estos topicos.



Capitulo 4

Operadores asociados a la
teoria de perturbacion

En este capitulo se recopilan algunas nociones bésicas necesarias para
comprender los capitulos posteriores, asi como también propiedades de
ciertas clases de operadores lineales acotados, como lo son los operado-
res estrictamente singulares, estrictamente cosingulares, improyectivos e
inesenciales.

4.1. Nociones basicas

En esta seccién se recuerdan algunos conceptos basicos y se establecen
notaciones que seran usadas a lo largo de esta parte del libro.

El espacio dual de X, se denota por X*, y estd formado por todos los
funcionales lineales y acotados definidos sobre X. Si T' € L(X,Y) se
denota por T* € L(Y*, X*) el operador adjunto de T', el cual se define
como (T*f)(x) = f(Tx) para cada x € X y cada f € Y*.

Sea M un subconjunto de un espacio de Banach X, el anulador de M,
el cual se denota por M=, es el subespacio cerrado de X* definido por:

M+ ={f e X*: f(x) = Opara cadaxz € M}.

El preanulador de un subconjunto W de X*, el cual se denota por
LW, es el subespacio cerrado de X definido por:

W ={zeX: f(x)=0para cada f € W}.
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Un operador P € £(X, X) es una proyeccién, si P2 = P. Un subespacio
M de X se denomina complementado si existe una proyeccion P &€
L(X,X) tal que R(P) = M. Todo subespacio de X de dimensién finita (o
codimension finita) es complementado. Subespacios complementados son
siempre cerrados. Si M es un subespacio complementado de X, entonces
existe un subespacio cerrado N de X tal que X es suma directa de M
y NV, esto se denota en la forma X = M @ N vy significa que M NN = {0}
y X = M + N, ademas se cumple que X/M es isomorfo a N.

Los siguientes resultados son bien conocidos, se puede consultar [59] y
[68] para una exposicién méas detallada:

1. Si M es un subespacio cerrado de X, entonces X* /M~ es isomorfo
a M* y M~ es isomorfo a (X/M)*.

2. Si M es un subespacio cerrado de X entonces +(M*) = M.

3. Sea M un subespacio de X*, M es cerrado en la topologia débil*
siy sélo si (M)t = M.

4. Si M es un subespacio reflexivo de X* entonces (*+ M)+ = M.

5. Si M y N son subespacios cerrados de X tales que X = M & N
entonces X* = M+ @ Nt

6. Si M y N son subespacios cerrados de X entonces (M + N)*+ =
M+t N+

7. Si M y N son subespacios cerrados de X entonces (M + N) es
cerrado en X s y s6lo si M+ 4+ Nt es cerrado en X*

Si M es un subespacio de X entonces se denota por Jy; la funcién inclu-
sibn de M en X ysi T € L(X,Y) entonces T'|j; denota la composicién
T o Jyr, si N es un subespacio de Y entonces se denota por QQn la apli-
cacién cociente de Y en Y/N. Se denota por Iy al operador identidad
sobre X. Se dice que un operador 7' € £(X,Y) es un isomorfismo si es
inyectivo y tiene rango cerrado, esto es equivalente a decir que existe
una constante C' > 0 tal que ||Tz| > C||z|| para todo = € X.

Lema 4.1.1. [7, Lema 2.2] Sea T € L(X,Y),
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1. Si M es un subespacio cerrado de X tal que T|pr es un isomor-
fismo, T(M) es complementado en'Y con complemento cerrado N
entonces M es complementado en X y T~*(N) es el complemento
cerrado de M

2. Si N es un subespacio cerrado de Y tal que Qn o T es sobreyecti-
va, T~Y(N) es complementado en X con complemento cerrado M
entonces N es complementado en'Y y T(M) es el complemento
cerrado de N

4.2. Bases en espacios de Banach

En esta seccién se introduce el concepto de base de Schauder de un
espacio de Banach y la nocién correspondiente de sucesién bésica. Para
mds detalles de este tema se recomienda ver [11] y [64]

Definicién 4.2.1. Sea X un espacio de Banach, una sucesién (x,) de
elementos de X se denomina base de X si para cada x € X existe una

tnica sucesién de escalares (a,) tal que xz = > >

e OnTn.

Definicién 4.2.2. Sean X un espacio de Banach y (z,) una sucesién
de elementos de X, suponga que existe una sucesién (z7) en el espacio
dual X* tal que

1. aj(zj)=1sij=kyai(r;) =0sij#k,

2. paracadaz € X,z =) >0 ¥ (x)z,.

n=1*n

Entonces la sucesién (z,) es llamada una base de Schauder para X y
los funcionales (z}) son llamados funcionales biortogonales asociados a

(). '

Teorema 4.2.1. [11, Teorema 1.1.3] Sea X un espacio de Banach (se-
parable), una sucesion (z,) en X es base de Schauder para X si y solo
si (zy) es una base para X.

Observe que si (z,,) es una base, entonces para cada k € N, fijo, se tiene
que

o0
mZ(Z AnTp) = g,
n=1
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y la expresion
[e's) k
Pk(z apTy) = Z On Ty
n=1 n=1

define un operador acotado Py : X — X tal que limy_, Px(x) = x para
cada z € X, que se denomina proyeccion natural asociada a la base (zy).

Definicién 4.2.3. Sea (z,,) una base para un espacio de Banach X y
considere la sucesién (Fj) de las proyecciones naturales asociadas a la
base, entonces la constante K > 0 tal que K = sup,, || P,|| se denomina
constante bdsica de la sucesién (z,). En el caso que K = 1 se dice que
la base (z,,) es mondtona.

Definicién 4.2.4. Una sucesién (z,,) en un espacio de Banach X se dice
sucesion basica, si (xy,) es base de [x,], es decir, si es base del espacio
cerrado generado por ().

Teorema 4.2.2. [11, Proposicién 1.1.9] Una sucesion (z,), no nula,
en un espacio de Banach X es bdsica si y solo si existe una constante
positiva K tal que

m n
1Y~ ajasl| < KD agal|
j=1 j=1

para toda sucesion de escalares (ay,) y para cualquier par de enteros m,
n tales que m < n.

Definicién 4.2.5. Dos bases, o sucesiones bésicas, (z,) y (y,) en los
espacios de Banach X, Y, respectivamente, se denominan equivalentes,
lo cual se denota por (z,) ~ (y,), si siempre que se tome una sucesién
de escalares (ay,), se tiene que la serie ) 7 | a,x, converge si y sélo si
la serie Y 7 | any, converge.

Teorema 4.2.3. [11, Teorema 1.3.2] Dos bases, o sucesiones bdsica,
(xn) y (yn) son equivalentes si y sdlo si existe un isomorfismo T : [x,] —
[yn] tal que T(xy) = yn para cada n € N.

Corolario 4.2.1. [11, Corolario 1.3.4] Sean (z,) y (yn) dos bases para
los espacios de Banach X, Y, respectivamente, entonces (xp) ~ (yn)
st y solo si existe una constante C' > 0 tal que para toda sucesion de
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escalares (ay,), distinta de cero para una cantidad finita de términos, se

tiene que
oo oo oo
CTHID D awill < 1) asill < CII Y aiyil)-
n=1 n=1 n=1

Definicién 4.2.6. Una sucesién bdsica (x,) en un espacio X se dice
complementada si el espacio cerrado generado por (z,), el cual denota-
remos por [z,], es complementado como subespacio de X

Teorema 4.2.4. [11, Teorema 1.3.9] (Principio de las pequenas per-
turbaciones) Sea (z,,) una sucesion en un espacio de Banach X con
constante bdsica K. Si (yp) es una sucesion en X tal que

llzn = ynll
2K =0<1.
Z [

Entonces

1. (yn) es una sucesion bdsica con constante a lo mds K(1+ 0)(1 —

0)~.

2. (yn) es base si (zy,) lo es, en tal caso la constante bdsica de (yy)
es alo mds K(1+0)(1—6)"L

3. lyn] es complementado si [x,] lo es.

Teorema 4.2.5. [11, Proposicién 1.5.4] (Principio de seleccién Bessaga-
Petczyriski ) Si (x,) es una sucesion débil nula en un espacio de Banach
X tal que inf,, ||z, || > 0 entonces (x,) tiene una subsucesion bdsica.

Teorema 4.2.6. [11, Teorema 1.5.6] Sea S un subconjunto acotado de

un espacio de Banach X tal que 0 ¢ EH'H, entonces las siguientes son
equivalentes

(i) S no contiene sucesion bdsica
(i) S es débil compacta y no contiene al 0

Teorema 4.2.7. [11, Lema 1.6.1] Si (x,,) es una sucesion bdsica en un
espacio de Banach X y x € X es un punto de clausura débil de (x)
entonces x = 0.
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Teorema 4.2.8. [11, Corolario 1.6.4] Un espacio de Banach X es refle-
xivo sty solo si toda sucesion acotada tiene una subsucesion que converge
débilmente

Teorema 4.2.9. [11, Teorema 10.2.1] (Teorema sobre ¢; de Rosenthal)
Sea (x,) una sucesion acotada en el espacio de Banach X. Entonces
(xy) tiene una subsucesion débil de Cauchy, o (xy,) tiene una subsucesion
equivalente a la base unitaria de 1.

Definicién 4.2.7. Una base (x,) de un espacio de Banach X se lla-
ma incondicional si para cada x € X la serie Y 7, z}(z)x, converge
incondicionalmente.

4.3. Operadores estrictamente singulares, estric-
tamente cosingulares

En 1958 Kato [58] introduce el concepto de operador estrictamente sin-
gular como una generalizacion del concepto de operador compacto. En
1965 Pelczynski [73] introduce la nocién dual de operador estrictamente
singular, esta clase de operadores se denominan estrictamente cosingu-
lares. En esta seccién se estudian estos tipos de operadores y algunas de
sus propiedades

Definicién 4.3.1. Un operador T € L(X,Y) se denomina estrictamente
singular si ninguna restriccién T'|p; de T a un subespacio cerrado de
dimensién infinita M de X es un isomorfismo.

Definicién 4.3.2. Un operador T € L(X,Y) se denomina estrictamente
cosingular si no existe subespacio cerrado de codimensién infinita N de
Y tal que QN7 es sobreyectiva.

Se denota por SS(X,Y) y SC(X,Y) las clases de los operadores es-
trictamente singular y estrictamente cosingular respectivamente. Estas
operadores también se llaman operadores de Kato y operadores de Pel-
czynski, respectivamente. Para un estudio detallado de las propiedades
bésicas de estas dos clases ver [75].

En [76] se muestra que SS(X,Y) y SC(X,Y’) son subespacios cerrados
de L(X,Y), mds ain, si T € L(X,Y), S € SS(X,Y) y L € L(Y,Z)
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entonces UST € SS(X,Y). De manera similar, si T € L(X,Y), S €
SC(X,Y)y L€ L(Y,Z) entonces UST € SC(X,Y).

Los operadores compactos constituyen un ejemplo de operadores que son
estrictamente singular y estrictamente cosingular, tal y como lo exhibe
el siguiente teorema.

Teorema 4.3.1. Todo operador compacto es estrictamente singular y
estrictamente cosingular

Demostracion. Suponga que T ¢ SS(X,Y) y T € K(X.Y), entonces
existe un subespacio cerrado M de dimensién infinita de X tal que
T'|pr es un isomorfismo, como T'|ps es compacto y tiene rango cerrado,
entonces su rango T'(M) tiene dimensién finita y por tanto M tam-
bién tiene dimensién finita, lo cual es una contradiccién. Esto muestra
que K(X.Y) € SS(X,Y). Andlogamente, suponga que T' ¢ SC(X,Y)
y T € K(X.Y), entonces existe un subespacio cerrado N de codimen-
sién infinita de Y tal que QnT es sobreyectiva, como QQn7T' es compacto
y tiene rango cerrado, entonces su rango Y/N tiene dimensién finita y
por tanto NN tiene codimensién finita, lo cual es una contradiccién. Esto
muestra que K(X.Y) C SC(X,Y). O

En [6] se puede encontrar un ejemplo que muestra que el reciproco del
teorema anterior en general no es cierto.

Otro ejemplo importante de operador estrictamente singular son los ope-
radores débil compactos cuyo dominio satisfaga la propiedad de Dunford-
Pettis. Recuerde que un espacio de Banach X satisface la propiedad de
Dunford-Pettis si todo operador débil compacto T: X — Y es comple-
tamente continuo, es decir, siempre que (x,) converja débilmente en X
entonces (T'z;,,) converge en norma en Y. Los espacios L (0,1), L1(0,1)
y el espacio C'(K) de las funciones continuas sobre el conjunto compacto
K, son ejemplos de espacios que tienen la propiedad de Dunford-Pettis
(ver [63, Teorema II. 4.30] y [11, Teorema 5.4.5]).

Proposicion 4.3.1. Sea X un espacio de Banach que satisface la pro-
piedad de Dunford-Pettis, entonces todo operador débil compactoT: X —
Y es estrictamente singular.

Demostracion. Sea M un subespacio cerrado de X tal que la restriccion
T'|p es un isomorfismo y sea (x,) una sucesién acotada en M. Como T
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es débil compacto existe una subsucesién (z,, ) tal que T'(x,, ) converge
débilmente. Dado que T'|ps es un isomorfismo entonces (xp,) conver-
ge débilmente. Esto nos dice que M es reflexivo. Como X satisface la
propiedad de Dunford-Pettis, el operador T es completamente continuo.
Entonces la sucesién (T'zy, ) converge en norma, por lo que 7" es compac-
to. De aqui que M tiene dimensién finita y por tanto T es estrictamente
singular. O

Los operadores estrictamente singular y cosingular estdn relacionados
por dualidad de la siguiente manera

Teorema 4.3.2. Sean X, Y espacios de Banach, si T* € SC(Y™*, X™)
entonces T € SS(X,Y). Andlogamente, si T* € SS(Y*, X*) entonces
T € SC(X,Y).

Demostracion. Suponga que T' ¢ SS(X,Y') entonces existe un subespa-
cio cerrado M de X, de dimensién infinita, tal que la restriccién Ty
es un isomorfismo. Considere M~ el anulador de M, entonces M=+ es
un subespacio cerrado de X*, de codimensién infinita. Se mostrard que
QL T* es sobreyectiva. Como T'|pr : M — Y es acotado inferiormente,
entonces (T|ns)* : Y* — M* es sobreyectiva. Ahora, sea [f] € X*/M~*
entonces f|ys € M*, por la sobreyectividad de (T'|as)* existe g € Y*
tal que (T|a)*(9) = flur, de aqui que f — T*(g) € M+ y por tan-
to Quo(T*g) = [f], es decir Q;.T* es sobreyectiva. De manera que
T* ¢ SC(Y™, X*). Analogamente, si T' ¢ SC(X,Y’) entonces existe un
subespacio cerrado N de Y, de codimensién infinita, tal que QnT es
sobreyectiva. Observe que N1 es un subespacio cerrado de Y* de co-
dimensién infinita. Se mostrard que (T%|y1) es un isomorfismo. Dado
que QNT es sobreyectiva se tiene que (Qn7T')* es acotado inferiormente.
Considere el isomorfismo sobreyectivo S : (Y/N)* — N+ definido por
S(f)y = f(Qn(y)) para todo f € (Y/N)*, y € Y. Ahora bien si z € X
y g € N+, entonces

(T*9)(x) = g(Tx) = S~ (9)(Qn(Tx)) = (QNT)" (S ga).

De donde se obtiene que (T*|y1) = (QnT)*S™!, y por tanto (T*|y.)
es un isomorfismo. Luego T* ¢ SC(X,Y). O

En [6] se puede encontrar un ejemplo que muestra que los reciprocos de
las relaciones anteriores en general no son ciertos.
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4.4. Operadores inesenciales e improyectivos

Dada un algebra de Banach 2 con unidad e # 0, el radical de 2(, deno-
tado por rad®, se define como

radd = {r € A : e — ar es invertible para todo a € 2}.

Sean L£(X) el dlgebra de Banach de todos los operadores lineales y acota-
dos de X en si mismo y K(X) el ideal de los operadores compactos sobre
X, en 1963 Kleinecke [60] introduce la clase de operadores inesenciales de
X en X, denotada por Zn(X), como Zn(X) = 7~ Rad(L(X)/K(X))},
donde 7 : L(X) — L(X)/K(X) es la aplicacién cociente. En 1978,
Pietsch [75] define y estudia los operadores inesenciales actuando en-
tre diferentes espacios espacios de Banach.

Definicién 4.4.1. Un operador T € L£(X,Y) se denomina inesencial si
Ix — ST € ®(X) para todo S € L(X,Y).

Se denota por Zn(X,Y) la clase de los operadores inesenciales de £(X,Y").
En [76] se muestra que Zn(X,Y) es en subespacio cerrado de £(X,Y).
Algunas propiedades de este tipo de operador se enuncian a continua-
cion:
1. SiT € In(X,Y), S € L(Y,Z) y U € L(W, X) entonces STU €
In(W, 2).

2. TeIn(X,Y)siysolosily —TS € ®(Y) para todo S € L(Y, X).
3. SiT* € In(Y*, X*) entonces T' € In(X,Y).

En [76] se muestra que las clases de los operadores estrictamente sin-
gulares y estrictamente cosingulares estan contenidas en la clase de los
operadores inesenciales, tal y como se exhibe en el siguiente ressultado.

Teorema 4.4.1. Sean X, Y espacios de Banach, entonces SS(X,Y)U
SC(X,Y) C In(X,Y).

La clase de operadores improyectivos es introducida en 1972 por Taraf-
dar [83],

Definicién 4.4.2. Un operador T € L(X,Y) es llamado improyectivo
si no existe un subespacio cerrado de dimension infinita, M de X, tal
que T'|ps sea un isomorfismo y T'(M) sea complementado en Y.
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Se denota por Zmp(X,Y') a la clase de los operadores improyectivos de
L(X,Y).

Observe que para cada par de espacios de Banach X, Y se cumple que
In(X,Y) C Imp(X,Y). En efecto, suponga que T" ¢ Imp(X,Y) en-
tonces existe un subespacio cerrado de dimensién infinita, M de X, tal
que T'|ps es un isomorfismo y T'(M) es complementado en Y, sea N el
complemento de T'(M). Defina S € L(Y, X) como Sy = (T|n) " (y) si
yeT(M)y Sy=0paray € N. Dado que ker(Ix — ST) = M se tiene
que Ix — ST ¢ ®(X), de aqui que T no es inesencial.

En [83] se demuestra que Zmp(X,Y) es un subconjunto cerrado de
L(X,Y). Més atn, estos operadores admiten una caracterizacién en
términos de aplicaciones cocientes, tal y como se exhibe en el siguiente
resultado.

Teorema 4.4.2. Un operador T € L(X,Y) es improyectivo si y sdlo
si no existe un subespacio cerrado N de Y, de codimension infinita, tal
que QNT sea sobreyectiva y T~1(N) sea complementado en X.

Demostracion. Suponga que T € L(X,Y) es un operador improyectivo
y que N es un subespacio cerrado de Y tal que QnT es sobreyectiva
y T7Y(N) es complementado en X. Si M es el complemento cerrado
de T—1(N) entonces, por el Lema 4.1.1, T(M) es complementado en Y’
con complemento N. Observe que T'|j; es un isomorfismo, como T es
improyectivo se tiene que M tiene dimensién finita y por tanto N tiene
codimension finita.

Reciprocamente, suponga que 71" no es improyectivo, entonces existe un
subespacio cerrado M de X, de dimensién infinita tal que T'|p; es un
isomorfismo y T(M) es complementado en Y. Sea N el complemento
cerrado de T (M) en Y, entonces N tiene codimensién infinita y QnT
es sobreyectiva. Usando el Lema 4.1.1, se tiene que (V) es comple-
mentado en X. O

Proposicion 4.4.1. Sea T € L(X,Y), si T* € Imp(Y™*, X*) entonces
T € ZImp(X,Y).

Demostracion. Suponga que T' ¢ Imp(X,Y) entonces existe un subes-
pacio cerrado M de X de dimensién infinita tal que T'|ps es un isomor-
fismo y T'(M) es complementado, de aqui que (7|pr)* es sobreyectivo,
(T(M))* es complementado e Y* y M+ es un subespacio cerrado de
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codimensién infinita de X*. Como Q. = (T|y)* y (T*)"H(M*) =
(T(M))*, se sigue en virtud del Teorema 4.4.2 que T* ¢ Imp(Y*, X*).
O
Como consecuencia inmediata de la proposicién anterior se tiene el si-

guiente resultado.

Corolario 4.4.1. Sea X es un espacio reflexivo, T € Imp(X) si y sélo
si T* € Imp(X™)

4.5. La clase de perturbacion para operadores
semi-Fredholm

Sea A una clase de operadores continuos entre espacios de Banach. La
Clase de perturbacion PA de A se define en [62] por sus componentes,
es decir,

PAX,)Y) ={K e L(X,Y): K+A € A(X,Y), para cada A € A(X,Y)},

donde X, Y son espacios de Banach tales que A(X,Y’) es no vacio. En
el caso que X =Y se escribe A(X) en vez de A(X, X).

Teorema 4.5.1. [62, Lema 2.1] Dados dos espacios de Banach X, Y
para los cuales PA(X,Y) # 0, se cumple que:

1. PA(X,Y) es un subespacio cerrado de L(X,Y)

2. 8iT € PA(X,Y), entonces TS y UT estan en PA(X,Y) para
todo S € L(X) y todo U € L(Y)

Lema 4.5.1. [8, Lemma 3.3] Sea A una de las clases &4, ®_ o P.
Suponga que A(X,Y) # 0 y sea K € PA(X,Y). Entonces:

1. Si A es un isomorfismo de W sobre X y B es un isomorfismo de
Y sobre Z, entonces BKA € PAW, Z).

2. SiAe L(X)yBeL(Y), entonces BKAe€ PA(X,Y).

Es conocido que si X, Y son espacios de Banach tales ®(X,Y) es no vacio
entonces la clase P®(X,Y") coincide con Zn(X,Y) [62], sin embargo, la
clase de perturbacién de @, y de ®_ en general se desconoce. El siguien-
te resultado muestra la relacién existente entre las clases PP, (X,Y),
Po,(X,Y)ySS(X,Y), SC(X,Y)y In(X,Y)
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Teorema 4.5.2. Sean X, Y espacios de Banach para los cudles la co-
rrespondiente clase de perturbacion esté definida, entonces se cumple
que

1. S§(X,Y) C PO (X,Y) ([58, Teorema 5.2]),
2. SC(X,Y)cC P®_(X,Y) (/87, Corolario 1]),
3. PP (X,)Y)UPP_(X,Y)CIn(X,Y) ([25, Teorema 5.6.9]).

Demostracion. (1) Suponga que @, (X,Y) # (), sean T € SS(X,Y) y
S € &, (X,Y), se mostrara que T+ S € ¢, (X,Y), para esto suponga
lo contrario, es decir T+ S ¢ &, (X,Y). Entonces existe un operador
compacto K € K(X,Y) tal que dimN(T + S — K) = oo, denotemos
por M = N(T + S — K). De modo que M es un subespacio cerrado,
de dimensién infinita de X y T'|asr = (K — S)|asr. Observe que K — S €
¢ (X,Y)yaque S e P (X,Y)y K es compacto. Luego T'|yr = (K —
S € ©4(M,Y), de aqui que T|pr ¢ SS(M,Y) y en consecuencia
T ¢ SS(X,Y) lo cual es una contradiccién.

(2) Suponga que ®_(X,Y) # 0, sean T € SC(X,Y)y S € &_(X,Y),
se mostrard que T+ S € ®_(X,Y), para esto suponga lo contrario,
es decir T+ S ¢ ®_(X,Y). Entonces existe un operador compacto
K € K(X,Y) tal que dim(Y/R(T + S — K)) = oo, denotemos por M =
R(T + S — K). De modo que M es un subespacio cerrado, de codimen-
sién infinita de Y. Observe que para todo z € X, (T+S—K )z € M por lo
que Qu(T+S—K)x = Qpn(0) y de aqui que QT = Qp (K —S). Dado
que K—S € &_(X,Y) se tiene que QuT = Qu(K —S) € ¢_(X,Y/M)
y por lo tanto QnT ¢ SC(X,Y/M), asi T' ¢ SC(X,Y) lo cual es una

contradiccién.

(3) Sea T € L(X,Y) tal que T ¢ In(X,Y), entonces existe un operador
S e L(Y,X) tal que Ix — ST ¢ &, (X), y por tanto para cada operador
U e &,(X,Y) se tiene que U(Ix — ST) = U - UST ¢ &,.(X,Y).
Dado que U € &, (X,Y) se obtiene que UST ¢ PP, (X,Y) y asi T ¢
PO (X,Y).

De igual manera, si T' € L(X,Y) y T ¢ In(X,Y), entonces existe un
operador S € L(Y, X) tal que Iy —T'S ¢ ®_(Y). Luego para cada ope-
rador U € ®_(Y, X) se tiene que U(ly —TS)=U —-UTS ¢ &_(Y, X).
Dado que U € ®_(Y, X)) se obtiene que UT'S ¢ PP_(Y,X) y asi T ¢
Po_(X,Y). O
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Durante mas de 40 anos se estudié el problema de la clase de perturba-
cién, y se obtuvieron soluciones positiva para pares de espacios concretos,
sin embargo no se obtuvo una solucién general positiva hasta el 2003, fue
Gonzélez [49], quien logré resolver el problema negativamente, utilizando
producto de espacios de Banach exéticos de tipo hereditariamente indes-
componible (H.I.) y de tipo cociente indescomponible (Q.I.). Un espacio
de Banach X se dice que es indescomponible si no se puede expresar
como la suma directa de dos subespacios cerrados de dimensién infinita.
Se dice que X es hereditariamente indescomponible si todo subespacio
cerrado de X es indescomponible. Se dice que X es hereditariamente
cociente indescomponible si todo cociente de X es indescomponible. Los
espacios de Banach de dimensién finita son ejemplos triviales de espa-
cios indescomponibles. Este tipo de espacios de Banach se denominan
exéticos debido a que sus propiedades contrastan enormemente con las
de los espacios cldsicos conocidos. Atin cuando desde 1981 Weis [91],
habia trabajado con este tipo de espacios hereditariamente indescom-
ponible (H.I.) y cociente indescomponible (Q.I.), no fue sino hasta 1993
que Gowers y Maurey [50] proporcionan un primer ejemplo de este tipo
de espacio.

Teorema 4.5.3. [49, Teorema 4] Sea X un espacio de Banach reflexivo
y hereditariamente indescomponible, sea Y un subespacio cerrado de X
tal que dim(Y) = dim(X/Y) =o00. Si Z = X XY entonces

P®.(2) + 88(Z)

Pd_(Z*) + 8C(Z*)

Atn cuando la solucién general del problema de la clase de perturbacion
para operadores semi-Fredholm es negativa, es interesante encontrar pa-
res de espacios X, Y tales que las igualdades P®(X,Y) = SS(X,Y)
y P®_(X,Y) =S8C(X,Y) sean ciertas, ya que esto proporciona una ca-
racterizacion intrinseca de los operadores en P® y P®_, puesto que la
propiedad que caracteriza a los operadores K € SS(X,Y) depende de
la accién de K sobre subespacios cerrados de X, mientras que la pro-
piedad que caracteriza a los operadores K € P®, (X,Y) depende de las
propiedades de la suma de K con todos los operadores en & (X,Y).

Desde los anos 70, diversos autores han proporcionado diversos pares de
Banach concretos para los cuales las igualdades P® (X,Y) = SS(X,Y)
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y P®_(X,Y) = SC(X,Y) son ciertas, las cuales se nombran a continua-
cién.

Para @ (X,Y) # 0, la igualdad PP, (X,Y) = SS(X,Y) ocurre en los
siguientes casos:

1. Y subproyectivo ([8]);
2. X =Y = L,(0,1), 1 < p < 00 ([90]);
3. X hereditariamente indescomponible ([8, Teorema 3.14]);

4. X es separable y Y contiene una copia complementada de C[0, 1]

([90)-

5. X = L,(0,1) para 1 < p < 2y Y satisface la propiedad de Orlicz
([47]);

6. X =L1(0,1) y Y es secuencialmente débil completo ([47]);
7. X es fuertemente subproyectivo ([45]);

8. X es el espacio de Lorentz Aw,(0,1) de cotipo finito para 1 <
P <2, 0Lpg0,1) 0 Lpg(0,00) para 1 < p <2, 1< qg<2y
S§S8(£2,Y) = K(£s,Y') ([46]);

9. X es el espacio de funciones de Orlicz L, (0, 1) con E, 00~ {t?} para
1<p<2yS8S(r,Y)=K(l,Y) ([46]).

Para ®_(X,Y) # 0, la igualdad P®_(X,Y) = SC(X,Y) se cumple en
los siguientes casos:

1. X superproyectivo ([8]);

2. X =Y = Ly(p), 1 < p < oo ([90]);

3. Y cociente indescomponible ([8, Teorema 3.14]);

4. X contiene una copia complementada de ¢1 y Y es separable ([9]).

5. Y =Ly(0,1) para 2 < p < ooy X* satisface la propiedad de Orlicz

([47]);
6. X =L1(0,1) y Y es secuencialmente débil completo ([47]);
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7. Y es fuertemente superproyectivo ([45]);

8. X es el espacio de Lorentz Ay, (0, 1) de cotipo finito para 2 < p <
00, 0 Lp4(0,1) 0 Ly 4(0,00) para 2 < p,q < ccoo y SS(f2,Y) =
K(2,Y) ([46]);

9. X es el espacio de funciones de Orlicz L, (0, 1) con E,00={t"} para
2<p<ooySSs,Y)=K(l2,Y) (]46]).

En los préximos capitulos se estudian detalladamente los resultados ob-
tenidos en [90], [8], [47] y [45]
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Capitulo 5

Espacios Ly

En este capitulo see estudian soluciones positivas al problema de la clase
de perturbacién, al considerar el espacio de funciones p-integrable L.
Los primeros en considerar los espacios L, para resolver este problema
fueron Milmam (1969) [69] y Weis (1977) [90]. Milman demostr6 que
PP (X,)Y) =S8SSX,)Y)si X =Y = Ly(n) y 2 < p < oo, también
mostré que PO_(X,Y) =SC(X,)Y)si X =Y =L,(p) y1 <p <2
Luego Weis logré extender estos resultados para 1 < p < oco. En el
2010 Gonzalez y Salas-Brown [47], logran extender la solucién dada por
Milman y Weis al considerar operadores que actiian de un espacio L, a
un espacio L, para valores de p y ¢ especificos.

A continuacion se proporcionan algunas propiedades geométricas de los
espacios Ly, las definiciones y resultados sobre los espacios L, que se
presentan han sido tomados de los textos [11] y [27].

Sil < p < oo, el espacio L,(0,1) consiste (salvo en igualdad en casi
todas partes) de las funciones medibles f definidas sobre (0,1) tales que

1l = ( / 1 f(t)lpdu(t))l/p .

donde p denota la medida de Lebesgue sobre (0, 1).
El espacio L (0,1) consiste (salvo en igualdad en casi todas partes) de
las funciones medibles f definidas sobre (0, 1) tales que

[ flloo = fnf{A >0 [f(#)] < X ae}

99
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Para 1 < p < o0, el espacio L,(0,1) se denotard, por comodidad, por
Ly, sunorma por || - ||, y la medida de Lebesgue sobre (0,1) por u. Note
que, para 1 < p < ¢ < oo y para una funcién medible f sobre (0, 1), se
cumple que || f]|, < || fll¢; de aqui que el espacio L, estd continuamente
embebido en L,,.

5.1. Propiedades Geométricas

El espacio L, para 1 < p < oo tiene una base monétona (ver [11, Pro-
posicién 6.1.3]), la cual se denomina el sistema de Haar. El sistema de
Haar se define como la sucesién de funciones (hy,), sobre [0, 1] tales que
hi=1yparan=2"+s (donde k =1,2,...,y s =1,2,...,2F),

1, st te [;Z-H 5 3Z+11)
ho(t) = —1, si t€ [2k+1 ) 2k+1)
0, en otro caso.

Més atn, el sistema de Haar es una base incondicional en L, para 1 <
p < 00, este resultado fue establecido en 1932 por Paley [72], los detalles
de la demostracion también se pueden encontrar en [11, Teorema 6.1.6]
Para p = 1, el espacio L, no tiene base incondicional (ver [64, Proposi-
cién 1.d.1]), sin embargo, todo subespacio cerrado de dimensién infinita
de L; contiene una sucesién bésica incondicional, tal y como lo exhibe
el siguiente resultado.

Proposicion 5.1.1. Para 1 < p < o0, todo subespacio cerrado infinito
dimensional de L, contiene una sucesion bdsica incondicional.

Demostracion. Para 1 < p < oo, la base de Haar (h,) es una base
incondicional de L,, luego todo subespacio cerrado de dimensién infi-
nita contiene un subespacio Z el cual tiene una base equivalente a un
bloque de (hy,) (ver [64, Proposicién 1.a.11]). Para el espacio L;, dado
un subespacio cerrado M de dimension infinita de L4, se tiene que M
contiene un subespacio isomorfo a ¢ o es isomorfo a un subespacio de
L, con 1 < g <2 [81, Teorema 8]. Dado que la base unitaria de £; es
incondicional el resultado también es cierto para p = 1. O

El siguiente resultado trata sobre subespacios cerrados de L,,. La demos-
tracién del mismo, en el caso que M sea isomorfo a £5 puede encontrarse
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en [74, Teorema 3.1], y en el caso que M sea isomorfo a £, puede ver
[11, Teorema 7.2.6 y Teorema 6.4.8].

Teorema 5.1.1. Sea 1 < p < 0o y M un subespacio cerrado de L, iso-
morfo a £y, o isomorfo aly, entonces M contiene un subespacio isomorfo
a M y complementado en L,,.

El siguiente resultado fue mostrado en 1962 por Kadets y Pelczyniski [57],
también se puede encontrar una demostracién en [11, Teorema 6.4.8].

Teorema 5.1.2. Sea M un subespacio cerrado infinito dimensional de
Ly, para 2 < p < oco. Entonces M contiene un subespacio isomorfo a £,
y complementado en L, o M es isomorfo a {2 y complementado en L.

En el caso que M sea un subespacio no reflexivo de Lq se tiene la si-
guiente versiéon del teorema anterior.

Teorema 5.1.3. [11, Proposicién 5.6.2] Sea M un subespacio cerrado
infinito dimensional no reflexivo de L1, entonces M contiene un subes-
pacio isomorfo a €1 y complementado en L.

El siguiente teorema presenta un propiedad para operadores lineales
definidos sobre Lo, y es consecuencia de [11, Teorema 5.5.5].

Teorema 5.1.4. SiT € L(L,Y) entonces T es débil compacto o existe
un subespacio cerrado M, de dimension infinita, de Lo, tal que M es
isomorfo a s y T|ar es un isomorfismo.

El siguiente teorema fue demostrado por Rosenthal en 1973 [81], en [11,
Teorema 7.2.6] también puede encontrar los detalles de esta demostra-
cion.

Teorema 5.1.5. Suponga que M es un subespacio cerrado de L, (1 <
p < 2). Entonces M no contiene subespacios isomorfos a £y, siy solo si
la bola cerrada unitaria de M es p-equi-integrable, es decir, dado € > 0
existe 0 > 0 tal que para todo conjunto medible E C (0,1) con u(E) < 6
se cumple que

sup / |f|Pdp < e.

feBy JE
A continuacién se presentan una serie de propiedades relevantes relacio-
nadas con los espacios de sucesiones /,,.
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Proposicion 5.1.2. Todo subespacio cerrado Y de dimension infinita
de £, con 1 < p < oo contiene un subespacio cerrado Z tal que Z es
isomorfo a £, y complementado en £,.

La demostracién de la proposicién anterior puede ser encontrada en [11,
Proposicién 2.2.1].

Proposicién 5.1.3. [11, Proposicién 2.5.2] Si un espacio de Banach X
contiene un subespacio M isomorfo a ls, entonces M es complementado
en X.

Proposicién 5.1.4. Todo subespacio complementado M isomorfo a {)
(1 < p < o0) de un espacio de Banach X contiene un subespacio My
isomorfo a M, complementado en X y con complemento isomorfo a X.

Demostracion. Supongamos que N es un complemento cerrado de M en
X. Tomando dos subespacios My y My de M isomorfos a M y tales que
M = M; ® M,, basta notar que My @ N es isomorfo a X. O

Un espacio de Banach X se denomina primario, si siempre que M y N
sean subespacios cerrados de X y X = M @& N, entonces se cumple que
M o N es isomorfo a X. En [13, Teorema 7| se muestra que el espacio Ly,
es primario para 1 < p < oo. Del hecho que L,, sea un espacio primario,
se obtiene el siguiente resultado

Teorema 5.1.6. El espacio L, para 1 < p < oo, es isomorfo a sus
subespacios cerrados de codimension finita.

Demostracion. Sea M es un subespacio cerrado de L, de codimensién
finita entonces existe un subespacio cerrado N de L, de dimensién finita
tal que L, = M @ N, por ser L, primario se cumple que M o N es
isomorfo a L, pero N no puede ser isomorfo a L, por ser de dimensién
finita, de manera que M debe ser isomorfo a L. O

Los espacios L, para 1 < p < 2 estan enmarcados en una clase de
espacios de Banach mds amplia, estos son los espacios de Banach que
satisfacen la propiedad de Orlicz.

Definiciéon 5.1.1. Se dice que un espacio X satisface la propiedad de
Orlicz si cada sucesion semi-normalizada y débil nula (z,) en X tiene
una subsucesion (z,, ) que satisface una 2-estimacion inferior, es decir,
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si existe una constante C' > 0 tal que, para cada sucesion de escalares

(ak)a - -
1> aran, || = c(z |ak|2)1/2.
k=1 k=1

Recuerde que una sucesion (z,) en un espacio de Banach X se denomina
semi-normalizada, si es acotada y satisface inf,en ||z,|| > 0, y se dice
que (zp,) es débil nula, si (z,) converge débilmente a 0.

En 1930, Orlicz [71], establece que el espacio L, satisface la propiedad de
Orlicz para 1 < p < 2, y en 1991, Rébiger [78], muestra la existencia de
una clase de reticulos de Banach que satisfacen la propiedad de Orlicz, el
muestra que todo reticulo de Banach de cotipo 2 satisface la propiedad
de Orlicz.

Un espacio de Banach es de cotipo ¢, para algin ¢ > 2, si existe una
constante 0 < M < oo tal que para toda coleccién finita (azj);‘:l de
elementos de X se tiene que

1 n n
/0 1S (0] > M )
=1 i=1

donde (ry,) es la sucesién formada por las funciones de Radamacher las
cuales se definen por 7, (t) = sgn(sen(2"nt)). Para mas detalles acerca
de las funciones de Radamacher puede consultar [11] y [27].

El espacio L, para 1 < p < 2, tiene cotipo 2 ([11, Teorema 6.2.14]). El
espacio de funciones de Lorentz L, ,(0,1) tiene cotipo 2 para 1 < g <
p<2yparal <p<q<2([34]).

Teorema 5.1.7. Un espacio de Banach que satisface la propiedad de
Orlicz no contiene subespacios isomorfos a cq.

Demostracion. Sea X un espacio de Banach que satisface la propiedad
de Orlicz y suponga que existe un subespacio M de X que es isomorfo a
cg, sea T : ¢cg — M un isomorfismo sobreyectivo, entonces existe L > 0
tal que ||[T'z|| > L||z|« para todo x € ¢y. Para n € N, sea e, la sucesién
que es igual a cero en todas sus componentes, excepto en la n-ésima
posicién donde vale 1. Se observa que cada e, € ¢y y que la sucesién
(en) converge débilmente a 0. Hagamos, para cada n € N, z,, = Te,,
entonces (z,) converge débilmente a 0, ademas

[zl = I Tenll = Lilen]loc = L
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[zl = 1 Tenll < [ Tllenlloo = I

lo que significa que (z,) es una sucesién semi-normalizada y débil nula
en X. Como X satisface la condiciéon de Orlicz, existe una subsucesién
(2, ) vy una constante C' > 0 tal que para la sucesién de escalares (ay)
con ay = 1/Vk se tiene que

DITENEEL0 SIS I DRy QRS
k=1 k=1 k=1
Si se toma x = Y 50, agey, entonces x € ¢y y por tal motivo || Tz| <
IT[[l]loc < o0; pero

[e.e] o0 o0
[Tx] =T (Z ak%) =1 arT(en)ll = 1Y arn, || = oo
k=1 k=1 k=1

lo cual conduce a una contradiccion. O

En [12, Teorema 4.60] se muestra que si un reticulo de Banach X no
contiene subespacios isomorfos a ¢y entonces X es secuencialmente débil
completo. Luego todo reticulo de Banach que satisface la propiedad de
Orlicz es secuencialmente débil completo.

Recuerde que un espacio de Banach Y es secuencialmente débil com-
pleto, si toda sucesion débil de Cauchy en Y converge débilmente. El
espacio de las funciones integrables a.e, L1 es un ejemplo de un espa-
cio secuencialmente débil completo tal y como se exhibe en el siguiente
resultado.

Teorema 5.1.8. [11, Teorema 5.2.10] El espacio Ly es secuencialmente
débil completo.

Ahora se enuncian un grupo de proposiciones que serdn de gran utili-
dad para establecer y desarrollar los resultados relativos a la clase de
perturbacién sobre los espacios L.

Proposicion 5.1.5. Sean M y L dos subespacios cerrados de dimension
infinita de Ly, L isomorfo a L,, tales que M + L es cerrado y M N L
es de dimensidn finita entonces L contiene un subespacio cerrado L', de
codimension finita tal que M N L' = {0}, M + L' es cerrado y L' es
isomorfo a L.
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Demostracion. Dado que M N L es de dimension finita entonces M N L
es complementado en L,, esto es existe un subespacio cerrado W de L,
de dimensién infinita tal que L, = (M N L) & W. Tomemos L' = LNW
entonces L es un subespacio cerrado de L, y MNL' = {0}. Observe que
L’ tiene codimensién finita en L puesto que L = (M NL)& L' y dado que
L es isomorfo a Ly, se tiene que L es primario y por lo tanto isomorfo a
L'. Finalmente M + L’ es cerrado puesto que M + L es cerrado O

Proposicién 5.1.6. Sea K € L(L,,Y) y H un subespacio cerrado de
dimension infinita de Ly, tal que K|g es semi-Fredholm superior, enton-
ces existe un subespacio cerrado H' de H, de codimension finita tal K |p
es un isomorfismo.

Demostracion. Dado que K |p es semi-Fredholm superior, entonces N (K |f7)
tiene dimensién finita y R(K|p) es cerrado, de manera que existe un
subespacio H' de H, cerrado de dimensién infinita tal que H = N (K |g)®
H'. Entonces H' tiene codimensién finita y K|g es un isomorfismo. O

Proposicién 5.1.7. Sea f € L, tal que || f|, <1 entonces dado M > 0
se tiene que

p({te(0,1): [fO)] > M}) < 1/MP.

Demostracion. Sea f € Ly tal que || f]|, <1 entonces
1
Uz [ lr@pdut)
0

-/ sOPaut) + [ FOFaut)
{te(0,1): |£(t)[>M} {te(0,1): |£()[<M}

/ SOPau)
{te(0,1): |£(t)[>M}

/ MPdp(t) = MPp({t € (0,1): [£(8)] > M})
{te(0,1): |f(t)|>M}

De aqui que
i ({t € (0,1): [£(5)] > M}) < 1/M”

que era lo que se queria demostrar. ]
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Proposicién 5.1.8. Sea T : L, — L, con 1 < p < 2, si (f,) es una
sucesion en L, tal que (fy) converge débilmente a cero, (T f,) no con-
verge a cero y si para todo € > 0 existe § > 0 tal que para todo conjunto
medible E C (0,1) con u(E) < ¢ se cumple que

sup [ |falrdp < 2.
n FE

Entonces existe un subespacio M isomorfo a Uy tal que T|pr es un iso-
morfismo

Demostracion. Sea (f,) una sucesion en L, que satisfaga las hipétesis,
Dado que (T'f,,) no converge a cero, podemos seleccionar una constan-
te ¢; > 0 y una subsucesion (fp,) de (f,) tal que [|[T(f,,)|| > c1 para
todo k € Z; y por tanto || fp, | > ”CT1|| = ¢y. Luego, pasando a subsuce-
sién, podemos suponer que las sucesiones (T'f,,) y (f,) estdn acotadas
inferiormente, de modo que (f,) se puede suponer normalizada.

Por hipétesis, dado € > 0 existe § > 0 tal que para todo conjunto medible
E C (0,1) con pu(E) < 6 se cumple que

sup [ |fulfdu < .
n E

Llamemos M. = (1/6)'/7, entonces de la Proposicién 5.1.7 se obtiene
que j{lfal > M.} < 1y = 6, n € 7,

Se define o (o)
r _ fn t), si fn t)| < M.,
Fult) = { 0, en otro caso.

Observe que [Fully < [fully ¥ 17a®) = £u(8)] < [£a(D)] por lo que ||, -
fallp < Nl fnllp = 1. Luego la sucesién (f, — f,) es una sucesién acotada
en un espacio reflexivo, por lo que tiene una subsucesiéon que converge
débilmente. Pasando a subsucesién, podemos suponer que f, — f, w f
para algin f € L,(0,1). Observe que

Lolflly <e

2. fa f,

3. | fn — fnllp < € (esto se debe a que p{|fn| > M.} < # =0y se
sigue, por hipotesis, que 7, — ful} = fj, oary [l < )
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4 | fullp = W fnllp —& = Wb [ fall =& > c2 =,

5. | fullso = mf{B : |fa] < B, p.a.e} < M.,y como f, w f entonces
[ flloe < M-

Observe también, que
A A

— / T ful? dp+ / T f, P dy
{lfnl<Mc} {lfnl>Mc}

\TF e + / T(faxs)” du (donde B = {|fa] > M.})

IT Fully + 1T (Faxn)l

< TR+ ITIP | fuxs]?
= | THE - TP /B Ful? di
< B+ |TIPer.

Asi, s
1T fully = 1T fally — 177",

de donde se obtiene

1
(1T fally = IT|["e") 7
T fallp = 1T le,

1T fully =
>

siempre que £ > 0 sea lo suficientemente pequeno. Denotemos por g, =
fn — f, la sucesion (g,,) satisface las siguientes condiciones:

1. gn 30’
2. lgnllp = lfa = Fllp < [fallp + Ifllp £ 1+ < 2 (parae <1).

3. Mgnllp = Wfn = Ffllp = Nfully = Ifllp = c2 —2e > § (para € lo
suficientemente pequeno).

4. HgnHoo = an - f”oo < anHoo + Hf”oo < 2M;
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Como 1 < p < 2 entonces (g,) es una sucesién semi normalizada y
débil nula en L. Luego, por el Teorema 4.2.5 se obtiene que (g,) es una
sucesion bésica en Lo, de modo que (gy,) contiene una subsucesion (gy, ),
equivalente a la base unitaria de /5 en Lo. Asi, para escalares cualquiera
aq, 9, ..., Q,, se cumple que

r r
Yoal(gn)|| < ITI|D ign,
i=1 P i=1 P
r
< T | cign,
=1 2
r 1/2
< [Tk (Zlaz-IQ)
i=1

Ademas (T'gy, ) es una sucesién acotada en L, que converge débilmente
a cero y satisface:

1Tgnilly = 1T = Dllp 2 1T Fnllp = 1T Flp

= T folly = ITIA Nl = VT frillp = 1Tl
c1

2 T fullp = 21T Ne > er = 2{|Tlle > o

V

Luego, por el Teorema 4.2.5 se obtiene que (T'g,, ) es una sucesién bésica,
y por tanto (Teorema II. 3.7 [63]) se obtiene que

, 1/2
K (Z !0@\2) <
i=1

Z aiT(gni)
=1

p

Denotemos por J: Ly — L, el operador inclusién, entonces se ha pro-
bado que T'J es un isomorfismo sobre un subespacio de Ly isomorfo a £5.
De aqui que T" es un isomorfismo sobre un subespacio M de L, isomorfo
a 62. O
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5.2. El problema de la clase de perturbacion

A continuacion, se detalla la solucién del problema de la clase de per-
turbacién para operadores semi-Fredholm dada por Weiss [90], cuando
se consideran operadores lineales y acotados que van de un espacio L,
en si mismo.

Proposicién 5.2.1. Sea T : L, — L, con 2 < p < 00, si T no es es-
trictamente singular entonces existe un un subespacio M de L,, isomorfo
aly, oly tal que T\ es un isomorfismo y M y T(M) son subespacios
complementados de L,(0,1)

Demostracion. Suponga que T no es estrictamente singular, entonces
existe un subespacio cerrado M de L,, infinito dimensional tal que 7’|z
es un isomorfismo, observe que T(M) es un subespacio cerrado, de di-
mensién infinita de L,, luego por el Teorema 5.1.2, se tiene que:

1. T(M) es isomorfo a [y, en tal caso T'(M) es complementado en
L,(0,1) o

2. T(M) contiene un subespacio que es isomorfo a [, y complemen-
tado en L,

Si el caso es 1. entonces M es un subespacio cerrado de Ly(0, 1) isomorfo
a lp tal que T'|ps es un isomorfismo y T'(M) es complementado en L.
Luego, por Lema 4.1.1, se obtiene que M es complementado en L.

Si el caso es 2. llamemos Z al subespacio de T'(M) isomorfo a [, y com-
plementado en L,, entonces W = T|;}(Z) es isomorfo a I,,, por lo cual
es cerrado. Ademds Ty es un isomorfismo y 7'y (W) = Z es comple-
mentado entonces por el Lema 4.1.1 se tiene que W es complementado
en Ly. O

Proposicién 5.2.2. Sea T : L, — L, con 1 <p <2, si T no es estric-
tamente singular, entonces existe un subespacio M de L, isomorfo a £,
0 Uy, tal que T|pr es un isomorfismo, M y T(M) son complementados
en Ly.

Demostracion. Suponga que T no es estrictamente singular, entonces
existe un subespacio cerrado M de L, infinito dimensional tal que 7’|y :
M — T(M) es un isomorfismo, por lo que existe C' > 0 tal que C||f]| <
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ITf|| para todo f € M. Es posible que M tenga un subespacio isomorfo
a {, o no. En el primer caso T'(M) también contiene un subespacio
isomorfo a £,. Luego, por el Teorema 5.1.1, existe un subespacio Z de
T (M), isomorfo a ¢, y complementado en L,. Sea My = (T)ar) " (2),
entonces T (My) = Z es complementado en L, y T'| s, es un isomorfismo.
Luego, en virtud del Lema 4.1.1, se obtiene que My es complementado
en L.

Suponga ahora que M no contiene subespacios isomorfos a £,, y sea
(fn) una sucesion bésica incondicional en M | la cual se puede suponer
normalizada, es decir, || f,|, = 1 para todo n € Z, por lo que || T f,| >
C' para todo n € Z,. Luego, como (f,) es una sucesién bésica acotada
de un espacio reflexivo, pasando a subsucesién, se puede suponer que
(fn) converge débilmente a cero y (T'f,) no converge a cero.

Al no contener M subespacios isomorfos a [, entonces, por el Teorema
5.1.5, dado ¢ > 0 existe § > 0 tal que para todo conjunto medible
E C (0,1) con pu(E) < ¢ se cumple que

sup / |fIPdp < e.
E

fe€Bum

Luego, en virtud de la Proposicién 5.1.8, existe un subespacio N isomorfo
a ly tal que T'|x es un isomorfismo, por tanto existe un subespacio Z de
N isomorfo a Iy y complementado en L,. De modo que W = (T|x) " (Z)
es un subespacio de Ly, tal que T’y es un isomorfismo, Wy T' (W) son
complementados en L. O

El siguiente resultado es consecuencia de las dos proposiciones anteriores.

Teorema 5.2.1. Sea T : L, — L, con 1 <p < oo, si T' no es estricta-
mente singular, entonces existe un subespacio M de L, isomorfo a ¢, o
Uy tal que T|pr es un isomorfismo, M y T(M) son complementados en

L.

A continuacién se muestra una solucién positiva al problema de la clase
de perturbacién para operadores semi-Fredholm,

Corolario 5.2.1. Si X = Ly(u), con 1 < p < oo, entonces SS(X) =
P(®4 (X)) = P((X)) = P(®_(X)) = SC(X)
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Demostracion. Suponga que existe T € P(®(X))\SS(X). Entonces, por
Teorema 5.2.1, existe un subespacio M de X tal que Ty : M — T'(M)
es un isomorfismo y M y T'(M) son complementados. Sea P : X — T'(M)
una proyeccién, como T € P(®(X)) entonces PTJ € P(®(M,T(M))).
Observe que PTJ : M — T(M) es un isomorfismo, por lo que PTJ €
(M, T (M), luego 0 = PTJ— PTJ € ®(M, T (M), lo cual es imposible.

O

La siguiente solucién al problema de la clase de perturbacién fue propor-
cionada por Gonzélez y Salas-Brown en [47], a continuacién se exponen
los detalles. En primer lugar, observe que para 1 < p < oo, el conjunto
¢ (Ly,Y) es no vacio si y sélo si el espacio Y contiene un subespacio
isomorfo a L. En efecto, si T' € &, (L,,Y") entonces N(T') tiene dimen-
sién finita y R(T") es cerrado, de modo que existe un subespacio cerrado
M de L,, de dimensién infinita tal que L, = N(T') ® M, dado que el
espacio de Banach L, es isomorfo a sus subespacios cerrados de codimen-
sién finita, se sigue que L, y M son isomorfos y por tanto 7'(M) es un
subespacio de Y isomorfo a L,. Reciprocamente, si NV es un subespacio
de Y isomorfo a L,. Considere el isomorfismo sobreyectivo S : L, — N
y el operador T obtenido al extender el rango de S a todo el espacio Y,
entonces T' € @ (Lp,Y).

El siguiente resultado establece condiciones sobre un espacio de Banach
Y para que P®, (L,,Y) =S8S(Ly,Y) para 1 <p < 2.

Teorema 5.2.2. Sean 1 < p < 2, Y un espacio de Banach que contie-
ne un subespacio isomorfo a L, y que satisface la propiedad de Orlicz.
Entonces PO (Ly,,Y) =SS(L,,Y).

Demostracion. Sea K € L(L,,Y') y suponga que existe un subespacio
cerrado H de dimension infinita de Ly, tal que la restriccién K|g es un
isomorfismo. Probaremos que K ¢ PP (L,,Y).

Primeramente, se considera el caso en que H contiene un subespacio
isomorfo a ¢,. Por Teorema 5.1.1, pasando a subespacio si es necesario,
se puede asumir que H es un subespacio complementado isomorfo a /,,.
Sea M el subespacio cerrado de L, tal que L, = H @& M. Dado que L,
es primario (Teorema 5.1.6), se sigue que M es isomorfo a L.

Por hipétesis, Y contiene un subespacio L el cual es isomorfo a L.
Considere ahora los siguientes casos posibles:
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1) K(H)+ L es cerrado y K(H) N L tiene dimensién finita,

(1)
(2) K(H)N L tiene dimensién infinita,
(3) K(H)+ L es no cerrado y K(H) N L tiene dimensién finita.

(1) En virtud de la Proposicién 5.1.5, se puede sustituir L por un subes-
pacio de codimensién finita, y se puede asumir que K(H) N L = {0}.
Sea U € L(M, L) un isomorfismo sobreyectivo. Considere el operador

T:L,=HoM — KH)®LCY

definido por T'(z,y) := —K (x)+U(y), entonces T es un isomorfismo, por
loque T'e &, (L,,Y). Observe que N(T' + K) tiene dimensién infinita
pues contiene al subespacio H. Por lo tanto, T+ K ¢ ®,(L,,Y), de
aqui que K ¢ P®_ (L,,Y).

(2) Dado que K(H) es isomorfo a ¢,, y K(H) N L es un subespacio
cerrado de dimensién infinita de K (H) entonces por Proposicién 5.1.2,
K (H) N L contiene un subespacio N; isomorfo a ¢,

Como Nj es un subespacio de L y L es isomorfo a L,, se tiene por
Teorema 5.1.1, que Ny contiene un subespacio N isomorfo a £, y com-
plementado en L. Digamos L = No & W, donde W es un subespacio
cerrado de dimensién infinita de L.

Como L, es primario, el complemento de Ny en L es isomorfo a L,, es
decir, W es isomorfo a L. Asi, reemplazando L por este complemento y
reemplazando H por (K |z)~!(Nz), el cual es un subespacio complemen-
tado en L, y es isomorfo a £, se puede asumir que la suma K (H)+ L es
directa y cerrada; y por lo tanto estamos bajo las condiciones del caso
(1).

(3) En este caso, se definird un operador compacto K; € L£(L,,Y) tal
que (K + K1)(H) N L tenga dimensién infinita.

Note que de ser posible esto, entonces (K + Kj)|g seria un operador
semi-Fredholm superior, puesto que al ser K|y un isomorfismo K|py €
&, (H,Y) ylaclase de operadores semi-Fredholm es estable bajo la suma
de operadores compactos.

En virtud de la Proposicién 5.1.6, pasando a un subespacio de codimen-
sién finita, se puede asumir que (K + K1)|gy es un isomorfismo.

Luego, usando el argumento del caso (2) se obtendria un operador T' €
O (Ly,Y)talque T+K+K; ¢ ®,(Lp,Y). Entonces T+K ¢ @ (L,,Y),
de aqui que K ¢ PO (L,,Y).
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Ahora bien, se procede a definir tal operador compacto. Como en el caso
(1), se puede asumir que K(H)NL = {0}. Del hecho que K(H)+ L es no
cerrado, se sigue que existe una sucesién normalizada (y,,) en K(H) tal
que dist(y,, L) < 27". Observe que (y,) no tiene subsucesiones conver-
gentes, pues en caso contrario, de existir una subsucesion convergente
a un punto y, se tendria que ||y|| = 1y y € K(H) N L, lo cual no
es posible. Andlogamente, el limite de cada subsucesién que converja
débilmente debe ser 0. Dado que £, es reflexivo, se puede concluir que
(yn) converge débilmente a 0. Luego, por la Proposicién 4.2.5, pasando
a subespacio, se puede suponer que (y,) es una sucesién basica.

Sea (hy) una sucesién en H tal que K(h,,) = y, para cada n € N. Dado
que K es un isomorfismo sobre H, (h;,) es una sucesién bésica. Por lo
tanto existe una sucesién acotada (h}) en el espacio dual L, tal que
(h},hj) = 6;; para cada i,j € N.

Se selecciona ahora, una sucesion (z,) en L tal quel||y, — z,|| < 27" para
cada n € N. Como Y ;2 ||hf]|||lz: — yill < oo, la expresién

o

Ki(f) =) _(h}, F)(z = ),
i=1
define un operador compacto K1 € £(Lp,Y) tal que (K + K1)(hy) = 2y
para cada n € N. De aqui que (K + K7)(H)NL tenga dimensién infinita,
tal y como se queria probar.

Ahora se considera el caso que H no contenga subespacios isomorfos a
£y,. Por el Teorema 5.1.5, la bola unitaria en L,, By es p-equi-integrable.
Por lo tanto, para cada € > 0 existe . > 0 tal que

p(A) <6 = ||fxallp <e, paratodo f € By. (5.1)

Se denota por M, := (55_1/1); de aqui que 1/MF = ..
Por Proposicién 5.1.7, se tiene que

N({t €(0,1): [f(O)] > Ms}) < 1/M? = ¢.. (5.2)

para toda f € By.
Se fija 0 < € < 1/2. Por Proposicién 5.1.1, se puede tomar una sucesién
bésica incondicional, normalizada (f,) en H. Dado que K|z es un iso-

morfismo, existe una constante C' > 0 tal que || K f|| > C| f||, para cada
feH.
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Se define g, € L, por

n(t) = { Falt), s [fult)] < ML,

0, otro caso.

De las expresiones (5.1) y (5.2) se tiene que para cada n € N

1
lgn — fullt = /O g — FulPdp(t)

/ FalPdp(t) < &
{t(0,1): |f(¢)|>M:}

Por lo que ||gnllp > |lgnllp—e = 1—e. Dado que L, es reflexivo, y (gn— fn)
es una sucesion acotada en L,, pasando a subsucesion, se puede asumir
que (gn, — fn) converge débilmente a g € L, con ||g||, < e.

La sucesion (f,,) converge débilmente a 0, pues es una sucesién béasica en
un espacio reflexivo. Entonces (g,) converge débilmente a g, de aqui que
lg(t)] < M c.t.p.

La sucesién (hy,) definida por hy,(t) := g,(t) — g(t), para cada n € N
satisface:

1l = llgn () = 9®)llp < lgn(®llp + lg®)llp < 1+e < 3.
1hallp = llgn@®llp = 9@l = 1 = 2¢.
[nlloo = llgn(t) = g(O)lI=llgn (D)o + [lg(D)llco < 2Me.

(hy) converge débilmente a cero en L.

Ademas, (Kh,) converge débilmente a cero en Y, luego seleccionando &
lo suficientemente pequeno, se puede asumir que (Kh,) es semi norma-
lizada. En efecto,

[ Kbl = [ K foll = [ K (fn = gn)ll — [ Kgl| > C — 2¢]| K.

Dado que ||y ||oo < 2M, para cada n, la sucesion (h,) es semi-normalizada
y débil nula en Lo, luego por el Teorema 4.2.5 (h,,) contiene una sub-
sucesién bésica. Pasando a subsucesién, se puede asumir que (hy) es
equivalente a la base unitaria de ¢ en Ly y que (Kh,) satisface una

2-estimacién inferior en Y, como este espacio satisface la propiedad de
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Orlicz, existen constantes 0 < C7 < Uy < oo tales que, para cada suce-
sién de escalares (ay,),

C1( > Jan)? <1 anKhn|| < K- || anhal|,
n=1 n=1 n=1
<KD anhally < Call K- (Y Janf?)'2.
n=1 n=1

Denotemos por J: Ly — L, el operador inclusién, entonces se ha pro-
bado que K J es un isomorfismo sobre un subespacio de Lo isomorfo a £5.
De aqui que K es un isomorfismo sobre un subespacio M de L,, isomorfo
a l5. Por el Teorema 5.1.1, se puede asumir que M es complementado
en L.

Siguiendo un argumento similar al seguido en el caso que K es un iso-
morfismo sobre un subespacio complementado isomorfo a ¢, se concluye
la prueba. O

Se analiza ahora, que condiciones se deben imponer sobre el espacio Y
de manera que se pueda extender el Teorema 5.2.2 a los valores de p no
considerados en dicho teorema.

El siguiente resultado es una versiéon del Teorema 5.2.2 para p = 1, la
condiciéon impuesta al espacio Y es que sea secuencialmente débil com-
pleto. Observe que todo reticulo de Banach que satisface la propiedad
de Orlicz es secuencialmente débil completo

Teorema 5.2.3. Sea Y un espacio de Banach secuencialmente débil
completo que contiene un subespacio isomorfo a L1. Entonces P (L1,Y) =

SS(L1,Y).

Demostracion. Sea K € L(L1,Y) y suponga que no es un operador
estrictamente singular. Por la Proposiciéon 4.3.1, K no es débil compac-
to. Dado que Y es secuencialmente débil completo, existe una sucesién
acotada (x,) en Lj tal que (Kx,) no tiene subsucesiones débilmente
Cauchy. Por el Teorema 4.2.9, se puede asumir que tanto (x;) como
(Kx,) son equivalentes a la base de ¢1. Denotando por H el subespacio
cerrado generado por (x,,), se tiene que H es isomorfo a /1 y K|y es un
isomorfismo. El resto de la prueba es similar al caso cuando H contiene
un subespacio isomorfo a ¢, en la prueba del Teorema 5.2.2. O
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El siguiente corolario es consecuencia directa de los Teoremas 5.2.2 y
5.2.3 y proporciona una solucién concreta al problema de la clase de
perturbacién.

En primer lugar se conoce que para 1 < p,q <2, &, (Ly, Ly) es no vacio
si y sélo si ¢ < p (ver [13, Teorema 26]), ademds, L, tiene la propiedad
de Orlicz.

Corolario 5.2.2. Sea 1 < ¢ < p < 2, entonces P® (L, Ly) = SS(Lyp, Ly).

Se observa que cuando 1 < p = ¢ < 2 en el corolario anterior, se obtiene
el resultado dado por Weis en 1977 [90]. De modo que los Teoremas 5.2.2
y 5.2.3 extienden en cierto sentido el resultado de Weis.

A continuacién se presentan algunas diferencias entre los casos ¢ < p y
q = p en los resultados previos

Sea 1 < ¢ < p < 2, entonces SS(Ly, Lq) # In(Ly, Ly).

En efecto, dado que L, contiene subespacios isomorfos a £, (ver [11,
Proposicién 6.4.3]), si expresamos L, = M @ N con M isomorfo ¢,
entonces existe un operador K € L(L,, L,) el cual es un isomorfismo
sobre M y vale 0 en N, de aqui que K ¢ SS. Sin embargo, K € In
ya que Ly no contiene subespacios complementados isomorfos a ¢, [48,
Corolario 2].

Para 1 <p <2, SS(Ly) =ZIn(Ly), ver [90], y dado que cada subespacio
cerrado de Ly es complementado se tiene que, SS(Ly, La) # In(Ly, La)

Para valores de p > 2, sélo basta que ®,(L,,Y) sea no vacio, o equi-
valentemente, que Y contenga un subespacio isomorfo a L,. Este caso
inspiré a resolver el problema de la perturbacion para una clase de espa-
cios més amplia, la cual serd objeto de estudio en el préximo capitulo.

Teorema 5.2.4. Sea 2 < p < oo yY un espacio de Banach que contiene
un subespacio isomorfo a Ly, entonces P®(L,,Y) =SS(Lp,Y).

Demostracion. Sea K € L(L,,Y) y suponga que K no es un operador
estrictamente singular, entonces existe un subespacio cerrado H de L,
de dimensién infinita, tal que la restriccién K|g es un isomorfismo.
Por el Teorema 5.1.2, se puede asumir que H es isomorfo a ¢, o isomorfo
a {3 y complementado en L,. Por otro lado, ¥ contiene un subespacio
L isomorfo a L,. Luego, considerando las tres siguiente posibilidades
relativas a los subespacios K(H) y L,
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(1) K(H)+ L es cerrado y K(H) N L es de dimensién finita,
(2) K(H)N L es de dimensién infinita,
(3) K(H)+ L no es cerrado y K(H) N L es de dimensién finita.

y repitiendo los argumentos dados en la primera parte de la prueba del
Teorema 5.2.2, se concluye que K ¢ P®,(L,,Y). O

Teorema 5.2.5. Sea Y un espacio de Banach que contiene un subespa-
cio isomorfo a Lo, entonces PO, (Loo,Y) = SS(Lso,Y).

Demostracion. Sea K € L(Ls,Y) y suponga que K ¢ SS(L,Y) dado
que L, tiene la propiedad de Dunford Pettis, se tiene por Proposicién
4.3.1, que K no es débil compacto. Luego, por Teorema 5.1.4, existe
un subespacio cerrado H de L, de dimensién infinita, tal que H es
isomorfo a {» y K|g es un isomorfismo. Por el Teorema 5.1.3 se puede
suponer que H es complementado en Lo, y K(H) es complementado
en Y. Asi se puede asumir que Loo = H® M y Y = K(H) & Yp, con
M isomorfo a Ly, v Yy isomorfo a Y. De manera que Y, contiene un
subespacio isomorfo a Le,. Sea S € L(M,Y)) un isomorfismo, se define
el operador

T:Le=H®&M—>Y =KH)aY,

como T'(h,m) = K(h) + S(m), entonces T es un isomorfismo, por lo
que T € &4 (Lo, Y), pero T+ K ¢ &, (Lo, Y) puesto que H C N(T +
K). O

Como consecuencia de los Teoremas 5.2.2 y 5.2.4, se derivan algunos
resultados sobre P®_.

Proposicion 5.2.3. Sea X un espacio de Banach que contiene un co-
ciente isomorfo a L. Suponga que

(a) 2 < q< ooy X* satisface la propiedad de Orlicz, o
(b) 1<g<2.

Entonces P®_(X,L,) = SC(X, Ly).
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Demostracion. Suponga que K € L(X,L,) y que K no es un operador
estrictamente cosingular, esto es, K ¢ SC(X,Ly). Sea 1 < g < o0y
p = q/(¢ — 1), entonces K* € L(L,, X*) y K* ¢ SS(Lp, X™). Luego,
por los Teoremas 5.2.2 y 5.2.4, existe un operador T' € & (L,, X*) tal
que '+ K* ¢ &, (L, X™).

Dado que L, es reflexivo, existe un operador S € L(X, Ly) tal que S* =
T [44, Teorema I11.2.16 |. De modo que S € ®_(X,L,) y S+ K ¢
®_(X, L), de aqui que K ¢ P®_(X, L,).

El caso ¢ = 1, es consecuencia de un resultado de Pelczynski [73, Teo-
rema 1]: si K € £(X,L;) no es un operador estrictamente cosingular
entonces existe un subespacio complementado M de X isomorfo a ¢; tal
que K|ps es un isomorfismo y K (M) es complementado en L;. Digamos
X=MoadXoy L = K(M)® L, con Xy isomorfo a X y L isomorfo
a L. De esta manera se obtiene un operador 7' € ®_(X, L) tal que
T+K¢®_(X,L). O

Se sigue por dualidad [13, Teorema 26], que ®_(L,, L;) es no vacio si
y s6lo si 2 < ¢ < p < o0. Por lo que el siguiente resultado es una
consecuencia directa de la Proposicién 5.2.3.

Corolario 5.2.3. Sea 2 < ¢ < p < oo, entonces P®_(Ly,L,) =
SC(Ly, Lg).



Capitulo 6

Espacios subproyectivos y
superproyectivos

En este capitulo se estudian soluciones al problema de la clase de per-
turbacién al considerar espacios subproyectivos, superproyectivos y ver-
siones fuertes de estos. Los espacios subproyectivos y superproyectivos
fueron introducidos en 1964 por Whitley [93], con el fin de estudiar el
adjunto de los operadores estrictamente singular y estrictamente cosin-
gular. Es conocido que P®,(X,Y) = SS(X,Y) si Y es subproyecti-
vo, y que PP_(X,Y) = SC(X,Y) si X es superproyectivo. Motivados
por el hecho que muchos espacios subproyectivos conocidos satisfacen
la condicién que el complemento del subespacio N es isomorfo al es-
pacio X en cuestién, se introduce una version fuerte de los espacios
antes mencionados, de forma andloga se introduce una versién fuerte
de los espacios superproyectivos. Estas versiones fuertes se denominan
espacios de Banach fuertemente subproyectivos y fuertemente superpro-
yectivos y fueron definidas en el 2010 por Gonzalez, Martinez-Abején y
Salas-Brown [45], estas nuevas clases de espacios proporcionan otra solu-
cién positiva al problema de la clase de perturbacién y permite obtener
ejemplos concretos de espacios de Banach para los cuales las igualdades
PO, (X,Y)=8S(X,Y)y PP_(X,Y) =8C(X,Y) son ciertas.

79
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6.1. Espacios subproyectivos y superproyectivos

A continuacién se definen los espacios de Banach subproyectivos y su-
perproyectivos y se exhibe una solucién positiva al problema de la clase
de perturbacion al considerar este tipo de espacios.

Definicion 6.1.1. Se dice que un espacio de Banach X es subproyectivo,
si todo subespacio cerrado M de X de dimensién infinita, contiene un
subespacio N de dimension infinita, complementado en X.

Definicion 6.1.2. Se dice que un espacio de Banach X es superproyecti-
vo, si todo subespacio cerrado M de X de codimensién infinita esté con-
tenido en un subespacio N de codimension infinita, complementado en

X.

Los espacios subproyectivos y superproyectivos se preservan bajo isomor-
fismos, y obedecen una relacién de dualidad siempre y cuando el espacio
en cuestion sea reflexivo. Especificamente si X es reflexivo, entonces X
es subproyectivo si y sélo si X* es superproyectivo, analogamente si X es
reflexivo entonces X es superproyectivo si y sélo si X* es subproyectivo.

Ejemplo 6.1.1. A continuacién se muestran algunos espacios subpro-
yectivos y superproyectivos (ver [93])

1. Todo espacio de Hilbert es subproyectivo y superproyectivo.

2. El espacio de sucesiones ¢, para 1 < p < oo es subproyectivo y
superproyectivo.

3. El espacio ¢y de las sucesiones convergentes a 0, es subproyectivo.

4. El espacio de funciones L,(0,1) para 2 < p < oo es subproyectivo y
el espacio de funciones L,(0,1) para 1 < p < 2 es superproyectivo.

El siguiente resultado resuelve positivamente el problema de la clase de
perturbacién al mostrar que la clase de operadores estrictamente singu-
lares coincide con la clase de operadores inesenciales cuando se supone
que el espacio de llegada es subproyectivo. De igual forma, la clase de
operadores estrictamente cosingulares coincide con la clase de operado-
res inesenciales cuando se supone que el dominio es superproyectivo.

Teorema 6.1.1. Sean X, Y espacios de Banach,
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1. Si'Y es subproyectivo entonces SS(X,Y ) =7In(X,Y)
2. Si X es superproyectivo entonces SC(X,Y) =In(X,Y).

Demostracion. (1) Suponga que T' ¢ SS(X,Y), entonces existe un subes-
pacio cerrado M de X, de dimensién infinita y tal que T'|ps es un isomor-
fismo. De modo que T'(M) es un subespacio cerrado de Y de dimensién
infinita, como Y es subproyectivo, pasando a subespacio, podemos supo-
ner que T'(M) es complementado en Y, digamos Y = T'(M )@ N, entonces
X =M @T N). Defina K € L(Y,X) como T~ en T(M) y 0 en N.
Observe que KTz = x para todo z € M, por lo que M C N(Ix — KT).
De aqui que Ix — KT ¢ ®(X) y por tanto T' ¢ In(X,Y).

(2) Suponga que T ¢ SC(X,Y), entonces existe un subespacio cerrado
N de Y, de codimensién infinita y tal que QnT es sobreyectiva. Observe
que T~Y(N) es un subespacio cerrado de codimensién infinita de X ya
que Y/N es isomorfo a X/T~(N). Como X es subproyectivo, pasando
a subespacio, podemos suponer que T~1(N) es complementado en X.
Es claro que N(T') € T~Y(N), de aqui que si X = M ®T (V) entonces
T(M)NN = {0}. Mas atn, Y = T'(X)+ N implica que Y = T(M)+ N,
de donde se concluye que T'(M) es cerrado ([84], Teorema IV.5.10), y
por lo tanto Y = T(M) & N. Finalmente, definiendo K € L(Y, X) como
en la parte anterior, se obtiene que T' ¢ Zn(X,Y). O

6.2. Espacios fuertemente subproyectivos

En esta seccién se introduce el concepto de espacio fuertemente sub-
proyectivo dado por Gonzdlez, Martinez-Abején y Salas-Brown en [45],
se estudian algunas propiedades de estos espacios, se dan condiciones
necesarias y suficientes para que la clase @, (X,Y’) sea no vacia cuando
X es fuertemente subproyectivo y se presentan ejemplos de espacios de
Banach clasicos que satisfacen esta propiedad.

Definicidén 6.2.1. Se dice que un espacio X es fuertemente subproyecti-
vo, si para todo subespacio cerrado M de X de dimension infinita existe
un subespacio N de X de dimensién infinita, complementado, contenido
en M y tal que su complemento es isomorfo a X.

En primer lugar, se muestra que la propiedad de ser fuertemente sub-
)]
proyectivo se conserva a través de isomorfismos.



82

Teorema 6.2.1. Un espacio isomorfo a un espacio fuertemente subpro-
yectivo es fuertemente subproyectivo.

Demostracion. Sean X un espacio fuertemente subproyectivo, ¥ un es-
pacio isomorfo a X y T : X — Y un isomorfismo sobreyectivo. Sea
M un subespacio cerrado de dimensién infinita de Y, entonces T~ (M)
es un subespacio cerrado de dimensién infinita de X, por lo que existe
un subespacio cerrado N, de dimensién infinita, contenido en T—1(M),
complementado y con complemento isomorfo a X, digamos X = N@® H
con H ~ X, entonces T'(N) es un subespacio cerrado de Y, de dimensién
infinita, contenido en M, complementado y con complemento isomorfo
aY. ]

El siguiente resultado muestra que la condiciéon de ser fuertemente sub-
proyectivo también se hereda a subespacios cerrados.

Teorema 6.2.2. Un subespacio cerrado de dimension infinita de un
espacio fuertemente subproyectivo es fuertemente subproyectivo.

Demostracion. Sean X un espacio fuertemente subproyectivo, ¥ un subes-
pacio cerrado de dimensién infinita de X y M un subespacio cerra-
do de dimensién infinita de Y. Entonces por ser X fuertemente sub-
proyectivo, M contiene un subespacio cerrado N, de dimensién infini-
ta, complementado en X y con complemento isomorfo a X , es decir
X = N&W, donde W es un subespacio cerrado de X isomorfo a X.
Entonces Y = N @ (W NY), de modo que N es complementado en Y y
tiene complemento isomorfo a Y. ]

A continuacion se presenta un resultado que permitird caracterizar cuan-
do la clase @ (X,Y") es no vacia si el espacio X es fuertemente subpro-
yectivo.

Teorema 6.2.3. Sea X un espacio de Banach fuertemente subproyec-
tivo, entonces todo subespacio cerrado de codimension finita de X, con-
tiene un subespacio isomorfo a X.

Demostracion. Sean X un espacio de Banach fuertemente subproyectivo
y Z un subespacio de X de codimensién finita, digamos dimX/Z = n,
entonces existe un subespacio M de X tal que X = Z @ M, observe que
dimM = n y por tanto Z tiene dimensién infinita.
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Luego, por hipdtesis, existe un subespacio cerrado H de Z, de dimensién
infinita, complementado en X y con complemento isomorfo a X, es decir
X = H & Xy con Xy isomorfo a X, note que Xy tiene codimensién
infinita. Ademés Z = H & (Z N Xp) por loque X = H® (ZNXy) & M.
Tome W un subespacio de H tal que dimW = n, entonces H =W @Y,
donde Y es un subespacio cerrado de H, Sea Zy = WaY & (ZNXy)dM,
de modo que X = W & Zy. Observe que Zy y Z son isomorfos y que
(Z N Xy) ® M es un subespacio de Zj isomorfo a Xy y por tanto a X,
de donde se concluye el resultado. U

Como consecuencia inmediata del teorema anterior se tiene el siguiente
resultado.

Corolario 6.2.1. Sea X wun espacio de Banach fuertemente subpro-
yectivo, entonces ®4(X,Y) # 0 si y sélo si Y contiene un subespacio
isomorfo a X

Demostracion. Sea X un espacio fuertemente subproyectivo y T €
&, (X,Y), entonces R(T') es cerrado y existe un subespacio M de codi-
mension finita de X tal que X = N(T') & M, por el Teorema 6.2.3, M
contiene un subespacio M isomorfo a X. Asi T(My) es un subespacio
de Y isomorfo a X.

Reciprocamente, si Yy es un subespacio de Y isomorfo a X considere
el isomorfismo sobreyectivo S : X — Yy y el operador T' obtenido al
extender el rango de S a todo el espacio Y, entonces T € ®(X,Y). O

A continuacion, se presenta un lema que permitird mostrar que muchos
de los ejemplos de espacios subproyectivos conocidos, son fuertemente
subproyectivos.

Lema 6.2.1. Sea X wun espacio subproyectivo, si el subespacio N de
la Definicion 6.2.1 es isomorfo a N x N entonces X es fuertemente
subproyectivo.

Demostracion. Sea X un espacio subproyectivo y M un subespacio ce-
rrado de X, de dimensién infinita, entonces existe un subespacio cerrado
N de X, de dimensioén infinita, tal que N C M y N es complementado
en X, es decir X = N @ H. Por hipédtesis, se puede suponer que exis-
ten dos subespacios cerrados N1 yv Ny de N, isomorfos a N tales que
N = N; & N>. De modo que N; es un subespacio de M, Ny & H es
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isomorfo a X y X = Ny @ (Ny @ H), lo cual demuestra que X es un
subespacio fuertemente subproyectivo. ]

El espacio de las sucesiones p-sumables, £, para 1 < p < oo es isomorfo
a £, x £y, el espacio de las sucesiones convergentes a 0, cg, es isomorfo
a cg X ¢g. De manera que si el subespacio N de la Definiciéon 6.2.1, es
isomorfo a £, o a ¢y, entonces en virtud del Lema 6.2.1, se obtiene que
el espacio en cuestién es fuertemente subproyectivo.

Se finaliza esta seccién con una lista de ejemplos de espacios de Banach
fuertemente subproyectivos.

Ejemplo 6.2.1. Los espacios l,,, para 1 < p < oo y ¢y son fuertemente
subproyectivos. En efecto, sea M un subespacio cerrado de [, (resp. c)
de dimensién infinita, entonces por la Proposicion 5.1.2, M contiene un
subespacio cerrado N, tal que N es isomorfo a [, y complementado en

I, (resp. ).

Ejemplo 6.2.2. Los espacios Ly, para 2 < p < oo son fuertemente sub-
proyectivos. En efecto, por Teorema 5.1.2, se tiene que todo subespacio
de dimensién infinita de L, es siempre isomorfo a f5 y complementado,
o contiene un subespacio isomorfo a ¢, y complementado en L,. Luego
aplicando el Lema 6.2.1 se concluye el resultado deseado.

Ejemplo 6.2.3. Sea 1 < p < ooy seaw = (wy,) una sucesién decreciente
de ntimeros positivos tales que w; = 1, lim, yoow, =0y 22021 Wy, = 00.
El espacio de sucesiones de Lorentz, denotado por d(w,p), es el espacio
de Banach de todos los escalares x = (ay,as,...) para el cual

[e%s} 1/P
qu = Sup (Z ‘aﬂ(n)‘pwn) < o0
4 n=1

donde 7 varia sobre todas las permutaciones de enteros positivos.
Si (a}) es un reordenamiento decreciente de la sucesién (Jay|) entonces

la norma anterior también puede ser expresada de la forma

o] 1/p
]| = sup (Z(ai)pwn> <00

n=1
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para z = (a1, as, ...) € d(w,p). Siw, = nP/9—(n—1)P/4 con 1 < q < oo,
entonces el espacio d(w, p) se denota por £, ,. En [64], se muestra que
d(w,p) es reflexivo si 1 < p < 0oy £, es reflexivo, para 1 < p,q < oco.
En [64, Proposicién 4.e.3], se muestra que todo subespacio cerrado de
dimensién infinita de d(w, p) contiene un subespacio isomorfo a £, y com-
plementado en d(w, p). Del hecho que ¢, x ¢, es isomorfo a ¢, y del Lema
6.2.1, se obtiene que el espacio d(w,p) es fuertemente subproyectivo.

Ejemplo 6.2.4. Sea 1 < p < oo y W una funcién positiva, continua y
decreciente sobre (0, 00) tal que

w limy_o W(t) = o0,
s [fW(tdt=1y
w [T W(t)dt = oo.

el espacio de funciones de Lorentz denotado por Ly,(I), donde I =
(0,a) con 0 < a < o0, es el conjunto de todas las funciones medibles
sobre I tal que

1f1l = (% /OOO f*(t)pW(t)dt>% <00

donde f*(t) =mf{y > 0: u({z € I:|f(x)| > y}) <t}
Para 1 <p < 00,1 < g < oo, el espacio L, 4(I), es el conjunto de todas
las funciones medibles sobre I tal que

1

= (4 [ 57006 an0) " < o (6.1)

donde I = (0,a) con 0 < a < oo, provisto de la medida de Lebesgue.
Sil < g < p,elespacio Ly 4(I) coincide con el espacio de funciones de
Lorentz Ly 4(I), cuaando W (t) = %t%_l, 0<t<o0.

Es conocido (ver [35]), identificando por supuesto, funciones iguales en
casi todas partes, que para 1 < ¢ < p, el espacio Ly, 4(I) es de Banach
con la norma || - ||p4. Sin embargo, para 1 < p < ¢ < o0, la relacién
| - llp,q es una cuasi-norma, la cual es equivalente a la norma

Il = (2 [ reconed~tar)” 62)
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donde f**(t) = (% fg f*(s)ds). El espacio L, 4(I) es un espacio de Ba-
nach con la norma (6.2),ver [53]. Debido a que las expresiones (6.1) y
(6.2) son equivalentes, se trabajara con la expresién (6.1).

Es conocido que || f|[5 = [57[f*(¢)]Pdt (ver [53]), de donde se obtiene que
los espacios Ly, ,(I) y Ly(I) coinciden.

Para 1 < p,q < o0, los espacios Ly, 4(I) y Lwp(0,1) son reflexivos (ver
[53, Proposicién (2.7)] y [42]).

» El espacio Ly 4(0,00) es fuertemente subproyectivo, para 2 < p <
oyl<g<oo.

» El espacio Ly ,(0,1) es fuertemente subproyectivo, para 2 < p <
oo (ver[42, Observaciénb.7]).

= Elespacio Ly 4(0,1) es fuertemente subproyectivo, para 2 < p < oo
y1<gqg<oo.

Ejemplo 6.2.5. Dada una sucesién de escalares a = (ay)g, se define

n 1/2
lall; = sup (Z(aki - ak¢1)2> ;

i=1

donde el supremo es tomado sobre todas las sucesiones de enteros (k;)7
tales que 1 < ky < k1 < ... < ky,.
El espacio J, de James, esta dado por

J—{a:HaHJ<ooy lim ak—O}
k—o0

El espacio de James fue construido en 1950 por R. C. James [55], y
constituye un ejemplo clasico de un espacio de Banach con base pero
sin base incondicional, el cual es no reflexivo, pero es isométricamente
isomorfo a su dual, esto es J ~ J** pero dim J**/J = 1.

En [40, Corolario 2.d.4] se muestra que todo subespacio cerrado de di-
mension infinita de J contiene un subespacio isomorfo a ¢5 y complemen-
tado en J. Luego, en virtud del Lema 6.2.1, se concluye que el espacio
J es fuertemente subproyectivo.
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Ejemplo 6.2.6. Sea cq, el subespacio de ¢y formada por las sucesiones
cuyos términos son no nulos para una cantidad finita de puntos, para
1 < p < oo considere la norma

n 1/p
]| 5, = sup{ (Z IIEk(x)HZ> F(Er)g=1 € A}
k=1

donde A es el conjunto de sucesiones de bloque (Ey)}_; de intervalos
E; C N tales que n < minE; y donde Ej(z) denota la proyeccién
natural de x sobre el intervalo Ej. El espacio de Baernstein B, es la
completacién de cog con la norma || - [|p,.

Este espacio reflexivo fue construido en 1972 por Baernstein [15], y en
[32, Teorema 0.15] se muestra que todo subespacio cerrado de dimensién
infinita de B, contiene un subespacio cerrado isomorfo a £, y comple-
mentado. Por lo que el espacio B, es fuertemente subproyectivo.

Ejemplo 6.2.7. En 1974, Tsirelson [85] proporciona el primer ejemplo
de un espacio de Banach que no contiene copias de ¢, para 1 < p <
00, 0 ¢g. En 1974 Figel y Johnson [41], construyen el dual del espacio
encontrado por Tsirelson. Este dual es el espacio que hoy en dia se conoce
como el espacio de Tsirelson, el cual se denota por T'. Este espacio T es
un espacio de Banach reflexivo con base incondicional, que no contiene
copias de £, para 1 < p < 00, o ¢p. Considere cop junto con la norma

. 1
2]l = méx{][]|oc, sup 5 S B ()]l : (E)iy € A}
=1

donde A es el conjunto de sucesiones de bloque (E;) ; de intervalos
E; C N tales que n < min E; y donde E;(z) denota la proyeccién natural
de x sobre el intervalo F;. El espacio T de Tsirelson es la completacion
del espacio c¢gg con la norma || - ||7. En [11, Teorema 10.3.2] se puede
encontrar los detalles de la construcciéon de este espacio.

Sea (t,) la base unitaria del espacio T, por [32, Proposicién I1.7] todo
subespacio cerrado de T contiene un subespacio N complementado en
T e isomorfo a un subespacio cerrado generado por una subsucesién de
la base (). Por otra parte, de [32, Proposicién 1.12] se tiene que N es
isomorfo a N x N. Luego, por el Lema 6.2.1 se concluye que el espacio
T es fuertemente subproyectivo.
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Ejemplo 6.2.8. Un espacio compacto K es llamado scatered (o disper-
s0) si todo conjunto no vacio de K tiene un punto aislado. Si I es un
conjunto dotado con la topologia discreta entonces la compactificacion
por un punto de I' es un ejemplo de un conjunto disperso.

El espacio de las funciones continuas C(K), con K disperso y compac-
to es fuertemente subproyectivo. En efecto, todo subespacio cerrado de
dimensién infinita de C(K) es isomorfo a ¢y y complementado en C'(K)
(ver [66, Teorema 11]). De modo que, por el hecho que ¢y es isomorfo a
co X ¢o y en virtud del Lema 6.2.1 se concluye que el espacio C(K) es
fuertemente subproyectivo.

6.3. Espacios fuertemente superproyectivos

En esta seccién se introduce el concepto de espacio fuertemente super-
proyectivo, se estudian algunas propiedades de estos espacios, se dan
condiciones necesarias y suficientes para que la clase ®_(X,Y’) sea no
vacia cuando Y es fuertemente superproyectivo, se presenta una rela-
ciéon de dualidad para espacios reflexivos entre los espacios fuertemente
subproyectivos y fuertemente superproyectivos, se presentan ejemplos de
espacios de Banach clédsicos que satisfacen esta propiedad, y se propor-
cionan herramientas que seran de utilidad en el desarrollo de la siguiente
seccion.

Definicion 6.3.1. Se dice que un espacio X es fuertemente superpro-
yectivo, si para todo subespacio cerrado M de X de codimension infinita
existe un subespacio N de X de codimensién infinita, complementado,
que contiene a M e isomorfo a X.

En primer lugar, se muestra que la propiedad de ser fuertemente super-
proyectivo se conserva a través de isomorfismos.

Teorema 6.3.1. Un espacio isomorfo a un espacio fuertemente super-
proyectivo es fuertemente superproyectivo.

Demostracion. Sean X un espacio fuertemente superproyectivo, ¥ un
espacio isomorfo a X, T': X — Y un isomorfismo sobreyectivo y M un
subespacio cerrado de codimensién infinita de Y, entonces T~!(M) es un
subespacio cerrado de codimensién infinita de X, como X es fuertemente
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superproyectivo entonces existe un subespacio cerrado N, de codimen-
sién infinita, que contiene a T~!(M), complementado e isomorfo a X,
es decir X = N@® H con N ~ X, entonces T'(IN) es un subespacio cerra-
do de Y, de codimensién infinita, que contiene a M, complementado e
isomorfo a Y. Lo cual prueba que Y es fuertemente superproyectivo. [

En similitud con el Teorema 6.2.3, se tiene el siguiente resultado.

Teorema 6.3.2. Sea Y un espacio de Banach fuertemente superproyec-
tivo, entonces todo cociente de Y, por un subespacio de dimension finita
tiene un cociente isomorfo a 'Y .

Demostracion. Sea Z un subespacio de dimension finita de Y, entonces
Y =Z&W, con W un subespacio cerrado de dimensién infinita. Como
Z tiene codimensién infinita y Y es fuertemente superproyectivo, existe
un subespacio H de Y, cerrado de codimension infinita, que contiene a
Z, es complementado en Y y es isomorfo a Y. Entonces se puede escribir
Y=Ha&Y,y, H>~Y, se observa que Y es un subespacio cerrado de Y’
de codimensién infinita tal que Y/Yy ~ Y.

Sea F' un subespacio de Yj tal que dimF = dimZ, entonces % ~
Y/Yy ~ Y, de modo que % es un cociente de Y/F isomorfo a Y.

Dado que Y/F y Y/Z son isomorfos se obtiene el resultado deseado. [J

Como consecuencia inmediata del teorema anterior se obtiene el siguien-
te resultado.

Corolario 6.3.1. Sea Y un espacio de Banach fuertemente superpro-
yectivo, entonces ®_(X,Y) # 0 si y sdlo si X tiene un cociente isomorfo
aY

Demostracion. Sea Y un espacio de Banach fuertemente superproyec-
tivo tal que ®_(X,Y) # 0, sea T € ®_(X,Y), entonces R(T) tiene
codimension finita, de manera que existe un subespacio W de Y, de
dimensién finita tal que Y =W @ R(T). De aqui que

Y X
W:R(T}:m

luego, por Teorema 6.3.2, Y/W tiene un cociente isomorfo a Y, diga-

mos v)I//o/ ;/‘V/V con Vi[;o/ /ng ~ Y/Wy ~ Y. De donde se obtiene el resultado

requerido.
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Reciprocamente, sea M un subespacio cerrado de X tal que X/M es
isomorfo a Y, se considera un isomorfismo sobreyectivo T': X/M — Y
y la aplicacién cociente Qps : X — X/M, entonces T o Qpr: X — Y es
un isomorfismo y por lo tanto T'o Qs € _(X,Y). O

A continuacién, se presenta un lema util para mostrar que muchos de
los ejemplos de espacios superproyectivos conocidos, son fuertemente
superproyectivos.

Lema 6.3.1. Sea X un espacio superproyectivo, si el complemento de
el subespacio N de la Definicion 6.5.1 es isomorfo a N x N entonces X
es fuertemente superproyectivo.

Demostracion. Sea M un subespacio cerrado de codimension infinita
de X. Entonces existe un subespacio de codimension infinita N de X,
que contiene a M y complementado en X. Luego, se puede escribir
X = N@® H, por hipdtesis, se puede suponer que existen dos subespacios
cerrados Hy y Hs de H, isomorfos a H tales que H = H1 ® Hy. De modo
que N @ Hj contiene a My X = (N @ Hy) ® Ha, por lo que N & H;
es isomorfo a X, lo cual demuestra que X es un subespacio fuertemente
superproyectivo. O

Algunos ejemplos de espacios fuertemente superproyectivos pueden ser
obtenidos por dualidad. El siguiente teorema muestra la relacién exis-
tente entre espacios fuertemente subproyectivos y fuertemente superpro-
yectivos para espacios de Banach reflexivos.

Teorema 6.3.3. Sea X un espacio de Banach reflexivo, entonces X es
fuertemente subproyectivo si y solo si su dual X* es fuertemente super-
proyectivo.

Demostracion. Sea X un espacio reflexivo tal que X es fuertemente
subproyectivo, sea M un subespacio cerrado, de codimensién infinita,
de X*, de modo que M es un subespacio cerrado de dimensién infinita
de X, luego existe un subespacio cerrado, de dimensién infinita N de
X, tal que N C M+, N es complementado en X y el complemento de
N es isomorfo a X, de aqui que X/N es isomorfo a X. Asi N+ es un
subespacio de X*, complementado, de codimensién infinita, isomorfo a
X* que contiene a M. De aqui que X™* es fuertemente superproyectivo.
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Reciprocamente, sea X un espacio reflexivo tal que X™* es fuertemente
superproyectivo, y sea M un subespacio cerrado, de dimensién infinita de
X, entonces M* es un subespacio de dimensién infinita de X* isomorfo
a X*/M +. de manera que M+ es un subespacio de codimensién infinita
de X*, luego, por hipdtesis, existe un subespacio cerrado N de X*, de
codimensién infinita, que contiene a M-, complementado e isomorfo
a X*. De manera que N+ es un subespacio cerrado de X** = X de
dimensién infinita, estd contenido en M, es complementado en X y con
complemento isomorfo a X. O

A continuacidén se presentan ejemplos de espacios de Banach fuertemente
superproyectivos.

Ejemplo 6.3.1. Los siguientes espacios son fuertemente superproyecti-
VoS

1. 1, paral <p < oo.

2. L, paral <p<2.

3. d(w,p) para 1 < p < oo.

4. Lp4(0,1) paral <p<2y1l<gq<oo.

5. Lwp(0,1) y Ly 4(0,00) paral <p <2y 1l<q<oo.
6. El espacio de Tsirelson T'.

7. El espacio de Baernstein B, para 1 < p < oo.

En efecto, dado que los espacios antes mencionados son reflexivos, en-
tonces en virtud del Teorema 6.3.3 y de los Ejemplos 6.2.1, 6.2.2, 6.2.3,
6.2.4, 6.2.7 y 6.2.6 se obtiene el resultado deseado.

Ejemplo 6.3.2. El dual del espacio de James, J*, es fuertemente su-
perproyectivo. En efecto, sea M un subespacio cerrado de J* de co-
dimensién infinita, entonces M+ es un subespacio cerrado de J** de
dimensién infinita. Por el Ejemplo 6.2.5, J es fuertemente subproyectivo
y dado que J** ~ J, entonces J** es fuertemente subproyectivo, luego
existe un subespacio cerrado N de J** de dimensién infinita, conteni-
do en M, complementado y con complemento isomorfo a J**, es decir
J*=N&W, con W ~ J**,
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Se observa que, N* contiene a M, tiene codimensién infinita y
* ok ok 1 1
J T T =N-pW—,

como J** ~ J entonces N+ ~ J*. De donde se concluye que J*, es
fuertemente superproyectivo.

Ejemplo 6.3.3. El espacio de las funciones continuas C(K), con K
disperso y compacto es fuertemente superproyectivo. En efecto, sea M un
subespacio cerrado de codimensién infinita de C(K), por [70, Teorema
4.2], C(K)/M tiene un cociente isomorfo a ¢y o a {2, esto es, existe
un subespacio cerrado A de C(K), tal que M C Ay C(K)/A ~ ¢y o
Como K es disperso entonces C(K)* = ¢1(K), por lo que C(K)* no
tiene copias de £, por lo tanto C'(K)/A no puede ser isomorfo a f5 pues
en caso contrario A serfa un subespacio de C(K)* isomorfo a f5. De
modo que C(K)/A ~ cp.

Considere el operador Q4 : C(K) — C(K)/A, por la Proposicién 4.3.1
se tiene que @4 no es débil compacto, como C(K) tiene la propiedad
de Pelczynski entonces existe un subespacio F' de C(K), isomorfo a ¢
y tal que Q4 o Jp es un isomorfismo. Dado que C(K)/A ~ ¢, por [11,
Corolario 2.5.9], se tiene que que Q4 (F') es complementado en C'(K)/A,
digamos C(K)/A = Qa(F) & N para algin subespacio cerrado N de
C(K)/A. Por lo tanto C(K) = F @ Q;*(N), y M esta contenido en un
subespacio complementado de codimensién infinita, se obtiene que C'(K)
es superproyectivo. Finalmente, dado que F' es isomorfo a ¢y se concluye,
en virtud del Lema 6.3.1, que C(K) es fuertemente superproyectivo.

Los lemas y proposiciones que continuacién se presentan serviran de he-
rramientas en las demostraciones de los teoremas de la préxima seccion.

Lema 6.3.2. Sea K € L(X,Y), Yy subespacio cerrado de Y tal que
Qy, K es sobreyectiva. St E es un subespacio cerrado de X tal que E D
K~1(Yy) entonces existe un subespacio cerrado F de'Y tal que F D Yy y
E = K~Y(F). Ademds, si E tiene codimension infinita entonces F tiene
codimension infinita.

Demostracion. Suponga que Qy, K es una funcién sobreyectiva y consi-
dere el isomorfismo
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X
U:— — R K
N(QYOK) (QYO )
inducido por Qy, K, el cual esta dado explicitamente por: U (x + K1 (YO)) =
Qy, K, y las aplicaciones cocientes: P : X — X/ (K_I(YO))) yg:Y —
Y/Yp.

Sea E un subespacio cerrado de X tal que E O K~ 1(Yp), se define
F =q ' (U(PE)), entonces

m [’ escerradoen Y,
» FO Yy
» E=K(F).

Ademss, si E tiene codimensién infinita en X, entonces ¢! (U(PE))
tiene codimensién infinita en Y de donde se concluye que F' tiene codi-
mensién infinita. U

Proposicion 6.3.1. Sean X un espacio de Banach, M y L dos subespa-
ctos cerrados de dimension infinita de X, L isomorfo a X y fuertemente
subproyectivo, tales que M+ L es cerrado y M N L es de dimension finita
entonces L contiene un subespacio cerrado L', de codimension finita tal
que MNL' ={0}, M+ L' es cerrado y L' es isomorfo a L.

Demostracion. Dado que M N L es de dimensién finita entonces M N L
es complementado en L, esto es, existe un subespacio cerrado W de L
de dimensién infinita tal que L = (M N L) @ W. Luego por el Teorema
6.2.3, W contiene un subespacio L’ de codimensién finita e isomorfo a
L. Ademds MNL' = {0} y M+ L es cerrado tal y como se requerfa. [

Una propiedad importante que poseen los espacios subproyectivos es que
se hereda a cocientes, tal y como se exhibe en el siguiente resultado.

Teorema 6.3.4. Un cociente de un espacio superproyectivo es super-
proyectivo.

Demostracion. Sean X un espacio superproyectivo, M un subespacio
cerrado de X. Se mostrard que X/M es fuertemente superproyectivo.
Para esto sea A un subespacio cerrado de X/M de codimensién infinita,
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A se puede expresar como A = N/M donde N es un subespacio cerrado
de X que contiene a M. Considerando la aplicacién cociente Qs : X —
X/M, entonces N = Q;; (A), por lo que N tiene codimensién infinita.
Como X es fuertemente superproyectivo, existe un subespacio cerrado
B de X, de codimension infinita, que contiene a N, complementado
e isomorfo a X. De modo que, Qp/(B) es un subespacio cerrado de
codimensién infinita de X/M, que contiene a A y complementado en
X/M. O

Lema 6.3.3. [56, Remark III.1.] Sea (g,) una sucesion acotada en el
espacio dual Y™, tal que inf,, ||gn|| > 0 y 0 es un punto de la clausura w*
de {gn : n € N}, entonces (g,) tiene una subsucesion (gn,) para la cudl
eziste una sucesion acotada (yi) en Y tal que gn,(y;) = d;j para todo
ijeN

6.4. EIl problema de la clase de perturbacion

En esta seccion se resuelve el problema de la clase de perturbacién para
operadores semi-Fredholm utilizando espacios fuertemente subproyec-
tivos y fuertemente superproyectivos. También se proporcionan ejem-
plos concretos de espacios de Banach para los cuales las igualdades
PO (X,)Y)=8S(X,Y)y PP_(X,Y)=S8C(X,Y) son validas.

Teorema 6.4.1. Sean X, Y espacios de Banach tales que X es fuerte-
mente subproyectivo y 4 (X,Y) # 0 entonces PP (X,Y) = SS(X,Y).

Demostracion. Sea K € L(X,Y) tal que K ¢ SS(X,Y), entonces existe
un subespacio cerrado H de X de dimension infinita, tal que la restric-
cién K|pg es un isomorfismo. Se mostrara que K ¢ P®, (X,Y).

Como X es fuertemente subproyectivo, pasando a subespacio, se puede
suponer que H es complementado en X, entonces X se puede expresar
como:

X=H6eM

con M isomorfo a X. Siendo ®,(X,Y) # () entonces por el Corolario
6.2.1, existe un subespacio L de Y isomorfo a X; asi que uno de los
siguientes casos puede ocurrir:

(1) K(H) + L es cerrado y K(H) N L tiene dimensién finita,
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(2) K(H)N L tiene dimensién infinita,
(3) K(H) + L es no cerrado y K(H) N L tiene dimensién finita.

(1) Como L es fuertemente subproyectivo, pues es isomorfo a X, entonces
por la Proposicién 6.3.1, se puede reemplazar L por un subespacio de
codimensién finita, de manera que K(H) N L = {0}.

Sea U € L(M, L) un isomorfismo sobreyectivo, se considera el operador

T:X=HeM —KH)&LCY

dado por T'(z,y) := —K (x)+U(y). Observe que T es un isomorfismo, por
loque T € &, (X,Y). Ademds , H C N(T + K) por lo que N(T + K)
tiene dimensién infinita. En consecuencia, T+ K ¢ &, (X,Y), y de
aqui que K ¢ PP (X,Y).

(2) Como L es fuertemente subproyectivo y K (H) N L es un subespacio
cerrado de dimensién infinita de L, entonces existe un subespacio L de
L, cerrado de dimensién infinita, complementado, contenido en K (H)NL
y cuyo complemento es isomorfo a L, de manera que L se puede expresar

como:
L=1,®L;

con L3 isomorfo a L.

Dado que L; es un subespacio cerrado de dimensién infinita de K (H)NL
y como K|y es un isomorfismo, entonces Hy = (K|g)~'(L1) es un subes-
pacio cerrado de X de dimensién infinita. Por ser X fuertemente subpro-
yectivo, existe un subespacio cerrado Hs de Ho, cerrado de dimensién
infinita, complementado en X y con complemento isomorfo a X, enton-
ces se tiene que:

X = H3 & Xy

con Xo isomorfo a X.

Asi reemplazando L por el complemento de L1, es decir, reemplazando
L por Ls y H por Ns, el cual es un subespacio de H complementado,
se puede asumir que K (N3) + L3 es cerrado y K(N3) N Ly = {0} y por
tanto se esta bajo las condiciones del caso (1).

(3) En este caso se definird un operador compacto K; € L(X,Y) tal que
(K + K1)(H) N L tenga dimensién infinita.

Se observa que, de ser posible esto, (K + Ki)|g € PP+ (X,Y), asi que,
pasando a un subespacio de codimensién finita, se puede suponer que
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(K + K1)|H es un isomorfismo. Por lo tanto, el argumento del caso
(2) garantiza la existencia de un operador T' € &, (X,Y) tal que T +
K+ Ky ¢ &,(X,Y), como K; es compacto debe ocurrir que T'+ K ¢
¢, (X,Y) y por lo tanto K ¢ PP (X,Y).

Como en el caso (1), se puede asumir que K (H)NL = {0}. Del hecho que
K(H)+ L no sea cerrado, se deduce que existe una sucesién normalizada
(yn) en K(H) tal que dist(y,, L) < 27™.

Se observa que (y,) no tiene subsucesiones débilmente convergentes,
pues en caso contrario, si y € K(H) es el limite de alguna subsucesion,
se tendria que ||y|| = 1 y se puede escoger una sucesién (u,) en L tal
que ||un — Ynl| 2n—oo 0, de aqui que (u,) converge débilmente a y, por
lo que y € L. Luego, y € K(H) N L = {0}, lo cual no es posible pues
lly|| = 1. Por tanto (y,) tampoco tiene subsucesiones convergentes.

Se denota por S = {y, : n € N}, del hecho que (y,) no tenga subsucesio-

nes convergentes, se deduce que 0 ¢ S it y del hecho que (yn) no tenga
subsucesiones débilmente convergentes, se deduce que 0 ¢ Sy que 8"
no débil compacta. Luego, en virtud del Teorema4.2.6, S = {y, : n € N}
tiene una sucesién bésica. Pasando a subsucesion, se puede asumir (yy,)
es una sucesion bésica.
Sea (hy,) una sucesiéon en H tal que K(h,) = y, para cada n € N.
Dado que K es un isomorfismo sobre H, (h,) es una sucesién bésica y
semi-normalizada.
Por lo tanto, existe una sucesién acotada (h},) en el espacio dual X* tal
que (h}, hj) = 6;; para cada 7,5 € N.
Como dist(yn, L) < 27", se puede seleccionar (z,) en L tal que |y, —
Zn|| < 27" para cada n € N. La expresién

o

Ky(f) =) (hi, )z — w),

i=1
define un operador compacto K1 € L(X,Y). Ademds, para cada n € N,
se tiene que (K + Kj)(hy) = zn, por lo que [z,] C LN (K + K;)(H).
Observe que (z,) no tiene subsucesiones convergentes por lo que [z,]
tiene dimension infinita. De aqui que (K + K7)(H)N L tenga dimensién
infinita, tal y como se deseaba. O

Cabe destacar que el Teorema 6.4.1 no es consecuencia del resultado
dado en [62], el cual establece que si Y es subproyectivoy &4 (X,Y) # 0
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entonces PP, (X,Y) = SS(X,Y). En efecto, en primer lugar se debe
observar que las condiciones dadas en el resultado antes mencionado
es sobre el espacio codominio Y'; mientras que en el Teorema 6.4.1 la
condicién se impone sobre el espacio dominio X.

Maés ain, dado que los ejemplos conocidos de espacios subproyectivo
son también fuertemente subproyectivo, el hecho que ®(X,Y) # 0 y
Y sea subproyectivo implica que X es subproyectivo. Por lo tanto, en
muchos casos el resultado dado en [62] es consecuencia del Teorema 6.4.1,
aqui establecido.

El siguiente resultado aunque es una version dual del Teorema 6.4.1,
tiene un interés independiente ya que la demostraciéon del mismo no
sigue por dualidad. De hecho, la demostracién del siguiente resultado es
técnicamente mas complicada que la demostracién del Teorema 6.4.1,
debido a que se consideran cocientes en lugar de subespacios.

Teorema 6.4.2. Sean X, Y espacios de Banach tales que Y es fuerte-
mente superproyectivo y ®_(X,Y) # 0 entonces P®_(X,Y) = SC(X,Y).

Demostracion. Sea K € L(X,Y) tal que K ¢ SC(X,Y), entonces existe
un subespacio cerrado Y de Y de codimensién infinita tal que la Qy, K es
sobreyectiva, es decir Y = R(K)+Yp. Se mostrard que K ¢ P®_(X,Y).

Por ser Y fuertemente superproyectivo, pasando a subespacio, se puede
suponer que Yy es complementado e isomorfo a Y, de manera que Y se
puede expresar como Y =Yy ® N.

Sea P : Y — Y la proyeccién de Y sobre N, entonces N(P) = Yy y
R(P) = N, de modo que

R(PK)=P(R(K)+Yy) =N

N(PK) =K Y(Yp).

Como ®_(X,Y) # () entonces, por el Corolario 6.3.1, existe un subes-
pacio M de X tal que X/M es isomorfo a Y.

De manera que, X/M es isomorfo a Yj, se considera la funcién S €
L(X,Yy) definida por Si(z) = (S o Qar)(z), donde Qs es la aplicacién
cociente de X sobre X/M y S es un isomorfismo entre X/M y Y,
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entonces S7 es una funcién sobreyectiva tal que N(S1) = M y R(S1) =
Yo.

Como antes, y de manera dual, uno de los siguientes tres casos puede
ocurrir:

(1) K~1(Yy) + M es cerrado y K—1(Yp) + M tiene codimensién finita,
(2) K—Y(Yy) + M tiene codimensién infinita,

(3) K~1(Yy) + M es no cerrado y K—1(Yy) + M tiene codimensién
finita.

(1) Como K~1(Yp) + M tiene codimensién finita entonces existe un
subespacio cerrado W de X de dimensién finita tal que X = (K ~1(Yp) +
M)eW.

Se denota por My = M +W  entonces dim (M7 /M) es finita y K~1(Yp)+
M; = X. Como X/M es fuertemente superproyectivo entonces, por el
Teorema 6.3.2, existe un subespacio cerrado Ms que contiene a M; tal
que X /My es isomorfo a Y. De aqui que, se puede asumir que K ~1(Yp) +
M=X

Se considera el operador T: X — Y definido por T(x) := Si(x) —
PK(x). Se cumple que R(T') =Y, en efecto, sea y € Y entonces y =
Yo+yicony €Yoyuy €N.

Se mostrara que

yo = S1(z0) para algin zo € K~ (Yp) (6.3)

y1 = PK(x)para alginzy € M (6.4)

Para mostrar (6.3), dado que R(S1) = Y, se toma z € X tal que
Sy (x) = yo, como K~ 1(Yy) + M = X, entonces x se puede expresar
como ¥ = xg + xf con xg € K 1(Yp) y zf, € M. Asi 2, € N(S), de
aqui se obtiene que yo = S1(x) = Si(xo).

Para mostrar (6.4), dado que N = R(PK), entonces existe z € X tal que
y1 = PK(x), como K~(Yy)+M = X entonces x se puede expresar como
z =1+ con ) € K~}(Yy) y 1 € M. Dado que K(z}) € Yy = N(P)
entonces se tiene que y; = PK(z) = PK(X)).
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Finalmente para xop y x1 obtenidos de las expresiones (6.3) y (6.4), se
observa que x = g —x1 € X y asi

T(xg—x1) = (51— PK)(xo—z1)
= Si(xg— 1) — PK(xo— 1)
= Si(xg) + PK(x1)
= Yo+n=y
Se obtiene asi que el operador T es sobreyectivo y por lo tanto T' €
®_(X,Y). Sin embargo, R(T+K) = R(S1+(Ix—P)K) C Yy, por lo que

R(T+ K) tiene codimensién infinita. De manera que, T+ K ¢ ®_(X,Y)
y en consecuencia K ¢ PP_(X,Y).

(2) Ahora se considera el caso que K—1(Yy) + M tiene codimensién in-
finita, entonces dado que

X B X/M
K-1(Yo)+ M (K-'(Yo) + M)/M

se tiene que (K*l(YO) + M) /M tiene codimensién infinita en X /M.
Como X/M es fuertemente superproyectivo, por ser isomorfo a Y, existe
un subespacio de codimensién infinita X; /M de X/M, complementado,

que contiene a (Kfl(Yo) + M) /M y que es isomorfo a X /M. De manera

que X/M se puede expresar como:
X_X N
M MM
con N D M y X;/M isomorfo a X/M. De aqui se obtiene que:
= K-1(Yo) + M C X,
= X, tiene codimensién infinita en X,
» X /M esisomorfo a Y,
» X/N es isomorfo a Y.

Luego, por la Proposicién 6.3.2, existe Y; subespacio cerrado de Y de
codimensién infinita tal que Y; D Yy, X1 = K~ !(Y1), de modo que
K-'(Y1)+ N = X.
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Como Y7 tiene codimensién infinita en Y, existe un subespacio Y5 de Y
de codimensién infinita que contiene a Y7, complementado e isomorfo a
Y

Asf Qy, K es sobreyectiva, Y es complementado e isomorfoa Y, K ~1(Y3)+
N = X, con X/N isomorfo a Y y por tanto, se estd bajo las condiciones
del caso (1)

(3) Si K~1(Yy) + M es no cerrado y K—1(Yy) + M tiene codimensién
finita entonces K ~1(Yp)t + M+ es no cerrado y K~(Yy)* N M+ tiene
dimensién finita, reemplazando M por un subespacio de codimensién
finita, se puede asumir que

K YYy)t nmt ={0}.
Se definird un operador compacto K7 € £(X,Y) tal que
(K + K1) Y(Yo) + M

tenga codimension infinita.

Del hecho que K~1(Yy)* + M+ no sea cerrado, se deduce que existe una
sucesién normalizada (f,) en K~1(Yy)* tal que dist(f,, M*) < 27™.
Se observa que (f,) no tiene subsucesiones convergentes, pues en caso
contrario si f es el limite de alguna subsucesién, se tendria que || f|| =1
y f € K~1(Yy)t N M+, lo cudl no es posible.

Sisetoma f € {f,:n € N}w*, entonces f € K—1(Yy)L ¥ NML ™" como
K=YYy)* y M* son débil* cerrados entonces f € K~ (Yy)t n M=t y
por tanto f=0€ {f, :n € N}w . Sea (g,,) una sucesién en Y- tal que
K*(gn) = fnparacadan € N, esto es posible pues K~ (Yb) = K*(Ygh).

Como K*|y 1 es un isomorfismo entonces 0 € {g, : n € N 1. Luego, por
la Proposicién 6.3.3, pasando a subsucesion existe una sucesion acotada
(yn) en Y tal que g;(y;) = d;; para cada 4,j € N.

Ahora se selecciona (hy,) en M+ tal que | f, — hy| < 27" para cada
n € N. Entonces K; € £L(X,Y') definido por

Ki(z) =Y (hi — f:)(x)yi,

i=1

es un operador compacto, y el adjunto de dicho operador estd dado por

Zg y’L fz
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Se observa que (K* + K7)(gm) = hyn para cada m € N, de aqui que
(K + K1)*(Y55) N M+ tenga dimensién infinita.

Pero (K+K1)~ 1Y) = (K+K1)*(Y5"), porlo que (K + K1)~ 1(Yy) + M
tiene codimension infinita tal y como se deseaba.

Ahora bien, se tiene que existe K1 € L(X,Y) compacto, tal que el
subespacio (K + K71)~1(Yy) + M tiene codimensién infinita.

Se observa que Qy, (K + K1) € ®_(X,Y), pues Qy, K € ¢_(X,Y/Yp)
por ser Qy, K sobreyectiva y por ser Qy,/K; compacto. Por lo que pa-
sando a un subespacio de codimensién infinita, se puede suponer que
Qv, (K + K1) es sobreyectiva.

Asi Qy, (K + K1) es sobreyectiva, Y) es un subespacio complementado,
de codimensién infinita en Y y (K + K1)~!(Yp) + M tiene codimensién
infinita, por lo que se tienen las condiciones del caso (2), asi existe un
operador T' € ®_(X,Y) tal que T+ K + K; ¢ ®_(X,Y), por tanto
T+ K ¢ ®_(X,Y) de donde se concluye que K ¢ P®_(X,Y). O

Es necesario comentar que el Teorema 6.4.2, no es consecuencia del re-
sultado dado en [62] que establece: si X superproyectivo ®_(X,Y) # ()
entonces P®(X,Y) = SC(X,Y). En efecto, las condiciones dadas en el
resultado antes mencionado es sobre el espacio dominio X; mientras que
en el Teorema 6.4.2 la condicién se impone sobre el espacio codominio
Y.

Ma3ds ain, dado que los ejemplos conocidos de espacios superproyectivo
son también fuertemente superproyectivo, el hecho que ®_(X,Y) # 0 y
X sea superproyectivo implica que Y es superproyectivo. Por lo tanto,
en muchos casos el resultado dado en [62] es consecuencia del Teorema
6.4.2 que se ha establecido.

Finaliza esta seccion con una lista de soluciones positivas al problema
de la clase de perturbacion.

Como consecuencia directa del Teorema 6.4.1 y de los Ejemplos 6.2.1,
6.2.2,6.2.3,6.2.4,6.2.5,6.2.7, 6.2.8 y 6.2.6 se tiene el siguiente resultado.

Corolario 6.4.1. Sean X, Y espacios de Banach, si Y contiene un
subespacio isomorfo a X y el espacio X es

1. X =¥, para 1 < p < oo.

2. X = ¢y, el espacio de las sucesiones convergentes a 0.
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10.

11.

12.

X =1L, con2<p<oo.

. X =d(w,p) con1 < p < oo yw = (w,) una sucesion decre-

ciente de numeros positivos tales que wy = 1, lim, o w, = 0 y

o0
Y omq Wy = 00.
X =/l 4, el espacio de sucesiones de Lorentz con 1 < p,q < oo.

X = Lwg(0,00) 0 X = Ly 4(0,00), el espacio de funciones de
Lorentz para 2 < p < oo.

X =L, 4(0,1), el espacio de funciones de Lorentz para 2 < p < 0o
y1l<gqg<oo.

X =J, el espacio de James.
X = By, el espacio de Baernstein para 1 < p < oo.
X =T, el espacio de Tsirelson.

X = C(K) el espacio de las funciones continuas sobre un conjunto
compacto y disperso K.

Un subespacio cerrado de los espacios anteriores.

Entonces P, (X,Y) =S8S(X,Y).

También, como consecuencia directa del Teorema 6.4.2 y de los Ejemplos
6.3.1, 6.3.3 y 6.3.2 se tiene el siguiente resultado.

Corolario 6.4.2. Sean X, Y espacios de Banach, si X tiene un cociente
isomorfo a'Y y el espacio Y es

1.

e e

Y =¥, para 1l <p < oo.
Y = ¢g, el espacio de las sucesiones convergentes a 0.
Y =1L, paral <p<2.

Y = d(w,p)* el dual del espacio d(w,p), para 1 < p < 0o y w =
(wy) una sucesion decreciente de nimeros positivos tales que wy =
1, limy ooy, =0 y > 02 | wy, = 00.

Y =1{5 ,, el dual del espacio £y 4 para 1 < p,q < oo.
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6. Y = Ly4(0,00)* oY = Ly, 4(0,00)%, para 2 < p < oo.

7. Y =L, 4(0,1), el espacio de funciones de Lorentz para 2 < p < 0o
yl<q<oo.

8. Y = J*, el dual del espacio de James.
9. Y = By, el dual del espacio de Baernstein para 1 < p < oo.
10. Y =1T%*, el dual de el espacio de Tsirelson.

11. Y = C(K) el espacio de las funciones continuas sobre un conjunto
compacto y disperso K.

12. Un cociente de los espacios anteriores.

Entonces P®_(X,Y) = SC(X,Y).
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