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Capitulo 1

Introduccion

En este libro estamos interesados en dar a conocer resultados recientes
en el activo tema de los Procesos Aleatorios controlados por una Cade-
na de Markov oculta conocidos en la literatura anglosajona Switching
Markov Processes.

Una cadena de Markov oculta es una sucesién de variables aleatorias
Y = {Y,}n>0 que se supone ocurre luego de la realizaciéon de una Ca-
dena de Markov X = {X,,},>1 que no es observada, llamada régimen,
siendo que el modelaje estadistico se hace solo con la informacién apor-
tada por el proceso Y.

En la literatura estdndar de Cadenas de Markov ocultas las variables
aleatorias Y, condicionales a X, son independientes, en nuestro caso
podria existir dependencia a un paso. Esta caracterizaciéon nos permi-
tird tratar de manera unificada los tres ejemplos principales que estudia-
remos: Cadenas de Markov ocultas con espacio de estado finito para las
observaciones y los estados ocultos con espacio de estado finito, Cadenas
de Markov con observaciones continuas y con espacio de estado finito y
los procesos autorregresivos con régimen de Markov (AR-RM).

La dependencia que tiene Y,, de Y, X se puede hacer explicita por-
que se puede suponer sin perder generalidad que Y, = r(Y,,_1, Xy, ep)
para alguna funciéon medible » y una sucesion de variables aleatorias
e = {en}n>1 independientes de Yy y de X. A lo largo de estas notas

1



2 Lisandro Fermin, Ricardo Rios, Luis-Angel Rodriguez

solo consideramos como espacio de estados de la cadena de Markov X,
al conjunto finito {1,...,m} y denotaremos por P = [p;;| su matriz de
transicién.

En general el proceso Y no es una cadena de Markov. Sin embargo el
proceso conjunto Z = (Y, X) si es una cadena de Markov. En la Figura
1.1 se observa un esquema del mecanismo de generacién para un proceso
AR-RM.

Figura 1.1: Esquema descriptivo de un modelo de Markov oculto

Cuando la funcién r sélo depende de los procesos X y e se obtiene la
subclase de procesos conocidos como Cadenas de Markov ocultas (CMO).

Los modelos de CMO son usados en distintas areas de las ciencias basicas
y aplicadas, as{ como en la industria, las finanzas y la economia, desde
el andlisis de rutina hasta la resolucién de problemas de alta envergadu-
ra: reconstrucciéon de imagenes, reconocimiento de patrones, tomografia,
resolucién de problemas inversos, etc. ver Cappe [11] y McDonald y Zuc-
chini [33] para referencias mas completas.

Los modelos de CMO fueron introducidos por Blackwell and Koopmans
[50] como funciones probabilisticas de una cadena de Markov. Ellos se
ocupan del siguiente problema probabilistico: para todos los procesos
estacionarios Y = {Y}, },,>0 con valores en un conjunto discreto, se quie-
re caracterizar cudles admiten la representacién Y, = r(X,) y estu-
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diar sus propiedades. Heller [27] aborda este problema de una manera
no constructiva. Utilizando algunos aspectos de la teoria de realizacion
estocastica se pueden dar algoritmos que permitan, dado un proceso
Y = {Y, }n>0, que se puede representar como un modelo de CMO, cons-
truir una cadena de Markov {X,, },>0 y una funcién r tal que el proceso
Y, = r(X,) o al menos Y,, y r(X,,) tengan la misma distribucién, ver
Finesso [22].

Las primeras contribuciones relacionadas con la estimacion por maxima
verosimilitud de los modelos CMO (consistencia y normalidad asint6ti-
ca) se deben a Baum, Petrie y sus colaboradores, quienes a mediados
de los anos sesenta del siglo XX desarrollaron sus propiedades en una
serie de articulos, ver [7, 8] y sus referencias. Ellos proponen un algorit-
mo de calculo numérico de la verosimilitud. Estos autores, introducen
el algoritmo EM el cual se ha hecho muy popular con la aparicién del
trabajo de Dempster et al. [17]. Después, a mediados de los setenta, los
modelos de CMO hacen una aparicién fugaz apariciéon en la literatura
estadistica. En 1975 Baker [6] propone un CMO como modelo de reco-
nocimiento automatico de patrones y sigue siendo hoy dia muy utilizado
en este campo. Los aspectos computacionales del algoritmo de Baum y
el reconocimiento de patrones estédn recogidos en Levison et al. [32].

La consistencia y la normalidad asintética para el estimador de maxima,
verosimilitud (EMV) desarrolladas por Baum y Petrie [7] son extendidas
al considerar espacios més generales para el proceso Y (por ejemplo R?).
Leroux [31] establece la consistencia del EMV, mientras que la normali-
dad asintética es establecida por Bickel et al. en [9, 10]. Las propiedades
asintoticas del EMV cuando el espacio de estados de la cadena X es
compacto son establecidas por Jensen y Petersen [52], Douc y Matias
[34].

Regresando a nuestro planteamiento general Y;,, = r(Y,,—1, Xp, €n), po-
demos suponer que la funcién r tiene una forma aditiva conveniente que
permite escribir Y, en la forma,

Y, =r(Yn-1,Xpn) + en, (1.1)
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o de manera equivalente,
Y, =rx,(Yoo1) +en. (1.2)

La ecuacién (1.2) nos permite entender el modelo AR-RM como la com-
binacién de m modelos de autorregresién seleccionados segin la reali-
zacion de la cadena de Markov X. En estas notas se puede presentar el
modelo en las dos formas. Goldfeld and Quand [53] los introducen como
una generalizacién de los modelos de regresion alternantes (switching en
la literatura anglosajona) el cambio de régimen es aleatorio.

El interés en este tipo de procesos es amplio tanto tedricamente como
en las aplicaciones. Los procesos AR-RM son usados en muchas areas
porque representan modelos heterogéneos no independientes. Hamilton
[25] estudia, en el contexto econométrico, un proceso AR lineal con régi-
men de Markov para el analisis de la serie temporal del producto interno
bruto de los Estados Unidos, con dos regimenes: uno de contraccién y
otro de expansién. Los modelos autorregresivos lineales con régimen de
Markov también han sido usados en varios problemas surgidos de la in-
genieria eléctrica: deteccién de fallas, control automatico, ver Douc et
al. [18].

Los aspectos probabilisticos de los AR-RM relacionados con la estabili-
dad del modelo son desarrollados en Yao y Attali [55]. La consistencia
y la normalidad asintética del estimador de méxima verosimilitud en el
contexto de los procesos AR-RM son estudiadas por: Francq y Rous-
signol [51] (consistencia), Douc et al. [18] (consistencia y normalidad
asintética). Estos ultimos las establecen tanto para el caso estacionario
como para el caso no estacionario, utilizando una técnica de acopla-
miento introducida por Bakry et al. [14] para el modelo CMO cuando
el proceso Y toma valores en un espacio finito. Para la estimacién semi
paramétrica y no paramétrica referimos a [40, 30].

Nuestro objetivo en estas notas es introducir al lector en el estudio de
series con cambios de régimen en el tiempo, de manera de caracterizar
los distintos modos de la serie utilizando un modelo que permite tener
buenas propiedades tedricas y versatilidad en la gama de algoritmos que
se pueden implementar.



Capitulo 2

Series de Tiempo

En este capitulo, siempre con la intencién de hacer estas notas auto-
contenidas, presentamos algunos aspectos basicos del extenso campo del
analisis de series temporales.

Un modelo matemé&tico para una medicién temporal discretizada (proce-
so estocdstico a tiempo discreto o serie de tiempo) puede ser formulado
introduciendo una sucesién {Y}, },ez de variables aleatorias definidas en
un espacio de probabilidad (2, F,P).

En el enfoque empleado prescindimos de la formulacién general de pro-
ceso estocdastico y lo que supondremos es que conocemos la distribucion
conjunta de una muestra

(Y07Yl7 cee 7Yn)T

de la sucesién {Y, }nez. En el documento esta distribucién conjunta es-
tard determinada por la densidad conjunta p(yo,y1,--.,yn) del vector
(Yo, Y1,...,Y,)T. Indicamos con ()7 la operacién transposicién y puede
aplicarse a vectores y matrices.

Definicién 2.1. La esperanza de la variable aleatoria g(Yp,Y1,...,Yy,)
esta dada por

EQ(YOlea‘”uYTL) :/g(y07y17'"7yn)p(y07yl7"'7yn)dyl7"'7dyn

5
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donde p(y) es la distribucion marginal con respecto a (Yo, Y1,...,Y,)".

Consideramos L?R(Q, F, P) el espacio de las variables aleatorias Y defi-
nidas sobre € y a valores en R tales que

IYllz = (BYTYD'? < oo,

donde Y es un vector columna e Y7 es su vector traspuesto. Este es un
espacio de Hilbert con el producto escalar (X,Y) = E[XTY].

Definicién 2.2. Una serie de tiempo {Y,}nez es de sequndo orden si
Y, € L%R(Q,]-', P), para todo n € Z.

Definicién 2.3. Sea {Y, }nez una serie de tiempo de sequndo orden.
Definimos su funcion de autocovarianza por

Yjn = cov(Yn, Ynij) = E(Yn — E(Yn))(Yat; — E(Ynts)),
Observacién: En esta notacion var(Yy,) = Yon.

Las series temporales de segundo orden débilmente estacionarias se ca-
racterizan por sus momentos de segundo orden.

Definicién 2.4. Una serie de tiempo {Y, }nez de sequndo orden se dice
débilmente estacionaria si:

1. E(Y,) = p para todo n € Z.
2. Yjn = 7vjo para todo n € Z. En este caso denotamos yjo = ;.

Para una serie de tiempo de segundo orden débilmente estacionaria se
define la funcién de autocorrelaciéon por

p; = i/

Como una consecuencia de la desigualdad de Cauchy-Schwarz se de-
muestra que |p;| < 1 para todo j € Z.

Ejemplo 1: (Proceso ruido blanco) Sea {ey }nez una sucesién de varia-

bles aleatorias no correlacionadas, centradas E(e,,) = 0y con E(e2) = o2.

El proceso ruido blanco es débilmente estacionario. Cuando la sucesién
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es indepediente el proceso se conoce como ruido blanco fuerte.

Ejemplo 2: Definimos Y,, = p + e, donde {e,, }pez es un ruido blanco.
Entonces {Y, }nez es una serie de tiempo débilmente estacionaria.

Ejemplo 3: Definimos Y,, = nu + e, donde {e, }nez es un ruido blanco.
Entonces {Y, }nez no es débilmente estacionario.

2.1. Autocorrelacion parcial

El coeficiente de autocorrelacién parcial de una serie de tiempo de se-
gundo orden débilmente estacionaria en el retardo k, denotado por Y,
es la correlacién simple entre Y, v Y,,_i después de extraer la influencia
de los retardos intermedios.

El célculo de las autocorrelaciones parciales puede basarse en el modelo
de regresién miiltiple en desviaciones respecto a las medias poblacionales

Y, = 7wbllc}/n—l +--+ wkkYn—k + un
Multiplicando por Y,,_; y tomando esperanza,
E(Yn—1Yn) = YiE(Yn—rYn-1) + - + YskE(Yn—1Yn—1) + E(Yn—gun)

y si suponemos que el proceso esta centrado, E(Y,,) = 0 para todo n € Z,
entonces

T = V1kYn—1 + -+ Ve Yn—k

dividiendo por 7y se obtiene el llamado sistema de ecuaciones de Yule-
Walker, que queda determinado por

p1 Po pL o Pr—1 Pk
p2 | P1 po  Pr—2 oy,
Pk Pk—1 Pk—2 PO Yk

de donde obtenemos las autocorrelaciones parciales en términos de las
autocorrelaciones simples pg, p1, ..., pr. Aplicando la regla de Cramer
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nos queda

1 pr P

1 L p2

Pk—1 Pk—2 Pk

Yrk =
1 P PE—1
p1 I pr—2
Pk—1 Pr—1 -1

2.2. Procesos de Medias Moviles

Sea {e;, }nez un proceso ruido blanco. Un proceso Media Mévil de orden
q, (MA(q), siglas en inglés), es definido por la siguiente ecuacién

Y, = M+ en+ thep 1+ + qun—qa

donde p,01,...,0, son parametros reales constantes.
Veamos el proceso de media mévil de primer orden, MA(1). Considare-
mos

Y, =pu+e,+0e,_q
donde 6 y u son constantes reales cualesquiera. Se tiene que
1. E(Y,) = p.
2. Yon = (140202, v, = 00% y vjn = 0 para j > 1.

De esta manera el proceso MA(1) es débilmente estacionario.
Para el proceso MA(1) se tiene que la funcion de autocorrelacién es dada
por

B 0

y pj = 0 para j > 0.
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2.3. Procesos Autorregresivos
Un proceso autorregresivo de orden p (AR(p)) se define por la ecuacién
Y, = ¢1Yn—1 +-+ ¢pYn—p +en

donde e, es un ruido blanco y ¢, ¢;, j = 1,...,p son constantes reales.
Presentaremos a continuacién los casos p=1y p = 2.

Un proceso autorregresivo de orden 1 (AR(1)) se define por la ecuacién
Y, =c+ oY, 1 +ey (2.1)

donde e,, es un ruido blanco y ¢, ¢ son constantes reales. La ecuacion
(2.1) es equivalente a
Y, = ¢B(Y,,) + wy,

donde B es el operador de retardo (backward shift) y w, = ¢+ e,. Esto
permite dar la solucién débilmente estacionaria que define el AR(1), en
efecto, (I —¢B)(Y,) = wy, y aplicando la inversa del operador (I —¢B) ™!
la cual existe bajo la condicién |¢| < 1,

Jj=0

podemos calcular la esperanza y la varianza de Y,,, las cuales estan dadas

por E(Y,) =c¢/(1-¢)y ,

7% = T35
1—¢?’
respectivamente, mientras que la funcién de autocovarianza es

¢o?
s

En consecuencia es facil ver que la funcién de autocorrelacion es p; = ¢/.

Observacion: la representacién de la solucién de la ecuacién (2.2) se
conoce una media mévil infinita MA (o).
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Si |¢| > 1 la serie (2.2) no converge en L2. Sin embargo reescribiendo
(2.1) en término de los valores futuros de Y, se tiene la siguiente ecuacién
autoregresiva

Yo = ¢ Vap— ¢ wap (2.3)

Como |¢~!| < 1, por el mismo argumento utilizado anteriormente para
el caso |¢p| < 1, se tiene que,

[e.9]

Yn = - Z ¢_jwn+ja (2’4)

=1
siendo esta la dinica solucién estacionaria de (2.1) o equivalentemente,
de (2.3).

Luego, su funcién de covarianza es dada por

Vi = (232 1

Si |¢| = 1, se puede probar que no existe una solucién estacionaria. Por
consiguiente, no existe un AR(1) para |¢| = 1.

(2.5)

A continuacién, presentamos en la Figura 2.1, dos realizaciones del pro-
ceso autoregresivo AR(1), y sus correspondientes correlogramas. Ambas
trayectorias han sido simuladas considerando la misma realizacién del
ruido blanco {e,}, por lo que sélo se diferencian en el valor del pardme-
tro autoregresivo.

Para la primera realizacién del proceso AR(1) identificado con el color
azul, se utilizé el pardametro autoregresivo ¢ = 0,65 y ¢ = 1, y para la
segunda silmulacién identificada con el color rojo, el pardmetro autore-
gresivo ¢ = 0,98 y ¢ = 1, ambos para los tiempos n = 0,...,1000. Se
puede observar que la primera trayectoria presenta un comportamien-
to con poca variabilidad y de esta manera una dispersiéon mas estable,
mientras que para la segunda realizacion el comportamiento es més ex-
plosivo y con una variabilidad mucho mas fuerte.
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Trayectoria de un proceso AR(1)

X(t)

I I I I I I I I I
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

tiempo
Funcién de autocorrelacion Funcién de autocorrelacion parcial
1 1
0,8 0,8
5 0,6 % 0,6
< 04 L o4
o2 mHH HHH o2
O pragpessrindtiins ’ M O e i o & S R e e R B
-40 -20 0 20 40 0 10 20 30 40
lag lag

Figura 2.1: Simulaciénes del proceso AR(1)

También, se observa en la grafica de la funcién de autocorrelacién (ACF)
que para ambos modelos se presenta un decrecimiento exponencial, ca-
racteristico de los modelos autoregresivos de coeficientes positivos, y
finalmente a fin de distinguir entre las dos simulaciones para el modelo
AR(1), presentamos la funcién de autocorrelacién parcial (PACF); en el
caso de un modelo AR(1), Y,, mantiene una relacién directa con Y,,_1,
por lo que el primer coeficiente de autocorrelacion parcial es diferente
de cero y el resto de los coeficientes iguales a cero.

Un proceso autorregresivo de orden 2, AR(2), se define por la ecuacién,
Yn = (z)lYn—l + ¢2Yn—2 +en

el estudio de este proceso lo establecemos considerando la representa-
cién equivalente del AR(2) como un AR(1) vectorial, definimos Z, =
(YTMYTL—I)Ta ETL = (enao)T Yy

| &1 b2
a=(T %)

Ly = AZn—l + Ena

asi
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y la estacionaridad de este ultimo depende del comportamiento del radio
espectral p(A) de la matriz A, es decir, si p(4) < 1 entonces

lim A" =0

n—oo
y como Z, = A"Zy+ > 1, AFE, ;. cuando n tiende al infinito Z,, —

S o A¥Ey v la distribucién de este proceso limite es la distribucién
estacionaria.

El radio espectral de A es el autovalor de mayor modulo, el cual en este
caso esta dado por las raices del polinémio A\?> — ¢\ — ¢o. En general
para un proceso AR(p) se puede estudiar su estacionaridad si se estudia
el polinomio caracteristico asociado.

2.4. Proceso ARMA(p,q)

El proceso ARMA (p,q) (autorregresivo media Movil de orden p, q)

I—-—¢1B—--—¢pB)Y, =I—-6B—---—6,B%e,
El proceso serd estacionario si las raices de 1 — 1A —--- ¢, AP estdn fuera
del circulo unitario y es invertible si las de 1 — 1A —--- — 6,7 lo estédn.

2.5. Paseo al azar

Consideremos a manera introductoria la siguiente sucesion de variables
aleatorias. Sea S,, = X1+ Xo+ -+ X,,, con Sg = 0 y X; variables aleato-
rias Bernoulli independientes con valores —1,1 y P(X;, = —1) = P(X}, =
1) = 1/2. Si consideramos las poligonales (n,.S,) que parten del origen,
estas definen el paseo al azar o caminata aleatoria.

Observemos que el proceso .S, satisface la ecuacion,
Sn =Op-1+ Xn

es decir, una caminata al azar se puede ver como un proceso autorre-
gresivo con ¢ = 1 y ruido X, Bernoulli. En general llamaremos paseo
al azar a un proceso AR(1) con ¢ = 1. Este proceso no es estacionario
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pero el proceso de sus incrementos S,, — .S,,_1 si lo es.

Definiendo el operador V = I — B, los incrementos del paseo al azar se
escriben como VS, = X,,.

2

La varianza de S,, es igual a o%n, su cov(Sy, Snin) = o2n y la funcién

de autocorrelacién n

Vnln+ k)

si n es grande, los coeficientes de la funcién de autocorrelacién seran
proximos a uno y decreceran muy lentamente en k.

2.6. ARIMA p,d, q)

El paseo al azar se obtuvo admitiendo que la raiz de un AR(1) es unitaria,
con lo que se convierte en no estacionario. Esta idea se puede generalizar
para cualquier proceso ARMA permitiendo una o varias raices unitarias
en el operador AR. Se obtienen entonces procesos del tipo:

(I-¢1B—-—¢,B?)I -~ B)Yy, = (I 6B~ —0,Be,

este es un proceso ARIMA(p, d, q). En esta notacién p es el orden de la
parte autorregresiva, d es el nimero de raices unitarias y g el orden de
la parte media mévil.

2.7. Metodologia de Box y Jenkins

En lo que sigue presentamos una metodologia utilizada para ajustar un
modelo concreto a una serie de datos particular. Las tres etapas del
modelado son las siguientes:

1. Identificacion y seleccién del modelo: asegurarse de que las varia-
bles son estacionarias, la identificacién de la estacionalidad de la
serie (diferenciando en el tiempo si es necesario), y el uso de los
graficos de las funciones de autocorrelacion y de autocorrelacién
parcial de la serie de tiempo para decidir cudl componente (si es
el caso) se debe utilizar en el modelo, el promedio autorregresivo
o una media mévil.
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2. Estimacién de parametros usando algoritmos de calculo para tener
coeficientes que mejor se ajustan al modelo ARIMA seleccionado.
Los métodos méas comunes cuando se se supone al ruido blanco e
gaussiano indepediente son estimacion por maxima verosimilitud
o minimos cuadrados.

3. Comprobar el modelo mediante el ensayo, es decir si el modelo
estimado se ajusta a las especificaciones de un proceso univariado
estacionario. En particular, los residuos deben ser independientes,
la media y la varianza constantes en el tiempo.
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2.8. Ejercicios

1. Un proceso Y, es estrictamente estacionario si es invariante por
traslaciones, la distribucién de (Xi,,...,X;,) es la misma que
(Xty+hy - - - s X, +n) para todo (t1,...,t,) y todo h.

a) Sea {Y,} un proceso estocastico con Z, = (Yon—_1,Yon) ~
.. 1 o
L.id N(0,X), con 3 = < I

para todo n pero las distribucién de (Y7,Y2) no es igual a la

de (}/2,)/3) porque (Y27Y3) ~ N(O’ I)

b) Demuestre que si {Y,,} es un proceso estrictamente estacio-
nario con E(Y,?) para todo n entonces {Y,} es un proceso
débilmente estacionario.

demuestre que Y, ~ N (0,1)

2. Calcular la media, varianza y funciéon de covarianza de un proceso
MA(q). Concluya que el proceso MA(q) es débilmente estacionario.

3. Demuestre que si B es el operador de retardo entonces el operador
B es acotado y el operador I — ¢B es invertible si |¢| < 1, utilice
la norma del supremo.

4. Calcular la media, varianza y funcion de covarianza de un proceso
AR(1). Concluya que el proceso AR(1) es un proceso débilmente
estacionario.

5. Sean los procesos {V,,} y {U,} definidos por V,, = e; + dea +-- -+
" e,y U, = ¢" Ler+¢" 2ea+- - -+e, respectivamente. Sea {Y;,}
el proceso definido por la ecuacién (2.1) (con ¢ = 0). Demuestre que
U, y V, tienen la misma distribucién y que si |¢| < 1, U, — Y,, —
0cs.y Vi = > 50 ¢" e, c.s. entonces Y, — Yon " le, en
distribucion. ;

6. Demuestre que la funcién de autocorrelacién parcial de un proceso
AR(1) se anula para retardos k mayor que 1.

7. Demuestre que la funcién de autocorrelacién parcial de un proceso
MA(1) es
—0k(1 — 6?)

Yk = 1 _ g2(kt1)
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10.

11.

Lisandro Fermin, Ricardo Rios, Luis-Angel Rodriguez

Suponga que Y, = ¢1Y,_1 + Up ¥V Uy = PoUup_1 + a, donde a; es
un proceso ruido blanco. Demuestre que Y,, es un proceso AR(2).

Suponga que Y, = ¢1Yn_1+uUn ¥ U = ay — 020,71 donde a; es un
proceso ruido blanco. Demuestre que Y;, es un proceso AR(1,1).

Explique detallamente las propiedades de esperanza, varianza, co-
varianza y autocorrelaciones parciales de un proceso ARMA(1,1).

Realice simulaciones de MA(1), MA(2) y AR(1). Compare las fun-
ciones de autocorrelacién muestral con las autocorrelaciones teéri-
cas.



Capitulo 3

Cadenas de Markov

En este capitulo introducimos ideas bésicas relacionadas con Cadenas
de Markov a tiempo discreto definidas sobre un espacio de probabilidad
(Q, F,P) a valores en un espacio medible (E, ), el conjunto E denota
el espacio de estados y £ una o-algebra. El capitulo sigue de cerca el
enfoque de Prieto [39] y Duflo [20].

3.1. Nucleos de Markov

Un nicleo de transicion sobre el espacio medible (F, ), es una funcién
Q: ExE&—0,1] tal que,

1. Para cada z € E, Q(x,-) es una medida de probabilidad sobre
(E,€).

2. Paracada I" € £, Q(-,I") es una variable aleatoria.

Una filtracion sobre un espacio medible (£, F) es una familia creciente
{Fn}n>0 de sub-o-dlgebras de F, (F, C Fn11, para cada n > 0).

Dada una sucesién de variables aleatorias (v.a) {Xp}n>0, la filtracion
natural se define como la menor o-dlgebra, tal que Xy, ..., X, son Borel-
medibles, esta se denota como F,, = o(Xo, ..., Xp).

17
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Una sucesion de v.a {X,, },,>0 es adaptada a la filtracién {F, },>0 si para
cada n € N, la variable aleatoria X,, es F,-medible (X,, € F,,).

Una sucesién de v.a X = {X,,},>0 sobre el espacio de probabilidad
(Q, F,P) adaptadas a una filtracién {F,},>0, con valores en el espa-

cio medible (E, &) es una Cadena de Markov homogénea con nicleo de
transicion Q) siy sélo si para cada n € N,

P(Xni1 € AIF,) = Q(Xn, A), (3.1)

para cada A € £. La distribucién de X,, 41 condicional a F,, es la medida
aleatoria Q(X,, ).

La distribucion de la v.a Xy se llama ley inicial. Asociaremos a @ la
transicion en n pasos Q" definida recursivamente por:

@) = Qe e dy),
donde d,, es la delta de Dirac, esto es,

1 si xz€A,
0x(A) = { 0 si no.

Si B € £ y v es una medida sobre R,
vQ"(B) = /Q"(aj, B)v(dz). (3.2)
Ademds, si g es una funcién £-medible y acotada en F, denotaremos,
Q"(9(@) = [ 9)Q"(w.dy). (33)

A continuacién presentamos algunos ejemplos de Cadenas de Markov,
considerando siempre la filtracién natural.
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Ejemplo 3.1. Caso numerable.
Sea E un conjunto numerable y q : E x E — [0,1] una funcion tal que,

para todo 1 € E, ZjeE q(i,j) = 1.

Sea { X }n>0 una sucesion de variables aleatorias con valores en E tal
que, para todo n y todo vector (ig,...,i,) de E"T1 se tiene:

P(Xn = Z"rz|)('n—1 = Z"n—la '--7X0 = ZO) = Q(inain—l)a

entonces { Xy, }n>0 define una Cadena de Markov con nicleo Q(i, A) =
> iead(i,j) y espacio de estados (E,P(E)), donde P(E) denota el con-
junto de las partes de E.

Cuando E tiene cardinal finito, E = {1,...,m}, denotamos por q la
matriz de transicion en un paso, con entradas q(i,7) y q" es la matriz
de transicion en n pasos, con entradas q"(i,j). Se puede probar usando
la propiedad de probabilidad total que:

¢, 5) =Y d" (@ h)d (b j),
h=1

esta propiedad se conoce comoFEcuacion de Chapman-Kolmogorov.

Ejemplo 3.2. Caso continuo con densidad.

Sea E C R* y g : Ex E — Rt una funcién de densidad positi-
va en la sequnda variable, es decir, q(z,y) > 0, para todo y € R y
Jga a(x,y)dy = 1. Entonces Q(x,A) = [, q(x,y)dy define un micleo de
transicion sobre (E,E) con € = B(E) la o-dlgebra de Borel. Llamare-
mos a la funcion q la densidad de transicion.

Suponga que la densidad de transicion es una gaussiana con varianza 1,
. _Lliy_z)2
es decir, q(z,y) = e 5(y=2) /V/ 27, entonces,

1 1 2
2, 4) = — [ e 202 gy, 3.4
Qa4 = —= |, y (3.4)
Ahora, calculemos Q? (la sequnda iteracion de Q),

Q¥ A) = / Q. A)Q(z, dy).

- / /A a(y, =)a(w, y)d= dy,
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usando el teorema de Fubini, se tiene,

Q*(x,4) = //q(y,Z)q(w,y)dydz,

—3(z—y)? L
27r V2T

_ _/ /e_ =9+ =2l gy 4z,
2w A

completando cuadrados, obtenemos,

Qe 4) = o // LG-rt-a)=2-0)u—2) gy, 1.
T

_ _/ /e—z(z—:c +yz—y? —zx—i—zydy dz,
= // 3(z—2)? jya—y? —22Y dy .z,

— e Q(Z_x)2e_zx/ey(x+z)_y2dy d27

e_%(y_z)zdy dz,

l\')\»—‘

27'(' A
_ L[ e R,
27'(' A
1 1

Note que la funcion de densidad correspondiente es una normal de media
cero y varianza 2.

Ejemplo 3.3. Modelo iterativo.

Eziste una manera iterativa de construir Cadenas de Markov. Sea (G, G)
un espacio medible, {e,}n>0 una sucesion de variables aleatorias (v.a)
independientes idénticamente distribuidas (i.i.d) sobre G. Sea E x G do-
tado de la o-dlgebra producto £ Q) G. Consideremos una funcion medible
F . E x G — E entonces el proceso definido por la ecuacion,

Xnpy1 = F(Xna en—l-l)a (3-5)

lo llamamos modelo iterativo. Si el estado inicial Xg es independiente
de {en}n>0 y definimos

Q(z,A) :==P(F(x,e) € A),
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entonces Q es un nicleo de transicion y {Xp}n>0 definida por la ecua-
cion (3.5) es una Cadena de Markov adaptada a la filtracion natural
Fn = 0(Xo, ..., Xn). En efecto, para todo n > 0

P(Xn+1 € A’./_"n) P(F(Xn, €n+1) € A’./_"n)
P(F(Xp,e) € Al X,)
P(F(x,e) € A|X,, = x)

= Q(XnvA)

Una cadena de Markov en general se puede escribir como un modelo
iterativo. El siguiente lema demuestra que en particular toda cadena
de Markov con valores en un espacio de estados finito es un modelo
iterativo.

Lema 3.4. Toda cadena de Markov sobre un conjunto finito de estados
FE es un modelo iterativo.

Demostracién: Supongamos que {X,},>1 es una cadena de Markov
sobre el conjunto de estados F = {1,2} y con matriz de transicién

(1)
q 1l—gq

Sea {U, }n>1 una sucesién independiente de variables aleatorias unifor-
mes sobre [0, 1] y definamos la funcién F' : E x [0,1] — E por

1 sip<u<l1 1 si0<u<yq
F(1,u) = F(2,u) =
2 si0<u<p 2 sig<u<l

por lo tanto la cadena de Markov {(, },,>1 definida como sistema iterativo
por
Cn =F (gn—la Un)

y {Xn}n>1 tienen la misma matriz de transicién, en efecto

o [ P(FQLU)=1)=1—p sii=1
PlGn = dlen-1=1) —{ PIF(LUL) —2) = p  sii—2
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' 1
P(Cn = i[Gn—1=2) = { P(F(2,U,) =2) =

por lo tanto se obtiene el lema.

Un caso particular del modelo iterativo, son los procesos autorregresivos,
el cual desarrollamos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.5. Procesos Autorregresivos.
Recordemos que un proceso autorregresivo de primer orden en R, se
define por,

Xnt1 = pXn + €n+1, (3.6)

donde p es un nimero real y {e, }n>0 €s una sucesion de v.a. i.i.d. Reto-
mando el ejemplo del modelo iterativo (3.5), en este caso, tenemos que
F(Xn,eni1) = pXn + eng1.

Si T es la medida de probabilidad de la sucesion de ruidos {en}n>0, €l
nicleo de transicion de la Cadena de Markov {X,}n>0 estd dado por,

Qz,A) = P(F(z,e) € 4),
= P(pr+ec A,
= Plee A—px),

= /A_pm I'(z)dz.

Luego, si z € A—pzx, entonces z es de la forma z = u—pzx, donde u € A.
Por lo tanto, uw = z + px, entonces Q(z, A) fA u— pzx)du. De ahi se
tiene que,

Q(z,A) =T(A — px). (3.7)
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Luego,
@) = [ Qe wdy
= //AF(U — py)dul™ " (y — p" ' z)dy
= /A/F(u — )" Ny — p" " 'x)dy du
_ /A / (u = p"z — po)T" " (v0)dv du

= /F"(u—pnaj)du
A
= Fn(A - pnx)’
donde I (u) = [T'(u — pv)I" " (v)dv para todo n > 2.

3.2. Medida Invariante

En esta seccién introduciremos el concepto de medida invariante, ¢- irre-
ductibilidad y algunos otros tépicos relacionados con esta medida, que
seran importantes a lo largo de este trabajo.

Definicién 3.6. Sea (E,E&) un espacio medible y Q un nicleo de tran-
sicion de (E,&) en st mismo. Una medida 7 positiva se dice invariante
con respecto a Q si mQ) = 7; ella es excesiva si Q) < .

Ejemplo 3.7. Procesos Autorregresivos (Continuacion).

Para ilustrar la definicion anterior calcularemos la medida invariante
del AR(1) en su forma general y con ruido gaussiano, luego usaremos
este resultado para obtenerla como en el ejemplo 3.5.

Sea,

Xpi1 = pXn + B+ 2en i1, (3.8)
con |p| < 1. Calculemos la transformada de Fourier en ambos lados para
n =020,

X1 = pXo+ B+~ e,



24 Lisandro Fermin, Ricardo Rios, Luis-Angel Rodriguez

si ey es independiente de Xy, entonces,
E(eitXl) _ E(epith )E(eit'yl/zel )eit57
como e; ~ N(0,1),
E(eX1) = E(epitXO)eitﬁe_Wéj

como queremos que la medida sea invariante si tomamos (t) = E(eX1)
tenemos,

W) = Blpt)ePe s,

it —pitB wt2p2 —wt2
w(t) = qlb(pt)el pe 1-p e2(1—p?) g2(1—p2
¥(t) _ Y(pt)
itB *“/t2 - —pitf yt2p2 7
el—re2(1—-p2) e 1-p e2(1-p?)
Sea, g(t) = %, entonces,
el—pe2(1— p2
g(t) = g(pt),

como g es continua y derivable con primera derivada g’ continua, en-
tonces

g'(t) = pg'(pt),
ahora, elegimos f(t) = ¢'(t), luego,

fit) = pf(pt), por induccién
@) = p"f(p"),
tomando el limite cuando n — oo, nos queda,

t

S~

= lim p" f(p"t),por la continuidad def
t

~

)
) = lim p"f( hm p"t), luego, |p| <1,
t)
)

S~

= lim p"f (0)

t) = 0f(0)=0,

(
(
(
(

~
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luego, como f(t) = 0 para todo t, entonces ¢'(t) = 0, por lo tanto,
g(t) = ¢, donde ¢ es una constante.

Pero ¢g(0) = % =(0) =1, asi, c=1.
Por otra parte,
¥(t)

g _—t>
el-re 2(1-p2)

1=g(t) =

)

de donde,
g =2
1/;(75) = 61—P62(1*P2)’

its —~t2

P(t) = el P 20-07),

Concluimos que la medida invariante es N (%, #)

En el ejemplo 3.5, =0y vy =1, se tiene que la medida invariante es
N (0, #) n

Cuando se hace referencia a Cadenas de Markov con ntcleo de transi-
cién sobre espacios de estados generales, es importante definir el primer
tiempo de entrada y el primer tiempo de retorno a un conjunto del es-
pacio de estado.

Sea {X,,}n>0 una Cadena de Markov con nicleo de transicién @ sobre
(E,E), para cualquier conjunto A € &, se define,

o4 = Inf{n>0:X, €A},
T4 = Wmf{n>1:X, €A},

donde o4 y 74 son el primer tiempo de entrada y el primer tiempo de
retorno al conjunto A, respectivamente.

Otras definiciones importantes para desarrollar la teoria sobre espacios
de estados generales son,

Definicion 3.8. Un conjunto A € £ se dice que es accesible para el
nicleo de transicion Q) (6 Q-accesible), si Py(Ta4 < 00) > 0 para todo
reE.
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Definicién 3.9. Una Cadena de Markov {X,,}n>0, con nicleo de tran-
sicion @, se dice ¢-irreductible (¢ es una medida) si para todo x € E y
para todo A € €, con ¢p(A) > 0, existe un n € N tal que Q"(x, A) > 0.
En otras palabras, {X, }n>0, es ¢-irreductible si algin conjunto con ¢-
medida positiva es accesible a cualquier punto en el espacio de estado.
Esta medida es llamada medida de irreductibilidad de Q).

En general, hay muchas medidas de irreductibilidad; dos medidas de irre-
ductibilidad no son necesariamente equivalentes. Sin embargo, se puede
demostrar que existe una medida de irreductibilidad mdxima 1, tal que
cualquier medida de irreductibilidad ¢ es absolutamente continua con
respecto a 1, ver [47].

Teorema 3.10. Sea QQ un nicleo de transicion ¢-irreductible sobre (E,E).
Entonces, existe una medida de irreductibilidad 1 tal que todas las me-

didas de irreductibilidad son absolutamente continuas con respecto a

y para todo A € &,

Py(ta < o0)>0<9¥(A) >0 para todo x € F.

Vea la demostracién de este teorema en [12] Cappé, Moulines y Rydén
(2005).

El teorema anterior implica que si ¥ es una medida de irreductibilidad,
entonces A es accesible si y sélo si ¢(A) > 0.

Ejemplo 3.11. Procesos Autorregresivos (Continuacion).
Retomando el modelo autorregresivo del ejemplo 3.5, decimos que es ¢-
irreductible siempre que la medida de los ruidos tengan una densidad
positiva con respecto a la medida de Lebesgue \. Si tomamos ¢ = A, la
definicion del nicleo de transicion (3.7) se tiene,

Q(r, A) = T(A-pa),
= P(e; € A—px).

Sea v la densidad positiva del ruido respecto a la medida de Lebesgue A
y supongamos N(A) > 0. Si P(ey € A — px) = 0 podemos afirmar que,

/AV(U — px)du = /HA(’LL)’}/(’LL — px)du = 0.
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Como v > 0, se tiene que 14(u)y(u — px)du =0 c.s-A, en consecuencia
A(A) =0 y se obtiene una contradiccion. Por lo tanto,

Q(xz,A) > 0.

En consecuencia la cadena es ¢-irreductible en un sélo paso. [ |

Una Cadena de Markov se dice ergddica, si las iteraciones del nicleo de
transicion convergen a la medida invariante.

Ahora bien, retomando el ejemplo 3.2, demostraremos que si Q(z, )
admite densidad con respecto a la medida de Lebesgue, es decir, que
Q(x,A) = [, q(z,y)dy y 7 es invariante para Q entonces 7 admite den-
sidad con respecto a la medida de Lebesgue, para ello veamos la siguiente
proposicion.

Proposicién 3.12. Sea E = RY, existe una funcion boreliana q sobre
R2? tal que Q(z,dy) = q(z,y)dy, entonces toda medida invariante T
tiene una funcién de densidad h que satisface

/ h(@)q(z, y)dz = hy). (3.9)

En efecto, para toda funcién boreliana positiva g

/g(y)ﬂ(dy) = /ﬂ(dw)/Q(w,y)g(y)dyZ / (/W(dw)q(w,y)> 9(y)dy.

Una Cadena de Markov con nicleo de transicién @ satisface la condicion
de reversibilidad, si existe una funcién f tal que,

Qly,z)f(y) = Qlz,y) f(x), (3.10)

para todo (x,y).

Teorema 3.13. Suponga que una Cadena de Markov con micleo de
transicion Q) satisface la condicion de reversibilidad, con f una funcion
de densidad de probabilidad. Entonces, la densidad f es la densidad in-
variante de la cadena.
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Sea ) como en el ejemplo 3.2, para algin conjunto medible B, usando

- [ Q. Bymtaa),

luego, como (Q y 7 tienen densidad respecto a la medida de Lebesgue,

et = [ [ awyisaas
= // q(z,y) f(x)dy dx,

usando la condicién de reversibilidad (3.10),

//Bq(w,y) dydw—// q(y, ) f(y)dy dz,

dado que ¢ es una funcién de densidad sabemos que f q(y,z)dx = 1.
Ademds ¢ y f son positivas, aplicando el teorema de Fubini tenemos

que,
[ [dwaswayar - [ ( [t )f(y)d:r> dy.
- /f (/ >daz>dy,

_ /B f(y)dy = n(B),

En la siguiente proposicién se dan algunas propiedades de la medida
invariante.

la ecuacién (3.2), se tiene,

Proposicion 3.14. Son wvdlidas las siguientes proposiciones:
1. Una probabilidad excesiva es invariante.

2. Sean w y v dos medidas invariantes; la parte absolutamente conti-
nua y la parte singular de v con respecto a ™ son invariantes.

3. Sila cadena es ¢-irreductible, entonces tiene una inica medida in-
variante.
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Veamos la prueba de cada una de las proposiciones.

1. Sea w una probabilidad excesiva. Para todo B € £
Q(B) < 7(B), 1-rQ(B) = rQ(B) < (B°) = 1 - n(B).
entonces (@) = .

2. Sean 7 y v dos medidas invariantes. Por la descomposicién de
Lebesgue:
v = hm + llyv, donde hr es absolutamente continua respecto a 7
y Iyv es la parte singular

0=n(N)= /Q(ﬂ?,N)d?T(CE).
Ademads, para todo boreliano B,

/ Q(z, B)h(z)dr(z) = / Q(z, B N N)h(z)dr(z)
< W(BAN) = (hr)(B).

La medida hm se dice acotada y excesiva, entonces es invariante.
Para la diferencia, se sigue lo mismo sobre 1llyv.

3. Sobre la hipétesis de irreductibilidad, ¢ es absolutamente continua
con respecto a todas las probabilidades invariantes; de acuerdo a
la parte (2.) estas son equivalentes. Sean v y 7 dos probabilidades
invariantes, v = hm.

Sea a > 0, la medida v, = inf(h,a)7 es excesiva ya que:

v,Q <ar@Q =ar y v,Q < (hm)Q =v = hr.
Asi, v, < v, por lo tanto, v, es invariante, es nulo o equivalente a 7.
Ahora bien, (av —v,) = (a — h) + 7 es también invariante, nula o

equivalente a 7. Para cada a, m(h < a) es 0 6 1, luego h = ctte.,
T-C.8y UV = T.
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Una cadena de Markov {X,},>0 es Harris recurrente, si cada vez que
#(A) > 0, se tiene Px, (> o7, Ta(X,) = o0) = 1 para cualquier valor
inicial X de la cadena de Markov. En este caso, existe una tinica (salvo
constante multiplicativa) medida invariante. Si ademéds esta medida es
finita, el proceso se llama Harris recurrente positivo.

Una cadena de Markov con nicleo @) es felleriana si, para toda funcién
g continua y acotada, la funcién QQg definida por

Qu(z) = / 9(1) Q. dy)

es continua. Una cadena de Markov es fuertemente felleriana si para to-
da funcién medible y acotada ¢ la funcién Qg es continua. En particular
el modelo iterativo es felleriano si F' es una funcion continua y es fuerte-
mente felleriano cuando la sucesién {uy, },>0 tiene densidad con respecto
a la medida de Lebesgue, ver Duflo [20], pdg 19.

3.3. El método de estabilidad de Lyapunov

Una funcién de Lyapunov es una funcién continua V : R — RT tal
que el lim; o0V () = oco. En particular en lo que sigue elegiremos
V(z) = ||z||? con ¢ > 1.

Lema 3.15 (Estabilizacién de orden p). Supongamos {Zn}n>—p y {€n}n>0
son dos sucesiones de niumeros reales positivos, tal que para p constantes
positivas o, . . ., Qp,

Zn <anZp1+ -+ aply_p+en.
Supongamos que a1 + - -+« < 1. Entonces existe 0 < a < 1 tal que

1

Zn < const.(a"H?oH +ent+ae,1---a" eq)

donde Z = (Z1,...,Zp). En consecuencia

n n
sup Z = O (supek> y para ¢ > 1 ZZq =0 <1+Z€Z>

k<n k<n =1
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En consecuencia se obtiene el siguiente criterio de estabilidad:

Proposicién 3.16. Sea {X,,} una sucesion de variables aleatorias en
R?. Ezisten constantes positivas o, . . . , ayp, tales que

V(Xp) SaaV(Xp_1) + - apV(X0—p)
con

o+ tap < 1

s Sea {e,} una sucesion de variables aleatorias positivas, indepen-
dientes e identicamentes distribuidas con momentos de orden q >
1. Entonces

o Casi seguramente supy<, V(Xi) = O (supp<, €x) = O(n'/9)
Y > kh—o V(Xk) = O(n).
o Si V(X)? es integrable entonces sup,, E(X,)? < co.

La demostracién de estos resultados puede ser consultada en Duflo [20].
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3.4. Ejercicios

1. Supongamos que {e,} es un ruido blanco gaussiano con valores
en RY suponemos que tiene media 0 y matriz de covarianza I' con
traza trl.

a) Demuestre para todo a > 0,
1 © 1
aexp(—a2/2)(1—a_2) < / exp(—u?/2)du < aexp(—a2/2).

b) Para d = 1, un ruido blanco centrado con varianza 1, demues-
tre que c.s
lim sup |e,|/2(Inn)"/? = 1.

¢) En general demuestre que,
lim sup ||e, || /2(nn)/? < (trT)Y/2
deduzca que c.s supg<, |len|| = O((In n)t/2).

2. Autorregresivos con umbrales. Consideremos el proceso {Y,} defi-
nido por
v - { aYyp_1+e,SiY, 1 <s
ne bY,,_1+e, SiY,_1>s
{en} es un ruido blanco gaussiano con media 0 y varianza 1. Con
densidad denotada por p y funcién de distribuciéon ®. Suponemos
Yo v {en} independientes.

a) Para |a| < 1, |b] < 1, demuestre que este modelo es estable y
demuestre que c.s supy<, ¥ = O((Inn)'/?), (Ayuda: utilice
el ejercicio anterior).

b) Supongamos que s =0, a < 1, b < 1y ab < 1. Examinando
los casos, a < 0y b>0,a>0yb< 0 por ultimo a y b
negativo, demuestre la estabilidad del modelo.

¢) Suponemos que el modelo es estable y tiene medida invariante
. Demuestre que p tiene una densidad h con respecto a la
medida de Lebesgue y esta es la tinica solucién de la ecuacion

h(y) = / " ply — at)h(t)dt + / " ply — bi)h(t)dt

—00

Ayuda: utilice el método de estabilidad de Lyapunov.



Capitulo 4

Modelos de Markov
Ocultos

En este capitulo desarrollamos la parte central del curso. Damos las prin-
cipales propiedades y ejemplos de interés para ahondar en posteriores
investigaciones.

Formalmente definimos un modelo de Markov oculto como una cadena
de Markov bivariada {(Xg,Y%)} con valores en (E x F,€ ® F) para la
cual

» {X}} es una cadena de Markov homogenea con valores en E (no
observada) y ntcleo de transicién P.

» El nicleo de transicién @ de la cadena conjunta {(Xg,Y%)} se
factoriza como

Q((z,y). A x B) = /B /A Pz, de')G((x.y). dy)

donde G es un nucleo de emisién.

Nuestra nocién de modelo de Markov oculto extiende la definicion clési-
ca. Nuestro objetivo es incluir los procesos autorregresivos con régimen
de Markov permitiéndonos dar un tratamiento unificado. Observemos
que si G no depende de y se obtiene la definicién usual de modelo de

33
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Markov oculto.

Nos concentraremos en tres ejemplos, las cadenas de Markov ocultas con
espacio de estado finito para las observaciones y los estados ocultos con
espacio de estado finito, cadenas de Markov con observaciones continuas
y con espacio de estado finito y los procesos autorregresivos con régimen
de Markov.

4.1. Cadenas de Markov ocultas finitas

Consideremos un proceso estocéstico {Y%}r>0 con valores en un conjun-
to finito {1,...,7}. Este proceso es generado en dos etapas: Primero
se muestrea un valor ¢ de una cadena de Markov homegenea {X,,} con
valores en {1,...,m} y matriz de transicién P = {p;;}. Entonces pa-
ra cada valor ¢ € {1,...,m} se muestrea un valor s € {1,...,r} de la
distribucién de probabilidad definida por g;s = P(Y,, = s|X,, = 7). La
cadena {X,} no es observada, razén por la cual un tal proceso recibe
el nombre de modelo de cadena de Markov oculta. Estos procesos estan
determinados por: la distribucién de Xy, denotada por «, la probabili-
dad de transicién P, la matriz de emisiones G = {g;} de dimensiones
m X r.

Definimos un modelo de Markov oculto como una cadena de Markov
bivariada {(X%, Yx)} con valores en {1,...,m} x {1,...,r} para la cual

» {X} es una cadena de Markov homogenea con espacio de estado
{1,...,m} (no observada).

= Las entradas de la matriz de transicién () de la cadena conjunta
{(Xk, Yy)} se factorizan como Q; 1)(j,s)) = PijJis-

Teorema 4.1. Sea {(Yy, Xi)} un modelo de cadena de Markov oculta.
Condicional a {Xy} la variables aleatorias Yy son independientes.

Una aplicacién de este modelo es el alineamiento de secuencias de ADN.
El uso de modelos ocultos de Markov ha tenido un éxito notable para
abordar este problema. El enfoque mas simple es el siguiente. El pardme-
tro k de tiempo representa la posicién a lo largo de la cadena de ADN.
La sefial X}, es un proceso Markov en E = {0, 1}: el k-ésimo par de la
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base estd en una region de codificacion si X = 1, y en una regiéon no co-
dificada en caso contrario. El proceso de observacién Y}, tiene un espacio
de estados de cuatro letras F' = {A, C, G, T}, de modo que Y} representa
el tipo de par de bases de orden k. El nicleo de transiciéon y de emisiéon
P y G se estiman a partir de los datos de secuencia. Una vez hecho esto,
podemos ejecutar un procedimiento de estimacién inversa para determi-
nar que regiones de una secuencia de ADN estan codificadas o no. Este
enfoque es mas bien ingenuo, sin embargo, es sorprendentemente bueno.
Las regiones codificadas y no codificadas se caracterizan por frecuencias
relativas para cada uno de los pares de bases. El enfoque se puede me-
jorar por la eleccién de un modelo oculto de Markov subyacente mas
sofisticado.

4.2. Cadenas de Markov ocultas gaussianas
Consideramos un modelo de Markov oculto definido por la ecuacién

Y, = wx, +ox,éen

donde {X,},>0 es una cadena de Markov con valores en el espacio de
estado {1,...,m} y {e,} es una sucesién de v.a N (0,1) independientes
de {X,,} con los vectores (u1,...,um) ERy (03,...,02,) € RT.

Este modelo ha sido utilizado en diversas aplicaciones, a continuacion
describimos su uso en modelacién de canales idénicos.

Una célula, por ejemplo del cuerpo humano, necesita intercambiar varios
tipos de iones (sodio, potasio, etc.) con su entorno, esto lo usa para su
metabolismo y para propdsitos de comunicacion quimica. La membra-
na de la célula es impermeable a tales iones pero contiene los llamados
canales iénicos, cada uno adaptado para dejar pasar a través de ellos
cada tipo de ion. Cada canal es en realidad una molécula, una proteina
que puede adoptar diferentes configuraciones o estados. Cuando el canal
permite el flujo de iones esta abierto, en otro caso esta cerrado. Un flujo
de iones es un intercambio de cargas eléctricas del orden de los picoam-
peres. En otras palabras, cada estado del canal esta caracterizado por el
nivel de conductancia. Estos niveles corresponden a canales totalmente
abiertos, totalmente cerrados o entre estos. Dicha actividad puede ser
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medida con pruebas muy complejas que arrojan series que cambian entre
los distintos niveles. De aqui la motivacion de caracterizar la dindamica
que estas series describen.

Modelar la actividad del canal se basa en dos pasos. Primero, se elige
un modelo de Markov el cual se especifica por el niimero de estados y su
conectividad, la elecciéon de un modelo esta tipicamente motivada por
otros datos como el niimero de subunidades y el niimero de conexiones
entre sitios en el canal de proteina. En segundo lugar, se estiman los
parametros del modelo. Los parametros del modelo de Markov a tiem-
po continuo son: las tasas de transicién entre los diferentes estados, las
probabilidades del estado inicial, y el nivel actual de cada estado.

En algunos casos en las pruebas realizadas no se percibe directamente
si el canal esta abierto o cerrado, es alli donde la corriente observada se
considera como la suma de dos componentes: una senal de ruido, que es
la salida de tiempo discreto de un modelo oculto de Markov homogéneo
de primer orden con estados finitos y un ruido gaussiano que corresponde
al aparato de grabacion. Para detalles acerca de la estimacién del caso
particular de esta aplicacién ver Rosales [44] y sus referencias.

4.3. Procesos AR con régimen de Markov

Consideramos un proceso autorregresivo con régimen de Markov lineal
AR-RM se define por

Y, =px,Yn-1 +0bx, +0x,6€n (4.1)
donde { X, },>0 es una cadena de Markov con espacio de estado {1,...,m}
y {en} es una sucesién de v.a N (0,1) independientes de {X,,} y de Yp,
con p1, ..., pm tales que |p;| < 1, by,..., b, contantes realesy o1,...,0p,

contantes positivas.

En el siguiente teorema se demuestra la existencia de una solucién esta-
cionaria para el proceso AR-RM.

Teorema 4.2. Supongamos que E,(log(px)) < 0, donde o es la medida
inwvariante de la cadena X. Sin perdidad de generalidad suponemos que
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(01,...,0m) =(1,...,1). Sea ¥ la distribucion de la variable

Yo = prn px; (bxy oy + ent1)-

Para un proceso AR-RM lineal se satisfacen las siguientes proposiciones:
» El proceso {Y,} converge en distribucion a 9.

s Propiedad de olvido. Para cualquier distribucion de la variable Yy,
el proceso {Y,} converge en distribucion a 9.

Demostracién: Tenemos que iterando la ecuacién (4.1)

n—1

Y, = PXn - 'pX1Y0 + bXn +en + Zan o PX g (ka + ek)a
k=1

del Teorema Ergédico aplicado a la cadena {X,},>1, se tiene que

lim = Zlog px,) — Ey(log(px)) c.

n—oo n,

donde X ~ p, la ecuacién anterior es equivalente a

n1 nm 0
lim ceppr = pitee plm
e p1" Pm Pl Pm
n nm

Ademss px, - px, = (p;" -+ pmy )" y por hipétesis p3'---por < 1
entonces del teorema de convergencia dominada se obtiene

lim px, - px, =0, cs.

n—oo
Por otra parte, como consecuencia del Teorema Ergddico para { Xy }r>1
y la LFGN para las variables aleatorias ey, tenemos by, +er = O(k) y
asi

prk px, (bxy,, +ekt1) <C’Z Loy |E 1] — 0
k=n
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entonces » > px, - px; (bx,,, +€x+1) es la cola de una serie sumable
y si para k = 0 definimos px, --- px, = 1 entonces

Yoo = prk "PXq ka+1 + ek-i-l)
y esta es una solucién para el modelo AR-RM.

Esta solucién es estacionaria, en efecto sea

Yo = prk pxy (bx, .y T €kt1)

y denotemos por 9 su dlstrlbucuon. Si sustituimos Yy en el modelo, en-
tonces valen las siguientes igualdades en sentido de distribucién

Y, = “PXy prk px; (bxyoy +erg1)

n—1

+bx, +en+ Zan s pxk+1(bxk + ek)
k=1
n—1

= prk+n T PX (bXn+k+1 + ek+1) + Z PXpn " PXpy (ka + €k).
— k=1

Luego, para cada n € N, Y,, se distribuye .

Ahora demostramos que el proceso tiene olvido de la ley inicial. Elegimos
Y; independiente de Yj y de la cadena de Markov {X,,},>1 entonces

Yo = Yol = lpx, - px, 1Yo — Yo
de donde |Y;, — Y,/| — 0. |
Ejemplo. Supongamos que 6; = (0, p;)! para todoi =1,...,m y que la

variable aleatoria e, se distribuyen N(0, 1) entonces la solucién estacio-
naria toma la forma:

Yoo =D pxo - pxiCnpt = D _piteocpprenta

Q

SO e

n=0
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y la distribucién estacionaria es 9 ~ N'(0, =) con d = p§" -+ pf7".

4.4. Procesos AR no lineales con régimen de
Markov

Consideramos un proceso autorregresivo con régimen de Markov no li-

neal (ARN-RM) definido por
Y, = X, (Yn—l) +o0x,€en (4.2)

donde {X,},>1 es una cadena de Markov con espacio de estados fini-
to {1,...,m} y {e,} es una sucesién de v.a NV(0,1) independientes de
{X,} vy lav.aY). Se denota por P = [p;;| la matriz de transicién cuyos
elementos son p;; = P(X,, = j|X,—1 = 1).

Suponemos que un proceso ARN-RM verifica las siguientes condiciones:

» La cadena de Markov {X,, },>1 es recurrente y positiva. Su distri-
bucién invariante se denota por, ¢ = (01, ..., 0m)-

» La sucesién de v.a {e,}n>1 es independiente e identicamente dis-
tribuida.

= Yj, la cadena de Markov {X,,},>1 y la sucesién {e,},>1 son v.a.
mutuamente independientes.

Demostraremos que el proceso conjunto {Z,},>1 definido por Z, =
(Xn,Y,) es un proceso de Markov, viendo que puede ser escrito como
un modelo iterativo.

Lema 4.3. El proceso conjunto {Zy}n>1 definido por Z, = (X,,Ys) es
una cadena de Markov con espacio de estados {1,...,m} x R. Ademds,

» FEsta cadena es felleriana si las funciones de regresion r; son con-
tinuas, para 1t =1,...,m.

» Sila v.a. e1 admite una densidad ® con respecto a la medida de
Lebesgue la cadena de Markov {Z,}n>1 es fuertemente felleriana.

» Sila densidad ® de ey es estrictamente positiva entonces la cadena
de Markov {Z,,},>1 es @-irreductible.
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Demostracion: El lema 3.4 implica que
Xy = F(Xn—laun)'

para una sucesion de variables aleatorias independientes {uy},>1 las
cuales son a su vez independientes de {e,, },>1 y donde F' : Ex[0,1] - E
es una funcién medible. Asi, segin el lema 3.4, {Z,,},,>1 es un modelo
iterativo markoviano de la forma

()~ (o5 )

" Y, B TE(Xn—1,un) (Yn—l) +en '
Denotemos por @ el ntcleo de transicion del proceso conjunto. Demos-
traremos que @ es p-irreductible, donde ¢ es la medida definida por A
(contar ® Lebesgue) sobre P{1,...,m} x B(R), donde P({1,...,m}) es
la familia de las partes de {1,...,m} y B(R) es la familia de bolerianos de
R. Sean A € P({1,...,m}) y B € B(R). Supongamos que .(A)A\(B) >
0, entonces

QZ,AxB) = P(xeA, r,(y)+e1 €B)

= 0,(A)P(e1 € B—r4(y)).
Supongamos que 6,(A)P(e; € B—r.(y)) = 0 entonces P(e; € B —
rz(y)) = 0, ya que d,(A) > 0. Luego, P(e € B —rz(y)) = 0y, si su-

ponemos que la densidad del ruido es estrictamente positiva, podemos
afirmar que

/ Il (2)®(z)dz = 0

y como ® > 0; entonces, ®(z)Ig(z) = 0, c.s-z, en consecuencia A(B) =0
y se obtiene una contradicciéon porque A(B) > 0. Por lo tanto

Q(Z,AxB)>0
en consecuencia, la cadena es p-irreductible. [ |
Yao y Attali en [55] demuestran que con la hipétesis de sublinealidad

ri(y) < pilyl + b
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para i =1,...,m, la condicién de estabilidad

m
E,(log p) = > log(pi)ei <0

i=1

y la funcién de Lyapounov V (z,y) = HyH% + 1 sobre {1,...,m} xR, se
satisface la desigualdad

QPV (l‘,y) S ppV (l‘,y) + Bp + 1- pp (43)

para constantes positivas, p,, 8, con p, < 1. Bajo la suposicién de que
la cadena {Z,},>0 es felleriana existe una una medida invariante. Es-
ta medida invariante serd dnica cuando la cadena de Markov {Z,,},>0
sea por ejemplo @-irreductible, 1.IV.19 de Duflo [20]. Entonces bajo las
hipotesis del lema 1, queda garantizada la existencia de una tnica me-
dida invariante.

La desigualdad (4.3) permite demostrar que la cadena {Z,},>0 es V-
uniformemente ergddica, es decir

||Qn—19||v—>0 n — oo

donde 9 es la tnica medida invariante del proceso conjunto {Z,},>0 y
por marginalizacién se obtiene la medida invariante del proceso {Y}, }n>o.

Teorema 4.4. Consideremos un proceso ARN-RM definido por la ecua-
cion (4.2), supongamos que las funciones de regresion r; en cada régimen
son sublineales y que se satisface la condicion de estabilidad. Entonces

1. Eziste una unica solucion estacionaria geométricamente ergédica.

2. Si ademds E(|e1|®) < oo y la matriz Qs = (pj-pij). - tiene
i,j=1...m
radio espectral estrictamente menor que 1, entonces E(|Yy]*) < oo.

La demostracién de la parte 1 es la discusion anterior al enunciado del
teorema. Para la existencia de momentos referimos a Yao y Attali [55].
Para demostrar la irreductibilidad es fundamental suponer que existe
una densidad positiva para la sucesion de innovaciones, que en el caso
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cuando la distribucién es discreta deja de ser cierto. Por ello en Yao y
Attali se sustituye la condiciéon de sublinealidad por una condicién de
Lipschitz de las funciones r; y se demuestra directamente, sin pasar por
la cadena conjunta {Z, }n>0, que el proceso {Y, },>0 es estable.

En el caso cuando e; tiene distribucién discreta se puede demostrar que
la cadena de Markov conjunta Z admite una medida invariante. En efec-
to, suponiendo que las funciones de regresion r; para ¢ = 1,...,m son
continuas, la cadena de Markov {Z,, },,>¢ es felleriana y si adicionalmen-
te las funciones de regresién son sublineales, entonces se satisface una
condicién de contraccién del tipo (4.3). Esto es suficiente para garantizar
existencia de la medida invariante pero no la unicidad.

Una técnica que permite demostrar unicidad para cadenas fellerianas
que satisfacen una condicién de deriva y que no son irreductibles es ve-
rificar que se satisface una condicién de ser alcanzable, es decir, existe
z€{l,...,m}xRtal que 372, Q¥(z, Ax B) > 0 para todos los conjun-
tos abiertos A x B que contienen a z. En este caso, queda como problema
abierto demostrar que bajo innovaciones con distribucién discreta se sa-
tisface la condicién de ser alcanzable.

También se puede debilitar la hipStesis de continuidad de las funciones
ri. Attali en [5] introduce la nocién de cadenas quasi-fellerianas la cual es
més débil que la fellerianidad y con esta demuestra el siguiente teorema.

Teorema 4.5. ARN-RM definido por la ecuacion (4.2). Para el cual:

1. Existe la densidad ® del proceso {e}n>1.

2. Las funciones r; son Riemann integrables.

3. Para cada (i,y) € {1,...,m} x R, la sucesion

n
{1/nZQ’“((i,y),di x dy)}
k=1 n>1
es tensa.

Entonces {Z,,}n>1 es una cadena de Markov Harris positiva.

Para la demostracion y la definicién de quasi-fellerianidad ver Attali [5].
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4.4.1. Existencia de la distribucion finito dimensional del
proceso conjunto

Comenzamos denotando por Vi, el vector aleatorio (Vi, ..., V,)t y v, =
(v1,...,v,)! cualquier realizacién. Ahora veamos la existencia de la den-
sidad conjunta de las variables Yj.,,, X1.,, para el proceso autorregresivo
con régimen de Markov, definido por la ecuacién (4.2).

Lema 4.6. Para el proceso AR-RM definido en (4.2), el vector (Yo.n, X1:n)
admite densidad de probabilidad

p(YO:n = yO:anl:n = zl:n)
= P(yn — 72, (Yn—1)) - @Y1 = 72, (Y0))Pan120 ** * Prraa e, PY, (Y0)

con respecto a la medida producto A @ p., donde A\ y p. denotan las
medidas de Lebesque y de contar, respectivamente.

Demostracion: Definimos el cambio de variables
T(Yl,...,Yn) = (61,... ,6n)

donde e, = Y, — rx,(Yr—1), para k = 1,...,n. Asi, por el teorema
del cambio de variables, como la matriz jacobiana T es triangular su
determinante es igual a 1, por lo tanto para cualquier funcién medible
h,
E(h(Yl my Xl M YO))
- ]E(h‘(T (61 n) Xl:na YvO))
Zh(T_](ul:n)a Z'l:na yO))p(elzn =U1:n, Xip= il:TLa YO = yO)dul:ndyO
Z.I:n

utilizando la independencia conjunta,
p(el:n = Ul:n, Xl:n = 1n, YO = yO) = p(elzn = Ul:n)p(Xl:n = z-1:n)pY0 (yO)
como las densidades de Y y e; existen,

]E(h(ylzm Xl:na YO))

n n
D (T () i, o) [ [ @) T pis_rinrinpvs (v0) durndyo.
k=1 k=2

i1:n
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Por lo tanto las v.a (Y7,...,Y,, X1.,, Yo) admiten densidad conjunta con
respecto a la medida de Lebesgue producto y la medida de contar pro-
ducto. [ |

La ventaja de este resultado es que cualquier otra distribucion marginal
de interés se obtiene por integracion de la densidad conjunta obtenida.

4.4.2. Propiedades de dependencia

Un proceso Y = {Y} }rez es fuertemente a-mezclante (mixing en inglés),
si

v, == sup{|P(ANB) —P(A)P(B)|: Aec M°_,Be M} =0, (4.4)

cuando n — 0o y denotamos por /\/lg, con a,b € Z, la o-algebra genera-
da por {Yk’}k:a:b-

Es absolutamente regular, si

Bn :=E (esssup{P(BIM% ) —P(B) : B€ M }) -0, conn— oo.

(4.5)
Los valores a,, son llamados coeficientes fuertemente mezclantes, y los
valores 3, son los coeficientes absolutamente regulares. Ver Doukhan
(1994) para ejemplos y propiedades bajo condiciones de dependencia,
[19]. En general, tenemos la desigualdad 2«,, < 3, < 1.

Los coeficientes a-mezclantes se pueden escribir como:
o = sup{|cov(¢,€)] : 0 < ¢, € < 1,6 € MO __, € € M}, (4.6)

En el caso de procesos de Markov estrictamente estacionarios X, con es-
pacio de estados (F, £), nicleo de transicién @) y medida de probabilidad
invariante o; los coeficientes 5 toman la forma siguiente, see Doukhan
([19], seccién 2.4):

B = E (sup{|Q") (X, B) — o(B)| : B € £}). (4.7)

Proposicién 4.7. El proceso ARN-RM definido por la ecuacion (4.2)
y bajo las condiciones del lema 1, es estrictamente estacionario, -
mezclante y sus coeficientes decrecen geométricamente.
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Demostracién: por teorema 1 en [19, Section 2.4], la ergodicidad geomé-
trica implica la propiedad S-mezclante para Z. Mas aun, exite 0 < { < 1
y ¢ > 0 tal que el coficiente S-mezclante satisface

Bn(Z) < c(™.

Asi, de la desigualdad 2a,(Z) < 5,(Z), el proceso Z es también a-
mezclante.

Ademas, el proceso Y se obtiene desde Z como Y,, = 7(Z,), donde 7 es
la funcién de proyecciéon. Como, la proyeccién 7 es una funcién continua
tenemos M (Y) € MP(Z) para todo a,b. Entonces, la expresién (4.4)
para los coeficientes a-mezclante implica que

an(Y) <ap(Z2) < %571(2) < ="

c

- -2
Por lo tanto, Y es a-mezclante y su coeficiente «a,(Y') decrece geométri-
camente. u

Ejemplo: proceso AR-RM que no es fuertemente a-mezclante.
Si consideramos el caso de un proceso AR-RM lineal con 6; = (0, p;) pa-
ra todo ¢ =1,...,m, que la variable aleatoria e; se distribuye Bernoulli
con parametro q y que Yy = 0 entonces el proceso definido por

n—1
Y, = 5 PXy " PX1Ch+1s
k=0

con la convenciéon de que py, ---px, = 1 para k = 0, no es fuertemente
a-mezclante.

En efecto se puede probar (ver D. Andrews [3]) que si 0 < p; < 1/2
entonces existe un conjunto 4 € MY __ con P(A) > 0y existen conjuntos
Bs € MS° con P(Bs) < ¢ para s € N, y alguna constante ¢ < 1 tal que
P(Bs|A) = 1, para todo s y esto implica que

as(Y) > P(ANB,) ~ B(A)B(By) = P(A)(B(B,|A) ~B(B,)) < P(4)(1—¢)

y por lo tanto a4(Y) no decrece a 0 cuando s — oo, por lo tanto el
proceso Y no es fuertemente a-mezclante.
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4.5. Ejercicios
1. Demuestre el teorema 4.1.

2. Autorregresivos con régimen de Markov. Sea {X,,} una cadena de
Markov homogénea con espacio de estados E = {1,2}. Considere-
mos el proceso {Y,,} definido por

vy — aY,—1+e, Si X, =1
" bY,—1+e,SiX, =2

{en} es un ruido blanco gaussiano con media 0 y varianza 1. Con
densidad denotada por ¢ y funcién de distribucién ®. Suponemos
Yy v {en} independientes.

a) Para |a| < 1, |b| < 1, demuestre que este modelo es estable y
demuestre que c.s supg<, Yx = O((In n)'/?).

b) Puede debilitarse la condicién de estabilidad del apartado an-

terior.

¢) Suponemos que el modelo es estable y tiene medida invariante
. Demuestre que p tiene una densidad h con respecto a la
medida de Lebesgue y de la forma de la misma.

3. ; Qué se puede decir de la estabilidad de un proceso AR-RM cuan-
do el ruido tiene distribucién soportada en un conjunto discreto?



Capitulo 5

Modelos con datos
incompletos

En este capitulo introducimos algunos algoritmos numéricos para ob-
tener el estimador de méaxima verosimilitud para modelos de Markov
Ocultos.

Si consideremos un modelo de Markov oculto {Y}}x>0 dado un conjunto
de observaciones ¥1, ..., ¥y, la funciéon de verosimilitud se define por

]P)Q(Yl :ylw-an:yn)

la cual denotamos por L y el estimador de maxima verosimilitud (EMV)
esta dado por

bn = argmixlog Py (Y1 = y1,.... Yo = ) (5.1)

esto significa que el pardmetro € que estimamos es aquel que hace mas
probables (verosimiles) los datos observados.

Consideremos la funcién de verosimilitud para un modelo de Markov
oculto se escribe como

PG(YI:TL = yl:n) = Z]P)O(lena X = xl:n)

T1:n

- / Po(Yion = Yo X1 = 1) pte(d1on) (5.2)
T1l:n

47
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donde p. es la medida de contar producto.

Para modelos parcialmente observados como las cadenas de Markov ocul-
tas su compleja estructura impide tener estimadores en forma de expre-
siones cerradas, en efecto se observa de la ecuacién (5.2) que obtener el
argumento maximo de (5.1) implica un nimero elevado de operaciones,
este se reduce si utilizamos el algoritmo Esperanza-Maximizacién (EM)
el cual permite realizar la estimacién de manera eficiente para modelos de
Markov ocultos. Este algoritmo es introducido en forma particular para
modelos de CMO Baum et al. [8] en su versién de algoritmo forward-
backward, el cual es una forma temprana del algoritmo EM. El algoritmo
EM propuesto en su forma general por Dempster et al. [17] maximiza la
funcién log-verosimilitud en problemas con datos incompletos.

5.1. Algoritmo EM

El algoritmo EM es un método recursivo que permite cambiar la maxi-
mizacién de la funcién de verosimilitud observada por un problema de
maximizacién de un funcional de la funciéon de verosimilitud completa.

Para definir este funcional introducimos la distribucién condicional

Pﬁ(m:n - yl:naXlzn = xl:n)
IEDQ(lezn = yl:n)

P@(Xlzn = wl:n|Y1:n = yl:n) =
y consideramos la funcién auxiliar
.A(@, 0/) = EQ’(log P@(len = Yl:n, Xl:n - xl:n)yylzn - yl:n) (53)

El siguiente teorema demuestra que encontrar los maximos de la funcién
Py(Y1.n, = y1.n) €s equivalente a los méximos de la funcién A(6, §’).

Teorema 5.1. Si A(0,6") > A(0,0) entonces Py (Y1., = y1.0) > Py(Y1.p =
yl:n)
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Demostracién: Consideremos

Por (Y1:n = y1:n)

Po(Y1:n = y1:n)
- fml:n Py (len = Yliny X1 = xl:n)ﬂc(dxl:n)
B Po(Y1:n = y1:n)
_/ P@’(len = Yliny X1p = xl:n)
B T1n Po(Yi:n = Y1:n, X1:n = T1:n)

]P)G(Xl:n = xn’YI:n = yl:n)ﬂc(dxlzn)

Como consecuencia de la desigualdad de Jensen

log [/ﬂjlnieel((}?:;ji::;ll:;fllz)) Py (Xlzn :xn|Y1:n :ylzn)ﬂc(dxlzn)
> /log |:IP)9’ (len =Ylin, X1in = xl:n)
Z1mn Po(Yin=Y1:n, X1:n =T1:n)

= A(0,0') — A(0,0)

:| IPJ0()(1:71 - xn|Yln = yl:n),ufc(dxl:n)

en consecuencia

]P)O’ (len = yl:n)) /

lo > A(0,0") — A(0,0
& (PQ(YLn =Yin) /) ©,9) (©.9)

por hipétesis A(6,0)—A(0,6) > 0 de donde Py (Y1., = y1.n) = Py(Y1., =

yl:n) ||

Dempster et al. [17] notan que
A(6,0") = logPy(Yi.n = y1.n) — H(6,6),

esto dice que la verosimilitud observada y la cantidad auxiliar del algo-
ritmo EM difieren en la cantidad

H(0,6')
= —/108; PQ(Xlzn:xn|Y1:n:y1:n)]P9’ (Xlzn = xn|Y1:n = yl:n)ﬂc(dxl:n)
Tl:n

que se reconoce como la entropia de la funcién de probabilidad Py(X7., =
Zn|Y1:m = y1.n) ¥ cuyo incremento

H(0,0') — H (0,0

:/1 |:]P)9(X1:n:l‘n’Y1;n:y1:n)

Py (X1.n=2n|Y1.:n=1Y1: dx.
PO’(Xlzn:xn|Y1:n:y1:n) 9( 1:n xn| 1n yl‘n),uc( l‘l‘n)

T1:n
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es la distancia de Kullback-Leibler o entropia relativa.

A continuacién describimos los pasos del algoritmo EM:
1. Iniciar con 6y € ©.
2. Paso E: Calcular A(6,0®).
3. Paso M: 01+ = argmaxy A(6,00).
4. Repetir hasta que Pyis1) (Y1 = y1:n) — Popoy (Yi:n = y1:m) < Tol.

Ejemplo 5.2. Modelos de Markov oculto finitos
En este caso escribimos la funcion de verosimilitud en la forma

ﬁ ﬁ’Y]I (X&) ﬁ piﬂj(i,j)(xk—lek) ﬁqg;(Xk)
k=1

i=1 ii=1 i=1

donde 1;(X}) indica si la cadena visité o no el estado i en el tiempo k
y U jy(Xk—1, Xy) indica si hubo una transicion de i a j desde el tiempo
k — 1 hasta el tiempo k.

Al aplicar el logaritmo y la esperanza condicional dado los datos en es-

ta nueva expresion de la verosimilitud completa se obtiene la expresion
siguiente para la funcion auxiliar A,

ZZEG’ Xk |Y1 m = Y1: n) lOg(Vz)

k=1 1
+ >N Eo (M) (Xk—1, Xi)[YVien = 1) log(pij)
k=1 z‘,j—l
+ ZZEG’ Xk D/ln = Y1 n) lOg(QZyk) (54)
k=1 i=1

Observemos que
EG’(]I(z',j)(Xk—la Xk)yyln = yl:n) - PQ’(Xk—l - ia Xk = j‘}/ln - yl:n)

Yy
EG’(]IZ(XI@)‘Yin = yl:n) - ]pé" (Xk - Z"lezn - yl:n)
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Al derivar la funcion auziliar para encontrar las expresiones para el paso
M se obtiene

40 = P(Xy =il = yin) (5.5)

ﬁ(t) _ EZ:Q ]P)(Xk—l =1, Xg = ]’YITL = yl:n) (56)
Y > heo P(Xp1 = 4[Y)" = y1n)
n () P(X = §Y = i

i = 2 k=1 L(we)P(Xy = j[Y)" = y1:n) (5.7)

Yopeq P(Xk = 417" = y1:n)

Las cantidades anteriores se evaluan utilizando las recursiones de Baum
y Welch.

Ejemplo 5.3. Modelo MS-AR
En este caso la funcion de verosimilitud esta dada por

I (zh,2 1 — PiYk—1 — bl
I1 Hpijd(k k+1)HH 2eXp<_(yk p?ﬁ;l ) )
k=14,j=1 k=1i=1|1/270} i
(5.8)
Para describir el paso t + 1 de este algoritmo, consideramos
A(6,00)
= ]E(log P@(YO:anl:n = xl:n)’YO:n = Yo:n, O(t))
N—-1 m
= B(1; (X, Xnt1)[ Yo = Yo:n, 0) log(pyy)
n=1ij=1
N—-1 m
log(2ma7 — piYk—1 — b;)?
3 S B0 Yoy = 00| BT | W i B
n=1 i=1 i

El algoritmo EM se desarrolla en dos pasos, en el paso E se evalia la
funcién A0,00) y en el paso M calculamos

00+ = argmaz. A(0,01)).
0O
Como ey tiene distribucuion gaussiana el modelo pertenece a la familia
exponencial, por lo que satisface las hipdtesis que garantizan la conver-
gencia del algoritmo EM.
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5.1.1. Recursiones de Baum y Welch

Definimos las cantidades auxiliares
Oék(l) = P@(Yik = Y1i:n, Xk = Z)
y
Br(i) = PG(Ykﬂl = yg+1’Xk = 1)

Estas cantidades se relacionan con la funcién de verosimilitud observada
por la siguiente formula

o(Y1:n) Z ag (1) Be (i) (5.9)

Las cantidades oy, y 8 se calculan mediante las recursiones

ag1(j) = (Zak(z)]h]) Dyp 11 (5.10)

=1
Br(i) = Z(ijk+1ﬁk+1(j)pz’j (5.11)
j=1

donde para cada i € {1,...,m}, a1(%) = Yiqiy, ¥ Bn(i) = 1.

Las ecuaciones (5.5),(5.6) y (5.7) se evaluan a partir de las cantidades,
ay (1) B ()

P( k—Z|Y1 —yln) m
n — n

(5.12)

ak(1)Pij@ypr Br+1(7)

P(Xpq =i, X = §|Y7 = 1) =
( ol b | ! ln) ]P)G(lenzylzn)

(5.13)

5.2. Monte Carlo EM

Recordemos que el algoritmo EM evalua la funcién auxliar A(6,0") defi-
nida en (5.3). En esta seccion se considera la evaluacion de esta cantidad
por una aproximacién numérica de tipo Monte Carlo,

A(9,0") Zlog]P’e (Yin = Y1:n, X7)
j 1
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donde X1, ..., X* son muestras de la densidad condicional Pg(X1.,|Y1., =

~

y1.n)- El algoritmo EM es modificado reemplazando A por A en el paso
E. A continuacién describimos los pasos del algoritmo MCEM:

1. Iniciar con 6y € ©.

2. Paso S: Simular X1!,..., X*

3. Paso I: integracién Monte Carlo para evaluar A(#,6®).

4. Paso M: 0(+1) = arg méxy A(6,0).

5. Repetir hasta que Pyit1)(Yiin = y1:n) — Pooy (Yi:n = y1:n) > Tol.

La simulacién bajo la distribucién condicional Py(X71.,|Y1., = y1.n) DO
siempre es simple, por ejemplo cuando esta distribucién no se puede
descomponer como el producto de marginales de dimensiéon menor es
conveniente recurrir a métodos MCMC.

5.3. El algoritmo SAEM

Como en la seccién anterior dividiremos el paso E del algoritmo EM en
dos pasos: un paso de simulacién y un paso de aproximacién estocéstica
que sustituye el paso de integracion del algoritmo MCEM. El algoritmo
propuesto es el siguiente

1. Iniciar con 6y € ©.
2. Paso S: Simular X1!,..., X*
3. Paso ES: Actualizar A(#,6®) por la cantidad

A6,00)
1< .
= AW0.0U7D) + 3 [ = D 1og Py (Yin =y1:n, X7) — A(0,077Y)
j=1
donde v; es una sucesiéon positiva.
4. Paso M: 00+ = argméaxy A(0,01).

5. Repetir hasta que Pyur1)(Yiin = y1:n) — Pyowy (Yiin = y1:n) > Tol.
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5.3.1. Paso ES (Carter y Kohn)

En esta seccion describimos el método de simulacion que usamos en el
algoritmo SAEM. Para muestrear la distribucién condicional

Po(T1:m|Y0:n) = A P(W1]Y0, 1) - - - Qa1 20D (Yn|Un—1:Tn)/Po(Y1:0|Y0),

para todo x1., € {1,...,m}"V. Carter y Kohn en [13] proponen un méto-
do de muestreo que es una versién estocéstica del algoritmo forward-
backward propuesto por Baum et al. [8]. Esto se tiene observando que
Po(Z1:n|Y0:n) admite la descomposicion,

n—1

p9($1:n|y0:n) = p9($n|y02n) H p0($k|$k+17 yO:n)-
k=1

Dado Xj1 conocido, pg(Xk|Xk+1,Y0:n) €s una distribucién discreta, lo

cual nos sugiere la siguiente estrategia de muestreo. Para k = 2,...,n,
i € {1,...,m}, calculamos recursivamente el filtro 6ptimo p(Xk|yo.x,6)
como

m
P(Xn = ilyor, 0) o< po(yrlyr—1, Xk = 1) Y pijp(Xe—1 = jly1x, 0).
=1

Entonces, muestreamos X,, de p(X,|yo.n,0) y para k =n—1,...,1, Xj
se muestrea de
>y aap( Xy = Uyox, 0)

p(Xy = 8| Xg+1 = Tpt1, Yok, 0) =

Este procedimiento genera una cadena de Markov {a:gle}tzl ergddica
en el espacio de estados finito {1,...,m}", tal que p(21.n|Yo:n,0) es su
distribucién estacionaria. La ergodicidad sigue demostrando irreductibi-
lidad y aperiodicidad, para esto observamos que el ntcleo de transicién
Q@ de la cadena simulada es positivo,

Q (#01a".0) o p (a0, 0) TS 0 (2012 0, 0) > 0

En este caso por teoremas clésicos de cadenas de Markov finitas (Kemeny
y Snell [28]) se satisface que,

@ (242" 106) — p(Xralon )| < €7 (5.19)
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con C = card({1,...,m¥N), p=(1-2K?) y K* = inf K(2/|z,0), para

r, o € {1,...,m}V.

Ejemplo 5.4. Cadenas de Markov ocultas y MS-AR gaussianos

La verosimilitud completa del modelo (5.8), pertenece a la familia de
distribuciones exponecial. En este caso, el paso EA se sustituye por una
aproximacion de tipo Robins-Monro (ver Duflo [20]) para estadisticos
suficientes S(X1.,) de la cadena de Markov oculta, definidos por

SO = =1 4 (g™ — g1, (5.15)
Bn nuestro caso S = (S1, S2, S3), donde:
» S1(Xtn) = [Li(Xe) )1 <icmi<k<n
n S9(Xim) = (1(X1m), - s (X))
= 93(X1n) = [nij(Xin)]1<i j<m-

El paso de maximizacion, cuando p; = 0, estd dado por,

) - Sk

sy00)
GV >t SV, Ky
Z sy )

—5(t+1) 1~ L (t41) (t+1)) 2
2 = — — 0;
o?; - g—l Sy e, k] (yn b, ) ,
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y para p; # 0,

S+ _ S5V,
ij Sétﬂ)(z')
n—1 n—1 N
>SSV nlyeyeer— > STVl Kk Y STV Ky
S(t+1) k=l k=1 k=1
pi o n—1 n—1 2
S Sl kyE, (Z SY*”[z',k]yk)
k=1 =
n—1
2+

ST Ky — pi Z ST Ky
1 k=1

n 2
STV K] (yn — PiYn—1— bz(-tH))

|
(]

/E(H_l)

Sl i

k=

—_

Al considerar fijas las observaciones yi., las expresiones anteriores de-
finen de forma explicita, en cada uno de los dos casos de estudio, la
aplicacion 0 = 0(S) entre los estadisticos suficientes y el espacio de

pardmetros. Esta es necesaria para el estudio de convergencia del algo-
ritmo SAEM.

5.3.2. Ejemplos numéricos

Tlustramos el comportamiento de los métodos de estimacién consideran-
do algunos datos simulados, estos fueron extraidos de Rodriguez [42].
Trabajamos con un CMO y dos AR-RM. Estimamos el nimero de esta-
dos utilizando el Critero de Informacién Bayesiano (BIC), este método
considera la estimaciéon por méxima verosimilitud penalizada (MVP),
utilizando como funcién de penalidad pen = bg( log(N) m(¥,,). Con res-
pecto a la consistencia de métodos de verosimlhtud penalizada el lector
interesado puede consultar R. Rios y L. A. Rodriguez [41].

Para evaluar la funcién de verosimilitud en cualquier parametro 1 se
calcula

p(yLn|yor) = Z e (i),
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donde ¢, (i) = p(y1.n, X = 7) se evalla recursivamente con la siguiente
férmula forward de Baum,

m
Ln(]) = Z Ln—l(i)pijp(yn’yn—la X, = Z)
=1

ver D. Le Nhu et al. [37].

En la siguiente secciones describimos los ejemplos y mostramos los re-
sultados.

5.3.3. HMMs

En la simulaciéon del modelo CMO tenemos los siguiente parametros:
dim(V,,) =m?+1 N =500, m=3,02=15,0= (-2, 1, 4),

0.9 0.056 0.05
P=1 005 09 005 |,
0.05 0.05 0.9

la serie observada es graficada en la Figura 5.1.

Figura 5.1: Serie observada 1, ..., y500 en el caso CMO.

El Cuadro 5.1 contiene los valores al evaluar el maximo de la verosimi-
litud penalizada para m = 2,...,7, observemos que m = 3.
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—l(¢) | pen | —=l(¢) + pen
802.32 | 15.53 817.85
419.09 | 31.07 450.16
417.70 | 52.82 470.52
464.70 | 80.78 545.48
445.89 | 114.97 560.86
436.26 | 155.36 591.62

~N|o| o k| w |3

Cuadro 5.1: Evaluacién de MVP

En este caso 1[1 lo estimamos utilizando SAEM, donde los valores obte-
nidos son, 02 = 1,49, § = (—1,98, 4,09, 0,91),

0,8650 0,0274 0,1076
P = 00404 0,8043 0,0653 |,
0,0658 0,0648 0,8694

en la Figura 5.2 graficamos la sucesién {1}, t = 1,...,4000 y obser-
vamos la convergencia de los estimados.

Figura 5.2: Convergencia de los estimados, o2,  y P.
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5.3.4. AR-RM

En el primer proceso AR-RM que simulamos elegimos los pardametros:
dim(V,,) = m(m+1)+1, N =500, m = 2, 02 = 1.5,

1 -1 0.9 0.1
9‘(—0.5 0.5 ) P_<0.1 0.9 )

la serie observada es graficada en la Figura 5.3.

Figura 5.3: Serie observada y1, ..., ys00 para el proceso AR-RM

El Cuadro 5.2 contiene los valores para el MVP para m = 2,...,6,
observemos que 1 = 2. En este caso ¢ fue estimado utilizando SAEM,
cuyos valores son, 02 = 1,42,

b— 1.07 —-0.96 p_ 0,8650 0,1350
=05 05 -\ 0,1130 0,8870 /)’

en la Figura 5.4 graficamos la sucesién {¢®}, t = 1,...,1000 y obser-
vamos la convergencia de los estimados.
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i(¢) | pen | —1() + pen
351.14 | 18.64 369.78
346.64 | 37.28 383.92
355.10 | 64.14 417.24
354.52 | 93.21 447.73
384.50 | 130.50 515.00

o| o x| w3

Cuadro 5.2: Evaluacién de MVP

N 04
03

02|
08

0

Figura 5.4: Convergencia de los estimados, 61, 62, 02, y P.

En la segunda simulacién del AR-RM elegimos los pardmetros: N = 500,
m=2, 0% =1.5,

1 -2 0.9 0.1
0= < —0.7 1.08 > P= ( 0.1 0.9 >
la gréafica de la serie se observa en la Figura 5.5. En este caso observemos
que una de las pendientes de las rectas de regresién tiene coeficiente p; >

1 que en el caso de un proceso autorregresivo de orden 1 implicaria la
inestabilidad del mismo. Este ejemplo muestra la versatilidad de los AR-
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RM porque permiten modelar series temporales que son heterogéneas y
volatiles por trozos.

Figura 5.5: Serie observada yq, ..., ys00 para el AR-RM.

Para este ejemplo m = 2 es fijo y @ZA) es estimado usando SAEM, los
valores son, 02 = 1,42,

b — 0.85 —2.01 p_ 0,9093 0,0907
~\—-0,69 1,08 -\ 0,019 09181 /°

Figura 5.6: Convergencia de los estimados, 61, 6o, 02, and P.
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En la Figura 5.6 graficamos la sucesién {1V}, t =1,...,1000 y obser-
vamos la convergencia de los estimados.

5.4. lIdentidad de Fisher y Louis

Comenzaremos con propiedades generales de la matriz de informacion.
Sea V una variable aleatoria con densidad g. Definimos el logaritmo de
la funcién de verosimilitud como [(#) = log gg(z), la funcién de score por
Vol(0) y la matriz de informacién por I(0) = E(V32I(6)). Tenemos:

= La esperanza del score es cero. En efecto,
B(V0l(6) = [ Volos go(x)gu(z)n(ds) = Vi [ galaulde) = .

= La matriz de informacién es la varianza del score, veamoslo

~ Vige(z) _ Vogo(z)Voge(z)T

V2log go(z) =
) g0 )2
por lo tanto
Vigo(x
Vi log go(z) = 090(7) _ Vol (0)Vol(0)"
90(x)
y como E(%) = 0, se tiene la identidad de la matriz de infor-
macién

1(0) = E(V3L(0)) = ~E(V4l(0)Vl(0)").

Ahora si regresamos a un modelo de Markov oculto obtendremos iden-
tidades que relacionan la verosimilitud observado con la verosimilitud
completa. Definimos 1(0) = log [ Pg(X = z,Y = y)u.(dz) entonces

[ VB(X=a,Y =y)pc(da)

JPo(X =2,Y =y)pc(dx)
 [VPy(X=2,Y=y)Pg(X=2,Y =y)
) Pe(X=x,Y=y) PBy(Y=y)

- /Vlog]P’g(X:w,Y:y)Pg(X::dY:y),uc(dw) (5.18)

Vi) (5.16)

pe(dz)  (5.17)
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entonces se obtiene la identidad de Fisher,
VI(0) = Eo(V1og Py(X, Y)Y = y).

Calculemos la matriz de informacién de la funcién de verosimilitud ob-
servada, para esto consideremos la informacion de Fisher de la distribu-
cién condicional py(X|Y),

E(VZ10gPy(X[Y)) = EV(logPy(X,Y|Y =y) —1(6))
— E(V2logPy(X, Y)Y =) — VI(0),
y al despejar

—V21(0) = —E(V?1og Py(X,Y)|Y = y) + E(VZ1ogPy(X[Y))|Y = y)
(5.19)
la identidad anterior es conocida como identidad de Louis y esta puede
ser reescrita observando de la identidad de la matriz de informacién que

E(VZ1ogPa(X[Y)|Y =y) = —E(VjlogPe(X|Y)Valog Pe(X|Y)T|Y = y)
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Ejercicios

Maximizando la funcién auxiliar A en la forma de la ecuacién
(5.4) encuentre las férmulas (5.5), (5.6) y (5.7). Ayuda: Utilice
multiplicadores de Lagrange.

. Demuestre la férmula de la ecuacién (5.9).

Demuestre la validez de las recursiones de Baum y Welch dadas
por (5.10) y (5.11).

. Demuestre las expresiones (5.12) y (5.13).

. Simule un modelo de Markov oculto en un computador. Utilice las

recursiones de Baum y Welch para poner en marcha la estimacion
utilizando los datos simulados.



Capitulo 6

Convergencia del EMV

En este capitulo estudiamos algunos aspectos relacionados con la con-
vergencia del estimador de maxima verosimilitud en modelos de Markov
Ocultos.

Recordemos que el estimador por maxima verosimilitud se define como

0, = arg meétx 1.(0),

donde 1,,(8) =log L(6) y L(0) = Py(Y1 = y1,...,Yn = yn). Decimos que
el estimador de méxima verosimilitud es consistente si én — 0y cuando
n — 00 c.s. Para demostrar la consistencia del estimador de maxima
verosimilitud siguiendo el enfoque de Wald (1949) es suficiente:

1. Demostrar que existe una funcién deterministica [(6) tal que

lim v(n)l,(0) =1(0) c.s.

n—o0

donde v(n) es una sucesién de normalizacién que no depende de 6.
2. Dar condiciones para que [(f) tenga un inico méximo en 6 = 6.

3. Concluimos que 6,, = arg méxg l,,(6) — arg maxy(9) = 6, cuando
n — 0o.

En el caso de procesos autorregresivos con régimen de Markov, para ob-
tener una ley fuerte de grandes ntimeros para el proceso de verosimilitud

65
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se utilizan técnicas de procesos de Markov no homogeneos, basicamente
en dos direcciones, en la primera se construye una cadena de Markov
extendida (ver Rynkiewicz [46], Krishnamurthy [29]) la cual satisface
un teorema ergédico para luego marginalizar y en la segunda se utili-
zan técnicas de aproximacién al proceso de verosimilitud por procesos
estacionarios y desigualdades de minorizacion de ciertos nicleos de tran-
sicién (ver Douc et. al. [18]).

6.1. Consistencia del EMV

En este trabajo siguiendo el enfoque de prueba de consistencia de Ramoén
van Handel, [48] capitulo 7, unido a la aplicacién de la propiedad a-
mezclante (ver seccién (4.4.2)) se puede obtener la siguiente prueba de
la consistencia del estimador de méxima verosimilitud. Verifiquemos que
el paso 3, para demostrar consistencia se satisface bajo convergencia
uniforme.

Lema 6.1. Supongamos que el espacio de pardmetros © es compacto.
Sea l, : © — R una sucesion de funciones continuas que converge uni-
formemente al : © — R. Entonces

0, = arg m;ix l,(0) — arg m;ixl(@)

Demostracién: Como una funcién continua sobre un compacto alcanza
su maximo existe 6, € argmaxyl,(f) para todo n. Por otra parte se
satisfacen las siguientes desigualdades

0 < supl(f)—1(60,) =sup(l(0) —1,(0) + 1,,(0)) — 1(6,)
0O 0O

< zgg(l(ﬁ) —1.(0)) + ggg(ln(ﬁ) —1(0n))
< SUP(Z(H) - ln(e)) + (ln(en) - l(en)) < 2SUP(Z(9) - ln(e)) — 0,
0cO 0cO

cuando n — oo. Entonces

lim [(6,,) = sup (). (6.1)

n—oo 0cO

Supongamos que para la sucesion {6, } sus puntos limites no pertenecen
al conjunto {0 : () = méxpeco [()}. Por compacidad de © existe una
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subsucesién {0} C {6,} que converge a ¢’ y tal que 6/, ¢ {0 : 1(f) =
méxgeo [(0)}. Pero 1(f) es una funcién continua porque es limite uni-
forme de funciones continuas, asi [(6],) — (') < supyeg (f) cuando
n — 00, de acuerdo a (6.1) esto es una contradiccién. ]

Definimos I,,(6) = n~1log pg(Y1.,|Y0), demostraremos que ,,(8) — 1(6),
cuando n — oo, para cada 6 € O, para esto serd necesario expresar
po(Y1.n|Y0) en términos del filtro de prediccién P(Xg|Yo.n).

Lema 6.2. Sea § = inf; j—1., pij. Definimos para 0 <1 <k
Dy = IOg//p(Yk!Yo;k—thk)axk1,ka(ﬂfk—1|Yl;k—1)ﬂc(df€k)ﬂc(df€k—1)7

Entonces | Dy — Dy ol < 20711 — §)F=1=L.
Demostracién: Ver Rodriguez [43]. -

Proposicion 6.3. Supongamos que el espacio de pardmetros © es com-
pacto y 1,(0) = n~ log py(Y1.n|Ys) entonces 1,(0) es continua y 1(0) =
limy, 00 1, (0) existe c.s para cada 0 € O.

Demostracién: Ver van Handel [48] . |
Teorema 6.4. Supongamos que © es un conjunto compacto. Ademds
1. 0 = 0" siy solo si Py = Py«.

2. Para todo i,j € {1,...,m} y todo y,y' € R x R las funciones
0 — pij y po(Y1 = y|Yo =y, X1 = 1) son continuas.

3. Se satisface la siguiente condicion de Lipschitz

D} —D{| < K[|§—¢'|.

Entonces el estimador de mdxima verosimilitud 0,, es consistente.

Demostracion: Para la consistencia es suficiente demostrar, suponien-
do la condicién de Lipschitz 3. que la convergencia en la proposicién 6.3
es uniforme en ¢. Como las funciones [,,(#) son continuas su limite [(0)
lo es. La hipétesis |D? — DY'| < || — ¢'|| implica que ,,(f) es Lipschizt
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por lo tanto [(f) también.

Como O es compacto, se puede cubrir por un niimero finito de abiertos de
radio € para cualquier € > 0. Existe {61,...,6;} C © tal que cada § € ©
estd a distancia ¢ de algin punto en {6y,...,60;} C O. Por desigualdad
triangular se tiene,

[1n(0) = UO)| < [1n(Ok) — ln(O)] + [1n(Ok) — L(Ok)| + [1(6x) — 1(6)]
Por la condicién de Lipschitz 3. tenemos que
|ln(01) — 1n(0)] < K0k — 0]
al tomar esperanza se obtiene la misma cota para |I(6y) — 1(6)], asi

sup |1, (0) — 1(0)] < 2Ke + méx |1, (0r) — 1(0r)|
0cO k=1:1

Como € > 0 es arbitrario y desde proposicién 6.3 se tiene que I, (0;) —
1(0x) puntualmente cuando n — oo, entonces [, — [ uniformemente c.s.

Como el estimador de méxima verosimilitud estd definido por én =
arg maxy y demostramos que [, — [ uniformemente, por lo tanto se
sigue del Lema 4 que

0, — 0" = arg m;ixl(@),

y este valor es unico en virtud de la suposiciéon de identificabilidad. m

6.2. Normalidad asintdtica del EMV

Para demostrar la normalidad asintética del estimador de méaxima ve-
rosimilitud, la idea se basa en que el gradiente de la funcién se anula en
su méaximo y el desarrollo de Taylor siguiente permite escribir,

0 = Vol (6n) = Vol (0*) + V21,,(6%)(0,, — 6*) + Ry,
al despejar en la expresién anterior y normalizar por y/n, se tiene
V(0 —0%) = =(Vgla(67)) " (Voln(0%) + Ru) V0.

Estos argumentos nos permiten enunciar el proximo teorema.
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Teorema 6.5. Bajo las hipdtesis del teorema 6.4. Suponemos que la
matriz de informacion asintdtica de Fisher J(0*) = var(Vol(0*)) es no
singular y 6* pertenece al interior de ©.Entonces cuando n — oo,

» /nVl,(0*) — N(0,J(0%)), en distribucidn.
= —(V21,(0%) — J(6), c.s.
» /nR, — 0, c.s.

lo que permite concluir que /n(0, — 6%) — N(0,J(0*)71), en distribu-
cion.

Para una demostracién de este resultado referimos a Douc et. al. [18]. La
demostracién es muy general y abarca a procesos autorregresivos con-
trolados por cadenas de Markov con espacio de estados compactos no
necesariamente finitos. Como menciona Ailliot en [1] las hipétesis de este
resultado podrian ser debilitadas en el caso de AR-RM, las integrales en
Douc et. al. son sumas finitas que permitirian intercambios de limites y
derivadas.

Una prueba de este resultado para procesos autorregresivos no lineales
con régimen de Markov usando la propiedad a-mezclante en dada en
Rodriguez [43].

6.3. Caso lineal y gaussiano

En lo sucesivo nos concentraremos en el caso lineal y gaussiano. Con-
sideramos como funcion de verosimilitud para el conjunto de observa-
ciones Y., v el pardmetro 6 = (¢, 02, P) a la distribucién condicional

po(Y1:n|Y0).

Recordemos la notacién: n; = Y, _; I;(xy), para cada 1 < i < m, es el
nimero de visitas de una realizacién de la cadena de Markov { X, },,>1 al

. . —1 ;o
estado i en los primeros n pasos. n;; = > p_; L; j(zg—1, %) es el nimero
de transiciones de 7 a j en n pasos.
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En virtud de la regla de la probabilidad total, la funcién de verosimilitud
del modelo se representa como

p@(yvl:n|yv()) = Zpe(yi:nyxlzn|y0) = Zp97a2 (lezn|yv()7$1:n)pP($1:n)

T1:n Tim
(6.2)
donde
n m [exp (_W) I (x5)
pevo'Q(YiW‘YbaXlzn) - HH 3
k=1i=1 o2

potova) = [T T o

Demostraremos que las hipdtesis del teorema 6.4 para la consistencia
son ciertas en este caso particular. Viendo directamete que el proceso
de verosimilitud normalizado por v(n) = 1/n es equicontinuo. Este re-
sultado es demostrado para cadenas de Markov ocultas con espacio de
estados y observaciones discretas en Finesso [22] y es extendido a AR-
RM lineales gaussianos en Rios y L. A. Rodriguez [41], la prueba del
siguiente teorema es parte de este trabajo.

Teorema 6.6. El conjunto de funciones f,(0) = +logpg(Yi.n|Yo) es

n
una sucesion equicontinua c.s-Py,.

Con este resultado se satisfacen las hipotesis del teorema 6.4 garantizan-
do la consistencia del estimador de maxima verosimilitud para el caso
lineal y gaussiano. Suponiendo ademads que la matriz de informacién
asintética de Fisher J(6*) = var(Vyl(6*)) es no singular y 6* pertenece
al interior de ©, entonces se obtiene desde el teorema 6.5 la gaussianidad
del estimador EMV.

A continuaciéon estudiamos el comportamiento del cociente de verosimi-
litud (CV) para probar la hipétesis nula de identificar un modelo CMO
contra la alternativa de un proceso AR-RM. Para la prueba de hipétesis
de un modelo de CMO contra un proceso AR-RM seguimos las ideas de
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Giudici et al. [24], demostramos que la teoria asintética del CV es valida
en este caso. Consideramos la prueba

H[): p:()
contra
Hi: p#0.

Teorema 6.7. 2(1(p) — 1(0)) — X3, bajo Py.

El teorema garantiza que podemos emplear la prueba CV para rechazar
Hy si:
=2(1(p) = 1(0) = X3,

donde Xiq es el g-cuantil de la distribucién x3.

6.4. Estimacion del orden

Para un modelo de Markov oculto, el cardinal del conjunto de estados

E ={1,...,m} se conoce como el orden del modelo. Un procedimiento
que podriamos utilizar para estimar el mismo es el siguiente: para cada
m = 1,--- , M utilizamos el algoritmo EM o algin otro procedimiento

que nos permita calcular el estimador de méaxima verosimilitud. Obte-
niendo un modelo candidato #(™ para cada uno de estos cdlculamos
1(6(™)). Lo que uno espera es que exista un m’ tal que el valor [(9(™))
sea maximo y elegir este con el estimador de m.

Sin embargo, este no funciona, para un modelo de Markov oculto de
orden m siempre es posible duplicando un estado obtener un modelo
de orden m + 1 que represente al de orden m. Esta es una situacién
tipica cuando se tienen modelos estadisticos anidados. El estimador de
maxima verosimilitud de m es una funcién creciente. En particular, un
estimador del orden no existe.

Una manera de solventar esta situacién es definir un estimador de m
como un estimador de maxima verosimilitud penalizado, es decir

T, = argméx 1(07) — pen(n, m)
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donde pen(n,m) es una funcién estrictamente creciente en m para cada
n. Si denotamos por m* el valor verdadero del orden para m > m™* de
la funcién 1(6(™)) deberia estabilizarse pero como la funcién de penali-
zacién sigue creciendo por lo tanto (™) — pen(n,m) tiene un valor
maximo alrededor de m &~ m*. El problema es entonces elegir la funcién
de penalizacién tal que el estimador del orden sea consistente m,, — m*,
c.s.

En lo que sigue demostramos que el nimero de estados no es sobreesti-
mado. En efecto,

P(1i, > mx) < Z P(m,, =m)
m>m*
de la definicién del estimador tenemos
P(I(6"™)) — pen(n,m) > 1(6%) — pen(n, m*)
P(1(60"™)) — 1(6%) > pen(n,m) — pen(n,m*))

P(rn, = m)

IAINA

elegiendo pen(n,m) = ¢(n)s(m) donde ¢(n) — 0 y ¢(m) es una funcién
creciente

1(6™) —1(6)

PMMZWU§P< 0

2<W0—dmﬁ)

. (m)y_(6* .
y si suponemos % — 0 como m > m* y ¢(m) creciente entonces

s(n)

P (M > ¢(m) — g(m*)) =0

cuando n — oo entonces c.s m, < m®*, es decir el estimador penalizado
no sobreestima el verdadero niimero de estados.

Para demostrar la subestimacién del estimador y concluir que m,, — m*
procedemos como sigue

m*—1
P(in, <m*) < > P, =m)

m=1
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de la definicion del estimador tenemos que

P, =m) < PUO™) = pen(n,m) > 1(0*) — pen(n, m*)
> (l(e(m>) —1(0%) S pen(n, m) —pen(n,m*))

<

n n

si uniforme en 6

(m)y _ 1(9*
o 1O 100
n—o00 n

para una constante real v > 0 y bajo la hipdtesis de que ¢(n) — 0 se
tiene que

-0

n n

p (l(e(m>) —1(6%) S pen(n,m) — pen(n, m*))

concluimos que c.s M, > m*.

En realidad no hemos resuelto el problema porque lo realmente dificil es
dar las velocidades correctas de las funciones de penalizacion, las cua-
les estdn fuera del alcance de nuestra presentacion introductoria. Para
referencias un poco mas detalladas de esta tematica consultar Dacunha-
Castelle [15] y sus referencias y la consistencia de un estimador penali-
zado para el orden en procesos AR-RM gaussianos en Rios y Rodriguez
[41].

6.5. Extensiones

Para cadenas de Markov ocultas se han considerado otros tipos de con-
trastes diferentes del EMV por ejemplo Mevel [35] considera el siguiente
contraste

N
Z Yy = Eg(Yn|Yomn-1)). (6.3)

El estimador por minimos cuadrados condicional (MCC) se define como

0 = argminSy(6). (6.4)
0cO
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Mevel demuestra la consistencia débil y la normalidad asintética del esti-
mador MCC. Para procesos ARN-RM en Rios y Rodriguez [41] demues-
tran su consistencia y normalidad asintética. Este contraste tiene la limi-
tacién que es necesario conocer la esperanza condicional Eg(Y,,|Yp.n—1),
como la esperanza condicional del contraste depende de {Y,,}, 6, {X,}
y de la funcién de densidad ¢ y como ésta es desconocida, E(Y},|Yp.n—1)
también lo es, por lo que el estimador 6 no puede ser obtenido por mi-
nimizacién de Sy (). Pero se puede reemplazar en la ecuacién (6.3) la
esperanza condicional por un estimador no paramétrico basado en la
muestra yo, ..., ynN y estimar 6, minimizando este nuevo contraste.

El criterio de Minimos Cuadrados Condicional Modificado (MCCM) se
define entonces por

1 N
:NZY E(Yp|Youn_1))? (6.5)

donde E(Yn|%;n_1) es un estimador no paramétrico de E(Y},|Yp.,—1) ba-

sado en ¥, . ..,ynN. El estimador 6 de 6, es
0 = argminSy (6). (6.6)
0cO

En Rios y Rodriguez [41] se demuestra la consistencia en probabilidad
de este estimador semiparamétrico y se calcula su velocidad de conver-
gencia.
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6.6. Ejercicios

—x2

1. Consideremos las funciones f(z) = e y

fu(z) = e 4 26_(”m_”+\/ﬁ)2,
para x € [—1,1]. Demuestre que:
a) fn(z) = f(z) cuando n — oo para cada = € [—1,1].

b) argmax, f,(x) — 1 cuando n — oo y argmax, f(x) = 0.

¢) Concluya que la sucesion { f,, } converge puntualmente sin em-
bargo el maximo de f,, no converge al maximo de f.

2. Demuestre el teorema 6.7.

3. Para una sucesién {Y,} independiente, identicamente distribui-
da con densidad comun py utilizando el esquema de Wald y las
hipdtesis que considere conveniente demuestre la consistencia del
estimador de méxima verosimilitud.
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Capitulo 7

Estimacion no paramétrica

En este capitulo seguimos un enfoque de estimacion no paramétrico apli-
cado a procesos autorregresivos con régimen de Markov. En particular
nos centramos en estimadores de tipo nucleos de convoluciéon. Comen-
zamos introduciendo la funcién de distribucién empirica.

La aproximacién de un modelo por la funcién de distribucién empirica se
basa en la construccién de un estimado a la funcién de distribucién por
una muestra (Xi,..., X, ) de variables aleatorias i.i.d. con distribucién
comuin F(t). La funcién de distribucién empirica se define por:

F(t)

- {ntimero de elementos en la muestra <t} 1 «
= == Ty

n n
recordemos que 14 denota el indicador del evento A. Para un t fijo,
el indicador Ty, <4 es una variable aleatoria Bernoulli con parametro
p = F(t), de aqui que nF,(t) es una variable aleatoria binomial con
media nF'(t) y varianza nF(t)(1 — F(t)). Esto implica que F,,(t) es un
estimador insesgado de F(t).

Algunas propiedades de la funcién de distribucion:

= Como consecuencia de la ley fuerte de grandes ntimeros, el estima-
dor F,,(t) converge a F'(t) cuando n — oo casi seguramente, para

cada valor de t: X
Fo(t) == F(t),

77
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= Existe un resultado maés fuerte, el teorema de Glivenko-Cantelli,
el cual asegura la convergencia uniforme en ¢, cuando n — oo,:

a.s.

|F = Flloo = sup |Fu(t) — F(t)] <= 0.
te

= La distribucion asintotica puede ser caracterizada de distintas ma-
neras. Entre estas, el teorema del limite central del estimador pun-
tual, establece que Fn(t) tiene distribucién normal con tasa de
convergencia estandar y/n, cuando n — oo:

Va(Ea(t) = Ft)) % /\/’(O,F(t)(l . F(t))).

Existen resultados méas precisos como el Teorema de Donsker y la ley
del logaritmo iterado pero no los enunciaremos en esta presentacién in-
troductoria.

Bajo la suposicién de la existencia de la funciéon de densidad, es decir
f(t) = F'(t) estamos interesados en construir estimadores no paramétri-
cos de la funcién de densidad f(t). Como f es la derivada de F' podemos
aproximarla por derivadas numéricas de Fn, a pesar de que F, no es una
funcién continua, esta idea de aproximacién nos llevard a construir un
estimador con buenas propiedades.

Observemos que:

_F(t+h)—F(t) _ F(t+h)—F,)

t ~ ~
f(t) h h
pero
Fn(t+h)—ﬁ’n(t) 1 n 1 n t— X
) = > My~ Ty = 7> Tou (—
P k=1
de donde

fu(t) = % > I <t _th> (7.1)
k=1

Para ver la convergencia puntual de este estimador observamos que como
frn(t) no es un estimador insesgado debemos considerar un término de
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sesgo y otro de varianza, en efecto la desigualdad triangular nos permite
escribir

[fa(8) = FOI < 1) = ESaO)] + [fa(t) = E(fa(®))]

y entonces la convergencia se reduce a controlar el término de sesgo
|f(t) —E(fn(t))| que es una cantidad deterministica y la varianza de la
cantidad aleatoria |f,(t) — E(f,(t))].

Para el término de sesgo se tiene que

s o (Eat+h)—F(t)\  F(t+h)—F(t)
E%ND—E< o )

de donde

F(t+h) — F(t)
B h

(1) — E(fa()] = ‘f(t) ] i

cuando h — 0. Mientras que para la cantidad aleatoria se tiene por la
desigualdad de Chebyshev,

~

Mﬂ@—E@ﬁM>@§X£%ﬁD

3

Var(fu) = o (B0 (e - )

1
nh
0 1
= W+O<%>’

este iltimo término tiende a cero cuando nh — co y n — oo.

Si en el estimador definido en (7.1) definimos K (t) = (g 1) () obtenemos
o 1 & t— X
= — K .
o= S ()

k=1

Podemos elegir una clase de funciones K con buenas propiedades, asi ob-
tenemos la clase de estimadores de la densidad por nicleos de convolu-
cién. Cuando el niicleo esta definido por K (t) = 1(y/91/9] (t) se conoce
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como el nicleo ingenuo y es introducido por Rosenblatt en [45].

Si consideramos una muestra bidimensional (Y1, X3),...,(Y,, X,) para
la cual existe una version de la regresién de Y sobre X,

r(x) =EY|X =z),

el estimador de la funcién de densidad de una distribucién de probabili-
dad puede ser utilizado para construir un estimador de la funcién r. En
efecto, la esperanza condicional considerada se expresa como

EY|X =2) = /y]P(Y =y|X =x)dy (7.2)

fly,x)

f(x)

donde f(y,z) es la densidad conjunta del vector (Y, X) y f(x) es la
densidad marginal de X, es decir f(z) = [ f(y,x)dy. Si se propone
como estimador de la densidad conjunta,

Fly,z) = #;K <y _hYk> i <a: —th>

y f(:n) = n—lh Yo K (:c—th) el estimador de f. Al sustituir en la ecua-

cién (7.2), se obtiene

P(Y =y|X =a) =

#(x) = S Vil (55)
i K ()

este estimador de la funcién de regresién r fue introducido de manera
independiente por Naradaya [36] y Watson [49] en 1964, y es conocido
en la literatura como el estimador de Nadaraya-Watson.

Para cadenas de Markov ocultas los estimadores tipo nicleos de convo-
lucién son introducidos por Harel y Puri [26] estudiando su consistencia.
En lo que sigue para procesos autorregresivos no lineales con régimen de
Markov se introducen estimadores de tipo ntcleo.



Modelos de Markov Ocultos 81

Supongamos una muestra de los datos completos {Yj, Xy }r=1., de un
proceso ARN-RM definido por la ecuacién (4.2), la cantidad de interés es
la funcién de autorregresion r(y) = E(Y1|Yo = y), esta puede ser escrita

como
m

r(y) = > EM[Yo =y, X1 = i)P(X; = i),
i=1

de aqui que sea suficiente estimar las funciones de autorregresion en cada
régimen

ri(y) = EMYo = y, X1 = 1), (7.3)

parai=1,....myy €R.
Sea

gi(y) = ri(y)fi(y), (7.4)
fi(y) pip(Yo = y). (7.5)

El estimador de Nadaraya-Watson de r; se define por

oy fily) if fily) £ 0,
rily) = { 0 en otro caso (7.6)
con
1 n—1
gily) = 2 Yer1Kn (y — Vi) Li( Xgq1), (7.7)
k=0
n—1
fily) = 3 Ky Vi) T(Xa), (7.9
k=0

y Kn(y) = K(y/h).

La convergencia del estimador cociente 7; = g;(y)/ ﬁ(y) que se ha pro-
puesto se obtiene aplicando un método utilizado por G. Collomb, ver
[21], el cual estudia simultaneamente la convergencia de §;(y) and fz(y),
cuando n — o0.
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El estimador de Nadaraya-Watson 7(y) = (71(y),...,"m(y)), para cada
1y, se puede obtener como la solucién de un problema de minimos cua-
drados ponderados; en nuestro caso esto consiste en encontrar el minimo
del potencial U definido por

1 n m

U(ya Yi:ny Xl:rw 0) = % Z Z Kh(y - Yk)]Iz(Xk—i-l)(Yk—i-l - 02')27 (79)
k=1 i=1

con respecto a = (01,...,6,,) en un conjunto convexo abierto © de

R™. Asi, el estimador de regresién esta dado por

7(y) = argmin U(y, Yim, X1:n,0).
9cOCR™

En el caso de datos parcialmente observados, es decir, cuando no se
observa {X}}r>1, no se puede obtener una expresién explicita para la
solucién 7(y). Por esta razén, consideramos un algoritmo recursivo que
aproxima la solucién. Nuestro enfoque aproxima el estimador #(y) por
un algoritmo recursivo similar al de Robbins-Monro, [12, 20, 54]. Es-
te involucra dos pasos: primero un paso Monte-Carlo que restaura los
datos no observados {X,, },>1, y un segundo paso una aproximacién de
Robbins-Monro con el proposito de minimizar el potencial U.

Aqui utilizamos algunas notaciones que utilizaremos.

» Paracadal <i<m,n; =3 ,_; L;(X}) es el nimero de visitas de
la cadena de Markov {Xj}>1 al estado i en los primeros n pasos,
y 1nij(Xim) = Z;% I; j(Xi—1, X)) es el nimero de transiciones
desde i a j en los primeros n pasos.

» )t = (0!, PY) es un vector que contiene las funciones estimadas
ot = (0t,...,0t) v las matriz de transicién estimada P!, en la
t-esima iteracién del algoritmo de Robbins-Monro.

Restauracién-estimaciéon (Robbins-Monro)

Para cada y fijo

Paso 0. Se inicia con una realizacion XV = X9 ... X?. Célculamos

las funciones de regresion estimadas #9(y) = (7F0(y),..., 7% (y)) de
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la ecuacioén (7.6) en términos de los datos observados Y., y la rea-
lizacién X{, . Célculamos la matriz de transicién P° = (p? ]) i j=1:m
by ng nij(XY,,)/ni(XY,,) para i, j =1,...,m, la medida inicial
(0Y.,,) por 0¥ = n;(XY,)/n, para i = 1,...,m. Defininos
0

(y

90—7“ ).
Para t > 1,

Paso R. Restaurar los datos no observados por una muestra X!, de la
distribucién condicional p(X1.,|Yo.n, ' 1).

Paso E. Actualizamos la estimacién ¢ = (6%, P*) por
0" =01 — 3, VoU (y, Yiin, X1.,,071) (7.10)

donde VGU (?/7 Yl:na X{;na Qt—l) = VQU (ya Yl:na X{;na 0) ‘gzgt—la Pt

= (p};)ij=1:m dado por p; = ni;(X{,)/ni(X1,), v o' = (0})i=tm
se define por of = n;(X{,)/n.

Paso A. Reducimos la varianza asintdtica del algoritmo utilizando los
promedios § = Zk L 0%/t en lugar de 67, el cual se célcula recur-
sivamente por 8° = 6°, y

@=ﬁ4+%w—@4y (7.11)

El siguiente resultado nos permite escribir el algoritmo propuesto como
un algoritmo de gradiente estocastico. Sea,

Ew’ (U(y7Y1:n7Xf;n7 0)|~Ft—l) = u(y7Y1:TL7 9)7

con Ey (1) = E(-|You, ) y o' = (¢, P') € Fi_1 la o-adlgebra generada
por {Xls;n}szl:(t—l)- Esta esperanza condicional es una esperanza con
respecto a la funcién de distribucién condicional p(X7} : n|Yg.p, ¢).

Lema 7.1. Para cada 0 € © tenemos,

1 .
u(y, YI:TLa = _h Z Z y Yk (Xk—‘rl = Z|}/b:n7 9/)(Yk+l - 0%)2
k=1 i=1

(7.12)
Yy ]EQ’ (VGU(ya Yl:na X{;na 0)|—Ft—1) — Veu(ya Yl:TL’ 9)



84 Lisandro Fermin, Ricardo Rios, Luis-Angel Rodriguez

Demostracién: Aplicando esperanza en (7.9), sigue que (7.12) es cierta.
Para la segunda parte, utilizamos el hecho de que el potencial U es abso-
lutamente integrable con respecto a la medida P(X}., = z|Yo., 0')pe(dz)
con p.(dz) la medida de contar definida sobre el conjunto {1,...,m}".
De acuerdo al teorema de convergencia dominada

Eq (VGU(y, Yimn, X%:yw 0)|ft—1))

- / VoU (), Vi 2, O)B(XL, = 2|Youm, 0 c(dz)

= Vy / U(ya Yim,®, G)P(an = $|Yb:na el)ﬂc(d$)
= Vou(y, Y1.n,0).
|
Por lo tanto, el algoritmo de Restauracién-Estimacion es un algoritmo de
gradiente estocdstico que minimiza u(y, Y1.,,6) y que puede ser escrito

Ccomo
0" = 0"+ (=Vou(y, Yin, 01) + &), (7.13)

donde

St = _VGU (y7}/1:n7X{:n70t_1) + E@’ (VﬁU (ya Yl:TnX%;nyat_l) ’]:t—l)
= _VGU (y7 }/i:’lh X{:n? Ht_l) + VGU(% }/i:n7 Ht_l)‘

Asi, el algoritmo de gradiente estocéstico es obtenido por perturbacién
del sistema gradiente

é = —Vgu(y, }/i:na 0)

Para demostrar los resultados de convergencia introducimos las condi-
ciones que nos permitaran obtener los resultados asintéticos.

7.1. Hipotesis generales

Sea K : R — R, un nucleo positivo, simétrico, con soporte compacto
tal que [ K (t)dt = 1. Suponemos que el nicleo K y la densidad @ son
funciones acotodas, i.e
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Bl |K|s < .
B2 @l < oc.

Bajo la condicién Bl, el nicleo K es de orden 2, i.e. [tK(t)dt =0y
0 < |[2K(t)dt| < oc.

Denotamos por C un subconjunto compacto de R, suponemos las si-
guientes condiciones de regularidad:

R1 Existe una constante ¢, 5 > 0, tal que
Vy,y' € C, [K(y) — K(y)| < cly —y/|”.

R2 La funcién de densidad de la variable aleatoria Yy, ®, y r; tienen
segundas derivadas continuas en el interior de C.
R3 Para todo k£ € N, las funciones
Tik(t,s) = E([Y1Yeia| [Yo =6,V = 5, X1 =i, Xp 1 = 1)

son continuas.

Definimos g2i(y) := fi(y)rio(y,y) = fi(y)E(YZ|Yo = y, X1 = i), la cual

es continua como consecuencia de la condicién R3.

La sucesién {hy,},>1 de nimeros reales satisface la siguiente condicién
S1 Para todon >0, h, > 0, lim,, 00 by, = 0 y lim,, o0 nh,, = 00.

Finalmente, suponemos las siguientes condiciones de momentos:

M1 E(exp(|¥p))) < o0 ¥ E(exp(ler])) < oo.

M2 E(]Yp]*) < 0o y E(]e1]®) < oo, para algin s > 2.

Observacion 7.2. Obervemos que M1 implica M2, y M2 implica E5, la
cual es una condicion suficiente para la estabilidad del modelo ARN-RM.

Como Yy y e1 son independientes, la condicion M1 implica

E(exp(|Y1])) < cE(exp([Yo|))E(exp([e1])).
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Mas ain, E3 y M2 implican que E(|Y1]*) < co. Esta condicion también
se puede obtener a partir de M1.

La condicion M1 se supone para garantizar la convergencia uniforme
c.s. sobre subconjuntos compactos y la condicion M2 para garantizar la
convergencia puntual c.s. del estimador.

7.2. Identificabilidad

Demostramos la identificabilidad del proceso ARN-RM, siguiendo el re-
ciente trabajo de [16] para la estimacién no paramétrica de modelos de
cadenas de Markov ocultas. Suponemos las siguientes condiciones:

I1 La matriz de transicién P = (p;j)i j—1:m tiene rango méaximo.
12 Las funciones rq,...,r,, son diferentes c.s; es decir, si i # j enton-
ces ri(y') # r;j(y') para casi todo y'.

I3 La funcién de probabilidad ® es tal que las funciones

Oy —7r1(y)), -, Py — rm(y))

son linealmente independiente; i.e.

Zaz y—ri(y)) =0, forall y,y/ = a1 =... =, =0.

I4 La funcién de probabilidad ® es tal que ®(y — 7;.(y')) = ®(y —
r:(y")) para todo y si y solo si 7 (y') = ().
(3)

Denotamos por pj,. la funcién de densidad de probabilidad conjunta de
Yo, Y1, Y5, Y3. Observemos que si la cadena de Markov X es irreductible
existe una unica medida invariante g, como consecuancia del lema 4.6

pgl es bien definida por

P = p(Yo=w)>. Zu]aﬂ —7i(m)) | @ @y — ri(1))

=1 Jj=1

me y2)) s (7.14)
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donde p(Yy = yo) es la densidad de probabilidad de Yy, p = (1, - - -, fim)
es la distribucién estacionaria de P la cual es la distribucién de X;. En
el caso donde la cadena de Markov no es irreductible, no hay unicidad de
la medida invariante y la distribucién de X7 tiene que ser especificada.

Proposicion 7.3. Supongamos que m es conocido, supogamos las con-

diciones 11-1}, P y r son identificables a partir de pgza, salvo permuta-
ciones de los estados ocultos.

Demostracién: La demostracion de esta proposicion sigue de la misma
idea dada en [16]. Se demuestra que, si P es una m x m probabilidad de
transicion, y si las funciones de regresiéon 7 = (74, ..., 7y, ) son tales que

® _ ©

Pp = Ppy entonces existe una permutacién 7 de los indices {1,...,m}

tal que, para todo i,j = 1,...,m, Pij = pri)r(j) and 7 = rogy.

De las condiciones 11 y I3, las funciones (Z;”Zl pipii®(y — 7; (y’)))izl:m
son linealmente independiente, y también las funciones

ZP@J —75(y)

i=1m

Entonces, de acuerdo a [2, Teorema 8] existe una permutacién 7 de los
indices {1,...,m} tal que, para todo i =1,...,m:

> wipi®n — (o)) = > wpire @y — (o))
j=1 Jj=1
P(y2 —1i(y1)) = P(y2 —173)(v1))

Z ys —7i(y2)) = ZPT(i)j(I)(y?) —7j(y2))-
= =1

Ahora, usando la conmutatividad de la suma, se obtiene
> wipi®n —rrgyW) = > () Priyety @1 — o) (W0))
=1 =1

Zﬁijq)(y?) — ) (yQ)) = ZPT (@)1 y3 -r (])(yZ))
j=1
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Entonces, a partir de las condiciones I3 y I4, pi; = pr@)r(j), RjPji =
Pr()Pr()r(i)s Y Ti = T'r(i) C-S. .

Observacion 7.4. La condicion I2 implica la identificabilidad de las
funciones de regresion r; para casi todo y'. Sin embargo, la continuidad
dada por la condicion E2 asegura la identificabilidad para todo y'.

El corolario siguiente da la identificabilidad en el caso donde la innova-
cién {e,} es un ruido blanco gaussiano.

Corolario 7.5. Supongamos que m es conocido y ® la densidad de
una distribucion gaussiana con media cero y varianza o2. Suponemos
3)

las condiciones 11-12, entonces P y r son identificables a partir de pp,.,
salvo permutaciones de los indices de los estados ocultos.

1
2no
la condicién 14 se satisface. Para demostrar la COIldlClOIl 13, suponemos

para todo v, 1’
Z a;®(y —ri(y")) = 0.

Entonces, para todo v/, ¢, tenemos

n +o00 m
Zazf ety@(y_'r‘i(y/))dy — Zaien(y )t+0'2t2/2 —0
= o =1

Demostracién: Dado que ®(y) = ———e¥°/27 se puede verificar que

Asi,
- it S rk(y/)tk - ke 1
Zale”(y) :ZZQZ Zk' :0:>Zam(y):0,Vk>0
i=1 k=0 i=1 ) i=1

Consideremos la matriz de Vandermonde de orden m x m

1 m@) ... " L)
v 1 7“2('?/) Ty '1(y) .
I 7"m@’) rﬁl‘i(y’)

El determinante de la matriz de Vandermonde V' se expresa como:

det(Vy=[[ () —ri().

1<i<j<m
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A partir de la condicién 12, det(V') # 0 para casi todo y'. Entonces el
sistema de ecuaciones

m
Zairf(y,) =0, para k=0,...,m—1.
i=1

tiene una tnica solucién, a; = ... = a;, = 0.

La identificabilidad se obtiene aplicando la proposicién 7.3. [ |

7.3. Consistencia para datos completamente ob-
servados

En lo que sigue, se establece la convergencia uniforme sobre compactos
del estimador de Nadaraya-Watson 7; definido en (7.6). Para esto, se
demostraran tres lemas técnicos. Para las demostraciones de estos lemas
consultar Fermin et. al [30].

El primer lema permite tratar de forma unificada el comportamiento
asintoticos de las variancias y covariancias de fl y una versién truncada
de g;. Los otros dos lemas dan una cota asintética del sesgo y la varianza
en términos de las funciones de regresién ;.

Definimos A, ~ By por limy_,olim, o 4, 5 = limj,_,g By, i.e. para
n grande y h suficientemente pequeno A, ; es aproximadamente igual
a Bj. Analogamente, definimos A, ; = Bj por limj,_,lim, o A, <
limy,_,o By, en particular escribimos A,, j, < B para denotar que B es una
cota de la sucesién A, j,, para n grande y h suficientemente pequeno.

Lema 7.6. Supongamos que el modelo ARN-RM satisface las condicio-
nes E1-E2, E5-FE6, D1, B1-B2, S1 y R3 en el conjunto compacto C.
Sea {Mp}n>1 una sucesion decreciente de nimeros positivos que tiende
a infinito. Sea

Tk = aKn(y — Yi) Li(Xg41) + 0Yer1 Lgpy, o j<nr ) Kn(y — Yi) Ti(Xge1)-

Entonces, las siguiente proposiciones son ciertas para todo y € C':
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i) var(Tpn) ~ h(a®f;(y) + 2abgi(y) + b%g2.i(y)) [ K*(2)dz + o(h?).
ii) cov(Ton, Tin) = h2(a?cy + 2abea(y) + b?cs(y)) + o(h3).
iii) cov(Ton, Thn) < (a® + 2abM,, + b> M2)4|| K ||% o, for any n > 0.

Lema 7.7. Supongamos que el modelo ARN-RM satisface las condicio-
nes F1-E2, E5-E6, D1, B1-B2, S1, M2 y R2-R3 en el conjunto compacto
C. Sea {My}n>1 una sucesion decreciente de nimeros positivos que tien-
de a infinito, y 6 > 1. Entonces las siguientes desigualdades asintdticas
son ciertas, para todo y € C':

. A~ N €2 _6/2 Un (2—s)
i) P(3iy) —Egu(y) > ) <4 (1458 ) 4oy O o) Mart

ii) P(|fi(y) —Efi(y)] > ¢) <4 (1 4 nh) gt

Lema 7.8. Supongamos que el modelo ARN-RM satisface las condi-
ciones E1, E6, D1, B1 y R2 en el conjunto compacto C. Entonces las
siguientes proposiciones son vdlidas.

i) supyec [Egi(y) — gi(y)| = O(h?).

i) supyec [Efi(y) — fily)l = O(h?).

Observacién 7.9. El lema 7.6 es un resultado preliminar para probar
el lema 7.7.

Teorema 7.10. Supongamos que el modelo ARN-RM (4.2) satisface las
condiciones F1-E4, E6-E7, D1, B1-B2, §51 y R1-R3 en el compacto C.
FEntonces,

i) Si nh/logn — oo y la condicion M2 se satisface, entonces para
todo y € C

[7i(y) —ri(y)| = 0 c.s.
i1) Sinh/logn — oo y la condicion M1 se satisface, entonces

sup [7i(y) —ri(y)] = 0 c.s.
yeC
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Demostracién: Comenzamos con la siguiente desigualdad triangular
en el conjunto de positividad de f;(y),

F4(0) — ri@)] < 1 (0) — i) —— + i) — £iw)] |22, (7.15)
| fi(y)] i(y
lo cual implica la desigualdad
sup#i(y) — ra(w)] < supi(y) — go(y)|—— (7.16)

yeC yeC Infyec ’fz(?/)’
supyec [7i(y)]

+ fi(y) — fi - .
sup |fi(y) — fi(y)] ttyeo [.(0)]

ye
De acuerdo con la descomposicién sesgo-varianza, la demostracién se ob-

tiene a través de los lemas 7.7 y 7.8, garantizando la positividad estricta
de Infyec | fi(y)].

nh
y 0 suficientemente grande de manera que log(n) = o(r), tenemos

P (@-(y) ~Egily)| = em/%>

Asi, aplicando el lema 7.7 con € = egy/ 2™, M, = n", u, = (hlogn)™1,

= 32 eo(logn) 3 h% eg log(n)h
0 1677,7—"_% Cun n1+7(2—5)

_S
<n"32 +4+¢

+ c2 .
eo(log n)%h% eglog(n)h

2
Para 9 = (s —2)y—d—2>0y 33 = (s — 2)y — d — 1 entonces,

1

P (|f]z’(y) —Egi(y)| > eo oghn> < en~ (1), (7.17)
n

Del lema de Borel-Cantelli, la convergencia casi segura de |g;(v) —Egi(v)|

a 0 es demostrada. Procedemos analogamente para obtener la conver-

gencia casi segura de |f;(y) — Efi(y)| — 0.
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De acuerdo al lema 7.8 tenemos
inf |fi(y)] > inf |fi(y)] —sup|fi(y) — Efi(y)| —sup [Efi(y) — f(y)|
yeC yeC yeC yeC
1
2

v

inf [f;(y)| > 0.
yeC

Asi, por los lemas previos 7.7 y 7.8 y la desigualdad (7.15) tenemos la
convergencia puntual de |7;(y) — 7 (y)|.

Para demostrar la convergencia uniforme sobre un compacto C, nece-
sitamos ver la desigualdad asintética de tipo (7.17) para el término

supyec [9i(y) —Egi(y)], y de forma andloga para sup,ec |fi(y) — Efi(y)],
para la desigualdad (7.16). Para esto procedemos utilizando un esquema
de truncamiento como en [4], supondremos la condicién M1.

Sea Ag = Vi1 Kpn(y—Yr) L;(Xg41) y la variable truncada A = Aplyly, <M}
Entonces, definimos el estimador de ntucleo truncado g; por

Como || K ||oo < 00, tomando M,, = Mjlogn, entonces tenemos

P (Sug 19:(y) — Gi(y)| > 0) < nP(|Y1| > Mologn) < E(exp(|Y[))n'
ye

y en virtud de la desigualdad de Cauchy-Schwarz y la condiciéon R3,

supE (19:(v) — :(y))

yeC
1
< o supR (1|1 y4 5 Mo tog(n)} B (¥ — Yo) Ti(X1))
yeC
1 _ 1/2
< g PR (i)) 2 sup B (¥R (y — ¥o) T(32)
ye
n—M()/Q
= AT

Ahora, reducimos los célculos a un argumento de Chaining, ver [21, pags.
32 y 78], para el caso de estimadores de niicleos con variables acotadas.
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Sea C un conjunto cubierto por un numero finito v, de intervalos By
con diametro 2L, y centro en t;. Entonces,

sup|g:(y) — Egi(y)|
yeC
< méx |Gi(ty) —Egi(tr)| + sup |di(tx) — Gi (y)| + sup [Egi (y) —Egi (tx)]
k=1,...vn yeC yeC

Ahora, consideremos el lado derecho de la ecuacién anterior. Primero,
del lema 7.7

‘e 1A W €o [logn
P<k:1"{{§§yn 19:(t) = Bgi(te)l > 5/ o )
o ~ ~ g0 /logn
<>P <|gi(tk) —Egi(tr)| > 70\/ ngh )
k=1

=, 4n_% +c 3201 /2 M, G
- 160(logn)1/2h1/2 '

Para el segundo y tercer término, utilizamos la siguiente desigualdad
obtenida de la condiciéon R1,

1 n

Mn% ; |Kn (tk — Yi) — Kn(y — Y|
M, 5_ M,L;

< Ch1+ﬁ|y—tk’ SCW7

IN

19:(tk) — 3i(y)]

para algunas constantes ¢, 5 > 0.

Por lo tanto,

logn
P g;(y) —Eg; >
(sup 19:(y) — Egi(y)| > eo — )

yeC
3 32012 M, Cen M,LS ¢ [logn
=< ~ 128 > 2
- (47”6 128+Cl60(102;7%)1/2111/2 P\ G = 2\ T
n—Mo/Q
+C4

hl/2 -
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Haciendo L = n_%h%JrﬁM;l Y Vn = ¢5/ Ly, se obtiene

N . logn
P (Sllp 19:(y) — Egi(y)| > €0 ; )
yeC n

=< il 4n_1€T(2)8 +c 32”1/2Mn<un +c n_ Mol
- I, "eo(log n)1/2h1/2 YR

2
Tomando u,, = (hlogn)~!, 9 = %4—12%[-1-(1—1 >0,y My =2(9+1)+d,
tenemos

1

P { sup [9:(y) — Egi(y)| > oy o | < en= (), (7.18)
yeC nh

Asi, en virtud del lema de Borel-Cantelli se verifica la convergencia casi

segura del término SUpyec 1Gi(y) — Egi(y)]|.

La convergencia uniforme sobre compactos de 7; sigue de la misma forma
como la convergencia puntual casi segura. [

Observacion 7.11. Notemos que la demostracion de la convergencia
c.s, la probabilidad del término en (7.17) es sumable si ¥ = (s — 2)y —
d—2 > 0. Esto es vdlido solo si s > 2, y la restriccion impuesta en la
condicion M2 es satisfecha.

Desde (7.17) and (7.18) se demuestra que la tasa de convergencia en el

logn
teorema 7.10 es y/ et

7.4. Consistencia para el caso de datos parcial-
mente observados

En esta seccion presentamos la demostracion de la consistencia algoritmo
de tipo Robbins-Monro para la estimacién del modelo ARN-RM model
en el caso cuando los datos son parcialmente observados. En lo que sigue
detallamos cada paso del algoritmo.

Paso 0: Algoritmo SAEM

Para inicializar utilizamos el algoritmo SAEM descrito en la seccién
5.3. Recordemos que en esta se supone linealidad de las funciones de
regresién y gaussianidad del ruido.
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Paso R: Filtro de Carter y Kohn

En el paso R utilizamos el método de Carter y Kohn descrito con detalle
en la seccién 5.3 apartado 5.3.1.

Paso E: Estimacién

En cada iteraccién de este algoritmo, evaluamos VoU (y, Y1, X1:n,0) €l
gradiente del potencial. Para cada 1 < ¢ < m, calculamos las componen-
tes

oU

%(ya Yl:na Xl:na 0) = gz (ya Yl:na Xl:n) - ezfz(ya Yl:na Xl:n)a
7

y procedemos a actualizar esta cantidad. Esta manera de calcular las
componentes tiene la ventaja de no evaluar el cociente directamente 7;,
evitando el problema de los ceros de f;.

Paso A: Promedio o Agregacion

Para reducir la varianza asintética de los pardmetros estimados {6},
promediamos utilizando la técnica introducida por [38]. La idea es uti-
lizar los promedios {#'} definidos por 6! = 1/t 3, _, 6% en vez de {0'},
este promedio se calcula recursivamente por medio de la ecuacién (7.11).

El analisis de convergencia de las aproximaciones de Robbins-Monro
son estudiados en [20] en el caso general. En este capitulo utilizamos un
enfoque como el introducido en [12, pag. 431], para la convergencia del
algoritmo de gradiente estocastico para la funcién de verosimilitud en
modelos de Markov ocultos, considerando que en nuestro caso particular
u(f) es una funciém continuamente diferenciable del pardmetro 6, el
resultado siguiente es obtenido para cada y fijo.

Teorema 7.12. Supongamos la condicion B1, que {y:} es una sucesion
de numeros positivos tal que

ZfYt:OOa Z%f?<ooa
t t

y que la clausura del conjunto {0'} es un subconjunto compacto de ©.
Entonces, casi sequramente, la sucesion {0'} satisface

lim Vou(y, Yim,0") = 0.
t—o0
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Mas atin, limy_,o0 0° = 0% y Vou(y, Y1.n,0*) = 0, c.s.

Demostracién: Sea M* = ' 7c. La sucesién {M*} es una F;
martingala, en efecto

E(MYFi—1) = E(ns+ Mt_1|]:t—1)
E(ves| Fic1) + E(M7TYHF_))
= ML

Ademés satisface Y o0, E(||M? — M*71||2|F;—1) < oco. Sigue entonces,

E(|M" = M7 Fo1) = 37E(llse 1?1 Fe-1)

y
"L [oU ou 2
2 _ t pt—1 t—1
HgtH - ; <802 (y7Y1:TL7X 70 ) a_ai(y7}/1n70 )>
4 m n 2
T on2n? (Z(Ykﬂ — 0 ) En(y — Yk)Bf(/f)> :
=1 k=1

donde B!(k) = I;(X[ ;) — E (1;(X},|Fi—1)) son variables aleatorias
centradas Bernoulli. Entonces, E(||||%|F:—1) es

4 m n 3 B
—z O 2 (Vs = 07V = 6Ky = Yi) K (y = Yio) X, (k, ),
i=1 k,k/'=1

con x!(k, k') = cov(I;(X] ), Ti( X}, )| Fi—1). Asi, por la desigualdad
de Cauchy-Schwarz’s tenemos

Xk, k) < \fvar(BL(R)| Fioa)y/var(BL(K) | Fioy) < 1/4,

2

E([|s|?|Fi=1) < n2h2 Z (Z (Vip1 — 0 D Ky — Yk)) (7.19)
k=1

=1
[RZCkI
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donde ¥ (0) = (V1(0),...,¥Un(0)) y

1 n
= _hz Vi1 — 0:) Kn(y — Ya).
k=1

De la propiedad de compacidad ||¥(#)||? es finita, por lo tanto

oo
E(|M* — M7 Fmr) < RO HIP Y A7 < oo
t=1

En acuerdo al lema de Borel-Cantelli [12, Lemma 11.2.9], la sucesién
{M?"} tiene un limite finito c.s. y a partir del teorema [12, Theorem 11.3.2]
la sucesién {0'} satisface

lim Vgu(y, Yim,0) = 0.
t—o0

Usando que la funcién Vyu es continua demostramos que 6* = 1im;_, o, 6*
satisface Vou(y, Y1.n, 0*) = 0, asi por teorema de Cesaro, lim; ., 6! = 6*.
| |

Vimos en la subseccién 5.3.1 que la sucesién {X?!. }ien es una cadena
de Markov ergddica con distribucién invariante dada por la distribu-
cion p(X1.n = x1:0|Youn, ¥*), la tasa de convergencia se obtiene desde la
ecuacién (5.14). Mds atn, esta distribucién invariante satisface

p(Xl:n = xl:n’YO:na ¢*)
Q;lp(YIIYOa Xl = 71, ¢*) e ‘p;nflmnp(YTJYn—la Xn = Tn, ¢*)
p(len|}/b7¢*) ’

para todo 1., € {1,...,m}". Donde o* = (0*, P*), con 6* = lim;_,, 0"
es el limite en el teorema 7.12, P* = lim;_,oo P! es la probabilidad de
transicién de la cadena limite X = (Xj); es decir P* = (p};(Yo:n))i,j=1:
dada por

pi;(Yon) = p(Xp1 = j| Xk = 4, Youn, ¥"),

y 0% = (0} )i=1:m con 0* = limy_,o 0'; es decir,

Q?(YO:n) = p(Xk = Z.’Yv():'m ¢*)
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Como, para todo t > 0 tenemos o'P! = o, entonces deducimos que
0" P* = ¢*. Ahora, tomando n — oo, es facil verificar que P*(Yo.,) — P
y 0*(Yo.n) — i, cuando n — oo donde P es la matriz de transicién y u
una medida invariante para la cadena de Markov X.

Por otro lado, el punto critico 8* € ©® C R™ del gradiente de u, tiene
i-esima componente 67 dada por

kg i1 Kn(y — Yo P(Xy = Yo, )
koo Kn(y = Yi)P(Xg = i[ Yo, ¥*)
E 320 Yirt Kn(y — Y Li(Xe = )| Yo, ¥
E |15 Knly = Yi) (X = )| Yo, v
E [9: () Yo:n, ¥"]
E | £:9)[Yom, 07|
El teorema 7.10 implica que, bajo las condiciones E1-E4, E6-E7, D1,

B1-B2, S1, M2 y R1-R3 en el conjunto compacto C, si nh/logn — oo
entonces para todo y € C

ej(ya Yv()n) =

3W) = ay), fily) = fily) = pp(Yo=y) cs.

Esto implica que E[gi(y)|Yom, ¥*] = gi(y), ELfi(¥)|Yom, ¥*] = fi(y) c.s.
Por lo tanto, 0} (y, Yo.n) — 7i(y), c.s., cuando n — oco. Como una conse-
cuencia tenemos

lim lim 0! (y, Yo.n) = 7i(y), a.s.

n—o00 t—o00

Observacion 7.13. Observemos que [ f;(y)dy = p;. Ast, si el conjunto
compacto C' es tal que P(Yy € C) =1 entonces [ fi(y)dy — pi, cuando
n — 0o.

7.5. Ejemplos numéricos

En esta seccién ilustramos el desempeinio del algoritmo desarrollado en
la seccién previa y se lo aplicamos a datos simulados.
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7.5.1. Ejemplo 1

En este primer ejemplo, utilizamos un modelo ARN-RM con m = 2 y
funciones de autorregresién

2

_ 2
ri(y) = 0,7y + 26190, s (y) = s — 1,

donde r es una funcién bump r2 es un funcién logistica.

Estas funciones fueron consideradas por [23]. Sea ® la densidad de una
distribucién gaussiana con media cero y varianza o2 = 0,4. La matriz de
transicion esta dada por

p_ ( 0,98 0,02 >
0,02 0,98 /-
Utilizando una implementacion en el programa Matlab de los algorit-
mos descritos, generamos una muestra de longitud n = 1000. Para cada
k, simulamos X} y a partir de esta generamos Yj. La serie de datos
simulados es graficada en la figura 7.1 (izquierda).

Figura 7.1: Datos simulados Yi., (izquierda). Funciones estimados con
el método de nicleo. (Xi.,,, Y7.,) (derecha).

Para la funcién de regresién r;, utilizamos la densidad gaussiana estandar
como nucleo K, aunque este no tiene soporte compacto. Como parame-
tro de ventana elegimos h = (n/ log(n))l/5.

Suponemos que observamos los datos completos {Yj, Xt }x=1.1000, la fi-
gura 7.1 (derecha) muestra el comportamiento de 1 y r5 (linea continua)
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y sus respectivos estimados por nicleos (linea punteada).

Ahora, suponiendo que sélo observamos {Yj}rx—1.1000, entonces imple-
mentamos el algoritmo de Restauracién-Estimacion. En el paso 0 del
algoritmo estimamos la cadena de Markov X{  utilizando el algoritmo
SAEM para el modelo MS-AR,

Y, = anYn—l + bXn +0Xx,€en-

los parametros obtenidos utilizando esta implementacién son,

p_ (0983 0,017
—\ 0,017 0983 )’

y la funciones lineales estimadas son de la forma 71(y) = —0,8239y —
0,0218 y 72(y) = 0,2943y + 0,6334.

Figura 7.2: Estimados con SAEM y grafico scatter de los datos simulados
(izquierda). Estimador no paramétrico obtenido con el procedimiento de
Robbins-Monro (derecha).

La figura 7.2 (izquierda) muestra el grafico Yy contra Y;_1 y el ajuste
lineal.

Implementamos el algoritmo de Robbins-Monro con ¢t = 1 : T iteraciones
y con tamano de paso definido por

(1 t<T,
TV t-T)t t>T 41

En la figura 7.2 (derecha) mostramos el grafico de Y} contra Y1, 71
y 72 (linea solida) y los estimados obtenidos por el procedimiento de
Robbins-Monro (linea punteada) para la dltima iteracion.
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Figura 7.3: Error cuadratico medio de P! parat=1:T.

En la figura 7.3 se muestra el error cuadritico medio de P!, podemos
apreciar que la convergencia se alcanza rapidamente a una velocidad
exponencial.

7.5.2. Ejemplo 2

En este ejemplo consideramos un modelo ARN-RM con m = 3. Las

funciones autorregresivas son

ri(y) =0 7y+2e(_103”2) ro(y) = L—l and r3(y) = —2cos(y)—1
) ) 1 + eloy ) .

Las funciones 71,72 son las mismas consideradas en el ejemplo 7.5.1. Sea

® una densidad gaussiana con media cero y varianza ¢ = 0,4, la matriz

de transicién esta dada por,

0,08 0,01 0,01
P=| 001 098 0,01
0,0l 0,01 0,98

Simulamos una trayectoria de (Y, X) de tamano n = 3000. Los datos
simulados son graficados en la figura 7.4.

Implementamos el algoritmo de Robbins-Monro para los datos Y consi-
derando que X es no observado. La densidad gaussiana es considerada
como nucleo K, el pardmetro de ventana h = (n/ log(n))1/5, el paso
v = t7%6. En el paso 0 los estimados para la cadena de Markov X9
son considerados como variables uniformes. Debido a la complejidad de
las funciones de regresién en este ejemplo, la estimacion de un modelo
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Figura 7.4: Datos simulados Y7.,, (izquierda). Grafico scatter de (Y%, Yy, —
1), los puntos estan etiquetados con respecto al estado real de Xj: puntos

rojos para X, = 1, azul con x para X; = 2 y verde con circulo para
X} = 3 (derecha).

MS-AR no es un buen estimado inicial. Para T = 1000, se obtiene el
siguiente resultado. La matriz de transicién estimada es

X 0,9665 0,0244 0,0091
P = 0,0161 0,9338 0,0500
0,0230 0,0312 0,9458

La figura 7.5 muestra la grafica de Y} contra Yj_; y las funciones de
regresién estimadas por el procedimiento de Robbins-Monro.

Figura 7.5: Gréfico scatter de (Y%, Yr — 1), los puntos son etiquetados
con respecto al estado estimado de Xj: puntos rojos para X; = 1, azul
con x para Xy = 2y verde con circulo X = 3 (derecha). Estimacion no
paramétrica, las funciones reales son mostradas con una linea solida y
los estimados por una punteada (izquierda).

En la figura 7.6, se muestra el error cuadratico medio para la matriz
estimada P?.
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Figura 7.6: Error cuadréitico medio de P! parat=1:T.

7.5.3. Ejemplo 3

En este ejemplo se considera m = 4 estados. Las funciones de autorre-
gresion son

2
C 1+4elly

Tg(y) = _QCOS(y) - 1a 7"4(]/) = (Oa4y+275)]1{y<0} + (_074y+275)]1{y20}-

Se elige ® una densidad gaussiana con media cero y varianza o2 = 0,25,
y la matriz de transiciéon dada por

0,9000 0,0500 0 0

0,0500 0,9000 0,0500 0
00,0500 0,9000 0,0500
0 00,1000 0,9000

riy) = 0,7y + 21 ry(y)

P=

Simulamos una trayectoria de (Y, X) de tamaiio de n = 3000. La serie
de datos simulados {Yj }x=1., son graficados en la figura 7.7.

Figura 7.7: Datos simulados Y7, (izquierda). Grafico scatter de (Yj, Y;, —
1), los puntos son etiquetados con respecto al estado real de Xj: puntos
rojos para X, = 1, azul con x para X; = 2, verde con circulo para
Xk = 3, y mangenta con diamantes para Xj = 4 (derecha).
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Para T' = 1000, se obtienen los resultados siguientes. La matriz de tran-
sicién estimada es

0,7655 0,0151 0,1439 0,0755
0,0406 0,7627 0,1128 0,0839
0,1449 0,0705 0,7558 0,0288
0,0656 0,0933 0,1109 0,7302

P=

La figura 7.8 muestra el grafico de Y, contra Yj;_q y los estimados de
las funciones de regresién obtenidos por el procedimiento de Robbins-
Monro.

Figura 7.8: Gréfico scatter de (Y%, Yr — 1), los puntos son etiquetados
con respecto al estado real de Xj: puntos rojos para X, = 1, azul con x
para X; = 2, verde con circulo para X = 3, y mangenta con diamantes
para X = 4 (derecha). Estimacién no paramétrica, las funciones reales
se muestran con una linea solida y los estimados con una punteada.
(izquierda).

La figura 7.9 muestra el error cuadrético medio los estimados P?.

Figura 7.9: Error cuadratico medio de P! parat=1:T.

Observamos que el comportamiento del algoritmo es bueno para los pri-
meros dos ejemplos, es decir los casos m = 2 y m = 3 respectivamente.
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Mas atn, la convergencia de la matriz de transicién P! es rapidamente
alcanzada. Sin embargo, cuando el nimero de estados m > 4, surgen va-
rios problemas al realizar la estimaciéon no paramétrica. Observamos en
este caso que el algoritmo tiene la dificultad de identificar los estados de
la cadena de Markov oculta en los puntos donde se intersectan las fun-
ciones de regresion; es decir una perdida numérica de identificabilidad
ocurre en estos puntos debido al tamano del paso de discretizacién y el
numéro de datos disponibles. Una mala clasificacién de los datos ocurre
cuando la varianza es grande con respecto al rango de las funciones de
regresién. Finalmente, cuando m es grande, el algoritmo es mas sensible
a la eleccién de los parametros de partida y el tamafio de la ventana h.
En conclusién las buenas propiedades del algoritmo se pierden al incre-
mentar el nimero de estados. Esto es porque el ndmero de parametros
del modelo se incrementa y asi la complejidad del modelo. Esto es la
llamada maldicién de la dimensionalidad.
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