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Prologo

En 1897 el matematico Noruego Marius Sofus Lie destacé de mane-
ra superlativa la relevancia del campo de las ecuaciones diferenciales
dentro de las matematicas, expresando que dicha disciplina era la mas
importante de todas, en virtud del rol tan singular desempefniado por la
misma en el modelaje e interpretacién de las manifestaciones que en-
vuelven al tiempo. Quizas lo aparentemente ostentoso de la afirmacion
de Lie encontré justificacién en la importante cantidad de problemas de
ciencias e ingenieria que fueron tratados en dicha época por medio de
las ecuaciones diferenciales. Sin embargo, el advenimiento del siglo XX
trajo al mundo tecnoldgico desafios que requerian el desarrollo de nuevas
teorias, preferiblemente deterministas, con un espectro mas ambicioso de
aplicaciones. Uno de los escenarios donde resulté imperativo el acceso
a esta nueva tecnologia matematica, estuvo signado por la competencia
entre los programas espaciales Ruso y Norteamericano. La necesidad por
el diseno e implementacion de estrategias de control para los vuelos espa-
ciales, le dio un impetu definitivo al nacimiento de la teoria de controles
optimos y permitié ademds, entre otras bondades, la ramificacién de
muchas de sus ideas seminales hacia otras instancias donde los modelos
diferenciales convencionales, como la ecuacién diferencial ordinaria

z(t) = f(t,z(t)), t € R, (EDO)

resultaban inapropiados. El paradigma encargado de suplir las defi-
ciencias del modelo EDO, que a su vez le brindé mayor versatilidad a la
teoria de controles éptimos, fue propuesto en la década de los 30 por Mar-
chaud y Zaremba como una generalizaciéon de EDO (ver [26, 27, 44, 45]),
razon por la cual adoptd el nombre de inclusion diferencial. La estética
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simbdlica de una inclusién diferencial auténoma es de la forma
z(t) € F(z(t)), t € R, (ID)

donde F' es una aplicacion que transforma puntos de un espacio en con-
juntos de otro. De esta manera, el lado derecho en ID brinda la posibi-
lidad de alojar méas de una velocidad en cada estado del sistema, y
como consecuencia la inclusiéon ID puede admitir mas de una solucién
por cada condicién inicial. Esta holgura estructural le ha permitido a
las inclusiones diferenciales constituirse en una herramienta muy conve-
niente dentro del estudio de dindmicas no lineales y discontinuas, como
por ejemplo, aquellas asociadas al funcionamiento de circuitos eléctri-
cos, pilotos automaticos y mecanismos con fuerzas de friccién, las cuales
exhiben con cierta regularidad zonas multivaluadas para sus puntos de
equilibrios.

A lo largo de su proceso de maduracion, la teoria de las inclusiones
diferenciales no sélo ha logrado ahondar satisfactoriamente en cada uno
de los temas mencionados anteriormente y en aquellos abarcados en la
teoria clasica de las ecuaciones diferenciales, sino que ademads ha inau-
gurado estudios sistemdticos para otras dreas importantes, tales como
la de los sistemas dindmicos generalizados, la teoria de juegos diferen-
ciales y la economia dindmica. Dada la relevancia que posee el estudio
de las inclusiones diferenciales dentro de la formacién cientifica de un
publico identificado con la teoria de sistemas dindmicos deterministas y
sus aplicaciones, hemos convenido en ofrecer este curso introductorio en
el cual se expone un resumen de algunos de los conceptos y resultados
bésicos més representativos que giran en torno al paradigma ID.

La seleccion de los topicos incluidos en la presente monografia, asi como
también el enfoque y estilo empleado en su escritura, han sido definidos
pensando en los objetivos muy nobles que ano tras ano han caracterizado
a nuestra querida Escuela Venezolana de Matematicas. En tal sentido y
en la medida de lo posible, presentaremos los conceptos y resultados den-
tro de un contexto finito dimensional, percatando de antemano al lector
que la gran mayoria de los mismos siguen siendo validos en espacios de
Banach y de Hilbert més generales, aunque algunas veces supeditados a
un mayor tecnicismo. Otra instancia en la cual hemos imprimido un sen-
tido préctico a nuestra exposicion, es la autonomia de ID con respecto
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al tiempo. Al igual que en el caso del modelo EDO, las consideraciones
que deben hacerse bajo la presencia de una variable temporal explicita
en ID, ameritan un manejo técnico algo significativo de la medida de
Lebesgue y cercenan el beneficio de la invarianza en el tiempo para las
trayectorias de los sistemas considerados, lo cual impide algunas simpli-
ficaciones importantes que ayudan a dar claridad en la exposicién de las
ideas.

Los contenidos contemplados en este trabajo residen en tres capitulos,
el primero de los cuales es una pequena disertacion sobre la teoria de
multifunciones y sus propiedades topolégicas principales, como por ejem-
plo su continuidad y la existencia de selecciones continuas. Ademds,
se estudia el importante ejemplo de las multifunciones disipativas y su
aproximacién de Yosida. El segundo capitulo esta dedicado al proble-
ma de existencia de soluciones para ID y a la conducta cualitativa de las
mismas bajo diferentes conjuntos de hipdtesis estructurales. Finalmente,
el tercer céapitulo proporciona una muestra de tres contextos relevantes
donde las inclusiones diferenciales han sido aplicadas de manera efectiva,
a saber, la teoria de controles 6ptimos, la invarianza de trayectorias y la
estabilidad de equilibrios.

Acompanando a cada capitulo se encuentra un nimero moderado de
ejercicios de diferentes niveles. Buena parte de ellos estdn orientados
al afianzamiento de los conceptos bésicos, probablemente nuevos para el
lector, mientras que otros revisitan propiedades de objetos estudiados en
los cursos de andlisis de una licenciatura en matematicas, pero que guar-
dan una relacién profunda con el material estudiado. Adicionalmente, el
autor ha incluido una cantidad pequenia de problemas que han surgido
de su experiencia dentro del aula y de su ejercicio como investigador en
los tépicos presentados. Se recomienda al lector intentar resolver cada
uno de ellos para lograr un mayor aprovechamiento del curso.

La elaboracién de este material y su forma final no hubiese sido posible
sin la influencia directa o indirecta de algunas instituciones y personas,
a las cuales el autor desea expresar su gratitud. Primeramente, a los
Departamentos de Matematica de la Facultad Experimental de Cien-
cias de LUZ, en Venezuela, y de la Universidad Estatal de Louisiana,
en Estados Unidos de Norteamérica, en vista de la formacién académica
recibida en dichos centros, la cual ha definido en mucho la inclinacién
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matematica del autor y en particular sus intereses en el campo de la
investigacion. A mi compafiera, la Profesora Zuleiny Moreno, por haber
revisado el manuscrito y haber realizado correcciones y observaciones
claves que realzaron en mucho la calidad del mismo. Finalmente, el au-
tor desea expresar su agradecimiento al comité organizador del evento
por brindarle tan placentera experiencia académica y permitirle presen-
tar ante la comunidad matematica Venezolana, del Caribe y en gene-
ral de América Latina, esta humilde amalgama de pensamientos de las
diferentes escuelas que han impulsado el desarrollo de las inclusiones
diferenciales durante las tltimas ocho décadas.

Vinicio R. Rios
Maracaibo, Mayo 2016
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Capitulo 1

Multifunciones

La esencia de la matemdtica reside en su libertad.

—George Cantor

1.1. Introducciéon

Dentro del contexto matemaético, el vocablo multifuncion invita a pen-
sar en un objeto cuyas caracteristicas reflejan la interacciéon simultanea
de multiples funciones, definidas por lo menos en el sentido univaluado
estandar. Esta concepcion, aunque carente de precisién, expresa aspec-
tos certeramente vinculados con la estructura de una de las herramientas
abstractas mas versatiles, a nuestro parecer, del andlisis moderno. Las
multifunciones o correspondencias, proporcionan modelos capaces de
emular la evolucidon de procesos cuyas fases abarcan zonas del espa-
cio generalmente multivaluadas, lo cual las habilita con un potencial
para las aplicaciones mayor que el ofrecido por la teoria de funciones
univaluadas. Por supuesto, existen escenarios donde resulta impractico
el reemplazo de un modelo univaluado por uno multivaluado, aunque la
teoria que gira en torno a este ultimo paradigma contenga la del primero
como caso particular. Sin embargo, la abundancia de los desafios tecno-
l6gicos que han populado en las ultimas décadas, ha revelado cuan im-
pedidas resultan las estructuras univaluadas al momento de interpretar
muchos de sus problemas fundamentales. Esta coyuntura ha impulsado
el desarrollo de la teoria de multifunciones, dando frutos significativos
que pueden evidenciarse en economia, especificamente en teoria de jue-
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gos; en la fisica, a través del estudio de superconductores y la plasticidad
de sus materiales; en teoria de sistemas, como por ejemplo en ecuaciones
diferenciales discontinuas; y en control 6ptimo, donde las dindmicas que
definen la parte funcional de las restricciones de los problemas propues-
tos son parametrizables a través de inclusiones diferenciales.

Siendo motivados entonces por la notable pertinencia que posee la teoria
de multifunciones dentro nuestros objetivos, presentamos un primer ca-
pitulo donde se ofrece una sintesis de algunas de las propiedades y resul-
tados sobre dichos objetos, brindando especial atencién al estudio de la
continuidad, al concepto de seleccion y a la propiedad de aproximacion
de multifunciones; elementos con mayor influencia en el resto de los
contenidos de este trabajo. El material consultado durante la escritura
de este capitulo proviene en su mayoria de las fuentes [3, 4, 8, 12, 14,
29, 30, 33, 36, 37]. También se visité el texto cldsico de Tolstonogov [39]
del cual fueron adaptadas algunas observaciones, en vista de su enfoque
prominentemente medible.

Comencemos cumpliendo el rol subsidiario de introducir mucha de la
notacién que nos acompanara a lo largo del camino, asi como también
ciertas convenciones al respecto.

1.2. Notacion

En toda la extension de esta monografia, las letras X e Y representaran
a los espacios euclidianos de dimension finita R™ y R™ respectivamen-
te, siendo n y m un par de niimeros naturales fijos. En general, para
el caso de un espacio normado Z su norma asociada serda denotada por
I/l ;» ¥ cuando la claridad del contexto lo permita, los subindices en
tales normas seran suprimidos y simplemente se escribird ||-||. De for-
ma semejante, se elige la notacién (-,-), para el producto interno con
el cual se haya dotado algin espacio Z a lo largo de nuestra discusion.
La bola abierta de centro z € Z y radio € > 0 en la topologia generada
por ||-||, serd denotada por Bz(z,¢). En particular, para la bola abierta
unitaria Bz(0,1) escribiremos Bz. Aparte de X e Y, existen algunos
espacios normados importantes a los cuales con frecuencia haremos alu-
sién. Especificamente, dado p = 1,2 y un intervalo I de la recta real,
invocaremos al espacio L,(1, Z), el cual consta de todas las funciones z(-)
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con |lz(+)||, integrable sobre I segin Lebesgue, y el cual es de Banach
con respecto a la norma

2O, = ( JACEI dt) "

Adicionalmente, aunque de manera efimera, mencionaremos el espacio
de Banach Lo (I, Z) de todas las funciones z(-) medibles sobre I segin
Lebesgue, que son acotadas con la norma del supremo esencial

lz()|l;. ==sup{M >0:[[z(t)||;, < M, para casi todo t € I}.

Para el espacio C'(I,Z) de las funciones continuas definidas sobre un
intervalo cerrado I y con imégenes en Z, se utilizara la norma del su-
premo

lz( )l = sup{{lz(®)]l 7 : t € T},

lo cual dota a C(I,Z) con una estructura de espacio de Banach. Como
es costumbre, la cdpsula convexa de un conjunto A estara denotada y
definida por

k k
coA = {Zaixi:xieA,ai 20,20@21, ykEN}.

i=0 =0

La clausura, la frontera, el interior y el complemento de un conjunto
A, independientemente del espacio donde se apliquen tales operaciones,
seran representados por A, OA, int(A) y A°, respectivamente. Sin em-
bargo, por fines estéticos escribiremos

Bz(z,e) y oA

cuando se tome la clausura en el conjunto Bz(z,¢) y en co A. La conver-
gencia de una sucesién de puntos x; hacia algin elemento x, cuando
i — 00, sera denotada la mayor parte de las veces por z; — x. A
menudo debemos recurrir al uso de combinaciones entre las operaciones
de suma de conjuntos y multiplicacién de un conjunto por un escalar.
En tal sentido, para un par de conjuntos C, D y un escalar €, la mas
tipica de tales combinaciones a la que haremos referencia estd dada por

C+eD:={c+ed:ceC,de D}.
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Finalmente, recordemos que para un espacio normado Z, la distancia
desde un punto z € Z hasta un conjunto C' C Z, estd definida por

dz(z,C) :=inf{||lx —y| , :y € C}. (1.1)

Inauguramos la lista de tareas para el lector solicitando la verificacion
de las siguientes propiedades para la funcién distancia.

EJERCICIO 1.2.1. Sean C'y K subconjuntos de un espacio normado
Z.

(a) Demuestre que si C C K + Bz(0,6), entonces, para cada x € Z se
tiene

dz(z,K) < dz(z,C) + 0.

(b) Verifique que la funcién distancia (1.1) es Lipschitz de rango £ = 1.

1.3. Definiciones basicas

Iniciamos esta seccién introduciendo el principal objeto de estudio de
este capitulo y algunos elementos asociados a su estructura. Una multi-
funcion o correspondencia de X en Y, es una aplicaciéon F' que asigna a
cada punto z € X un tnico subconjunto F(z) C Y, el cual llamaremos
imagen de x a través de F. De esta forma, para una multifuncién F' es
costumbre escribir

F:X - PY),

siendo P(Y) el conjunto de las partes de Y. Al subconjunto de puntos
de X donde una multifuncién F' es no trivial se le denomina dominio de
F'| y el mismo esta determinado por

Dom(F) :={x € X : F(z) # 0}. (1.2)

Con la finalidad de imprimir cierto caracter practico a nuestra exposi-
cién, asumiremos siempre que Dom(F) = X, a menos que el contexto
de turno establezca la respectiva excepcion. Complementario a la nocién
anterior, definimos la imagen o recorrido de F' como el conjunto

Im(F) := | F(a). (1.3)

reX
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En particular, dado A C X, su imagen a través de F' estd dada por

F(A) = ] F(x). (1.4)

r€A

Es claro que F(A) = {y € Y : 3z € A que satisface y € F(z)}, y de esta
forma F(X) = Im(F'). Mas aun, la mutifuncion restriccion de F sobre
A es el mapa F : A — P(Y) definido como F(z) := F(z), para todo
r € A. La imagen inversa de F es la multifunciéon F~! : Y — P(X)
definida por

Fly)={zeX :yecF(x)}. (1.5)

De forma maés general, para cualquier conjunto M C Y, su pre—imagen
a través de F' viene dada por

F7Y (M) := {2z e R": F(z) N M # 0}. (1.6)

A menudo resulta conveniente estudiar una multifunciéon F' por medio
de su grafo, siendo este el subconjunto de X x Y determinado por

G(F) :={(z,y) : x € Dom(F), y € F(x)}. (1.7)

Ejemplo 1.3.1. A continuacion ilustramos el concepto de multifuncién
en algunos contextos. Los primeros cuatro ejemplos muestran la adap-
tacién de algunos problemas importantes dentro del formalismo de las
multifunciones. Las dos ejemplos restantes proponen aplicaciones mas
puntuales.

(a) Cada funcién univaluada f : X — Y puede ser vista como una
multifuncién al considerar F(z) := {f(z)}, para cada z € X. De es-
ta manera, es posible abordar ciertos paradigmas que giran entorno
al comportamiento estructural de f, desde la Optica de la teoria de
multifunciones. Una muestra importante de tal situacién la constituye
la teoria de ecuaciones diferenciales ordinarias, donde el estudio de cier-
tos modelos discontinuos es llevado a cabo de forma méas adecuada por
medio del uso de multifunciones (ver [3, 14, 24, 37]).

(b) Dada f: X — Y univaluada, el mapa G : Y — P(X) definido por

Gy) :={x € X : f(z) =y}, paratodoy €Y,
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es una multifuncién, la cual coincide con el mapa preimagen f~! de f. El
estudio de GG es importante en la interpretacién de problemas vinculados
a la resolucién de la ecuaciéon f(x) = y. Note que en particular G es
multivaluada cuando f no es inyectiva.

(¢) Sea f: X x U — Y una funcién dada, con U C Y. La multifuncion
asociada a f y parametrizada por U se define como

F(z) = {f(z,u) :ueU}.

Bajo hipétesis adecuadas sobre f y U, la multifuncién F' exhibe intere-
santes propiedades que la convierten en una herramienta clave dentro del
estudio riguroso de los sistemas de control. La realizacion de F' dentro
del referido contexto sera tema de estudio en el capitulo 3 de la presente
monografia.

(d) Sean f : X xY — R continua y C C X y K C Y compactos.
De gran utilidad en el estudio de problemas de optimizacién son las
multifunciones marginales definidas por

F)i= {ye K flo) =nip fle.5) .
Gy) == {x €C: f(z,y) = gleigf(wy)}-

El establecimiento de condiciones estructurales sobre F' y G es de gran
ayuda a la hora de determinar la naturaleza del conjunto solucién del
problema estudiado (ver [3, 36]).

(e) El siguiente ejemplo, aunque algo sintético (toy example), cumple
ciertos fines pedagégicos. Para cada (ag,aq,...,a,—1) € X la asignacién

R(ap,ai,...,an—1) := {raices reales de p(z) = gz 4 +arx+ap}

define una multifuncién R : X — P(R). Ya que cada n-upla real esta aso-
ciada de manera biunivoca a un polinomio de grado n — 1, se tiene
en particular que cualquier polinomio lineal estd identificado con un
elemento de Dom(R). De esta forma, Dom(R) contiene una copia de
R2. Sin embargo, con cierto abuso del lenguaje podemos afirmar que
22 +1 ¢ Dom(R) pues R(1,0,1,0,0,...,0) = . Por otro lado, si a € R
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es la tnica raiz de un polinomio de grado i — 1, entonces dicho polinomio
es necesariamente de la forma

j— — (i- r i—r—
a(z — a)’ 1:a;< T1>x(—a) Y

para algin a # 0. De esta manera, segin la expansion anterior se tiene
que para cada a € R

{a} U U{Oé 7(_a)i_2(i_ 1)7"'7(i_ 1)(—@),1)}.

a#0 1=2
Ademas, es claro que Im(R) = R.

(f) Dadas las funciones mj, M, : [a,b] = R, con 1 < j < n, la multifun-
cién
P) = [ Imy®). M), t € [ab].
1<j<n

representa la variacion en el tiempo de un proceso determinado por n
indicadores p;, siendo m;(t) < p;(t) < M;(t), para a <t < b. Por ejem-
plo, en ciencias de la economia la funcién p; puede representar la tasa de
cambio en el valor de la j-ésima accién en un determinado mercado. En
este caso, m; y M; establecen las tasas minimas y méaximas de cambio,
respectivamente, que la j-ésima acciéon puede experimentar en su valor
a fin de evitar un desequilibrio en la bolsa. En ciencias de la salud, el
indicador p; registra la rapidez con la que varia el j-ésimo signo vital
de un paciente que recibe un tratamiento contra una cierta enfermedad.
Los valores m; y M son prescritos medicamente, y entre ellos se desea
mantener la variacién del j-ésimo signo vital como indicacién de una
evolucién positiva en la salud del paciente.

1.4. Continuidad en multifunciones

Esta seccién estd dedicada a la formulacion y estudio del concepto de
continuidad para multifunciones. Especificamente, nuestra exposicién gi-
ra en torno al establecimiento de condiciones que permiten expresar la
propiedad de continuidad en términos similares a los existentes en el caso
univaluado. Al ejercitar el recurso de la generalizacion, nuestro sentido
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comun demanda una correspondencia entre los elementos que definen a
las teorfas de funciones univaluadas y multivaluadas y la cronologia de
los mismos. De esta manera, resulta conveniente iniciar nuestra discusién
con la siguiente consideracién topoldgica.

Supongamos que f : X — Y es una funciéon univaluada, donde X e
Y han sido dotados con las topologias generadas por sus normas |||y e
||-|ly-, respectivamente. Es bien conocido que la propiedad de continuidad
para f es equivalente a cada uno de los siguientes enunciados:

(a) Para cada conjunto cerrado C' C Y se tiene que f~(C) es un con-
junto cerrado de X.

(b) Para cada conjunto abierto A C Y se tiene que f~1(A) es un conjunto
abierto de X.

En el caso en que F' es multivaluada, las propiedades (a) y (b) no son
equivalentes bajo la operacién de preimagen definida en (1.6), como se
le propone al lector verificar a continuacién.

EJERCICIO 1.4.1. Exhiba dos multifunciones F,G : X — P(Y), con
n =m = 1, tales que F satisfaga la propiedad (a), pero no la propiedad
(b), y donde G satisfaga la propiedad (b) pero no la propiedad (a).

El ejercicio anterior pone en evidencia la necesidad de realizar la si-
guiente distincién a la hora de definir la propiedad de continuidad en
una multifuncion.

Definicion 1.4.1. Diremos que F' es una multifuncion semicontinua
superiormente (SS), si para cada conjunto cerrado C C'Y, su preimagen
a través de F, F~1(C), es un conjunto cerrado en X. Complementa-
riamente, F es semicontinua inferiormente (SI), si F~1(A) es abierto
para cada abierto A C Y. Una multifuncion F se dice continua si F
satisface ambos requisitos de semicontinuidad, es decir, si F' es simultd-
neamente SS y SI.

Observe que F es SS si y solamente si, dado x € X y un abierto A CY
tal F'(z) C A, debe existir una vecindad V' (z) de x tal que F(y) C A,
para todo y € V(z). En efecto, si la propiedad anterior no se satisface,
es posible entonces seleccionar una sucesion de vecindades V;(x) con una
sucesién de puntos asociados z; € Vi(x), x; — =, tales que z; € F~1(A°).
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Asumiendo la semicontinuidad superior de F, se tiene que z € F~1(A),
es decir, F(x) N A® # (), lo cual es contradictorio. El argumento para
establecer la implicacion reciproca es similar, por lo cual le pedimos al
lector llenar sus detalles en el siguiente ejercicio, el cual incluye una
formulaciéon similar para la propiedad de semicontinuidad inferior de
multifunciones.

EJERCICIO 1.4.2. Demostrar que para F': X — P(Y) se verifican
las siguientes caracterizaciones:

(a) F es SS si y solamente si, para cada z € X y cada A C Y abierto
con F(x) C A, existe un entorno V(x) tal que F(y) C A, para todo
y € V(x).

(b) F es SI si y solamente si, para cada z € X y cada A C Y abierto
con F(x)N A # (), existe un entorno V(z) tal que F(y) N A # (), para
todo y € V(x).

Observaciéon 1.4.1. En la préactica algunas veces resulta mas senci-
llo verificar las propiedades de semicontinuidad de multifunciones en
términos de sucesiones, tal como se ilustré en el parrafo que antecede al
ultimo ejercicio. Veamos de nuevo dicho argumento aplicado a la Defi-
nicién 1.4.1. Supongamos que F' es SS y sea x € X. Consideremos una
sucesion x; en X tal que x; — x y un conjunto cerrado C' C Y tal que
F(z;)NC # 0, para i suficientemente grande. De acuerdo a la definicién
(1.6) se tiene que z; € F~1(C), a partir de i suficientemente grande. Ya
que F es SS, el conjunto F~!(C) resulta cerrado en X y por lo tanto
r € F~Y(C). Usando una vez méas (1.6) obtenemos que F(x) N C # 0.
De esta forma, cuando F' es SS el conjunto F'(x) debe ser por lo menos
tan grande como un cierto limite de los conjuntos F'(x;). Intuitivamente
hablando, el hecho anterior indica que el grafo de una multifuncién SS
puede presentar saltos sélo hacia arriba con respecto a la inclusién. En
este mismo orden de ideas, si F' es una multifuncién SI, z € X,y A C X
es un abierto tal que F(xz) N A # (), entonces cada sucesién z; en X,
con x; — x, satisface F(x;) N A # () para i suficientemente grande. De
manera analoga al caso SS, se infiere que el grafo de una multifuncién SI
s6lo puede experimentar saltos hacia abajo con respecto a la inclusion.

EJERCICIO 1.4.3. Sean F,G : X — P(Y).
(a) Si F'y G son SS, poseen imégenes cerradas, y F(x) NG(x) # () para
todo x € X, entonces la multifuncién (F' N G)(z) := F(z) N G(x) es SS.



10 Vinicio R. Rios

(b) Si F'y G son SI, entonces la multifuncién (FUG)(z) = F(z) UG(z)
es SL.
(c) Si F es SI, entonces la multifuncién clausura F(z) := F(x) es SL

Auxiliados por la observacién anterior, presentamos a continuaciéon un
par de proposiciones que caracterizan a las propiedades de semicon-
tinuidad dentro del contexto clasico ¢ -  cuando se dispone de la compa-
cidad de las imagenes de la multifuncién.

Proposicién 1.4.1. Supongamos que F(x) es un conjunto compacto
para cada x € X. Entonces, F es SS si y solamente si, dado x € X vy
e >0, existe un § = 0(x,e) > 0 tal que

F(y) C F(x) + By(0,¢), para todoy € Bx(x,?). (1.8)

Demostracién. Establezcamos primero la necesidad de la condicién (1.8).
En efecto, asumamos que F' es SS y fijemos z € X. Supongamos que
existe un numero € > 0 con la propiedad de que para cualquier § > 0,
se cumple

F(y) € F(z) + By(0,¢), para algin y € Bx(x,9).

Entonces, aplicando la condiciéon anterior sobre una sucesién de valores
0; — 0, es posible hallar sucesiones y; y z;, con y; € Bx(x,8;) vy z; €
F(y;), tales que z; ¢ F(x)+ By(0,¢), parai = 1,2... Observe que el
conjunto A := F(x)+ By (0,¢) es abierto en Y. Ademds, F(y;) N A° # 0.
Sin embargo, es claro que F(z) C F(z) 4+ By (0,e) = Ay asi F(x) N
A€ = (), lo cual contradice lo establecido en la observacién 1.4.1 sobre la
propiedad de semicontinuidad superior en términos de sucesiones. Por
lo tanto, dicho nidmero £ > 0 no puede existir y asi (1.8) se satisface.

Para probar la suficiencia, tomemos un conjunto cerrado C' C Y y consi-
deremos una sucesién y; — z, tal que y; € F~1(C) paracadai =1,2,....
Ya que F(y;)NC # (), se tiene que existen z; € F(y;)NC,coni =1,2,....
De acuerdo a la condicién (1.8), para cada uno de los valores ¢; = 1/i
existe un numero §; > 0 tal que

F(y) C F(x) + By(0,¢;), para todoy € Bx(z,d;), i=1,2,...
Ahora bien, consideremos la subsucesion y;, € Bx(x,d;). Por lo tanto,

zj, € F(yj;) C F(z) + By (0,¢;)
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y asi, z;, = q;, + (1/i)r;,, para algunos q;, € F(z) y rj, € By(0,¢;), para
i =1,2... Ya que F(x) es compacto, podemos pasar a subsucesiones
convergentes (si es necesario) y reetiquetar los subindices de las mismas,
para obtener que zj, = g;, + (1/i)r;, = ¢ € F(x), para algin g € Y. Més
aun, ya que z;, € C'y el conjunto C' es cerrado, se tiene que g € C. Por
lo tanto, F(x) NC # 0, lo cual implica que x € F~1(C). Este argumento
demuestra que F~1(C) es cerrado y asf F es SS. O

Proposicién 1.4.2. Asumamos que F(x) compacto para cada x € X.
Entonces, F' es SI si y solamente si, dado x € X y e > 0, existe un
d =0(z,e) >0 tal que

F(z) C F(y) + By(0,¢), para todoy € Bx(z,9). (1.9)

Demostracién. Supongamos que F es SI y sea © € X. Ademads, supon-
gamos que existe € > 0 tal que para cada § > 0 es posible encontrar
y € Bx(z,9) con la propiedad

F(z) ¢ F(y) + By (0,e). (1.10)

Escojamos una sucesién de numeros §; > 0, con §; — 0. Entonces, para
cada ¢ la condicién (1.10) garantiza la existencia de un y; € Bx(x,d;)
tal que

F(z) € Fly;) + By (0,2). (L11)

Es claro que y; — z. Ademds, de acuerdo a (1.11) para cada i existe
w; € F(x) tal que w; ¢ F(y;) + By (0,¢). Asi, dy(w;, F(y;)) > €, para
i=1,2,.... Ya que F(z) es compacto, existe una subsucesién w;; tal
que w;; — w, para algin w € F (x). Consideremos la bola abierta A :=
By (w,e/2). Ya que y;; — x, F'(x) N A# (), y F es SI, debe tenerse que
F(y;;) N A # 0, a partir de j suficientemente grande. Por lo tanto, a
partir de tal j debe existir v;; € F'(y;;) N A, delo cual [Jv;; —wlly <¢&/2.
Ahora bien, escogiendo a j suficientemente grande podemos escribir

dy (wi;, F(yi;)) < llwi; —villy
< JJwi; — wlly + [Jw = vy, ||y
<e/2+¢€/2

:67
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lo cual es una contradiccién. De esta manera, un ntimero € con la pro-
piedad (1.10) no puede existir y por ende la condicién (1.9) se satisface.

Para verificar la suficiencia consideremos A C Y abierto. Necesitamos
demostrar que el conjunto F~!(A) es abierto en X. Para ello, supon-
gamos que existe x € F~1(A) para el cual no es posible hallar A > 0
tal que Bx(x,\) C F~1(A). Tomando entonces una sucesién )\; — 0,
es posible seleccionar y; — z, con F(y;) N A = 0, i.e., F(y;) C A°. Sea
€ > 0. De acuerdo a la hipdtesis y a la conclusién anterior, la siguiente
sucesion de inclusiones debe satisfacerse a partir de 7 suficientemente
grande:
F(x) C F(y;) + By (0,e) C A°+ By (0,¢).

Ya que € es arbitrario, se concluye que F(z) C A°. Por lo tanto, F'(z) N
A = 0, lo cual es una contradiccién. De esta manera, para cada = €
F~1(A) existe A > 0 tal que Bx(z,\) C F~(A), lo cual implica que
F~1(A) es abierto en X y asi F resulta SI. O

Una lectura a los dos resultados anteriores muestra como la hipétesis de
compacidad en las imagenes de F' sélo interviene cuando se establecen
la suficiencia en la Proposicién 1.4.1 y la necesidad en la Proposicion
1.4.2. Resulta por lo tanto sensato proponer al lector la siguiente tarea.

EJERCICIO 1.4.4. Muestre que existen multifunciones F,G : X —
P(Y), con n,m = 1, tales que F satisface la condicién (1.8) sin ser SS,
mientras que G es SI, pero no satisface la condicién dada en (1.9).

Anexamos un ejercicio que gira en torno a uno de los ejemplos impor-
tantes de multifunciones presentados al principio del capitulo.

EJERCICIO 1.4.5. Sea f: X xY — X y U C Y. Consideremos la
multifuncién F' : X — P(X) definida como

F(z) :={f(z,u) : uw € U}, para cada z € X.

Si la aplicacién x — f(x,u) es continua para cada u € U, entonces:
(a) La multifuncién F es SI.
(b) Si U es compacto, entonces F' es SS y por ende continua.

A continuacién presentamos una interpretacion adicional para las propie-
dades de semicontinuidad en multifunciones. Los elementos necesarios
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para motivar tal enfoque, provienen de la teoria de semicontinuidad
para funciones escalares f : X — R. En efecto, recordemos que el limite
superior de f en un punto x € X estd definido como

limsup f(y) = inf sup {f(y) :y € (x — 6,2 +9),y # 2}

Yy—x

Andlogamente, el limite inferior de f en x € X viene dado por

liminf f(y) = supinf{f(y) 1y € (x — 0,z +0),y # x}.
y—e 5>0

La funcién f se dice semicontinua superiormente si para cada x € X se
satisface

limsup f(y) < f(z).

Yy—x

Complementariamente, f se dice semicontinua inferiormente si para ca-
da z € X se cumple

f(x) < lim inf £(y).

y—x

EJERCICIO 1.4.6. Para F' : X — P(Y), se verifican los siguientes
hechos:
(a) F es SI si y solamente si, para cada y € Y la funcién

x — dy(y,F(x)), conzx € X,

es semicontinua superiormente.
(b) Si F admite imagenes compactas, entonces I es SS si y solamente
si, para cada y € Y la funcién

x — dy(y,F(x)), con € X,

es semicontinua inferiormente.
(c) Si F' es continua, entonces la funcién

(x,y) — dy(y, F(x)), con (z,y) € X XY,

es continua (Sugerencia: Considere el Ejercicio 1.2.1 para establecer la
continuidad con respecto a la variable y).
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Las estructuras que reemplazan de manera adecuada a los limsup y
liminf anteriores dentro del contexto de semicontinuidad multivalua-
da estdn dadas por los siguientes limites en el sentido de Painlevé-
Kuratowski (c.f. [4, 36]): Si C; es una sucesién de conjuntos, su limite
superior estd dado por

limsup C; := ﬂ <U Cj>. (1.12)
im0 i>1 Nj>i

Andlogamente, el limite inferior de la sucesién C; estd definido por

lim inf C; = U <ﬂ Cj>. (1.13)

i>1 Nj>i

Diremos que un conjunto C es el limite de una sucesion de conjuntos C;
si se cumple
C = liminf C; = limsup C;.

=500 1—00

El lector podria estar familiarizado con las siguientes propiedades, las
cuales le pedimos verificar directamente a partir de las definiciones (1.12)

y (1.13).

EJERCICIO 1.4.7. Para una sucesiéon C; de conjuntos se cumplen:
(a) Los limites (1.12) y (1.13) son conjuntos cerrados.
(b) liminf C; C limsup C.

100 1—00
(c) El limite (1.12) coincide con el conjunto de puntos de acumulacién
de todas las sucesiones z; € C;. Es decir, (1.12) consta de los puntos
limites de todas las subsucesiones de x; € Cj.
(d) El limite (1.13) coincide con el conjunto de puntos limites de todas

las sucesiones z; € C;.

(e)
limsup C; = C; + B(0,¢)).
msw €= () (U 0 7 B0

e>0 i>1 j>i
liminf C; = (1) |J () (C; + B(0,¢)),
e e>0 i>1 j>i

Procedemos ahora a discutir las propiedades de semicontinuidad en
multifunciones a través del uso de los limites (1.12) y (1.13). Comen-
cemos con el siguiente resultado, el cual establece una condicién necesa-
ria para la semicontinuidad superior.
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Proposicion 1.4.3. Supongamos que F' es SS y posee imdgenes cerra-
das. Entonces, para cada x € X y cada sucesion x; € X con x; — x, se
tiene

limsup F(z;) C F(z). (1.14)

1—00

Demostracién. Sea ¢ > 0y x € X. Ya que F es SS, la Proposicién
1.4.1 garantiza la existencia de un ntmero ¢ := d(x,e) > 0 tal que
F(y) C F(x) + By(0,¢), para todo y € Bx(z,d). Sea z; una sucesién
tal que x; — x. Entonces, existe k € N tal que x; € Bx(x,d) para todo
i > k. Por lo tanto, F(x;) C F(z)+ By (0,¢), Vi > k. De esta forma, y
en vista de ser F(z) cerrado, se tiene que

| F(ai) € F(z) + By (0,¢) = F(x) + By (0,¢).

>k

Pero obviamente

y por lo tanto

limsup F(z;) = ﬂ UF(x]) C F(x) + By (0,¢).

i—00
Ya que € > 0 es arbitrario se verifica la inclusién (1.14). O

El siguiente ejemplo es una ligera modificacién de uno presentado en la
pagina 6 de [14]. Su intencién es la de ilustrar la no validez del reciproco
de la Proposicion anterior.

Ejemplo 1.4.1. Consideremos F : R — P(R?) definida por F(z) :=
{z} x [0,00), para cada = € R. La multifuncién F' satisface la propiedad
(1.14). En efecto, sea x; — x. Entonces, tenemos que

N UF@) = Uz} x[0,00)

i>1 j>i i>1 j>i
- (N Uteat) x 0.0
i>1 j>i

= {2} x [0, 00),
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es decir, F'(x) = limsup F(x;). Sin embargo, F' no es SS. Para ver esto,
1—+00

sea C = {(y,1/y) : y > 0}. No es dificil ver que C es cerrado en RZ.

Ademas,

FHO)={zcR:F(x)nC # 0}
={r eR:{z} x[0,00) N {(y,1/y) : y >0} # 0}
:(0,00),

el cual no es cerrado en R. Note que F(x) si es cerrado para cada = € R.

EJERCICIO 1.4.8. Si F': X — P(Y) admite imagenes compactas, la
propiedad (1.14) es suficiente para que F sea SS.

Motivados por la discusién anterior, presentamos a continuacioén la contra-
parte de la Proposicién 1.4.3, la cual representa una caracterizacién de
la propiedad de semicontinuidad inferior para multifunciones.

Proposicion 1.4.4. Supongamos que I’ posee imdgenes compactas. En-
tonces F' es SI si y solamente si, F' satisface la condicion

F(x) Climinf F(x;) (1.15)

1—00
para cada x € X y cada sucesion x; € X con x; — x.

Demostracion. Verifiquemos primero que la propiedad (1.15) es suficiente
para que F sea SI. Para ello, sea A C Y abierto. Debemos comprobar
que el conjunto F~!(A) es abierto en X. En efecto, supongamos que
existe # € F~!(A) para el cual no es posible ajustar una bola abierta
Bx(z,0) dentro de F~!(A). Entonces, para una sucesién de ntimeros
0; > 0, con §; — 0, es posible seleccionar una sucesiéon z; € Bx(z,d;)
tal que F(z;) C A°, parai=1,2,.... Es claro que x; — x y al ser A°
cerrado, la sucesién de inclusiones anteriores implica (;s, F(z;) C A°
para cada i € N. Por lo tanto, en vista de (1.15) se tiene que

F(x)CU mF(xj)CAC,

i>1 j>i

de lo cual z ¢ F~1(A), y esto es una contradiccion.
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Pasamos ahora a probar la necesidad de (1.15). Sean z € X y ¢ > 0. Ya
que F' es SI y posee imagenes compactas, la Proposicién 1.4.2 garantiza
la existencia de un nimero ¢ = §(x,e) > 0 tal que

F(z) C F(y) + By(0,¢), paratodoy € Bx(z,9).

Dada una sucesién xz; — z, existe ¢ € N tal que z; € Bx(x,0), para
j > 1. Por lo tanto, se debe tener

F(z) € () (F(z;) + By(0,¢)),

Jj=i

de lo cual es claro que

La inclusién anterior es independiente de la escogencia de € > 0. Invo-
cando por lo tanto la parte (e) del Ejercicio 1.4.7 obtenemos finalmente

Fz)c () U [ F (@) + By (0.¢)

e>0 i>1 j>i
= liminf F'(x;).
1—00
O

El siguiente ejercicio proporciona algunos aspectos complementarios so-
bre la semicontinnuidad en multifunciones.

EJERCICIO 1.4.9. Sea F': X — P(Y).

(a) Demuestre que F satisface (1.14) si y solamente si, FF~! satisface
(1.14), si y solamente si, G(F') es cerrado.

(b) Encuentre una multifuncién F' que no satisfaga la propiedad (1.15),
pero que sea SI. Observe que dicha F' no debe poseer imagenes compac-
tas.

El grafo de una multifuncién es una herramienta alternativa a la hora de
caracterizar la propiedad de semicontinuidad superior, como lo expresa
el resultado que presentamos a continuacion.
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Teorema 1.4.1. Sea F' : X — P(Y) una multifuncion con imdgenes
cerradas. Supongamos que para cada x € Dom(F) el conjunto

M = U F(y)

y€B(x,9)

es compacto, para algun 0 > 0. Entonces, ' es SS si y solamente si,
G(F') es cerrado.

Demostracion. Sea (x;,v;) una sucesién en G(F) tal que (x;,v;) — (x,v)
y supongamos que v ¢ F(z). Dado que F(x) es cerrado, debe existir
e > 0 tal que v ¢ F(z) + By(0,¢). Ya que F es SS, para tal ¢ > 0
existe > 0 tal que F(y) C F(x)+ By(0,¢), para todo y € Bx(x,0).
En particular, para i suficientemente grande se tiene que x; € By (z,9)
y asi

v; € F(x;) C F(z)+ By (0,¢),

de donde resulta v € F(x) + By (0,¢), lo cual es una contradiccién. Por
lo tanto, v € F(z), es decir, (z,v) € G(F). Esto verifica que G(F) es
cerrado.

Consideremos ahora un conjunto C' C Y cerrado y una sucesion x; — x
tal que x; € F~1(C), es decir, para cada i existe v; € F(z;) N C. En
virtud de la convergencia, x; € Bx(z,0) a partir de ¢ suficientemente
grande. Por lo tanto, v; € M a partir de i suficientemente grande. Ya
que M es compacto, existe una subsucesién v;; convergente a algin
v € M. Como consecuencia del argumento anterior, hemos obtenido la
sucesiéon (z;;,v;;) € G(F), tal que (xi;,v;;) — (z,v). Ya que G(F) y
C son cerrados en sus respectivos espacios, necesariamente se tiene que
(r,v) € G(F) yv € C. Por lo tanto, F(z)NC # (), es decir, z € F~1(C),
con lo cual hemos verificado que F~1(C) es cerrado en X. O

El siguiente resultado es una consecuencia del Teorema anterior. El
mismo establece la compacidad como una propiedad topoldgica para
multifunciones semicontinuas superiormente. En este aspecto, su enun-
ciado guarda similitud con el celebrado Teorema de Weierstrass en el
caso univaluado. Cabe destacar que la hipdtesis de compacidad sobre el
conjunto M no es necesaria, como en efecto no lo fue al momento de
establecer la implicacion directa del Teorema 1.4.1.
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Teorema 1.4.2. Supongamos que F': X —Y es S5 y admite imdgenes
compactas. Si K C X es compacto, entonces F(K) es compacto.

Demostracién. Consideremos una sucesién arbitraria v; € F(K). Enton-
ces, para cada i € N existe z; € K tal que v; € F(z;). Ya que K es
compacto, debe existir una subsucesion z;; tal que z;; - = € K. Es
claro que (z;;,v;;) € G(F). Sea e > 0. Ya que F' es SS con imagenes
compactas, de acuerdo a la Proposicion 1.4.1 debe existir § > 0 tal que

M= U F)cF@) +By0)
yEB(z,0)

con lo cual M resulta claramente compacto. Ademads, se debe tener que
vi; € F(z;;) C F(x) + By(0,¢), a partir de cierto j € N. Pasando de
nuevo a una subsucesién convergente y reetiquetando dicha subsucesion,
tenemos que v;, — v, para algiin v € F(z) 4+ By (0,¢). Invocando el Teo-
rema anterior, obtenemos que (x,v) € G(F'), es decir, v € F(z). Hemos
demostrado que para cada sucesién v; € F(K), existe una subsucesion
vi; — v € F(K) y esto se traduce en la compacidad de F(K). O

EJERCICIO 1.4.10. Demuestre el resultado anterior utilizando cubri-
mientos abiertos para F'(K).

Finalizamos esta secciéon resenando otra propiedad topoldgica de las
multifunciones SS, de la cual tendremos oportunidad de beneficiarnos
en el siguiente capitulo.

Teorema 1.4.3. Supongamos que F': X =Y es S5 y admite imdgenes
conezxas. Entonces, F(K) es conexo para cada K C X conexo.

Demostracién. Supongamos que bajo las hipétesis del enunciado se tiene
un conjunto K C X conexo cuya imagen F'(K) admite una desconexion.
Entonces, existen A, B C Y no vacios tales que F(K) = AUB, ANB = (),
y con Ay B abiertos en F(K). Ya que F es SS, los conjuntos

A={zreK:F(x)c A}, B={zreK:F(z)CB}

resultan abiertos en K. Si x € K la conexidad de F(z) implica que
F(z) C Ao F(z) C B. Por lo tanto, K = AU B. Ademss, es claro que
AN B =0. Ya que K es conexo, se tiene que A=00B=0.5i A=10
entonces F(K) = By asi A = (), lo cual es una contradiccién. Igual
conclusién se obtiene asumiendo B = . De esta forma, F(K) resulta
conexo necesariamente. O
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1.5. Selecciones

En la teoria de multifunciones, el concepto de seleccion es de funda-
mental importancia en vista del “bypass” que dicho objeto proporciona
para poder interpretar estructuras multivaluadas a través de objetos
univaluados. Un ejemplo importante de tal situacién, el cual es abordado
en detalle en el préximo capitulo, pertenece a la teoria de inclusiones
diferenciales. En el mismo, las selecciones juegan un papel central a la
hora de garantizar existencia de soluciones para ciertos problemas de
Cauchy multivaluados.

En esta seccion consideramos algunos resultados clasicos sobre seleccio-
nes y hacemos énfasis en ciertos aspectos relacionados a la regularidad
de estos objetos.

Definicién 1.5.1. Dada una multifuncion F : X — P(Y), una seleccion
para F es una funcion f : X =Y tal que f(x) € F(x), para cada x € X.

A menos que se indique lo contrario y en virtud de lo acordado para
Dom(F') al comienzo de esta monografia, en la definicién anterior se
asume que Dom(f) = Dom(F'). No obstante, independientemente de la
naturaleza del dominio de la multifuncién, la existencia de selecciones
es consecuencia directa del axioma de eleccion, el cual recordamos a
continuacién en una versién adecuada para nuestro contexto (ver [29]):

Sea I un conjunto arbitrario de indices. Para cada coleccion de conjuntos
F :={F,:«a €I}, eriste una funcion

f:F- | Fa
FoeF
tal que f(Fy,) es un elemento de F,, para cada F, € F.

Nos preparamos a discutir el primer resultado sobre selecciones, en el
cual se asumira la propiedad de continuidad para la multifunciéon consi-
derada. Para abordar su prueba con claridad, dedicaremos cierta aten-
cién preliminar a un concepto que sera de utilidad tanto en la referida
prueba como en futuras secciones.

Sea x € X y C C X. Definimos la proyeccion de x sobre C' a través de

mo(x) ={y € C: |ly — z| = d(z,C)}. (1.16)
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Es bien conocido que en el caso de ser C' cerrado, el conjunto mc(x) es
necesariamente no vacio. Mas aun, si C' es convexo, el conjunto 7o (x)
consiste en un unico elemento (ver [5]). En el caso particular en que
2 = 0 convenimos en hacer la identificaciéon m(C') = w¢(0), y para cada
x € m(C) diremos que x es un elemento minimo del conjunto C. Algunas
propiedades importantes sobre 7o (x) son discutidas en el siguiente lema.

Lema 1.5.1. Sea C C X cerrado y no wvacio. Entonces, si x € X
tenemos:

(1) (& —p,y—p) < 5 lly — pl?, para cada y € C y cada p € me ().

(ii) Si C es convexo, (x —p,y —p) < 0, para cada y € C' y cada p €
wo(x). En particular, ||to(y) — mo(z)|| < ||ly — ||, para cada par z,y €
X.

Demostracién. Siy € C'y p € meo(x), entonces
lz = p||* = &*(=,C)
2
< lz =yl
2
=z =p)+ -yl
=& —pl* +2(z—p,p—v) + ly —pl*,

de lo cual 2{(x —p,p—y) + ||y —p||2 > 0, que es equivalente a la desi-
gualdad propuesta en (i). Para verificar (i), notemos que al ser C' con-
vexo J = Ay + (1 — N)me(z) € C para todo A € (0,1) y todo y € C. Por
lo tanto, aplicando (i) para dicho 7 se tiene

Mz —me(z),y —me(z)) = (z —7me(x), \y + (1 — N)7me(x) — me(x))
=M+ (1= Ne(e) - me@)|?

)\2
= lly = 7).

IN

Cancelando A en ambos lados de la relaciéon anterior y haciendo tender
A a 0, se obtiene

(x —me(z),y —me(z)) <O0. (1.17)

Para concluir la prueba, primero sustituimos el elemento 5 = m¢(y) € C
en (1.17), lo cual produce

(x —mo(x), me(y) — me(x)) <O0. (1.18)
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Ahora, intercambiando los roles de x e y en la desigualdad anterior vemos
que

(ma(y) —y,mo(y) — mo(z)) < 0. (1.19)

Luego, sumando (1.18) y (1.19) se deduce

((re(y) — mo(x) + 2 —y,mo(y) — mo(x)) < 0.

Finalmente aplicamos la desigualdad de Schwarz, lo que conlleva a

Imc(y) — me@)|° = lly — 2| |7c(y) — (@) < lImc(y) — e (@)
+(x —y,mc(y) — mo())
<0.

Dividiendo por ||7¢(y) — mo ()] en la desigualdad anterior obtenemos
(42)- O

Teorema 1.5.1. (Seleccion minima) Sea F : X — P(Y) continua y
con imdgenes cerradas y converas. Entonces, la funcion definida como
f(z) :=m(F(x)), para cada x € X, es una seleccion continua para F'.

Demostraciéon. Ya que F(z) es cerrado y convexo, f(x) := m(F(x))
estd bien definida como funcién y ademés es claro que f(z) € F(x)
para cada x € X, es decir, f es una seleccién para F'. Veamos que f es
continua. Fijemos x € X y sea € > 0. Ya que F' es en particular SI, al
invocar la parte (a) del Ejercicio 1.4.6, se tiene que debe existir § > 0 tal
que dy (0, F(z2)) < dy (0, F(x)) + ¢, para cada z € Bx(x,0). Ahora bien,
si 0 € F(z) se tiene que f(z) = 0y asi ||f(z) — f(z)|| < € para cada
z € Bx(x,9), lo cual implica la continuidad de f en x. Supongamos por
lo tanto que 0 ¢ F(x), es decir, f(x) # 0y asi || f(z)]| > 0. Ya que F es
SS, la propiedad (1.8) garantiza la existencia de §; > 0 tal que para cada
2 € Bx(x,61) existe v € F(z) que satisface || f(2) —v|| < (£2/3]|f(2)]).
De esta forma, utilizando la desigualdad de Schwarz podemos escribir

(f(x), f(2))

(f(@),v) + {f (@), f(z) —v)
> (f(@),v) = [[f (@) 1f(z) =]

> {f(2),v) = = (1.20)
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Por otro lado, al ser f(z) = mp(,(0), se tiene que
(f(x), f(x) —w) <0, paracada w € F(z),

y asi (1.20) implica

(f(@), f(2) = flx)) > == (1.21)
Ademsds, para cada z € X

IF P = @)1+ 2(f (@), f(z) = f(2)) + 1 (=) = F@)]*.

De la dltima igualdad y (1.21) tenemos que

1£(z) = F@I* = £ I° = [1f @)1 = 2(f(2), f(2) = f(x))
2¢?
<FI* = 1 @)1 + 5 (1.22)
Invocando una vez mas la parte (a) del Ejercicio 1.4.6 podemos garan-
tizar la existencia de d9 > 0 tal que, para cada z € Bx(x,d2),

2 2

IFEI? = d3 0, F()) < & (0.F @) + 5 = | F @) + 5

Finalmente, tomando § < min{d;,d2} vemos segin (1.22) y la dltima
desigualdad que

1£(2) — f(2)||* < &%, para cada z € Bx(z,0),

lo cual completa la prueba. ]

EJERCICIO 1.5.1. Sea F': X — P(Y) continua con imégenes cerra-
das y convexas. Si la funcién g : X — Y es continua, entonces también
lo es la funcién f(x) := 7p@)(9(z)).

1.5.1. El teorema de seleccion de Michael

Uno de los resultados mas celebrados de la teoria de multifunciones es
el Teorema de Seleccion de Michael [28], el cual propone un esquema de
construccion de selecciones continuas bajo un debilitamiento importante
en la regularidad de la multifucién. Adicionalmente, el Teorema muestra
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de manera muy sencilla como puede escogerse una de tales selecciones
por cada punto en el grafo de la multifuncién. Quizas el concepto mas
instrumental dentro del argumento utilizado en su demostracion es el de
particién de la unidad, el cual brevemente recordamos a continuacién
junto algunos de sus elementos asociados.

Sea Q C X y sea {Vj}jes un cubrimiento abierto para €, es decir,
2 C Ujes Vj, siendo cada Vj abierto. Diremos que una coleccién de
conjuntos {Q;}icr en X es un refinamiento para {V;}jcs, si para cada
i € I existe j; € J tal que ; C Vj,. La coleccién {Q;}ier se dice
localmente finita, si para cada i € I el conjunto {r € I : Q, NQ; # 0}
es finito. Una familia de funciones {p;(-)}icr definidas sobre Q recibe el
nombre de particion de la unidad subordinada a {€;}icr, si se satisfacen
las siguientes propiedades:

(a) {Q;}ier es un cubrimiento abierto localmente finito para €.
(b) pi(+) es localmente Lipschitz, para cada i € I.

(c) pi(z) >0siz e Q;NQypi(x) =0siz e\ Q.

(d) Para cada x € Q, Y, pi(z) = 1.

Ya que para una particiéon de la unidad su cubrimiento correspondiente
es localmente finito, la suma que aparece en la condicién (d) contiene
solo un nuimero finito de términos y por consiguiente estd bien definida.

La existencia de particiones de la unidad sobre espacios metrizables
estd garantizada gracias a la combinacién de los Teoremas de H. Stone
(ver por ejemplo pagina 257 de [29]) y el Teorema 41.7 de [29]. En el
caso particular de nuestro espacio euclidiano X, una prueba sencilla del
Teorema de Stone puede consultarse en el Ejemplo 1 de la pagina 253
de [29]. Ademas, la construccién de tales particiones de la unidad puede
apreciarse de forma bastante clara en el Teorema 2, pagina 10, de la
referencia [3].

Disponiendo de toda la informacién necesaria, procedemos por lo tanto
a abordar los detalles de la prueba del Teorema.

Teorema 1.5.2. (Michael) Supongamos que F' : X — P(Y) es SI y
posee imagenes cerradas y convezras. Entonces, para cada (z,v) € G(F)
existe una seleccion continua f para F, tal que f(x) =v.

Demostracién. La prueba serd desarrollada en tres pasos. En el paso ini-
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cial, se construira una funcién continua que serd un seleccién aproximada
para F. Luego, en el segundo paso se obtendra la seleccién anhelada por
medio de un proceso inductivo aplicado a una familia de selecciones
aproximadas generadas segun el argumento del primer paso. Finalmen-
te, obtenemos para cada punto del grafo de F' la seleccién que pasa a
través del mismo aplicando el resultado del paso 2 a una multifuncién
auxiliar que es univaluada en el punto de estudio.

Paso 1. Fijemos ¢ > 0. Para cada x € X seleccionemos v, € F(x). Es
claro que F(z) N By (vg,e) # (. De acuerdo a la parte (b) del Ejer-
cicio (1.4.2) debe existir d, > 0 tal que F(y) N By (vs,e) # 0, para
todo y € Bx(z,d;). Ya que claramente {Bx(z,0;)}zcx es un cubri-
miento abierto para X, existe un refinamiento localmente finito {€; }icr
de {Bx(z,d;)}zex vy una particiéon de la unidad {p;(-)}iesr subordinada
a él. Definamos la funcién f. : X — Y por medio de

fo(2) =" pil2)vs,, (1.23)

i€l

la cual es continua en vista de ser una suma finita de funciones local-
mente continuas. Observe que f:(z) > 0 si y solamente si, z € ; C
Bx(z4,0z,). Por lo tanto, F(z) N By (vg,,e) # 0, de lo cual se des-
prende que vy, € F(z) + By(0,¢). El ultimo conjunto es convexo y
asi, la suma dada en (1.23) estd necesariamente contenida en él, i.e.
fe(2) € F(z) + By (0,¢). De esta forma, f. es una seleccién aproximada
para F'. Observe que hasta los momentos no se ha requerido el hecho de
que las imagenes de F' sean cerradas .

Paso 2. A continuacién construimos una sucesién de funciones { f,, }, con
fn: X =Y, las cuales satisfacen las siguientes propiedades:

(i) dy (fa(2), F(2)) < 3=, para cada z € X y cadan =1,2,....
(i) || fn(2) = fae1(2)] < QH%Q, para cada z € X y cadan =2,3,....

En efecto, para n = 1 es suficiente escoger ¢ = 1/2 en el Paso 1 de la
demostracién. Asumamos por lo tanto que hemos definido funciones f,,
que satisfacen (i) hasta n = k. Consideremos la multifuncién

G() = <{ £uo(2)} + By (0, 2%)) (M F(2), para cada = € X.
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Es claro que G posee imagenes convexas y que Dom(G) = Dom(F).
Ademas, G es SI segin el Ejercicio 1.5.2. De acuerdo al Paso 1 debe
existir una funcién continua g : X — Y tal que dy(g(2),G(z)) < #
Definamos fr+1(2) := g(2). Ya que G(z) C F(z), resulta claro que
dy (fre1(2), F(2)) < #, lo cual garantiza la propiedad (i). Ademaés,

fera(s) =902 € G2) + By (0,52 ) © ol + By (05 + g ).

de lo cual || fr+1(2) — fr(2)]] < 2,%1, que es precisamente la desigualdad
dada en (4i) paran = k+1, con lo que concluye la induccién. En virtud
de ser la serie Y oo 2% convergente, la sucesion {f,} es uniformemente
de Cauchy y por ende converge uniformemente a una funciéon continua
f sobre X. De la propiedad (i) tenemos que para cada z € X

1
dy (f(2),F(2)) = lim dp(fn(2),F(2)) < lim —— =0,
n—oo n—oo 2M
y al ser F'(z) cerrado se obtiene f(z) € F(z) para cada z € X, es decir,
f es una seleccion para F'.

Paso 3. Finalmente, para cada (x,v) € G(F') definimos la multifuncién

F(z) si z#ux,
{v} s z=u.

Flow(2) = {

No es dificil ver que F|, ,) satisface las mismas hipdtesis que F' (ver
Ejercicio 1.5.2 a continuacién). Obviamente, la seleccién f, ) para Fi, .
provista en el Paso 2 satisface todos los requerimientos del teorema. [

EJERCICIO 1.5.2. Consideremos una multifuncién F' : X — P(Y),
la cual es SI y posee imagenes cerradas y convexas. Demuestre que:
(a) Si f: X — Y es continua y € > 0, la multifuncién

G(z) = {f(2)} + By(0,e)) N F(2), z € X,

es SI y admite imagenes cerradas y convexas.
(b) Para cada (z,v) € G(F) la multifuncién

| F(z) si z#ux,
Flaw(2) ‘_{ {v} si z=ux,

es SI y posee imagenes cerradas y convexas.
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1.5.2. Selecciones locales

Un concepto que en ocasiones resulta alternativo ante la potencial ausen-
cia de selecciones continuas es el de multifunciéon localmente seleccio-
nable. Diremos que F' : X — P(Y) es localmente seleccionable en x €
X si para cada v € F(x) existe una vecindad V de z y una funcién
continua f : V — Y tal que f(z) = vy f(2) € F(z) para todo z €
V. La multifuncién F' se dice localmente seleccionable si es localmente
seleccionable en cada x € X.

Las multifunciones localmente seleccionables disfrutan de cierta regula-
ridad, tal como lo expresa el siguiente resultado.

Teorema 1.5.3. Cualquier multifuncion localmente seleccionable es SI.

Demostracién. Sea x € X y consideremos un conjunto abierto A C Y tal
que F(z)NA # (). Tomemos v € F(z)NA y una vecindad W de v tal que
W C A. Ya que F es localmente seleccionable, existe una vecindad V
de = y una seleccién continua local f: V — Y para F tal que f(z) = v.
Por la continuidad de f, debe existir una vecindad U de x, con U C V,
tal que f(z) € W para todo z € U. Pero en particular f(z) € F(z) para
z€U,yasi F(z)NW # 0, lo cual garantiza que F'(z) N A # () para cada
z € U. Segin la parte (b) del Ejercicio 1.4.2 la multifuncién F' resulta
SI. ]

A la luz del Teorema anterior, el siguiente resultado contrasta con el
Teorema de Seleccion de Michael al proponer el intercambio de las hipé-
tesis de semicontinuidad inferior y clausura en las imagenes de una multi-
funcién F' con la hipétesis de seleccionabilidad local. Adicionalmente, su
demostracién ilustra como construir selecciones continuas definidas sobre
todo el dominio de F' a partir de sus selecciones locales. Una vez mas el
concepto de particién de la unidad desempena un papel importante al
respecto.

Teorema 1.5.4. Si F': X — P(Y) es localmente seleccionable y posee
imdgenes convexas, entonces existe una seleccion continua para F.

Demostracién. Para cada z € X y v € F(z) existe una seleccién local
continua f, : V(z) = Y, con f.(2) =vy f.(x) € F(z), para todo x €
V(y). Consideremos una particién de la unidad {p;(-)}ic; subordinada
al refinamiento localmente finito {€;};c; del cubrimiento {V(z)}.ex.
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Entonces, para cada i € I existe z; € X tal que ©; C V(z;). Definamos
la funcién

flx) = Z pi(z)fs(x), para cada z € X,
€l(z)
donde I(x) := {i € I : p;(x) > 0}. Es claro que I(x) es finito. Ademas,
f es continua en X por ser una suma finita de productos de funciones
localmente continuas. Veamos que f es una seleccion para F. En efecto,
para cada i € I(z) se tiene p;(z) > 0, lo cual es cierto si x € Q; C V().
Por lo tanto, f,,(z) € F(z). Ya que la suma que define a f(z) es una
combinacién convexa de elementos en F(z) y este dltimo conjunto es
convexo, se debe tener que f(x) € F(x), para todo x € X. O

EJERCICIO 1.5.3. Demuestre que si F : X — P(Y) es tal que
F~1({y}) es abierto para cada y € Y, entonces F es localmente seleccio-
nable.

Hasta los momentos el Teorema 1.5.1 es el tinico resultado que hemos
presentado sobre existencia de selecciones continuas, el cual involucra
de alguna manera la propiedad de semicontinuidad superior. Sin embar-
go, dicha propiedad es uno de los dos ingredientes que comprenden la
hipétesis de continuidad para la multifuncién en el Teorema 1.5.1 (ver
Definicién 1.4.1). Por lo tanto, resulta natural indagar sobre la dispo-
nibilidad de algin resultado sobre existencia de selecciones continuas
asumiendo meramente semicontinuidad superior. El siguiente ejercicio
invita al lector a despejar tal incégnita, incluyendo algunas hipétesis
adicionales intuitivas que van en sintonia con las del Teorema 1.5.2.

EJERCICIO 1.5.4. Encuentre una multifuncién F semicontinua supe-
riormente, inclusive con imégenes compactas y convexas, tal que F' no
posea selecciones continuas.

A pesar de la deficiencia estructural indicada en el ejercicio anterior, es
posible disenar selecciones aproximadas para multifunciones SS siguien-
do un esquema similar al descrito en el Paso 1 de la prueba del Teorema
de Seleccién de Michael. El proximo Teorema certifica esta afirmacion.

Teorema 1.5.5. (Seleccion aprozrimada) Sea F': X — P(Y') una multi-
funcion SS con imdgenes convexas. Entonces, para cada € > 0 existe una
funcion f. : X — 'Y localmente Lipschitz tal que

G(f-) C G(F) + Bxxy((0,0),¢).
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Demostracién. Para comenzar, fijemos € > 0. Ya que F' es SS, para
cada © € X debe existir (z) > 0, con d(x) < €/2, tal que F(y) C
F(z) + By(0,¢/2), para todo y € Bx(x,0(z)). Es claro que la fami-
lia {Bx(x,d(x)/4)}zex constituye un cubrimiento abierto del espacio
métrico X. Sea por lo tanto {£2;}icr un refinamiento localmente finito
asociado a tal cubrimiento y {p;(-) }scs una particién de la unidad subor-
dinada al mismo. Para cada i € I seleccionemos un elemento y; € 2;.
Gracias a esta coleccién de elementos podemos considerar

fe(x) == Z pi(x)m(F(y;)), para cada x € X.
el
Es claro que f. estd bien definida. Ademds, es facil verificar que f.
es localmente Lipschitz y que su imagen estd contenida en la cdpsula
convexa de la imagen de F. Para z € X fijo, sea I(x) := {i € I : p;(z) >
0}, el cual es finito. En vista de la definicién de refinamiento, para cada
i € I(x) existe z; € X tal que

Q; C By (i, 8(x;)/4). (1.24)

Con la finalidad de relajar la notacion, sea §; = d(z;) y seleccionemos
j € I(x) tal que 6; = max {0; : i € I(x)}. Recordemos que precisamente
x € Q; C Bx(x;,0;/4), para cada i € I(x). De esta forma, para cualquier
i € I(x) tenemos

[z = 2]l < |z — f| + [lz — ]|

5 6
<777
d;

<§,

es decir, z; € Bx(z;,6;/2). Por lo tanto, invocando (1.24) y utilizando
una vez mas la desigualdad triangular, obtenemos €2; C Bx(xj,d;). Ya
que para cada i € I(x) se verifica m(F(y;)) € F(y;) C F(9;), entonces

m(F(yi)) € F(Bx(zj,65)) C F(z;) + By (0,£/2).

Dado que el ultimo conjunto es convexo, la definicién de f. implica
que f.(x) € F(z;) + By(0,e/2). Asi, debe existir v; € F(x;) tal que
| fe(x) — vj|| < /2. De esta forma,

1, fe(2)) = (25, v) | < Nl = 5l] + 1 fo(2) — vyl <e.
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En vista de que (zj,v;) € G(F'), la desigualdad anterior implica

(z, f-(x)) € G(F) + Bxxv((0,0),¢).

1.6. Multifunciones Lipschitz

Es bien conocido el rol central que ha desempenado la propiedad Lips-
chitz en la obtencién de varios resultados fundamentales del andlisis
moderno y sus aplicaciones. Quizds uno de los més populares de ta-
les resultados lo constituye el Teorema de Picard-Lindel6f (circa 1890-
1893), también conocido como Teorema de ezistencia y unicidad para
ecuaciones diferenciales ordinarias. El referido Teorema ejemplifica co-
mo la estructura particular de los mapas Lipschitz resulta instrumental
en los procesos de estabilizaciéon de ciertas sucesiones, las cuales inter-
vienen en el diseno de las soluciones de los problemas estudiados. En la
presente seccién introducimos la nocién de regularidad Lipschitz dentro
del contexto multivaluado y discutimos la propiedad de aproximacién
dual que poseen estas multifunciones con respecto a las multifunciones
SS. El resultado que expresa tal propiedad de aproximacion tendré una
repercusién importante en el proximo capitulo a la hora de establecer
soluciones para ciertos tipos de inclusiones diferenciales.

Definicién 1.6.1. Diremos que una multifuncion F : X — P(Y) es
localmente Lipschitz si para cada xo € X, existen € = (xg) > 0 y
L = L(xg) > 0 tales que

F(y) C F(z) + By (0,L ||y — z||x), para todo x,y € Bx(z¢,e). (1.25)

Si la condicion (1.25) se satisface para todo x,y € X, con L > 0 inde-
pendiente de xg € X, se dice que F' es Lipschitz de rango L.

Las siguientes propiedades son consecuencias de la Definiciéon 1.6.1. Le
pedimos al lector ocuparse de los detalles de su verificacién.

EJERCICIO 1.6.1. Sea F': X — P(Y) localmente Lipschitz. Enton-
ces:

(a) F satisface (1.8). Mas atin, si F' admite imagenes compactas entonces
F es SS.
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(b) F satisface (1.9). En particular, F' es SI.

(¢) Si C' C X es acotado, entonces existe una constante Lo > 0 tal que
F' es Lipschitz de rango Lo > 0 sobre C.

(d) Siv € X es fijo, entonces la funcién f(x) := 7p(,)(v) es una seleccion
continua de F.

El resultado que presentamos a continuacién permite aproximar multi-
funciones SS utilizando multifunciones Lipschitz de dos maneras distin-
tas.

Teorema 1.6.1. Sea F : X — P(Y) una multifuncion SS que admi-
te imdgenes cerradas y convexas. Adicionalmente, supongamos que F
es acotada. Es decir, existe una constante M > 0 tal que Im(F) C
By (0, M). Entonces, existe una sucesion de multifunciones localmente
Lipschitz F, : X — P(Y), k = 0,1,2,... que satisfacen las siguientes
condiciones de aproximacion:

(i) F(z) C -+ C Fry1(z) C Fp(x) C ... Fy(w) C By (0, M), para todo
rzeX.

(i) Dados x € X ye > 0, existe un entero k(e,z) > 0 tal que Fi(z) C
F(x) 4+ By(0,¢), para k > k(e, x).

Demostracién. Mostraremos un argumento inductivo a través del cual se
construird la sucesién de multifunciones F} que satisface las condiciones
del Teorema. En efecto, comencemos tomando una base ortonormal de
X, digamos = {ey,...,e,}. Fijemos un nimero py > 0 y consideremos
los puntos de la forma

x% = pomie1 + -+ + poMpen, con m; € Z, parai=1,2,...,n.
Ademas, usemos la identificaciéon m = (mq, ..., m,) y definamos
QO = {]7 €X3$ZQ1€1+“‘+Qn€m ql € (_P07P0)7 1= 172)“‘})

es decir, Q° es un hipercubo abierto en X. El lector puede verificar que
la familia {29, + Q°},nezn constituye un cubrimiento abierto localmente
finito de X (ver Ejercicio 1.6.2 debajo). Por lo tanto, existe una particién
de la unidad {p? (-)}mez» subordinada a dicho cubrimiento. Para cada
m € Z" el conjunto

CO = F(z° +2Q%
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es por construccion cerrado y convexo. Por lo tanto, la multifuncién
0 0
Fo(x) = ) p()Cp,s
mezn

posee imdgenes convexas y cerradas. Mas atin, dado que cada p?, es
localmente Lipschitz, Fy es también localmente Lipschitz en el sentido
multivaluado. Notemos que si v € Fy(z), deben existir v0, € CY tales

que v ="z (), ¥ asi

loll < > pu@) o]l < Y- ph(@)M = M,

mezZm™ mezZm™

es decir, v € By(0,M). Por lo tanto, Fy(x) C By (0, M) para todo
rzeX.

Para construir la multifuncién Fj, seleccionamos p; = pp/3 y repetimos
el procedimiento descrito anteriormente usando p; en vez de pg. Como
resultado, obtenemos un cubrimiento localmente finito {2 + Q' }mezn,
siendo

Q={reX:z=qe+ - +qen ¢ €(—p,m), i=12,..}
De manera andloga al caso de CJ,, sea
Cp, i= 0 F(z,, +2Q"),
y definamos la multifuncién

Fi(z):= ) pu(@)Cp

mezZm™

No es dificil comprobar que F; posee las mismas propiedades que Fyp.
Verifiquemos a continuacién que Fj(z) C Fy(x) para todo x € X. Para
ello, sea z € X y consideremos los conjuntos

Io(x) :={m € Z": x € 20, + Q"},

L(z):={mecZ":zcal +Q'}.

Si mg € Ip(z) y my € Ii(z), entonces z = 20, + ¢ = =
algunos @ € Q" yql e Q' Por lo tanto, x}n = x?n + (q0

q' para

T+
—¢'). Note
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que si ' es cualquier punto en Q!, las definiciones de Q° y Q' implican
(¢°—q")+2g3" € 2Q°. Como consecuencia, =} +2g" € 20 +2Q°, es decir,
rl +2Q' € 29 +2Q°. Ademds, en vista de ser la inclusién de conjuntos
preservada bajo la aplicacion de la multifunciéon ¢o F', se deduce que
Cl, c €Y. La convexidad de CY,, y C}, , v las propiedades (c) y (d)
de las particiones de la unidad, garantizan la inclusién

Co= > Ph@)Ch,C Y ph(=)Cp,

méelo(x) méelo(z)

de lo cual

Fi(z) = 3 ph@)Ch

mezn

= > ph@Ch
méeli(x)

C > pw@ D ph(@)Chy
méeli(z) m/€lp(x)

= D @) Y ph(@)Cy
mel(x) m/ ez

Adicionalmente, F'(x) C Fy(z). En efecto, para cada m € Iy(x) se sabe
que z € 20 + Q° C 22 4+ 2Q°, y por ende

F(x) C F(22, +2Q%) c @ F (29, +2Q°%) = CY.

Los conjuntos CY, son convexos y asf

Fz)C Y pu@)Cp= Y pn(z)Cn = Folx).

melo(x) mezn

Tomando pgy1 = px/3, para k = 0,1,..., y siguiendo el procedimiento
descrito anteriormente, podemos construir una sucesion de multifun-
ciones Fj : X — P(Y) que satisfacen la condicién (i) del Teorema.
Ahora procedemos a verificar que F}, satisface el resto de las propiedades
anunciadas. Fijemos x € X y sea € > 0. Ya que F es SS, existe § =
d(z,e) > 0 tal que F(y) C F(x) + By(0,e/2), para todo y € Bx(z,0).
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Gracias a la ortonormalidad de {ej,...,e,}, al tomar K € N tal que
p/35=1 < §/\/n, es facil ver que Q¥ C Bx(0,d) para todo k > K. De
esta forma, F(y) C F(x) + By(0,£/2) para todo y € z + Q*~! y para
todo k > K. Sea Ii(z) = {m € Z" : x € zF 4+ Q*}. Entonces, para
m € Ij(x), al proceder como antes verificamos que z¥, +2Q"* C x+ 3QF.
Ya que 3Q* C Q*7!, entonces z¥, +2Q* C x + Q¥ '. De esta manera,
para y € xF +2Q% y k > K se tiene F(y) C F(x) + By (0,£/2), siempre
que m € Ij(z). El conjunto F(x) 4+ By (0,£/2) es convexo y cerrado, lo
cual garantiza la inclusion

Ck =@ F(ak, +2Q%) ¢ F(x) + By (0,2/2),
para todo m € I(x). Finalmente, para k > K

Fp(x):= > pk()Ck C F(x) + By(0,6/2) C F(z) + By (0,¢),

méel(z)

verificandose asi el requisito restante exigido en el enunciado del Teore-
ma. ]

EJERCICIO 1.6.2. En el mismo espiritu de la prueba del Teorema
1.6.1, sean p > 0, {ey1,...,e,} una base ortonormal de X y

QF = {96 eX:x= Zqz‘ei, 4 € (—P/3k,ﬂ/3k)}

=1

para cada k € N. Dado m € Z", definimos x%, = (p/3%) > 1 mse;.
Demuestre que la familia {z¥, + Q¥},,ezn constituye un cubrimiento
abierto localmente finito de X.

1.6.1. El teorema de punto fijo de Kakutani

En 1941 el Japonés Shizuo Kakutani introdujo al escenario matemati-
co un resultado que generaliza el celebrado Teorema de punto fijo de
Brouwer [29], describiendo condiciones estructurales bajo las cuales una
multifuncién definida sobre un subconjunto compacto y convexo del es-
pacio Euclidiano posee un punto fijo (ver [22]). Las aplicaciones del
referido Teorema en economia y en teoria de juegos han sido remarca-
bles, especialmente en la demostracién de la existencia de equilibrios
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en estrategias mixtas no coperativas, lo cual le valié un Premio Nobel
al Matematico John Nash Jr. en el afio 2004 [30]. Con la finalidad de
ilustrar una de las aplicaciones del Teorema 1.5.5, presentamos a conti-
nuacién la prueba del resultado de Kakutani contenida en [3] donde se
muestra que es posible obtener un equilibrio para el sistema estudiado
a través del limite de una sucesién de puntos fijos asociados a ciertas
funciones continuas, cuyos grafos aproximan el grafo de la multifuncién
considerada. Una prueba alternativa del Teorema de Kakutani que in-
voca el Teorema de aproximacién 1.6.1 puede consultarse en la fuente

[37].

Teorema 1.6.2. (Kakutani) Supongamos que F' : X — P(X) es SS
con imdgenes compactas y convexas. Si A C X es compacto, convexro y
F(A) C A, entonces F tiene un punto fijo en A.

Demostracién. Ante todo, observemos que la multifuncién restriccién de
F sobre A N
F:A—P(A),

hereda todas las propiedades con las cuales F' ha sido dotada. Aplicando
entonces el Teorema 1.5.5 a 'y a una sucesion €, — 0, vemos que existen
funciones continuas fi : A — A tales que

G(fr) C G(F) + Bxxx((0,0),e). (1.26)

Por otro lado, el Teorema de Brouwer garantiza la existencia de un
punto fijo z; € A para f, de tal forma que z; = fr(zk). Gracias a
(1.26) deben existir (yg,vr) € G(F) y (1, sk) € Bxxx(0,ex) tales que
(ks fi(@k)) = (Yk, vk) + (rk, sg). Por lo tanto,

d((zg, fe(7r)), G(F)) < (zk, fr(zr)) — (ks vr)l| < k-

Ya que A es compacto, existe una subsucesién convergente de xj, diga-
mos xy, — T € A. En virtud de la continuidad de la funcién distancia
tenemos

d((z,r),G(F)) = lim d((@k;, fr, (zx,)), G(F)) < lim gg, = 0.

Jj—o0 j—00

Gracias al Teorema 1.4.1 el conjunto G(F) resulta cerrado, y asi (z, ) €
G(F), es decir, x € F(x) = F(x). O
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Cerramos esta secciéon con la siguiente asignacién para el lector, cuyo
objetivo es reforzar su conocimiento sobre el teorema anterior.

EJERCICIO 1.6.3. Sean F,G: X — P(X).

(a) Supongamos que F' es SS con imédgenes compactas y convexas. Adicio-
nalmente, asumamos que G es SI con imagenes cerradas y convexas. De-
muestre que si F' 4+ G es acotada, entonces posee algin punto fijo. En
particular, cualquier multifuncién GG acotada y SI con iméagenes cerradas
y convexas posee un punto fijo.

(b) Supongamos que F'y G son ambas SS, con imdagenes cerradas y
convexas. Ademds, sea o > 0 tal que F(z),G(z) € B(0,a) para todo
z € X. Demuestre que si F(z) N (G(z) + B(0,¢)) # 0, para todo x € X
y todo € > 0, entonces F'(x) N G(x) posee un punto fijo.

(c¢) Determine las propiedades topolégicas, geométricas y/o de regula-
ridad que posee la multifuncién F(z) := [2® —1,2% + 1]. ;Es posible
caracterizar todos los puntos fijos de F'?

1.7. Multifunciones disipativas

Una categoria de multifunciones con utilidad significativa en algunas
aplicaciones de la fisica y la ingenieria, es la de las multifunciones disipa-
tivas. La nocién de disipatividad expresa una propiedad de decrecimiento
que experimentan ciertas cantidades asociadas a diversos fenémenos
estudiados en la ciencia, y que permite su estudio e interpretacion desde
un punto de vista cualitativo y cuantitativo. Un ejemplo interesante de
fenémenos disipativos puede apreciarse en los sistemas dindmicos que
exhiben fuerzas de friccién, donde la ley de Coulomb modela la relacién
entre las variables de estado y las velocidades presentes en el sistema
(ver [15, 24]). Desde el punto de vista matematico, tal relacién puede
expresarse a través del producto interno canénico, generalizando la con-
dicién que satisfacen las funciones decrecientes con dominio en la recta
real.

Dedicaremos esta secciéon a un estudio breve de la propiedad de disipa-
tividad en multifunciones, haciendo énfasis en algunos resultados con
influencia notable en la teoria de existencia de soluciones para un ti-
po particular de inclusiones diferenciales. Nuestro punto de partida es
naturalmente la siguiente nocion.
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Definicién 1.7.1. Diremos que una multifuncion F : X — P(X) es
disipativa si satisface la siguiente propiedad:

(w—wv,y —x) <0, para todo (z,v), (y,w) € G(F). (1.27)

Complementariamente, la multifuncion F se denomina mondtona, si
—F es disipativa. Mds aun, F se dice distpativa mazximal si no existe
otra multifuncion disipativa cuyo grafo contenga estrictamente al grafo
de F'. De manera andloga, F' es mondtona maximal si —F es disipativa
mazimal.

Resulta sencillo verificar que F es disipativa (respectivamente disipativa
maximal) si y solamente si, F~! es disipativa (respectivamente disipativa
maximal). Es claro que por simetria en las definiciones, una caracteri-
zacién similar se satisface para las multifunciones monétonas (respecti-
vamente monétonas maximales). Ademads, por el Lema de Zorn el grafo
de cualquier multifuncion disipativa estd contenido en el grafo de una
multifuncién disipativa maximal, pues la unién de una familia creciente
de grafos de multifunciones disipativas es claramente el grafo de una
multifuncién disipativa. En base a esta observacion tenemos la siguiente
caracterizacién para multifunciones disipativas maximales.

EJERCICIO 1.7.1. Una multifuncién F' : X — P(X) es disipativa
maximal si y solamente si, los siguientes enunciados son equivalentes:
(a) Para cada (y,w) € G(F) se tiene (w — v,y —x) < 0.

(b) v € F(z).

Algunas de las siguientes propiedades de las multifunciones disipativas
maximales son de utilidad a la hora de manejar su estructura para fines
particulares.

Proposicién 1.7.1. Sea F : X — G(X) disipativa maximal. Entonces,
(i) F admite imdgenes cerradas y convezxas.

(i) Sizp — x y la sucesion vy, € F(xy) converge débilmente a v, enton-
ces v € F(x). En particular, G(F) es cerrado.

Demostracién. A la luz del Ejercicio 1.7.1, para cada = € X se verifica

F(z) = ﬂ {veX:(w—v,y—x) <0}
(y,w)eG(F)
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De la representacion anterior para F'y la continuidad del producto in-
terno, es facil ver que F'(z) es cerrado. Ademas, la linealidad del producto
interno garantiza la convexidad de F'(x). Estas propiedades justifican
el apartado (7). Supongamos ahora que vy € F(xp) converge débil-
mente a v cuando z; — z. Dado cualquier (y,w) € G(F), se debe tener
(w— v,y — x) < 0. Tomando limite cuando & — oo en la desigualdad
anterior, se concluye (w — v,y —z) < 0, lo cual implica que v € F(x)
una vez mas segin Ejercicio 1.7.1. Esto comprueba (7). O

1.7.1. La aproximacién de Yosida

Al combinar la Proposicién anterior y el Teorema 1.4.1, se deduce que to-
da multifunciéon maximal disipativa acotada es necesariamente SS. Por lo
tanto, la propiedad de aproximacién que fue establecida en el Teorema
1.6.1 se encuentra disponible para multifunciones disipativas maxima-
les. Sin embargo, existe un tipo de aproximacién adicional asociada a
la disipatividad maximal, la cual revela aspectos mas intrinsecos de la
naturaleza de dicha propiedad y que no son escudrinados en el Teorema
1.6.1. Los objetos que aproximan a F' en este caso no sélo resultan Lips-
chitz, sino ademads univaluados y disipativos maximales. Dedicamos el
resto de este capitulo a la discusién de esta propiedad complementaria
de aproximacién.

Recordemos que para cada x € X, m(F(x)) representa al elemento de
F(x) que posee norma minima. Definamos ademads los siguientes mapas
auxiliares:

1
A
Los mapas Ry y F) reciben el nombre de A-ésima resolvente y A-ésima
aproximacion de Yosida para F', respectivamente.

Ry:=I—-MF)"Y, Fy:==(R\—1I), \>0. (1.28)

Teorema 1.7.1. Sea F : X — P(X) disipativa mazimal. Entonces,
para cada A > 0 se satisfacen las siguientes propiedades:

(i) El mapa Ry es Lipschitz y univaluado.

(i) El mapa F es Lipschitz, univaluado, disipativo mazimal y satisface
F\(v) € F(Rx(v)) para cada v € X.

(iti) || Fa(x) = m(F(2))||” < [|m(F(2))|*=|Fa(@)|*, para todo x € X.
(i) Rx(x) converge a x.

(v) Fx(z) converge a m(F(x)).
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Demostracién. Sean A > 0y vy, vy € Dom(R)). Entonces, para cualquier
x1 € Ra(v1) y 2 € Ryx(v2) se tiene que v1 € 1 — AF(11) y vy €
x9 — AF(x2). De esta forma,

%(xl —v) € F(z1) y %(a@ —vg) € F(xg). (1.29)

Ya que F' es disipativo maximal,

1

N (x1 — w2, (21 — 72) — (v2 —v1)) < 0.

Distribuyendo en el producto interno anterior y aplicando la desigualdad
de Schwarz se deduce que

|21 — 22| v — 22| -

> =

1
Sz — 2l <
A

Cancelando 3 |lz1 — 22| a ambos lados en la tltima desigualdad, con-
cluimos
[z1 = z2f| < o1 — v,

lo cual dice que R) es Lipschitz de rango 1. Observe que tomando v; = v
en la desigualdad anterior, se comprueba que x; = x9, es decir, el conjun-
to imagen de v1 a través de R) consiste exactamente de un elemento x
y por ende R) es univaluada. Esto comprueba el apartado (). En vista
de (1.28) el mapa F) resulta también univaluado por ser combinacién de
Ry y laidentidad. Ademas, F) es Lipschitz al ser combinacién algebraica
de los mapas Lipschitz %R,\ y %I . En particular, gracias a la desigualdad
triangular podemos tomar como rango Lipschitz para F)\ a la constante
%. Sin embargo, veamos que dicho rango puede ser mejorado, lo cual es
conveniente para futuras estimaciones. En efecto, tomemos y; € F(x;)
en (1.29) tal que x; = v; + \y;, con i = 1,2. En base a esto y al final de
la parte (i) tenemos
€T, = R)\ (UZ')7
de lo cual

= 3= 0) = 3 (Ra(w) — ) = Fa(w)

y por ende
F\(vi) = yi € F(x;) = F(R\(v3)). (1.30)



40 Vinicio R. Rios

Ademas, (x1 — x2,y2 — y1) > 0. Por lo tanto,

N lys = v2ll* + llzs — 2] < N flon — w2l?
+ 2\ (z) — 20,52 — 1) + ||zt — 22
= (@1 = A1) — (2 — M) ||
= o1 —ve?

y ast |lyr —yo® < % oy — va*. Ya que F\(v;) = i, la desigualdad

anterior confirma que F) es Lipschitz de rango % Finalmente, ya que

v; = x; — Ay; = Rx(v;) — AF)\(v;) podemos escribir
(Fx(v1) = Fx(v2),v1 — v2) = (Fx(v1) — Fa(va), Ra(v1) — Ra(v2))
— A[Fa(v1) = Fa(v2)]?
<0,
lo que significa que F) es disipativo. Solicitamos al lector llenar los de-
talles sobre la maximalidad de F)\ como mapa disipativo, la cual se
desprende del hecho de ser F univaluado y continuo. Esto concluye la
prueba de (7). Fijemos ahora 2 € X. Entonces, para cada v € F(z)
tenemos
[Fx(z) = ol* = [ Ex(@)|* + [|0]* = 2 (FA(2), v)
= — | Fa@)|” + [lv])?
—2(F\(z),v — F\()). (1.31)

De la parte (i) se sabe que F(z) € F(Rx(x)). Ademés, ya que v € F(x)
y Fi(z) = $(R\(z) — z), la disipatividad de F' implica la desigualdad

(Fy(x),v — F)(z)) = —i (Ra(z) — 2, Fa(x) — v) > 0.

De esta forma, regresando a (1.31) se tiene
2 2 2
[Ex () = of|" < J[ol” = [|Fa ()]

El apartado (i77) se obtiene de la desigualdad anterior seleccionando
v =m(F(x)). Por otro lado, (1.28) y la desigualdad anterior implican

[Ba(x) = zl| = AM[Ex(@)[| < Mm(F(@))]] (1.32)
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de lo cual Ry(xz) — z. La tultima parte de la prueba se concentrara en
verificar la convergencia de F)\(z) a x cuando A — 0. Para lograr esto,
veamos primero que Fy;, = (F)),. En efecto, recordemos de la parte
(i) que Fy(z) € F(Rx(x)) = F(x + AF)\(z)) y asi y = F)\(x) es solucién
de la ecuacién y € F(z + Ay). Ademds, y = F)\(x) es la dnica solucién
de tal inclusién; para verlo, supongamos que z satisface z € F(z + \z).
Entonces, la disipatividad de F' garantiza que

(z =y, (x+A2) = (z + Ay)) <0,
es decir,
0<Allz =yl = (= =y, A= = y)) < 0.

Por lo tanto, z = y. En base a esto, y = F,;\(¢) es la tinica solucién
de la inclusién y € F(xz + (1 + N)y). Pero, F), es disipativo maximal
segin la parte (i) y entonces z = (F},)x(x) es la tnica solucién para
z = F,,(x + Az). Pero de nuevo la parte (i) implica

Fu(x+ Xz) € F(R,(x + A\z))
=F(x + Xz + pF,(x + Az))
=F(x+ A p)Fu(z+ A2))

y por la unicidad de las soluciones tenemos (F),)\(z) = z = Fj,1x(x). De
esta manera hemos verificado que

(FM)X = F,u—i-)\'

Si aplicamos (i) a F), y consideramos el hecho de que m(F,(x)) =
F,(z), entonces

1Eia (@) = Fu(@))II* < EL @) = | Faeu(@)]”

En consecuencia |]F)\+#(:U)||2 < HFM(x)H2, i.e. la sucesién ”FH($)||2 es
decreciente y acotada inferiormente por 0, y por ende convergente hacia
algiin nimero real «. Por lo tanto,
lim ||F, ~F ’<a-a=0.
Jm [Fes(@) = Fu@)| < o= a

Por lo tanto, F)(z) es una sucesién de Cauchy que converge a algin ele-
mento v € X. Veamos que v = m(F(z)). Para ello, observemos que segiin
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la dltima conclusién y la parte (iv) se tiene (Ry(x), Fa(z)) — (z,v).
Ademads, F)\(x) € F(Rx(z)), lo cual significa que (Ry(z), Fx(z)) € G(F).
En vista de que F' posee grafo cerrado, se concluye que v € F'(x). Ahora
bien, de la parte (ii7) se deduce claramente que ||Fy(z)|| < ||m(F(x))]|.
Por lo tanto,

Joll = Jim (@) < m(F ()]

Por hipétesis F'(x) es cerrado y convexo y asi la proyeccién del origen
sobre F'(z) es tnica. De esta forma, necesariamente v = m(F(x)) y
asi F\(x) converge a m(F(x)). O

Observacién 1.7.1. El resultado anterior implica un tipo de estima-
cién puntual para los elementos del grafo de F), la cual contrasta con la
provista en el Teorema 1.5.5. Precisamente, al considerar la descomposi-
cién (z, Fx(z)) = (Rx(x), FA(x)) + (x — Ra(x),0), se obtiene claramente
la inclusion (z, Fi(z)) € G(F) + (z — Rx(x),0). Pero en vista de (1.32)
vemos que (z — Ry(z),0) € B((0,0), \||m(F(x))|). Por lo tanto,

(z, Fx(2)) € G(F) + B((0,0), X ||m(F(z))|), Vz € X. (1.33)

En virtud de (1.33) y del apartado (v) del Teorema 1.7.1, el mapa F)
representa en particular una aproximacién puntual y regular (Lipschitz)
de la seleccién m(F'(-)) de F.

EJERCICIO 1.7.2. Sea F : X — P(X) disipativo. Demuestre los
siguientes enunciados:

(a) Si F es continuo y univaluado, entonces F' es disipativo maximal (Su-
gerencia: Considere la caracterizacién provista por el Ejercicio 1.7.1.
Luego, en la desigualdad (F(y) — v,y — x) < 0 escriba y = — A(z — x),
siendo z € X y A € (0,1)).

(b) Si F es SI, entonces F' es univaluado (Sugerencia: Estudiar la
referencia [14]).

EJERCICIO 1.7.3. Considere las multifunciones

{1}, si z <0,
F(zx):={ [-1,1], si =0, y G(z):={-2}.
{—=1}, si z>0,

(a) Demuestre que F'y G son disipativas maximales.
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(b) Verifique que F' es SS pero no localmente Lipschitz.

(c) Verifique que G es localmente Lipschitz.

(d) Determine las A-ésimas resolventes y aproximaciones de Yosida para
FydaG.

Dedicamos las lineas finales de este capitulo a un ejercicio adicional que
gira en torno a una generalizacién del concepto de disipatividad, sobre
la cual se ha mostrado recientemente cierto interés en investigacion (c.f.
[1, 10, 16, 17, 33, 34, 35]).

EJERCICIO 1.7.4. Una multifuncién F' : X — P(X) se dice local-
mente Lipschitz disipativa (LLD) si para cada zp € X, existen ¢ =
g(xg) >0y K =K(xg) € R con la propiedad de que si z,y € B(xg,e) y
v € F(x), existe w € F(y) tal que

(v —w,x—y) <Kz —y[?. (1.34)

Si la condicién (1.34) se satisface para todo z,y € X, con K indepen-
diente de g € X, se dice que F es Lipschitz disipativa (LD).

(a) Demuestre que si F' es disipativa y G es localmente Lipschitz, enton-
ces '+ G es LLD.

(b) Supongamos que F es LD y que v(t) € F(x(t)), donde z(-) y v()
son funciones continuas sobre I. Definamos la multifuncién G : I x X —
P(X) como

Gt,z) :=={we F(z): (w—v(t),z —z(t)) < K|z —z@)]*}

Demuestre que G(t,z) # () para cada (t,z) € I x X y que si F' admite
imégenes convexas y compactas, también lo hace G. Méas ain, si F' es
SS entonces G también es SS.
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Capitulo 2

Inclusiones Diferenciales

Preciso es encontrar lo infinitamente grande en lo
infinitamente pequeno, para sentir la presencia de
Dios.

—Pitagoras

2.1. Introduccion

El presente capitulo ofrece un breve estudio sobre el problema de exis-
tencia de soluciones y algunas de sus propiedades para la inclusion dife-
rencial auténoma

#(t) € F(a(t), te I, (2.1)

cuando I es un intervalo cerrado prefijado de la recta real y F : X —
P(X) es una multifuncién que satisface cierta combinacién de hipdtesis
bésicas. Como su nombre y estructura lo sugieren, la principal fuente de
motivacién en la investigacién del paradigma (2.1) proviene de la teoria
estandar de las ecuaciones diferenciales ordinarias

#(t) = f(z(t), tel (2.2)

y de algunos de sus problemas derivados. En tal sentido, aunque un
buen numero de resultados clasicos sobre el modelo (2.2) han sido exten-
didos al contexto (2.1) gracias al recurso de la generalizacién, instancias
mas recientes tales como el desarrollo de la teoria de control y de las

45
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ecuaciones diferenciales discontinuas, han necesitado de la insercién de
nuevas técnicas y conceptos para poder ser analizadas adecuadamente
a través del modelo (2.1). Dentro de sus objetivos, el presente capitu-
lo ilustra la aplicaciéon de varias de estas herramientas en combinacién
con la maquinaria introducida en el capitulo anterior. Siendo central
en la definicién de esta monografia, prestaremos especial atencién al
estudio del problema de existencia de soluciones para (2.1) en los ca-
sos en que F' exhibe alguna de las propiedades de semicontinuidad y
cuando F' es disipativa maximal. Adicionalmente, se analizan algunas
de las propiedades topoldgicas mas importantes del conjunto de solu-
ciones de (2.1) bajo las diferentes hipétesis estructurales con las cua-
les F' es dotada. La lista de textos y articulos consultados durante
la escritura de este capitulo es extensa en realidad. Una compilacién
de la misma, aunque de ninguna manera exhaustiva, es la siguiente:
2,3, 7,8, 12, 14, 15, 18, 24, 33, 37, 39, 41, 42].

2.2. Ejemplos

Iniciemos nuestra discusién del capitulo ilustrando algunos escenarios
que son comunmente interpretados a través del paradigma (2.1). Las tres
primeras situaciones que presentamos a continuacién estan relacionadas
con la estructura de la multifuncién F' que define (2.1).

(a) Como fue comentado al comienzo, cualquier sistema dindmico mode-
lado a través de una ecuacién diferencial ordinaria de la forma %(t) =
f(z(t)) encaja dentro del contexto de una inclusién diferencial al consi-
derar F(z) := {f(x)}. En el caso de la ecuacién diferencial implicita
f(z(t),2(t)) = 0, la multifuncién que define su inclusién diferencial aso-
ciada viene dada por F(x) := {v € X : f(z,v) = 0}. En los dos casos
anteriores resulta claro que los conjuntos de soluciones para (2.1) y (2.2)
coinciden, independientemente de su naturaleza. Ahora bien, si el lado
derecho de (2.2) es impreciso, digamos, definido como una perturbacién
de radio € > 0 de un campo f, entonces cualquier solucién de (2.2) es
una solucién de la inclusion diferencial

z(t) € B(f(z(t)),e), t € 1.

(b) Sean f% ¢° : X — X funciones dadas, con i = 1,2,...,n. Cualquier
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sistema de desigualdades diferenciales
Fl@i(®), . an(®) < @5t) < g @r(t),sanlt), tE L, i=1,2,...,n,

puede ser considerado como una inclusién diferencial (2.1) definiendo

Fe):= ] [f'(@).d'@)], z€X,

1<i<n

y entendiendo a la solucién z(-) como un vector de funciones componen-
tes 1(+), z1(+), ..., xn(+).

(c) Gran impetu experimenté la teoria de inclusiones diferenciales gra-
cias al desarrollo de la teoria de controles; un cuerpo sistemético de
conceptos y resultados que giran en torno a una ecuacién diferencial de
la forma

2(t) = fz(t),ult)), u(t) € U, t € I, (2.3)

donde u(t) es un pardmetro de control ejercitado dentro del conjunto
restriccién U C Y para lograr un objetivo de naturaleza posicional u
optimal. Los sistemas de control poseen una identificacién natural con
su inclusién diferencial asociada a través de la multifuncién

F(z) ={f(z,u) :ueU}, zeX.

De esta forma, las soluciones de (2.3) son soluciones de la inclusién dife-
rencial (2.1), en donde las funciones de control u(-) no figuran explicita-
mente. Unos de los objetivos del préximo capitulo consiste en comprobar
que, bajo ciertas condiciones estructurales sobre f y U, los conjuntos de
soluciones de (2.1) y (2.3) coinciden.

Los siguientes dos apartados giran en torno a la naturaleza de las solu-
ciones de (2.1).

(d) Un gran nimero de problemas en ingenierfa mecénica y eléctrica
pueden ser expresados a través de la ecuacién diferencial (2.2), siendo f
un campo discontinuo debido a que las leyes fisicas que los regulan son
modeladas por medio de funciones discontinuas. Un ejemplo importante
de tal situacion lo constituye los sistemas con fricciéon seca donde inter-
viene la ley de Coulomb. En el caso unidimensional, la forma general de
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tales sistemas estd dada por

i)l(t) = Jig(t),
Ea(t) = — f(@a(t) — ka1 (t) + u(t),

donde

£(2) = { @ st oz>0 (2.4)

—a, si oz <0,

modela la fuerza de friccién, kx1(t) es una fuerza elastica y u(t) es una
fuerza externa. Si z2(t) = 0, la fuerza de friccién toma un valor dentro del
intervalo [—a, ¢, lo cual coloca a las otras fuerzas en equilibrio. El valor
de la fuerza de friccién depende sélo del signo de la velocidad, ya que
siempre se opone a esta y no depende de su valor. De esta forma, si para
cada par 21,22 € X escribimos Z = (z1,22)7 y 2(t) = (z1(t),22(t))7,
entonces el sistema anterior puede identificarse por medio de la inclusion
diferencial

z(t) € F(z(t)) + G(z(t)) + U(t),
donde

N _ {—a}, si z>0,
F(2) ={0} x f(22), f(z2): =1 [~a,a], si 2z3=0,
{a}, si 29 <0,

oo-{[ 2]} vo-{[4]}

Si la fuerza de restauracion —kzq(t) y la fuerza externa u(t) son descar-
tadas del sistema, la segunda componente de la trayectoria z(t) puede
estudiarse facilmente a través de la inclusién diferencial @o(t) € f(z2(t)).
En efecto, fijemos por ejemplo o > 1. Observe que para la condicién ini-
cial 22(0) = 0 la tnica solucién es zo(t) = 0, la cual, aunque poco
interesante, es de clase C'. Pero si consideramos x2(0) = 1, la tnica
solucién en [0, 2] estd dada por

[ 1-at, si t€]0,1/a],
z2(t) = { 0, si te(l/e,2], (2:5)
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la cual no es de clase C'. Sin embargo, observe que en este caso el tinico
punto ¢ € [0,2] donde #(t) no existe es t = 0.

(e) El ejemplo anterior ilustra una situacién en la que un problema de
Cauchy para una inclusién diferencial puede carecer de soluciones en
el sentido usual. Mas aun, para el tipo de solucién encontrada pueden
existir valores en su intervalo de definicién donde la derivada de dicha
solucién no exista. Esta observacién motiva a considerar el problema de
existencia de soluciones de (2.1) dentro de una clase mas amplia de fun-
ciones. Por supuesto, los resultados obtenidos dentro de esta clase deben
ser compatibles con aquellos disponibles en la teoria de soluciones para
(2.2) cuando f es continua. En particular, cuando F' = f cualquier pro-
blema de Cauchy para (2.1) debe poseer soluciones, las mismas deben
ser de clase C', y la familia constituida por tales soluciones debe ser
compacta dentro de su correspondiente espacio de funciones. Una alter-
nativa que garantiza la satisfaccién de los requisitos anteriores es la de
considerar la reqularizacion de f. Especificamente, dicha regularizacién
estd definida como la multifucién SS més pequena para la cual f es una
seleccion. Es decir,

F(z):= (@ f(B(x,¢)), z € X. (2.6)
e>0

Si f es localmente acotada (no necesariamente continua), la multifuncién
F' satisface:

(i) f(x) € F(x), para todo x € X.

(i) Cualquier solucién de (2.2) es solucién de (2.1).
(iit) F es SS y admite valores compactos y convexos.
(iv) Si f es continua en x, entonces F(x) = {f(z)}.

Bajo el contexto definido por la multifuncién (2.6), diremos que una
funcién x(-) es una solucion de Filippov para (2.2) si z(-) es una solucién
para la inclusién diferencial correspondiente. Por ejemplo, la solucion
(2.5) resulta ser una solucién de Filippov para (2.2) cuando f estd dada
por (2.4) (ver el siguiente ejercicio).

EJERCICIO 2.2.1. Sean f: X — X localmente acotada y F': X —
P(X) definida por (2.6). Demuestre que:
(a) F es SS y admite valores compactos y convexos.
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(b) Si f es continua en z, entonces F(x) = {f(x)}.
(c) Si f estd dada por (2.4), entonces

{—a}, si z2>0,
F(z) =< [~a,a], si z2=0,
{a}, si z<0.

2.3. Funciones absolutamente continuas

Esta pequena seccién abre un espacio para introducir la clase adecuada
de funciones a la cual pertenecen las soluciones del problema (2.1) ba-
jo un esquema natural de hipétesis estructurales asociadas a F' (ver la
siguiente seccién). De acuerdo a Hawkins en [20], este tipo de funcién
llamo la atencién de Axel Harnack (1851-1888) alrededor de 1880, asf co-
mo también la de otros matematicos a finales del siglo dieciocho. Sin em-
bargo, su nombre fue propuesto en 1905 por Giuseppe Vitali (1875-1932)
[41].

Una funcién z : [a,b] — X se dice absolutamente continua, la cual en
circunstancias abreviaremos como a.c., si dado € > 0 existe un § > 0
tal que, para cualquier coleccién numerable de subintervalos disjuntos
[k, Bx] de [a,b] con la propiedad

> (B —ax) <4,

keN

se tiene

S Jla(8e) — alan)ll < =

keN
De su definicion resulta claro que cualquier funcién absolutamente con-
tinua z(-) es uniformemente continua y acotada, pero la afirmacién
reciproca es falsa (ver el comentario sobre el contraejemplo en el préximo
parrafo). Ademds, cualquier funcién Lipschitz es absolutamente conti-
nua. Las funciones absolutamente continuas poseen derivada finita en
casi todas partes (ver por ejemplo [21, 31]). Més ain, la funcién @(-) es
una funcién integrable segin Lebesgue y x(+) satisface el siguiente Teore-
ma Fundamental del Célculo, conocido como formula de Newton-Leibniz
[31]:

z(t) — z(s) = / #(r)dr, para cada par s,t € [a,b]. (2.7)
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Por lo tanto, cualquier funcién absolutamente continua puede ser repre-
sentada a través de la expresion

z(t) = z(a) +/ z(r)dr, para todo t € [a,b]. (2.8)

La férmula anterior no necesita satisfacerse para ciertas funciones conti-
nuas que poseen derivada finita excepto en un conjunto de medida cero.
En efecto, el conjunto excepcional donde la derivada podria no existir
no posee ninguna influencia sobre la integral en el lado derecho de (2.8)
dado que el mismo posee medida cero. Sin embargo, la conducta de @(-)
(por ende la de z(-)) en tal conjunto de medida cero si puede tener im-
pacto en el lado izquierdo de (2.8), ya que al no ocurrir esto ultimo, la
funcién z(-) enviarfa subconjuntos de [a,b] de medida cero en subcon-
juntos de X de medida cero. La celebrada funcién de Cantor-Vitali, o
escalera del Diablo, es un contraejemplo para la dltima afirmacién (ver
[38, 41]). Las observaciones anteriores hacen plausible la siguiente carac-
terizacién cuya prueba puede consultarse en [31, 21]. Observe que (2.7)
es consecuencia directa de la misma caracterizacion.

Teorema 2.3.1. Una funcion continua f es la integral de su derivada
si y solamente si f es absolutamente continua. D

Denotaremos por AC([a, b], X) al espacio de todas las funciones absolu-
tamente continuas x : [a,b] — X dotado con la norma

b
()l ac = llz(a) +/ [ (t)]| dt.

2.3.1. Desigualdad de Gronwall

Al igual que en la teoria de las ecuaciones diferenciales ordinarias, el
siguiente resultado provee una herramienta muy 1til a la hora de estimar
el crecimiento de las soluciones de (2.1) en funcién de sus condiciones
iniciales. La prueba del mismo que presentamos a continuacién sigue las
lineas de la referencia [12].

Proposicién 2.3.1. Sea x : [a,b] — X una funcién a.c. la cual satisface

[ < aflz(@)]| + B(t), para casi todo t € [a, b],
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siendo o > 0 y 5(+) € Li([a,b],R). Entonces, para todo t € [a,b] se tiene

t
lz(t) — 2(a)|| < (e~ = 1) |lz(a)| +/ ) B(s) ds.
Si B(+) es constante y o > 0, la desigualdad anterior se simplifica a

lz(t) = 2(a)ll < (X~ = 1)(Jlz(a)l| + B/«).

Demostracién. Sea r(t) := ||z(t) — xz(a)||. Por ser r(-) una composicién
de una funcién Lipschitz y una funcién absolutamente continua, r(-)
resulta a.c. Sea por lo tanto t € [a,b] fuera del conjunto excepcional de
medida cero donde 7(¢) y #(t) no existen. Si x(t) # x(a), entonces

(@(t), z(t) — x(a))
lx(t) — z(a)l|
Si z(t) = x(a), entonces 7(t) = 0 ya que r(+) alcanza su minimo en ¢. De

esta forma, gracias a la desigualdad de Schwarz para casi todo ¢ € [a, ]
se tiene

#(t) =

() <[lE@)] < ez + B(t)
< allz(t) = z(a)l] + az(a)l| + B(t)
= ar(t) + allz(a)] + B(1),

de lo cual
#(t) — ar(t) < aflz(a)l + B().

Al multiplicar la desigualdad anterior por el factor integrante e~ obser-

vamos que la expresién del lado izquierdo de la desigualdad resultante

es %(r(t)e*“t). Por lo tanto, al integrar a ambos lados se tiene

t
r(t)e” —r(a)e”* = / %(r(s)e‘as) ds

t
a

t
Soz||x(a)”/ e_asds+/ e “B(s)ds

t
= |lz(a)]| (e — e~0t) + / =9 3(s) ds.



Curso Introductorio Sobre Inclusiones Diferenciales 53

En vista de que 7(a) = 0, multiplicando la desigualdad anterior por e®

obtenemos
t
r(t) < (49 — 1) a(a)| + / =) (s) ds.

Si B(-) es constante, entonces fj et=5)3(s) ds = g(ea(t*a) —1). Sustitu-
yendo este resultado en la tltima desigualdad, se obtiene la estimacién
final del enunciado. O

Concluimos esta seccién con una lista de quehaceres para el lector.

EJERCICIO 2.3.1. Verifique los siguientes hechos:
(a) Si z(-) € AC([a,b], X), entonces z(-) es uniformemente continua y
acotada en [a, b].
(b) Si x(+) es Lipschitz en [a, b], entonces z(-) € AC([a,b], X).
(c) Siz(:) e y(-) pertenecen a AC([a,b], X) y ¢ € R, entonces las funcio-
nes cz(-), [|[z(+)|| v z(-) £ y(-) son absolutamente continuas sobre [a, b].
(d) Sean z(-) € AC([a,b],R) y f(-) € AC([c,d], X), con z([a,b]) C [c,d].
(i) Si f es Lipschitz, entonces f(z(-)) € AC([a,b], X).
(79) Si z(-) es monétona en [a,b], entonces f(z(:)) € AC([a,b], X).
(e) El espacio AC([a,b], X) es un espacio de Banach con la norma

b
()l ac = Hw(a)lH/ ()] dt.

(Sugerencia: Establezca un isomorfismo isométrico entre AC([a, b], X)
y X X Ll([a7b]?X))

(f) Si z(t) := v/t para t € [a,b], con a > 0, entonces z(-) € AC([a,b],R)
(g) Si x(t) :=t* para t € [0, 1], con a > 0, entonces z(-) € AC([0, 1], R)

2.4. Existencia de soluciones y sus propiedades

El estudio sobre la existencia de soluciones para una inclusién diferencial
generalmente es abordado considerando combinaciones de hipdtesis de
dos naturalezas:

(a) Regularidad de la multifuncién F' que define a (2.1).
(b) Caracteristicas topolégicas y/o geométricas que satisfacen las image-
nes de F.



54 Vinicio R. Rios

Por supuesto, el diseno de tales hipdtesis no proviene de una mera ge-
neralizacién de las propiedades satisfechas por los elementos que confor-
man la data del problema (2.2), sino mas bien de un balance existente
entre los indicios proporcionados por los resultados mas emblematicos
de la teoria que giran en torno a (2.2) y las estructuras de los modelos
multivaluados provistos en las aplicaciones. En tal sentido, es de espe-
rarse que la obtencién de resultados importantes bajo las hipétesis mas
generales de las categorfas (a) y (b) constituya una tarea muy ardua y
hasta impractica, en virtud de los objetivos perseguidos en esta mono-
graffa. Por otro lado, la seleccién de las hipdtesis méas fuertes en (a) y
(b) permitirian establecer resultados de una manera muy directa, pero
con un espectro de aplicaciones bastante reducido. De esta manera, el
operar con hipétesis de niveles intermedios en (a) y (b) luce como una
opcion razonable al momento de establecer resultados interesantes con
un buen rango de aplicaciones.

Con base a las observaciones anteriores, se propone el siguiente esquema
de trabajo sobre el problema de existencia de soluciones para el para-
digma (2.1). En efecto, sea F': X — P(X).

Caso 1. F satisface la propiedad Lipschitz. En este caso asumiremos
imagenes cerradas y convexas para F'.

Caso 2. F' es semicontinua superiormente. Adicionalmente, F' admite
imagenes cerradas y convexas.

Caso 3. F' es semicontinua inferiormente. Ademads, F' posee imagenes
cerradas y convexas.

Caso 4. I es disipativa maximal.

Los siguientes conceptos, a los cuales haremos referencia con frecuencia,
son de gran utilidad dentro del esquema de trabajo anterior. Con ellos
concluimos esta antesala. Sea I = [0,1]. Para cada zp € X, denotamos
por S(F,zg) al conjunto de soluciones para (2.1) con condicion inicial
xo. Es decir,

S(F,xzg) :={z(-) € AC(I,X) : z(-) satisface (2.1) y (0) = zo}. (2.9)
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Si C' C X, definimos

S(F,C):= | S(F ), (2.10)

zo€eC

y en el caso particular en que C' = X, escribiremos S(F') en vez de
S(F, X).

Intimamente relacionado a la interpretacién cualitativa de S (F,xq) se
considera al conjunto alcanzable de F desde xy en el tiempo t € I,
definido por

Rp(t,xg) :={x(t) : z(-) € S(F,x0)}. (2.11)

2.4.1. La propiedad de crecimiento lineal

Adicionalmente a las hipétesis mencionadas anteriormente, se acostum-
bra a dotar la multifuncién F' con la siguiente propiedad de crecimiento
lineal: existe constante a > 0 tal que

sup{|lv]| : v € F(x)} < a(||z|| + 1), para cada z € X. (2.12)

El rol que posee (2.12) en la teoria de inclusiones diferenciales es similar
al desempeniado por la misma propiedad a la hora de estimar cotas
para las soluciones de ecuaciones diferenciales ordinarias. Sin embargo,
existen ocasiones donde la manipulaciéon de los elementos que definen la
data de (2.1) requiere de cierto tecnicismo y la estructura que define a
(2.12) le imprime un incremento al mismo. Por lo tanto, con la finalidad
de relajar tales manipulaciones técnicas y poder hacer mejor uso de
las herramientas criticas desarrolladas en el Capitulo 1, veremos que
es posible asumir, sin pérdida de generalidad, que la multifuncién F
sobre la cual se realiza el estudio de existencia de soluciones para (2.1),
satisface la siguiente propiedad de acotacion uniforme:

sup{||v|| : v € F(z)} < 1. (2.13)

En efecto, comencemos recordando una de las ventajas que posee (2.1)
como sistema dindmico auténomo. Supongamos inicialmente que el domi-
nio de las soluciones de (2.1) es un intervalo de la forma [a, b]. Entonces
este intervalo puede reemplazarse por el intervalo I = [0, 1]. Para en-
tender esto, supongamos que z(-) es una solucién de (2.1) sobre [a, b].
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Entonces, definiendo y(t) := z((b — a)t + a) para t € [0, 1], se tiene que
y(-) € AC([0,1], X) y ademds

§(t) = (b= a)i((b— a)t +a) € (b — ) F(a((b - a)t + a)) =: F(y(1)),

para casi todo t € [0, 1]. Reciprocamente y bajo el mismo argumento, si
y(-) es solucién de (2.1) sobre I, con F' en el rol de F, entonces z(t) :=
y(3% (t — a)) resulta una solucién para (2.1) sobre [a, b]. Es claro que la

multifuncién F preserva cualquier hipotesis tanto de regularidad como
topoldgica y/o geométrica que F' pueda satisfacer.

Ahora consideremos la reduccién de la condicién (2.12) a la condicién
(2.13). Sea x(-) una solucién de (2.1) que satisface la condicién inicial
z(0) = zo. En vista de que @(t) € F(z(t)) en casi todas partes de
I, la propiedad (2.12) implica ||2(¢)]| < a(||lx(¢)|| + 1). Aplicando la
desigualdad de Gronwall (Proposicién 2.3.1) obtenemos para cada t € T

[z@)] < [lz(t) = z(0)[| + [[=(0)]]
< (e = D([[z0)[] + 1) + [[=(0)]]
< e ([lzO)] +1).

Si M :=e*(||z(0)]] + 1) + 1, entonces |lx(t)|| < M — 1, para todo t € I.
Definamos G(z) := -1 F(z), para € B(0,M — 1). Es claro que G
hereda todas las propiedades de F' sobre B(0, M — 1) y en particular si
v € G(z), entonces ||v]| = L |lw|| para algin w € F(x). Asi,

1 1
loll < —a(lel +1) < ——aM = 1.

De esta forma, la multifuncién G satisface (2.13). Con un razonamiento
similar al utilizado en el parrafo posterior a (2.13), se verifica que las
multifunciones F' y G generan las mismas soluciones para la inclusién
diferencial (2.1). Con base a lo anterior, es posible ahondar la discusién
sobre las soluciones de (2.1) en el intervalo I = [0, 1] y bajo la condicién
de acotabilidad uniforme (2.13) cada vez que F satisfaga la condicién
(2.12).

2.4.2. Caso 1: I' es Lipschitz

A lo largo de este apartado asumiremos que F' : X — P(X) satisface las
siguientes propiedades:



Curso Introductorio Sobre Inclusiones Diferenciales 57

(a) F' es Lipschitz de rango £ > 0.
(b) F(z) es cerrado y convexo para todo =z € X.

Comencemos con el siguiente Lema técnico.

Lema 2.4.1. Supongamos que las sucesiones z;(-) e y;(-) convergen en
Li(1,X) alas funciones xo(-) e yo(+), respectivamente. Adicionalmente,
sean wi(t) = Tp(, () (%i(t)) — ¥i(t) y b(-) € L1(I,R) tal que [Jw;(t)[| <
b(t), parat € [0,1], coni=1,2,... Entonces, la sucesion w;(-) converge
a la funcion wo(-) = Tp(z(.))(%o())) — yo(-) en la norma de Li(I, X).

Demostracién. Supongamos que la conclusién del lema no se cumple.
Entonces, existen subsucesiones z;, (-) € y;, () y un nimero ¢ > 0 tales
que [lw;, () —wo(+)||,, > €, para todo k € N. Sin pérdida de generalidad
podemos suponer que las sucesiones z;, (-) e y;, (-) convergen casi en
todas partes. El mapa (z,y) — mp(,)(y) es continuo, segiin Ejercicio
1.5.1. Por lo tanto, wj, (-) converge a wp(-) casi en todas partes. Ya que
|lwi(t)]| < b(t), el Teorema de la convergencia dominada de Lebesgue
(ver pdgina 123 de [6], o pagina 44 de [7]) implica [lw;, (-) — wo()[[, — 0
cuando k — 00, lo cual es una contradiccién. O

Ahora procedemos a establecer uno de los resultados méas importantes
dentro del estudio de la inclusiones diferenciales. Dicho resultado permite
interpretar la proyeccion del espacio de funciones absolutamente conti-
nuas sobre el conjunto de soluciones de (2.1). Su version original, debida
a Filippov en [18], hace énfasis en los estimados para la distancia entre
elementos de una cierta familia de funciones absolutamente continuas
y las soluciones de (2.1). La versién proporcionada a continuacién ha
sido tomada de [37]. Siendo algo més elaborada que su génesis, nuestra
prueba muestra los aspectos intrincados de las estimaciones realizadas
en [18] y por lo tanto es algo extensa.

Teorema 2.4.1. Sean 6 > 0, p(-) € L1(I,R) y F C AC(I,X). Consi-
deremos una funcion ro : X — 'Y continua tal que ||ro(z) — x|| < 9, para
todo x € X. Asumamos que cada z(-) € F satisface

d(z(t), F(z(t))) < p(t), para casi todo t € I.

Entonces, existe una funcionr : F — S(F), la cual satisface las siguien-
tes propiedades:
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(i) r(-) es continua en la norma del espacio AC(I,X).
(7)) r(x(-))(0) = ro(x(0)), para toda x(-) € F.
Em) Sixz(-) e FNS(F) yro(x(0)) = x(0), entonces r(x(-)) = x(-).

i) Si definimos
t
/ e“=9) p(s) ds
0

entonces se satisfacen las siguientes desigualdades:

C(t) := dert +

)

|z(t) —r(z(-)@®) <C(1), t e, (2.14)
(1) — %r(x( ))(t)H < LC(E) +p(t), te (2.15)

Demostraciéon. Comencemos definiendo w : AC(I,X) — Li(I,X) a
través de

w(@(-))(t) == Tp@e)(E(t), t € 1.
Veamos que en efecto tal aplicacion estd bien definida. Para ello notemos
que

Jw(z() @) < | + lwlz()) (@) — (@)
= 2@ + d((t), F(2(1))). (2.16)
Ademss, F es Lipschitz con rango L y asi
F(x(0)) C F(x(t)) + B(0, L ||2(t) — 2(0)]))-
Invocando por lo tanto la parte (a) del Ejercicio 1.2.1, se tiene
d(0, F(z(t))) < d(0, F(x(0))) + L ||=(t) — z(0)]] -
Por otro lado, la parte (b) del mismo Ejercicio 1.2.1 garantiza que

d(&(t), F(x(t))) = d(0, F(z(t))) < [l2(0)]] -

De esta forma, al regresar a (2.16) y utilizar los estimados anteriores
podemos escribir

[w(z(-) @I < [l&@)] + (@), F(z(t)))
< 2[lz@)] + d(0, F(2(2)))
< 2[lz@) + d(0, F(2(0))) + Llx(t) — z(0)]| .
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Ya que los tres sumandos en el lado derecho del la estimacién anterior
son integrables, se tiene que w(-) € Li(I,X). Por lo tanto, es posible
definir los operadores

J(2(-))(t) := ro(x(0)) +/OtUJ(96('))(8) ds, t €1,

I(x(-))(t) := z(0) + /Ot w(z(-))(s)ds, t €.

Sea xo(-) € F. Definamos la sucesién de funciones xi(-) € AC(I,X) a
través de

21(-) = J(z0()), () = I" Mz (), k=2,3,...
De acuerdo a las definiciones de w(zo(+))(t) y del operador J tenemos

i1(t) = %J(%’O(‘)) = w(xo("))(t) = Tr@o)) (Fo(t)),

y por ende
[£1(t) — @o(t)]| = d(do(t), F'(zo(t))) < p(t). (2.17)
Al integrar esta desigualdad, la férmula de Newton-Leibniz (2.7) implica
t
[21(2) = o ()| < [l21(0) — zo(0)]] +/0 p(s)ds

t
<9 +/ p(s)ds, t € I. (2.18)

0

Una vez mas utilizando la condicién Lipschitz sobre F' y la parte (a) del
Ejercicio 1.1 es facil ver que las siguientes relaciones se satisfacen:
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Por otro lado, observemos que

d _ () — g (t), 2k () — 2p—1 (D))
% ||xk(t) - $k,1(t)|| - ||$k(t) — xkfl(t)H

< ||&k(t) — x—1(t)||, para casi todo t € I.

Usando induccién es facil verificar que z4(0) = ro(x0(0)) = z4—1(0)
para k = 2,3,... Al integrar la tdltima relacién, segin la férmula de
Newton-Leibniz (2.7) obtenemos

t
Jo(®) = 2110 = n(0) =211 O)] + [ ) = aua (o) s

- /0 d% lzk(s) — zr—1(s)| ds

gA|umw—¢kawnw. (2.20)

Integrando (2.19) y haciendo uso de (2.20) resulta

'A|mmxw—¢u@uw (2.21)

< '/Otﬁ |2k (s) — zr—1(s)| ds

A£4Wm@—mm@mmw

A continuacién verificaremos que para k > 0 la siguiente desigualdad se
satisface:

<

(2.22)

k t _ o))k
|mmxw—m@m§aﬁ?-4Aﬁ£@Hleww.

En efecto, establezcamos dicha desigualdad por induccién. El caso &k =0
ya fue comprobado en (2.18). Supongamos que el resultado es cierto
para k — 1 con k > 1. Primero colocamos k + 1 en vez de k en (2.20)
y conectamos la desigualdad resultante con (2.21), para asi aplicar la
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hipétesis inductiva y obtener

k41 (t) — 2 (B)]| < /0 L||zr(s) — zp—1(s)| ds
(LR (s — g)H

<\ e (ot | [ o) o
bd ([ (Ls) *(L(s —q)*

| ()

PICOIN /Ot ('C(t,; 8))kp(s) ds

k!
lo cual completa la induccién. En virtud de (2.19) y (2.22) obtenemos
el siguiente estimado:

. . (Lt)h1
o (6) = 2u(0)] < L5
O
L —_— ds| . 2.23
o | [ et ds (223)
Si s,t €I, entonces t*~1 <1y (t —s)*"! < 1. Ademas, recordemos que
52 Sh—1 Sk
1 D 4 Z <er >0, 2.24
+at o+ +(k_1)+k,_ L 2>0 (2.24)

Incluyendo estas cotas en (2.23), integrando y usando (2.24), podemos
escribir

/me — )| dt</£(5 )

)

(L£(t—3s))
+/£/— s)ds|dt
o Pl o )

2 k—2 1

< Eéﬁi/ gt
kE—1(k—2)!
£2 £k2

+l£ N //]p )| dsdt
L% r E oL

<

< Bt b e o0l
L2eL

=270+ eOz,)-
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De las ultimas desigualdades se deduce que la sucesién &g (-) es de Cauchy
en Lq(I,X). Por lo tanto, dicha sucesién converge a una funcién vg(-) €
Li(I,X). Mas atn, (2.23) garantiza que (t) converge a vy casi en todas
partes. Ahora definamos

t
r(zo(+))(t) := ro(x0(0)) —|—/ vo(s)ds, t € 1. (2.25)
0
Si sumamos las desigualdades dadas en (2.22) tenemos

k() — 2o < flzr(t) — 2ea (D) + - + [[21() — 2o (D)

= 5E§t_)k1)t + /O t%p(s) ds

+ "+6+/0P(S)ds

- 5:1 ot :1 [ e
t

< §ett 4 /0 L= (5) dis

= ((t).

Utilizando (2.17) y (2.23), y procediendo de manera andloga como en la
desigualdad anterior, se obtiene

& (t) — o(D)]| < LE(E) + p(1).

Tomando limite en las desigualdades

[zo(t) = r(zo() < llzo(t) = zx()I + [l () = r(zo(-)]
< () + ok (t) = r(zo ()l

dt dt

i1(0) ~ ()00

o(t) - ir<x0<->><t>H < léo(t) — ax(t)] +

(1) — Lr(ao())(1)

<L)+ plt) + Z

)
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y observando que segtn (2.25) se tiene %r(xo(-))(t) = vp(t), obtenemos
las desigualdades (2.14) y (2.15). Ademas, si zo(-) € F NS(F) entonces
#(t) € F(z(t)) y asi w(zo(:))(t) = &(t). De esta forma, si ro(xg(0)) =
20(0) la férmula de Newton-Leibniz conlleva a

M@ZJWN»@ZxWD+Ai@M$=%@-

Inductivamente se tiene que x4 () = I*"1(z1(-)) = xo(-). Por lo tanto,
(2.25) implica 7(zo(-)) = xo(-) y en particular, r(zo(-))(0) = zo(0) =
ro(z0(0)).

Veamos que la composicién I¥o.J es continua con la norma de AC(I, X).
En efecto, sea y;(-) € F tal que y;(-) converge a y(-) € F. Como tarea
para el lector, proponemos verificar que y;(-) converge a y(-) uniforme-
mente y en particular en Lq (I, X). Por otro lado, sea w;(t) := w(y;(-))(t),
siendo w(y;(-)) definida al comienzo de la prueba de este Teorema. Al
igual que antes, se verifica que

@i = N9 < d(gi(@t), F(yi(t)) < p(t)

y p(+) € L1(I, X). Aplicando el Lema 2.4.1 se tiene que w;(+) := w;(-) —
yi(+) converge a w(-) := w(y(-)) — y(-) en L1(I, X) y por ende, w(yi(-))
converge a w(y(-)) en Li(I, X). De esta forma, la continuidad de r(-)
nos garantiza que

mmw+4%wwme%mww+4%mwmmweL

Observe que los mapas s — 7o(y;(0)) + fo r)dr definen una
sucesion de fun010nes contlnuas sobre I que converge uniformemente
a s — 1o(y(0)) + fo dr Ya que 1 posee medida finita, la
sucesién de fun010nes S »—> ro yZ ) + fo r)dr resulta conver-
gente en Ll(I X) y su hmlte en dlChO espaao es claramente el mapa
s+ 1o(y(0)) + fo r)dr. Mas atn, notando que

w@W@z%AwwM@%

resulta inmediato que la convergencia discutida anteriormente también
se verifica con la norma de AC(I, X).
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En virtud del argumento anterior, el mapa J resulta continuo con la
norma de AC(I, X). De manera andloga se verifica que el operador I es
continuo con la misma norma. Por lo tanto, la composicién I¥o.J resulta
continua con la norma de AC(I, X), para cada k € N. Recordando que
zp(-) = (I* 1o J)(zo(-)), utilizando la férmula de Newton-Leibniz, y
tomando limite, vemos que para cada zo(-) € F

lim (1" o J)(zo(-)) = Jim 20 ()

k—ro0
)
= lim xk+1(0)+/ Trt1(8)ds
k—oo 0

)
= ro(xo(+)) +/0 vo(s) ds
~ o).

Por lo tanto, el mapa r(-) resulta ser un limite uniforme de una sucesién
de mapas continuos sobre AC(I, X) y asi necesariamente es continuo
sobre AC(I, X). Para finalizar, tomemos una subsucesién wy,(-) tal que
g, (-) converja casi en todas partes a vg(-). Entonces,

r(z0()) = Jim ap, ()

Segun (2.20) y la convergencia de @ (-) en Li(I,X), se concluye que
x(+) es uniformemente de Cauchy en I. Aplicando el Ejercicio 1.4.6 en
su parte (c) y la desigualdad (2.19) tenemos

d(vo(t), F(r(zo(t)))) = lim d(iy, (1), F(zy,(t)))

k—o0
S khjroloﬁ [z, (8) = 2,0 (D]

=0,

es decir, r(2o(t)) = vo(t) € F(r(20(t))), lo cual significa que r(zo(-)) €
S(F). Con esto concluye la prueba del Teorema. O

EJERCICIO 2.4.1. Demuestre que si la sucesién y;(-) € AC(I,X)
converge a alguna funcién y(-) € AC(I, X), entonces y;(-) converge uni-
formemente a y(-) sobre I.
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El objetivo principal de la aplicacién del Teorema anterior esta rela-
cionado con la construccién de una familia de soluciones de (2.1) con
ciertas propiedades especificas. Para lograr esto, primero se construye
una familia F de funciones que esten suficientemente cercas de S(F) y
que posean las propiedades deseadas. Luego, se debe proyectar la familia
F sobre S(F') con la ayuda del Teorema 2.4.1. A partir de las desigual-
dades (2.14) y (2.15) se concluye que los conjuntos F y S(F') estdn
suficientemente cerca el uno del otro. Tales estimados junto a la conti-
nuidad de r(-) permiten concluir que 7(F) es el conjunto de soluciones
con las propiedades buscadas.

A continuacién presentamos algunas implicaciones importantes del Teo-
rema 2.4.1. La primera de ellas establece la existencia de soluciones de
(2.1).

Teorema 2.4.2. (Ezistencia de soluciones) Para cada xo € X la inclu-
sion diferencial (2.1) posee alguna solucion x(-), la cual satisface x(0) =
xXo.

Demostracién. Sea xzy € X, escojamos F = {0} y definamos ro(z) :=
xo+x, para todo € X. Si tomamos p(t) := d(0, F'(0)) para todo t € I,
segin el Teorema 2.4.1 existe una funcién r : F — S(F) la cual, entre
otras propiedades, satisface 7(y(-))(0) = ro(y(0)) para todo y(-) € F.
Ya que el tnico elemento de F es la funcién y(t) := 0, se tiene que
z(-) == r(y(-)) € S(F) y ademas z(0) = r(y(-))(0) = r9(0) = o, es
decir, z(-) es una solucién para (2.1) que satisface z(0) = zo. Més atn,
si xg # 0 tomando ¢ = ||zg|| > 0 segin (2.14) se tiene

t
nmwnsmmw“+méeﬂhﬂaapm»@,teL

Cuando zg = 0, basta tomar cualquier § > 0 para obtener

lz(t)[| < 6e " + ,tel,

/ " LE-93(0. F(0)) ds

0

de lo cual haciendo § — 0 obtenemos el estimado

J#(6)] < 5(e ~ (0, F(0)), t € T
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Otra interesante aplicacién del Teorema 2.4.1 es el siguiente resultado,
el cual establece una importante propiedad topoldgica del conjunto solu-
cién de (2.1).

Corolario 2.4.1. Para cada z9 € X el conjunto S(F,xy) es arco-
conezo.

Demostraciéon. Sean xo(:),z1(-) € S(F,xo) y consideremos la familia
F={x(:) e AC(I,X) :z(-) = (1 = Nxo(-) + A\x1(-), A € I}. Ya que F
es Lipschitz de rango L se tiene

Fao(t) € F((L - Nao(t) + Aa1()) + B0, LA [|e1 () - o(0)]). (2:26)

Ademds, la funcién distancia es Lipschitz de rango 1y @ (t) € F(zo(t)).
Asi,

d((1 = N)ao(t) + A1 (t), F(wo(t)))
< d(2o(t), Fzo(t))) + |(1 = A)zo(t) + Az1(t) — 2o(?)]]
= d(io (1), F(z0(t))) + Al|21(t) — 2o(t)]|
< d(2o(t), Fzo(t))) + [|[21(8) — 2o(t)]|
= [[21() — 2o (?)]] (2.27)

d((1 = N)io(t) + Ad1(t), F((1 = A)ao(t) + Az1(t)))
< d((1 = N)ao(t) + Az1 (), F(xo(t)) + LA [lz1(t) — zo(t) ||
< d((1 = Nao(t) + Az (), F(xo(t)) + Llw1(t) — o). (2.28)

Concatenando (2.27) y (2.28) obtenemos

d((1 = N)io(t) + Ady(t), F((1 = MNzo(t) + Az1(2)))
< |l21(8) = 2o(O)]] + L l|lz1(t) — zo(®)]] -

Sea p(t) := ||Z1(t) — Zo(t)|| + L||z1(t) — zo(t)||- Resulta claro que p(-) €
Li(I,R). Escojamos ro(x) := x y tomemos cualquier § > 0. De acuerdo
al Teorema 2.4.1 existe una funcién continua r : F — S(F, xg) que segin
la parte (c) del mismo resultado satisface r(zo(-)) = xo(-) y r(z1(+)) =
z1(+). Definamos ¢(A) := r((1—A)zo(-) +Az1(-)) para A € I. Claramente
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¢(-) es continua y por definicién ¢(A) € S(F,zg) para todo A € I,
?(0) = xo(+) vy #(1) = z1(+), con lo cual se verifica el enunciado. O

El siguiente resultado es importante dentro del estudio de la sensitividad
que presentan las soluciones de (2.1) con respecto a sus condiciones ini-
ciales. Su mision es traer a la luz la dependencia tipo Lipschitz que
poseen las trayectorias del sistema (2.1) con respecto a sus puntos de
origen en el sentido provisto por la norma en AC(I, X). Un estimado si-
milar se deduce facilmente para la norma del supremo, asi como también
el comportamiento Lipschitz de la multifuncién Rp(t,-) con respecto a
la norma euclidiana (ver Ejercicio 2.4.2 y comparar con el resultado en

[12]).

Corolario 2.4.2. (Dependencia de condiciones iniciales) La aplicacion
S(F,:): X - P(AC(I, X)) es una multifuncion Lipschitz.

Demostracién. Sean x1,z2 € X y z1(-) € S(F, z1). Apliquemos el Teore-
ma 2.4.1 a la familia F := {x1(-)}, a las funciones ro(z) := = + z2 — 21,
p(t) :=0y ad=|x; — x| para obtener zo(-) € S(F,xz2) tal que

la1(t) = d2(0)]| < [lor — wof| Le©.

Por lo tanto, usando la definicién de la norma en AC(I, X) tenemos

1
[21(-) = 22()[| a4c = |1(0) — 22(0)|| + /0 [21(t) — 22(t)|| dt
< ||z1 — @2|| + |21 — 22| Le*
= (1+ Le5) ||z1 — z2]|

lo cual se traduce en una condicién Lipschitz para S(F,-) de rango 1 +
Le~. O

Cerramos esta seccién con otro resultado sobre el conjunto alcanzable
(2.11), el cual expresa que si una solucién z(-) de (2.1) alcanza la frontera
de Rp(T, xy) en tiempo T, entonces el recorrido previo de tal trayectoria
posee la misma propiedad.

Corolario 2.4.3. Sea 0 < T < 1. Si a* € ORp(T, xg), con x* = x(T)
para alguna z(-) € S(F,xq), entonces x(t) € ORp(t,x0) para todo 0 <
t<T.



68 Vinicio R. Rios

Demostracién. Supongamos que 0 < ¢t < T y € > 0 son tales que
B(xz(t),e) € Rp(t,zp). Debe entonces existir y ¢ Rp(T,xq) tal que
ly — 2*|| < ee £ (en caso contrario se podria construir una sucesién
de puntos y; ¢ Rp(T,xo) tales que y; — x* con ||y; — 2*|| > ee £t
de lo cual € = 0). Sea F := {z(-)} y ro(z) := © — 2" + y. El hecho de
que d(z(s), F(z(s))) = 0 nos motiva a escoger p(s) := 0. Si tomamos
0<d<e*|y—a*y aplicamos el Teorema 2.4.1, vemos que existe
una funcién continua r : F — S(F) tal que y(-) := r(x(:)) € S(F), con
la propiedad de que y(0) = r(z(-))(0) = ro(x(0)) = g — x* +y. Por otro
lado, segun (2.14) se tiene (al ser t < T')

ly(t) —2(t)l| < 5e=F
<A Jly — |

<e.

De esta forma y(t) € B(x(t),e) y asi y(t) € Rp(t,z9). En particular,
y(0) = zp. Ya que por la definicién de ry(-) también se tiene que y(0) =
ro(x(0)) = zy — z* + y, entonces z* = y, es decir, ro(z) = x, para
todo x € X. Por lo tanto, la condicién (i) del Teorema 2.4.1 implica
y(T) = r(z(T)) = 2(T) = 2* =y, de lo cual y € Rp(T,xp) y esto es
una contradiccion. O

EJERCICIO 2.4.2. Demuestre que la multifuncién S(F),-) es Lipschitz
con respecto a la norma del supremo. En particular, la multifuncion
Rp(t,-) es Lipschitz, para cada t € I.

2.4.3. Caso 2: I' es semicontinua superiormente

Siguiendo con nuestra planificacion, en esta parte consideramos la inclu-
sién diferencial (2.1) cuando su multifuncién F' satisface las siguientes
hipdtesis:

(a) F es SS.

(b) F admite imagenes cerradas y convexas.
(c) F' cumple con la propiedad de acotacién uniforme (2.13).

La estrategia que presentamos para establecer la existencia de soluciones
en el contexto de las hipdtesis anteriores esta basada en la aproximacion
de F' por medio de multifunciones Lipschitz Fy, k = 1,2, ..., para luego
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aplicar el Teorema 2.4.1 a las inclusiones diferenciales asociadas a las
multifunciones Fj. Como consecuencia se obtiene que los conjuntos de
soluciones S(F}) aproximan en cierto sentido a S(F).

Comencemos estableciendo dos Lemas preliminares.

Lema 2.4.2. Sea C C X compacto y convezxo, y supongamos que v(-) €
Li(1,X) es tal que v(t) € C para casi todo t € I. Entonces,

/Olv(s)ds eC.

Demostracién. Ya que v(-) es integrable segtin Lebesgue, para cada k € N
existe una particién {I Jk};’; | del intervalo I y una funcién simple vy (-),
los cuales satisfacen las siguientes propiedades:

(i) vg(t) = v;?, site I]’?,

(i) [lo(t) — o) < 1/,

(iii)
! \y
li g A( I
/o ol kggo -

donde A(-) denota la medida de Lebesgue en R. Es claro que podemos
tomar v;-“ € C. Ya que 25:1 AL ]k) =1y C es convexo, necesariamente
se tiene

k

Z )\(I]"-“)v;-€ eC.

Jj=1

Finalmente, el hecho de ser C' cerrado implica

k
lim Y " A(If)of € C.

k—oo <
j=

O

Lema 2.4.3. Sea C C X compacto y convexo. Asumamos que la suce-
sion xi() € AC(I, X) es tal que x(t) — x(t) para todo t € I y ademds
2 (t) € C, para casi todo t € 1. Entonces, x(-) € AC(I,X) y &(t) € C,
para cast todo t € 1.
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Demostracién. Por ser C' acotado, existe una constante M > 0 tal que
|lv|]| < M, para todo v € C. Por lo tanto, ||zx(t)|| < M, parak =1,2,...
y casi todo t € I. Sity,ta € I con t; < to, la formula de Newton-Leibniz
garantiza

to
[k (t2) — @i (th)| S/ |2e()] dt < M ||ta —ta] .

t1

Tomando limite cuando k — oo en la desigualdad anterior, obtenemos
[ (t2) — x(t)|| < M [[t2 — 1],

es decir, x(+) es Lipschitz de rango M y por ende pertenece a AC(I, X)
(ver Ejercicio 2.3.1 en su parte (b)). Sea h > 0y t € I tal que ()
exista. En virtud del Lema 2.4.2 una seginda aplicacién de la férmula
de Newton-Leibniz implica

B 1 t+h
wp(t + h})L zp(t) E/ tr(s)ds € C, tel.
t

Ya que C es cerrado, tomando el limite cuando k& — oo, obtenemos

x(t+h) —x(t) cc

Siendo C' compacto, podemos pasar a una sucesion h; > 0, con h; — 0,
tal que

i(t) = lim x(t + hy) —x(t;)

e C,

y asi concluye la prueba. O

Una herramienta evocada frecuentemente dentro del estudio de las solu-
ciones de una inclusion diferencial, es el siguiente criterio clésico de com-
pacidad para subconjuntos de C'(I, X). Invitamos al lector a revisitar su
demostracién en la pagina 897 de [38].

Teorema 2.4.3. (Arzela-Ascoli) Una familia cerrada de funciones F C
C(I,X) es compacta si y solamente si, F es equicontinua y uniforme-
mente acotada.
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Estando en posicién de estudiar las caracteristicas del conjunto S(F)
para una inclusién diferencial con multifuncién SS, presentamos a con-
tinuacion varios resultados que resumen las mas importantes de las mis-
mas. Comenzamos con el resultado sobre existencia de soluciones.

Teorema 2.4.4. (Ezistencia de soluciones) Para cualquier zo € X la
inclusion diferencial (2.1) posee alguna solucion xz(-), la cual satisface
z(0) = xg.

Demostracién. Dado el conjunto de hipétesis convenido al comienzo de
esta seccidn, podemos invocar el Teorema 1.6.1 para disponer de una
sucesién de multifunciones localmente Lipschitz Fy : X — P(X) que
aproximan a F'y que ademds satisfacen F(z) C Fy(z) C B, k=1,2,...
De acuerdo al Teorema 2.4.2, existen xp(-) € S(Fk,xo). Resulta claro
que Z(t) € B, es decir, ||44(t)]| < 1 para todo k € N y para casi
todo t € I. De esta forma, al aplicar la férmula de Newton-Leibniz
resulta inmediato que xy(-) es Lipschitz de rango 1 y por ende la familia
F :={zk(-) : k € N} es equicontinua. Més auin, aplicando la desigualdad
de Gronwall al mismo estimado sobre la derivada de x(-), se obtiene
sup{||zx(t)|| : t € I} <||zo| + 1, es decir, la familia F es uniformemente
acotada. Aplicando el Teorema de Arzela-Ascoli vemos que existe una
subsucesién xy, () uniformemente convergente, digamos, a una funcién
continua z(-). Para dicha funcién z(-) se cumple
z(0) = lim x4,(0) = lim 2o = 0.
j—o0 j—o0

Miés atn, z(-) € AC(I, X) segun el Lema 2.4.3. Para culminar la prueba,
debemos mostrar que z(+) es en realidad una solucién de (2.1). En efecto,
sea to € I tal que & (o) existe y sea € > 0. El apartado (i7) del Teorema
1.6.1 garantiza la existencia de un nimero natural ko = ko(g,to) tal que

Fiy (2(t0)) € F(x(to)) + B(0,/2). (2.29)

Ahora bien, la parte (a) del Ejercicio 1.6.1 garantiza que Fy, es SS. De
esta forma, existe 6 > 0 tal que si z € B(x(to), 20), entonces

Fy, () C Fy,(z(to)) + B(0,£/2). (2.30)
Por la continuidad de z(-) existe 0 < v < § tal que

|lx(t) — z(to)|| < 0, cuandot € (tg —~,to+y)NI. (2.31)
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Adicionalmente, la convergencia uniforme de xj(-) hacia z(-) implica la
existencia de k; > kg tal que

|lzk(t) —x(t)|| <0, parak>kiyte (to—~v,to+y)NI. (2.32)

Relacionando los estimados (2.29)-(2.32) podemos ensamblar la siguiente
cadena de inclusiones

() € Fr(zk(t)) C Fry(wx(t))
C Fyy(x(to)) + B(0,¢/2)
C F(x(to)) + B(0,¢),

siempre que k > k1 y t € (tg — 7v,to +v) N I. Aplicando el Lema 2.4.3
obtenemos #(t) € F(z(tg))+B(0,¢), para casi todo t € (to—,to+7)NI.
En particular, @(tg) € F(x(t9)) + B(0,¢). Dado que el nimero € > 0 ha
sido tomado de manera arbitraria y F(z(ty)) es cerrado, concluimos que
x(tg) € F(x(to)). Esto finaliza la prueba del Teorema. O

Corolario 2.4.4. (Compacidad del conjunto solucion) Sea C C X com-
pacto. Para cada sucesion zy(-) en S(F,C) existe una subsucesion xy,(-),
la cual converge uniformemente a alguna funcion x(-) € S(F,C).

Demostraciéon. Consideremos una sucesién xi(-) en S(F,C). Ya que C
es compacto, podemos suponer sin pérdida de generalidad que x(0)
converge a algin xg € C. En vista de que #p(t) € F(xk(t)), proce-
diendo como en la prueba del Teorema anterior obtenemos que la fa-
milia constituida por los términos de la sucesién x(-) es equicontinua
y uniformemente acotada. Invocando de nuevo el Teorema de Arzela-
Ascoli podemos obtener una subsucesién zy, () uniformemente conver-
gente hacia una funcién continua z(-). Resulta claro que z(0) = z¢. El
Teorema 1.6.1 garantiza la existencia de una sucesién de multifunciones
localmente Lipschitz Fy, tales que iy, (t) € F(xy,(t)) C F;(t), casi en
todas partes t € I. A partir de este punto, el resto de la prueba procede
exactamente igual como en el teorema anterior, utilizando las sucesiones
Fy; v x1,(+). Se dejan los detalles al lector. O

Observacién 2.4.1. Si la multifuncién F' no posee necesariamente ima-
genes convexas, su conjunto solucién S(F,C) no posee en general la
propiedad de compacidad. Para ver esto, consideremos la multifuncion
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F :R — P(R) definida por F(z) := {—1,1}. Aunque F posee imagenes
compactas, es claro F'(x) no es convexo en ningun caso. Consideremos
para cada k € N la k-ésima particién de I: 0 = t) < &1 < ... < t; <

<ty <t =1, cont; = i/2% parai = 0,1,...,2%. Sea I} =
[i/2%, (i + 1)/2¥]. Definamos la sucesién de funciones

.2k ;
o —t s tell, i=1,35,...,2F-1

t—e, si tell, i=0,2,4,...,28 -2

l‘k(t)_{ Sl €k7Z ) Sy ’ ’
Resulta obvio que x(t) € {—1,1} para todo ¢t € I y es muy fécil veri-
ficar que xp(-) converge uniformemente a la funcién z(t) = 0 en I. Sin

embargo, la funcién x(-) no es solucién de la inclusién diferencial. Por
ende, S(F,[—1,1]) no es cerrado y asi tampoco compacto.

La propiedad de conexidad es una de las caractersticas mas resaltantes
de S(F,z). Verifiquemos a continuacién este hecho.

Corolario 2.4.5. (Conezidad del conjunto solucion) El conjunto solu-
cion S(F,xg) C C(I,X) es conexo.

Demostracién. Sea S = S(F,xg). Supongamos que S = S1 U Sy, siendo
S1CcCO(I,X), Sy C C(I,X) cerrados y tales que S1 NSy = (. Ya que de
acuerdo al Corolario 2.4.4 el conjunto S es compacto, se tiene que S7 y
S son también compactos. Sea

6 == inf{[lz1(-) — z2()[lc : 21() € 51, w2() € G2}

Si § = 0, deben existir sucesiones z¥(:) € Sy y 25(-) € S5 tales que
|5 (-) —J;'Q“()HC — 0. Por la compacidad de S; y S2 en C(I,X) se
puede pasar a subsucesiones convergentes

2V () e S y oy () € S,

tales que x’fj() —z1() €Sy :U’;J() — x2(+) € Sz, cuando j — oco. Por
lo tanto,

21 = 220l = Jim () =25 ()] = 0.

es decir, z1(-) = w2(-), lo cual es imposible en vista de la disjuncién
existente entre S7 y So. Por lo tanto, § > 0. Consideremos ahora la
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funcién 6 : C(I,X) — R definida por 60(z(-)) = d(z(:),51) — §/2. De
la definicién de d(-, S1) y la estimacién hecha anteriormente, vemos que
O(x1(-)) = —0/2 para todo z1(-) € Sy y 8(z2(-)) > 0/2 para todo za(-) €
Sy. Fijemos z1(+) € S1 y x2(-) € Sa. Ahora invocamos el Teorema 1.6.1
para disponer de una sucesion de multifunciones localmente Lipschitz Fy,
que aproximan a F y que ademés satisfacen Fj(z) C B(0,1). En vista
de la aproximacién superior que realizan las multifunciones Fj,, se tiene
que S(F,xg) C S(Fy,xq), para cada k € N. Utilizando el Corolario 2.4.1
vemos que existe una funcién continua ¢y : [0,1] — S(F,zo) tal que
#1(0) = z1(-) v ¢r(1) = z2(). Ya que la funcién composicién 6 o ¢, es
continua, 0(¢x(0)) < 0,y 8(¢r(1)) > 0, el Teorema del Valor Intermedio
garantiza la existencia de un numero A\; € (0,1) tal que 0(¢px(Ax)) = 0
para k =0,1,2,... Recordando que Fj(x) C B(0,1) podemos aplicar el
Teorema de Arzela-Ascoli para obtener una subsucesion de ¢x(Ag)(-) €
S(Fi, 7o), digamos @; (Ar;)(+), la cual es convergente a una funcién z(-).
En este punto nos podemos auxiliar del argumento utilizado en la prueba
del Teorema 2.4.4 para concluir que z(-) € S(F,x). Por otro lado, la
continuidad de 6(-) permite calcular

0(x(-)) = lim 0(x,; (Ar,) () =0,

j—o0
es decir, z(-) ¢ S1 U Sy = S y esto es una contradiccion. O

Al igual que en el caso de las multifunciones Lipschitz, es de esperarse
algun resultado que exprese la manera en que las soluciones de (2.1)
reaccionan ante cambios en sus condiciones iniciales cuando F' es SS. La
prueba de dicho resultado aunque posee un argumento sencillo (el cual
inclusive hemos ya visitado en instancias anteriores) requiere la satisfac-
cién del Teorema 1.4.1 en espacios de dimensién infinita. Por esta razén
preferimos omitirla. Sin embargo, estamos en completa capacidad de pre-
sentar un resultado de naturaleza similar para la multifunciéon Rp(t, -), el
cual sélo necesita nuestra version disponible del referido Teorema 1.4.1.

Corolario 2.4.6. (Dependencia de condiciones iniciales) Para cada t €
I la multifuncion Rp(t, ) : X — P(X) es SS.

Demostracién. Sea (xy, xr(t)) € G(Rr(t,-)) una sucesién tal que

(g, k() = (x,y), cuando k — oc.
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Utilizando la compacidad de S(F,C), donde C es una bola cerrada
que contiene los términos de la sucesién xj, vemos que debe existir
una subsucesién wy,(-) convergente uniformemente, digamos, a z(-) €
S(F,C). En particular, zy; = zx,(0) — 2(0) y x,(t) = 2(¢). Por la uni-
cidad del limite se tiene que z(0) = z y 2(t) =y, i.e., (z,y) € G(Rr(t,-)).
Por lo tanto, G(Rg(t,-)) es cerrado. Por otro lado, sea § > 0 y fijemos
xg € X. Si z(t) € Rp(t,y) con y € B(xg,d), entonces z(t) —y =
fg x(s)ds. De esta forma,

() = zoll < ll=(t) = yll + [ly — zoll <+,

y asi Rp(t,y) C B(xg,t + 6). Por lo tanto,

U RF(tvy) CE(x()?t—i_d)
yEB(CE(),6)

De esta manera, el conjunto

U Ret.y)

yEB(z0,9)

resulta compacto. Aplicando el Teorema 1.4.1 concluimos que la multi-
funcién Rp(t,-) es SS. O

Corolario 2.4.7. Sea z* € ORp (T, x). Entonces, existe z(-) € S(F,xo)
tal que x(T') = x*, con z(t) € ORE(t,x0) para todo t € [0,T].

Demostracién. De acuerdo al Ejercicio 2.4.3 propuesto al final de es-
te corolario, el conjunto Rp(T,zy) es en particular cerrado y asi x* €
ORFp(T,x0) C Rp(T, ). Segun la definicién de Rp (T, z¢) debe exis-
tir z(-) € S(F,zo) tal que x* = z(T). Debemos probar que z(t) €
ORFp(t,x0) para todo t € [0,T). En efecto, supongamos que tal condi-
cién no se satisface, es decir, que existe al menos un ¢ € [0,7") para el
cual z(t) ¢ ORF(t,x0). Gracias a la descomposicién

RF(t,$0) = aRF(t,.%o) U int(RF(t,$0)),

se tiene que z(t) € int(Rp(t,z9)). Sea por lo tanto € > 0 tal que
B(xz(t),e) C Rr(t,zo) y veamos que existe § > 0 tal que B(z(s),d) C
Rr(s,x0), para todo s € [t,t + ¢]. De no ser cierta la tltima condicién,
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al escoger una sucesiéon de numeros §; > 0, con d; — 0, deben existir
si € [t,t + 8] y v; € B(x(s;),0;) tales que v; € Rp(s;, zo)¢. Observe que
para i suficientemente grande se tiene

lvi —x(t)]| <e/2, |s; —t] <e/2. (2.33)

Ahora bien, si y;(+) es una solucién de (2.1) tal que y;(s;) = v;, entonces
yi(t) ¢ Rp(t,zo) (de lo contrario se podrian pegar las secciones de la
trayectoria y;(-) correspondientes a los intervalos [0, t] y [t, s;] para obte-
ner v; = y;(s;) € Rr(si, o), lo cual es imposible). De esta forma, se tiene
en particular que y;(t) ¢ B(z(t),e), y por ende ||x(t) — yi(t)|| > &. Por
otro lado, y;(-) es Lipschitz de rango 1. Este hecho y las desigualdades
dadas en (2.33) implican

() =yl < [lz(t) = yi(si)l| + [lyi(si) —w @)
< lz(t) = yi(so)ll + s — 1]
<e/24¢/2

25‘7

y esto es una contradiccién. Hemos comprobado que para algin § > 0
y para todo s € [t,t + d] se tiene B(x(s),d) C Rp(s,zp). Conside-
remos entonces el intervalo maximal de la forma [t, -+ §] sobre el cual la
inclusién anterior se satisface. Sit+0 < T, podemos repetir el argumento
previo para extender por la derecha a dicho intervalo, preservando la
inclusiéon que lo caracteriza, pero violando la maximalidad del mismo.
En consecuencia t +§ = T, es decir, 2* = 2(T) € int(Rp(T, x0)), lo cual
contradice la hipétesis sobre x*. O

EJERCICIO 2.4.3. Demuestre que si F' es una multifuncién SS que
admite imagenes compactas y convexas y C' C X es compacto, entonces
Rr(t,C) es compacto para cada t € 1.

EJERCICIO 2.4.4. Supongamos que F satisface las hipdtesis dadas al
comienzo de la seccién y que z(-) es una solucién de (2.1) definida sobre
[0,7], con T" < 1. Entonces, es posible extender z(-) a una solucién
Z(-) de (2.1) definida sobre todo el intervalo [0, 1]. Mas aun, es posible
demostrar que Z(-) puede extenderse como solucién de (2.1) sobre todo
el intervalo [0, c0).
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2.4.4. Caso 3: F es semicontinua inferiormente

Ahora es el turno de discutir el problema de la existencia de soluciones
para (2.1) cuando F satisface la propiedad de semicontinuidad inferior.
Es importante destacar que a la luz del Teorema de Seleccién de Michael
1.5.2, deducir existencia de soluciones resulta inmediato si se admiten
imégenes cerradas y convexas para la multifuncion que define el sistema.
En efecto, el celebrado Teorema de Peano [9] permite abordar preguntas
sobre el paradigma (2.1) asumiendo F'(-) = {f(-)}, estableciendo asi una
conexion natural entre el mismo problema (2.1) y la Teoria clasica de
Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (EDO). Formalizamos esta reflexién
en el siguiente enunciado para el cual asumimos las siguientes hipdtesis,
las cuales ademaés adoptamos para el resto de este apartado:

(a) F es SL
(b) F' admite imagenes cerradas y convexas.

Teorema 2.4.5. (Ezistencia de soluciones) Para cada (xg,v9) € G(F),
el problema (2.1) posee alguna solucion x(-) tal que z(0) = xg y que
ademds satisface ©(0) = vg.

Demostracién. De acuerdo al Teorema de Michael 1.5.2 existe una selec-
cién continua f de F' tal que f(z9) = vo. Adicionalmente, el Teorema
de Peano garantiza la existencia de una solucién z(-) de clase C! so-
bre un intervalo maximal J, con 0 € J, tal que x(0) = zp. Ademas,

£(0) = f(x(0)) = f(x0) = vo. O

Siguiendo el esquema de trabajo presentado en los casos anteriores, re-
sulta natural indagar sobre la compacidad y conexidad del conjunto
solucién cuando F' es SI. En tal sentido, el siguiente ejemplo despeja
la interrogante sobre la primera propiedad mostrando que S(F,C') no
necesita ser cerrado.

Ejemplo 2.4.1. Sea F : R — P(R) definida por

__J[0,1], si x#0,
F(z) '_{ {12}, si z=0

y consideremos x(t) := et definida sobre [0, 1], donde g, > 0, y g, — 0
cuando k — oo. Resulta claro que xj(-) es solucién de (2.1) con condi-
cién inicial xg = 0. Ademads, xy(-) converge uniformemente a z(t) = 0.
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Sin embargo, z(-) no pertenece a S(F,zg). De esta forma, S(F,z¢) no
es compacto. Observe que F' es SI con imégenes convexas, e inclusive
compactas.

Para compensar la situacion anterior, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.4.6. (Compacidad relativa del conjunto solucion) Sea C' C
X compacto y supongamos que F' satisface adicionalmente la propiedad
(2.13). Entonces, S(F,C) es relativamente compacto.

Demostracién. Dada z(-) € S(F, C) existe una sucesion z(-) € S(F,C)
tal que xp(-) converge uniformemente a z(-). Ya que C es compac-
to, podemos seleccionar una subsucesién convergente de xy,(0) tal que
2y, (0) = xg € C. Si M > 0 es tal que C C B(0, M) y t € I, la férmula
de Newton-Leibniz implica

lz(®)]| < jlggo(}lxkj (t) = 2k, (0| + [|x, (0)]])

< Iim (/Ot [, (5)]| ds + kaﬂ-@)”)

<1+ [z
<1+ M.

De esta forma S(F,C) resulta acotado. Ademds, la aplicacién una vez
mas de la féormula de Newton-Leibniz revela que z(-) es Lipschitz de
rango 1. Por lo tanto, S(F,C) constituye una coleccién de funciones
equicontinuas. Invocando el Teorema de Arzela-Ascoli se obtiene que
S(F,C) resulta compacta. O

El estudio de la propiedad de conexidad para el conjunto S(F, xg) requie-
re el uso de multifunciones no auténomas que exhiben cierta propiedad
de medibilidad en la componente asociada al tiempo (ver pagina 84 de
[14]). En vista de los objetivos perseguidos en esta monografia y con la
finalidad de mostrar las ideas principales que giran en torno al estable-
cimiento de la conexidad de S(F,x), concentraremos nuestra atencién
en el caso en que las soluciones de (2.1) son de clase C*. Es decir, con-
sideraremos la conexidad del conjunto S(F,z) N C*(I, X).

Teorema 2.4.7. (Conexidad) Asumiendo que F' satisface la propiedad
(2.13), el conjunto S(F,x¢) N C*(I,X) es conero.
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Demostracién. Sean z1(-), z2(-) € S(F,z0)NC (I, X) y consideremos las
multifunciones auxiliares con dominio aumentado F* : I x X — P(X),
con ¢ = 1,2, definidas a través de

i _ @@} stz =a(t),
Fi(t,) '_{ F(ta), si b,

Se puede verificar que las multifunciones F* son SI. Ademds, resulta
claro que dichas multifunciones poseen iméagenes cerradas y convexas.
Invocando el Teorema de Seleccién de Michael disponemos de selecciones
continuas f? para F’, i = 1,2. Para cada \ € I sea

 fMtE), st te o),
falt ) = { 2t x), si te[A1]

Resulta que f) es una seleccion para F' la cual es continua sobre el cono
Ko ={tz):|z| <at}, a>1.
Sea Sy := S(fx,xg) el conjunto solucién del problema a valores iniciales

2(t) = fa(t, (1)), x(0) = zo.

Es claro que Sy C S(F, zp). Ademads, segun los Corolarios 2.4.4 y 2.4.5 el
conjunto Sy resulta compacto y conexo, respectivamente. Por otro lado,
si A < ) se tiene

0, si te[0,A]U[A1],
Hh(tw)—fA(taw)HS{ ) tEEA,X]),[ |

de lo cual resulta claro que la multifuncién A — S es SS. Por lo tanto,
la compacidad y conexidad de [0, 1] y los Teoremas 1.4.2 y 2.4.5 implican

que el conjunto |J Sy es compacto y conexo. Observemos que
A€(0,1]

pues
i1(t) = filt,z1()) y  d2(t) = fol(t, z2(1)).
Ademds, |J S\ C S(F,zg). Hemos demostrado que para cada par de
A€fo,1
elementos d[e ES’ (F,xzq) es posible encontrar un subconjunto conexo de
S(F,xp) que contiene a tales elementos, lo cual imposibilita una desco-
nexion para S(F, xg). O
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EJERCICIO 2.4.5. Demuestre que bajo las hipdtesis del Teorema
2.4.6 y asumiendo la conexidad de S(F,x), el conjunto Rp(t,xo) es
relativamente compacto y conexo para cada t € 1.

2.4.5. Caso 4: I es disipativa maximal

Finalizamos este capitulo estudiando el problema de existencia de solu-
ciones para (2.1) bajo la clase particular de multifunciones disipativas
maximales. Recordemos que segun la Proposicién 1.7.1 los mapas disi-
pativos maximales admiten imagenes cerradas y convexas, y ademas su
grafo es cerrado.

Sin mucho preambulo, pero teniendo en cuenta las propiedades anterio-
res, procedemos a establecer el resultado principal de este apartado, el
cual revela algunas de las caracteristicas mds importantes que poseen
las soluciones de (2.1) en el presente contexto.

Teorema 2.4.8. (Ezxistencia de soluciones) Sea F' disipativo mazimal.
Entonces, para cada xo € X el problema (2.1) posee una inica solucion
x(+), tal que x©(0) = zg. Dicha solucion existe sobre todo el intervalo
[0, 00).

Demostracién. Comencemos estableciendo algunas propiedades basicas
relacionadas a las hipotéticas soluciones de (2.1). Con tal objetivo en
mente, supongamos por el momento que dichas soluciones existen, y
consideremos dos cualesquiera de ellas, digamos z(-) e y(-) con condi-
ciones iniciales 2(0) = xg e y(0) = yo. Ya que (z(t),z(t)) e (y(t),y(t))
son elementos en G(F'), el hecho de ser F' disipativo implica

1d 2 . .

5 72 17®) =y = (&(t) — 9(t), 2(t) — y(t)) < 0.

Descartando el factor 1/2 e integrando desde 0 hasta ¢ la relacién ante-
rior, obtenemos

() =y < llzo — woll, para t > 0. (2.34)

Observe que el estimado anterior revela, entre otras cosas, que para cada
condicién inicial la solucién de (2.1) es tnica. Consideremos la funcién
y(t) := x(t + h), con h > 0, tal que z(-) es una solucién de (2.1) con
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x(0) = zo. Es claro que y(t) € F(y(t)), con y(0) = z(h). Por lo tanto,
(2.34) implica

[t +h) —x(@)]| < [[z(h) = z(0)]| .

Sea t > 0 tal que #(t) existe. Asumamos también que la derivada de
x(+) por la derecha existe en ¢t = 0. Dividiendo por A > 0 la tltima
desigualdad y tomando limite cuando h — 0, se deduce

[E@ < [lz0)] - (2.35)

A continuacién abordamos la prueba de la existencia. En vista de la pro-
piedad de aproximacién que poseen los mapas de Yosida F) con respecto
a I, resulta tentador proceder con el disefio de las soluciones para (2.1)
utilizando soluciones aproximadas asociadas a las inclusiones diferencia-
les definidas por F). Procedemos a sucumbir ante tal tentacién.

Consideremos el problema a valor inicial

@5 () = Fx(@a(t)), 2x(0) = o, (2.36)

donde F)\ es la A-ésima aproximacién de Yosida para F'. En virtud de la
parte (77) del Teorema 1.7.1, la ecuacién (2.36) posee una tnica solucién
zx(+) de clase C! definida sobre todo el intervalo [0,00). Més atin, el
mismo apartado del referido Teorema establece que F) es disipativa y
por ende, al repetir el argumento utilizado en la obtencién de (2.35) y
aplicar (777) del Teorema 1.7.1 podemos escribir

[Ex@A@)] = ll2x@)] < [[2x(O0) ]| = [[Ex(zo)[| < [m(F(zo))||.  (2.37)
Sean A, > 0. Ya que (0) = z,(0) = xg, se tiene

d

t
Jra(® =, O = [ 2 lea(s) =) ds

t
=2 [ (Fian(s)) = Fuon(9)an(s) — ,(s) .
0
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Definamos a(t) := % |lzA(t) — xu(t)H2. Recordemos que segun (1.28) se
tiene la descomposicién I = Ry — AF). Por lo tanto,

alt) = /0 (Fr(@a(5)) — Fu(@u(s)), Ba(aa(s)) — Ry(z,(s))) ds
- /0 (F(@a(5)) — Fy(2(8)), AP (2a(5)) — piE(ap(s))) ds.

Ademas, la parte (7i) del Teorema 1.7.1 establece que F)\(x) € F(Rx(z)).
Este hecho junto a la tltima igualdad obtenida para a(t) y la disipa-
tividad de F' implican la siguientes relaciones:

a(t) < —/ (Fx(@A(5)) = Flu(@u(s)), AFa(zA(8)) — pFpu(wu(s))) ds
t
_ ) / IEs @A) ds + g / (Fa(2r(3)). Fy(,(5))) ds

+>\/0 (Fr(22(5)), F(@a(s))) ds — /HF u(s)? ds. (2.38)

Por otro lado, ya que

2
(\/XHFA(H«“A(S))H - g ||Fu(xu(5))H> > 0,

la desigualdad de Cauchy-Schwarz implica

AMEA(@A(8)), Fu(u(s))) < A[Ex(ea(s)] |1 Fy (xu( Dl
< MExA6)I* + 5 IIF (@u(s))II*.

Analogamente,
A (@A(8)), Fu(@(s)) < p |l Fu(au(s)* + % IEx (A ()]

Al insertar los tltimos dos estimados en (2.38) y utilizar (2.37) podemos
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calcular
o) < =X [IR@I ds = [ IRl ()] ds
t t
o [ 1)1 ds+ 5 [ IR @) s
t A t
2 [ 1B @I ds+ 7 [ 1P ds

= O s o)1 + ol ()1 s

< O, (B ().

Por lo tanto, sobre un intervalo compacto fijo [0, 7] se tiene que la su-
cesién () es de Cauchy y por ende converge uniformemente a una
funcién continua z(-). Complementariamente, la desigualdad

[BA(zA(t)) — 2A@) ]| = A Ex(A@)]] < Al[m(F (z0))]]

implica la convergencia uniforme de Ry (z(t)) hacia x(-) en [0,7]. De
acuerdo a (2.37) la sucesion @)(-) estd acotada en Loo([0,00),X) y
de esta forma existe una subsucesién &), (-) que converge débilmente
a alguna funcién, la cual coincide casi en todas partes con @(-). De
esta forma, para cualquier 7' > 0 la sucesién &y, (-) converge débil-
mente a &(-) en L2([0,7],X) y xy,(-) converge fuertemente a z(-) en
Ls([0,T], X). Verificaremos a continuacién que @(t) € F(x(t)) para casi
todo t € [0,T]. En efecto, sean y(-) y v(-) funciones en Ly([0,7], X) ta-
les que v(t) € F(y(t)), para casi todo t € [0,T]. Ya que F' es disipativo
se tiene (&, (t) —v(t), Ry, () —y(t)) < 0, c.t.p. t € [0,T]. Integrando
desde 0 a T" obtenemos

T
| (o) = v(s), By (o0, () — (o) ds <0,
0
Tomando limite cuando k — oo en la desigualdad anterior, se tiene que
T
/ (@ (s) — v(s), 2(s) — y(s)) ds < 0. (2.39)
0

Por otro lado, segun la parte (i) del Teorema 1.7.1 la resolvente Ry =
(I — F)~! es Lipschitz univaluada y asi, para cada v(-) € Lo([0,T7], X)
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la funcion y(t) := Ri(v(t)) es claramente medible. Ademas, la condicién
Lipschitz de Ry implica ||y(t) — R1(0)]| < |lv(t)|l, de lo cual se deduce
que y(-) € Lo([0,T], X). Obviamente v(t) € (I — F)(y(t)). De esta for-
ma la multifuncién I — G es sobreyectiva, siendo G : Lo([0,7],X) —
P(L2([0,T],X)) definida por G(y(-))(t) := F(y(t)). En virtud de lo an-
terior, podemos escoger yo(-) € Lo([0,T],X) tal que para la funcién
wo(+) := x(-) — &(-) se cumpla

wo() € Yo(*) — G(yo()) = (I — G)(yo("))-

Entonces, existe vo(t) € F(yo(t)) tal que x(t) — #(t) = yo(t) — vo(t).
Sustituyendo esta informacién en (2.39), podemos escribir

T

() - wo()1Z, = / ((5) — yo(s), 2(5) — po(s)) ds
T

- /0 ((5) — v0(8), 2(3) — o(s)) ds

<0.

Por lo tanto, z(-) = yo(-) como funciones en Lo ([0, 7], X) y en particular
z(t) = vo(t) € Flyo(t)) = F(x(t)), c.t.p. t € [0,T]. Es claro que el
razonamiento anterior puede aplicarse en cada intervalo de la forma
[iT, (i + 1)T], para i = 1,2,... de tal forma que la solucién z(-) puede
extenderse sobre toda la semirrecta positiva [0, 00). O

Los Corolarios que presentamos a continuacién revelan algunas de las
propiedades méas importantes de las soluciones de (2.1) cuando la multi-
funcién F es disipativa maximal. Sus pruebas invocan mucha de la sus-
tancia contenida en el Teorema anterior.

Corolario 2.4.8. (Dependencia de condiciones iniciales) La multifun-
cion xg — S(F,xzq) es Lipschitz con respecto tanto a la norma del su-
premo en C([0,00), X), como a la norma en L2([0,T],X), para cada
T>0.

Demostracién. La prueba es inmediata en virtud de la desigualdad (2.34)
sobre la cual puede tomarse el supremo sobre ¢ € [0,00) o integrar desde
0 hasta T los cuadrados de los factores que la definen. O

La siguiente observacién pone de manifiesto el cardcter minimo que po-
seen la magnitudes de las velocidades del sistema (2.1). Motivados por
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esta caracteristica, las soluciones de un sistema disipativo maximal re-
ciben el nombre de soluciones lentas.

Corolario 2.4.9. Siendo F disipativa mazimal, cada solucion xz(-) de
(2.1) satisface ©(t) = m(F(xz(t))). Ademds, &(-) es continua por la de-
recha.

Demostracién. Verifiquemos primero que la funcién t — m(F(z(t))) es
continua por la derecha. Primero recordemos que segun (2.37) para cada
t > 0 se dispone del estimado ||[Fy(zx(2))] < [[m(F(x(t)))]|. De esta
forma, dado ¢ > 0 existe una subsucesion Fy, (z, (t)) que converge en X
a algin v(t). Pero F), (x),(t)) € F(Ry, (22, (1)) v Ra, (xr,(t)) = 2(2).
Entonces, la parte (ii) de la Proposicién 1.7.1 garantiza que v(t) €
F(z(t)). Fijemos ty > 0 y sea t > to. Una vez mas, ya que

[Ex@)F = [[Ex(@a@)] < [m(F ((to)))]

se deduce por la férmula de Newton-Leibniz que las soluciones z)(t)
son Lipschitz, todas de rango ||m(F(z¢))|. Obviamente esta propiedad
se preserva para su funcién limite z(-), la cual resulta en particular
absolutamente continua. Adicionalmente,

lo(@)Il = lim {25, (@) < [[m(E ()l (2.40)

Es claro que ||m(F(z(t)))]| < |lv(?)]. Por lo tanto, |m(F(x(t)))]] <
lm(F(x(to)))||, es decir, la funcién t — |[[m(F(x(t)))|| es decreciente.
Sea ahora t; > to tal que t; — to. Por la continuidad de z(-) se tiene
que z(tg) — x(tp). También, |m(F(x(tx)))]| < [|m(F(z(t)))||. Pasando
a una subsucesién convergente, denotada de nuevo como m(F(z(t))),
podemos suponer que m(F(x(t;))) — y, para algin y € X. Aplicando
de nuevo la Proposicién 1.7.1 tenemos que y € F(z(tp)). En vista de que

lyll = Yim [ (F ()] < llm(E (o))l
—00
necesariamente se tiene que y = m(F(z(tp))) = klim m(F(x(t))). Por
— 00
lo tanto, la funcién m(F(z(-))) resulta continua por la derecha.

Sea finalmente N C [0, 00) el conjunto de medida nula tal que si t ¢ N,
entonces #(t) existe y (t) € F(x(t)). Para h > 0y tg ¢ N la férmula
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de Newton-Leibniz implica

to+h
[z (to + h) — z(to)]| < /t [&(s)]| ds < h[lm(F(z(to))l,

de lo cual

|| = lim
h—0t

< |lm(F (o))l -

i (to) x(to +h})L— x(to)

Ya que @(tg) € F(x(ty)), se deduce que &(t) = m(F(x(tg))), i-e., z(-)
es una solucién lenta para (2.1). En particular, @(-) es continua por la
derecha al serlo también la funcién m(F(x(-))). Como tltima observacién
notemos que ahora

x(ty+h) —x(ty) 1 [Poth
2 —i [ mEG)ds

to

y al tomar limite cuando A — 0T, la continuidad por la derecha de
m(F(x(-))) implica la férmula lateral

) . x(to +h) —x(to)
&(to) = hlgg+ h

O

EJERCICIO 2.4.6. Supongamos que F satisface la propiedad LD des-
crita en el Ejercicio 1.7.4 y que z(-) es una solucién de clase C! para
(2.1) sobre I, la cual satisface x(0) = xg. Sea G : I x X — P(X) la
multifuncién definida por

Glt,z) :=={v e Fx): (v—i(t),z —z(t)) < K|z —z@)|*}.

Demuestre que si y(+) es solucién del problema (2.1), con condicién inicial
y(0) = ¢ y con G en el rol de F, entonces necesariamente y(-) = z(-).



Capitulo 3

Optimalidad y Estabilidad

Somos guiados por la belleza de nuestras armas.

—Leonard Cohen

3.1. Introduccion

No cabe duda que dentro de los objetivos perseguidos por la teoria de
sistemas dinamicos deterministas, resalta el interés por el estudio de las
propiedades de optimalidad y estabilidad inherentes a las trayectorias
de dichos sistemas. Por lo menos asi lo han demostrado las tltimas siete
décadas de investigacién desarrollada en torno a problemas de las cien-
cias e ingenierfa, cuyo horizonte ha sido el diseno de mecanismos que
imprimen influencia sobre la evolucion de los sistemas considerados. Es
por ello quizas que en el denominador comun de las fuentes bibliogréficas
dedicadas al estudio de los sistemas dindmicos deterministas, estd pre-
sente un espacio para la discusién de aspectos asociados a la teoria de
optimalidad y estabilidad. Esta humilde monografia no es la excepcién a
esta regla, como lo demuestra el presente capitulo en el cual, aunque de
manera breve, se tratan algunos de sus tépicos mas emblematicos dentro
del contexto de las inclusiones diferenciales.

La distribucién de los temas que serdn abordados en el presente capitulo
es la siguiente: Iniciamos nuestra exposiciéon con el celebrado Lema de
Filippov, donde se aborda la equivalencia entre los modelos provistos por
la teoria de controles matematicos via ecuaciones diferenciales ordina-

87
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rias y el paradigma definido por (2.1). Luego, estudiamos el problema de
control éptimo de Mayer, para el cual establecemos condiciones estruc-
turales suficientes que garantizan la existencia de sus soluciones. Como
caso particular, dedicamos nuestra atencién al interesante y cldsico pro-
blema de tiempo minimo. Los tépicos cubiertos hasta este punto siguen
la referencia [37]. Inmediatamente, y como antesala a los conceptos de
estabilidad, presentamos algunos criterios de invarianza débil y fuerte;
herramientas que han tenido gran impacto en el desarrollo de las teorias
de juegos diferenciales y de las soluciones generalizadas para la ecuacién
de Hamilton-Jacobi (ver [2, 12, 16, 17, 19, 33, 35, 43]). Finalmente, pero
sin menoscabar su importancia, introducimos los conceptos basicos de
estabilidad y establecemos condiciones suficientes que garantizan dicha
propiedad por medio del conocido método directo de Lyapunov, para lo
cual consultaremos una més la fuente [37].

3.2. Lema de Filippov

En este espacio inicial recreamos la prueba de un resultado muy impor-
tante para la teoria de controles matematicos modernos. Dicho resultado
permite abordar el estudio de los sistemas de control definidos a través
de la ecuacién diferencial

o(t) = fz(t),u(t)), u(t) €U, tel,
por medio de la inclusién diferencial
z(t) € F(x(t)), t €I,

donde I = [0,1] y F(x) := f(z,U) = {f(z,u) : w € U}. Obviamente,
una de las principales ventajas al considerar los problemas de control
a través de inclusiones diferenciales es la ausencia del parametro de
control u en el modelo, ya que este recurso brinda simplicidad al estudio
y permite la utilizacion de los resultados existentes en la teoria asociada

al modelo (2.1).

La demostracién del Lema de Filippov requiere el uso reiterado de otro
heraldo de la matemaética rusa conocido como Teorema de Luzin, el cual
establece que las funciones medibles son, en cierto aspecto, continuas
en casi todo su dominio. Mientras que el trabajo original de Luzin fue
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publicado en [25], varias versiones del mismo pueden consultarse en di-
ferentes textos de andlisis y sus aplicaciones (c.f. [6, 23, 31]). La versién
que incluimos a continuacién se enlaza de manera mas directa con los
objetivos aqui planteados (ver [37]).

Teorema 3.2.1. (Luzin) Sea C C X compacto y denotemos por p a
la medida de Borel sobre X. Una funcion f : C — Y es p-medible si
y solamente si, para cada € > 0 existe un subconjunto compacto C. C
C, con u(C\ C;) < e, tal que la funcion restriccion de f sobre C. es
continua.

Con el Teorema de Luzin a nuestra disposicién, podemos dedicarnos al
establecimiento del resultado anunciado.

Lema 3.2.1. (Filippov) Sea f: X XY — X continua y seav: X — X
medible. Asumamos que U C Y es compacto y tal que v(z) € f(x,U)
para casi todo x € X. Entonces, existe una funcion medible u: X — U
que satisface v(x) = f(x,u(x)), para casi todo x € X.

Demostraciéon. Consideremos la multifuncién U : X — P(Y) definida
por
U(z) ={ueU:v(z)= f(z,u)}.

De las hipdtesis se deduce que U(x) # () para casi todo z € X. Ademas,
la compacidad de U y la continuidad de f implican que U posee imagenes
compactas. Fijemos x € X y seleccionemos u(x) = (ul(z),...,u™(z)) €
U(x) con la componente u!(z) mas pequeiia. De existir més de un ele-
mento u(z) € U(z) con tal propiedad, seleccionamos dentro de ellos
aquel con la componente u?(x) mas pequena. Asi procedemos de ma-
nera recursiva hasta considerar todas las componentes que definen un
unico vector u(x) € U(x).

A continuacién verificamos que la aplicacién = — u(x) es medible sobre
cualquier compacto C' C X. En efecto, sea € > 0. De acuerdo al Teorema
de Luzin 3.2.1 existe un conjunto compacto C.;p C C tal que u(C\
C./2) <¢e/2,y v(-) es continua sobre C, 5. Sea o € R. Afirmamos que el
conjunto

Cs/2,a = {$ = 05/2 : ul(x) < Oé}

es cerrado. Para ver esto, procedamos por reducciéon al absurdo asu-
miendo que C¢/y, no es cerrado. Entonces, existe una sucesién zy €
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C./2,o tal que limg_, 7 = T, con u!(T) > . Ya que U es compacto, la
sucesién u(xy) posee una subsucesién convergente, la cual al renombrar
como la sucesién original, nos permite suponer que u(zry) — U, para
algin w € U. Ya que T € /9, la continuidad de v(-) garantiza

kl;rr;o v(xg) = v(T).

Ademas, resulta claro que

lim u!(zy) = @'
k—o0

Por otro lado, la continuidad de f implica

v(Z) = lim v(xg) = lim f(zg,u(zg)) = f(T,0).
k—o0 k—o0
Pero w! = limy_ .o ul(z;) < o < ul(T), y esto contradice la seleccién
de u!(Z). Por lo tanto, C, s , es cerrado. Este hecho garantiza que u'(:)
es medible en C, /. Al invocar de nuevo el Teorema de Luzin, podemos
disponer de un compacto C. C C/o tal que u(C.o \ C:) < /2 con
u'(-) continua sobre C.. Es claro que u(C\ C;5) < ¢, y en vista de ser
¢ arbitrario podemos concluir utilizando por tercera vez el Teorema de
Luzin que u!(-) es medible sobre C. El argumento anterior es aplicable a
cada una de las componentes u(-) de u(-). Por lo tanto, u(-) es medible
en C'. Siendo C' un compacto arbitrario, concluimos que u(-) es medible
en X y asi se satisfacen los requerimientos del Lema. O

Observaciéon 3.2.1. En la pueba del Lema de Filippov puede tomarse
u(z) = (ul(z),...,u™(x)) € U(z) tal que u'(z) sea la primera compo-
nente mas grande y luego se procede de manera similar considerando el
conjunto

CE/Q,a = {;U S 05/2 : ul(x) 2 Oé},

sin alterar en lo absoluto la conclusién del Lema.

3.3. El problema de Mayer

Esta seccion gira en torno al establecimiento de condiciones suficientes
bajo las cuales el siguiente problema de optimizaciéon dindmica, conocido
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como problema de Mayer, posee solucion:

Minimizar A(z(1))
Sujeto a  #(t) € F(x(t)), t € I, (3.1)
z(0) € Co, z(1) € C1.

Asumiremos que los elementos que conforman la data del problema (3.1)
satisfacen las siguientes hipdtesis:

(a) La funcién A : X — R es continua.

(b) La multifuncién F' es SS y admite imdgenes cerradas y convexas.
(¢) La multifunciéon F' satisface la propiedad de acotacién uniforme
(2.13).

(d) Los conjuntos Cj y C son compacto y cerrado en X, respectivamen-
te.

@

Bajo las hipdtesis anteriores podemos invocar las propiedades topdlo-
gicas del conjunto alcanzable que fueron estudiadas en la Seccién 2.4.3
para deducir de manera inmediata el siguiente resultado sobre existencia
de soluciones para (3.1).

Teorema 3.3.1. Supongamos que existe una solucion x(-) de (2.1) tal
que x(-) satisface las condiciones de frontera 2:(0) € Cy y (1) € Ci.
Entonces, el problema (3.1) posee solucion.

Demostracién. Bajo las hipdtesis de esta seccién se tiene que Rp(1, Cp)
es no vacio y compacto (ver Ejercicio 2.4.3). Por lo tanto, Rr(1,Co)NC}
es compacto. Ya que A(-) es continua, el Teorema de Weierstrass [38]
garantiza que A(-) posee un minimo en Rp(1,Cp) N Cy, digamos z(1),
siendo z(-) alguna solucién de (2.1). O

3.4. El problema de tiempo 6ptimo

Uno de los subparadigmas de la teoria de optimizacién que ha recibido
especial atencion en vista de su importancia dentro de las aplicaciones
en la ciencia e ingenieria, consiste en hallar trayectorias cuyos recorridos
entre dos puntos prefijados del espacio se desarrolle en el menor tiempo
posible. Especificamente, la descripcién del problema de tiempo optimo
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o tiempo minimo es la siguiente:

Minimizar T
Sujeto a  #(t) € F(z(t)), t € [0,T], (3.2)
z(0) € Cyp, z(T) € C1,

donde T' < 1. En otras palabras, en el problema (3.2) se intenta encontrar
un tiempo T < 1 y una solucién () de (2.1) definida sobre [0,7], la
cual satisface las condiciones de frontera z(0) € Cy, x(T) € Cy y con la
propiedad de que x(t) ¢ C1, para cualquier z(-) € S(F,Cy) y cualquier
tel[0,7).

Asumiendo las mismas hipdtesis de la Seccién 3.3, podemos establecer el
siguiente resultado préctico sobre la existencia de soluciones para (3.2).

Teorema 3.4.1. Supongamos que existe T < 1 y una trayectoria x(-)
para (2.1) definida sobre [0,T] tal que x(0) € Cy y x(T') € Cy. Entonces,
existe una solucion dptima para el problema (3.2).

Demostracién. Consideremos los conjuntos

K = {(T,$) :T e [O, 1], S RF(T, Co)},

Ky :={(T,z): T €]0,1], z € C1}.

Por hipétesis se tiene que K1NKs # (). Ademés, K1N K5 es compacto. En
efecto, supongamos que (T, zx) € K1 N K. Entonces, Ty, € [0,1] y 2 =
2k (Ty) € Rp(Ty, Co) N Cy. En virtud del Ejercicio 2.4.4 podemos asumir
que zx(-) € S(F,Cq) y este ultimo conjunto es compacto de acuerdo al
Corolario 2.4.4. Por lo tanto, pasando a una subsucesién uniformemente
convergente x; (-), podemos suponer que x; () = z(-) y Tg; — T, para
alguna funcién z(-) continua sobre [0,T], con T < 1. Si aplicamos el
Teorema 1.6.1, tendremos que xy,(-) € S(F;,Co), donde Fy; es una
sucesion de multifunciones localmente Lipschitz que aproximan a F' de
manera puntual por debajo y de manera uniforme por encima. Utilizando
la propiedad de acotacién uniforme, la férmula de Newton-Leibniz, el
Teorema de Arzela-Ascoli y el argumento utilizado en la prueba del
Teorema 2.4.4, se deduce que z(-) € S(F,Cp). Resulta claro ademas que
2(T) = lim; 00 21, (Tk;) € C1. Por lo tanto, (T, z(T)) € K1 N K». Dado
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que la funcién A(t, x) := t es claramente continua sobre I x X, el Teorema
de Weierstrass implica la existencia de un minimo (7%,2*) € K; N Ko
para A, es decir, existe una solucién éptima x*(-) para (3.2), con tiempo
minimo asociado igual a T™. O

3.5. Problemas de control 6ptimo

En la practica, muchos modelos asociados a sistemas dindmicos con inhe-
rencia en las ciencias y en la ingenieria, requieren de la insercién de
parametros que conllevan a una mejor utilizacién de los mismos. Algu-
nas veces la presencia de estos pardmetros representa un mecanismo de
influencia sobre el comportamiento de las trayectorias de dichos sistemas.
Un ejemplo importante de tal instancia estd dado por el uso de funcio-
nes de control, las cuales son ejercitadas con un propésito de naturaleza
posicional u optimal. En general, la teoria deterministica de control tie-
ne como interés el estudio de procesos cuyos estados z(-) evolucionan de
acuerdo a una ecuacién diferencial de la forma

(t) = f(z(t),u(t)), u(t) e U, tel,

donde u(-) es una funcién de control cuyas imégenes yacen en el conjun-
to U, el cual usualmente es asumido compacto, dadas las limitaciones
que el mundo fisico impone a los recursos y/o medios de los cuales se
dispone. La funcién f : X x Y — X modela el campo de velocidades del
sistema y generalmente se asume continua. La configuracién e hipétesis
estandar que satisfacen los elementos que definen la data en los proble-
mas abordados por la teoria moderna de control 6ptimo son en esencia
las siguientes:

Minimizar A(T,z(T))

Sujeto a  &(t) = f(x(t),u(t)), t € [0,T7], (3.3)
u(t) € U,
x(O) € Cy, $(T) e (1, 3.5
0<T<1.

Los conjuntos Cy y U son compactos, el conjunto C; es cerrado y la
funcién objetivo A : I x X — R es continua. Diremos que la terna
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(T*,z*(-),u*(-)) es un triple dptimo si sus componentes satisfacen las
siguientes condiciones:

(a) Las funciones z*(-) y u*(-) satisfacen la ecuacién diferencial (3.3), la
restriccién (3.4) y las condiciones de frontera (3.5) sobre I.

(b) A(T*,z*(T*)) < A(T,z(T)), para cualquier terna (T, z(-),u(-)) que
satisface las restricciones (3.3)-(3.5) sobre I.

La equivalencia entre el sistema de control dado por (3.3) y la inclusién
diferencial (2.1) estd garantizada por el Lema de Filippov. De esta forma,
el problema de control 6ptimo anterior resulta equivalente al siguiente
problema de optimizacion dindmica:

Minimizar A(T,z(T))
Sujeto a  #(t) € F(z(t)), t € [0,T], 0 < T <1, (3.6)
z(0) € Cop, z(T) € C1,

donde F(z) := {f(z,u) : u € U}. Observemos que cuando A(-,-) no
depende de t y el pardmetro T es fijo, se obtiene el problema de Mayer
(3.1). En caso de ser A(t,x) = t, obtenemos el problema de tiempo
minimo (3.2).

La reproduccién de la prueba del Teorema 3.4.1 y el Lema de Filippov,
nos permite asegurar el siguiente resultado, el cual establece condiciones
suficientes para la existencia de soluciones para el problema de control
optimo.

Teorema 3.5.1. Asumamos las hipdtesis convenidas para la data del
problema de control dptimo y supongamos ademds que {f(xz,u) : u €
U} es convexo para cada v € X. Si existe una terna (T, z(-),u(-)) que
satisface (3.3)-(3.5) sobre I, entonces existe un triple dptimo para el
problema de control optimo.

Demostracién. Observe que F(x) := {f(x,u) : u € U} es no vacio, cerra-
do y convexo para cada x € X. Adema4s, la continuidad de f garantiza la
semicontinuidad superior de F' en virtud del Ejercicio 1.4.5. Una réplica
de la prueba del Teorema 3.4.1 garantiza entonces el resultado. U

EJERCICIO 3.5.1. Consideremos el siguiente problema de control
6ptimo, donde la dindmica incluida en sus restricciones representa al
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sistema modelado por la ley de Coulomb que fue presentado al inicio del
segundo capitulo:

T
Minimizar / ()\1 + A2 |w2(t)|2) dt

(t) € {z2(t)},

ia(t) € —f(aa(t) + {—ka1(t) +u(t)},
u(t) € [-1,1],
(21(0), 22(0)) € Co, (z1(T),z2(T)) € Cr,
0<T<2,

Sujeto a a7

siendo Cp = {(0,1)}, C1 = {(0,0)}, £ >0, y para a > 1

{—a}, si z2>0,
f(z2) :=¢ [—a,a], si 2z =0,
{a}, si 2z <O.

El funcional de costo A(T,z(T)) := fOT ()\1 + Ao |x2(t)]2> dt evalia el
desempenio del sistema en dos aspectos: el tiempo consumido, represen-
tado por la integral fOT A1 dt y la energia cinética permitida, calculada a

través de fOT A2 |z2(t)|? dt. Las constantes A; y Ag son positivas.

(a) Exprese el problema anterior como un problema de optimizacién
dindmica, identificando la multifuncién F.

(b) Determine las propiedades satisfechas por el funcional A y la multi-
funcion F'.

(c) Demuestre que el problema planteado posee solucién.

(d) Si (T, 2z*(-),u*(:)) es un triple 6ptimo para el problema, encuentre
una cota superior para A(T*,z*(T™)).

3.6. Invarianza

Dentro de la teoria clasica de los sistemas dindmicos la nocién de inva-
rianza ha desempenado un rol central en el anélisis de los juegos diferen-
ciales y en la interpretacion de las propiedades de las soluciones generali-
zadas para la ecuacién de Hamilton-Jacobi [2, 12, 13, 19, 32, 33, 35, 43].
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Cuando la dindmica del sistema se encuentra modelada por una ecua-
cién diferencial ordinaria de la forma z(t) = f(x(t)), cuyo campo f es
localmente Lipschitz y S C X es cerrado, la invarianza del flujo para el
par (S, f) se define como la propiedad segin la cual para cada estado
xo € S, la inica trayectoria z(-) del sistema que se origina en z(0) = z
estd definida sobre [0,00) y satisface x(t) € S, para todo ¢t > 0. Esta
seccion estd dedicada al estudio de la generalizacién de este concepto a
situaciones donde la ecuacién diferencial es reemplazada por la inclusién
diferencial (2.1), siendo F' una multifuncién que satisface las siguientes
hipétesis bésicas (HB):

(H1) F es SS.
(H2) F admite imagenes cerradas y convexas.
(H3) F satisface la propiedad de acotacién uniforme.

Dado que una inclusién diferencial puede poseer més de una solucién
por cada condicion inicial zg, la formulacion de la nocién de invarianza
en el contexto de (2.1) debe considerar los siguientes posibles escenarios:

(i) Alguna trayectoria del sistema que parte desde zy queda totalmente
atrapada en S.

(ii) Todas las trayectorias del sistema que parten desde xg quedan total-
mente atrapadas en S.

Comencemos formalizando la propiedad (i) en la antesala a su caracte-
rizacion. Sean F': X — P(X)y S C X.

Definicién 3.6.1. El par (S, F) se dice débilmente invariante o viable,
si para cada punto xoy € S existe una solucion x(-) de (2.1) definida
sobre [0,00), tal que x(0) = xo, y que ademds cumple z(t) € S para todo
t>0.

La propiedad anterior expresa una condiciéon que involucra tanto al con-
junto S como a la multifuncién F', no solamente a uno de estos objetos.

El estudio de los conceptos de invarianza se ha visto beneficiado conside-
rablemente gracias a la introduccién de algunos elementos de la teoria
del analisis no diferencial (ver [2, 12, 16, 36]). Dentro de estos elementos
destacan las funciones Hamiltonianas, las cuales se definen para todo
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par (z,() € X x X:

hp(z,C) : = vei;l(fx) (v,¢), (Hamiltoniano inferior de F) (3.7)

Hp(z,() := sup (v,(). (Hamiltoniano superior de F) (3.8)
veF ()

Algunas propiedades basicas sobre las funciones hr y Hp son resenadas
en el siguiente ejercicio, la mayoria de las cuales encuentran utilidad en
diversos contextos.

EJERCICIO 3.6.1. Supongamos que F' satisface HB.

(a) Demuestre que hp es semicontinua inferiormente en (x, (), concava
y continua en (.

(b) Verifique que hp es super aditiva en ¢, lo cual significa que para cada
z, ( y nen X se cumple

he(z,¢+n) = Wz, ¢) + h(z,n),  hr(r,0) =0.

(c) Enuncie y demuestre las contrapartes de (a) y (b) para el Hamilto-
niano Hp.

En vista de lo esencial que resulta su intervencién en nuestro estudio, la
segunda construccién del andlisis no diferencial que necesitamos invocar
es de naturaleza geométrica y representa una generalizacién del concepto
de direccién perpendicular a la frontera de un conjunto. Dado s € S,
diremos que el vector { € X es una direccion normal proximal al conjunto
S en s siexisten x € X y a > 0 tales que s € mg(z) y ¢ = a(r — s).
Definimos el cono normal prozimal de S en s como el conjunto N 5 (s)
de todas las direcciones normales proximales para S en s, es decir,

NE@Gs):={¢=alz—s):a>0, s € mg(z), para algin = € X}. (3.9)

Existen situaciones donde resulta conveniente el manejo de formula-
ciones alternativas para la definicién anterior. A continuacién resumimos
algunas de ellas, las cuales asignamos como tarea al lector.

EJERCICIO 3.6.2. Sea S C X cerrado. Demuestre que para cada
seS:

(a) NE(s)={¢:3t>0tal que d(s +t(,S) =t |||}

(b) NL(s) =4{¢:3a>0tal que (¢, 8 —s) <als’ —s||° Vs € S}.
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Adicionalmente, calcule N (s) en los siguientes casos:
(c) S ={(z,y) eR*:y < —|z]}, s = (0,0).

(d) S = {(x,y) ER?:y> - |x]3/2}, s = (0,0).

() S={(z,y) eR*: 2 +y*> > 1}, s =(0,-1).

3.6.1. Curvas de Euler

Como su formulacién lo indica, el problema de invarianza estd intima-
mente vinculado a la existencia de trayectorias y al comportamiento
cualitativo de las mismas con respecto a un conjunto prefijado de condi-
ciones iniciales. Por esta razén, y motivados por el caso de las multi-
funciones SI, el concepto de seleccion luce una vez mas como una herra-
mienta natural para abordar el problema del diseno de tales trayectorias
y el andlisis de sus propiedades. Por supuesto, la falta de continuidad
en las selecciones de las multifunciones SS impide el uso del Teorema
de Peano, lo cual aparentemente evita el acceso a las soluciones de (2.1)
por medio de esta via. No obstante, la efectividad del uso de selecciones
en la presente instancia estd garantizada gracias a un esquema itera-
tivo predicado en la teoria clasica de ecuaciones diferenciales ordinarias
conocido como método de Euler, el cual rescatamos a continuacion.

Consideremos el siguiente problema de Cauchy con condicién inicial

i(t) = f(t (1), (0) = o, (3.10)

donde f: I x X — X es una funcién dada (una potencial seleccién de
F). Comencemos discretizando el tiempo por medio de una particién no
necesariamente uniforme del intervalo I

T i= {TO)T].>”‘ )TN*].?TN}?

siendo 19 = 0 y 7y = 1. Supongamos que una “trayectoria aproximada”
z;j_1(-) ha sido precisada sobre [7;_1, 7;]. Definimos la seccién contigua
x;(-) de tal trayectoria de la siguiente manera: primero se especifica el
j-ésimo nodo de la trayectoria aproximada como z; = z;_1(7;) y luego
hacemos

t
00 =+ [ Sy dr

=z + f(75,2;)(t — 1) (3.11)
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para todo ¢ € [75,Tj1+1]. Bajo el esquema anterior obtenemos el siguiente
arco poligonal de Euler x.(-) definido por partes sobre I: x.(t) := x;(t)
sit € [15,7j41]. Designemos al nimero

D(m) :=max{rj —1j1:1 < j < N}

como didmetro de la particién 7. Una curva de Euler para el problema
de Cauchy (3.10) es cualquier funcién absolutamente continua que puede
obtenerse como limite uniforme de arcos poligonales de Euler z,(-), los
cuales corresponden a alguna sucesion de particiones 7; con la propiedad
D(m;) — 0 cuando i — oo.

Supongamos que estamos ahora interesados en estudiar la dindmica del
problema (3.10) y queremos determinar cuando una de sus curvas de
Euler z(-) aproxima un conjunto cerrado dado S C X. Una manera sen-
sata de comprobar este hecho, es escogiendo para cada t € I un punto
s € projg(z(t)) y luego verificando que el producto (f(t,z(t)),z(t) —s)
sea negativo. Si la ultima condicién se satisface, el vector Z(t) “apun-
tara hacia S”. La técnica aqui resenada es conocida como apuntaje pro-
zimal v ha demostrado ser muy 1util a la hora de establecer criterios
Hamiltonianos para las propiedades de invarianza de (2.1).

El préximo resultado confirma la observacion heuristica anterior dentro
de un contexto compatible con la hipétesis H3.

Proposicion 3.6.1. Sean S C X cerrado y Q2 C X abierto. Supongamos
que f: I x X — X satisface

|f(t,2)|| <1, para todox € X, y casi todo t € I.

Sean ademas 0 : I x Q — R una funcién continua con la propiedad de
que para cada (t,z) € I x Q, existe s € mg(2) tal que

(f(t,2),z—s) <0(t,z)d(z,S).

Entonces, cada curva de Euler x(-) para el problema (3.10), la cual
estd definida sobre el intervalo I y cuyo rango estd contenido en ),
satisface la desigualdad

%d(w(t),S) <0(t,2(t)),
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en cast todas partes de cualquier subintervalo de I sobre el cual se cumple
alguna de las desigualdades

d(z(t),S) >0, 6(t,z(t)) > 0.

Demostracion. Sea z,(-) un elemento en la sucesiéon de arcos poligo-
nales para f que convergen uniformemente a z(-) sobre I. Sea t € [0,1);
entonces existe ¢, con 0 < ¢ < N, tal que i, < t < 7;41. Definamos
T(+) como la restriccién de z,(-) sobre [t,1]. Notemos que la particién
asociada a T, (-) estd definida por la coleccién de intervalos

[t Tis1 ], [Tit1s Tit2)s - -5 [TNa =1, TN, ) -

Ademsds, ya que x(r) € Q para todo r € I, podemos asumir sin pérdida
de generalidad que ZT.(r) € Q para todo r € [t,1] en vista de la conver-
gencia uniforme de x,(-) hacia z(-). Segtn la hipdtesis, para los nodos
T = T(t) y j = T(75), con i < j < Ny, existen s; € prog(x;) tales
que

(f(rj,25), x5 — sj) < 0(1j,25) d(x},S), para todo i < j < Np.

Ya que la derivada a lo largo de cualquier porcidn lineal de x,(+) esté de-
terminada por los valores de f en los nodos, resulta claro que || (+)[|co <
1. Gracias a esta cota uniforme es posible realizar la siguiente estimacion:

d*(2i41,9) < ||lzipr — sil?

= [|@is1 — @l* + @i — sill® + 2(mig1 — 24,23 — 55)
Tit1
< (Ti41 —t)2+d2(xi,5’)+2</ ZTr(r) dr,xi—si>
t
Titl |
— (= P 4 i, 8) +2 [ ()i — i) dr
t
Tit1
— (= 0P 4 P, 8) +2 [ (T 0).i 50 dr
t

< (rig1 — 1)+ d2(z;, ) + 2 / Bt (1) d(EH (1), S) dr,

donde se ha utilizado la linealidad del producto interno, la definicién
de T (-), y las hipétesis sobre Q2 y f respectivamente. Procediendo de
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manera analoga en cada uno de los nodos restantes, se deduce

d2(l‘j7S) < (Tj — Tj,1)2 —{—d2(l‘j7175)

+9 / 01 T (1)) d(Fr (751), S) dr,

j—1

para i < j < N;. El conjunto de desigualdades anteriores conlleva a

d*(x;,5) < (1j — 7j=1)* + (1jo1 — Tj—2)* + d*(2j—2, 5)

2 /TJ1 0(7j—2, T (7j—2))d(Tr(Tj—2), 5) dr

i
+2/ 9(7']‘_1,TW(Tj_l))d(TW(Tj_l),S) dr. (3.12)
Tj—1
Continuando de manera recursiva el desarrollo anterior, se obtiene
7j—1
*(25,8 Z 741 — 1) + d* (3, 5)

=1

=l emy
Z/ 0(r1,Tn(m))d(@x (), S) dr
= o

<D(m)> (n41 — 1) + d*(;, 5)
=1

izl emp
23 [ b ma(m))d(@a (). ) dr
=177
= D(rm)(b—t) + d*(x;, S)
g1 Ti+1
+ 22/ (11, Tr (1))d(Tr (1), S) dr (3.13)
=1
para i < j < N,. Consideremos ahora la sucesién T, (-) de arcos poligo-
nales que son restriccién de la sucesién original z,(-) sobre [t, 1]. Note
que T, (+) converge uniformemente a x(-) sobre [t,1] y D(m;) — 0 cuando
i — oo. Ademsds, (3.13) se satisface para cada nodo y d(-,S) es una
funcién continua. Tomando el limite cuando j — oo en (3.13), tenemos
que para cada 7, con 0 <t < 7, se obtiene finalmente la desigualdad

d*(z(7),S) < d*(x(t),S) + 2/; O(r, z(r))d(x(r), S)dr. (3.14)
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Para verificar las afirmaciones finales del enunciado, definimos

- / 0(r, 2(r))d(x(r), S)dr

sobre [t, 1]. Aplicando el Teorema Fundamental del Calculo a esta fun-
cién obtenemos
d
dr
Por otro lado, si colocamos 7y 7+ h como limites de integracién en
(3.14) podemos entonces escribir

g(17) =0(r,z(7))d(z(7),S), paratodo T € [t,1]. (3.15)

d
Ly = };gg : Ji(z(r). $)dr
1 lim (T+h) S) — d*(z(7), 9)
T 2h=0 h
= d(x(T),S)%d(x(T),S), ct.p.T€[t,1].  (3.16)

Comparando (3.15) con (3.16) se deduce

0(r, 2(r)d(x(r), S) > d(x(r), 5)-%

> S d(z(r),S), (3.17)

en casi todas partes de [t,1]. Ya que t fue tomado arbitrariamente en
[0,1), se tiene que la ultima desigualdad se satisface casi en todas partes
en I. Si J es un subintervalo de I en el cual d(z(7),.S) > 0, entonces en
J este factor puede cancelarse a ambos lados de (3.17). Por lo tanto,

4
dr
SiO(r,z(1)) > 0y d(z(r),S) = 0, entonces

%d(w(r), S) =0 < (7, (1)),

d(xz(7),S) < 6(r,z(1)), para casi todo 7 € J.

lo cual completa la prueba. ]

A continuacion presentamos una caracterizacién analitica para la pro-
piedad de invarianza débil cuya utilidad resalta dentro de las disponi-
bles en la literatura sobre el tema. Otro criterio de invarianza débil,
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aparentemente no tan practico, involucra al cono de direcciones tan-
gentes generalizadas o cono de Bouligand (ver [2, 12, 16, 17, 32]); una
construccién cuya naturaleza es dual con respecto a (3.9). El criterio pre-
sentado aqui establece que el par (S, F') es débilmente invariante siempre
y cuando, en cada punto x de la zona de captura S de las trayectorias
del sistema, el angulo entre alguna de las velocidades modeladas por F
y las direcciones normales a dicha zona S es obtuso. Su demostracién
requiere el uso del Teorema 3.6.1 que enunciamos de inmediato, y el cual
certifica el vinculo existente entre las trayectorias de (2.1) y las curvas
de Euler asociadas a las selecciones de F'.

Teorema 3.6.1. Sea [ cualquier seleccion de F y x(-) una curva de
Euler para (3.10). Entonces z(-) es una solucion de (2.1) sobre I.

Invitamos a visitar la pagina 186 de [12] para una lectura de la demos-
tracién del requisito anterior. Asumiendo la veracidad de tal resultado,
presentamos el esperado criterio Hamiltoniano de invarianza débil.

Teorema 3.6.2. Supongamos que F satisface HB y S C X es cerrado.
El par (S, F) es débilmente invariante si y sdlo si,

hp(x,¢) <0, para todo = € S y todo ¢ € N¥ (x). (3.18)

Demostracién. Verifiquemos primero que la condicién (3.18) es necesaria
para la invarianza débil del sistema. Para tal fin, sea xg € S. Como el
sistema (.5, F') es débilmente invariante, existe una trayectoria z(-) para
(2.1) tal que z(0) = xg y la cual satisface z(t) € S para todo t > 0.
Para cada € > 0 definimos C. := F(x¢) + B(0,¢). La semicontinuidad
superior de F' garantiza la existencia de un n > 0 tal que

F(z) C C., para todo z € B(xg,n).

Para tal 7, la continuidad de x(-) permite encontrar § > 0 con la pro-
piedad de que si |s| < 6, entonces

[#(s) — 2ol <.
La tultima condicién implica

#(s) € F(z(s)) C C., para casi todo s € [0,6).
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Seleccionemos una sucesién de nimeros reales positivos o; tal que o; —
0. Ya que C. es compacto y convexo, el Lema 2.4.2 y la férmula de
Newton-Leibniz conllevan a
x(o;) — o 1 [
2(o1) = 20 = —/ z(s)ds € C., para cada o; < 0.
o gi Jo
Ahora podemos utilizar la compacidad de C. para pasar, de ser nece-
sario, a una subsucesién convergente (renombrada como la original), la
cual produce un vector

2o) =20 o (3.19)

Ve = lim
1—>00 agj;
Observe que x(0;) € S para todo i € N. Ademas, la continuidad de
z(-) implica z(o;) — xg, cuando i — oo. Consideremos un elemento
¢ € NI (z0). De acuerdo a (3.19) y a la parte (b) del Ejercicio 3.6.2,
existe a > 0 tal que

o
. ||w(os) — o
< «a lim |x(o;) — zo|
1—>00 g;
=0.

Para cada € > 0, sea w: := Tp(gy)(v:). Por la compacidad de F(zo), es
posible seleccionar una subsucesién w,, convergente a algiin v € F(zo),
la cual ademds satisface

lve; = oll < [loe; = we, [l + [Jwe, = o
<ei+ ngj — . (3.20)

El lado derecho de (3.20) tiende a cero cuando j — oo y por ende
también lo hace HUSJ. — UH Por lo tanto,

hie(20,¢) < (v,¢) = lim (v, ¢) <0.

Para la prueba de la suficiencia consideremos la sucesion Fj, de multifun-
ciones localmente Lipschitz provista por el Teorema 1.6.1 y sea xg € S.
Observemos que si k() es una solucién de (2.1) con Fj en el rol de F
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y 2(0) = zo, entonces de la férmula de Newton-Leibniz se desprende
claramente que xy(t) € B(xo,1), para cada t € I y cada k € N. Deno-
temos por Ly el rango Lipschitz de F}, sobre B(xg,2) (ver parte (b) del
Ejercicio 1.6.1). Para cada = € X y s = wg(x), seleccionemos vy, € F(s)
tal que (vg,x —s) < 0. Dicho vector vy existe en vista de la condicién
(3.18), del hecho de que hp, (s,z—s) < hp(s,z—s) y de las propiedades
de Fy(s). Definamos fi(7) := 7p, () (vx). Resulta claro que f;, es una
seleccién de F. Para o € B(xg,1) y s = mg(z) se tiene

Is = @oll < |Is — 2| + [lo — zol| < 2|z — o ,
de tal manera que s € B(zg, 2). Entonces,

(fu(@),z — 5) = (fi(z) — v,z — 8) + (g, 2 — 8)
< (fr(®) — vg,x — 5)
< N fe(@) = vill llz = sl
< Ly |z—s|*. (3.21)

Demostramos a continuacién que es posible construir curvas de Euler
asociadas a las selecciones f;. Cabe destacar que la construcciéon que
realizaremos es independiente de la propiedad (3.21) y por ende es apli-
cable a cada seleccion de F}, e inclusive de F'. En efecto, sea

m:={10,T1,--,TN-1,TN }

una particién del intervalo I, con 79 = 0, 7y = 1, y sea z,(-) un arco
poligonal para fi correspondiente a tal particién, cuyos nodos son deno-
tados por zg,x1,...,xN. Ya que sobre el intervalo (t;,¢;+1) se cumple
Zr(t) = fr(ti,x;), entonces

|zit1 — @ol| < |2ip1 — il| + ||z — 0|
< (tix1 — i) + ||zi — o] -

Es fécil ver por induccién que ||z; — xg|| < 1, para i = 1,2,..., N (ver
Ejercicio al final de la demostracién). De esta forma todos los nodos de
2.(-) yacen dentro de la bola B(zg,1); por convexidad de la misma se
tiene que z.(t) € B(zg,1) para todo t € I. Més aun, |i-(-)|o < 1. La
férmula de Newton-Leibniz interviene una vez méas para garantizar que
25 (-) es Lipschitz de rango 1 sobre I.



106 Vinicio R. Rios

Sea ahora 7; una sucesién de particiones tal que D(w;) — 0 cuando j —
oo. Note que necesariamente N; — oo. Ademds, los arcos poligonales
correspondientes satisfacen

2y (0) = w0, @, () =0l <1, i, ()| < 1.

De las relaciones anteriores se deduce que la familia {z,(-)} es equicon-
tinua y uniformemente acotada. Podemos aplicar el Teorema de Arzela-
Ascoli para garantizar que alguna subsucesion de tal famila converge
uniformemente a una funcién continua x(-). Esta funcién limite hereda
claramente el rango Lipschitz de los miembros de la familia que la gene-
ran sobre el intervalo I; como consecuencia x(-) resulta absolutamente
continua. Por lo tanto, z(-) es una curva de Euler para el problema (3.10)
con fj en el rol de f. Al aplicar la Proposicién 3.6.1 con (-, -) := d(-,.S)
y := X, se deduce

%d(xk(t), S) < Lrd(xk(t),S), para casi todo t € I.

El uso de la desigualdad de Gronwall implica
d(xk(t),S) < d(x()as)eﬁk =Y

ya que xx(0) = zy € S. Por lo tanto, xi(t) € S, para 0 < t < 1.
Basta aplicar entonces el Teorema 3.6.1 para concluir que z(-) es una
trayectoria invariante para Fj,.

El argumento anterior permite escoger para cada k € N una trayectoria
invariante xy(-) asociada a Fj, la cual nace en xy y permanece en S sobre
I. Una replica del argumento descrito en la prueba del Teorema 2.4.4
produce una subsucesién convergente de xg(-), cuyo limite uniforme z(-)
es una trayectoria para F' sobre I. Al ser S cerrado, dicha trayectoria
permanece en S. Repitiendo el procedimiento anterior sobre los inter-

valos [1,2],]2,3],..., y pegando las trayectorias asociadas a los mismos,
se obtiene finalmente una trayectoria invariante para F' definida sobre
todo [0, 00). O

EJERCICIO 3.6.3. Sea 7 una particién de I y () un arco poligonal
para el problema (3.10), donde f : I x X — X satisface || f(t,z)]] <1
para todo (t,z) € I x X. Si z; denota el i-ésimo nodo de z,(-), demuestre
que ||z; — xo|] < 1, para todo i. (Sugerencia: Use induccién).
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Completamos nuestra discusiéon estudiando la contraparte fuerte de la
propiedad de invarianza débil, la cual fue resenada en (ii) al principio
de esta seccion.

Definicién 3.6.2. El par (S, F) se dice fuertemente invariante si para
cada punto xg € S, cualquier solucién x(-) de (2.1) definida sobre [0, c0)
con condicion inicial x(0) = xg, satisface x(t) € S, para todo t > 0.

Cumpliendo con las expectativas, el criterio de invarianza fuerte que
estudiamos a continuacién preserva la estética del Teorema 3.6.2, con
la funcion Hp reemplazada por hp en la respectiva condicién infini-
tesimal. Con la finalidad de presentar una prueba maés concisa y lograr
en particular una mayor claridad en la exposicién de las ideas, restrin-
gimos nuestros planteamientos al caso en que las trayectorias son de clase
C'. La participacién de trayectorias absolutamente continuas requiere
el uso de multifunciones no auténomas donde la variable temporal exhi-
be propiedades de medibilidad cuya discusién no estd vinculada a los
objetivos de esta monografia (c.f. [2, 3, 12, 14, 16, 17, 19, 32, 40]).

Teorema 3.6.3. Supongamos que F' es localmente Lipschitz y satisface
las hipdtesis bdsicas H2 y HS3. Entonces, el par (S,F) es fuertemente
invariante si y solamente si,

Hp(x,¢) <0, para todo x € S y todo ¢ € NE (). (3.22)

Demostracién. Establezcamos primero la necesidad de (3.22), en la cual
no interviene directamente la naturaleza de las trayectorias del sistema.
Sea xg € S y v € F(xg). Ya que F es localmente Lipschitz, F' es en
particular SI. M&s aun, F' posee valores cerrados y convexos segun la
hipétesis. De esta forma podemos invocar el Teorema de Michael para
garantizar la existencia de una seleccién continua f de F', tal que f(zo) =
v. Ya que (5, F) es fuertemente invariante, resulta que el par (5, f) es
en particular débilmente invariante. Por lo tanto, al aplicar el Teorema
3.6.2 tenemos que (v,() = hs(x0,() < 0, para todo ( € NZ(zp). El
vector v ha sido tomado de manera arbitraria en F(z), lo cual implica
que
Hp(xo,¢) == sup (v,() <0.
veF (z0)

Por otro lado, supongamos que la condicién Hamiltoniana (3.22) se satis-
face y consideremos una solucién z(-) de (2.1) de clase C'! definida sobre
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[0,00), la cual satisface la condicién inicial 2:(0) = z¢ € S. Definamos la
multifuncién G : [0,00) x X — P(X) a través de

G(t,z) = {v e F(z): |v—2@)| < L ||z — z@)||}. (3.23)

Proponemos como ejercicio al lector verificar que G satisface HB. Ya
que G(t,x) C F(z) para cada (t,x) € [0,00) x X, en virtud de (3.22)
resulta claro que

hG((t7$)7§) < HG((t7x)7C) < HF('xaC) <0,

para todo (¢, z) € [0,00)x X y todo ¢ € NE(z). Por lo tanto, el par (S, G)
resulta débilmente invariante segin la versiéon no auténoma del Teorema
3.6.2 (el lector puede verificar dicha versién agregando consistentemente
la variable ¢ a lo largo de la demostracién del Teorema 3.6.2). De esta
forma debe existir una solucién y(-) de (2.1) definida sobre [0, 00), tal
que y(0) = xg y con la propiedad de que y(t) € S para todo ¢t > 0.
Puesto que y(t) € G(t,y(t)), la definicién de G implica

19(t) = &)l < Lly(t) — 2@,

de lo cual para cada T > 0, al aplicar la desigualdad de Gronwall obte-

ly(t) — 2@l < (7 = 1) [l2(0) = y(O)]l,

) —
es decir, y(t) = z(t), para todo t € [0,T]. Como T > 0 es arbitrario,
concluimos que z(t) = y(t) € S para todo t > 0. Esto comprueba la
invarianza fuerte de (S, F'). O

EJERCICIO 3.6.4. Demuestre que la multifuncién G definida en (3.23)
satisface HB.

Observaciéon 3.6.1. En virtud del papel desempenado por el Teorema
de seleccién de Michael a la hora de establecer la necesidad de la con-
dicién (3.8), es posible preservar tal implicacién bajo un relajamiento
de las hipétesis en el enunciado, el cual consiste en asumir solamente la
semicontinuidad inferior de F' junto a las hipdtesis bésicas H2 y H3. Por
otro lado, en la prueba de la suficiencia de (3.8) la propiedad Lipschitz
sobre F' puede ser reemplazada por la propiedad LD introducida en el
Ejercicio 1.7.4 junto a la semicontinuidad superior. En efecto, observe
que la multifuncién G del Ejercicio 2.4.6 esta definida intrinsecamente a
través de la propiedad LD y dicha multifuncién constituye un reemplazo
natural para la multifuncién G definida en (3.23).
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EJERCICIO 3.6.5. Supongamos que F' es LD, continua y satisface
H2 y H3. Demuestre que las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(a) El par (S, F) es fuertemente invariante con respecto a trayectorias
de clase C1.

(b) Para todo € Sy todo ¢ € NZ'(x) se tiene

Hp(x,¢) <0.
(c) El par (S, G) es débilmente invariante para cada multifuncién
G:]0,00) x X — P(X)

dotada con HB y con la inclusién G(¢,x) C F(x), para cada par (¢, )
en [0,00) X X.

3.7. Estabilidad

Las paginas finales de esta monografia estan dedicadas a una breve explo-
racién de los conceptos cldsicos de estabilidad dentro del contexto de la
inclusién diferencial (2.1). Como muestra de las herramientas disponibles
para el estudio de tales conceptos, presentamos el método directo de
Lyapunov, el cual proporciona condiciones suficientes para las diferentes
versiones de estabilidad consideradas. En nuestra exposicién seguiremos
las ideas y el estilo presentado en [37].

Comencemos con una multifuncién F : X — P(X) tal que 0 € F(0),
es decir, el origen x = 0 es una posicion de equilibrio para la inclu-
sién diferencial asociada (2.1). Bajo este convenimiento presentamos las
siguientes nociones bésicas.

Definicién 3.7.1. El punto de equilibrio x = 0 se dice estable (débil-
mente estable) para la inclusion diferencial (2.1) si dado € > 0, existe
d > 0 tal que para cualquier xy € B(0,9), cada (al menos una) solu-
cion x(-) de (2.1) con x(0) = xo satisface ||z(t)|| < e para todo t > 0.
El punto de equilibrio x = 0 se dice asintdticamente estable (débilmen-
te asintoticamente estable) si adicionalmente a ser estable (débilmente
estable) se cumple
lim z(t) = 0.

t—o0
Si el punto de equilibrio x = 0 no es débilmente estable, diremos que es
inestable.
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La motivacién para el estudio de los conceptos de estabilidad a través
de la inclusién diferencial (2.1) proviene principalmente de dos fuentes.
En la practica, existen muchos sistemas dindmicos modelados por una
ecuacion diferencial de la forma &(t) = f(x(t)), donde el origen x = 0
puede pensarse como un estado en el que dicho sistema se encuentra en
equilibrio. Debido a posibles perturbaciones que impactan la evolucion
del sistema, resulta méas conveniente modelar al mismo a través de una
inclusién diferencial de la forma #(t) € B(f(z(t)),p(t)), donde p(-) es
una funcién estimadora del radio de la perturbacién que experimenta
el campo f. La propiedad de estabilidad garantiza que en la evolucion
futura del sistema, los estados cercanos al origen no estan lejos del es-
tado deseado. La estabilidad asintética implica que la amplitud de las
perturbaciones iniciales decrecen y eventualmente desaparecen.

Por otro lado, las propiedades de estabilidad débil y estabilidad asin-
tética débil poseen una interpretacién y utilidad mas natural dentro del
contexto de los sistemas de control

B(t) = f(x(t), u(t)), ut) € U,

que satisfacen f(0,ug) = 0 para algin ug € U. Para dichos sistemas
se desea determinar si es posible mantener el estado en la vecindad del
equilibrio, o poder conducirlo hasta el equilibrio desde cualquier posicién
inicial en la vecindad del origen. Este problema guarda relacién intima
con el problema de controlabilidad, razén por la cual a la propiedad de
estabilidad asintética débil se le conoce también como controlabilidad
asintotica.

El siguiente par de definiciones es fundamental para el resto de nuestra
discusién.

Consideremos una funcién V' : X — R tal que V(0) = 0. Diremos que V
es positiva definida (negativa definida) si V(z) > 0 (V(z) < 0) para todo
z € X \ {0}. La funcién V se dice semidefinida positiva (semidefinida
negativa) si V(xz) > 0 (V(z) < 0) para todo x € X.

Sea f: X — RU{+00}. La derivada superior de Dini de f en z en la
direccion del vector v estd dada por

D f(x) := lim sup fw+ow) = f(x)
640,w—v o
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Analogamente, la derivada inferior de Dini de f en x en la direccion del
vector v se obtiene al reemplazar lim sup en la expresién anterior por
lim inf.

El resto de nuestra discusién amerita cierto manejo de las derivadas de
Dini. La verificaciéon de las siguientes propiedades por parte del lector
constituye una ayuda al respecto.

EJERCICIO 3.7.1. Supongamos que f : X — R es Lipschitz de rango
L.

(a) Demuestre que para cada x y v se verifica

D f(x) = lim sup flw+0v) = f(x)
510 o

Ademés, Dj f(z) = 0y la funcién v — D, f(z) es Lipschitz de rango L.
(b) Dy f(z) = AD{ f(z) para cualquier A > 0.
(c) Escriba y pruebe las férmulas anteriores correspondientes a D, f(x).

Como requisito técnico para abordar los resultados sobre estabilidad,
presentamos el siguiente estimado, el cual emula a la férmula de Newton-
Leibniz dentro del contexto de las derivadas de Dini.

Lema 3.7.1. Sean g,j : [0,7] — R funciones continuas. Supongamos
que D g(t) < j(t) para todo t € [0,T]. Entonces,

T
g(T)—g(O)g/o j(t)dt.

Demostracién. Sean tg = 0 y € > 0. Ya que Dj g(t) < j(¢), debe existir
do > 0 tal que
g(to +do) < g(to) + doj(to) + doe.

De manera inductiva definimos t;11 = t; + §;, para ¢ = 0,1,..., donde
el numero §; > 0 satisface

g(ti +05) < g(ts) + 65 (ts) + 0se, (3.24)

para cada i. Sea f := sup{t; : i = 0,1,...} y veamos que { = T. En
efecto, supongamos que t < T. Si § > 0, el hecho de ser t; creciente y
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acotada por £ garantiza que t; +6 > t para i suficientemente grande. Por
lo tanto,
glts +8) > glts) + bj(t:) + 02,

para ¢ suficientemente grande. Por la continuidad de g y j al tomar el
limite cuando i — 0o, tenemos

g(i +8) > g(i) + 65(D) + o2,

para todo ¢ > 0, o equivalentemente

9 +0) —g(b) _ .
)

Tomando ahora limite cuando § | 0 se deduce que Dy g(t) > 5(#), lo cual
contradice la hipétesis. Por lo tanto, £ = T. Tomando suma en (3.24) se
verifica que

g(T <Z<51] )+ Te.

Es claro que si los numeros d; > 0 son suficientemente pequenos, el
siguiente estimado se satisface:

00 T
;&j(ti)g/o j(t)dt +e.
Por lo tanto,
T
9(T) - 9(0) < / j(t)dt + (T +1)e
0

Ya que € > 0 es arbitrario, obtenemos el estimado anunciado. ]

3.7.1. Meétodo directo de Lyapunov

A partir de este punto presentamos varias condiciones suficientes aso-
ciadas a los conceptos de estabilidad formulados anteriormente. En los
mismos asumiremos que F' satisface las hipdtesis bésicas de la seccién
3.6. Cabe destacar que se han corregidos algunos errores presentes en las
pruebas de los resultados provistos en [37]. En particular, se ha incluido
la hipotesis sine qua non de continuidad sobre las funciones V' y W que
participan activamente en el establecimiento de tales resultados.



Curso Introductorio Sobre Inclusiones Diferenciales 113

Teorema 3.7.1. Supongamos que existe un nimero > 0 y funciones
continuas V : X - R, W : X — R tales que V es definida positiva, W
es semidefinda negativa y

DjV(z) < W(x),

para todo v € F(x) cuando ||z|| < n. Entonces, el equilibrio x = 0 es
estable para el sistema (2.1).

Demostracién. Sea € € (0,7) y consideremos el conjunto Q := {z € X :
||z|| = €}. Tomemos w como el valor minimo de V' sobre 2, el cual existe
en virtud de la compacidad de €2 y la continuidad de V. Es claro que
w > 0. Seleccionemos o > 0 tal que V(x) < w para todo ||z| < ay
consideremos una solucién z(-) de (2.1) tal que [|z(0)| < «a. Resulta
claro que a < e. De acuerdo al Ejercicio 2.4.4 la solucién x(-) existe
sobre todo el intervalo [0,00). Ademds, dado v = a — ||zg|| > 0, por la
continuidad de z(-) debe existir 6 > 0 tal que si ¢ € [0, ), entonces

(@ < [lo(t) = zoll + [[zoll <7+ [lzol = <e. (3.25)

Observemos que para cada t € [0,00) y cada par 7,0 > 0 podemos
escribir

Vi(t +r(1+0) =V (:U(t) +7 (””(t +r+6)) - ““)) . (3.26)

T

Seleccionemos sucesiones 7; | 0y 6; — 0 tales

DV 02)(t) = lim sup LT +0:)) = Viw(t)

i—00 T;

(3.27)

Utilizando la férmula de Newton-Leibniz, la semicontinuidad superior
de F en x(t), y procediendo de manera anéloga al Teorema 3.6.2, vemos
que

. - A t47; ( i _
(t+7i(1+0;) —a(t) _ i/j 1+0);'U(3)ds e F(z(t)) + B(0,¢)

Ti Ti
para i suficientemente grande. Ya que F(x(t)) + B(0,¢) es compacto y

€ > 0 es arbitrario, podemos suponer sin pérdida de generalidad que

x(t+71(146;)) —x(t) oy
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para algin v € F(x(t)). Por lo tanto, aplicando (3.26) en (3.27) obte-
nemos

% (:U(t) . (I(Hn(lfei))fx(t))) —V(z(t)

Ti

D (V oz)(t) = lim sup

< lim sup Viz(t) + Tw) — V(z(t))
710, w—v T
= D}V (x(t)).

Segtin (3.25) y la hipdtesis se tiene DV (z(t)) < W(xz(t)) para todo
t €10,9). Del Lema 3.7.1 deducimos entonces

Vi(z(t)) — V(z(0)) < /0 W (z(s))ds <0, para todo t € [0,0),

es decir, V(z(t)) < V(z(0)) < w para todo t € [0,4). Por la continuidad
de (Voxz)(-) es facil ver que también V(z(d)) < V(z(0)) < w. Si||z(d)| =
€, entonces

w < V(x(d)) = th%l V(z(t) < V(z(0)) < w, (3.28)

g

lo cual es imposible. La opcién [|z(d)|| > € estd también descartada en
vista de la continuidad de la funcién ||z(-)||. Por lo tanto, ||z(d)|| < €. El
argumento anterior permite considerar el intervalo maximal J = [0,7),
con [0,0] C J, tal que ||z(t)|| < € para todo t € J. Para este intervalo
maximal debe cumplirse que T = oo. En efecto, supongamos que por
el contrario T' < oo. Invocando de nuevo la continuidad de (V o z)(:) y
asistiéndonos del mismo razonamiento que conlleva a (3.28), podemos
concluir que ||z(T)|| < €. De esta forma, al tomar a xg = 2(T) y 7 =
e — ||#(T)|| > 0, vemos que existe § > 0 tal que

l@] < [lz(t) = ()| + [[«(D] <7 + [[«(T)] = e,

para todo t € [T,8) y esto contradice la maximalidad de J. De esta
forma J = [0, 00), lo cual implica que el origen x = 0 es estable. O

Corolario 3.7.1. Supongamos que existe un nimero n > 0 y funciones
continuas V : X — R, W : X — R tales que V' es definida positiva, W
es definida negativa y

DjV(x) < W(z)
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para todo v € F(x) cuando ||z|| < n. Entonces, el equilibrio x = 0 es
asintéticamente estable para el sistema (2.1).

Demostracién. El Teorema anterior establece la existencia de un nimero
a > 0 tal que, cualquier solucién z(-) de (2.1), con ||z(0)|| < «, estd de-
finida sobre [0, 00) y satisface ||z(0)| < n para todo t > 0. Falta verificar
el comportamiento asintético de z(-), es decir, z(t) — 0 cuando t — oc.
Para ello, supongamos que dicha condicién no se cumple. Entonces, debe
existir [ € R tal que V(x(t)) > 1 > 0, para todo ¢t > 0. En virtud de la
continuidad de V' en el origen, debe existir 6 > 0 tal que V(z) < [ cuando
|z|| < 6. De las desigualdades anteriores se deduce que ||z(t)|| > ¢ para
todo t > 0. Definamos p := —max {W(x) : 6 < ||z|| < n}, el cual existe
dada la continuidad de W y la compacidad del anillo {z : § < ||z| < n}.
Resulta claro que W (x(t)) < —p para todo t > 0. Argumentando de
manera similar al Teorema anterior y aplicando el Lema 3.7.1, vemos
que

V(a(t) - V(2(0)) < / s ds,

es decir, V(z(t)) < V(x(0)) — ut, para t > 0. Si ¢ es suficientemente
grande se deduce que V(z(t)) < 0, lo cual contradice la positividad
de V. De esta manera, la funciéon V(z(t)) admite valores tan pequenos
como se quiera a medida que t aumenta. Ya que V (z(t)) es no creciente,
tenemos V(z(t)) — 0 cuando t — oo, y como consecuencia |z(t)|| — 0
cuando ¢ — oo. O

Dentro de la terminologia anterior, el siguiente resultado proporciona
requerimientos suficientes para la inestabilidad del origen.

Teorema 3.7.2. Supongamos que existen n > 0 y funciones continuas
V:X—>RyW:X — R tales que V(0) =0, y W es definida negativa,
con

DV (z) < W(z)

para todo v € F(x) cuando ||z|| < n. Supongamos adicionalmente que
para cada § > 0 existe al menos un © € X, con ||z|| < 9§, tal que
V(z) < 0. Entonces, el origen es inestable para (2.1).

Demostracién. Sea a > 0 tal que o < 7. Segun la hipdtesis es posible
seleccionar xg con ||zg|| < ay V(zg) < 0. Consideremos una solucién
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z(-) de (2.1) tal que z(0) = xg. Se sabe que dicha solucién existe sobre
todo [0,00). Gracias a la continuidad de V' y al hecho de que V(0) = 0,
es facil verificar que existe § > 0 tal que

V(zg) < V(x), cuando |z| < 6. (3.29)

Una vez mas la continuidad de z(-) garantiza la existencia de un g > 0
tal que
llz(t)|| <n, para todo t € [0, 3). (3.30)

Procediendo de manera similar al Teorema 3.7.1 y por aplicacién del
Lema 3.7.1, se deduce que

t

V(z(t)) < V(xo) +/ W(z(s)),ds < V(zgp), cuando t € [0,5). (3.31)
0

Segun (3.29) y (3.31) es imposible tener ||z(t)|| < § paraalgin 0 < t < S.

Consideremos de nuevo p := —max{W(z) : § < ||z|| < n}. Regresando
a (3.31) vemos que

V(z(t)) < V(zg) — ut < —ut, para todo t € [0, ). (3.32)
Afirmamos que debe existir un ndmero 7' > 0 tal que ||z(T)| = 7.
En efecto; si ||z(8)| = 7, entonces T = [ satisface tal requisito. Si

lz(B)|| < n, podemos tomar el limite cuando ¢ — S~ en (3.32) pa-
ra obtener V(z(5)) < —ppB. Por esta razon, tiene sentido expandir
el intervalo [0,3) hasta obtener el intervalo maximal [0,3) sobre el
cual las condiciones (3.30) y (3.32) se satisfacen simultdneamente. Si
B = oo, el hecho de estar el rango de z(-) contenido en el compacto
{z : 6 < ||z|| € n} y de ser V continua, implicaria la existencia de
m € R tal que m < V(z(t)) < —ut, para todo t > 0, lo cual es im-

posible. Por lo tanto, 3 < oo y asi ||z(f) ‘ = 7 (en caso contrario la

A~

desigualdad Hx(,@’) ‘

demostrado que para cualquier a > 0, por muy pequeno que este sea, es
posible encontrar una trayectoria z(-) de (2.1) con ||z(0)]] < «, tal que
|lx(T)|| = n para algin 7" > 0 suficientemente grande. Esta condicién
indica la inestabilidad del origen x = 0. U

A~

< n contradice la maximalidad de [0, 3)). Hemos

Culminamos la seccién reseniando un conjunto de condiciones suficientes
para la estabilidad débil y la estabilidad asintética débil del sistema
(2.1).
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Teorema 3.7.3. Supongamos que existe un nuimero n > 0 y un par de
funciones continuas V : X - Ry W : X — R tales que V' es definida
positiva, W es semidefinida (definida) negativa y para cada solucion x(-)
de (2.1), con ||z(0)|| <mn, se cumple

V() — V(z(0)) < /0 W(a(s)) ds, para todo t > 0.

Entonces, el equilibrio x = 0 es débilmente estable (asintdticamente es-

table).

Demostracién. Sea € € (0,7). Consideremos la esfera Q := {z : ||z|| = ¢}
y sea w = min{V(z) : x € Q}. Ya que V es definida positiva, tenemos
que w > 0. Definamos ademés C := {z € B(0,¢) : V(r) < w}. Una
vez mas la continuidad de V' garantiza la existencia de a > 0 tal que
V(z) < w cuando ||z|]| < a. Para cada xg € B(0, «) podemos seleccionar
una solucién de (2.1) tal que x(0) = zo, la cual existe sobre todo [0, c0),
y que segun la hipétesis satisface

V(z(t)) — V(z(0)) < /0 W(xz(s))ds, paratodot > 0.

El resto de la prueba consiste en reproducir las ideas contenidas en las
demostraciones del Teorema 3.7.1 y su Corolario 3.7.1. ]

EJERCICIO 3.7.2. Supongamos que F' satisface HB y que ademés
0 € F(0). Entonces, el origen = = 0 es estable si y solamente si, existe
una funcién V : X — R definida positiva tal que:
(a) V es continua en g = 0.
(b) V(z(-)) es decreciente en [0, 00), para cada solucién z(-) de (2.1).
(c) Existe r > 0 y una funcién f : [0,7) — R con las siguientes propie-
dades:

(i) f es estrictamente creciente,

(i) f(t) > 0, para todo 0 <t < r,

(#i) V(z) > f(||z]|), para todo = € B(0,r).

EJERCICIO 3.7.3. Supongamos que F' satisface H1 y H2, pero existe
a > 0 tal que la hipétesis H3 es reemplazada por

sup{||v]| : v € F(x)} < a||z||, para todo z € X.
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Sea ademds 0 € F'(0) y A una matriz cuadrada n x n con entradas reales
tal que el origen x = 0 es asintoticamente estable para el sistema lineal
#(t) = Az(t). Demuestre que si « es suficientemente pequeno, el origen
x = 0 es asintéticamente estable para el sistema lineal perturbado

x(t) € Ax(t) + F(z(t)).
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