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PREFACIO

La Teoria de hipergrupos fue introducida independientemente por
Dunkl [21], Jewett [32] y Spector [62] en los anios 70’s. Esta teoria per-
mitié generalizar los conceptos de grupos localmente compactos con el
propésito de hacer un Analisis Arménico estdndar. Méas tarde, resulta-
dos de andlisis armoénico sobre hipergrupos pudieron ser utilizados en
diferentes aplicaciones. Por ejemplo, un teorema de Bochner es usado
esencialmente en el contexto de procesos débilmente estacionarios in-
dexados por hipergrupos (cfr. [37] y las referencias alli sugeridas), la
estructura de hipergrupo es también fuertemente usada en Probabilidad
[6] y en Aproximacién con respecto a sucesiones de polinomios ortogo-
nales (ver [36, 37, 60]).

Este curso de caracter introductorio, estd inspirado en una serie de
charlas dictadas por A. L. Schwartz en 1.995 en ocasién de la realizacién
del congreso Harmonic Analysis and Hypergroups [60], y, a través de él se
pretende que el participante se familiarice con las conexiones existentes
entre hipergrupos, problemas de Sturm-Liouville y polinomios ortogo-
nales estandar y de Sobolev. Intentaremos hacer enfésis en las relaciones
entre hipergrupos y polinomios ortogonales de Sobolev, incluyendo algu-
nos resultados que, hasta donde la autora conoce, no estan disponibles
en la literatura.

El material estd organizado de la siguiente manera: En el primer
capitulo, se desarrollan las nociones béasicas necesarias sobre ortogonali-
dad estdndar y ortogonalidad Sobolev. El segundo capitulo comprende
una ligera introducién de la teoria de hipergrupos y su conexién con Pro-
blemas de Sturm-Liouville, mientras que el tercer capitulo estd dedicado
a lass relaciones entre polinomios ortogonales e hipergrupos y algunos



VI

problemas abiertos en el contexto de ortogonalidad Sobolev.

Cada uno de los capitulos de esta monografia se divide en secciones. La
numeracién de cada resultado (lema, proposicién, teorema o corolario)
esta en concordancia con la seccién respectiva. Ademés, la numeracién
de las férmulas estd en correspondencia con el capitulo donde se en-
cuentran. Al final de cada capitulo, se presenta un grupo de ejercicios
relacionados con sus contenidos. La conclusion de cada demostracién se
indica mediante el simbolo WM.

Finalmente, quiero agradecer a la Profesora Ajit Igbal Singh del Indian
Statistical Institute de New Delhi, por su generosidad y por haberme
motivado a estudiar estos temas, y al comité organizador del XXVIII
Escuela Venezolana de Matemaéticas por la oportunidad de dictar este
curso, espero que este material, sirva de guia, estimulo y referencia, a
todas aquellas personas que tengan la oportunidad de leerlo.

Yamilet Quintana.



NOTACION

NOTACION
én

Ce(X)
Ce(X)
(X, %)
supp(i)

My, M.

caracteres de un hipergrupo.

numeros enteros, enteros no negativos, reales y complejos,
respectivamente.

subconjunto no finito de R.
circunferencia unidad.

espacio vectorial de todos los polinomios con coeficientes reales.
subespacio vectorial de todos los polinomios de grado a lo sumo n.
espacio localmente compacto.

medidas regulares de Borel a valores complejos sobre X.

medidas regulares de Borel a valores complejos, no negativas
sobre X.

medidas regulares de Borel a valores complejos con soporte
compacto sobre X.

medidas regulares de Borel a valores complejos, no negativas
y con soporte compacto sobre X.

espacio de las funciones continuas sobre X.

espacio de las funciones continuas sobre X a soporte compacto.
espacio dual de C.(X).

hipergrupo con operacién * y espacio base X.

medida de Borel o medida regular de Borel.

soporte de la medida pu.

operador multiplicacién por la variable x, o por la variable z,
respectivamente.






Capitulo 1

ORTOGONALIDAD ESTANDAR
Y ORTOGONALIDAD SOBOLEV

Las nociones que presentaremos sobre ortogonalidad estandar y or-
togonalidad Sobolev son las que ciertamente encontraremos en libros
como [10, 24, 40, 44, 63]. Aunque por cuestiones metodolégicas, nuestra
exposicién a lo largo de este capitulo serd muy similar a la hecha en
[44, 54].

1.1. Ortogonalidad estandar

Sea IP el espacio vectorial de los polinomios con coeficientes reales y
P, C P el subespacio de los polinomios de grado a lo sumo n. Deno-
taremos por M, : P — P al operador multiplicaciéon por la variable
independiente x, es decir,

M, (p) = xp, para todo p € P. (1.1)

DEFINICION 1.1. Sea (-,-) : PxP — [0,00) un producto interno sobre P.
Una sucesion de polinomios {py}n>0 se llamard sucesion de polinomios
ortogonales con respecto al producto interno (-,-) si satisface

1. Para todo n € Zy se cumple que grad(p,) = n.

2. (Pn,Pm) =0 sin#m, y (Pn,pn) # 0
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DEFINICION 1.2. Sea (-,-) : P x P — [0,00) un producto interno sobre
P. Diremos que (-,-) es un producto interno estandar sobre P, si el
operador M, es autoadjunto, es decir,

(M (p),q) = (xp,q) = (p,xq) = (p, Mx(q)), para todo p,q € P. (1.2)

DEFINICION 1.3. Diremos que una sucesion de polinomios ortogonales
{pn}nzo es estandar si es ortogonal con respecto a un producto interno
estandar sobre P.

EJempLo 1.1.1.

1. Sea p una medida de Borel positiva cuyo soporte es un subconjunto
I, no finito, de la recta real y tal que

/H]a;\”du(x) < 00

No es dificil ver que el producto interno (p, q), = [;p(x)q(z)dp(z)
es un producto interno estdndar sobre P, que permite definir de
manera univoca una sucesion de polinomios ortogonales monicos
{Pn}nzo tal que

para todo n € Z, .

Pn,x u—/P kdu (x) =0, para k=0,1,...,n—1. (1.3)
La sucesion {Py,}n>0 se denomina sucesién estdndar de poli-
nomios ortogonales monicos respecto a la medida pu.

2. Podemos definir sobre P, un producto interno no estdndar de la
manera siguiente: Sean p,q € P,

k m
pla) =) aa’ y g(x) = bl
=0 7=0
donde a;, b; € R, (0<i<k), (0<j<m), (0<km<n),y
apbny, # 0. ‘
Si (p,q) = Zzg(k’m) a;b;, entonces se verifica que '
(zp,q) = Zﬁg(HLm) a;biy1, mientras que (p, rq) = Z?Z?hmﬂ) a;y1b;,

y estas dos sumas, en general, no son iguales.
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Algunos ejemplos de sistemas ortogonales de funciones son los siguien-
tes.

EJjempro 1.1.2.

a) La sucesion {%,COS x,senx, cos 2x, sen 2:/6,...} es una sucesion
ortonormal con respecto al producto interno

1

™

(f,9) _Tr f(x)g(x)d.

(Verifiquelo).

b) El conjunto {%,cos x,sent,...,cos(N —1)x,sen (N — 1)1:} es or-

togonal con respecto a
g

1 2N
(f,9) = N ;f(iﬁj)g(iﬂj)’ donde zj = <.

(Verifiquelo).

¢) La sucesion de polinomios de Tchebycheff de Ier. tipo {Tn},>q,
definida mediante la formula de Rodrigues por

(1" @

2nn! dxn

To(z) = (1-2?) {(1—3;2)”—%}, ze[-1,1),

es ortogonal con respecto al producto interno

1
V1—a2

(Verifiquelo haciendo el cambio de variable x = cos ).

1
(g = / @g(yu()dr,  donde u(x) =

d) Para o, 8 > —1, la sucesion de polinomios de Jacobi {R(La’ﬁ)}

n>0"
definida mediante la formula de Rodrigues por

8 (_1)n dm

Pfla’ﬂ)(:n) = 1—2)“(1+2x)" ST g

{a-ayea i),
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para x € (—1,1).
(@.8) _ [(nta @B/ 1\ . ( [P TB
e = ("H) Py = (M),

es ortogonal con respecto al producto interno

1
(fs D wap) = /_1 f(@)g(@)w(x)ds,  donde w' ™ (z) = (1—2)*(1+2)°.

e) La sucesion de polinomios de Hermite {Hy}, <, definida mediante
la formula de tipo Rodrigues por

dTL
Hn(w) = (_1)n€x2d$_n (e—xQ) y T E R7
es ortogonal con respecto al producto interno
(9o = [ f@gl@yole)ds,  donde w(a) = e
(Verifiquelo).

f) Para o > —1, la sucesion de polinomios de Laguerre {L%a)} "
n>
definida mediante la formula de Rodrigues por

LW (z) = — dac—”{$+6 b, z€(0,00),

es ortogonal con respecto al producto interno

(f,9) = /000 f(@)g(x)w(z)dx, donde w(x) = x“e"".

(Verifiquelo).

En este ejemplo, los items del c) al f) del ejemplo 1.1.2 representan
sucesiones estandar de polinomios ortogonales.

Si (-, -) es un producto interno estdndar sobre P y denotamos por i,
al momento de orden n asociado a este producto interno, es decir,

pn = (1,2"), n€Zy.

Entonces es posible obtener una expresién explicita, como cociente de
determinantes, para el n-ésimo polinomio ortogonal ménico P, asociado
a este producto interno.
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PROPOSICION 1.1.1. Sea {P, },>0 la sucesion de polinomios ortogonales
monicos asociada a un producto interno estdndar. Entonces, para cada
n € Z, el polinomio P, viene dado por

By(z) = 1,
Ho M1t i
1 H1 125 R N |
Pol@) = g—| & 0 b
e
Hn—1 HMn - H2n—1
1 x PR xn

donde H,, es el determinante de Hankel de orden n + 1 asociado a los
2n + 1 primeros momentos, es decir,

Lo M1 te Hn
Y ¥ e |
Hn  fnt1 -0 H2n

Demostracién. Consulte, por ejemplo [10, 24, 63].
|

Una de las propiedades fundamentales, de indudable interés numérico,
de los polinomios ortogonales estandar, es que se pueden generar de
forma recurrente.

TEOREMA 1.1. (Férmula de recurrencia a tres términos).

Sea {pn}nzo la sucesion de polinomios ortogonales monicos asociada a
un producto interno estandar. Entonces se verifica la siguiente relacion
de recurrencia a tres términos

A~ A~ ~

Poy1(z) = (x = An) Pa(2) — ynPr-1(), (1.4)
siempre quen >0, P4 =0, Y0 € R, y ademds,

(xP,,P,)

HJS E , para n>0 y
n

n p—
_ Iz
Tn

= m, para n > 1.
n—1
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Demostracién. (Cfr. [10]).

Expresando 2P, en términos de la base ortogonal { Py, ..., P,}, tenemos
+1 A

xpn(x) = cmkpk(x), Cnk = -
kzzo | Py [|?

Como el producto interno es estandar:
(xPy, B) = (P, xPy),
y por ortogonalidad: ¢, ;, = 0, para 0 < k <n — 1.
Por otro lado, :rpn es moénico = ¢, p4+1 = 1. Luego:
2Py () = Poy1(2) + ennlo(2) + cpn_1Pa_i1(z), n>1,

de donde se deduce (1.4).
|

Reciprocamente, cualquier sucesién de polinomios ménicos en P que
satisfaga (1.4) con 7, real positivo y A, real, es una sucesién estdndar
de polinomios ortogonales ménicos respecto a alguna medida g (no ne-
cesariamente ﬁnica)*.

Es sencillo verificar que el Teorema 1.1 toma la siguiente forma cuando
se enuncia para la sucesion estdndar de polinomios ortonormales con
respecto a una medida p.

TEOREMA 1.2. (FR3T para polinomios ortonormales con respecto a una
medida ).

Sea {pn}n>0 la sucesion estandar de polinomios ortonormales respecto a
una medida . Entonces se verifica la siguiente relacion de recurrencia
a tres términos

TPn1(2) = an1Pn1(x) + bupn(2) + anpr_1(z), n>1, (1.5)

donde p-1 =0, polw) = =, con o = [ dp(e), ap €R y

%szww%mwww mszmwmw

“Este resultado es conocido como Teorema de Favard. Apareci6 en J. Favard, Sur
les polynémes de Tchebysheff, C. R. Acad. Sci. Paris 200 (1935), 2052—2055. Consulte,
por ejemplo [40] y las referencias allf sugeridas
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En términos matriciales, la relacién (1.4) viene dada por

Po(a?) Po(ﬂ?) 0
Pi(z) Py(x) 0

T Py() =J, Py(x) + Po(x) 0 J
Pn—'l (:U) Pn—'l (l‘) 1

donde J,, es una matriz tridiagonal

AN 1 0 O 0
v A 10 0

Jn — 0 Y2 )\2 1 tee 0 ,
0 0 0 ctt Yn—1 )\n—l

conocida con el nombre de matriz moénica de Jacobi de orden n.

Una consecuencia inmediata de la relacién (1.6) es la siguiente

(1.6)

PROPOSICION 1.1.2. Si z¢ es un cero de P, , entonces es un autovalor

de J,.

Obsérvese que la matriz infinita J, dada por

M 1 0 O
m A& 10
JOO = O Y2 )\2 1 e )
satisface la relacion
Py(x) Po(x)
Pi(z) Pi(z)
Py(z) Py(z)
T =Js
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Js es conocida en la literatura con el nombre de matriz de Jacobi. A
partir de esta matriz podemos introducir un operador J : (?(Z,) —
?*(Z4) de la forma siguiente: Dada o = {a;};>0 € £*(Z4), definimos
J(a) = {Bi}i>0 € £*(Z+) como la sucesién cuyos términos vienen dados
por

ag Aog + o
o1 Y + Ao + o
Qs Yoorr + Aoag + a3
J(a) = Jx = . ,  (1.8)
Op—1 Yn—10n—2 + An—10n—1 + oy

es decir, 5; = Z;io ujjoj, donde u;; representa la entrada (i,j) de la
matriz Js.

El operador J es un operador autoadjunto con respecto al producto
interno usual sobre ¢2(Z,) y tiene un vector ciclico: eg = {1,0,0,...}.
Entonces, por el teorema espectral J es unitariamente equivalente al ope-
rador multiplicacién por z, M, en L?(p), es decir, el operador unitario
U : (*(Z,) — P dado por

U = =10,...,0,1,0,...
(en) ||Pn||7 e'I’L { ’ y My Sy M }

puede ser extendido a un operador unitario U : £2(Z) — L?(u), tal que
J=U"M,U.

En este contexto, la medida p se denomina medida espectral asociada a
J.

1.2. Ortogonalidad Sobolev

Como cabria esperar, en esta seccién describiremos un tipo de ortogo-
nalidad no perteneciente al caso estandar, intensamente estudiada desde
la década de los anos ochenta del siglo pasado.
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Un producto interno de Sobolev sobre el espacio P o sobre el espacio
P(C) es, esencialmente, un producto interno que involucra a las derivadas
de los polinomios hasta un cierto orden.

A modo de ejemplo, un tal producto interno puede ser definido de la
siguiente manera:

Sea (g, ..., pm) un vector de m + 1 medidas positivas de Borel so-
portadas en C tales que

/|z|2nduk(z)<00, ne€ly, k=0,...,m,
C

es decir, cada elemento de la sucesién {z"}>° ; es una funcién de cua-

drado integrable para cada pug, (k=0,...,m), o, equivalentemente,

{z"}olo C L (), (k=0,...,m).

Supondremos, adicionalmente, que el soporte de pg contiene, al menos,
un numero infinito de puntos, y que p,, no es la medida nula. Asi pues,
llamaremos producto interno de Sobolev sobre P(C) asociado al vector
de medidas (uo, - .., f4m), al definido por

m m

(p,q)s = Z/p(k)(z) (k) z)dpy (2 Z L2 (ug)» (1.9)

k=0 k=0

para todo p,q € P(C), donde ¢® denota la derivada k-ésima del poli-
nomio q.

La norma asociada a (1.9) se llama norma de Sobolev y, como es usual,
se define mediante

1/2
lqlls = (g, q (Z g™, uk)) :

De manera andaloga a la ortogonalidad estdandar, diremos que una su-
cesi6n de polinomios {@Q,}>2, es ortogonal con respecto al producto
interno (1.9), si para cada n € Z se tiene que grad(Q,) =ny

Quans{ 2 n o
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En este caso @, es el n-ésimo polinomio ortogonal de Sobolev asociado
al producto interno dado en (1.9).

Nuevamente si (Qn,Qn)s = 1, V n € Z4, se dice que la sucesién es
ortonormal. El n-ésimo polinomio ortogonal ménico de Sobolev es aquel
polinomio @, (z) que satisface

n=m
n#m

@nnbs{ 20

y su coeficiente principal (coeficiente lider) es igual a 1.

Asi, la sucesién {Qp }n>0 queda definida univocamente por las condi-
ciones:

n—1
Qn(z) = 2" +Z ci,nzi, (Cim c (C)
=0
(Qn,?"s = 0, k=0,1,...,n—1. (1.10)

Si gn(z) es el polinomio ortonormal de grado n correspondiente al
producto (1.9) , entonces

1
Qn(z)—an(Z), n=0,1,2,....

Desde su inicio, el estudio de los polinomios ortogonales de Sobolev
puso al descubierto que existen marcadas diferencias entre éstos y los
polinomios ortogonales estandar con respecto a una medida p. En efecto,
se sabe que en el caso estandar los ceros de la sucesiéon de polinomios
ortogonales se encuentran en el interior de la cadpsula convexa del soporte
de la medida de ortogonalidad. Sin embargo, en 1962 Althammer [1]
considerd el siguiente ejemplo de producto interno de Sobolev

@@m:/h@mmwwm+/ﬂ@wmmm@> (1.11)

donde supp(uo) = supp(u1) = [-1, 1],

10dz, —1<z<0
dpo(x) = du , () :{ dr, 0<z<1
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para el cual el polinomio ortogonal ménico de segundo grado,

~ 27 1
_ 22t =
Q2(z) = 2 + Tt
tiene un ceroen x = —1,08 ¢ [—1, 1]. Como se observé posteriormente,

la existencia de un cero fuera del soporte de la medida de ortogonalidad
es un hecho muy frecuente en los polinomios ortogonales de Sobolev (ver
[52]). Incluso puede ocurrir que muchos de estos ceros sean complejos.

Otra distincién importante a destacar en relacién con los productos
de Sobolev es la siguiente:

Supongamos en (1.9) que I =supp(ur) CR, k=0,...,m, donde
I;, es un intervalo y p, q € P, entonces

s =Y [ pP@)d® @) (o) (112)
k=0 "Ik

Sien (1.12) m > 1, consideramos el operador de multiplicacién por
x, M, sobre el espacio IP es claro que M, no es autoadjunto con respecto
a (1.12). Como ya hemos dicho la simetria de este operador con respec-
to al producto interno es decisiva en la busqueda de una féormula de
recurrencia a tres términos.

En [22] se prueba que si en (1.12) ug , k= 1,...,m, son medidas
atémicas con soporte formado por un nimero finito de puntos, es decir,
es una combinacion lineal finita de deltas de Dirac, entonces la sucesién
de polinomios ortogonales (tinica salvo una constante multiplicativa no
nula) con respecto al producto (1.12), satisface una relacién de recu-
rrencia con un numero finito de términos que no depende del grado del
polinomio.

También en [1], Althammer consideré el producto interno de Sobolev

1

1
mws:/¥M@ﬂ@m+*/‘ﬁ@W@M% (1.13)

-1

donde A > 0. Este producto recibe el nombre de producto interno de
Legendre-Sobolev y sus polinomios ortogonales asociados pueden verse
como generalizaciones de los polinomios clasicos de Legendre.
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Histéricamente, el trabajo de P. Althammer fue el primero en conside-
rar como materia de estudio los polinomios ortogonales de Sobolev. La
motivacion para la consideracion de estos sistemas de polinomios fue el
problema de la mejor aproximacion polinomial por minimos cuadrados
en la métrica inducida por el producto interno (1.13).

Como sabemos, la solucién de este problema es

n

Po=> {f ar)s

k=0

donde {g,} es la sucesién de polinomios ortonormales de Sobolev con
respecto al producto (1.13).

Al igual que en [1], trabajos posteriores de W. Grébner [29], J. Bren-
ner [5], F. W. Schéfke [57] y, finalmente, E. A. Cohen [11], consideraron
casos particulares del producto (1.12) al tomar como pg y w1 medidas
absolutamente continuas con respecto a la medida de Lebesgue sopor-
tadas sobre un cierto intervalo de la recta real y definidas por pesos
clasicos.

Después del trabajo de E. A. Cohen en el ano 1.975, no se reportaron
estudios sobre esta tematica hasta finales de la década de los ochenta.
Por tal motivo, podemos considerar los afios comprendidos entre 1.962,
en que aparece el trabajo de Althammer, y 1.975, como la primera etapa
de desarrollo de la teoria de los polinomios de Sobolev. Una caracteristica
comun a todos los trabajos de esta etapa, es el empleo de la integracién
por partes como herramienta fundamental de trabajo.

La segunda etapa en el estudio de los polinomios de Sobolev, que
comenzo a finales de la década de los 80 y se prolonga hasta nuestros
dias, se ha enfocado desde puntos de vista formalmente diferentes, segin
el tipo de producto interno de Sobolev involucrado [49]:

(a) El llamado caso no diagonal estudia polinomios ortogonales res-
pecto a productos internos de la forma

(f.9)s = /H F(2) AG! (z)dp(x)
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donde I es un intervalo real (acotado o no), u es una medida de Bo-
rel absolutamente continua con respecto a la medida de Lebesgue
en I, los vectores F'y G vienen dados por

F(z) = (f(2), f'(@),.... f" (), Glx) = (g(x). g (x),...,¢" (@),

y A es una matriz simétrica semidefinida positiva de orden
(m+1) x (m+ 1), [42]. Este caso ha sido ampliamente estudiado
cuando A es una matriz diagonal.

Asimismo se han estudiado polinomios ortogonales respecto a pro-
ductos internos de la forma

mms:/ (2)AGH () dz

donde p es una medida de Borel compleja, positiva y finita (i. e.
2" € L'(p) para todo n > 0), cuyo soporte contiene una cantidad
infinita de puntos, los vectores F' y GG vienen dados por

F(z) = (f(2), /' (2)s-- f™(2)), G2) = (9(2),9'(2), -, 9™ (2))

y A es una matriz hermitiana definida positiva de orden
(m+1) x (m+1).

El caso diagonal ™" corresponde al estudio de polinomios ortogo-
nales respecto al producto interno de Sobolev definido en (1.9).

El caso discreto, donde los soportes de cada una de las medidas
ug, k=1,...,m, de (1.9) poseen un numero finito de puntos.
Por ejemplo,

(pa s—/f (@)dpo(x) + Af () (€),

corresponde a (1.9) con m = 1y duy = Ad¢, donde ¢ es la delta
de Dirac en £.

* kK .7 . . . .
Llamado también caso continuo, cuando las medidas involucradas satisfacen
duy(z) = wi(z)dz, con wy, algin peso cldsico.
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(d) Por ultimo, la forma introducida por K. H. Kwon considera pro-
ductos de Sobolev donde la primera medida de ortogonalidad es
discreta

(f.9)s = F(Q)g(c) + /I £(@)g () du(a),

ha demostrado tener utilidad para el estudio de polinomios orto-

gonales generalizados de Laguerre {L,(f“)}nzo cuando @ = —1 y
c=0.

La escuela espanola desarrollada alrededor de F. Marcellan, G. Lépez
Lagomasino y A. Martinez Finkelshtein ha estado particularmente activa
en el desarrollo de la teoria de familias de polinomios ortogonales en cada
uno de los primeros tres casos (cfr. [44] y las referencias alli sugeridas).

1.2.1. Comportamiento asintético

El estudio de las propiedades asintéticas de sucesiones de polinomios
ortogonales de Sobolev {Q,} cuando n — oo, puede clasificarse segin
las siguientes direcciones:

» Asintdtica del cociente.
» Asintdtica fuerte.
» Asintdtica de la raiz enésima.

El primer resultado correspondiente al caso discreto se obtuvo por
F. Marcellan y W. Van Assche en [46]. En este trabajo se considera el
producto interno

1

ks = [ plelata)duta) + 30 (@) (1.14)
-1

donde A >0, ce Rypue M(0,1). M(0, 1) es la clase de Nevai

constituida por todas las medidas u positivas de Borel para las que la

sucesién de polinomios ortonormales correspondiente {py }n>0 satisface

una relacién de recurrencia a tres términos

ZEpn(l‘) = an—i-lpn—i-l(w) + bnpn(x) + anpn—1($)
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cuyos coeficientes cumplen

lim an:1 , lim b, =0.
n—00 2 n—00

El objetivo, en este caso, fue comparar los polinomios de Sobolev aso-
ciados a (1.14) con los polinomios ortogonales estandar con respecto a
u, v, de esta manera, investigar cémo influye en la sucesién {p,}n>o0
la adicién de derivadas, esto es, cuan cercanos estdn los polinomios de
Sobolev a los {p, }n>0 . Con esta finalidad, asumiendo que p es una medi-
da para la que se conoce el comportamiento asintético de los polinomios
{pPn}n>0% y suponiendo que p € M(0, 1), se estudia el comportamiento
asintotico relativo de los polinomios ortogonales de Sobolev con respecto
a la sucesion {py }n>0 en los casos en que ¢ € supp(u) y ¢ € R\supp(u).
Este trabajo puso al descubierto la similitud existente entre el compor-
tamiento asintético de los polinomios de Sobolev en el caso discreto y
los polinomios ortogonales estandar con respecto a medidas modificadas
por la adicion de masas puntuales.

Con respecto al comportamiento asintdtico fuerte de polinomios de
Sobolev en el caso continuo, el primer resultado fue dado en [51] para
los polinomios de Gegenbauer-Sobolev. En él se establece la asintética
relativa de estos polinomios con respecto a los de Gegenbauer. Dado que
el comportamiento asintdtico de estos ultimos es conocido, se tiene en-
tonces el comportamiento asintético fuerte de los polinomios de Gegen-
bauer-Sobolev. También se obtiene el comportamiento asintético de las
normas y los ceros de dichos polinomios.

Otra nocién introducida por diversos autores con el fin de estudiar
el comportamiento asintético de sucesiones de polinomios ortogonales
de Sobolev en el caso no discreto fue la de coherencia de medidas. El
primer resultado mas o menos general sobre comportamiento asintético
de sucesiones de polinomios ortogonales de Sobolev para casos no dis-
cretos fue obtenido por medio de una técnica muy simple pero exitosa:
establecer una relacién algebraica (con un nimero finito de términos)
entre la sucesién de polinomios ortogonales de Sobolev y una sucesién
de polinomios ortogonales estandar, y luego estudiar el comportamiento
asintotico de los pardametros involucrados en la relaciéon algebraica para
obtener una asintética comparativa, [50].
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Finalmente, en la linea de considerar productos internos de Sobolev
con respecto a clases generales de medidas, se pueden ubicar también
los trabajos caracterizados por el empleo de métodos de la teoria de
potencial logaritmico, para estudiar el comportamiento asintético de los
ceros y puntos criticos de los polinomios de Sobolev, ver por ejemplo
[43].

1.3. Ejercicios

1. Pares coherentes de medidas: Sean (p1,u2) un vector de medidas
positivas, y {Pn}, 50, {Tn},s0 1as respectivas sucesiones estidndar
de polinomios ortogonales moénicos. El vector (i, p2) se dice par
coherente de medidas si existe una sucesién de constantes no nulas
01,0, ..., tales que

Muestre que

(a) El vector de medidas (u1,u2), donde duj(x) = dus(z) =
x%e *dx, para x € (0,00) y a > —1, es un par coherente de
medidas. Sugerencia: utilice el hecho de que los polinomios

(o)

ortogonales monicos de Laguerre Ly, satisfacen la relacion

L @) = L33 @)+ 50 (@),

(b) El vector de medidas (u1, p2), donde duq(x) = | — &|(1 —
2)* 1+ 2)Ph dus(x) = (1—2)*(1 +2)f, 2 € (=1,1),
€] > 1y a, B >0, es un par coherente de medidas.

2. Dado A > 0, considérese el producto interno de Laguerre-Sobolev

waals = [ vt + ) [ @ @),
donde dpg(z) = dpq(x) = 2% *dz, o> —1.

(a) Muestre que los polinomios ménicos {Q,(f)} , ortogonales
n=0
con respecto al producto anterior, se pueden expresar me-
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diante Q(()a) (x) =1,

€0,0 C1,0 o Cn,0

€o,1 C1,1 te Cn,1
Cmn—-1 Clnm—-1 *°° Cnn-1

1 x .. xn

e _
Qw(v, )(ZE) - ’ n=>1
0,0 1ot Cp—1p
o1 ci1 o Cp—1d
Cmn—-1 Clpn—-1 - Cp—1n-—1

donde ¢; ; = (z',27) g = (2%, 7)o +ijA ("1, 2771),,. Obser-
ve que cada coeficiente (distinto del coeficiente lider) de Qﬁ{l)
es una funcién racional en A cuyo numerador y denomina-
dor tienen grado n — 1. Esta propiedad nos permite pensar
en el polinomio Q%a) (x) como una funcién en dos variables
(@, ).
(b) Defina

RE(@) = Q@) =1,

RE(r) = Q@) =L1V(w),

R®(z) = lim Q9 (x,\), paran > 2.
El polinomio ménico RJ° se conoce como polinomio limite

asociado, es un polinomio de grado exactamente n e indepen-
diente de A. Demuestre que

(1) fo° B (x)x®e “dx = 0, para todo n > 1.

(ii) [o° 2™ (RP(2)) ¥ "dx = 0, para todo n > 2,

n
0 <m < n — 2. En consecuencia,

(R=(z)) =nLY (z), n>2.

n—1

(c) Use la parte (b) y el ejercicio 3.(a) para deducir

Ry () = L) () = opo1 ——= L (@), n>2.
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(d) Relacién entre L%a) y an): demuestre que se verifica la siguiente

relacién:
o n+1 a -
L (@) =on——L{ (@) = Q1 (1) —0n (MR (@), n =1
donde
L
an()\):an+1|| H C£0, n>1.
O To R

o o) 5 .
Sugerencia: exprese R)% | en términos de la base ortogonal

{Qéa),an), .. '7Q7(10-21} y utilice la parte (c) para determinar
la constante oy, (N).

3. Dado A > 0, considérese el producto interno de Sobolev

b

b
<p,q>s=/ p(w)Q(w)dul(wHA/ p'(x)q (x)dpa ().

Si las medidas px, & = 1,2 son simétricas, la nocién de pares
coherentes de medidas no puede ser usada como en el ejercicio
anterior. Sin embargo, se puede introducir una definicién similar.
Pares simétricamente coherentes de medidas: Dados (u1,12) un
vector de medidas positivas, y {Pn},5q, {Tn},>o las respectivas
sucesiones estandar de polinomios ortogonales moénicos. El vector
(11, p2) se dice par simétricamente coherente de medidas, si existe
una sucesién de constantes no nulas Aq, A,,..., B1,B,,..., tales
que
To(2) = AuPlo (&) + BaPhy(2), 0> 1.

(a) El vector de medidas (1, us2), donde d,ul( ) = dps(z) =
(1—22)*Y2dg, paraz € (=1,1) y @ > —1, es un par simétri-
camente coherente de medidas. Sugerencza utilice el hecho de
que los polinomios ortogonales de Gegenbauer G,(f), satisfacen
la relacion 2(n + oz)G,(1 )( ) =4 G,(f_?l( ) — %fo‘_)l(m).

(b) Dado A > 0, considérese el producto interno de Gegenbauer-
Sobolev

mmsz/ p(2)g(x)dpo(z +A/ 2)djun (),
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donde dug(z) = dpy () = (1 — 22)* V2dz, o> -1
Estudie la sucesién de polinomios ortogonales de Gegenbauer-
Sobolev, segin el esquema presentado en el ejercicio 2.






Capitulo 2

TEORI/A DE HIPERGRUPOS: LO
BASICO

En este capitulo introduciremos el concepto abstracto de hipergrupos
y estudiaremos sus propiedades bésicas.

Los hipergrupos son una generalizacion de los grupos, en donde el pro-
ducto de dos elementos estd determinado por una funcién de distribu-
cién. Existe mucha investigacién en esta area, sobre todo para generali-
zar conceptos basicos de la teoria de grupos, por ejemplo, en hipergrupos
existe el teorema de Lagrange.

La teoria general de hipergrupos fue introducida por Dunkl [21], Je-
wett [32] y Spector [62] de manera independiente. En este capitulo no-
sotros seguiremos principalmente las ideas de Dunkl [21] y Jewett [32].

2.1. Hipergrupos. Definicion y ejemplos

Un problema comin es encontrar una buena nocién de medida sobre
un espacio topoldgico (X, 7) que sea compatible con la topologia en
algun sentido. Un camino para hacer esto es definir una medida sobre los
conjuntos de Borel de un espacio topoldgico. En general, existen varios
problemas con esto: por ejemplo, tal medida podria no tener un soporte
bien definido. Otro enfoque para teoria de la medida es restringirnos a
espacios Hausdorff localmente compactos, y sélo considerar las medidas

21
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que correspondan a funcionales lineales positivos sobre el espacio de las
funciones continuas a soporte compacto. Esto produce una buena teoria
sin problemas patolégicos.

Comenzaremos fijando la notacidon necesaria. Para cualquier espacio
localmente compacto X sean M (X), M (X), M.(X), M} (X) los con-
juntos de medidas regulares de Borel a valores complejos sobre X, de
medidas regulares de Borel a valores complejos, no negativas sobre X, de
medidas regulares de Borel a valores complejos con soporte compacto so-
bre X y de medidas regulares de Borel a valores complejos, no negativas
y con soporte compacto sobre X.

Dado C(X) el espacio de las funciones continuas sobre X, el siguiente
teorema de representacién nos garantiza una identificacion entre M (X)
y el espacio dual C¥(X):

TEOREMA 2.1. Dado X un espacio Hausdorff localmente compacto, para
cualquier funcional lineal y positivo ¢ € C*(X), eziste una unica medida
we M(X) tal que

o(f) = /X f@)du(z), Vf € Cu(X). (2.1)

Sea CF(X) el espacio de funciones no negativas a soporte compacto
sobre X. Asignaremos a M+ (X) la topologfa del cono, es decir, la menor
topologia tal que para cada f € CF(X), la aplicacién u fX fdu es
continua, y tal que la aplicacién p +— pu(X) es continua. La topologia del
cono coincide con la topologia *-débil si y sélo si, X es compacto.

El soporte de una medida yu serd denotado por supp(u) y el punto masa
en z por d,. X a menudo serd uno de los siguientes espacios [—1, 1], [0, 7],
Ry =1[0,00), Z+ ={0,1,2,...}

DEFINICION 2.1. Sea X un espacio compacto y supongamos que M (X)
es un dlgebra de Banach con producto . Entonces el par (X,x) es un
hipergrupo si se satisfacen los siguientes axiomas:

(H1) Si p y v son medidas de probabilidad sobre X, entonces p % v
también lo es.

(H2) Existe un tinico elemento e € X tal que d¢ * 1 = p * 0, para toda
pe M(X).
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(H3) Existe un homeomorfismo ¥ : X — X tal que 2V¥ = x y e €
supp(d * &y) si y solo si, y = xV. El homeomorfismo ¥ es llamado
mvolucion.

(Hi) (p*xv)Y =vY*pY, donde p estd definido por
[ t@idn(a) = [ 5a)duto)
X X

(H5) La aplicacion (x,y) — supp(dz * 6y), X x X — C(X) es continua
con respecto a una apropiada topologia para el espacio C(X) de
subconjuntos compactos de X.

(H6) La aplicacion M1(X)x M1(X) dada por (pu,v) — p*xv es continua
*-débil.

La apropiada topologia en el axioma (H5) es la topologia de Michael
[32, 53], la cual tiene una subbase que consiste de los conjuntos

Co(V)={K eC(X):KNU#£0 y K C V},

donde U y V son subconjuntos abiertos arbitrarios de X.

Si X tiene una métrica p, esta topologia es equivalente a la topologia
dada por la métrica de Hausdorff sobre C(X), la cual es definida para
A, B € C(X) por

p(A,B) = inf{r: A C V,(B) y B C Vy(A)},

donde
V.(E)={y € X :p(z,y) <r, paraalgin z € E}.

Una prueba de esta equivalencia estéd contenida en [35, Lemma 4.1].

En el caso en que X sea localmente compacto, debemos anadir al
axioma (H5) el requerimiento de que supp(d; * d,) sea compacto, y
debemos reemplazar en el axioma (H6) la propiedad “continua *-débil”
por “continuidad positiva”, la cual requiere que para cada funcién f €
C(X) no negativa y a soporte compacto, la aplicacién (p,v) = [ fd(pux*
v) sea continua cuando es restricta a las medidas positivas en M (X).

Cuando X es discreto, por ejemplo, X = Z, el axioma (H6) puede
ser omitido y (H5) puede ser reemplazado por “supp(d, * d,) es finito”.
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El conjunto definitivo de axiomas para la definicién de un hipergrupo
fue dado por primera vez por Jewett en su articulo [32], aunque él no
llamoé a estos objetos hipergrupos, sino “convos”.

También necesitaremos las siguientes definiciones.

DEFINICION 2.2. Una medida m es llamada medida de Haar para el
hipergrupo (X, %) si para cualquier © € X, m * 6, = 0z xm = m. m
es una medida de Haar izquierda si al menos la sequnda igualdad se
satisface.

DEFINICION 2.3. Una aplicacion ¢ € C(X) se llama caracter del hiper-
grupo (X, %), si ¢ es acotada, ¢p(zV) = ¢(x) y se satisface la férmula
producto

$(2)(y) = /X od(8, +8,), .y € X. (2.2)

DEFINICION 2.4. (X, *) es un hipergrupo hermitiano si ¢(zV) = x, para
todo x € X.

DEFINICION 2.5. Si (X,*) y (Y,*) son hipergrupos, diremos que son
equivalentes o iguales salvo cambio de variables, si existe un homeomor-
fismo A de X sobre Y, tal que six = A7'(s) ey = A~L(t), entonces

/fd(és*ét):/(foA)d(éx*éy), fec).
Y X

Cuando esto sucede escribimos (Y, *) = A(X, *).

EJeEmpLO 2.1.1. El dlgebra de medidas de un grupo con identidad e, es
un ejemplo de hipergrupo, donde la convolucion estd definida por §,x6, =
Ozys Y la involucion por z¥ = 7!, donde x™! representa al inverso de
en el grupo.

Los siguientes ejemplos nos permitiran conectar la teoria de hipergru-
pos con polinomios ortogonales [30, 31]:

EJEMPLO 2.1.2. Consideremos los polinomios de Legendre { P }pn>0, nor-
malizados por la condicion P,(1) = 1. Es conocido que los polinomios
de Legendre satisfacen la siguiente formula producto [28, 30, 31]:

1
P, (x)P,(y) :/ K(z,y,2)P,(2)dz, —-1<zy<]l,
—1
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con
1— a2 —y? — 22 4 2zy2)" V2,

K(z,y,2) = { é(

el primer valor de K (x,y, z) es tomado si y sélo si 1—x?—y?—22+22yz >
0. Es claro que K(x,y,z) > 0 y como Py(x) =1, entonces de la formula

producto se deduce que
1
R
-1

Ahora bien, para f,g € L'([~1,1],dx) definimos la operacion

(f*9)(z / / K(z,y,2)f(z)f(y)dzdy, (2.3)

entonces es sencillo chequear que

[ Growra=|[ wrwe) | [ swrw].

de donde podemos deducir que (L'([—1,1],dx),*) es un dlgebra de Ba-
nach.

La operacion * puede extenderse a masas puntuales definiendo:

d(6y * 0y)(2) == K(x,y,2)dz, —1<uz,y<I,
Op %01 := 0y, Yoy *xd_1:=0_p, x€[-1,1].

Finalmente, si pu,v € M([—1,1]), definimos p * v por medio de su
accion sobre una funcion continua arbitraria, es decir, p* v es definida
como la medida tal que

1 1 1 1
/_ ) = / 1 / 1 / PG, )dpla)dvly), S € C(-1,1).

Se puede chequear (ver ejercicio 3. de este capitulo) que (M ([—1,1]), *)
es un dlgebra de medidas, la cual es usualmente denotada por ([—1 1], *
Ademds, ([—1,1],%) es un hipergrupo hermitiano con e = 1, z¥ = =z,

caracteres precisamente los polinomios de Legendre { P, (x)}n>0 y la me-
dida de Haar es la medida de ortogonalidad dx.
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EJEMPLO 2.1. 3 Para o > —%, constderemos los polinomios de Ge-

genbauer {Cn tn>0, ortogonales sobre [—1,1] con respecto a la me-
dida (1 — x2)0‘_1/2dx, entonces los polinomios ortogonales dados por
(@) () — Co (@)
n (T) = (1)’

satisfacen la siguiente formula producto [28, 30, 31]:

R (2)R (y / K@ (2,9, 2)RY (2)(1-22)*"2dz, —1<a,y<]1,

con
21*20‘(1—x2—y2—z2+2zyz)o‘*1

K@ (z,y,2) = { I2(0)[(1—a%)(1—a¥) (1—2*)| " /2

)

el primer valor de K(® (z,y, z) es tomado si y sélo si 1 — 2% —y? — 2% +

2zyz > 0. Es claro que K (z,y,2) > 0 y como R(()a) (x) =1, entonces

de la férmula producto se deduce que

1
/ K@ (2,9, 2)(1 — 22)*12dz = 1.
-1

Ahora bien, para f,g € L'([-1,1],(1 — 332)0‘_1/2da:) definimos la ope-
racion
)@= [ [ KO @) 12 2l

(2.4)
entonces es sencillo chequear que

1

/_11(f*a9)(a:)Pn(x)(1 _ 222y — [/ F(@)Po()(1 — x2)a—1/2dx]

-1

[ swpa -],

-1

de donde podemos deducir que (L'([—1,1], (1 — 22)*"1/2dzx),*,) es un
dlgebra de Banach.

La operacion x, puede extenderse a masas puntuales definiendo:

d(6z*ady)(2) == K z,y,2)(1 =222 dz, —1<a,y<],
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Spkadl i= 0p, Y Opkad_1 :=0_p, € [—1,1].

Finalmente, si p,v € M([—1,1]), definimos p *o v por medio de su
accion sobre una funcion continua arbitraria, es decir, uxov es definida
como la medida tal que

1 11 gl
/_1 fd(p*q v) :/_1 /_1 /_1 fd(6z%a0y)dp(z)dv(y), fe C([-1,1]).

Se puede chequear (ver ejercicio 4. de este capitulo) que para cada
a > —3 (M([-1,1]),%s) es un dlgebra de medidas, la cual es usual-
mente denotada por ([—1,1],%4). Ademds, ([—1,1],*4) es un hipergrupo
hermitiano con e = 1, ¥ = z, caracteres precisamente los polinomios
de Legendre {Rﬁla) () }n>0 y la medida de Haar es la medida de ortogo-

nalidad (1 — z2)*~1/2dz.

2.1.1. Conexién con problemas de Sturm-Liouville

Los ejemplos de hipergrupos 2.1.2 y 2.1.3 tienen una propiedad en
comun: sus caracteres son autofunciones de un operador diferencial li-
neal de segundo orden. Haciendo el cambio de variables x = cosf y
escribiendo para n € Z, u'®) 0) = R (cos ), estas funciones forman
sistema completo de autofunciones para el siguiente problema de Sturm-
Liouville sobre [0, 7]:

(P*y") + Ap*y = 0, con ¢/(0) = ¢/(x) =0, (2.5)
y p(6) = (sen0)"

Esta observacién, entre otros ejemplos similares, llevé a A. Schwartz
[60] a hacer los siguientes cuestionamientos:

(1) Condiciones suficientes. ;Cudles problemas de Sturm-Liouville tie-
nen autofunciones asociadas que son caracteres de un hipergrupo?
En tales casos, la estructura de hipergrupos completa esta dispo-
nible para aclarar desarrollos en términos de las auto-funciones.

(2) Condiciones necesarias. ;Cudles hipergrupos sobre intervalos reales
tienen caracteres que son autofunciones de problemas de Sturm-
Liouville? En tales casos, la ecuacién diferencial asociada produce
informacién detallada acerca de esos caracteres.
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Para las condiciones suficientes, esbozaremos un resultado dado en
[18], el cual comienza desde el estudio de un problema de Sturm-Liouville
(2.5) hasta llegar al correspondiente hipergrupo. Comenzaremos impo-
niendo algunos supuestos sobre la funcién p:

1. p es positiva y continua sobre (0, 7).

2. p(r —5) = p(s).

3. % es no creciente en (0, 7).

4. p(s) = (sens)?g(s) para algin v > 0. La funcién g debe ser real y
analitica en 0 y p tiene p derivadas continuas sobre (0, ), donde
p > méx {y+ 3,2}

Entonces, bajo estos supuestos los autovalores de (2.5) forman una
sucesién creciente 0 = pg < pp < « -+ < pip, < ---. Sea y la autofuncion
correspondiente al autovalor py, normalizada por yx(0) = 1, asi que, en
particular, ¢o(s) = 1. Luego,

yr(m — ) = (—1)Fye(s), (2.6)

v {yx} es un sistema ortogonal completo para el espacio L([0, 7], p(s)ds).
El hecho clave es que {y} satisface una férmula producto:

TEOREMA 2.2. Para cada s,t € J = [0, 7] eziste o5, € Mi(J) tal que
(1) [;yndosy = yk(s)ye(t), k€ Zy.
(11) supp(osys) C [|s —t|, 7 —|s+t — =]

(i) f(s,t) = [, fdos, es continua sobre J x J.

Entonces existe un hipergrupo hermitiano (J,*) con caracteres {yx}, me-
dida de Haar p?(s)ds, e = 0 y convolucion de dos medidas ju,v € M(J)
definida por su accion sobre f € C(J):

/J d(p* v) = /J /J [ /J fdas,t] dp(s)du(t).

En particular, 65 * 6y = 0.
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La demostracion de este teorema estd basada en los siguientes dos
lemas.

LEMA 2.1. Sea P el espacio de las combinaciones lineales finitas de
{yr}. Entonces P es denso en C(J) en la topologia de la convergencia
uniforme.

Demostracién. La ecuacién diferencial (2.5) puede ser usada para mos-
trar que si f tiene 2p derivadas continuas y soporte compacto en (0, 7),
entonces la serie de Fourier de f con respecto a {yx} converge absoluta-
mente y uniformemente a f.

|
LEMA 2.2. Si
f(s) = chyk(s) <0, seJ, (2.7)
k=0
entonces
Fs,t) =D cryr(s)ye(t) <0, (s,t) € J x J. (2.8)
k=0

Demostracion. Para0 <a <b < % sea A(a, b) el tridngulo con vértices
(a,b), (a —b,0) y (a + b,0). Supongamos que la desigualdad (2.7) es
estrictamente positiva, entonces mostraremos que (2.8) es estrictamente
positiva en A (%, %)

N A

N R

Figura 2.1: Tridngulo A (%, g) en J x J.



30 Y. Quintana

Supongamos que existe un punto P = ({,7) € A (%, %) tal que
f(&n) =0, pero f(s,t) > 0si (s,t) € A(F,5) \ {(&n)}-

Consideremos W (s, t) = p?(s)p?(t), entonces f(s,t) satisface el siguien-
te problema de Cauchy hiperbdlico:

(Wfs)s - (Wft)t =0, f(S, O) = f(s)v ft(570) =0. (2'9)

Ahora, tomemos los puntos C' = (£ —7,0) y D = (£ +1,0), entonces
por el teorema de Green tenemos

0 — / /A o (O, =W g s

_ /8 i W P W) = [ /C i /D P] Wf.

Integrando por partes obtenemos que
2W(P)f(P) = W(C)f(C)+W(D)f(D)+ CPf(Wt+Ws)dt

+ f(Wt - Ws)dt7
DP

lo cual implica que f(P) > 0y nos lleva a una contradiccion.

Ahora, si (2.7) se satisface y € > 0 es arbitrario, entonces

fer=f4+e=f+ey >0,

por lo que para cualquier (s,t) € A (%, g) tenemos

Je(s,t) = f(s,t) + eyo(s)yo(t) = f(s,t) +€ >0,
por lo tanto, f(s,t) >0 para todo (s,t) € A (5,%).

Finalmente, para obtener la desigualdad (2.8) en todos los puntos de
J x J basta emplear las igualdades f(s,t) = f(t,s) y f(mn —s,m—1) =
f(s,t).

|

Ahora estamos en condiciones de demostrar el teorema 2.2:
Demostracién. (Teorema 2.2).
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Si f € C(J) es no negativa, entonces 0 < f(s) < || f|leo ¥ por el lema
2.8 tenemos 0 < f(s,t) < || f|/co- Por lo tanto, os; € M;(J). Las otras
propiedades son sencillas de verificar.

|

Otros resultados pueden ser obtenidos por medio de la aplicacién del
principio del maximo para ecuaciones hiperbdlicas o usando un método
ideado por C. Markett [14, 15, 47] basado en el método de integracién
de Riemman para tales ecuaciones. Este ultimo método tiene la ventaja
de producir una descripcién explicita de la medida o, y muestra que
es absolutamente continua para s,t € (0, 7).

En el caso de las condiciones necesarias, la cuestién es determinar
cudndo un hipergrupo unidimensional (X, x*) (esto es, un hipergrupo
en el cual X es homeomorfo a la circunferencia o a un intervalo de la
recta) tiene caracteres que son autofunciones de un problema de Sturm-
Liouville. La primera parte del problema entonces serd obtener alguna
informacién sobre los hipergrupos unidimensionales. Resulta ser que to-
dos estos hipergrupos son conmutativos, y existen esencialmente cuatro
tipos de ellos [59, 64]:

(i) X =R y % la convolucién clésica. En este caso e =0y ¥ = —x.

(il) X = T (donde T denota a la circunferencia unidad en el plano
complejo) y * la convolucién clsica. En este caso e =1y 2V =Z.

(ili) X es un intervalo compacto, e es un punto extremo del intervalo,
yzV =ux.

(iv) X es un intervalo semi abierto (no necesariamente acotado), e es
el punto extremo del intervalo, y zV = x.

2.2. Hipergrupos de tipo Jacobi

En esta seccién nos enfocaremos en el caso en que X es un interva-
lo compacto, sin pérdida de generalidad consideraremos X = [0,7] y
mostraremos las condiciones suficientes conocidas sobre un hipergrupo
(X, *) de manera que sus caracteres sean exactamente las autofunciones
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de un problema de Sturm-Liouville como (2.5). Luego, siguiendo a [60],
con cada tal hipergrupo asociaremos un par de parametros («, ) que
seran usados para ayudarnos a describir las propiedades del hipergrupo.
La definicién es algo complicada, pero incluye (salvo un cambio de varia-
bles) a cualquier hipergrupo (X, ) donde X sea un intervalo compacto.
Nuestra discusion estard basada en un breve esquema de [17].

Comenzaremos requiriendo que (X, *) satisfaga la siguiente condicién
de diferenciabilidad: Si f tiene p derivadas continuas y estd compacta-
mente soportado en (0,7), entonces

f(s,1) = /X £ (6, %)

tiene las p-ésimas derivadas acotadas en el interior de X x X. Para
= 1,2 sea K, el mayor entero positivo tal que

M, (s, t) = /X(T —t)* (0, * 6;)(r) = O(s™).
Cuando k,, es finito,
M, (s,t) = A, (t)s™ + o(s™u).
DEFINICION 2.6. (X, *) es un hipergrupo de Jacobi de tipo (c, 3) si
(i) k1 = ko = 2.
(ii) (sent)A;(t) es derivable sobre X.
(iii) Aa(t) es una constante positiva as.

(iv) Los pardmetros o y B satisfacen

sent 1 sent 1
Iim A(t) =a+ = lim A(t) = — +—-.
t—0+ ag 1) 2 y t—r— a9 1) (5 2)

Estas condiciones no son tan restrictivas como parecen, ya que una
amplia clase de hipergrupos son equivalentes a hipergrupos de Jacobi
de tipo («, 8) por medio de un cambio de variables, de manera que es
s6lo realmente necesario que kj sea finito, (sent)A;(t) y Aa(t) puedan
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ser extendidas a funciones positivas derivables sobre X, y que As(t) sea
positiva.

La definicién 2.6 estd motivada por los polinomios de Jacobi P,&‘“B ) ,

los cuales como ya sabemos son ortogonales en [—1,1] con respecto a
la funcién peso w®? (z) = (1 — 2)*(1 + z)?, a, 8 > —1. Para muchos
valores de los pardmetros («, 3) los polinomios de Jacobi normalizados
por 1 en z = 1 son caracteres de un hipergrupo (el cual describiremos
en el préximo capitulo). Ese hipergrupo con el cambio de variables x =

cos § satisface las propiedades de la definicién 2.6 y las funciones ¢(t) =
P ()
PP (1)

plt) = (*5) "% (51)".

son autofunciones del problema de Sturm-Liouville (2.5) para

Ahora asumamos que (X, %) es un hipergrupo de Jacobi de tipo («, 3).

Sea
t
p(t) = cexp (/ Ar) dr) ,
w/2 a2

donde c es elegida de manera que [ p*(¢) dt = 1. Los autovalores de (2.5)
pueden ser ordenados de manera creciente A\g < A\p < -+ < Ay, < -+
Sea ¢y, la autofuncién correspondiente a A\ que satisface ¢ (0) = 1; se
puede mostrar que estos son los caracteres de (X, ). Entonces si nosotros
asumimos «, 8 > —=, entonces es posible obtener algunas estimaciones
precisas para los caracteres. Para ello, primero introduciremos algunas
constantes.

Existen constantes positivas a, y ag tales que

lim (sen t)_"‘_%p(t) =aq, lim (sen t)_ﬂ_%P(t) = ag.

t—0+ t—m—

Sean E, = 2°T(a + 1)an, Eg = 2°T(8 + 1)ag, y E = £=, entonces es
posible obtener la siguiente informacién sobre (X, *):

(iil) lHmg—oo(— 1) k"‘_ﬂcﬁk(w) =F.
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(v) limy oo 3t = 1.

(vi) Existe K > 0 tal que ¢(t) > %, siempre que kt < K.

(vii) Existen constantes C'y C. para cualquier € > 0 tales que
sot2
o(s)

donde J, es la funcién de Bessel modificada y Iy satisface:

Ck™', 0<s<q,
[Ik(s)| = ¢.__Ink Fl<s<rm—e.

1
k(sk)ot2’

Pk(s) = aq Ta(sAk) + Ir(s),

Una estimacién similar es cierta en 7.

Estas propiedades facilitan un estudio del anélisis arménico de (X, ),
de manera en que se puede obtener, por ejemplo, un anédlogo de la de-
sigualdad maximal de Hardy-Littlewood [16].

2.3. Ejercicios

1. Muestre que si (Y, x) = A(X, %) entonces
i) sV =A(zY).

ii) ¢ es un caracter de (X, #), si y sélo si, ¢ o A~ es un caracter
de (Y, *).

2. Muestre que L'([—1,1],dz) con la operacién (2.3) es un algebra de
Banach.

3. Muestre que (M ([—1,1]), *) es un algebra de medidas.
4. Muestre que (M ([—1,1]),*4) es un algebra de medidas.

5. Demuestre que para la funcién definida en (2.8) se satisface que
fmr—s,m—1t) = f(s,t), para todo (s,t) € J x J. Sugerencia:
recuerde la igualdad (2.6).

P(D‘,B)(

6. Muestre que las funciones ¢, (t) = PT(LTL%)(?)

blema de Sturm-Liouville (2.5) para p(t) = (%r”t)aJr2 (%”)BH.

son autofunciones del pro-



Capitulo 3

POLINOMIOS ORTOGONALES E
HIPERGRUPOS

3.1. Operaciones asociadas a polinomios de Ge-
genbauer

En [30, 31] Hirschman estudia una operacién sobre I = M(Z,) basa-
da sobre la férmula de linealizacion para los polinomios de Gegenbauer
o ultraesféricos:

n+m

RO@RD (@) = Y &, R @) (3.1)

k=|n—m)|
La féormula explicita citada por Hirschman Inuestra que c m >0,y

si hacemos z = 1 en (3.1), obtenemos » ;- nm =1. Asisia, b ell =
M (Z+) podemos definir su convolucién a x, b por

(@ *q b)g := i i cﬁ,manbm,

n=0m=0

o equivalentemente, si para cada x € [—1, 1],

> (axa iR (@) = [Z an R <x>] [Z bR <x>] .
k=0 n=0 m=0

35
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M (Z.) con esta operacién es un hipergrupo, el cual denotaremos por
(Z 4, ). Hirschman describe dos hipergrupos ([—1,1], %4) ¥ (Z+, %) los
cuales tienen propiedades andlogas a la clasica convolucién de algebras
de medidas sobre la circunferencia unidad y su dual sobre el grupo de
los enteros.

Es importante notar que x, es una convoluciéon distinta para cada
a > —%, y por lo tanto una cantidad no numerable de &dlgebras de
Banach puede ser construida sobre el espacio de Banach M(Zy). La
estructura algebraica no depende de ninguna aritmética en el espacio
subyacente Z .

3.2. Polinomios ortogonales asociados a una me-
dida p

Es posible formular formulas producto y de linealizacién para familias
de polinomios ortogonales asociados a una medida p y quizds imitar la
construccion de dos algebras de medidas como en el caso de los poli-
nomios de Gegenbauer. Sin embargo, en este caso no existe garantia de
que estas operaciones estén realmente bien definidas. Nosotros estaremos
interesados en aquellas construcciones que producen hipergrupos.

Entonces, supongamos que p € M;(R) y sean X = supp(p) y {Pn}n>0
una sucesién estandar de polinomios ortogonales respecto a la medida
. Si g es elegido de manera que P, (xg) # 0, entonces podemos definir
los polinomios normalizados

Po(z)
Pn ($0) ’
Usando el desarrollo de Fourier correspondiente, podemos verificar que

una sucesion estandar de polinomios ortogonales respecto a la medida u
siempre tiene una férmula de linealizacién:

Ry (z) :=

asi que  Ry(zo) = 1.

n+m

Ry(2)Rn(2) = Y ¢, Ri(x),
k=0

donde
ko _ (BaBtm, B) _ [x Bn(2) R (2) R (2) dp()
T (B Ry) Jx Ri(@) du(z) '

C
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Claramente la ortogonalidad de {R,},>o implica que cﬁ,m = 0 si

k>n+mosin>m+kosim >n+k; es decir, la formula de
linealizacién puede ser reescrita como

n+m

Ry(z)Bpm(z) = >k Ri(x). (3.2)

k=|n—m)|

Evaluando (3.2) en x = ¢ obtenemos

n+m
oo =1 (3.3)
k=|n—m|
Si, en efecto
chm >0, (3.4)

entonces es posible definir el producto de dos sucesiones a,b € ' =
M (Z+) tomando el mismo camino de Hirschman:

(a*q b) := i i cﬁ,manbm,

n=0m=0

0 equivalentemente,

)

[Z bR () | = [chRk(w)
m=0 k=0

al menos para sucesiones finitamente soportadas a y b.

a*ab=c& [Z an Ry (x)

n=0

Las ecuaciones (3.3) y (3.4) garantizan que M(Zy) es un algebra de
Banach. En efecto, (Z4,*) es un hipergrupo hermitiano con elemento
identidad e = 0 y cada caracter tiene la forma

¢z(a) = Z aan(z),

siempre que z € C sea tal que lub(|R,(2)|) < oo. Tal hipergrupo es
llamado hipergrupo polinomial discreto asociado con {R,},>0.

En el caso de férmulas producto, las cuales son el andlogo continuo
de las férmulas de linealizacién, no existe garantia de que siempre se
puedan conseguir.
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DEFINICION 3.1. Diremos que la sucesién de polinomios ortogonales
{R,}>0 tiene una formula producto si para cada x,y € X, existe una
medida 0, € M(X) tal que para cualquier n € Z se tiene

Roy(2) R (y) = /X Ro(2) dosy (2). (3.5)

Si ||os,y || estdn uniformemente acotadas, es posible definir un producto
continuo * sobre M (H) mediante la férmula

/de(u*y) = /X/X/deaxyydu(x)dl/(y),

de manera que, en particular, d, * d, = 04 ,. Si 0,4 es una medida no
negativa, la evaluacién de (3.5) en n = 0 nos da que o,, € M;(X)
asi que M (X) se transforma en un &dlgebra de Banach con la operacién
*. También si en (3.5) evaluamos en x = x( obtenemos que o4, = 0y,
de manera que si en efecto esta algebra de Banach es un hipergrupo,
entonces serd hermitiano con elemento identidad e = xg. En ese caso
diremos que {R,}>¢ tiene una férmula producto de hipergrupo y
llamaremos al hipergrupo correspondiente (X, *) hipergrupo polino-
mial continuo asociado con la sucesién {R,}>¢.

Cuando una sucesién de polinomios ortogonales tiene asociados tanto
un hipergrupo polinomial continuo como uno discreto, los dos hipergru-
pos son en algin sentido duales, en analogia con la manera en que el
grupo de la circunferencia T y Z son un par de grupos duales.

En [60] A. Schwartz se hace los siguientes cuestionamientos:

(Q1) ;Cuales hipergrupos (Z,,*) son en efecto hipergrupos polinomia-
les discretos?

(Q2) ¢Cuales sucesiones de polinomios ortogonales asociados a una me-
dida ¢ dan origen a hipergrupos polinomiales discretos?

(Q3) ;Cuadles hipergrupos (X,*) con X C R son en efecto hipergrupos
polinomiales continuos?

(Q4) ;Cuales sucesiones de polinomios ortogonales asociados a una me-
dida p dan origen a hipergrupos polinomiales continuos?
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3.2.1. Polinomios de Jacobi

En el capitulo 1, definimos los polinomios de Jacobi mediante la formu-
la de Rodrigues:

PN z) = (1—2)(1+ x)—ﬁ—(;g: % {(1 — )"t (14 x)n+ﬁ} :

para x € (—1,1).

e = (7). Py = (M),

n n

donde a, 8 > —1.

Desde su aparicién hasta la fecha existe una gran cantidad de literatu-
ra asociada a diversas propiedades de estos polinomios (ver por ejemplo,
(2, 4, 7, 10, 13, 16, 19, 24, 25, 26, 27, 28, 30, 31, 33, 34, 36, 37, 40, 44,
45, 54, 63] y las referencias alli sugeridas).

Histéricamente, una de las razones fundamentales para el estudio de

los polinomios de Jacobi Péa”g ) es el hecho de que sus ceros xila,;ﬁ ) k=
1,...,n, tienen una interpretacién electrostatica muy interesante: ellos

son los puntos de equilibrio n cargas en (—1,1) en el campo genera-
do por las cargas QTH enly B+l +1 en —1, donde las cargas se repelen de
acuerdo a una ley de 1ntera001on bajo un potencial logaritmico. También
los polinomios de Jacobi constituyen un sistema ortogonal completo en
L%([-1,1],w®P) (2)dz) y una representacién explicita para ellos est4 da-

da por funciones hipergeométricas del modo siguiente:

(,6) (5 n'z( ) (n+a+pB+1)p(k+a+1),_ <x;1)k (3.6)

donde (a)x, k > 0,y (a)o = 1, es el simbolo de Pochhammer, (ver [63],
pag. 62, o [2], pag. 7).

También, estos polinomios satisfacen las siguientes propiedades

PP (@) = (~1)" PP (~a), (37)

es decir, ellos son funciones pares o impares cuando « = 3 de acuerdo a
la paridad de sus grados.
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Como mencionamos en el capitulo 1, al ser ortogonales con respecto
a la medida w(®P)(z) dz, ellos forman una sucesién estdandar de polino-
mios ortogonales y en consecuencia satisfacen la siguiente relacion de
recurrencia a tres términos ([63], pag. 71):
AP P (@) = @ntatB-1) D e—a® =) P () O P (),
(3.8)
donde n > 2, k™ = n(n+a+B)2n+a+-2), ¥ =2(n+a—
Din+B8-1)C2n+a+8), i =@n+a+p8)2n+a+B-2)y
a+f+2 a—pf

B @) =1, P*(@) = — =+ —

Las derivadas de los polinomios de Jacobi son, salvo un factor cons-
tante, polinomios de Jacobi traslados una unidad en los parametros a, 5.
De hecho, de (3.6) obtenemos

d 1 o
PP(@) = Sntat B+ DR @) (3.9)
Otro rasgo importante de los polinomios de Jacobi proviene del hecho
(o, 8)

de que P, es la tnica solucién polinomial (salvo un factor constante
[63, p. 61, Theorem 4.2.2]) de la ecuacién diferencial de segundo orden

(1—2)y" (z)+(B—a—(a+F4+2)z)y (z)+n(n+a+B+1)y(z) = 0. (3.10)

Cuando a > —1 y 8 < a, el méximo de pleh) (x) en [—1,1] puede ser
explicitamente calculado, (ver [63], pag. 168):
(v +1)

n 1
sup ‘P,(la’ﬂ)(x)‘ = P*A (1) = —r > > B <a. (3.11)
—1<z<1 n!

Y la norma L? de P,(la’ﬂ) con respecto a la medida w(®#) (z)dz en
[—1,1] estd dada por

1 2
heh) = / (Péa’ﬁ)(a:)) w P (z) da

-1
_ 20+8+1 Fn+a+1DT(n+B+1) (3.12)
 Cn+a+B+DTI(n+ DI (n+a+8+1)"
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Ahora bien, es conocido que los polinomios normalizados de Jacobi
{Rﬁla’ﬂ )}nZO tienen férmulas producto y de linealizacién para muchos
valores de los pardmetros «, 5. La regién del plano («, ) donde esto
sucede fue identificada por Gasper [26, 27] (ver también [4]), consecuen-
temente existe un hipergrupo polinomial continuo X (a, 8) = (I, *(q,8))

(con I = [—1,1]) asociado con la sucesién {Rﬁla’ﬂ)}nzo, si y solo si, el
par («, 3) pertenece al siguiente conjunto:

Ey={(af):a>8>-1y >-1/20 atf>0},

y existe un hipergrupo polinomial discreto (Z+,*(aﬁ)) asociado con la

sucesion {Rﬁ{l”g)}nzo, si y sélo si, el par (a, ) pertenece al siguiente
conjunto:

Fr={(a, B) : a(a+3)*(a+5) > (a>~Ta—24)b* donde a = a+p+1y b= a—pB}.

El conjunto Fj contiene a Fj como subconjunto propio. El resultado
anterior incluye los ejemplos discutidos por Hirschman ya que el hiper-
grupo polinomial continuo asociado con la sucesién de polinomios de

Gegenbauer {Rﬁla)}nzo es X (a — %,a — %)

3.3. Hipergrupos polinomiales discretos

Comenzaremos esta seccidén con el siguiente lema.

LEMA 3.1. Si ¢ es un caracter de un hipergrupo (X, *) entonces
[@lloc = sup [p(z)| = 1.
rzeX
Demostracion. Primero observemos que

H(2)d(y) = /X o(2) (5, %5,),

de esta igualdad se deduce que ||¢||%, < ||¢]leo ¥ por lo tanto, ||@|ls < 1.
Por otro lado, ||¢|lcc > ¢(e) = 1.
]
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Del lema 3.1 se desprende que si (X, *) es un hipergrupo polinomial
discreto asociado con una sucesién de polinomios ortogonales respecto a
una medida p, {Ry}n>0, entonces X debe ser un conjunto acotado, ya
que para n > 0, R, es una funcién continua no acotada.

Un cambio de variables nos permite insistir en que X C I con e = 1.
X es necesariamente hermitiano y conmutativo.

Por otro lado, recordemos que toda sucesién de polinomios ortogonales
respecto a una medida u, satisface una relacién de recurrencia a tres
términos

2Ry (x) = Y Rpt1(z) + BnRn(x) + anRp—1(x) (3.13)

y por el Teorema de Favard [23, 61] existen condiciones suficientes para
que los polinomios que satisfacen una relacién como (3.13) sean orto-
gonales con respecto a alguna medida no negativa compactamente so-
portada. Entonces basados en esta tltima observacion, la pregunta (Q1)
tiene la siguiente respuesta:

TEOREMA 3.1. (Z4,*) es el hipergrupo polinomial discreto asociado con
la sucesion {Ry}n>0 de polinomios ortogonales respecto a una medida
W, sty solo si,

(i) (6, %61)({k}) =0, si |n—k| > 1.
(ii) (0p, x61)({n+1}) > 0.

Ademds, los polinomios pueden ser normalizados de manera que Ry(x) =
x y la medida de ortogonalidad esté soportada en [—1,1].

Existen dos tipos de respuesta para la pregunta mas dificil (Q2). La
primera es una larga coleccién de resultados como los de Gasper [26,
27] que ha sido obtenida por quienes trabajan con funciones especiales.
Existen varios resultados basados en la férmula de recurrencia (3.13).
Uno de los primeros resultados conocidos fue dado en 1970 y es debido
a R. Askey [3], posteriormente en 1992 este resultado fue incluido en
una investigacién mas amplia debida a Szwarc [65, 66], Mostraremos un
resultado que aparece en [65], aunque Szwarc ha probado otros teoremas
que son mas ampliamente aplicables.
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TEOREMA 3.2. Si la sucesion de polinomios {P,} satisface la relacion

P, = 'YnPn—l—l + ﬂnpn + o Ph_1

(i) an,Brn Yy an + Yn SOn sucesiones crecientes (Yn, oy > 0).
(i) o < Yn, paran € Z,.

Entonces
n+m

PoPp= Y ¢ b

k=|n—m)|
con ck >0
nm — Y

No incluiremos la prueba completa de este resultado, pero si haremos
algunos comentarios. El método de demostracién de Szwarc esta basado
en una versién discreta del problema de Cauchy hiperbdlico descrito en
(2.9). La idea proviene del hecho de el resultado anterior es un anédlogo
discreto para un problema de Sturm-Liouville, ya que la relacién de
recurrencia (3.13) puede ser reformulada como la siguiente ecuacién en
diferencias:

TRy (z) = VnA2Rn($) + (9 — an) ARy (2) + (Yo + Bn) Ra(7),

donde AR, (z) = Rpy1(7) — 2R, (%) + Ry y ARy (z) = Ry(x) —
Rn_l(l‘).

Markett ha obtenido otro método de demostracién del teorema (3.2)
utilizando un método que generaliza la integracién de Riemann y el cual
puede ser usado para obtener férmulas de linealizacién explicitas [48].

El lector interesado puede encontrar en el libro de Bloom y Heyer
[6] muchos ejemplos de hipergrupos polinomiales discretos (en este libro
se usa el término hipergrupos polinomiales para referirse a hipergrupos
polinomiales discretos).
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3.4. Hipergrupos polinomiales continuos

El lector interesado puede encontrar en [14, 19, 20] extensa informa-
cién sobre hipergrupos polinomiales continuos. Respuestas completas a
las preguntas (Q3) y (Q4) estdn contenidas en los siguientes teoremas.

TEOREMA 3.3. Si X es un intervalo entonces (X, *) es un hipergrupo
polinomial continuo, si y solo si, (X, *) es equivalente por medio de un
cambio de variables lineal a un hipergrupo polinomial continuo de Jacobi
X(a, B) con (o, B) € Ej.

Demostracion. Daremos un esquema de la demostracion.

(=) Esta parte estd basada en la idea de obtener una ecuacién de
Sturm-Liouville general de segundo orden para los caracteres, y entonces
utilizar un conocido resultado de Bochner [7], el cual muestra que sélo
las familias de los polinomios de Jacobi, Laguerre, Hermite, {z"},>0 y
los polinomios de Bessel satisfacen tal ecuacién. De manera que si asu-
mimos que (X, %) es un hipergrupo polinomial continuo asociado con una
sucesién de polinomios ortogonales respecto a una medida p, {Ry }n>0.
Para obtener la ecuacién diferencial, comenzamos con la relacién

Ro(s)Rn(t) = /X Ro(r) d(0, % 6,)(r). (3.14)

Ahora podemos obtener la ecuacién diferencial para { Ry, } >0 siguien-
do el método de [38]. Consideramos el desarrollo de Taylor de R, (s)
alrededor de s = e y el desarrollo de Taylor de R, (r) alrededor de r = t,
entonces:
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donde My,(s,t) = [y (r—1t)*d(6s6;)(r). De (3.14)-(3.16) obtenemos que

n
k=0

M (s,t) y My(s,t) pueden ser explicitamente calculadas en términos
de Ry y Ry y entonces expresadas en términos de s — e y de (s — e)?,
respectivamente. Para k > 2 My(s,t) no tiene términos s — e, ya que
My (s,t) = o(Ma(s,t)) si k > 2. Luego, los coeficientes de s — e en ambos
lados de (3.17) son igualados para obtener la ecuacién de Sturm-Liouville

general de segundo orden:

o

1! RP(e)(s = e)* Ru(t) = kz %Mk(& t)R (2). (3.17)
=0

A)y"(y) + B(t)y'(t) = My (t),  (y=Rn, A = Ry (e)).

(<) Es suficiente seguir la demostracién dada por Gasper en [27].
]

La misma demostracion puede ser usada para mostrar un resultado
que debilita la condiciéon de que X sea un intervalo.

TEOREMA 3.4. Supongamos que (X, *) es un hipergrupo donde X es un
subcongunto infinito de R y para cadan € Zy (X, *) tiene un caracter el
cual es un polinomio R, de grado n. Asumamos que una de las siguientes
condiciones se satisface:

(i) X es compacto.

(i1) La sucesion {Ry}n>0 es ortogonal con respecto a una medida po-
sitiva de Borel sobre X.

Entonces (X, x) es equivalente por medio de un cambio de variables lineal
a un hipergrupo polinomial de Jacobi continuo X (o, B) con (o, ) € Ej.
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3.5. Hipergrupos y ortogonalidad Sobolev

Preguntas como (Q1)-(Q4) podrian tener respuestas en el contexto
de ortogonalidad Sobolev. Por ejemplo, cuando se consideran productos
internos de Sobolev de la forma:

, = x)g(z) dpo(x) + A "(2)g (x) dpy (),
(f.9)s /suppwf( )o(z) dpo(z) + /uppm @) @) ds ()

(3.18)
con A > 0.

Una cuestion interesante, seria poder generar estructuras de hipergru-
po en el caso de la ortogonalidad Sobolev. Por ejemplo, es conocido que
cuando se considera el siguiente producto interno de Sobolev

(f,9) s—/ f(z ,/3 da;+/ f(x (O‘+17’8+1)($) dz,

(3.19)
donde w(®P) (z) = (1—x)*(1+x)? es el peso de Jacobi, entonces usando

(3.9) v (3.12), los polinomios {R,ga’ﬁ)}nzo satisfacen la siguiente relacién
de ortogonalidad Sobolev

)
(RO, RP)s = -
PP () PSP (1)
L et at B mtat 1))
4P ()Pl (1) .

con n,m > 0, y consecuentemente, existen hipergrupos polinomiales
continuos asociados a tal sucesién, con (a, 8) € E;.

Es claro que si consideramos una sucesién de polinomios ortogonales
{Qn}tn>0 con respecto un producto interno de Sobolev como (3.18).

Si xg es elegido de manera que Qp x(xg) # 0 para n > 0, entonces

podemos definir los polinomios normalizados R, x(z) = g "’;((;O)) y como

toda familia de polinomios ortogonales (estdndar o no) siempre tiene
una férmula de linealizacién:
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RuaRma= > (MR, (3.20)
k=|n—m/|n+tm
donde R R R
cfl7m(>\):< naBm k,)\>S‘

IRk II%

El problema de encontrar hipergrupos polinomiales discretos asocia-
dos con la sucesion {R,, y}n>0 se reducirfa a:

(i) Garantizar que un tal zo con la propiedad de que Qn \(zo) # 0
para n > 0, puede ser elegido.

(ii) Garantizar que el par de medidas (dpuo, dp1) es tal que cfl7m()\) > 0.

Con respecto a la condicién (i), un resultado de Lépez Lagomasino y
Pijeira [41] dice que si el operador multiplicacién por 2 M, estd acotado,
entonces los ceros de los polinomios {R,, x}n>0 estdn contenidos en el
disco D = {z : |z| < ||M,]|}, con ||M,|| la norma del operador. Asi pues
si M, estd acotado, basta elegir zg ¢ D.

La condicién (ii) es més complicada y hasta donde la autora conoce
no es un problema que se haya abordado en la literatura actual.

Para garantizar la existencia de hipergrupos polinomiales continuos
asociados a la sucesion { R, )}»>0, habria que encontrar condiciones so-
bre el par de medidas (dug,du;) que garanticen la existencia de una
tercera medida no-negativa o, € M (supp(oy,y)) con |0, || uniforme-
mente acotada y tal que se satisfaga la férmula producto

Ro(2)R(y) = / Ron(2) oy (2).
supp(oz,y)
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