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temática de América Latina y el Caribe (UMALCA) y Centre Interna-
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V

Prólogo

En las últimas décadas, la teoŕıa de control ha ganado gran importancia
como disciplina para ingenieros, matemáticos y otros cient́ıficos. Ejem-
plos de problemas de control van desde casos sencillos, como la conduc-
ción del calor a través de una barra, hasta casos más complejos como
el aterrizaje de un veh́ıculo sobre la Luna, el control de la economı́a de
una nación, el control de epidemias, entre otros. Existe una extensa li-
teratura sobre teoŕıa de control para sistemas continuos, por mencionar
algunos autores se tienen los trabajos de Barnett [4], Curtain & Prit-
chard [11], Curtain & Zwart [18] y Zuazua [60]. En cambio que, sobre la
teoŕıa de control de sistemas discretos la literatura es menos extensa; de
hecho en muchos trabajos la presentan de manera introductoria como
por ejemplo Agarwal [1], Elaydi [24] (ambos sobre espacios de dimensión
finita) y Sasu [52].
En este curso se presenta una teoŕıa sobre controlabilidad para sistemas
sobre espacios de dimensión finita, aśı como también se exponen los con-
ceptos y caracterizaciones sobre controlabilidad exacta y controlabilidad
aproximada tanto para sistemas continuos como para sistemas discretos,
lineales y semilineales, sobre espacios de dimensión infinita.
El libro está estructurado como sigue:

En el caṕıtulo 1, se exponen definiciones y resultados importantes que
serán de utilidad en el desarrollo de los siguientes caṕıtulos; particu-
larmente se muestran resultados sobre la teoŕıa de semigrupos y sobre
existencia y unicidad de soluciones para ecuaciones de evolución, aśı co-
mo también algunos teoremas de punto fijo.

En el caṕıtulo 2, se exponen los aspectos más resaltantes de la teoŕıa
de control para sistemas sobre espacios de dimensión finita.
En el caṕıtulo 3 se consideran sistemas de control continuos (lineales y
semilineales) sobre espacios de dimensión infinita y se dan condiciones



VI

para caracterizar la controlabilidad de dichos sistemas.
En el caṕıtulo 4 se presentan condiciones para caracterizar la controla-
bilidad de ecuaciones en diferencias sobre espacios de dimensión infinita.
En primer lugar, se muestran caracterizaciones que permiten estudiar la
controlabilidad, tanto exacta como aproximada, de ecuaciones en dife-
rencias lineales. A pesar de que para el caso continuo existen trabajos
previos que tratan la controlabilidad de sistemas semilineales, no existen
trabajos que den condiciones para estudiar la controlabilidad de sistemas
semilineales discretos. Por esta razón, en este capitulo también se expo-
nen criterios para la controlabilidad, tanto exacta como aproximada, de
ecuaciones en diferencias no lineales.
Finalmente, en el caṕıtulo 5 nos concentramos en el estudio de algunas
aplicaciones de los resultados de los caṕıtulos previos, para aśı estudiar
la controlabilidad de la ecuación de la onda, la ecuación del calor y la
ecuación de termoelasticidad y la ecuación de la viga.
No podemos dejar pasar la oportunidad para agradecer al Comité Or-
ganizador de la XXVIII Escuela Venezolana de Matemáticas la oportu-
nidad de dictar este curso.

Los autores
Caracas, Mayo 2015



Caṕıtulo 1

Preliminares

En este caṕıtulo se dan algunas definiciones y se presentan resultados
fundamentales sobre semigrupos fuertemente continuos de operadores li-
neales y acotados, aśı como también, sobre existencia y unicidad de solu-
ciones para ecuaciones de evolución que serán utilizados en los caṕıtulos
siguientes. La mayor parte de la teoŕıa que se muestra en este caṕıtulo
se puede encontrar en los textos de Curtain & Zwart [18], Goldstein [27]
y Pazy [51], salvo el Lema 1.1.1 el cual se encuentra en Leiva [35].

1.1. Semigrupos de Operadores Fuertemente
Continuos

Definición 1.1.1. Sea Z un espacio de Hilbert. Una familia {T (t)}t≥0

de operadores lineales y continuos T (t) : Z −→ Z se denomina Semi-

grupo Fuertemente Continuo (o C0-semigrupo) si ésta verifica las
tres condiciones siguientes:

i) T (0) = I.

ii) T (t+ s) = T (t)T (s), (t, s ≥ 0).

iii) Para todo z0 en Z, T (t)z0 es fuertemente continuo en t = 0, es
decir,

ĺım
t→0+

‖ T (t)z0 − z0 ‖Z
= 0.

1
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Definición 1.1.2. El generador infinitesimal A de un C0-semigrupo
{T (t)}t≥0 en un espacio de Hilbert Z es definido por:

Az = ĺım
t→0+

1

t
(T (t)− I)z,

siempre que el ĺımite exista. El dominio de A, D(A) es el conjunto de
elementos en Z para el cual el ĺımite existe.

Algunas propiedades importantes de los C0-semigrupos están dadas en
el siguiente Teorema:

Teorema 1.1.1. Sea {T (t)}t≥0 un C0-semigrupo sobre un espacio de
Hilbert Z, entonces T (t) posee las siguientes propiedades:

(a) ‖T (t)‖ está acotada sobre todo intervalo finito de [0,+∞).

(b) T (t) es fuertemente continuo en todo t ∈ [0,+∞).

(c) Para todo z ∈ Z, se tiene que

1
t

∫ t

0
T (s)zds −→ z, t → 0+.

(d) Si w0 = ı́nf
t>0

(
1
t log‖T (t)‖

)
, entonces w0 = ĺım

t→∞

(
1
t log‖T (t)‖

)
< ∞.

(e) Para todo w > w0, existe una constante Mw tal que

‖T (t)‖ ≤ Mwe
wt,∀ t ≥ 0.

Para la demostración de este Teorema se puede consultar Curtain &
Zwart [18]. �

Ahora bien, el siguiente Teorema, el cual se encuentra en Curtain &
Zwart [18], nos muestra ciertas propiedades importantes que satisface el
generador infinitesimal de un C0-semigrupo.

Teorema 1.1.2. Sea Z un espacio de Hilbert y sea {T (t)}t≥0 un C0-
semigrupo sobre Z, con generador infinitesimal A. Entonces se cumplen
las siguientes afirmaciones:

(a) Si z ∈ D(A), entonces T (t)z ∈ D(A), ∀t ≥ 0.
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(b) d
dt(T (t)z) = AT (t)z = T (t)Az, para z ∈ D(A), t > 0.

(c) dn

dtn (T (t)z) = AnT (t)z = T (t)Anz, para z ∈ D(An), t > 0.

(d) T (t)z − z =

∫ t

0
T (s)Azds, para z ∈ D(A).

(e)

∫ t

0
T (s)zds ∈ D(A), A

∫ t

0
T (s)zds = T (t)z − z, para todo z ∈ Z

y D(A) es denso en Z.

(f) A es un operador lineal cerrado.

(g)

∞⋂

n=1

D(An) es denso en Z.

Definición 1.1.3. Sea A un operador sobre un espacio de Hilbert Z. El
conjunto resolvente de A es

ρ(A) = {λ ∈ C : λI−A : D(A) → Z es biyectivo y (λI−A)−1 ∈ L(Z)}.

donde L(Z) es el espacio de todos los operadores lineales y acotados de
Z en Z.

Observación: Si ρ(A) 6= ∅, entonces A es cerrado, es decir, su gráfico

G(A) = {(z,Az) : z ∈ D(A)}

es un subespacio cerrado de Z × Z. Si A es cerrado, entonces, por el
Teorema del Gráfico Cerrado, se tiene que el conjunto resolvente de A
es

ρ(A) = {λ ∈ C : λI −A : D(A) → Z es biyectivo}.
(λI−A)−1 es llamado el operador resolvente de A y σ(A) = C\ρ(A)
es el espectro de A. �

El siguiente Lema juega un papel fundamental para obtener los princi-
pales resultados que presentamos en los siguientes caṕıtulos.

Lema 1.1.1. (Leiva [35]) Sean Z un espacio de Hilbert separable y
{An}n≥1, {Pn}n≥1 dos familias de operadores lineales y acotados en Z,
con {Pn}n≥1 una familia completa de proyectores ortogonales, tales que:

AnPn = PnAn, n ≥ 1.
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Defina la siguiente familia de operadores lineales

T (t)z =
∞∑

n=1

eAntPnz, z ∈ Z, t ≥ 0.

Entonces:

(a) T (t) es un operador lineal y acotado si ‖eAnt‖ ≤ g(t), n = 1, 2, ..,
para alguna función continua a valores reales g(t) ≥ 0, t ≥ 0.

(b) Bajo la condición anterior {T (t)}t≥0 es un C0-semigrupo en el
espacio de Hilbert Z, cuyo generador infinitesimal A está dado
por

Az =

∞∑

n=1

AnPnz, z ∈ D(A)

con

D(A) =

{
z ∈ Z :

∞∑

n=1

‖AnPnz‖2 < ∞
}
.

(c) El espectro σ(A) de A está dado por

σ(A) =

∞⋃

n=1

σ(An),

donde An = AnPn : R(Pn) → R(Pn), R(Pn) = Rango(Pn).

Demostración
(a) Supongamos que existe g : [0,+∞) −→ R continua tal que ‖eAnt‖ ≤
g(t), n = 1, 2, .... Luego,

‖T (t)z‖2= ‖
∞∑

n=1

eAntPnz‖2=
∞∑

n=1

‖eAntPnz‖2 ≤
∞∑

n=1

‖eAnt‖2‖Pnz‖2

≤
∞∑

n=1

g(t)2‖Pnz‖2 = g(t)2
∞∑

n=1

‖Pnz‖2 = g(t)2‖z‖2.

Aśı, ‖T (t)z‖ ≤ g(t)‖z‖. Entonces, ‖T (t)‖ = sup
‖z‖=1

‖T (t)z‖ ≤ g(t). Por lo

tanto, T ∈ L(Z), es decir T (t) es un operador lineal y acotado.
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(b) Veamos primero que {T (t)}t≥0 es un C0-semigrupo.

i) T (0)z =
∞∑

n=1

Pnz = z. Aśı, T (0) = I.

ii)

T (t)T (s)z =

∞∑

n=1

eAntPnT (s)z =

∞∑

n=1

eAntPn

( ∞∑

m=1

eAmsPmz

)

=
∞∑

n=1

eAnteAnsPnz =
∞∑

n=1

eAn(t+s)Pnz

= T (t+ s)z.

iii)

‖T (t)z − z‖2 =
∥∥∥∥∥

∞∑

n=1

eAntPnz −
∞∑

n=1

Pnz

∥∥∥∥∥

2

=

∥∥∥∥∥

∞∑

n=1

(
eAnt − I

)
Pnz

∥∥∥∥∥

2

≤
∞∑

n=1

‖eAnt − I‖2‖Pnz‖2

=

N∑

n=1

‖eAnt − I‖2‖Pnz‖2+
∞∑

n=N+1

‖eAnt − I‖2‖Pnz‖2

≤ sup
1≤n≤N

‖eAnt − I‖2
N∑

n=1

‖Pnz‖2 +K

∞∑

n=N+1

‖Pnz‖2,

donde K = sup
n≥1,0≤t≤1

‖eAnt − I‖2.

Dado ε > 0, existe N ∈ N tal que

∞∑

n=N+1

‖Pnz‖2 <
ε

2K

y podemos escoger t ≤ 1 tal que

sup
1≤n≤N

‖eAnt − I‖2 ≤ ε

2‖z‖2 .
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Luego,

‖T (t)z − z‖2 ≤ ε
2‖z‖2

N∑

n=1

‖Pnz‖2 +K ε
2K

≤ ε
2‖z‖2

∞∑

n=1

‖Pnz‖2 + ε
2

= ε
2‖z‖2 ‖z‖2 +

ε
2 = ε.

Por tanto, ĺım
t→0+

‖T (t)z − z‖ = 0, ∀z ∈ Z. De i), ii) y iii) se sigue que

{T (t)}t≥0 es un C0-semigrupo.
Sea A el generador infinitesimal de {T (t)}t≥0 y D(A) su dominio, en-
tonces para z ∈ D(A) se tiene, por definición, que

Az = ĺım
t→0+

T (t)z−z
t = ĺım

t→0+

∑∞
n=1(e

Ant−I)Pnz
t .

Ahora, puesto que eAmt es un C0-semigrupo cuyo generador infinitesimal
es Am, entonces

PmAz=Pm

[
ĺım
t→0+

(
eAmt− I

t

)
Pmz

]
= ĺım
t→0+

eAmt − I

t
Pmz=AmPmz.

Aśı, Az =
∞∑

n=1

PnAz =
∞∑

n=1

AnPnz.

Ahora, sea

D =

{
z ∈ Z :

∞∑

n=1

‖AnPnz‖2 < ∞
}

y veamos que D(A) = D. Es claro que D(A) ⊂ D. Supongamos ahora
que z ∈ D, entonces

∞∑

n=1

AnPnz = y ∈ Z.

Sea zk =

k∑

n=1

Pnz, entonces

ĺım
t→0+

T (t)zk − zk
t

=
k∑

n=1

AnPnz.
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por lo tanto, zk ∈ D(A) y Azk =

k∑

n=1

AnPnz.

Finalmente, si zk → z cuando k → ∞ y ĺım
t→0+

Azk = y, entonces, puesto

que A es cerrado, obtenemos que z ∈ D(A) y Az = y. Con esto hemos
probado que D ⊂ D(A). Aśı, D(A) = D.

(c) es equivalente a probar lo siguiente:

∞⋃

n=1

σ(Ān) ⊂ σ(A) y σ(A) ⊂
∞⋃

n=1

σ(Ān).

Para probar la primera parte, mostraremos que ρ(A) ⊂
∞⋂

n=1

ρ(Ān). En

efecto, sea λ en ρ(A). Entonces (λI −A)−1 : Z → D(A) es un operador
lineal acotado. Necesitamos probar que

(λI − Ām)−1 : R(Pm) → R(Pm)

existe y es acotado para m ≥ 1. Supongamos que
(λI − Ām)−1Pmz = 0.

Entonces

(λI −A)Pmz =

∞∑

n=1

(λI −An)PnPmz

= (λ−Am)Pmz = (λI − Ām)Pmz = 0.

Lo cual implica que, Pmz = 0. Aśı, (λI − Ām) es inyectiva.

Ahora, dado y en R(Pm) queremos resolver la ecuación (λI−Ām)w = y.
De hecho, puesto que λ ∈ ρ(A), existe z ∈ Z tal que

(λI −A)z =
∞∑

n=1

(λI −An)Pnz = y.

Entonces, aplicando Pm a ambos lados de esta ecuación obtenemos

Pm(λI −A)z = (λI −Am)Pmz = (λI − Ām)Pmz = Pmy = y.



8 Alexander Carrasco, Jahnett Uzcátegui, Hugo Leiva

Por lo tanto, (λI− Ām) : R(Pm) → R(Pm) es una biyección. Puesto que
Ām es cerrado, entonces, por el teorema del gráfico cerrado obtenemos
que

λ ∈ ρ(Ām) = {λ ∈ C : (λI − Ām)−1 es acotada}
para todo m ≥ 1, con lo cual hemos probado que

ρ(A) ⊂
∞⋂

n=1

ρ(Ān) ⇐⇒
∞⋃

n=1

σ(Ān) ⊂ σ(A).

Ahora, para probar que:

σ(A) ⊂
∞⋃

n=1

σ(An).

recordemos que si λ ∈ σ(A), entonces ocurre alguna de las siguientes
situaciones
(1) λ ∈ σp(A) = {λ ∈ C : (A− λI) no es inyectiva}.
(2) λ ∈ σr(A) = {λ ∈ C : (A− λI) es inyectiva, pero R(A− λI) 6= Z}.
(3) λ∈σc(A)={λ∈C : (A−λI) es inyectiva, R(A− λI)=Z,pero R(A−
λI) 6=Z}.
Ahora bien,
(1) Si (A − λI) no es inyectiva, entonces existe z ∈ Z no nulo tal que:
(A− λI)z = 0. Esto implica que para algún n0 tenemos:

(An0 − λI)Pn0z = 0, Pn0z 6= 0.

Aśı, λ ∈ σ(An0), y por lo tanto λ ∈
∞⋃

n=1

σ(An).

(2) Si R(A− λI) 6= Z, entonces existe z0 ∈ Z no nulo tal que:

〈z0, (A− λI)z〉 = 0, ∀z ∈ D(A).

Pero, z =

∞∑

n=1

Pnz, aśı:

〈
z0,

∞∑

n=1

(An − λI)Pnz

〉
= 0.
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Ahora, si z0 6= 0, entonces existe n0 ∈ N tal que Pn0z0 6= 0. En conse-
cuencia,

0 =

〈
z0,

∞∑

n=1

(An − λI)Pnz

〉

= 〈z0, (An0 − λI)Pn0z〉

= 〈Pn0z0, (An0 − λI)Pn0z〉.

Aśı, R(An0 − λI) 6= Pn0Z. Por lo tanto, λ ∈ σ(An0) ⊂
∞⋃

n=1

σ(An).

(3) Supongamos que (A − λI) es inyectiva, R(A− λI) = Z y R(A −
λI) ( Z.

Supongamos por reducción al absurdo que λ ∈
( ∞⋃

n=1

σ(An)

)C

.

Pero,
( ∞⋃

n=1

σ(An)

)C

⊂
( ∞⋃

n=1

σ(An)

)C

=
⋂

n≥1

(
σ(An)

)C

=
⋂

n≥1

ρ(An).

Lo cual implica que, λ ∈ ρ(An), para todo n ≥ 1. Entonces

(An − λI) : R(Pn) −→ R(Pn)

es invertible, con (An − λI)−1 acotada.
En consecuencia, para todo z ∈ D(A) obtenemos que

Pj(A− λI)z = (Aj − λI)Pjz, j = 1, 2, . . .

es decir,

(Aj − λI)−1Pj(A− λI)z = Pjz, j = 1, 2, . . .
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Ahora, puesto que D(A) es denso en Z, podemos extender el operador

(Aj − λI)−1Pj(A− λI)

a un operador acotado Tj definido sobre Z. De esto se sigue que

Tjz = Pjz, ∀z ∈ Z, j = 1, 2, . . . ,

y
‖Tj‖ = ‖Pj‖ ≤ 1, j = 1, 2, . . . .

Puesto que R(A− λI) = Z, se tiene que

‖(Aj − λI)−1‖ ≤ 1, j = 1, 2, . . . . (1.1)

Ahora veremos que R(A− λI) = Z. En efecto, dado z ∈ Z definamos y
como sigue

y =

∞∑

j=1

(Aj − λI)−1Pjz.

De (1.1) obtenemos que y está bien definido. Veamos ahora que y ∈ D(A)
y (A− λI)y = z. Para ello, sabemos que

y ∈ D(A) ⇐⇒
∞∑

j=1

‖AjPjy‖2 < ∞.

Por otro lado, tenemos que

∞∑

j=1

‖AjPjy‖2 =
∞∑

j=1

‖{I + λ(Aj − λI)−1}Pjz‖2.

Aśı,

∞∑

j=1

‖AjPjy‖2 ≤
∞∑

j=1

‖(1 + |λ|)2‖Pjz‖2 = (1 + |λ|)2‖z‖2 < ∞.

Entonces, y ∈ D(A) y (A− λI)y = z.
Por lo tanto, R(A− λI) = Z, lo cual es una contradicción que viene de

haber asumido que: λ ∈
( ∞⋃

n=1

σ(An)

)C

. �

Además, presentaremos una prueba del rećıproco del Lema 1.1.1.
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Lema 1.1.2. Sean Z un espacio de Hilbert separable y {An}n≥1, {Pn}n≥1

dos familias de operadores lineales y acotados en Z, con {Pn}n≥1 una
familia completa de proyectores ortogonales, tales que:

AmPn = PnAm, m, n = 1, 2, . . . (1.2)

Si el operador

Az =
∞∑

n=1

AnPnz, z ∈ D(A),

con

D(A) = {z ∈ Z :
∞∑

n=1

‖ AnPnz ‖2< ∞},

genera un C0-semigrupo {T (t)}t≥0, entonces

T (t)z =

∞∑

n=1

eAntPnz, z ∈ Z.

Demostración

Si z0 ∈ Z, entonces Pnz0 ∈ D(A) y la solución del problema

{
z′(t) = Az(t),
z(0) = Pnz0,

(1.3)

está dada por zn(t) = T (t)Pnz0.
Del Teorema de Hille-Yosida (Teorema 2.1.12 de Curtain & Zwart [18])
se puede deducir que, si un operador conmuta con el generador de un
C0-semigrupo, entonces éste conmuta con el semigrupo. Por tanto, de
(1.2) obtenemos que

T (t)z0 =
∞∑

n=1

PnT (t)z0 =
∞∑

n=1

T (t)Pnz0. (1.4)
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Por otro lado, puesto que zn(t) es una solución de (1.3), obtenemos

z′n(t) = Azn(t)

= AT (t)Pnz0

=

∞∑

m=1

AmPmT (t)Pnz0

= AnPnT (t)Pnz0

= AnT (t)Pnz0 = Anzn(t).

Aśı, zn(t) = eAntPnz0 = T (t)Pnz0 y de (1.4) concluimos que

T (t)z0 =

∞∑

n=1

eAntPnz0.

�

1.2. El Problema de Valor Inicial.

Consideremos el siguiente problema de valor inicial (P.V.I.) en el espacio
de Hilbert Z {

z′ = Az(t) + f(t), t > 0,
z(0) = z0,

(1.5)

donde f : [0, T ) −→ Z, A : D(A) ⊂ Z −→ Z es el generador infinitesimal
del C0-semigrupo {T (t)}t≥0 en Z.

Definición 1.2.1. La función z : [0, T ) −→ Z es una solución clásica

del problema (1.5) si es continua en [0, T ); continuamente diferenciable
y z(t) ∈ D(A) en (0, T ), satisfaciendo además, la ecuación (1.5) en
[0, T ).

Teorema 1.2.1. Sea f ∈ L1(0, T ;Z) y z0 ∈ Z. Si el problema de valor
inicial (1.5) tiene una solución, esta viene dada por:

z(t) = T (t)z0 +

∫ t

0
T (t− s)f(s)ds. (1.6)
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Demostración
Sea T (t) el C0-semigrupo generado por A y sea z una solución de (1.5).
Entonces, la función g(s) = T (t− s)z(s) es diferenciable para 0 < s < t
y

dg
ds (s) = −AT (t− s)z(s) + T (t− s)z′(s)

= −AT (t− s)z(s) + T (t− s)Az(s) + T (t− s)f(s)

= T (t− s)f(s).

Si f ∈ L1(0, T ;Z), entonces T (t− s)f(s) es integrable y

z(t) = T (t)z0 +

∫ t

0
T (t− s)f(s)ds.

�

Definición 1.2.2. Sea A el generador de un C0-semigrupo {T (t)}t≥0;
z0 ∈ Z y f ∈ L1(0, T ;Z). Entonces, la función z ∈ C([0, T ], Z) dada por

z(t) = T (t)z0 +

∫ t

0
T (t− s)f(s)ds 0 ≤ t ≤ T, (1.7)

es llamada solución moderada del problema (1.5) en [0, T ].

Observación: Aunque toda solución de (1.5) es una solución de (1.7),
el rećıproco no es necesariamente cierto dado que las soluciones de (1.7)
pueden no ser diferenciables.

Teorema 1.2.2. Sea A el generador infinitesimal de un C0-semigrupo
{T (t)}t≥0, f ∈ L1(0, T ;Z) continua en (0, T ] y la función

v(t) =

∫ t

0
T (t− s)f(s)ds, 0 ≤ t ≤ T. (1.8)

Entonces el P.V.I. (1.5) tiene una única solución z en [0, T ) para cual-
quier z0 ∈ D(A) si, y sólo si, se satisface una de las siguientes condi-
ciones:

i) v(t) es continuamente diferenciable en (0, T ).
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ii) v(t) ∈ D(A), ∀t ∈ (0, T ) y Av(t) es continua en (0, T ).

Además, si (1.5) tiene una solución en [0, T ) para z0 ∈ D(A), entonces
v(t) satisface i) y ii).

Demostración

Si el P.V.I. (1.5) tiene una solución z para algún z0 en D(A), entonces
esta solución está dada por (1.6). En consecuencia, v(t) = z(t)− T (t)z0
es diferenciable para t > 0 y v′(t) = z′(t) − T (t)Az0 es obviamente
continua sobre (0, T ). Por lo tanto, i) se satisface. Ahora, si z0 ∈ D(A),
T (t)z0 ∈ D(A) para t ≥ 0 y por lo tanto v(t) = z(t) − T (t)z0 ∈ D(A)
para t > 0 y Av(t) = Az(t)−aT (t)z0 = z′(t)−f(t)−T (t)Az0 es continua
sobre (0, T ); aśı ii) se satisface.

Por otro lado, es fácil verificar, para h > 0, la identidad

T (h)−I
h v(t) = v(t+h)−v(t)

h − 1
h

∫ t+h

t
T (t+ h− s)f(s)ds. (1.9)

De la continuidad de f , el segundo termino del lado derecho de (1.9)
tiene el limite f(t) cuando h → 0. Si v(t) es continuamente diferenciable
sobre (0, T ), entonces se sigue de (1.9) que v(t) ∈ D(A) para 0 < t < T y
Av(t) = v′(t)−f(t). Puesto que v(0) = 0 se sigue que z(t) = T (t)z0+v(t)
es la solución del P.V.I. (1.5) para z0 ∈ D(A). Si v(t) ∈ D(A) se sigue de
(1.9) que v(t) es diferenciable a la derecha de t y la derivada por la dere-
cha D+v(t) de v satisface D+v(t) = Av(t) + f(t). Puesto que D+v(t) es
continua, v(t) es continuamente diferenciable y v′ = Av(t)+ f(t). Como
v(0) = 0, z(t) = T (t)z0 + v(t) es la solución de (1.5) para z0 ∈ D(A), y
esto completa la demostración. �

Corolario 1.2.1. Sea A el generador infinitesimal de un C0-semigrupo
{T (t)}t≥0. Si f ∈ C1([0, T ];Z), entonces el P.V.I (1.5) posee una única
solución z : [0, T ) → Z, ∀z0 ∈ D(A).

Demostración

Tenemos que

v(t) =

∫ t

0
T (t− s)f(s)ds =

∫ t

0
T (s)f(t− s)ds. (1.10)
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Es claro de (1.10) que v(t) es diferenciable para t > 0 y que su derivada

v′(t) = T (t)f(0) +

∫ t

0
T (s)f ′(t− s)ds = T (t)f(0)−

∫ t

0
T (t− s)f ′(s)ds

es continua sobre (0, T ). El resultado se sigue ahora del Teorema 1.2.2
(i). �

Corolario 1.2.2. Sea A el generador infinitesimal de un C0-semigrupo
{T (t)}t≥0 y f ∈ L1(0, T ;Z) continua en (0, T ). Si f(s) ∈ D(A) para todo
0 < s < T y Af(s) ∈ L1([0, T ];Z), entonces para cualquier z ∈ D(A) el
P.V.I (1.5) tiene una única solución sobre [0, T ).

Demostración
De las hipótesis se sigue que para s > 0, T (t − s)f(s) ∈ D(A) y que
AT (t− s)f(s) = T (t− s)Af(s) es integrable. Por lo tanto, v(t) definida
por (1.8) satisface que v(t) ∈ D(A) para t > 0 y

Av(t) = A

∫ t

0
T (t− s)f(s)ds =

∫ t

0
T (t− s)Af(s)ds

es continua. El resultado se sigue ahora del Teorema 1.2.2 (ii). �

1.3. Ecuación no Lineal.

Consideremos el siguiente P.V.I, en el espacio de Hilbert Z:





dz(t)
dt = Az(t) + f(t, z(t)), t > t0,

z(t0) = z0, z0 ∈ Z.

(1.11)

Donde A es el generador infinitesimal de un C0-semigrupo {T (t)}t≥0 en
Z, el operador f : U ⊂ R+×Z → Z satisface una condición de Lipschitz
en Z; U abierto, f continua en t y (t0, x0) ∈ U .

Definición 1.3.1. (a) Una solución clásica del problema (1.11) en
[t0, t1) es una función continua z : [t0, t1) −→ Z tal que z(t0) = z0;
(t, z(t)) ∈ U , z′(t) ∈ Z, z(t) ∈ D(A) y satisface la ecuación diferencial
∀t ∈ (t0, t1).
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(b) Una solución moderada en [t0, t1) es una función continua z(t)
tal que (t, z(t)) ∈ U ; t → f(·, z(·)) ∈ L1((t0, t1), Z) y

z(t) = T (t− t0)z0 +

∫ t

t0

T (t− s)f(s, z(s))ds. (1.12)

Teorema 1.3.1 (Existencia Local). Sea Ω ⊂ Z un abierto, z0 ∈ Ω
y f : R+ × Ω −→ Z continua satisfaciendo la siguiente condición de
Lipschitz: para cada τ ∈ R+, existe k = k(τ) tal que

‖f(t, z)− f(t, y)‖X ≤ k‖z − y‖Z , ∀t ∈ [0, τ ]; z, y ∈ Ω.

Entonces, para τ > 0 suficientemente pequeño, existe una única solución
moderada de (1.11) en [0, τ).

Demostración
Sea τ > 0, C = C([0, τ ];Z) y considere B una vecindad cerrada de z0 en
Ω. Definamos S como sigue

(Sz)(t) = T (t)z0 +

∫ t

0
T (t− s)f(s, z(s))ds,

para 0 ≤ t ≤ τ y z ∈ M = {v ∈ C : v(0) = z0, v([0, τ ]) ⊂ B}. Notese que
M es un espacio métrico completo y Sz ∈ C. Considérese M,w tales que
‖T (t)‖ ≤ Mewt. Entonces

‖Sz − Sv‖
C

= sup
0≤t≤τ

‖Sz(t)− Sv(t)‖

= sup
0≤t≤τ

∥∥∥∥
∫ t

0
T (t− s)[f(s, z(s))− f(s, v(s))]ds

∥∥∥∥

≤ Mewτ

∫ τ

0
‖f(s, z(s)) − f(s, v(s))‖ds

≤ Mewτk(τ)

∫ τ

0
‖z(s)− v(s)‖ds

≤ Mewτk(τ)τ‖z − v‖
C
.

Además, Mewtk(τ)τ → 0 cuando τ → 0+ (puesto que k(τ) se puede
asumir acotada por k(1) para τ < 1). Veamos ahora que S(M) ⊂ M.
Sin perder generalidad supongamos que B es acotado.
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‖Sz − z0‖C ≤ sup
0≤t≤τ

‖T (t)z0 − z0‖+ sup
0≤t≤τ

∥∥∥∥
∫ t

0
T (t− s)f(s, z(s))ds

∥∥∥∥ .

J1(τ) = sup
0≤t≤τ

‖T (t)z0 − z0‖ → 0 cuando τ → 0, y

J2(τ) = sup
0≤t≤τ

∥∥∥∥
∫ t

0
T (t− s)f(s, z(s))ds

∥∥∥∥ ≤ τMewτ sup
0≤t≤τ

‖f(t, z(t))‖

≤ τMewτ

{
sup

0≤t≤τ
‖f(t, z0)‖+ k(τ) sup

0≤t≤τ
‖z(t)− z0‖

}
.

Aśı, J2(τ) → 0 cuando τ → 0+. Por lo tanto, S(M) ⊂ M para τ
suficientemente pequeño. La conclusión del teorema se sigue de aqúı,
haciendo uso del Teorema de punto Fijo de Picard-Banach, pues z es
una solución moderada de (1.11) si, y sólo si, z es un punto fijo de S.�

Teorema 1.3.2 (Existencia Global). Sea z0 ∈ Z y f : R+ × Z −→ Z
continua y satisfaciendo la siguiente condición de Lipschitz: para cada
τ > 0, existe k = k(τ) tal que

‖f(t, x)− f(t, y)‖Z ≤ k‖x− y‖
Z
, ∀t ∈ [0, τ ]; x, y ∈ Z.

Entonces, (1.11) tiene una única solución moderada definida para todo
τ en R+.

Demostración

Sean S, M , w, como en la demostración del Teorema 1.3.1. Afirmamos
que:

‖Snz(t)− Snv(t)‖ ≤ [Mk(t)ewtt]n sup
0≤s≤t

‖z(s) − v(s)‖/n! (1.13)

para todo t > 0, z, v ∈ C([0, t], Z). Podemos asumir que t → k(t) es
monótona no decreciente. Para n = 1 (1.13) vale por un calculo simple
dado en la demostración del Teorema 1.3.1. Supongamos que (1.13) es
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cierto para n = m. Entonces

‖Sm+1z(t)−Sm+1v(t)‖=
∥∥∥∥
∫ t

0
T (t−s)[f(s, Smz(s))−f(s, smv(s))]ds

∥∥∥∥

≤Mewτ

∫ t

0
k(s)[Mewsk(s)s]msup

0≤r≤s
‖z(r)−v(r)‖ds/m!

≤ [mewtk(t)]m+1 sup
0≤r≤s

‖z(r)−v(r)‖
∫ t

0
smds/m!

y (1.13) se sigue con n = m + 1. Por inducción, (1.13) se cumple pa-
ra todos los enteros positivos n. Ahora sea τ > 0 arbitrario pero fijo.
Escojamos n lo suficientemente grande tal que

α = [Mewtk(τ)τ ]n/n! < 1.

Entonces por (1.13),

‖Snz − Snv‖
C
≤ α‖z − v‖

C
,

para todo z, v ∈ C = C([0, τ ], Z). Por lo tanto S tiene un único punto
fijo en C, y aśı el problema (1.11) tiene una única solución moderada
continua sobre [0, τ ]. El teorema se sigue pues τ > 0 es arbitrario. �

Teorema 1.3.3. Supongase que f : R+×Z −→ Z es continua y satisface
la siguiente condición de Lipschitz: para cada c > 0, existe k(c) tal que

‖f(t, x)− f(t, y)‖ ≤ k(c)‖x − y‖, ∀ t ∈ [0, c]; x, y ∈ BZ(0, c).

Sea z ∈ C([0, τ),X) la solución moderada de (1.11) donde τ < ∞.
Entonces se satisface una de las siguientes posibilidades:

a) Existe una única solución moderada de (1.11) en R+.

b) [0, τ) es el intervalo maximal de existencia de la solución moderada
de (1.11) y se tiene

ĺım
t→τ−

‖x(t)‖ = +∞.
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1.4. Una Caracterización de Operadores de

Rango Denso.

A continuación se enuncian algunos resultados sobre operadores de rango
denso.

Teorema 1.4.1. (Curtain & Pritchard [11] Curtain & Zwart [18]) Sean
W y Z espacios de Banach reflexivos y G ∈ L(W,Z). Entonces las
siguientes afirmación son ciertas

a.- Rango(G) = Z si, y sólo si, existe α tal que ‖G∗z∗‖ ≥ α‖z∗‖, x ∈
Z∗.

b.- Rango(G) = Z si, y sólo si, Ker(G∗) = {0}

Lema 1.4.1. Si además de las hipótesis anteriores, se tiene que dimZ <
∞, entonces las siguientes proposiciones son equivalentes:

a.- Rango(G) = Z

b.- Existe α tal que ‖G∗z∗‖ ≥ α‖z∗‖, z∗ ∈ Z∗.

c.- Ker(G∗) = {0}
Lema 1.4.2. (Bashirov, Mahmudov, Semi y Etikan [2] y Leiva, Meren-
tes y Sanchez [40]) Sea G : W → Z un operador lineal y continuo entre
los espacios de Hilbert W and Z. Entonces las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

a) Rang(G) = Z.

b) Ker(G∗) = {0}.

c) 〈GG∗z, z〉 > 0, z 6= 0 in Z.

d) ĺımα→0+ α(αI +GG∗)−1z = 0.

e) Para todo z ∈ Z se tiene que Guα = z − α(αI +GG∗)−1z, donde

uα = G∗(αI +GG∗)−1z, α ∈ (0, 1].

Aśı, ĺımα→0Guα = z y el error Eαz de esta aproximación viene
dada por

Eαz = α(αI +GG∗)−1z, α ∈ (0, 1].
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Observación 1.4.1. El lema 1.4.2 implica que la familia de operadores
lineales Γα : Z → L2(0, τ ;U), con 0 < α ≤ 1 dada por

Γαz = G∗(αI +GG∗)−1z, (1.14)

es una inversa aproximada por la derecha del operador G en el sentido
que

ĺım
α→0

GΓα = I. (1.15)

Proposición 1.4.1. (Leiva, Merentes y Sanchez [40]) Si Rang(G) = Z,
entonces

sup
α>0

‖α(αI +GG∗)−1‖ ≤ 1. (1.16)

1.5. Algunos Teoremas de Punto Fijo.

En esta sección presentaremos algunos teoremas del punto fijo que serán
utilizado en los caṕıtulos siguientes para probar la controlabilidad de
algunos sistemas de control gobernados por ecuaciones de evolución. El
primero de ellos es el famoso teorema del punto fijo de Banach, el cual lo
utilizaremos para probar controlabilidad exacta de sistemas semilineales,
luego el teorema del punto fijo de Schauder y finalmente el teorema
del punto fijo de Rothe, que se utilizará para probar controlabilidad
aproximada de algunas ecuaciones en derivadas parciales semilineales.

Teorema 1.5.1. (Teorema del Punto Fijo de Banach) Sea E un
espacio de Banach y sea T : E → E una Contracción (Es decir, para
algún k ∈ [0, 1) ‖Tx − Ty‖ ≤ k‖x − y‖). Entonces T posee un único
punto fijo x∗. Es más, la sucesión {T n(x)} converge a x∗ para cualquier
x ∈ X.

Teorema 1.5.2. (Teorema del Punto Fijo de Schauder) Sea S
un subconjunto no vaćıo, cerrado, acotado y convexo de un espacio de
Banach E. Entonces, toda aplicación continua y compacta T : S → E
tiene un punto fijo.

Teorema 1.5.3. (Teorema del Punto fijo de Rothe, [21], pg. 129)
Sea E(τ) un espacio vectorial topológico de Hausforff. Sea B ⊂ E un
subconjunto cerrado y convexo tal que el cero de E pertenece al interior
de B.
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Considérese Φ : B → E un aplicación continua con Φ(B) relativamente
compacto en E y Φ(∂B) ⊂ B (∂B denota la frontera del conjunto B).
Entonces existe un punto x∗ ∈ B tal que Φ(x∗) = x∗.





Caṕıtulo 2

Controlabilidad de
Ecuaciones de Evolución en
Espacios de Dimensión
Finita

2.1. Sistemas Lineales No Autónomos.

Consideremos el siguiente sistema de control lineal no autónomo

z′(t) = A(t)z(t) +B(t)u(t), (2.1)

donde el estado z(t) ∈ Rn, A(·), B(·) son funciones matriciales continuas
de dimensiones n×n y n×m respectivamente, definidas sobre J = [0, T ]
y la función control u(·) pertenece a L2([0, T ];Rm).

Proposición 2.1.1. Dado z0 ∈ Rn y un control u(·) en L2([0, T ];Rm)
el sistema (2.1) tiene una única solución z(t) = zu(t) dada por:

zu(t) = φ(t)z0 + φ(t)

∫ t

0
φ−1(s)B(s)u(s)ds,

donde φ(·) es la matriz fundamental del sistema z′(t) = A(t)z(t). Es
decir, φ satisface el problema de valor inicial siguiente

{
φ′(t) = A(t)φ(t),
φ(0) = IRn ,

(2.2)

23
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Definición 2.1.1. El sistema (2.1) es Controlable sobre [0, T ]. Si
dado dos puntos z0, z1 ∈ Rn, existe un control u ∈ L2(J,Rm) tal
que la solución correspondiente zu(·) de (2.1) satisface la condición de
frontera: zu(0) = z0, zu(T ) = z1.

Consideremos el siguiente operador

G : L2(0, T ;Rm) → Rn,

definido por

Gu(s) =

∫ T

0
φ−1(s)B(s)u(s)ds

Proposición 2.1.2. El sistema (2.1) es controlable sobre [0,T] si, y sólo
si, el operador G es sobreyectivo. Es decir, Rango(G) = Rn.

Teorema 2.1.1. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i.- El sistema (2.1) es controlable sobre [0, T ].

ii.- Rango(G) = Rn.

iii.- Existe γ > 0 tal que:

γ‖B∗(·)φ−1∗(·)z‖L2 ≥ ‖z‖Rn , z ∈ Rn

iv.- Si B∗(t)φ∗−1(t)z = 0 con 0 ≤ t ≤ T , entonces z = 0

v.- La siguiente matriz es definida positiva

W =

∫ T

0
φ−1(s)B(s)B∗(s)φ−1∗(s)ds.

Es decir, existe α > 0 tal que

〈Wz, z〉 ≥ α ‖ z ‖2 .

Más aún, dado z1, z0 ∈ Rn el control

u(t) = B∗(t)φ−1∗(t)W−1(φ−1(T )z1 − z0),

transfiere el punto z0 hasta el punto z1.
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Demostración
(i ⇒ ii) Supongamos que el sistema (2.1) es controlable sobre [0, T ].
Probemos la sobreyectividad del operador G.

Dado z ∈ Rn, consideremos z0, z1 ∈ Rn tal que z = φ−1(T )z1 − z0. Es
decir,

z1 = φ(T )(z + z0).

De la controlabilidad del sistema (2.1) existe u ∈ L2[0, T ;Rm] tal que se
satisfacen las condiciones de frontera

zu(0) = z0 y zu(T ) = z1,

donde φ(T )(z + z0) = z1 = zu(T ).
Entonces se tiene:

φ(T )(z + z0) = φ(T )z0 + φ(T )

∫ T

0
φ−1(s)B(s)u(s)ds

z + z0 = z0 +

∫ T

0
φ−1(s)B(s)u(s)ds

z =

∫ T

0
φ−1(s)B(s)u(s)ds = Gu

(ii ⇒ i) Supongamos que G es sobreyectivo.

Dado z ∈ Rn, existen z1, z0 tal que:

z = φ−1(T )z1 − z0.

Ahora, como G es sobreyectivo existe u ∈ L2(0, T ;Rm) tal que

Gu = z = φ−1(T )z1 − z0.
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Luego,

φ−1(T )z1 − z0 = Gu

φ−1(T )z1 − z0 =

∫ T

0
φ−1(s)B(s)u(s)ds

φ−1(T )z1 = z0 +

∫ T

0
φ−1(s)B(s)u(s)ds

z1 = φ(T )

[
z0 +

∫ T

0
φ−1(s)B(s)u(s)ds

]
= zu(T )

De esta manera hemos conseguido una solución xu(·) del sistema (2.1),
tal que

zu(T ) = z1, zu(0) = z0.

Por lo tanto, el sistema es controlable. �.

Para probar las siguientes implicaciones usaremos el Lema 1.4.1 que ca-
racteriza los operadores sobreyectivos. Para ello es necesario hallar G∗

expĺıcitamente.

En efecto, G∗ viene dado por:

G∗ : Rn∗ → L2∗(0, T ;Rm),

donde se tiene Rn∗ = Rn y L2∗(0, T ;Rm) = L2(0, T,Rm).

Por definición de adjunto se cumple que:

〈u,G∗z〉L2,L2 = 〈Gu, z〉Rn,Rn , z ∈ Rn, u ∈ L2(0, T,Rm)

De aqùı resulta que

〈Gu, z〉Rn ,Rn = 〈
∫ T

0
Φ−1(s)B(s)u(s)ds, z〉Rn,Rn

=

∫ T

0
〈u(s), B∗(s)Φ−1∗(s)z〉Rn,Rnds

= 〈u(·), B∗(·)Φ−1∗(·)z〉L2,L2
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Por lo tanto, G∗z = B∗(·)Φ−1∗(·)z, z ∈ Rn.

De aqúı, aplicando el Lema 1.4.1, obtenemos la equivalencia entre iii) y
iv).

(iii ⇒ v) Supongamos que el sistema (2.1) es controlable sobre [0,T].
Del Lema 1.4.1 existe un α > 0 tal que

α‖B∗(·)Φ−1∗(·)z‖ = α‖G∗z‖ ≥ ‖z‖, ∀z ∈ Rn.

de esta igualdad, elevando al cuadrado a ambos lados, se tiene

α2‖B∗(·)Φ−1∗(·)z‖2L2 ≥ ‖z‖2Rn , ∀z ∈ Rn

Por la definición de la norma en L2, obtenemos

α2

∫ T

0
‖B∗(·)Φ−1∗(·)z‖2Rn ≥ ‖z‖2Rn ∀z ∈ Rn,

lo cual es equivalente a

∫ T

0
〈B∗(·)Φ−1∗(·)z,B∗(·)Φ−1∗(·)z〉ds ≥ 1

α2
< z, z >, ∀z ∈ Rn.

Por propiedades del producto interno y la definición de adjunto se tiene:

〈
∫ T

0
Φ−1(·)B(·)B∗(·)Φ−1∗(·)zds, z〉 ≥ 1

α2
< z, z >, ∀z ∈ Rn,

que es equivalente

〈z,Wz〉 ≥ 1

α2
‖z‖2 > 0, ∀z ∈ Rn.

Obteniéndose que W es definida positiva.

(v ⇔ ii) Sea W definida positiva, entonces existe W−1.
Dado z ∈ Rn definamos el siguiente control

u(s) = B∗(s)φ−1∗(s)W−1z.
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Luego,

Gu =

∫ T

0
φ−1(s)B(s)u(s)ds

=

∫ T

0
φ−1(s)B(s)B∗(s)φ−1∗(s)W−1zds

= WW−1z = z.

Aśı Gu = z. Por lo tanto Rango(G) = Rn.

Por otra parte, si W (T ) es definida positiva, entonces existe W−1(T ).
Por lo tanto, para todo z ∈ Rn definamos el control

u(t) = B∗(t)Φ−1∗(t)W−1(T )z.

Entonces,

Gu =

∫ T

0
Φ−1(s)B(s)u(s)ds

=

∫ T

0
Φ−1(s)B(s)B∗(s)Φ−1∗(s)W−1zds

= W (T )W−1(T )z = z.

Luego, para todo z0, z1 ∈ Rn, definamos el control

u(t) = B∗(t)Φ−1∗(t)W−1[Φ−1(T )z1 − z0].

De esta manera hemos exhibido un control que transfiere el sistema (2.1)
desde z0 hasta z1. �

2.2. Sistemas de Control Autónomos

Consideremos el sistema lineal autónomo

ż(t) = Az(t) +Bu(t), t ∈ [0, T ]. (2.3)
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Observación 2.2.1. Para referirnos al sistema (2.3) usaremos la nota-
ción (A,B), donde

A ∈ L(Rn,Rn), B ∈ L(Rn,Rm)

matrices constantes. El operador G toma la forma siguiente

Gu =

∫ T

0
e−AsBu(s)ds,

y la solución del sistema con condición inicial z(0) = z0 está dada por:

zu(t) = eAtz0 + eAt

∫ t

0
e−AsBu(s)ds, t ≥ 0

2.2.1. Caracterización algebraica de controlabilidad del
sistema (A,B)

Ahora presentaremos y demostraremos un Teorema fundamental de la
Teoŕıa de Control Lineal Autónomo debido a Kalman, cuya demostra-
ción se basa en el teorema de Cayley-Hamilton. Este teorema permite
identificar el sistema (2.3) por (A,B).

Teorema 2.2.1. (Condición de Kalman) El sistema (A,B) es contro-
lable sobre [0, T ] si, y sólo si

Rank[B|AB| · · · |An−1B] = n.

Demostración
(Suficiencia) Supongamos que el sistema (A,B) es controlable; es
decir, Rango(G) = Rn.
Por Teorema de Caley-Hamilton sabemos que toda matriz A es una ráız
del polinomio caracteŕıstico . Es decir, si

P (λ) = λn + a1λ
n−1 + . . .+ anλ

0

es el polinomio caracteŕıstico de A, entonces

P (A) = An + a1A
n−1 + a2A

n−2 + · · ·+ anA
0 = 0,

lo cual implica que
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e−As =
n−1∑
i=0

αi(−s)Ai, αi(−s) ∈ R, i = 0, 1, 2 . . . , n− 1.

Luego, el operador G puede ser escrito como:

Gu =

∫ T

0

(
n−1∑

i=0

αi(−s)Ai

)
Bu(s)ds

=

n−1∑

i=0

AiB

∫ T

0
αi(−s)u(s)ds.

Haciendo y(i) =

∫ T

0
αi(−s)u(s)ds, y teniendo en cuenta que, u(s) ∈

Rm, y αi(−s) ∈ R, obtenemos

Gu =

n−1∑

i=0

AiBy(i), y(i) ∈ Rm.

Ahora, consideremos el siguiente operador:

G̃ : Y → Rn, Y = Rm × Rm × · · · × Rm

definido por:

G̃y =
n−1∑
i=0

AiBy(i), y = (y(0), y(1), . . . , y(n− 1)).

Entonces,

Rn = Rango(G) ⊂ RangoG̃ ⇒ RangoG̃ = Rn.

Esto implica que

Span{BRm, ABRm, . . . , Am−1BRm} = Rn,

lo cual es equivalente a

Rank[B|AB| · · · |An−1B] = n.

(Necesaria). Supongamos que

Rank[B|AB| · · · |An−1B] = n
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y el sistema (2.3) no es controlable, en consecuencia Ker(G∗) 6= {0}.
Entonces existe η 6= 0 tal que

B∗(Φ−1)∗(t)η = B∗e−A∗tη = 0, t ∈ [0, T ],

luego

0 = 〈 B∗e−A∗tη, z 〉Rm,Rm = 〈 η, e−AtBz 〉Rn,Rn , t ∈ [0, T ], (3)

Si t = 0, entonces

〈 η,Bz 〉Rn,Rn = 0, ∀z ∈ Rn,

Ahora, al tomar la k-ésima derivada en (3) se tiene:

dk

dtk
〈 η, e−AtBz 〉Rn,Rn

∣∣∣t=0=〈 η,−Ake−AtBz 〉Rn,Rn

∣∣∣
t=0
=〈 η,−AkBz 〉Rn,Rn

Aśı,
〈 η,−AkBz 〉Rn,Rn = 0 ∀k = 0, 1, 2, . . . , n− 1,

lo que es equivalente a:

〈 η,Span{BRm, ABRm, . . . , Am−1BRm} 〉 = 0.

Es decir, si llamamos πη el plano por el origen cuya normal es η, resulta
que

Span{BRm, ABRm, . . . , Am−1BRm} ⊂ πη

Por lo tanto, dim
{
Span{BRm, ABRm, . . . , Am−1BRm}

}
< n, lo cual es

una contradicción.

�

Ejemplo 2.2.1. Supongamos que deseamos mover un punto material
de masa m = 1, el cual se desplaza en linea recta según la ecuación

ẍ = u.



32

u- es la fuerza o control regulador del movimiento. Usando cambio de
variable tenemos:

{
ẋ = y
ẏ = u

Esto es

[
x
y

]′
=

[
0 1
0 0

] [
x
y

]
+

[
0
1

]
u

donde

A =

[
0 1
0 0

]
B =

[
0
1

]

En consecuencia,

Rank [B : AB] = Rank

[
0
1

:
1
0

]
= 2

Por lo tanto, el sistema es controlable.

Ejemplo 2.2.2. Consideremos un sistema de masa-resorte con amorti-
guamiento y con una fuerza externa actuando como control y veamos
que el sistema es controlable:

mẍ+ ηẋ+ kx = u(t)
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k-la constante del resorte
ηẋ- Fuerza de amortiguamiento
u(t)-Fuerza externa (Control)

Considerando:

m = 1, k ≤ 0, η ≤ 0,

y haciendo el cambio de variable

{
ẋ = y
ẏ = −ηẋ− kx+ u(t)

O equivalentemente

[
x
y

]′
=

[
0 1
−k −η

] [
x
y

]
+

[
0
1

]
u(t),

donde

A =

[
0 1
−k −η

]
B =

[
0
1

]
.

En consecuencia,

Rank [B : AB] = Rank

[
0
1

:
1
−η

]
= 2.

Por lo tanto, el sistema es controlable.

2.3. Controlabilidad de Sistemas Semi-Lineales.

En este sección se aplica el teorema del punto fijo de Rothe para de-
mostrar la controlabilidad del siguiente sistema semilineal de ecuaciones
diferenciales ordinarias

{
z′(t) = A(t)z(t) +B(t)u(t) + f(t, z(t), u(t)), t ∈ (0, τ ],
z(0) = z0,

(2.4)

donde z(t) ∈ Rn(n ≥ 1), u(t) ∈ Rm(m ≥ 1), A(t), B(t) son matrices
continuas de dimensiones n × n y n × m respectivamente, la función
control u pertenece a L2(0, τ ;R

m) y la función no lineal f : [0, τ ]×Rn ×
Rm → Rn es continua y existen constantes a, b, c ∈ R y 1

2 ≤ β < 1 tal
que

‖f(t, z, u)‖Rn ≤ a‖z‖Rn + b‖u‖βRm + c, u ∈ Rm, z ∈ Rn. (2.5)
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bajo las condiciones anteriores, es bien sabido que, para todos z0 ∈ Rn

y u ∈ L2(0, τ ;R
m) el problema de valor inicial

{
z′ = A(t)z(t) +B(t)u(t), z ∈ Rn, t ∈ [0, τ ],
z(0) = z0,

(2.6)

admite un única solución dada por

z(t) = U(t, 0)z0 +

∫ t

0
U(t, s)B(s)u(s)ds, t ∈ [0, τ ], (2.7)

donde U(t, s) = Φ(t)Φ−1(s) y Φ(t) es la matriz fundamental del sistema
lineal

z′(t) = A(t)z(t). (2.8)

Es decir, la matriz Φ(t) satisface:

{
Φ′(t) = A(t)Φ(t),
Φ(0) = IRn ,

(2.9)

donde IRn es la matriz identidad de dimension n×n. Por lo tanto, existen
constantes M > 0 y ω > 0 tal que

‖U(t, s)‖ ≤ Meω(t−s), 0 ≤ s ≤ t ≤ τ. (2.10)

Bajo las condiciones (2.5) y (2.10) se prueba la siguiente afirmación: Si
el sistema lineal

z′(t) = A(t)z(t) +B(t)u(t), (2.11)

es controllable, entonces el sistema semilineal no autónomo (2.4) es tam-
bién controlable sobre [0, τ ]. Más aún, se puede exhibir un control que
transfiere el sistema no lineal desde un estado inicial z0 hasta un estado
final z1 en tiempo τ > 0, lo cual es muy importante desde el punto de
vista de las aplicaciones.
La controlabilidad del sistema lineal (2.6) es muy conocido y hay una
amplia referencia sobre ello, incluyendo libros; tal vez, uno puede men-
cionar a Chukwu [12], Lee & Markus [34] y Sontag [55].
A diferencia de los sistemas lineales, la bibliograf́ıa no es muy amplia
cuando se trata de sistemas no autónomos semilineales, en este sentido
podemos mencionar el trabajo realizado por Lukes en [23], donde se pu-
so de manifiesto que, si el sistema lineal (2.6) es controlable, entonces el
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sistema no lineal (sistema perturbado) también es controlable siempre
que la función no lineal f está acotada. El resultado de Lukes aparece
en un marco más general en J.M. Coron (ver Teorema 3.40 y Corolario
3.41 de J.M Coron [17]), pero el término no lineal sigue dependiendo
sólo de las variables (t, z). Vidyasagar en [56] estudia el caso cuando la
función f no depende del parámetro u ∈ Rm, y lo demostró utilizando
el Teorema del Punto Fijo de Schauder, bajo las condición de que exista
para cada par de números positivos (a, c) un número M > 0 tal que

a|f(t, z)| + c ≤ M, siempre ‖z‖ ≤ M y t ∈ [0, τ ], (2.12)

La controlabilidad del sistema lineal (2.6) se conserva bajo la perturba-
ción no lineal f ; es decir, el sistema no lineal (2.4) es controlable. Dauer
en [19] obtiene varias condiciones suficientes sobre la función f para la
controlabilidad del sistema perturbado (2.4). De alguna forma la per-
turbación no lineal f está sujeta al sistema lineal, que es natural cuando
se perturba un sistema lineal, en este sentido, Do en [20] encontró una
condición más débil en el término no lineal f para la controlabilidad del
sistema (2.4), que contiene las condiciones de Dauer; sin embargo, es-
ta condición depende fuertemente del sistema lineal (2.6), en particular,
sobre la matriz fundamental Φ(t) del sistema lineal sin control (2.8), que
es, en general, dif́ıcil de calcular. Para la controlabilidad de ecuaciones
de evolución semilineal en dimensión infinita se pueden ver los trabajos
realizados Balachandran & Dauer [6] y [7].
La controlabilidad nula, la cual es equivalente a decir que 0 ∈ int(C),
donde C es el dominio de controlabilidad nula, ha sido estudiado por
Chukwu en [12], [13], [14], [15], [16], Mirza & Womack [48],[49], Nieto &
Tisdell [50] y Sinha & Yokomoto [54]. Particularmente, E.N. Chukwu,
en [12], estudió la controlabilidad nula del siguiente sistema no lineal

{
z′(t) = g(t, z(t), u(t)), t ∈ (0, τ ],
z(0) = z0,

(2.13)

donde la función no lineal g : [0, τ ]×Rn ×Rm → Rn es continua y en la
variables segunda y tercera es continuamente diferenciable. Si además
de (2.13), se considera el sistema linealizado

z′(t) = D2g(t, 0, 0)z(t) +D3g(t, 0, 0)u(t), (2.14)

entonces se obtiene el siguiente resultado:
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Teorema 2.3.1. (Teorema 8.1.1 de Chukwu [12]) Supongamos que la
función g satisface las siguientes condiciones:

i) es continua, y en la segunda y tercera variable es continuamente
diferenciable.

ii) g(t, 0, 0) = 0.

iii) el sistema lineal (2.14) es controllable.

Entonces C (dominio de controlabilidad nula del sistema (2.13)) satisface
que el 0 ∈ Int(C).

En [50], J.J. Nieto y C.C. Tiesdell, estudiaron la controlabilidad exacta
para ecuaciones diferenciales con impulso de la forma

{
z′(t) + λz(t) = f(t, z(t), u(t)) + u(t), t ∈ (0, τ ],
z(t+j ) = z(t−j ) + Ij(z(tj)), j = 1, 2, . . . ,m.

(2.15)

donde el termino no lineal f(t, z) no depende del control u y satisface la
siguiente condicion

‖f(t, z)‖Rn ≤ a‖z‖αRn + b, z ∈ Rn. (2.16)

con a, b ≥ 0 y 0 < α < 1.
Bajo esta condición y algunas hipótesis adicionales sobre los impulsos Ij ,
aplicando el Teorema del Punto Fijo de Schauder, los autores probaron
que el sistema (2.15) es exactamente controlable.
Como puede verse trivialmente, la función que se define a continuación
no satisface la condición antes mencionada

g(t, z, u) = A(t)z+B(t)u+ a




sin (‖z‖)
...

sin (‖z‖)


+ b




√
‖z‖
...√
‖z‖


+




v1
...
vn


 ;

esta función no es acotada, no es diferenciable, no se anula en cero,
depende de todas la variable involucradas y satisface la condición (2.5).
Según nuestros conocimientos, y mirando las obras mencionadas en la
literatura, la hipótesis principal en el estudio de la controlabilidad de los
sistemas de control semilineales gobernados por ecuaciones diferencia-
les, es que el sistema lineal asociado es controlable, entonces la contro-
labilidad del sistema semilineal dependerá de la perturbación f(t, z, u)
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aplicada al sistema lineal. En ese sentido, el tipo de perturbación que
presentamos aqúı en este texto no se hab́ıa considerado previamente;
esto, unido a la técnica utilizada, forma parte de la novedad.
A continuación se prueba la controlabilidad del sistema no lineal (2.4).
Para ello, para todo z0 ∈ Rn y u ∈ L2(0, τ ;R

m) consideramos el proble-
ma de valor inicial

{
z′ = A(t)z(t) +B(t)u(t) + f(t, z(t), u(t)),
z(0) = z0,

(2.17)

el cual admite un única solución dada por

zu(t) = U(t, 0)z0 +

∫ t

0
U(t, s)B(s)u(s)ds (2.18)

+

∫ t

0
U(t, s)f(s, zu(s), u(s))ds, t ∈ [0, τ ].

Lema 2.3.1. La solución del problema de valor inicial (2.17) satisface
la siguiente estimación

‖z(t)‖ ≤
{

K +

∫ τ

0

‖B‖∞Me
ω(τ−s)‖u(s)‖ds+

∫ τ

0

bMe
ω(τ−s)‖u(s)‖βds

}

e
aMτ

,

(2.19)

donde ‖B‖∞ = sup0≤t≤τ ‖B(t)‖ and K = M‖z0‖+
∫ τ

0

cMe
−ωs

ds.

Observación 2.3.1. Sin pérdida de generalidad, supondremos, cuando
sea necesario, que el estado inicial z0 = 0, es fijo y c = 0.

Definición 2.3.1. Para el sistema (2.6) and (2.4) se definen los si-
guientes conceptos: La aplicación de controlabilidad (para τ > 0) G,Gf :
L2(0, τ ;R

m) −→ Rn está dada por

Gu =

∫ τ

0
U(τ, s)B(s)u(s)ds. (2.20)

Gfu =

∫ τ

0
U(τ, s)B(s)u(s)ds +

∫ τ

0
U(τ, s)f(s, zu(s), u(s))ds, (2.21)

donde zu(·) es la única solución del problema de valor inicial (2.17).

El adjunto de este operador G∗ : Rn −→ L2(0, τ ;R
m) del operador G

está dado por

(G∗z)(s) = B∗(s)U∗(τ, s)z, ∀s ∈ [0, τ ], ∀z ∈ Z. (2.22)
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Proposición 2.3.1. Los sistemas (2.6) y (2.4) son controlables sobre
[0, τ ] si, sólo si, respectivamente, Rang(Gf ) = Z y Rang(G) = Z.

Usando el Lema 1.4.1 se obtiene el siguiente resultado

Corolario 2.3.1. (GG∗)−1 existe y el operador Γ : Rn → L2(0, τ ;R
m)

definido por

Γz = B∗(·)U∗(τ, ·)(GG∗)−1z = G∗(GG∗)−1z, (2.23)

es una inversa por la derecha del operador G, en el sentido que

GΓ = I. (2.24)

Más aún,

‖(GG∗)−1z‖ ≤ γ−1‖z‖, z ∈ Z. (2.25)

Por otra parte, el operador Gf : L2(0, τ ;R
m) −→ Rn dado por (2.21)

puede ser escrito como sigue

Gfu = G(u) +H(u), (2.26)

donde H : L2(0, τ ;R
m) → Rn es un operador no lineal dado por

H(u) =

∫ τ

0
U(τ, s)f(s, zu(s), u(s))ds, u ∈ L2(0, τ ;R

m). (2.27)

Definición 2.3.2. La siguiente ecuación se denomina ecuación de con-
trolabilidad asociada a la ecuación no lineal (2.4)

u = Γ(z −H(u)) = G∗(GG∗)−1(z −H(u)), t ∈ [0, τ ]. (2.28)

Proposición 2.3.2. Sea (X,Σ, µ) un espacio de medida con µ(X) < ∞
y 1 ≤ q < r < ∞. Entonces Lr(µ) ⊂ Lq(µ) y

‖f‖q ≤ µ(X)
r−q
rq ‖f‖r, f ∈ Lr(µ). (2.29)

Ahora, estamos listos para presentar y demostrar la controlabilidad del
sistema no lineal (2.4).
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Teorema 2.3.2. Si el sistema lineal (2.6) es controlable sobre [0, τ ] y

1

γ
√
2
‖B‖2∞M3a

√
τeaMτ

(
e2ωτ − 1

ω

) 3
2

< 1, (2.30)

entonces el sistema (2.4) es controlable sobre [0, τ ]. Más aún, existe un
control que transfiere la solución del sistema (2.4) desde el estado inicial
z0 hasta el estado finial z1, en el tiempo τ > 0 y viene dado por

u(t) = B∗(t)U∗(τ, t)(GG∗)−1(z1−U(τ, 0)z0−H(u)), t ∈ [0, τ ]. (2.31)

Demostración

Para cualquier z ∈ Rn fijo se considera el siguiente operador auxiliar
K : L2(0, τ ;R

m) → L2(0, τ ;R
m) dado por

K(u) = Γ(z −H(u)) = G∗(GG∗)−1(z −H(u)). (2.32)

Primero, se probará que el operadorK tiene un punto fijo u que depende
de z. En efecto, dado que el operador de evolución U(t, s) es continuo
(en este caso compacto porque Rang(U(t, s)) = Rn ) y que el término
no lineal f satisface la condición (2.5), se obtiene que H es un operador
compacto.
Más aún,

ĺım‖u‖L2
→∞

‖K(u)‖L2

‖u‖L2

≤ M2

ω
a
√
τ‖B‖∞eaMτ (e2ωτ − 1). (2.33)

En efecto, de (2.5) y (2.19), la definición del operador H(u) y la Propo-
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sición 2.3.2, se obtiene, para u ∈ L2(0, τ ;R
m), la siguiente estimación

‖H(u)‖ ≤
∫ τ

0
Meω(τ−s)‖f(s, zu(s), u(s))‖ds,

≤
(∫ τ

0
M2e2ω(τ−s)ds

) 1
2
(∫ τ

0
‖f(s, zu(s), u(s))‖2ds

) 1
2

= N

(∫ τ

0
‖f(s, zu(s), u(s))‖2ds

) 1
2

≤ N

(∫ τ

0

(
a‖z(s)‖ + b‖u(s)‖β

)2
ds

) 1
2

≤ N

(∫ τ

0
(4a2‖z(s)‖2 + 4b2‖u(s)‖2β)ds

) 1
2

≤ 2Na

(∫ τ

0
‖z(s)‖2

)1
2

+ 2Nb

(∫ τ

0
‖u(s)‖2β

) 1
2

≤ 2Na

(
∫ τ

0

{
∫ τ

0

‖B‖∞Me
ω(τ−r)‖u(r)‖dr

+

∫ τ

0

bMe
ω(τ−r)‖u(r)‖βdr

}2

e
2aMτ

) 1

2

ds2Nb

{

(
∫ τ

0

‖u(s)‖2β
) 1

2β

}β

≤ 2Na
√
τ

{
∫ τ

0

‖B‖∞Me
ω(τ−s)‖u(s)‖ds+

∫ τ

0

bMe
ω(τ−s)‖u(s)‖βds

}

e
aMτ

+ 2Nb‖u‖βL2β

= 2N2
a
√
τ‖B‖∞e

aMτ‖u‖L2
+ (2N2

ab
√
τe

aMτ + 2Nb)‖u‖βL2β
,

donde L2β = L2β(0, τ ;R
m) y N =

(∫ τ
0 M2e2ω(τ−s)ds

) 1
2 .

Ahora, dado que 1
2 ≤ β < 1 ⇔ 1 ≤ 2β < 2, aplicando la Proposición

2.3.2, se consigue que:

‖H(u)‖ ≤ 2N2a
√
τ‖B‖∞eaMτ‖u‖L2 + 2Nbτ

1−β
2 (Na

√
τeaMτ + 1)‖u‖βL2

.

Por lo tanto,

ĺım‖u‖L2
→∞

‖H(u)‖L2

‖u‖L2

≤ M2

ω
a
√
τ‖B‖∞eaMτ (e2ωτ − 1).
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Consecuentemente,

ĺım‖u‖L2
→∞

‖K(u)‖
‖u‖L2

≤ ‖G∗(GG∗)−1‖M
2

ω
a
√
τ‖B‖∞eaMτ (e2ωτ − 1),

y

ĺım‖u‖L2
→∞

‖K(u)‖
‖u‖L2

≤ 1

γ
√
2
‖B‖2∞M3a

√
τeaMτ

(
e2ωτ − 1

ω

) 3
2

= R < 1.

Entonces, resulta que, para un número fijo ρ con R < ρ < 1, existe
R0 > 0 suficientemente grande tal que

‖K(u)‖L2 ≤ ρ‖u‖L2 , ‖u‖L2 = R0.

Por consiguiente, si se denota por B(0, R0) a la bola de centro cero
y radio R0 > 0, se obtiene que K(∂B(0, R0)) ⊂ B(0, R0). Como K es
compacto y env́ıa a la esfera ∂B(0, R0) en el interior de la bola B(0, R0),
podemos aplicar el Teorema de Rothe 1.5.3 para asegurar la existencia
de un punto fijo u ∈ B(0, R0) ⊂ L2(0, τ ;R

m) tal que

u = Γ(z −H(u)) = G∗(GG∗)−1(z −H(u)).

Entonces,
Gu = GΓ(z −H(u)) = z −H(u),

y
Gu+H(u) = z.

Aśı, haciendo z = z1 − U(τ, 0)z0 y usando (2.7), se obtiene el resultado
deseado

z1 = U(τ, 0)z0 +

∫ τ

0
U(τ, s)B(s)u(s)ds

+

∫ τ

0
U(τ, s)f(s, zu(s), u(s))ds

�

Corolario 2.3.2. Si el sistema lineal (2.6) es controlable sobre [0, τ ] y a
ó ‖B‖∞ son suficientemente pequeño, entonces el sistema (2.4) es con-
trolable sobre [0, τ ]. Más aún, existe un control que transfiere la solución
del sistema (2.4) desde el estado inicial z0 hasta el estado final z1 en un
tiempo τ > 0 y viene dado por

u(t) = B∗(t)U∗(τ, t)(GG∗)−1(z1−U(τ, 0)z0−H(u)), t ∈ [0, τ ]. (2.34)
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2.4. Controlabilidad de Sistemas Semi-Lineales

con Impulsos.

En este sección aplicaremos nuevamente el Teorema del Punto Fijo de
Rothe (1.5.3) para probar la controlabilidad del siguiente sistema semi-
lineal de ecuaciones diferenciales con impulsos

{
z′(t) = A(t)z(t) +B(t)u(t) + f(t, z(t), u(t)), t ∈ (0, τ ], t 6= tk
z(t+k ) = z(t−k ) + Ik(z(tk), u(tk)), k = 1, 2, 3, . . . , p.

(2.35)
donde z(t) ∈ Rn, u(t) ∈ Rm, A(t), B(t) son matrices continuas de di-
mensiones n × n and n × m respectivamente, el control u pertenece a
C(0, τ ;Rm) y f ∈ C([0, τ ] × Rn × Rm;Rn), Ik ∈ C(Rn × Rm;Rn),k =
1, 2, 3, . . . , p, tal que

‖f(t, z, u)‖Rn ≤ a0‖z‖α0
Rn + b0‖u‖β0

Rm + c0, u ∈ Rm, z ∈ Rn. (2.36)

‖Ik(z, u)‖Rn ≤ ak‖z‖αk

Rn + bk‖u‖βk

Rm + ck, k = 1, 2, 3, . . . , p, z ∈ Rn.
(2.37)

con 0 < αk ≤ 1, 0 < βk ≤ 1, k = 0, 1, 2, 3, . . . , p, y

z(tk) = z(t+k ) = ĺım
t→t+k

z(t), z(t−k ) = ĺım
t→t−k

z(t).

En casi todas las referencias sobre ecuaciones diferenciales con impulso
el espacio natural para trabajar es el espacio de Banach:

PC([0, τ ];Rn) = {z : J = [0, τ ] → R
n : z ∈ C(J ′;Rn),∃ z(t+k ), z(t

−
k ) y z(tk) = z(t+k )},

donde J ′ = [0, τ ]\{t1, t2, . . . , tp}, dotado con la norma

‖z‖0 = sup
t∈[0,τ ]

‖z(t)‖Rn .

También, se considera el espacio de Banach

PC(J)× C(J) = PC([0, τ ];Rn)× C(0, τ ;Rm)

dotado con la norma

‖|(z, u)‖| = ‖z‖0 + ‖u‖0.
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Además, en Rn × Rm se considera la norma:

‖(z, u)‖1 = ‖z‖Rn + ‖u‖Rm = ‖z‖ + ‖u‖, ∀(z, u) ∈ Rn × Rm.

Para todo (z, u) ∈ PC(J)× C(J) se define:

‖f(·, u, z)‖0 = sup
t∈[0,τ ]

‖f(t, u(t), z(t))‖Rn .

JJ. Nieto y C.C. Tiesdell en [50], estudiaron la controlabilidad exacta
del sistema con impulso

{
z′(t) + λz(t) = f(t, z(t)) + u(t), t ∈ (0, τ ],
z(t+j ) = z(t−j ) + Ij(z(tj), u(t)), j = 1, 2, . . . ,m.

(2.38)

donde λ es una matriz n × n y el término no lineal f(t, z) no depende
del control u y satisface la siguiente condición

‖f(t, z)‖Rn ≤ a0‖z‖α0
Rn + b0, z ∈ Rn. (2.39)

y
‖Ik(z)‖Rn ≤ ak‖z‖αk

Rn + bk, k = 1, 2, 3, . . . , p, z ∈ Rn. (2.40)

con 0 < αk < 1, k = 0, 1, 2, 3, . . . , p.
Bajo esta condición , aplicando el Teorema del Punto Fijo de Schauder,
los autores probaron que el sistema (2.38) es exactamente controlable. Es
claro que la parte lineal de este sistema (2.38) sin impulso es exactamente
controlable sobre [0, τ ], lo cual puede verificarse trivialmente ya que el
la acción del control es Bu = u. Espećıficamente, el sistema lineal

{
z′(t) = −λz(t) + u(t), t ∈ (0, τ ],
z(0) = z0

es exactamente controlable, ya que la condición de Kalman se satisface

Rank[I|(−λ)|(−λ)2 · · · |(−λ)n−1] = n.

Zhi-Qing Zhu y Qing-Wen Lin, en [59], generaliza el trabajo realizado por
J.J. Nieto y C.C. Tiesdell en [50]. Espećıficamente, estudian la contro-
labilidad del sistema semilineal no autónomo con impulso de ecuaciones
diferenciales
{

z′(t) = A(t)z(t) +B(t)u(t) + f(t, z(t)), t ∈ (0, τ ], t 6= tk
z(t+k ) = z(t−k ) + Ik(z(tk))), k = 1, 2, 3, . . . ,∞.

(2.41)
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donde z(t) ∈ Rn, u(t) ∈ Rm, A(t), B(t) son matrices continuas de di-
mensión n× n y n×m respectivamente, la función control u pertenece
a C([t0,∞);Rm) y f ∈ C([t0,∞)× Rn;Rn), Ik ∈ C(Rn;Rn), tal que

‖f(t, z)‖Rn ≤ a0(t)‖z‖α0
Rn + b0(t), u ∈ Rm, z ∈ Rn. (2.42)

‖Ik(z)‖Rn ≤ ak‖z‖αk

Rn + bk, k = 1, 2, 3, . . . , p, z ∈ Rn. (2.43)

con a0, b0 ∈ C([t0,∞), [0,∞)), 0 < αk ≤ 1, bk ≥ 0, ak ≥ 0 k =
0, 1, 2, 3, . . . ,∞. En este trabajo una de los principales hipótesis es que el
sistema lineal asociado a (2.41) es exactamente controlable sobre [t0, τ ].
Nuestro proposito en esta sección es mostrar que bajo las condiciones
(2.36) y (2.37), si el sistema lineal

z′(t) = A(t)z(t) +B(t)u(t), (2.44)

es controlable, entonces el sistema semilineal no autónomo (2.35) es tam-
bién controlable sobre [0, τ ]. Más aún, se exhiben controles tales que
el sistema no lineal satisface las condiciones de frontera z(0) = z0 y
z(τ) = z1, τ > 0, lo cual es muy importante desde el punto de vista
numérico.
Con este fin, para todo z0 ∈ Rn y u ∈ C(0, τ ;Rm) tenemos que el
problema de valor inicial




z′(t) = A(t)z(t) +B(t)u(t) + f(t, z(t), u(t)), t ∈ (0, τ ], t 6= tk
z(t+k ) = z(t−k ) + Ik(z(tk), u(tk)), k = 1, 2, 3, . . . , p.
z(0) = z0,

(2.45)
admite un única solución dada por

zu(t) = U(t, 0)z0+

∫ t

0
U(t, s)B(s)u(s)ds+

∫ t

0
U(t, s)f(s, zu(s), u(s))ds(2.46)

+
∑

0<tk<t

U(t, tk)Ik(z(tk), u(tk)) t ∈ [0, τ ].

A continuación, se define el operador

K : PC([0, τ ];Rn)× C(0, τ ;Rm) → PC([0, τ ];Rn)× C(0, τ ;Rm)

mediante la siguiente formula:

(y, v) = (K1(z, u),K2(z, u)) = K(z, u)
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donde

y(t) = K1(z, u)(t)=U(t, 0)z0+

∫ t

0
U(t, s)B(s)(ΓL(z, u))(s)ds (2.47)

+

∫ t

0
U(t, s)f(s, z(s), u(s))ds+

∑

0<tk<t

U(t, tk)Ik(z(tk), u(tk)) t ∈ [0, τ ],

y

v(t) = K2(z, u)(t) = (ΓL(z, u))(t) = B∗(t)U∗(τ, t)W−1L(z, u), (2.48)

con L : PC([0, τ ];Rn)× C(0, τ ;Rm) → Rn dado por

L(z, u) = z1 − U(τ, 0)z0 −
∫ τ

0
U(τ, s)f(s, z(s), u(s))ds (2.49)

−
∑

0<tk<τ

U(τ, tk)Ik(z(tk), u(tk)).

Los siguientes resultados son caracterizaciones sobre la controlabilidad
del sistema (2.35).

Teorema 2.4.1. El sistema semilineal con impulso (2.45) es controlable
si, y sólo si, para todo estado inicial z0 y estado final z1 el operador K
dado por (2.47)-(2.48) tiene un punto fijo. Es decir,

(z, u) = K(z, u)

Teorema 2.4.2. Supongamos que el sistema lineal (2.44) es controlable
sobre [0, τ ]. Si 0 < αk < 1, 0 < βk < 1, k = 0, 1, 2, 3, . . . , p, entonces el
sistema no lineal (2.45) es controlable sobre [0, τ ]. Más aún, existe un
control u ∈ C(0, τ ;Rm) tal que para z0, z1 ∈ Rn la solución correspon-
diente zu(·) of (2.45) satisface:

z1 = U(τ, 0)z0+

∫ τ

0
U(τ, s)B(s)u(s)ds+

∫ τ

0
U(τ, s)f(s, zu(s), u(s))ds

+
∑

0<tk<τ

U(τ, tk)Ik(z(tk), u(tk)),

y

u(t) = B∗(t)U∗(τ, t)W−1L(z, u),
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con

L(z, u) = z1 − U(τ, 0)z0 −
∫ τ

0
U(τ, s)f(s, z(s), u(s))ds

−
∑

0<tk<τ

U(τ, tk)Ik(z(tk), u(tk)).

Demostración

La prueba esta estructurada a través de afirmaciones.
Afirmación 1. El operadorK es continuo. En efecto, es suficiente probar
que los operadores:

K1 : PC([0, τ ];Rn)× C(0, τ ;Rm) → PC([0, τ ];Rn)

y

K2 : PC([0, τ ];Rn)× C(0, τ ;Rm) → C(0, τ ;Rm),

definidos anteriormente son continuos. La continuidad de K1 se sigue de
la continuidad de la función no lineal f(t, z, u), Ik(z, u) y la siguiente
estimación

‖K1(z, u)−K1(w, v)‖ ≤ M1 ‖u− v‖+M2 sup
s∈J

‖f(s, z(s), u(s))− f(s, w(s), v(s))‖

+ M3

∑

0<tk<t

‖Ik(z(tk), u(tk))− Ik(w(tk), v(tk))‖.

La continuidad del operador K2 se sigue de la continuidad de los ope-
radores L y Γ.

Afirmación 2. El operador K es compacto. En efecto, sea D un sub-
conjunto acotado de PC(J ;Rn)× C(J ;Rm). De esto se sigue que

‖f(·, z, u)‖0≤M4, ‖W−1L(z, u)‖≤M5, ‖IK(z, u)‖0 ≤ Mk, k = 1, . . . , p;∀(z, u) ∈ D.

Por lo tanto, K(D) es uniformemente acotado.
Ahora, consideremos la siguiente estimaciones:

‖K(z, u)(t2)−K(z, u)(t1)‖1=‖K1(z, u)(t2)−K1(z, u)(t1)‖+ ‖K2(z, u)(t2)−K2(z, u)(t1)‖,
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‖K1(z, u)(t2)−K1(z, u)(t1)‖ ≤ ‖U(t2, 0)− U(t1, 0)‖‖z0‖

+

∫ t1

0

‖U(t2, s)− U(t1, s)‖‖B(s)‖‖u(s)‖ds

+

∫ t2

t1

‖U(t2, s)‖‖B(s)‖‖u(s)‖ds

+

∫ t1

0

‖U(t2, s)− U(t1, s)‖‖f(s, z(s), u(s))‖ds

+

∫ t2

t1

‖U(t2, s)‖‖f(s, z(s), u(s))‖ds

+
∑

0<tk<t1

‖U(t2, tk)− U(t1, tk)‖‖Ik(z(tk), u(tk))‖

+
∑

t1<tk<t2

‖U(t2, tk)‖‖Ik(z(tk), u(tk))‖,

y

‖K1(z, u)(t2)−K1(z, u)(t1)‖ ≤ ‖B∗(t2)U
∗(τ, t2)−B

∗(t2)U
∗(τ, t2)‖‖W−1L(z, u)‖.

Consecuentemente, si se considera una sucesión {φj : j = 1, 2, . . . } so-
bre K(D), esta sucesión es uniformemente acotada y equicontinua sobre
el intervalo [0, t1] y, por el Teorema de Arzela, existe una sub-sucesión
{φ1

j : j = 1, 2, . . . } de {φj : j = 1, 2, . . . }, la cual es uniformemente
convergente sobre [0, t1].
Consideremos la sucesión {φ1

j : j = 1, 2, . . . } sobre el intervalo (t1, t2].

Sobre este intervalo la sucesión {φ1
j : j = 1, 2, . . . } es uniformemente

acotada y equicontinua, y, por la misma razón, esta contiene una sub-
sucesión {φ2

j} uniformemente convergente sobre [0, t2].
Continuando con este proceso para los intervalos (t2, t3], (t3, t4], . . . ,
(tp, τ ], vemos que la sucesión {φp+1

j : j = 1, 2, . . . } converge uniforme-

mente sobre el intervalo [0, τ ]. Esto significa que K(D) es compacto, lo
cual implica que el operador K es compacto.
Afirmación 3.

ĺım
‖|(z,u)‖|→∞

‖|K(z, u)‖|
‖|(z, u)‖| = 0,

donde ‖|(z, u)‖| = ‖z‖0+‖u‖0 es la norma en el espacio PC([0, τ ];Rn)×
C(0, τ ;Rm). En efecto, consideremos la siguiente estimación:

‖L(z, u)‖ ≤ M1+M2{a0‖z‖α0 + b0‖u‖β0 + c0}+M3

∑

0<tk<τ

{ak‖z‖αk + bk‖u‖βk + ck},
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donde

M1 = ‖z1‖+Meωτ‖z0‖, M2 =
M

ω
(eωτ − 1) and M3 = Meωτ .

‖K2(z, u)‖ ≤ ‖B‖M3M1‖W−1‖+ ‖B‖M3M2‖W−1‖{a0‖z‖α0 + b0‖u‖β0 + c0}
+ ‖B‖M3M2‖W−1‖

∑

0<tk<τ

{ak‖z‖αk + bk‖u‖βk + ck}

y

‖K1(z, u)‖ ≤ M3{‖z0‖+ ‖B‖2M1M2‖W−1‖}
+ M2{1 + ‖B‖2M2M3‖W−1‖}{a0‖z‖α0 + b0‖u‖β0 + c0}
+ M3{1 + ‖B‖2M2M3‖W−1‖}

∑

0<tk<τ

{ak‖z‖αk + bk‖u‖βk + ck}.

Por lo tanto,

‖|K(z, u)‖| = ‖K1(z, u)‖+ ‖K2(z, u)‖ ≤ M4

+ {‖B‖M3M2‖W−1‖{1 + ‖B‖M2}+M2}{a0‖z‖α0 + b0‖u‖β0 + c0}
+ {‖B‖M3M2‖W−1‖{1 + ‖B‖M3}+M3}

∑

0<tk<τ

{ak‖z‖αk + bk‖u‖βk + ck},

donde M4 es dado por:

M4 = M3{‖z0‖+ (‖B‖M2 + 1)‖B‖M1‖W−1‖}.

Aśı

‖|K(z, u)‖|
‖|(z, u)‖| ≤ M4

‖z‖+ ‖u‖
+ {‖B‖M3M2‖W−1‖{1 + ‖B‖M2}+M2}{a0‖z‖α0−1 + b0‖u‖β0−1

+ +
c0

‖z‖+ ‖u‖}+ {‖B‖M3M2‖W−1‖{1 + ‖B‖M3}+M3} ×
∑

0<tk<τ

{ak‖z‖αk−1 + bk‖u‖βk−1 +
ck

‖z‖+ ‖u‖},

y

ĺım
‖|(z,u)‖|→∞

‖|K(z, u)‖|
‖|(z, u)‖| = 0.

Afirmación 4. El operador K tiene un punto fijo. En efecto, para 0 <
ρ < 1 fijo, existe R > 0 suficientemente grande tal que

‖|K(z, u)‖| ≤ ρ‖|(z, u)‖|, ‖|(z, u)‖| = R.
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Consecuentemente, si se denota porB(0, R) la bola de centro cero y radio
R > 0, se obtiene que K(∂B(0, R)) ⊂ B(0, R). Dado que K es compacto
y aplica la esfera ∂B(0, R) en el interior de la bola B(0, R), se puede
aplicar el Teorema del Punto Fijo de Rothe para asegurar la existencia
de un punto fijo (z, u) ∈ B(0, R) ⊂ PC([0, τ ];Rn)× C(0, τ ;Rm) tal que

u = ΓL(z, u) = B∗(·)U∗(τ, ·)W−1L(z, u).

Entonces,

Gu = GΓL(z, u)
= L(z, u)

= z1 − U(τ, 0)z0 −
∫ τ

0
U(τ, s)f(s, z(s), u(s))ds

−
∑

0<tk<τ

U(τ, tk)Ik(z(tk), u(tk)).

Por lo tanto,

∫ τ

0
U(τ, s)B(s)u(s)ds = z1 − U(τ, 0)z0 −

∫ τ

0
U(τ, s)f(s, z(s), u(s))ds

−
∑

0<tk<τ

U(τ, tk)Ik(z(tk), u(tk)),

O equivalentemente,

z1 = U(τ, 0)z0 +

∫ τ

0
U(τ, s)B(s)u(s)ds +

∫ τ

0
U(τ, s)f(s, z(s), u(s))ds

+
∑

0<tk<τ

U(τ, tk)Ik(z(tk), u(tk)),

�





Caṕıtulo 3

Controlabilidad de Sistemas
Semilineales en Espacios de
Dimensión Infinita

3.1. Controlabilidad para Sistemas Lineales Con-
tinuos. (Exacta y Aproximada)

3.1.1. Preliminares.

En esta sección presentamos algunos resultados sobre la controlabilidad
del sistema de control lineal

z′ = Az(t) +Bu(t), t > 0,

donde Z, U son espacios de Hilbert, A : D(A) ⊂ Z −→ Z es el generador
de un C0-semigrupo {T (t)}t≥0 en Z, B ∈ L(U,Z), u ∈ L2(0, τ ;U).

De acuerdo al Teorema 1.2.1 y la Definición 1.2.2, el problema de valor
inicial {

z′ = Az(t) +Bu(t), t > 0,
z(0) = z0,

(3.1)

admite una única solución moderada dada por

z(t) = T (t)z0 +

∫ t

0
T (t− s)Bu(s)ds, t ∈ [0, τ ]. (3.2)

51
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Ahora, daremos las definiciones de controlabilidad exacta y aproximada
para el sistema (3.1).

Definición 3.1.1. (Controlabilidad Exacta) El sistema (3.1) se dice
que es exactamente controlable sobre [0, τ ] si para cada z0, z1 ∈ Z
existe u ∈ L2(0, τ ;U) tal que la solución moderada z(t) de (3.1) corres-
pondiente a u verifica: z(τ) = z1.

Definición 3.1.2. (Controlabilidad Aproximada) El sistema (3.1)
se dice que es aproximadamente controlable sobre [0, τ ] si para cada
z0, z1 ∈ Z, ε > 0 existe u ∈ L2(0, τ ;U) tal que la solución moderada
z(t) de (3.1) correspondiente a u verifica:

‖z(τ) − z1‖ < ε.

b

b

z0 = z(0)

z1 = z(τ)

zu(t)

b

b

b

z0 = z(0)

z1

zu(t) z(τ)

ε

Figura 1: Controlabilidad exacta (izq.) Controlabilidad aproximada (der.)

Definición 3.1.3. Para el sistema (3.1) definimos los siguientes con-
ceptos:

a) La aplicación de controlabilidad (para τ > 0) es definida como
sigue Bτ : L2(0, τ ;U) −→ Z por

Bτu =

∫ τ

0
T (τ − s)Bu(s)ds. (3.3)

b) La aplicación grammian LBτ : Z → Z es definida por LBτ =
BτBτ∗, es decir,

LBτ z = BτBτ∗z =

∫ τ

0
T (τ − s)BB∗T ∗(τ − s)zds.
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El siguiente teorema se puede encontrar en forma general para ecuacio-
nes de evolución en Curtain & Zwart [18].

Teorema 3.1.1. (a) La ecuación (3.1) es exactamente controlable so-
bre [0, τ ] si, y sólo si, una de las siguientes afirmaciones vale:

(i) Rango(Bτ ) = Z.

(ii) Existe γ > 0 tal que

〈LBτ z, z〉 ≥ γ‖z‖2Z , z ∈ Z.

(iii) Existe γ > 0 tal que

‖Bτ∗z‖L2(0,τ ;U) ≥ γ‖z‖Z , z ∈ Z.

(b) La ecuación (3.1) es aproximadamente controlable sobre [0, τ ] si,
y sólo si, una de las siguientes afirmaciones vale:

(i) Ker(Bτ∗) = {0}.
(ii) 〈LBτ z, z〉 > 0, z 6= 0 en Z.

(iii) B∗T ∗z = 0 ⇒ z = 0.

(iv) Rango(Bτ ) = Z.

3.1.2. Resultados Principales.

A continuación presentamos los resultados principales de esta sección,
para este fin supondremos que el semigrupo {T (t)}t≥0 generado por el
operador A está dado por

T (t)z =

∞∑

j=1

eAjtPjz, z ∈ Z, t ≥ 0, (3.4)

de acuerdo al Lema 1.1.1.

A lo largo de esta sección se supone la siguiente hipótesis:

PjBB∗ = BB∗Pj, j = 1, 2, . . . . (3.5)
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Proposición 3.1.1. Bajo la hipótesis (3.5) el operador

LBτ z = BτBτ∗z =

∫ τ

0
T (s)BB∗T ∗(s)zds,

puede escribirse de la siguiente manera

LBτ =
∞∑

j=1

LBτ
j
Pj ,

donde

LBτ
j
y = Bτ

jBτ∗
j y =

∫ τ

0
eAjsBjB

∗
j e

A∗
j syds, y ∈ Rango(Pj).

Demostración
De la definición del operador LBτ y la representación (3.4) de T (t) ob-
tenemos que

LBτ z =

∫ τ

0




∞∑

j=1

eAjsPj


BB∗

( ∞∑

k=1

eA
∗
ksPkz

)
ds

=

∫ τ

0

∞∑

j=1

eAjsBjB
∗
j e

A∗
j sPjzds

=

∞∑

j=1

∫ τ

0
eAjsBjB

∗
j e

A∗
j sPjzds

=
∞∑

j=1

LBτ
j
Pjz.

�

Lema 3.1.1. El sistema (3.1) es exactamente controlable sobre [0, τ ]
si, y sólo si, el operador LBτ es invertible. Además, en este caso, S =
Bτ∗L−1

Bτ es una inversa por la derecha de Bτ y un control u ∈ L2(0, τ ;U)
que transfiere el estado inicial z0 a un estado final z1 en tiempo τ > 0
está dado por:

u(t) = B∗T ∗(τ − t)L−1
Bτ (z1 − T (τ)z0). (3.6)
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Demostración
Supongamos que el sistema (3.1) es exactamente controlable. Entonces,
del Teorema 3.1.1 parte (a)− (iii) existe γ > 0 tal que ‖Bτ∗z‖L2(0,τ ;U) ≥
γ‖z‖Z , para todo z ∈ Z, es decir,

‖Bτ∗z‖2 ≥ γ2‖z‖2, z ∈ Z,

equivalentemente,

〈BτBτ∗z, z〉 ≥ γ2‖z‖2, z ∈ Z,

y,
〈LBτ z, z〉 ≥ γ2‖z‖2, z ∈ Z. (3.7)

Esto implica que LBτ es inyectiva. Ahora probaremos que LBτ es sobre-
yectiva. Es decir,

R(LBτ ) = Rango(LBτ ) = Z.

Supongamos, por reducción al absurdo, que R(LBτ ) está estrictamente
contenido en Z. Por otro lado, usando la desigualdad de Cauchy Schwarz
y (3.7) obtenemos

‖LBτ z‖l2 ≥ γ2‖z‖, z ∈ Z,

lo cual implica que R(LBτ ) es cerrado. Entonces, del Teorema de Hahn
Banach existe z0 6= 0 tal que

〈LBτ z, z0〉 = 0,∀z ∈ Z.

En particular, poniendo z = z0 se obtiene de (3.7) que

0 = 〈LBτ z0, z0〉 ≥ γ2‖z0‖2.

Entonces z0 = 0, lo cual es una contradicción. En consecuencia, LBτ

es una biyección y por el Teorema de la Aplicación Abierta, L−1
Bτ es un

operador lineal acotado.
Ahora, supongamos que LBτ es invertible. Entonces, por el Teorema
3.1.1 es suficiente probar que R(Bτ ) = Z. Para z ∈ Z definamos el
control uz ∈ L2(0, τ ;U) como sigue

uz = Sz = Bτ∗L−1
Bτ z.

Entonces Bτuz = z. El resto de la prueba se sigue de aqúı. �
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Corolario 3.1.1. El control dado por (3.6) en el Lema 3.1.1 es el de
norma mı́nima. Es decir, ‖u‖ = ı́nf{‖v‖ : v ∈ Sz}, donde Sz = {v ∈
L2(0, τ ;U) : Bτv = z}.

Demostración
Consideremos las siguientes igualdades

‖v‖2 = ‖u+ (v − u)‖2 = ‖u‖2 + 2Re〈u, v − u〉+ ‖v − u‖2, v ∈ Sz.

Por otro lado,

〈u, v − u〉 =

∫ τ

0

〈
Bτ∗L−1

Bτ z, v(s) − u(s)
〉
ds

=

∫ τ

0

〈
B∗T ∗(τ − s)L−1

Bτ z, v(s) − u(s)
〉
ds

=

∫ τ

0

〈
L−1
Bτ z, T (τ − s)Bv(s)− T (τ − s)Bu(s)

〉
ds

= 〈L−1
Bτ z,Bτv − Bτu〉

= 〈L−1
Bτ z, z − z〉 = 0.

Aśı,
‖v‖2 − ‖u‖2 = ‖v − u‖2 ≥ 0, v ∈ Sz.

Por lo tanto, ‖u‖ ≤ ‖v‖ para todo v ∈ Sz y ‖u‖ = ‖v‖ si, y sólo si,
u = v. �

Lema 3.1.2. (a) El sistema (3.1) es exactamente controlable sobre
[0, τ ] si, y sólo si, existe γ > 0 tal que

〈LBτ
j
Pjz, Pjz〉 ≥ γ‖Pjz‖2, ∀z ∈ Z, ∀j = 1, 2, 3 . . . .

(b) El sistema (3.1) es aproximadamente controlable sobre [0, τ ] si, y
sólo si, cada uno de los siguientes sistemas

z′ = Ajz +Bju(t), z(t) ∈ Rango(Pj), t ≥ 0, j = 1, 2, 3 . . . ,
(3.8)

es aproximadamente controlable.
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(c) El sistema (3.1) es aproximadamente controlable si, y sólo si,

〈LBτ
j
y, y〉 > 0,∀y 6= 0 en Rango(Pj), j = 1, 2, 3 . . . .

Demostración

(a) Supongamos que el sistema (3.1) es exactamente controlable. En-
tonces, por el Teorema 3.1.1 parte (a)− (ii), existe γ > 0 tal que

〈LBτ z, z〉 ≥ γ‖z‖2, ∀z ∈ Z.

Por otro lado, de la Proposición 3.1.1 sabemos que

LBτw =
∞∑

l=1

LBτ
l
Plw, ∀w ∈ Z.

En particular, haciendo w = Pjz, para j = 1, 2, 3, . . . , obtenemos
LBτPjz = LBτ

j
Pjz. Entonces, de la desigualdad de arriba obtene-

mos

〈LBτ
j
Pjz, Pjz〉 ≥ γ‖Pjz‖2, ∀z ∈ Z, j = 1, 2, 3, . . . .

Ahora, supongamos que

〈LBτ
j
Pjz, Pjz〉 ≥ γ‖Pjz‖2, ∀z ∈ Z.

Entonces, para todo z en Z tenemos que

〈LBτ z, z〉 =

〈 ∞∑

j=1

LBτ
j
Pjz,

∞∑

j=1

Pjz

〉

=
∞∑

j=1

〈LBτ
j
Pjz, Pjz〉

≥
∞∑

j=1

γ‖Pjz‖2 = γ‖z‖2.

(b) Por reducción al absurdo, supongamos que el sistema (3.1) es apro-
ximadamente controlable sobre [0, τ ] y que existe j tal que el sis-
tema

z′ = Ajz +Bju(t); z ∈ Rango(Pj)
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no es aproximadamente controlable sobre [0, τ ]. Entonces, existe
zj ∈ Rango(Pj) tal que:

B∗
j e

A∗
j tzj = 0, t ∈ [0, τ ] y zj 6= 0. (3.9)

Por otro lado, de la parte (b) − (iii) del Teorema 3.1.1 tenemos
que:

B∗T ∗(t)z = 0, ∀ t ∈ [0, τ ] =⇒ z = 0.

Ahora, tomando z = Pjzj = zj, obtenemos:

B∗T ∗(t)z = B∗
∞∑

n=1

eA
∗
ntPnz

= B∗eA
∗
j tPjzj

= (Bj)
∗eA

∗
j tzj

= 0.

Esto implica que zj = 0, lo cual es una contradicción. Por lo tanto,
(3.8) es aproximadamente controlable para todo j.

Rećıprocamente, supongamos que para todo j el sistema (3.8)
es aproximadamente controlable. Notese que LBτ

j
es la aplicación

gammian asociada a (3.8). Entonces por el Teorema 3.1.1 parte
(b)− (ii), tenemos que

〈LBτ
j
y, y〉 > 0,∀ y 6= 0 en Rango(Pj), j = 1, 2, 3...

Claramente que, para todo z ∈ Z (z 6= 0) existe J ∈ N tal que
PJz 6= 0. Entonces, usando la Proposición 3.1.1, obtenemos, para
todo z en Z, que

〈LBτ z, z〉 =

〈 ∞∑

j=1

LBτ
j
Pjz,

∞∑

j=1

Pjz

〉

=
∞∑

j=1

〈LBτ
j
Pjz, Pjz〉 > 0.

En consecuencia, (3.1) es aproximadamente controlable y se prueba
(b).

(c) se sigue inmediatamente de (b) y el Teorema 3.1.1 parte (b). �
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3.2. Controlabilidad Exacta para Sistemas Se-

milineales Continuos.

En esta sección estudiaremos la controlabilidad exacta de la ecuación no
lineal:

z′ = Az(t) +Bu(t) + f(z(t), u(t)), t > 0,

donde Z, U son espacios de Hilbert, A : D(A) ⊂ Z −→ Z es el generador
de un C0-semigrupo {T (t)}t≥0 en Z, B ∈ L(U,Z), u ∈ L2(0, τ ;U) y el
término no lineal f : Z×U −→ Z es una función continua Lipschitziana.
Es decir, para z1, z2 ∈ Z y u1, u2 ∈ U tenemos que

‖f(z2, u2)− f(z1, u1)‖ ≤ L{‖z2 − z1‖+ ‖u2 − u1‖}. (3.10)

Supondremos que L es suficientemente pequeño y que el sistema (3.1)
es exactamente controlable, es decir, R(Bτ ) = Z.
Por otra parte, del Teorema 1.3.1, sabemos que el problema de valor
inicial

{
z′ = Az(t) +Bu(t) + f(z(t), u(t)), t > 0,

z(0) = z0,
(3.11)

admite una única solución moderada dada por

z(t) = T (t)z0+

∫ t

0
T (t−s)Bu(s)ds+

∫ t

0
T (t−s)f(z(s), u(s))ds t ∈ [0, τ ].

(3.12)

Definición 3.2.1. El sistema (3.11) se dice que es exactamente con-

trolable sobre [0, τ ], si para todo z0, z1 ∈ Z, existe un control u ∈
L2(0, τ ;U) tal que la solución moderada correspondiente, z, de (3.11)
satisface z(τ) = z1.

Definamos el siguiente operador: Bτ
f : L2(0, τ ;U) −→ Z, por

Bτ
fu =

∫ τ

0
T (τ − s)Bu(s)ds+

∫ τ

0
T (τ − s)f(z(s), u(s))ds, (3.13)

donde z(t) es la solución de (3.11) correspondiente al control u.
Entonces, la siguiente proposición es una caracterización de la controla-
bilidad exacta del sistema no lineal (3.11)
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Proposición 3.2.1. El sistema (3.11) es exactamente controlable sobre
[0, τ ] si, y sólo si, Rango(Bτ

f ) = Z.

Demostración
Supongamos que (3.11) es exactamente controlable sobre [0, τ ]. Dado
z ∈ Z, podemos encontrar z0, z1 ∈ Z tales que

z1 = T (τ)z0 + z. (3.14)

Luego, existe un control u ∈ L2(0, τ ;U) tal que zu(0) = z0 y zu(τ) = z1.
Aśı,

z1 = zu(τ) = T (τ)z0+

∫ τ

0
T (τ−s)Bu(s)ds+

∫ τ

0
T (τ−s)f(zu(s), u(s))ds.

(3.15)
Sustituyendo (3.14) en (3.15), obtenemos

T (τ)z0+z = T (τ)z0+

∫ τ

0
T (τ−s)Bu(s)ds+

∫ τ

0
T (τ−s)f(zu(s), u(s))ds.

Entonces,

z =

∫ τ

0
T (τ − s)Bu(s)ds+

∫ τ

0
T (τ − s)f(zu(s), u(s))ds = Bτ

f
u.

Aśı, Rango(Bτ
f ) = Z.

Supongamos ahora que Rango(Bτ
f ) = Z. Consideremos z ∈ Z tal que

z = z1 − T (τ)z0 (3.16)

con z0, z1 ∈ Z. Entonces existe un control u ∈ L2(0, τ ;U) tal que

Bτ
fu = z. (3.17)

Entonces, sustituyendo (3.16) en (3.17), obtenemos

z = z1 − T (τ)z0 =

∫ τ

0
T (τ − s)Bu(s)ds+

∫ τ

0
T (τ − s)f(zu(s), u(s))ds.

De donde,

zu(τ) = T (τ)z0 +

∫ τ

0
T (τ − s)Bu(s)ds+

∫ τ

0
T (τ − s)f(zu(s), u(s))ds.

Aśı, hemos obtenido una solución zu(·) de (3.11) tal que zu(τ) = z1 y
zu(0) = z0, es decir, (3.11) es exactamente controlable sobre [0, τ ]. �
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Lema 3.2.1. Sean u1, u2 ∈ L2(0, τ ;U) y z1, z2 las soluciones corres-
pondientes de (3.11). Entonces vale la siguiente estimación:

‖z1(t)− z2(t)‖Z
≤ M [‖B‖+ L]

√
τeMLτ‖u1 − u2‖L2(0,τ ; U)

(3.18)

donde 0 ≤ t ≤ τ y M = sup
1≤s≤t≤τ

{‖T (t− s)‖}.

Demostración
Sean z1, z2 soluciones de (3.11) correspondientes a u1, u2 respectivamen-
te. Entonces

z1(t)−z2(t)=

∫ t

0
T (t−s)[Bu1(s)+f(z1(s), u1(s))−Bu2(s)−f(z2(s), u2(s))]ds.

Luego,

‖z1(t)− z2(t)‖ ≤
∫ t

0
‖T (t− s)‖‖B‖‖u1(s)− u2(s)‖ds

+

∫ t

0
‖T (t− s)‖‖f(z1(s), u1(s))− f(z2(s), u2(s))‖ds

≤ M [‖B‖+L]√τ‖u1 − u2‖L2+ML

∫ t

0
‖z1(s)− z2(s)‖ds.

Aśı, usando la desigualdad de Gronwall se obtiene

‖z1(t)− z2(t)‖Z
≤ M [‖B‖+ L]

√
τeMLτ‖u1 − u2‖

L2 , 0 ≤ t ≤ τ.

�

Consideremos ahora el siguiente Teorema el cual es de suma importancia
en lo que sigue.

Teorema 3.2.1. Sean Z un espacio Banach y K : Z → Z una función
Lipschitz con constante de Lipschitz LK < 1 y considere G(z) = z+Kz.
Entonces G es un homeomorfismo cuya inversa es una función Lipschitz
con constante de Lipschitz (1− LK)−1.

Demostración
Veamos primero queG es inyectiva. Sean z1, z2 ∈ Z tales que Gz1 = Gz2.
Entonces z1 +Kz1 = z2 +Kz2. Luego, z1 − z2 = Kz2 −Kz1. Aśı,

‖z1 − z2‖ = ‖Kz1 −Kz2‖ ≤ LK‖z1 − z2‖.
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De donde, (1−LK)‖z1−z2‖ ≤ 0, y como (1−LK) > 0, entonces z1 = z2.

Veamos ahora que G es sobreyectiva. Sea y ∈ Z y definamosH : Z −→ Z
por Hz = y −Kz. Luego, para z1, z2 ∈ Z, se tiene

‖Hz1 −Hz2‖ = ‖Kz1 −Kz2‖ ≤ LK‖z1 − z2‖, (LK < 1).

Es decir, H es una contracción. Aśı, para cada y ∈ Z, H tiene un punto
fijo z. Por lo tanto, para y ∈ Z, existe z ∈ Z tal que Hz = z. Aśı,
z = y −Kz. Entonces Gz = z +Kz = y.

Ahora, sean z1, z2 ∈ Z.

‖Gz1 −Gz2‖ ≥ ‖z1 − z2‖ − ‖Kz1 −Kz2‖ ≥ (1− LK)‖z1 − z2‖.

Sean y1 = Gz1, y2 = Gz2. Entonces,

‖G−1y1 −G−1y2‖ = ‖z1 − z2‖ ≤ (1− LK)−1‖y1 − y2‖.

Por lo tanto, G−1 es Lipschitziana con constante de Lipschitz (1−LK)−1.

�

Ahora estamos listos para formular y probar el resultado principal de
esta sección.

Teorema 3.2.2. Si el siguiente estimado se cumple

LK = M2L(Γ + 1)‖B∗‖‖L−1
Bτ ‖τ < 1, (3.19)

donde Γ = M [‖B‖ + L]
√
τeMLτ , y el sistema lineal (3.1) es exacta-

mente controlable, entonces el sistema no lineal (3.11) es exactamente
controlable.

Demostración

Queremos probar que

Bτ
f (L

2(0, τ ;U)) = Rango(Bτ
f ) = Z.

Pero, de la controlabilidad exacta del sistema lineal (3.1) sabemos, por
el Lema 3.1.1, que el operador S = Bτ∗L−1

Bτ es una inversa por la derecha

de Bτ . Entonces, es suficiente probar que el operador B̃τ
f = Bτ

f ◦ S es
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sobreyectivo. De la ecuación (3.13) obtenemos la siguiente expresión para
este operador

B̃τ
f ξ = ξ +

∫ τ

0
T (τ − s)f(z(s), S(ξ)(s))ds. (3.20)

Ahora, si definimos el operador K : Z −→ Z por

Kξ =

∫ τ

0
T (τ − s)f(z(s), S(ξ)(s))ds, (3.21)

donde z = zξ es la solución de (3.11) correspondiente al control u = S(ξ).
Entonces la ecuación (3.20) toma la forma

B̃τ
f = I +K. (3.22)

La función K es globalmente Lipschitz. En efecto, sean z1, z2 soluciones
de (3.11) correspondientes a los controles Sξ1, Sξ2, respectivamente.
Entonces

‖Kξ1 −Kξ2‖ ≤
∫ τ

0
‖T (τ−s)‖‖f(z1(s), S(ξ1)(s))−f(z2(s), S(ξ2)(s))‖ds

≤
∫ τ

0
ML{‖z1(s)− z2(s)‖+ ‖(Sξ1)(s)− (Sξ2)(s)‖}ds

≤
∫ τ

0
ML(Γ + 1)‖(Sξ1)(s)− (Sξ2)(s)‖ds

≤ ML(Γ + 1)

∫ τ

0
‖B∗T ∗(τ − s)L−1

Bτ
‖‖ξ1 − ξ2‖ds

≤ ML(Γ + 1)

∫ τ

0
‖B∗‖M‖L−1

Bτ
‖‖ξ1 − ξ2‖ds

= M2L(Γ + 1)‖B∗‖‖L−1
Bτ

‖τ‖ξ1 − ξ2‖.

Por lo tanto,K es Lipschitziana con constante de Lipschitz LK=M
2L(Γ+

1)‖B∗‖‖L−1
Bτ

‖τ , y la hipótesis (3.19) implica que LK < 1. Aśı, del Teo-

rema 3.2.1 obtenemos que B̃τ
f = I +K es un homeomorfismo y en con-

secuencia el operador Bτ
f es sobreyectivo; es decir,

Bτ
f (L

2(0, τ ;U)) = Rango(Bτ
f ) = Z.

�
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Corolario 3.2.1. Bajo las hipótesis del Teorema 3.2.2 un control que
transfiere el estado inicial z0 a un estado final z1 está dado por

u = Bτ∗L−1
Bτ (I +K)−1(z1 − T (τ)z0).

Demostración

De la definición 3.2.1 se sigue que para z0, z1 ∈ Z existe u ∈ L2(0, τ ;U)
tal que z(τ) = z1. Entonces

z1 = z(τ) = T (τ)z0+

∫ τ

0
T (τ−s)Bu(s)ds+

∫ τ

0
T (τ−s)f(zu(s), u(s))ds.

Aśı,

z1 − T (τ)z0 = Bτ
fu.

Luego,

u = (Bτ
f )

−1(z1 − T (τ)z0)

= (B̃τ
f ◦ S−1)−1(z1 − T (τ)z0) = S ◦ (I +K)−1(z1 − T (τ)z0).

De donde, u = Bτ∗L−1
Bτ (I +K)−1(z1 − T (τ)z0). �

Ahora, el siguiente corolario es inmediato de lo anterior.

Corolario 3.2.2. El operador Γ : Z → Z definido por Γ = S ◦(I+K)−1

es una inversa por la derecha de el operador no lineal Bτ
f . Es decir,

Bτ
f ◦ Γ = I.

3.3. Controlabilidad Aproximada para Sistemas
Semilineales Continuos.

En esta sección estudiaremos la controlabilidad aproximada de la ecua-
ción diferencial no lineal (3.11) bajo ciertas condiciones sobre f y su-
poniendo la controlabilidad aproximada de la ecuación (3.1) sobre el
intervalo [0, τ ] para algún τ > 0.

Como mencionamos en la sección anterior, para z0 ∈ Z, la ecuación
(3.11) tiene una única solución dada por (3,12).
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Definición 3.3.1. (Controlabilidad Aproximada) El sistema (3.11)
se dice que es aproximadamente controlable sobre [0, τ ] si para cada
z0, z1 ∈ Z, ε > 0 existe u ∈ L2(0, τ ;U) tal que la solución moderada
z(t) de (3.11) correspondiente a u verifica:

‖z(τ)− z1‖ < ε.

Consideremos el operador no lineal dado por (3.13).
Luego, la siguiente proposición es una caracterización de la controlabi-
lidad aproximada del sistema no lineal (3.11).

Proposición 3.3.1. El sistema (3.11) es aproximadamente controlable
sobre el intervalo [0, τ ] para algún τ > 0 si, y sólo si, Rango(Bτ

f ) = Z.

Demostración
Supongamos que (3.11) es aproximadamente controlable, entonces para
ε > 0, z, z0, z1 en Z, tales que z1 = T (0)z0 + z, existe u ∈ L2(0, τ, U)
con zu(0) = z0 y ‖zu(t0)− z1‖ < ε. Aśı,

zu(τ) = T (τ)z0 +

∫ τ

0
T (τ − s)[Bu(s) + f(zu(s), u(s))]ds.

Por lo tanto,
‖Bτ

fu− z‖ = ‖zu(τ)− z1‖ < ε,

lo cual implica que Rango(Bτ
f ) = Z.

Supongamos ahora que Rango(Bτ
f ) = Z. Sea z ∈ Z tal que z = z1 −

T (τ)z0 con z0, z1 en Z. Entonces, existe un control u tal que ‖Bτ
fu−z‖ <

ε. Aśı,
‖Bτ

fu+ T (τ)z0 − z1‖ = ‖zu(τ)− z1‖ < ε.

Luego, hemos obtenido una solución zu(·) de (3.11) tal que zu(0) = z0 y
‖zu(τ) − z1‖ < ε; lo cual nos permite concluir que (3.11) es aproxima-
damente controlable. �

Ahora, si definimos el operador F : L2(0, τ, U) −→ Z por

F (u) =

∫ τ

0
T (τ − t)f(z(t), u(t)), (3.23)

entonces
Bτ

f
u = Bτu+ Fu. (3.24)
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Supongamos que f es una función tal que se satisface lo siguiente

〈F ◦ Bτ∗z, z〉 > 0, ∀z ∈ Z, z 6= 0. (3.25)

Entonces obtenemos el siguiente resultado:

Lema 3.3.1. Si el sistema lineal (3.1) es aproximadamente controlable
y se cumple la condición (3.25), entonces el sistema no lineal (3.11) es
aproximadamente controlable.

Demostración
Como (3.1) es aproximadamente controlable se sigue del Teorema 3.1.1
parte (b)− (ii) que

〈LBτ z, z〉 > 0, ∀z ∈ Z, z 6= 0.

Supongamos que Rango(Bτ
f )  Z. Por el Teorema de Hahn-Banach se

tiene que existe z0 ∈ Z, z0 6= 0, tal que 〈Bτ
fu, z0〉 = 0,∀u ∈ L2(0, τ, U).

En particular, 〈Bτ
f ◦ Bτ∗z0, z0〉 = 0. Luego,

0 = 〈Bτ
f ◦ Bτ∗z0, z0〉 = 〈LBτ z0, z0〉+ 〈F ◦ Bτ∗z0, z0〉 > 0.

Esta contradicción prueba que Rango(Bτ
f ) = Z. Aśı, por la Proposición

3.3.1, se tiene que (3.11) es aproximadamente controlable. �

Otro resultado que muestra que la controlabilidad aproximada de (3.1)
se preserva bajo cierta perturbación no lineal es el siguiente.

Lema 3.3.2. Si el sistema lineal (3.1) es aproximadamente controlable,
Rango(F ) es relativamente compacto y para todo z ∈ Z, α > 0 existe
uα ∈ L2(0, τ, U) tal que

uα = Bτ∗(αI + LBτ )−1(z − F (uα)), (3.26)

entonces el sistema no lineal (3.11) es aproximadamente controlable.

Demostración
Como (3.1) es aproximadamente controlable, se tiene, del Teorema 3.1.1
parte (b)− (ii), que

〈LBτ z, z〉 > 0, ∀z ∈ Z, z 6= 0.
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De donde se sigue que

‖z‖‖(αI + LBτ )z‖ ≥ 〈z, (αI + LBτ )z〉 > α‖z‖2, z 6= 0.

Aśı, ‖(αI +LBτ )z‖ > α‖z‖, z 6= 0. Por tanto, α‖(αI +LBτ )−1z‖ < ‖z‖,
z 6= 0 y entonces

sup
α∈(0,1]

α‖(αI + LBτ )−1‖ ≤ 1. (3.27)

Por otro lado, del Lema 1.4.2 se tiene que

ĺım
α→0+

α(αI + LBτ )−1z = 0, ∀z ∈ Z. (3.28)

Queremos probar que Rango(Bτ
f ) = Z, es decir, dado z ∈ Z, existe

{uα} ⊂ L2(0, τ, U) tal que

ĺım
α→0+

Bτ
fuα = z. (3.29)

De (3.24) se sigue que (3.29) es equivalente a probar que

ĺım
α→0+

[Bτuα + F (uα)] = z,

ó
ĺım

α→0+
Bτuα = z − ĺım

α→0+
F (uα).

Ahora, de la hipótesis (3.26) tenemos

Bτuα = BτBτ∗(αI + LBτ )−1(z − F (uα))
= LBτ (αI + LBτ )−1(z − F (uα))
= [(αI + LBτ )(αI + LBτ )−1 − αI(αI + LBτ )−1](z − F (uα))
= [I − α(αI + LBτ )−1](z − F (uα))
= z − F (uα)− α(αI + LBτ )−1(z − F (uα)).

Aśı, Bτuα + F (uα) = z − α(αI + LBτ )−1(z − F (uα)). Luego, (3.29) se
cumple si, y sólo si,

ĺım
α→0+

α(αI + LBτ )−1(z − F (uα)) = 0,

es decir,

ĺım
α→0+

α(αI + LBτ )−1z − ĺım
α→0+

α(αI + LBτ )−1F (uα) = 0. (3.30)
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El primer limite en (3.30) es cero por (3.28).
Ahora, como Rango(F ) es relativamente compacto, podemos suponer,
sin perder generalidad, que existe y ∈ Z tal que

ĺım
α→0+

F (uα) = y. (3.31)

Luego,

α(αI + LBτ )−1F (uα) = α(αI + LBτ )−1y + α(αI + LBτ )−1(F (uα)− y).

Tomando en cuenta (3.27), (3.28), (3.31) y la expresión anterior, obte-
nemos que el segundo ĺımite en (3.30) es cero. Aśı, se satisface (3.29) y
por lo tanto el sistema no lineal (3.11) es aproximadamente controlable.

�

Observación. En el caso en que el sistema lineal (3.1) es exactamente
controlable y F es, además, una función lipschitziana con constante de
lipschitz suficientemente pequeña, entonces (3.26) se satisface y aśı se
tendŕıa la conclusión del Lema 3.3.2 anterior.



Caṕıtulo 4

Controlabilidad de Sistemas
Semilineales Discretos

Una de las principales áreas de aplicación para los métodos de control
discretos es el control de sistemas continuos, es decir, aquellos sistemas
modelados por ecuaciones diferenciales y no por ecuaciones en diferen-
cias. La razón para esto es que mientras la mayoŕıa de los sistemas f́ısicos
están modelados por ecuaciones diferenciales, las leyes de control son a
menudo implementadas en un computador digital, cuyas entradas y sali-
das son sucesiones. Una aproximación común para diseños de control en
este caso es obtener un modelo de ecuación en diferencias que aproxima
al sistema continuo a ser controlado.
En el presente caṕıtulo estudiamos la controlabilidad de ecuaciones en
diferencias, sobre espacios de dimensión infinita, de la forma

z(n + 1) = A(n)z(n) +B(n)u(n) + f(z(n), u(n)), n ∈ N∗, z(0) = z0,
(4.1)

donde z(n) ∈ Z, u(n) ∈ U , Z y U son espacios de Hilbert, A ∈
l∞(N, L(Z)), B ∈ l∞(N, L(U,Z)), u ∈ l2(N, U), L(U,Z) denota el espa-
cio de todos los operadores lineales acotados de U a Z y L(Z,Z) = L(Z).
El termino no lineal f : Z × U −→ Z es una función adecuada.
En primer lugar, damos caracterizaciones que permiten estudiar la con-
trolabilidad, tanto exacta como aproximada, de la ecuación lineal, es
decir, de ecuaciones de la forma (4.1) sin el termino no lineal f(z, u). En
especial, mostramos un teorema análogo al Teorema 3.1.1 del caṕıtulo
3, para la ecuación en diferencias lineal

69
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z(n+ 1) = A(n)z(n) +B(n)u(n), n ∈ N∗, z(0) = z0. (4.2)

Como un segundo paso consideraremos la siguiente ecuación en diferen-
cias lineal

z(n+ 1) = T (n)z(n) +B(n)u(n), n ∈ N∗, z(n) ∈ Z, u(n) ∈ U, (4.3)

donde Z, U son espacios de Hilbert, N∗ = N ∪ {0}, B ∈ l∞(N, L(U,Z)),
u ∈ l2(N, U) y {T (t)}t≥0 es un C0-semigrupo dado por:

T (t)z =
∞∑

j=1

eAjtPjz, z ∈ Z, t ≥ 0,

de acuerdo al Lema 1.1.1. Particularmente, damos caracterizaciones que
permiten reducir el estudio de la controlabilidad de la ecuación lineal
(4.3), al estudio de la controlabilidad de una familia de sistemas, usando
para ello las técnicas que se conocen del caṕıtulo 3 para la ecuación
de evolución continua (3.1), adaptándolas al caso discreto, junto con
herramientas propias de las ecuaciones en diferencias de la forma (4.3).

En tercer lugar, estudiamos la controlabilidad, tanto exacta como aproxi-
mada, de la ecuación no lineal de la forma (4.1). Para ser más espećıficos,
suponiendo que el sistema lineal (4.2) es exactamente controlable y que
f es una función Lipschitziana con constante de lipschitz suficientemente
pequeña, mostraremos que el sistema (4.1) es exactamente controlable,
es decir, la controlabilidad exacta de la ecuación lineal se preserva bajo
la perturbación no lineal f . Y, si el sistema lineal (4.2) es aproximada-
mente controlable, dando ciertas condiciones para f , mostraremos que
el sistema no lineal (4.1) es aproximadamente controlable.

La motivación para estudiar, en este trabajo, la controlabilidad para
ecuaciones en diferencias, nos la da el trabajo de Sasu [52].

Alĺı, la autora se concentra en el estudio de la estabilizabilidad de la
ecuación (4.2), más que en la controlabilidad, particularmente su re-
sultado principal es el siguiente: “Si el sistema (4.2) es completamente
estabilizable y A es sobreyectivo, entonces (4.2) es exactamente contro-
lable”.

Notese que ese resultado no caracteriza completamente la controlabili-
dad exacta de la ecuación (4.2), es decir, no es una condición necesaria y
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suficiente; pues no es cierto que un sistema en diferencias que sea exac-
tamente controlable, sea estabilizable y el operador A sea sobreyectivo.
Por otra parte, en este trabajo de Sasu, no se estudia la controlabilidad
de la ecuación semilineal (4.1), algo común que observamos al revisar
la poca bibliograf́ıa existente sobre controlabilidad de ecuaciones en di-
ferencias. Es por ello que nos motivamos a estudiar la controlabilidad
de las ecuaciones en diferencias (4.2) y (4.1). Algunos de los resultados
presentados en este capitulo se encuentran en menor detalle en [43], [44],
[45].

4.1. Controlabilidad para Sistemas Lineales Dis-
cretos.

En esta sección presentamos condiciones necesarias y suficientes para
estudiar la controlabilidad exacta y aproximada de la siguiente ecuación
en diferencias lineal

z(n+ 1) = A(n)z(n) +B(n)u(n), n ∈ N, z(0) = z0, (4.4)

donde z(n) ∈ Z, u(n) ∈ U , Z, U son espacios de Hilbert, N∗ = N ∪ {0},
A ∈ l∞(N, L(Z)), B ∈ l∞(N, L(U,Z)), u ∈ l2(N, U).
Para este fin, daremos primero las definiciones de controlabilidad exacta
y aproximada para el sistema (4.4).
Considere el conjunto ∆ = {(m,n) ∈ N × N : m ≥ n} y sea Φ =
{Φ(m,n)}(m,n)∈∆ el operador de evolución asociado a A, i.e.,

Φ(m,n) =

{
A(m− 1) · · ·A(n), m > n,

I, m = n,

donde I es el operador identidad en el espacio de Hilbert Z.
Entonces, la solución de (4.4) está dada por la formula de variación de
constantes discreta:

z(n) = Φ(n, 0)z(0) +
n∑

k=1

Φ(n, k)B(k − 1)u(k − 1), n ∈ N. (4.5)

Definición 4.1.1. (Controlabilidad Exacta) El sistema (4.4) se dice
que es exactamente controlable si existe n0 ∈ N tal que para cada z0,
z1 ∈ Z existe u ∈ l2(N, U) para el cual z(0) = z0 y z(n0) = z1.
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Definición 4.1.2. (Controlabilidad Aproximada) El sistema (4.4)
se dice que es aproximadamente controlable si existe n0 ∈ N tal que
para cada z0, z1 ∈ Z, ε > 0 existe u ∈ l2(N, U) para el cual z(0) = z0 y
‖z(n0)− z1‖ < ε.

En estos casos decimos que (4.4) es exactamente (resp. aproximadamen-
te) controlable para algún n0 ∈ N.
A continuación presentaremos una versión discreta del Teorema 3.1.1 del
caṕıtulo 3 para la ecuación controlada en diferencias (4.4) en espacios
de Hilbert. Para ello daremos las siguientes definiciones.

Definición 4.1.3. Para el sistema (4.4) definimos los siguientes con-
ceptos:

a) La aplicación de controlabilidad, Bn0 : l2(N, U) −→ Z (para
n0 ∈ N), es definida como sigue

Bn0u =

n0∑

k=1

Φ(n, k)B(k − 1)u(k − 1). (4.6)

b) La aplicación grammian (para n0 ∈ N) es definida por LBn0 =
Bn0Bn0∗.

Proposición 4.1.1. El adjunto Bn0∗ del operador Bn0 está dado por
Bn0∗ : Z −→ l2(N, U)

(Bn0∗z)(k − 1) =

{
B∗(k − 1)Φ∗(n0, k)z, k ≤ n0,

0, k > n0,
(4.7)

y

LBn0z =

n0∑

k=1

Φ(n0, k)B(k − 1)B∗(k − 1)Φ∗(n0, k)z, z ∈ Z. (4.8)



73

Demostración

〈Bn0u, z〉 =

〈
n0∑

k=1

Φ(n0, k)B(k − 1)u(k − 1), z

〉

Z,Z

=

n0∑

k=1

〈Φ(n0, k)B(k − 1)u(k − 1), z〉Z,Z

=

n0∑

k=1

〈u(k − 1), B∗(k − 1)Φ∗(n0, k)z〉U,U

=

n0∑

k=1

〈u(k−1), B∗(k−1)Φ∗(n0, k)z〉U,U+
∞∑

k=n0+1

〈u(k−1), 0〉U,U

= 〈u,Bn0∗z〉l2(N,U),l2(N,U)

lo cual prueba (4.7). Más aún, (4.8) se sigue inmediatamente de la defi-
nición 4.1.3 y de (4.7). �

Teorema 4.1.1. (a)La ecuación(4.4) es exactamente controlable para
algún n0 ∈ N si, y sólo si, una de las siguientes afirmaciones vale:

(i) Rango(Bn0) = Z.

(ii) Existe γ > 0 tal que

〈LBn0z, z〉 ≥ γ‖z‖2Z , ∀z ∈ Z.

(iii) Existe γ > 0 tal que

‖Bn0∗z‖l2(N,U) ≥ γ‖z‖Z , ∀z ∈ Z.

(b) La ecuación (4.4) es aproximadamente controlable para algún n0 ∈
N si, y sólo si, una de las siguientes afirmaciones vale:

(i) Ker(Bn0∗) = {0}.
(ii) 〈LBn0 z, z〉 > 0, z 6= 0 en Z.

(iii) B∗(k − 1)Φ∗(n0, k)z = 0 ⇒ z = 0, k ≤ n0.

(iv) Rango(Bn0) = Z.

Demostración
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(a) Puesto que LBn0 = Bn0Bn0∗, tenemos que

〈LBn0 z, z〉=〈Bn0Bn0∗z, z〉=〈Bn0∗z,Bn0∗z〉=‖Bn0∗z‖2,∀z ∈ Z,
(4.9)

lo cual muestra la equivalencia entre (ii) y (iii).

Si (ii) vale, entonces LBn0 es invertible y acotada. Aśı,
Rango(LBn0 ) = Dom((LBn0 )−1) = Z. Del hecho de que LBn0 =
Bn0Bn0∗ se obtiene Rango(LBn0 ) ⊂ Rango(Bn0). Aśı Rango(Bn0) =
Z, con lo cual se prueba (i).

Supongamos que Rango(Bn0) = Z. Entonces, probaremos que (iii)
se cumple. Primero, supongamos que Bn0 es inyectiva; entonces
(Bn0)−1 ∈ L(Z, l2(N, U)) y (Bn0∗)−1 ∈ L(l2(N, U), Z). Por tanto,
existe β > 0 tal que

‖(Bn0∗)−1u‖Z ≤ β‖u‖l2(N,U), ∀u ∈ l2(N, U),

y con z = (Bn0∗)−1u obtenemos

‖z‖Z ≤ β‖Bn0∗z‖l2(N,U),

lo cual es equivalente a (iii) considerando γ = 1/β.

Para el caso general, definamos el espacio de HilbertX=[Ker(Bn0)]⊥

dotado con la norma definida por ‖u‖X = ‖u‖l2 .
Luego, definimos B̂n0u = Bn0u, u ∈ X, lo cual hace que B̂n0 sea
una aplicación biyectiva sobre X, y aplicando nuestro argumento
de arriba a B̂n0 se muestra que existe β > 0 tal que para todo
z ∈ Z

β‖B̂n0∗z‖X ≥ ‖z‖Z .
Del Lema A.3.30 de Curtain & Zwart [18], el Teorema de Repre-
sentación de Riesz y el Teorema de Hahn Banach deducimos que

‖B̂n0∗z‖ = sup
{u∈X:‖u‖≤1}

〈u, B̂n0∗z〉= sup
{u∈X:‖u‖≤1}

〈B̂n0u, z〉

= sup
{u∈X:‖u‖≤1}

〈Bn0u, z〉= sup
{u∈l2(N,U):‖u‖≤1}

〈Bn0u, z〉

= ‖Bn0∗z‖l2 .
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En consecuencia, tenemos que

‖Bn0∗z‖l2 = ‖B̂n0∗z‖X ≥ 1

β
‖z‖Z .

Una vez más, con γ = 1/β, tenemos (iii).

Ahora, probaremos que la controlabilidad exacta de (4.4) implica
(i). Supongamos que (4.4) es exactamente controlable para algún
n0. Dado z ∈ Z podemos encontrar z0 y z1 en Z tales que

z1 = Φ(n0, 0)z0 + z. (4.10)

Entonces existe u ∈ l2(N, U) tal que z0(0) = z0 and zu(n0) = z1.
Aśı,

z1 = zu(n0) = Φ(n0, 0)z0 +

n0∑

k=1

Φ(n0, k)B(k − 1)u(k − 1). (4.11)

Sustituyendo (4.10) en (4.11), obtenemos

Φ(n0, 0)z0 + z = Φ(n0, 0)z0 +

n0∑

k=1

Φ(n0, k)B(k − 1)u(k − 1).

Entonces,

z =

n0∑

k=1

Φ(n0, k)B(k − 1)u(k − 1) = Bn0u.

Aśı, Rango(Bn0) = Z.

A continuación, mostraremos que (i) implica la controlabilidad
exacta de (4.4). Supongamos que Rango(Bn0) = Z. Consideremos
z en Z tal que

z = z1 − Φ(n0, 0)z0, (4.12)

con z0, z1 in Z. Entonces existe un control u tal que

Bn0u = z. (4.13)

Luego, sustituyendo (4.12) en (4.13), obtenemos

z = z1 − Φ(n0, 0)z0 =

n0∑

k=1

Φ(n0, k)B(k − 1)u(k − 1).
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Por tanto,

zu(n0) = Φ(n0, 0)z0 +

n0∑

k=1

Φ(n0, k)B(k − 1)u(k − 1).

Aśı, obtenemos una solución zu(·) de (4.4) tal que zu(n0) = z1 y
zu(0) = z0, es decir, (4.4) es exactamente controlable. Esto con-
cluye la prueba de la parte (a).

(b) De la proposición 4.1.1 se sigue que (i) y (iii) son equivalentes, y
(4.9) muestra que (i) y (ii) son equivalentes. Sabemos que

(Ker(Bn0∗))⊥ = Rango(Bn0).

De esto se sigue que: Rango(Bn0) = Z sii (Ker(Bn0∗))⊥ = Z sii
Ker(Bn0∗) = {0}, lo cual muestra que (i) y (iv) son equivalentes.

Ahora, supongamos que (4.4) es aproximadamente controlable; en-
tonces para ε > 0, z, z0, z1 en Z, tales que z1 = Φ(n0, 0)z0 + z,
existe u ∈ l2(N, U) con zu(0) = z0 y ‖zu(n0)− z1‖ < ε. Aśı,

zu(n0) = Φ(n0, 0)z0 +

n0∑

k=1

Φ(n0, k)B(k − 1)u(k − 1).

Por lo tanto,

‖Bn0u− z‖ =

∥∥∥∥∥

n0∑

k=1

Φ(n0, k)B(k − 1)u(k − 1)− z

∥∥∥∥∥

=

∥∥∥∥∥

n0∑

k=1

Φ(n0, k)B(k − 1)u(k − 1)+Φ(n0, 0)z0 − z1

∥∥∥∥∥

= ‖zu(n0)− z1‖ < ε,

lo cual implica (iv).

Supongamos que Rango(Bn0) = Z. Sea z ∈ Z tal que z = z1 −
Φ(n0, 0)z0 con z0, z1 en Z. Entonces, existe un control u tal que
‖Bn0u− z‖ < ε. Aśı,

‖Bn0u+Φ(n0, 0)z0 − z1‖ = ‖zu(n0)− z1‖ < ε.
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Luego, hemos obtenido una solución zu(·) de (4.4) tal que zu(0) =
z0 y ‖zu(n0) − z1‖ < ε; esto nos permite concluir que (4.4) es
aproximadamente controlable y termina la prueba de la parte (b).

�

Lema 4.1.1. La ecuación (4.4) es exactamente controlable para algún
n0 ∈ N si, y sólo si, LBn0 es invertible. Más aún, en este caso S =
Bn0∗L−1

Bn0 es una inversa por la derecha de Bn0 y un control u ∈ l2(N, U)
que lleva el estado inicial z0 a un estado final z1 está dado por:

u = Bn0∗L−1
Bn0 (z1 − Φ(n0, 0)z0). (4.14)

Demostración
Supongamos que el sistema (4.4) es exactamente controlable. Entonces,
del Teorema 4.1.1 parte (a)− (iii), existe γ > 0 tal que ‖Bn0∗z‖ ≥ γ‖z‖,
para todo z ∈ Z, es decir,

‖Bn0∗z‖2 ≥ γ2‖z‖2, z ∈ Z,

equivalentemente,

〈Bn0Bn0∗z, z〉 ≥ γ2‖z‖2, z ∈ Z,

y,
〈LBn0 z, z〉 ≥ γ2‖z‖2, z ∈ Z. (4.15)

Esto implica que LBn0 es inyectiva. Ahora, probaremos que LBn0 es
sobreyectiva. Es decir,

R(LBn0 ) = Rango(LBn0 ) = Z.

Por reducción al absurdo, supongamos que R(LBn0 ) está estrictamente
contenido en Z. Por otro lado, usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz
y (4.15) obtenemos

‖LBn0z‖l2 ≥ γ2‖z‖, z ∈ Z,

lo cual implica queR(LBn0 ) es cerrado. De aqúı, aplicando el Teorema de
Hahn Banach, podemos probar que Rango(LBn0 ) = Z. En consecuencia,
LBn0 es una biyección y del Teorema de la Aplicación Abierta, L−1

Bn0 es
un operador lineal acotado.
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Ahora supongamos que LBn0 es invertible. Entonces, del Teorema 4.1.1
es suficiente probar que R(Bn0) = Z. Para z ∈ Z definimos el control
uz ∈ l2(N, U) como sigue

uz = Sz = Bn0∗L−1
Bn0z.

Entonces Bn0uz = z. El resto de la prueba se sigue de aqúı. �

Un par de caracterizaciones más para la controlabilidad exacta del sis-
tema (4.4) están dadas en los siguientes Lemas.

Lema 4.1.2. El sistema (4.4) es exactamente controlable para algún
n0 ∈ N si, y sólo si,

sup
α∈(0,1]

‖(αI + LBn0 )−1‖ < ∞. (4.16)

Demostración
Supongamos que (4.4) es exactamente controlable. Entonces por el Teo-
rema 4.1.1 parte (a)− (ii), se tiene que existe γ > 0 tal que

〈LBn0z, z〉 ≥ γ‖z‖2Z , ∀z ∈ Z.

Luego, para todo z ∈ Z y α ≥ 0, tenemos

〈z, (αI+LBn0 )z〉=〈z, αz〉+〈z, LBn0 z〉=α‖z‖2+〈z, LBn0 z〉 ≥ (α+γ)‖z‖2,

es decir,
〈z, (αI + LBn0 )z〉 ≥ (α+ γ)‖z‖2.

Usando la Desigualdad de Cauchy-Schwarz, obtenemos

‖(αI + LBn0 )z‖ ≥ (α+ γ)‖z‖.

Aśı,
(α+ γ)‖(αI + LBn0 )−1y‖ ≤ ‖y‖,

de donde se sigue que, para todo α ≥ 0,

‖(αI + LBn0 )−1‖ ≤ 1
α+γ ≤ 1

γ .

Por tanto, ‖(αI + LBn0 )−1‖ es acotada como función de α ≥ 0 y aśı se
tiene la validez de (4.16).
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Rećıprocamente, supongamos que vale (4.16). Esto implica que ĺım
α→0+

(αI+

LBn0 )−1 existe y es finito. En efecto, sabemos que (αI + LBn0 )−1 =
R(αI,−LBn0 ) y, la identidad del resolvente,

R(αI,−LBn0 )−R(βI,−LBn0 ) = (β − α)R(αI,−LBn0 )R(βI,−LBn0 ),

junto con (4.16), muestran que {R(αI,−LBn0 )} es una sucesión de Cauchy
de operadores lineales acotados. Consideremos

S = ĺım
α→0+

R(αI,−LBn0 ) = ĺım
α→0+

(αI + LBn0 )−1.

Luego,

LBn0 ( ĺım
α→0+

(αI + LBn0 )−1) = LBn0S.

Entonces,

ĺım
α→0+

(αI + LBn0 − αI)(αI + LBn0 )−1 = LBn0S,

es decir,

I − ĺım
α→0+

α(αI + LBn0 )−1 = LBn0S.

Pero la condición (4.16) implica que

ĺım
α→0+

α(αI + LBn0 )−1 = 0.

Aśı, para todo z ∈ Z, se tiene que

z = LBn0Sz = Bn0Bn0∗Sz.

Por tanto Bn0 es sobreyectivo, y en consecuencia (4.4) es exactamente
controlable por el Teorema 4.1.1 parte (a)− (i). �

Proposición 4.1.2. El sistema (4.4) es exactamente controlable para
algún n0 ∈ N si, y sólo si,

sup
α>0

α‖(αI + LBn0 )−1‖ < 1. (4.17)
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Demostración
Supongamos que (4.4) es exactamente controlable para algún n0 ∈ N,
entonces por el Teorema 4.1.1 parte (a)− (ii) existe γ > 0 tal que

〈LBn0 z, z〉 ≥ γ‖z‖2, ∀z ∈ Z.

Luego, para z ∈ Z se tiene que

〈(αI + LBn0 )z, z〉 > (α+ γ)‖z‖2,

y, por la desigualdad de Cauchy-Schwarz, se tiene

‖(αI + LBn0 )z‖ > (α+ γ)‖z‖,

aśı
(α+ γ)‖(αI + LBn0 )−1z‖ < ‖z‖.

Por tanto

0 < sup
α>0

α‖(αI + LBn0 )−1‖ < sup
α>0

(α+ γ)‖(αI + LBn0 )−1‖ ≤ 1.

Rećıprocamente, supongamos que (4.17) es cierto, entonces

Bn0Bn0∗ = (αI + LBn0 )− αI,

aśı
Bn0Bn0∗(αI + LBn0 )−1 = I − α(αI + LBn0 )−1,

de aqúı, haciendo uso del Teorema 3.2.1, tenemos que Rango(Bn0) = Z,
es decir, (4.4) es exactamente controlable. �

Con respecto a la controlabilidad aproximada de la ecuación en diferen-
cias lineal (4.4), tenemos las siguientes caracterizaciones.

Lema 4.1.3. La ecuación (4.4) es aproximadamente controlable para
algún n0 ∈ N si, y sólo si, Rango(LBn0 ) = Z.

Demostración
Supongamos que el sistema (4.4) es aproximadamente controlable para
algún n0 ∈ N∗. Entonces, del Teorema 4.1.1 parte (b)− (ii) tenemos que

〈LBn0z, z〉 > 0, ∀z ∈ Z, z 6= 0. (4.18)
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Por reducción al absurdo, supongamos que

Rango(LBn0 )  Z.

Entonces, del Teorema de Hanh-Banach existe z0 6= 0 tal que

〈LBn0z, z0〉 = 0, ∀z ∈ Z.

En particular, si ponemos z = z0, entonces 〈LBn0 z0, z0〉 = 0, lo cual
contradice (4.18).
Rećıprocamente, supongamos que Rango(LBn0 ) = Rango(Bn0Bn0∗) =
Z, aśı Rango(Bn0) = Z. Entonces, del Teorema 4.1.1 tenemos que (4.4)
es aproximadamente controlable. �

Lema 4.1.4. El sistema (4.4) es aproximadamente controlable para
algún n0 ∈ N si, y sólo si, para cada z ∈ Z,

ĺım
α→0+

α(αI + LBn0 )−1z = 0. (4.19)

Más aún, en este caso, una sucesión de controles que transfiere el estado
inicial z0 a una ε-vecindad de un estado final z1 está dada por

uα = Bn0∗(αI + LBn0 )−1(z1 − Φ(n0, 0)z0).

Demostración
Supongamos que el sistema (4.4) es aproximadamente controlable para
algún n0 ∈ N. Entonces, por el Teorema 4.1.1 parte (b) − (ii), se tiene
que, para z 6= 0 en Z

〈LBn0z, z〉 > 0. (4.20)

Supongamos que existe z0 ∈ Z tal que

ĺım
α→0+

α(αI + LBn0 )−1z0 = y0 6= 0.

Entonces,
ĺım

α→0+
αLBn0 (αI + LBn0 )−1z0 = LBn0y0,

y
ĺım

α→0+
αz0 − α[α(αI + LBn0 )−1z0] = LBn0y0.

Es decir, LBn0y0 = 0, lo cual contradice (4.20). Por tanto, vale (4.19).
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Rećıprocamente, supongamos que

ĺım
α→0+

α(αI + LBn0 )−1z = 0,∀z ∈ Z.

Queremos probar que Rango(Bn0) = Z. Equivalentemente debemos ver
que, para todo z ∈ Z existe una sucesión de controles {uα} ⊂ l2, tales
que

ĺım
α→0+

Bn0uα = z.

Para todo z ∈ Z, definimos la familia de controles

uα = Bn0∗(αI + LBn0 )−1z,

entonces

Bn0uα = Bn0Bn0∗(αI + LBn0 )−1z

= (αI + LBn0 − αI)(αI + LBn0 )−1z

= z − α(αI + LBn0 )−1z.

De esto y (4.19) se sigue que

ĺım
α→0+

Bn0uα = z.

En consecuencia, el sistema (4.4) es aproximadamente controlable. Esto
completa la prueba del Lema. �

Corolario 4.1.1. La familia de operadores Γα : Z −→ l2(N, U) definida
por

Γαz = Bn0∗(αI + LBn0 )−1z, α ∈ (0, 1],

es una inversa aproximada por la derecha del operador Bn0, es decir,

ĺım
α→0+

Bn0Γα = I.

4.2. Una Ecuación en Diferencias Lineal Parti-
cular.

Ahora bien, una forma de obtener Ecuaciones en Diferencias en espacios
de Banach es haciendo una discretización en el flujo de una ecuación de
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evolución; este método fue usado por Chow & Leiva [10], Henry [29] y
Megan, Sasu & Sasu [47], para caracterizar dicotomı́a exponencial pa-
ra operadores de evolución y productos cruzados de semiflujos (skew
product semiflows). Aśı que, en la presente sección estudiamos la con-
trolabilidad del sistema

z(n+1) = T (n)z(n)+B(n)u(n), n ∈ N∗, z(n) ∈ Z, u(n) ∈ U, (4.21)

donde Z, U son espacios de Hilbert, N∗ = N ∪ {0}, B ∈ l∞(N, L(U,Z)),
u ∈ l2(N, U) y {T (t)}t≥0 es un C0-semigrupo dado por:

T (t)z =

∞∑

j=1

eAjtPjz, z ∈ Z, t ≥ 0, (4.22)

de acuerdo al Lema 1.1.1. Notese que la ecuación (4.21) anterior es la
discretización en el flujo del sistema de control gobernado por la ecuación
de evolución (3.1).

Proposición 4.2.1. El operador de evolución Φ = {Φ(m,n)}(m,n)∈∆
asociado a la ecuación (4.21), está dado por la fórmula Φ(m,n) =
T (Θ(m,n)), donde

Θ(m,n) = m2−n2−m+n
2 ∈ N,m ≥ n.

Demostración
Sabemos que

Φ(m,n) = T (m−1)T (m−2) · · ·T (n) = T (m−1)T (m−2) · · ·T (m−k),

donde m = n+ k. Entonces,

Φ(m,n) = T (m− 1 +m− 2 + · · ·+m− k) = T

(
km−

k∑

i=1

i

)

= T
(
km− k(k+1)

2

)
= T

(
2km−kk−k

2

)
= T

(
k(2m−k)−k

2

)

= T
(
k(m+n)−k

2

)
= T

(
k(m+n−1)

2

)
= T

(
(m−n)(m+n−1)

2

)

= T
(
m2−n2−m+n

2

)
= T (Θ(m,n)).
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Ahora consideramos de nuevo la hipótesis

PjBB∗ = BB∗Pj , j = 1, 2, . . . . (4.23)

Proposición 4.2.2. Bajo la hipótesis (4.23) el operador

LBn0z = Bn0Bn0∗z =

n0∑

k=1

Φ(n0, k)B(k − 1)B∗(k − 1)Φ∗(n0, k)z,

puede ser escrito como sigue

LBn0z =
∞∑

j=1

LBn0
j
Pjz,

donde

LBn0
j
z = Bn0

j Bn0∗
j z =

n0∑

k=1

eAjΘ(n0,k)BjB
∗
j e

A∗
jΘ(n0,k)z, z ∈ R(Pj),

y Θ(n0, k) =
n2
0−k2−n0+k

2 ∈ N.

Demostración

De la definición del operador LBn0 , la representación (4.22) de T (t) y la
Proposición 4.2.1 obtenemos que

LBn0z =

n0∑

k=0




∞∑

j=1

eAjΘ(n0,k)Pj


BB∗

( ∞∑

l=1

eA
∗
l Θ(n0,k)Pkz

)

=

n0∑

k=0

∞∑

j=1

eAjΘ(n0,k)BjB
∗
j e

A∗
jΘ(n0,k)Pjz

=
∞∑

j=1

n0∑

k=0

eAjΘ(n0,k)BjB
∗
j e

A∗
jΘ(n0,k)Pjz

=

∞∑

j=1

LBn0
j
Pjz.

�

El siguiente Lema es el resultado principal de esta sección.
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Lema 4.2.1. (a) El sistema (4.21) es exactamente controlable (para
algún n0 ∈ N) si, y sólo si, existe γ >0 tal que

〈LBn0
j
Pjz, Pjz〉 ≥ γ‖Pjz‖2, ∀z ∈ Z, j = 1, 2, 3, . . . .

(b) El sistema (4.21) es aproximadamente controlable (para algún n0 ∈
N) si, y sólo si, cada uno de los siguientes sistemas

z(n+1)=eAjnz(n)+Bju(n), z(n) ∈ R(Pj), n ∈ N, j = 1, 2, 3, . . . ,
(4.24)

es aproximadamente controlable.

(c) El sistema (4.21) es aproximadamente controlable (para algún n0 ∈
N) si, y sólo si,

〈LBn0
j
Pjz, Pjz〉 > 0, ∀z 6= 0 en Z, j = 1, 2, 3, . . . .

Demostración

(a) Supongamos que existe γ> 0 tal que 〈LBn0
j
Pjz, Pjz〉 ≥ γ‖Pjz‖2.

Entonces

〈LBn0z, z〉 =
〈 ∞∑

j=1

LBn0
j
Pjz,

∞∑

m=1

Pmz

〉

=

〈 ∞∑

j=1

(
n0∑

k=1

eAjΘ(n0,k)BjB
∗
j e

A∗
jΘ(n0,k)

)
Pjz,

∞∑

m=1

Pmz

〉

=

∞∑

j=1

∞∑

m=1

〈
n0∑

k=1

eAjΘ(n0,k)BjB
∗
j e

A∗
jΘ(n0,k)Pjz, Pmz

〉

=

∞∑

j=1

〈
n0∑

k=1

eAjΘ(n0,k)BjB
∗
j e

A∗
jΘ(n0,k)Pjz, Pjz

〉

=
∞∑

j=1

〈LBn0
j
Pjz, Pjz〉 ≥ γ

∞∑

j=1

‖Pjz‖2 = γ‖z‖2.

Aśı, (4.21) es exactamente controlable por el Teorema 4.1.1 parte
(a)− (ii). Rećıprocamente, supongamos que (4.21) es exactamente
controlable, entonces por el Teorema 4.1.1 parte (a) − (ii), existe
γ > 0 tal que

〈LBn0 z, z〉 ≥ γ‖z‖2.
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En particular,

〈LBn0
j
Pjz, Pjz〉=

〈 ∞∑

i=1

LBn0
i
PiPjz, Pjz

〉
=〈LBn0Pjz,Pjz〉≥γ‖Pjz‖2,

lo cual concluye la prueba de (a).

(b) Supongamos que (4.21) is aproximadamente controlable y que exis-
te j tal que

z(n + 1) = eAjnz(n) +Bju(n), z(n) ∈ R(Pj), n ∈ N

no es aproximadamente controlable. Entonces por el Teorema 4.1.1
parte (b)− (iii), existe zj ∈ R(Pj), zj 6= 0 tal que

B∗
j e

A∗
jΘ(n,k)zj = 0, k = 1, 2, ... .

Más aún, puesto que (4.21) es aproximadamente controlable, te-
nemos

B∗T ∗(Θ(n, k))z = 0 ⇒ z = 0, k = 1, 2... .

Ahora, si ponemos z = Pjzj = zj , entonces

B∗T ∗(Θ(n, k))z = B∗
∞∑

l=1

eA
∗
l Θ(n,k)Plz

= B∗eA
∗
jΘ(n,k)Pjzj = (Bj)

∗eA
∗
jΘ(n,k)zj = 0,

lo cual implica que zj = 0, y esto es una contradicción. Por tanto,
(4.24) es aproximadamente controlable para todo j.

Rećıprocamente, supongamos que (4.24) es aproximadamente con-
trolable para todo j. Notese que LBn0

j
es la aplicación grammian

asociada a (4.24). Entonces, por el Teorema 4.1.1 parte (b)− (ii),
tenemos que

〈LBn0
j
Pjz, Pjz〉 > 0, z 6= 0.
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Aśı,

〈LBn0z, z〉 =
〈 ∞∑

j=1

LBn0
j
Pjz,

∞∑

m=1

Pmz

〉

=

〈 ∞∑

j=1

(
n0∑

k=1

eAjΘ(n0,k)BjB
∗
j e

A∗
jΘ(n0,k)

)
Pjz,

∞∑

m=1

Pmz

〉

=
∞∑

j=1

∞∑

m=1

〈
n0∑

k=1

eAjΘ(n0,k)BjB
∗
j e

A∗
jΘ(n0,k)Pjz, Pmz

〉

=
∞∑

j=1

〈
n0∑

k=1

eAjΘ(n0,k)BjB
∗
j e

A∗
jΘ(n0,k)Pjz, Pjz

〉

=

∞∑

j=1

〈LBn0
j
Pjz, Pjz〉 > 0, z 6= 0.

En consecuencia, (4.21) es aproximadamente controlable y se prue-
ba (b).

(c) se sigue inmediatamente de (b) y el Teorema 4.1.1 parte (b). �

4.3. Controlabilidad Exacta para Sistemas
Semilineales Discretos.

En esta sección estudiaremos la controlabilidad exacta de la ecuación en
diferencias no lineal:

z(n + 1) = A(n)z(n) +B(n)u(n) + f(z(n), u(n)), n ∈ N∗, z(0) = z0,
(4.25)

donde z(n) ∈ Z, u(n) ∈ U , Z y U son espacios de Hilbert, A ∈
l∞(N, L(Z)), B ∈ l∞(N, L(U,Z)), u ∈ l2(N, U), L(U,Z) denota el espa-
cio de todos los operadores lineales acotados de U a Z y L(Z,Z) = L(Z).
El termino no lineal f : Z × U −→ Z es una función continua Lipschit-
ziana. Es decir: para todo z2, z1 ∈ Z y u1, u2 ∈ U tenemos que

‖f(z2, u2)− f(z1, u1)‖ ≤ L{‖z2 − z1‖+ ‖u2 − u1‖}. (4.26)

Supondremos que L es suficientemente pequeño y que el sistema en
diferencias lineal (4.4) es exactamente controlable (para algún n0 ∈ N),
es decir, R(Bn0) = Z.
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Para z0 ∈ Z, la ecuación (4.25) tiene una única solución dada por

z(n)=Φ(n, 0)z(0)+

n∑

k=1

Φ(n, k)[B(k − 1)u(k − 1) + f(z(k − 1), u(k − 1))], n ∈ N.

(4.27)

Definición 4.3.1. (Controlabilidad Exacta) El sistema (4.25) se
dice que es exactamente controlable si existe n0 ∈ N tal que para
cada z0, z1 ∈ Z existe u ∈ l2(N, U) para el cual z(0) = z0 y z(n0) = z1.

En este caso decimos que (4.25) es exactamente controlable para algún
n0 ∈ N.
Consideremos el siguiente operador no lineal Bn0

f : l2(N, U) −→ Z defi-
nido por

Bn0
f u =

n0∑

k=1

Φ(n0, k)B(k − 1)u(k − 1)+

n0∑

k=1

Φ(n0, k)f(z(k − 1), u(k − 1))

= Bn0u+

n0∑

k=1

Φ(n0, k)f(z(k − 1), u(k − 1)). (4.28)

Entonces, la siguiente proposición es una caracterización de la controla-
bilidad exacta del sistema no lineal (4.25).

Proposición 4.3.1. El sistema (4.25) es exactamente controlable para
algún n0 ∈ N si, y sólo si, R(Bn0

f ) = Rango(Bn0
f ) = Z.

Demostración
Supongamos que (4.25) es exactamente controlable sobre para algún
n0 ∈ N. Dado z ∈ Z, podemos encontrar z0, z1 ∈ Z tales que

z1 = Φ(n0, 0)z0 + z. (4.29)

Luego, existe un control u ∈ l2(N, U) tal que zu(0) = z0 y zu(n0) = z1.
Aśı,

z1 = zu(n0) = Φ(n0, 0)z0 +

n0∑

k=0

Φ(n0, k)B(k − 1)u(k − 1) +

n0∑

k=0

Φ(n0, k)f(zu(k − 1), u(k − 1)). (4.30)
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Sustituyendo (4.29) en (4.30), obtenemos

Φ(n0, 0)z0 + z = Φ(n0, 0)z0 +

n0∑

k=0

Φ(n0, k)B(k − 1)u(k − 1) +

n0∑

k=0

Φ(n0, k)f(zu(k − 1), u(k − 1)). (4.31)

Entonces,

z=

n0∑

k=0

Φ(n0, k)B(k−1)u(k−1)+

n0∑

k=0

Φ(n0, k)f(zu(k−1), u(k−1))=Bf
n0u.

Aśı, Rango(Bn0
f ) = Z.

Supongamos ahora que Rango(Bn0
f ) = Z.. Consideremos z ∈ Z tal que

z = z1 − Φ(n0, 0)z0, (4.32)

con z0, z1 ∈ Z. Entonces existe un control u ∈ l2(N, U) tal que

Bn0
f u = z. (4.33)

Entonces, sustituyendo (4.32) en (4.33), obtenemos

z = z1 − Φ(n0, 0)z0 =

n0∑

k=0

Φ(n0, k)B(k − 1)u(k − 1) +

n0∑

k=0

Φ(n0, k)f(zu(k − 1), u(k − 1)). (4.34)

De donde,

zu(n0) = Φ(n0, 0)z0 +

n0∑

k=0

Φ(n0, k)B(k − 1)u(k − 1) +

n0∑

k=0

Φ(n0, k)f(zu(k − 1), u(k − 1)). (4.35)

Aśı, hemos obtenido una solución zu(·) de (4.25) tal que zu(n0) = z1
y zu(0) = z0, es decir, (4.25) es exactamente controlable para algún
n0 ∈ N. �



90

Lema 4.3.1. Sean u1, u2 ∈ l2(N, U) y z1, z2 las soluciones correspon-
dientes de (4.25). Entonces, vale el siguiente estimado:

‖z1(j) − z2(j)‖Z
≤ M [‖B‖+ L]

√
n0e

MLn0‖u1 − u2‖l2(N,U)
(4.36)

donde j ≤ n0 y M = sup
1≤j,k≤n0

{‖Φ(j, k)‖}.

Demostración

Sean z1, z2 soluciones de (4.25) correspondientes a u1, u2 respectivamen-
te. Entonces

‖z1(j)− z2(j)‖=
j∑

k=1

‖Φ(j, k)‖‖B‖‖u1(k − 1)− u2(k − 1)‖

+

j∑

k=1

‖Φ(j, k)‖‖f(z1(k−1), u1(k−1))−f(z2(k−1), u2(k−1))‖

≤M [‖B‖+L]

j−1∑

k=1

‖u1(k)−u2(k)‖+ML

j−1∑

k=1

‖z1(k)−z2(k)‖

≤M [‖B‖+ L]
√
n0‖u1 − u2‖+ML

j−1∑

k=1

‖z1(k)− z2(k)‖.

(4.37)
Usando la desigualdad de Gronwall Discreta (Laksmikantham & Tri-
giante [32] Corolario 1.6.2) obtenemos

‖z1(j) − z2(j)‖Z
≤ M [‖B‖+ L]

√
n0e

MLn0‖u1 − u2‖l2(N,U)
, j ≤ n0.

�

Ahora, formularemos y probaremos el resultado principal de esta sección.

Teorema 4.3.1. Si el siguiente estimado vale

LK = ML(Γ + 1)‖Bn0∗‖‖L−1
Bn0‖

√
n0 < 1, (4.38)

donde Γ = M [‖B‖ + L]
√
n0e

MLn0 , y el sistema lineal (4.4) es exacta-
mente controlable, entonces el sistema no lineal (4.25) es exactamente
controlable para n0.

Demostración
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Queremos probar que

Bn0
f (l2(N;U)) = Rango(Bn0

f ) = Z.

Pero, de la controlabilidad exacta del sistema lineal (4.4) sabemos, debi-
do al Lema 4.1.1, que el operador S = Bn0∗L−1

Bn0
es una inversa por la de-

recha de Bn0 . Entonces, es suficiente probar que el operador B̃n0
f = Bn0

f ◦S
es sobreyectivo. De la ecuación (4.28) obtenemos la siguiente expresión
para este operador

B̃n0
f ξ = ξ +

n0∑

k=1

Φ(n0, k)f(z(k − 1), S(ξ)(k − 1)). (4.39)

Ahora, definamos el operador K : Z −→ Z por

Kξ =

n0∑

k=1

Φ(n0, k)f(z(k − 1), S(ξ)(k − 1)), (4.40)

donde z = zξ es la solución de (4.25) correspondiente a el control u =
S(ξ).
Entonces la ecuación (4.39) toma la forma

B̃n0
f = I +K. (4.41)

Se puede probar que la funciónK es globalmente Lipschitz con constante
de lipschitz

LK=ML(Γ + 1)‖Bn0∗‖‖L−1
Bn0‖

√
n0,

y la suposición (4.38) implica que LK < 1. En consecuencia, del Teorema
3.2.1 obtenemos que B̃n0

f = I+K es un homeomorfismo y aśı el operador
Bn0
f es sobreyectivo; es decir,

Bn0
f (l2(N;U)) = Rango(Bn0

f ) = Z.

�

Corolario 4.3.1. Bajo la hipótesis del Teorema 4.3.1 un control que
env́ıa el estado inicial z0 a un estado final z1 está dado por

u = Bn0∗L−1
Bn0 (I +K)−1(z1 −Φ(n0, 0)z0).

Corolario 4.3.2. El operador Γ : Z → Z definido por Γ = S ◦(I+K)−1

es una inversa por la derecha de el operador no lineal Bn0
f . Es decir,

Bn0
f ◦ Γ = I.
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4.4. Controlabilidad Aproximada para Sistemas

Semilineales Discretos.

En esta sección estudiaremos la controlabilidad aproximada de la ecua-
ción en diferencias no lineal (4.25) bajo ciertas condiciones sobre f y su-
poniendo la controlabilidad aproximada de la ecuación (4.4) para algún
n0.

Como mencionamos en la sección anterior, para z0 ∈ Z, la ecuación
(4.25) tiene una única solución dada por (4.27).

Definición 4.4.1. (Controlabilidad Aproximada) El sistema (4.25)
se dice que es aproximadamente controlable si existe n0 ∈ N tal que
para todo z0, z1 ∈ Z y ε > 0 existe u ∈ l2(N, U) tal que z(0) = z0 y
‖z(n0)− z1‖ < ε.

En este caso decimos que (4.25) es aproximadamente controlable para
algún n0 ∈ N.
Consideremos el siguiente operador no lineal Bn0

f : l2(N, U) −→ Z defi-
nido por

Bn0
f u=

n0∑

k=0

Φ(n0, k)B(k − 1)u(k − 1)+

n0∑

k=0

Φ(n0, k)f(z(k − 1), u(k − 1))

=Bn0u+

n0∑

k=0

Φ(n0, k)f(z(k − 1), u(k − 1)). (4.42)

Luego, la siguiente proposición es una caracterización de la controlabi-
lidad aproximada del sistema no lineal (4.25).

Proposición 4.4.1. El sistema (4.25) es aproximadamente controlable
para algún n0 si, y sólo si, Rango(Bn0

f ) = Z.

Demostración

Supongamos que (4.25) es aproximadamente controlable, entonces para
ε > 0, z, z0, z1 en Z, tales que z1 = Φ(n0, 0)z0 + z, existe u ∈ l2(N, U)
con zu(0) = z0 y ‖zu(n0)− z1‖ < ε. Aśı,

zu(n0) = Φ(n0, 0)z0+

n0∑

k=1

Φ(n0, k)[B(k−1)u(k−1)+f(z(k−1), u(k−1))].
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Por lo tanto,
‖Bn0

f u− z‖ = ‖zu(n0)− z1‖ < ε,

lo cual implica que Rango(Bn0
f ) = Z.

Supongamos ahora que Rango(Bn0
f ) = Z. Sea z ∈ Z tal que z = z1 −

Φ(n0, 0)z0 con z0, z1 en Z. Entonces, existe un control u tal que ‖Bn0
f u−

z‖ < ε. Aśı,

‖Bn0
f u+Φ(n0, 0)z0 − z1‖ = ‖zu(n0)− z1‖ < ε.

Luego, hemos obtenido una solución zu(·) de (4.25) tal que zu(0) = z0 y
‖zu(n0)− z1‖ < ε; lo cual nos permite concluir que (4.25) es aproxima-
damente controlable. �

Ahora, si definimos el operador F : l2(N, U) −→ Z por

F (u) =

n0∑

k=1

Φ(n0, k)f(z(k − 1), u(k − 1)), (4.43)

entonces
Bn0

f
u = Bn0u+ Fu. (4.44)

Supongamos que f es una función tal que se satisface lo siguiente

〈F ◦ Bn0∗z, z〉 > 0, ∀z ∈ Z, z 6= 0. (4.45)

Entonces obtenemos el siguiente resultado:

Lema 4.4.1. Si el sistema lineal (4.4) es aproximadamente controlable
y se cumple la condición (4.45), entonces el sistema no lineal (4.25) es
aproximadamente controlable.

Demostración
Como (4.4) es aproximadamente controlable se sigue del Teorema 4.1.1
parte (b)− (ii) que

〈LBn0 z, z〉 > 0, ∀z ∈ Z, z 6= 0.

Supongamos que Rango(Bn0
f )  Z. Por el Teorema de Hahn-Banach se

tiene que existe z0 ∈ Z, z0 6= 0, tal que 〈Bn0
f u, z0〉 = 0,∀u ∈ l2(N, U).

En particular, 〈Bn0
f ◦ Bn0∗z0, z0〉 = 0. Luego,

0 = 〈Bn0
f ◦ Bn0∗z0, z0〉 = 〈LBn0 z0, z0〉+ 〈F ◦ Bn0∗z0, z0〉 > 0.
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Esta contradicción prueba que Rango(Bn0
f ) = Z. Aśı, por la Proposición

4.4.1, se tiene que (4.25) es aproximadamente controlable. �

Otro resultado que muestra que la controlabilidad aproximada de (4.4)
se preserva bajo cierta perturbación no lineal es el siguiente.

Lema 4.4.2. Si el sistema lineal (4.4) es aproximadamente controlable,
Rango(F ) es relativamente compacto y para todo z ∈ Z, α > 0 existe
uα ∈ l2(N, U) tal que

uα = Bn0∗(αI + LBn0 )−1(z − F (uα)), (4.46)

entonces el sistema no lineal (4.25) es aproximadamente controlable.

Demostración
Como (4.4) es aproximadamente controlable, se tiene, del Teorema 4.1.1
parte (b)− (ii), que

〈LBn0z, z〉 > 0, ∀z ∈ Z, z 6= 0.

De donde se sigue que

‖z‖‖(αI + LBn0 )z‖ ≥ 〈z, (αI + LBn0 )z〉 > α‖z‖2, z 6= 0.

Aśı, ‖(αI+LBn0 )z‖ > α‖z‖, z 6= 0. Por tanto, α‖(αI+LBn0 )−1z‖ < ‖z‖,
z 6= 0 y entonces

sup
α∈(0,1]

α‖(αI + LBn0 )−1‖ ≤ 1. (4.47)

Por otro lado, del Lema 4.1.4 se tiene que

ĺım
α→0+

α(αI + LBn0 )−1z = 0, ∀z ∈ Z. (4.48)

Queremos probar que Rango(Bn0
f ) = Z, es decir, dado z ∈ Z, existe

{uα} ⊂ l2(N, U) tal que

ĺım
α→0+

Bn0
f uα = z. (4.49)

De (4.44) se sigue que (4.49) es equivalente a probar que

ĺım
α→0+

[Bn0uα + F (uα)] = z,
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ó
ĺım

α→0+
Bn0uα = z − ĺım

α→0+
F (uα).

Ahora, de la hipótesis (4.46) tenemos

Bn0uα = Bn0Bn0∗(αI + LBn0 )−1(z − F (uα))
= LBn0 (αI + LBn0 )−1(z − F (uα))
= [(αI + LBn0 )(αI + LBn0 )−1 − αI(αI + LBn0 )−1](z − F (uα))
= [I − α(αI + LBn0 )−1](z − F (uα))
= z − F (uα)− α(αI + LBn0 )−1(z − F (uα)).

Aśı, Bn0uα + F (uα) = z −α(αI +LBn0 )−1(z − F (uα)). Luego, (4.49) se
cumple si, y sólo si,

ĺım
α→0+

α(αI + LBn0 )−1(z − F (uα)) = 0,

es decir,

ĺım
α→0+

α(αI + LBn0 )−1z − ĺım
α→0+

α(αI + LBn0 )−1F (uα) = 0. (4.50)

El primer limite en (4.50) es cero por (4.48).
Ahora, como Rango(F ) es relativamente compacto, podemos suponer,
sin perder generalidad, que existe y ∈ Z tal que

ĺım
α→0+

F (uα) = y. (4.51)

Luego,

α(αI+LBn0 )−1F (uα) = α(αI+LBn0 )−1y+α(αI+LBn0 )−1(F (uα)−y).

Tomando en cuenta (4.47), (4.48), (4.51) y la expresión anterior, obte-
nemos que el segundo ĺımite en (4.50) es cero. Aśı, se satisface (4.49) y
por lo tanto el sistema no lineal (4.25) es aproximadamente controlable.

�

Observación. En el caso en que el sistema lineal (4.4) es exactamente
controlable y F es, además, una función lipschitziana con constante de
lipschitz suficientemente pequeña, entonces (4.46) se satisface y aśı se
tendŕıa la conclusión del Lema 4.4.2 anterior.





Caṕıtulo 5

Aplicaciones a Sistemas de
Control Gobernados por
Ecuaciones en Derivadas
Parciales

En el presente caṕıtulo, como aplicación de los resultados obtenidos en
los caṕıtulos previos, estudiaremos la controlabilidad de algunos pro-
blemas particulares. Pero antes haremos una formulación abstracta de
los mismos para lo cual es necesario recordar algunas propiedades de el
operador Laplaciano, que serán de utilidad en todas las aplicaciones que
presentaremos a continuación.
Sean Ω ⊂ RN y X = L2(Ω,R) y consideremos el operador lineal no
acotado A : D(A) ⊂ X → X definido por Aφ = −∆φ, donde

D(A) = H1
0 (Ω) ∩H2(Ω). (5.1)

El operador A tiene las siguientes propiedades bien conocidas: el espectro
de A consiste de solo autovalores

0 < λ1 < λ2 < · · · < λn → ∞,

cada uno con multiplicidad γn igual a la dimensión del correspondiente
autoespacio.

97
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a) Existe un conjunto ortonormal completo {φn} de autovectores de A.

b) Para todo x ∈ D(A) tenemos

Ax =

∞∑

n=1

λn

γn∑

k=1

< ξ, φn,k > φn,k =

∞∑

n=1

λnEnξ, (5.2)

donde < ·, · > es el producto interno en X y

Enx =

γn∑

k=1

< ξ, φn,k > φn,k. (5.3)

Aśı, {En} es una familia de proyecciones ortonormal completa en X y
x =

∑∞
n=1 Enx, x ∈ X.

c) −A genera un semigrupo anaĺıtico {e−At} dado por

e−Atx =

∞∑

n=1

e−λntEnx. (5.4)

d) Los espacios de potencias fraccionarios Xr están dados por:

Xr = D(Ar) = {x ∈ X :
∞∑

n=1

(λn)
2r‖Enx‖2 < ∞}, r ≥ 0,

con la norma

‖x‖r = ‖Arx‖ =

{ ∞∑

n=1

λ2r
n ‖Enx‖2

}1/2

, x ∈ Xr,

y

Arx =

∞∑

n=1

λr
nEnx. (5.5)

Además, para r ≥ 0 definimos Zr = Xr × X, el cual es un Espacio de
Hilbert con la norma dada por

∥∥∥∥
[
w
v

]∥∥∥∥
2

Zr

= ‖w‖2r + ‖v‖2.
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5.1. Estudio de la Controlabilidad de la Ecua-

ción de la Onda.

5.1.1. Caso Continuo.

Ejemplo 5.1.1. La ecuación de onda (n-dimensional) con con-
trol.

Consideremos la ecuación de onda con control




ytt −∆y = u(t, x), x ∈ Ω,
y = 0 sobre R× ∂Ω,
y(0, x) = y0(x), yt(0, x) = y1(x), x ∈ Ω,

(5.6)

donde Ω es un dominio en Rn, el control u ∈ L2(0, τ ;L2(Ω)). El sistema
(5.6) puede escribirse como una ecuación abstracta de segundo orden en
el espacio de Hilbert X = L2(Ω) como sigue:

{
y′′ = −Ay + u(t),
y(0) = y0, y′(0) = y1,

(5.7)

donde el operador −A es el operador Laplaciano definido arriba.
Usando el cambio de variables y′ = v, la ecuación de segundo orden (5.7)
puede escribirse como un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias
de primer orden en el espacio de Hilbert Z = Z1/2 = X1/2 ×X como

{
z′ = Az +Bu(t), z ∈ Z,
z(0) = z0,

(5.8)

donde

z =

[
y
v

]
, B =

[
0
I

]
, A =

[
0 I

−A 0

]
, (5.9)

A es un operador lineal acotado con dominio D(A) = D(A) × X y
u ∈ L2(0, τ, U) con U = X. La prueba del siguiente teorema se sigue
directamente del Lema 1.1.1.

Teorema 5.1.1. El operador A dado por (5.9), es el generador infini-
tesimal de un C0-semigrupo {T (t)}t∈R dado por

T (t)z =
∞∑

j=1

eAjtPjz, z ∈ Z, t ≥ 0, (5.10)
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donde {Pj}j≥1 es una familia completa de proyecciones ortogonales en
el espacio de Hilbert Z dadas por

Pj = diag[Ej , Ej ], j ≥ 1, (5.11)

y

Aj = RjPj , Rj =

[
0 1

−λj 0

]
. (5.12)

Notese que

R∗
j =

[
0 −1
λj 0

]
, Aj = RjPj , A∗

j = R∗
jPj , j ≥ 1.

Además, eAjs = eRjsPj y los autovalores de Rj son:
√

λji y −
√

λji.

Si se quiere ver una demostración del Teorema 5.1.1 anterior se puede
también consultar Leiva [37], espećıficamente el Teorema 3.1, tomando
c = 0 y d = 1.

Proposición 5.1.1. El sistema (5.8) es exactamente controlable sobre
[0, τ ] para todo τ > 0.

Demostración

Por el Lema 4.2.1 parte a), es suficiente probar la existencia de γ > 0
tal que

〈LBτ
j
Pjz, Pjz〉 ≥ γ‖Pjz‖2, ∀z ∈ Z. (5.13)

En efecto, en este caso tenemos:

B =

[
0
I

]
, B∗ =

[
0 I

]
y BB∗ =

[
0 0
0 I

]
.

Por lo tanto, PjBB∗ = BB∗Pj y

LBτ
j
Pjz=Bτ

jBτ∗
j z =

∫ τ

0
eAjsBjB

∗
j e

A∗
j sPjzds

=




1√
λj

[√
λjτ

2
− sin(2

√
λjτ)

4

]

Ejz1 + 1
4λj

[cos(2
√

λjτ)− 1]Ejz2

1
4
[cos(2

√

λjτ)− 1]Ejz1 + 1√
λj

[√
λjτ

2
+

sin(2
√

λjτ)

4

]

Ejz2



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donde z = [z1, z2]
T .

Luego,

〈LBτ
j
Pjz, Pjz〉 = λjaj‖Ejz1‖2 + bj‖Ejz2‖2 −

1

2
cj〈Ejz1, Ejz2〉

≥ λjaj‖Ejz1‖2 + bj‖Ejz2‖2 −
1

2
cj‖Ejz1‖‖Ejz2‖,

donde

aj =
τ

2
− sin(2

√
λjτ)

4
√

λj

, bj =
τ

2
+

sin(2
√

λjτ)

4
√

λj

, cj = 1− cos(2
√

λjτ).

Entonces para mostrar (5.13) es suficiente probar la siguiente desigual-
dad para algún γ > 0

λjaj‖Ejz1‖2+bj‖Ejz2‖2−
1

2
cj‖Ejz1‖‖Ejz2‖ ≥ γ{λj‖Ejz1‖2+‖Ejz2‖2},

lo cual es equivalente a encontrar un γ̃ = 1
γ > 0 tal que

γ̃λjaj‖Ejz1‖2+γ̃bj‖Ejz2‖2−
1

2
γ̃cj‖Ejz1‖‖Ejz2‖ ≥ λj‖Ejz1‖2+‖Ejz2‖2,

o

λj(γ̃aj−1)‖Ejz1‖2+(γ̃bj−1)‖Ejz2‖2−
1

2
γ̃cj‖Ejz1‖‖Ejz2‖ ≥ 0. (5.14)

Ahora, (5.14) es cierto si

γ̃aj − 1 > 0, γ̃bj − 1 > 0, (5.15)

y

λj(γ̃aj − 1)(γ̃bj − 1) ≥ 1

16
γ̃2c2j . (5.16)

La expresión en (5.16) es equivalente a

[λjτ
2 − sin2(

√
λjτ)]γ̃

2 − 4λjτ γ̃ + 4λj ≥ 0.
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Puesto que la función real x2−sin2(x) es no negativa, la última expresión
(considerada como cuadrática en γ̃) se satisface si

γ̃ ≥ 4λjτ+
√

16λ2
j τ

2−16λj(λjτ2−sin2(
√

λjτ))

2(λjτ2−sin2(
√

λjτ))

=
2λjτ+2

√
λj | sin(

√
λjτ)|

(
√

λjτ−| sin(
√

λjτ)|)(
√

λjτ+| sin(
√

λjτ)|)

= 2

τ−
∣

∣

∣

∣

sin(
√

λjτ)√
λj

∣

∣

∣

∣

.

Con esto y (5.15) obtenemos que γ̃ tiene que satisfacer la siguiente con-
dición

γ̃ > máx
j≥1


 2

τ−
∣

∣

∣

∣

sin(
√

λjτ)√
λj

∣

∣

∣

∣

, 2

τ− sin(2
√

λjτ)√
λj

, 2

τ+
sin(2

√
λjτ)√

λj




= máx
j≥1


 2

τ−
∣

∣

∣

∣

sin(
√

λjτ)√
λj

∣

∣

∣

∣


 ,

lo cual es posible para τ > 0 pues τ −
∣∣∣∣
sin(

√
λjτ)√
λj

∣∣∣∣ > 0 para todo τ > 0

y decrece en j. Aśı, podemos siempre encontrar un γ̃ > 0 adecuado (en
consecuencia γ > 0) tal que (5.13) se cumpla. Por lo tanto, el sistema
(5.8) es exactamente controlable sobre [0, τ ] para cualquier τ > 0. �

Ahora bien, si consideramos una perturbación de la ecuación (5.8), di-
gamos {

z′ = Az +Bu(t) + f(z, u), z ∈ Z,
z(0) = z0,

(5.17)

donde el termino no lineal f : Z × U −→ Z satisface:

‖f(z2, u2)− f(z1, u1)‖ ≤ L{‖z2 − z1‖+ ‖u2 − u1‖}.

y L es suficientemente pequeño, tenemos, por los resultados de la sección
3.2, que (5.17) es exactamente controlable.
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5.1.2. Caso Discreto.

Ejemplo 5.1.2. Discretización de la ecuación de la onda.

La discretización en flujo de la abstracción de la ecuación de la onda
lineal (5.8) mostrada en el ejemplo 5.1.1 está dada por

{
z(n + 1) = T (n)z(n) +B(n)u(n), z ∈ Z,
z(0) = z0,

(5.18)

donde

B : U −→ Z, Bu =

[
0
I

]
u.

Para este caso tenemos el siguiente resultado.

Proposición 5.1.2. El sistema (5.11) es aproximadamente controlable
para cualquier n0 ∈ N.

Demostración

En este caso, tenemos

Bn0 : l2(N, U) −→ Z, Bn0u =

n0∑

k=1

T (Θ(n0, k))Bu(k − 1),

y

LBn0 : Z −→ Z, LBn0 = Bn0Bn0∗.

Puesto que

BB∗ =

[
0 0
0 I

]
,

obtenemos que

PjBB∗ = BB∗Pj , j = 1, 2, 3, . . . . (5.19)
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Por otro lado, tenemos que T ∗(t) = T (−t). Entonces

LBn0z =

n0∑

k=1

T (Θ(n0, k))BB∗T ∗(Θ(n0, k))z

=

n0∑

k=1

∞∑

j=1

eAjΘ(n0,k)PjBB∗
∞∑

i=1

e−AiΘ(n0,k)Piz

=
∞∑

j=1

n0∑

k=1

eAjΘ(n0,k)BB∗e−AjΘ(n0,k)Pjz

=

∞∑

j=1

LBn0
j
Pjz,

donde LBn0
j
y = Bn0

j Bn0∗
j y =

n0∑

k=1

eAjΘ(n0,k)BB∗e−AjΘ(n0,k)y, y ∈ R(Pj).

En consecuencia, LBn0 =

∞∑

j=1

LBn0
j
.

Sea z = [z1, z2]
T en Z. Puesto que

eRjs =
[
cos(

√
λjs)

]
I +

sen(
√

λjs)√
λj

Rj , j ≥ 1,

podemos ver que

eAjΘ(n0,k)BB∗e−AjΘ(n0,k)Pjz = eRjΘ(n0,k)BB∗eR
∗

j Θ(n0,k)Pjz

= [0, Ejz2]
T , j ≥ 1.

Aśı,

LBn0
j
Pjz =

n0∑

k=1

[0, Ejz2]
T = n0[0, Ejz2]

T .

Entonces

〈LBn0
j
Pjz, Pjz〉 = 〈n0[0, Ejz2]

T , [Ejz1, Ejz2]
T 〉 = n0‖Ejz2‖2 > 0, ∀j.

Luego, usando (5.19), tenemos, para z 6= 0 en Z, que
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〈LBn0z, z〉 = 〈
∞∑

j=1

LBn0
j
Pjz,

∞∑

j=1

Pjz〉

=

∞∑

j=1

〈LBn0
j
Pjz, Pjz〉 = n0

∞∑

j=1

‖Ejz2‖2 = n0‖z2‖2 > 0.

En consecuencia, por el Lema 4.2.1 parte (c), la ecuación (5.11) es apro-
ximadamente controlable. �

Ahora bien, si consideramos una perturbación de la ecuación (5.11),
digamos

{
z(n+ 1) = T (n)z(n) +B(n)u(n) + f(z, u), z ∈ Z,
z(0) = z0,

(5.20)

donde el termino no lineal f : Z × U −→ Z satisface las hipótesis
adecuadas, tenemos, por los resultados de la sección 4.4, que (5.20) es
aproximadamente controlable.

5.2. Estudio de la Controlabilidad de la

Ecuación del Calor.

5.2.1. Caso Continuo.

Ejemplo 5.2.1. La Ecuación del Calor (n-dimensional) con con-
trol.

Consideremos la ecuación del calor con control




yt = ∆y + u(t, x),
y(0, x) = y0(x),
y = 0 sobre R× ∂Ω,

(5.21)

donde Ω es un dominio acotado en Rn, el control u ∈ L2(0, τ ;L2(Ω)).
El sistema (5.21) puede escribirse como una ecuación abstracta en el
espacio Z = L2(Ω)

{
z′ = −Az +Bu(t), z ∈ Z,
z(0) = z0,

(5.22)
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dondeB = I, la función de control u pertenece a L2(0, τ ;Z) y el operador
A está dado por Aφ = −∆φ con dominio D(A) = H2 ∩H1

0 y

Az =

∞∑

n=1

λnEnz.

En este caso Pj = Ej , j ≥ 1. Aśı,

LBτ
j
Pjz =

∫ τ

0
eAjsBjB

∗
j e

A∗
j sEjzds

=

∫ τ

0
e−λjse−λjsEjz

=

∫ τ

0
e−2λjsEjz = −1

2
[e−2λjτ − 1]Ejz.

Entonces,

〈LBτ
j
Ejz,Ejz〉 = −1

2
[e−2λjτ − 1]〈Ejz,Ejz〉

= −1

2
[e−2λjτ − 1]‖Ejz‖2 > 0,∀ Ejz 6= 0,

con z ∈ Z, j = 1, 2, 3..., lo cual prueba que el sistema (5.22) es aproxi-
madamente controlable. �

5.2.2. Caso Discreto.

Ejemplo 5.2.2. Discretización de la Ecuación del calor.

La discretización en flujo de la abstracción de la ecuación del calor (5.22)
presentada en el ejemplo 5.2.1 está dada por

{
z(n + 1) = T (n)z(n) +B(n)u(n), z ∈ Z,
z(0) = z0.

(5.23)

En este caso, T ∗(t) = T (t) = e−At y B = I.

Proposición 5.2.1. El sistema (5.23) es exactamente controlable para
cualquier n0 ∈ N.
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Demostración

En efecto, en este caso tenemos que:

Bn0 : l2(N, U) −→ Z, Bn0u =

n0∑

k=1

T (Θ(n0, k))u(k − 1),

y

LBn0 : Z −→ Z, LBn0z = Bn0Bn0∗z =
∞∑

j=1

LBn0
j
Ejz,

donde LBn0
j
y =

n0∑

k=1

e−2λjΘ(n0,k)y, y ∈ R(Ej).

Ahora, probaremos la existencia de γ > 0 tal que

〈LBn0
j
Ejz,Ejz〉 ≥ γ‖Ejz‖2.

Esto es equivalente a la existencia de γ > 0 tal que

[
n0∑

k=1

e−2λjΘ(n0,k) − γ

]
‖Ejz‖2 ≥ 0,

lo cual es obviamente cierto para 0 < γ < 1 puesto que e−2λjΘ(n0,n0) = 1.

Entonces, para tal γ tenemos

〈LBn0 z, z〉 =

〈 ∞∑

j=1

LBn0
j
Ejz,Ejz

〉

=

∞∑

j=1

〈LBn0
j
Ejz,Ejz〉≥γ

∞∑

j=1

‖Ejz‖2=γ‖z‖2.

Aśı, 〈LBn0 z, z〉 ≥ γ‖z‖2, z ∈ Z. Por lo tanto, aplicando el Teorema 4.1.1
parte (a)− (ii) obtenemos que (5.23) es exactamente controlable. �

De manera análoga a la ecuación de la onda, si se considera una per-
turbación de la ecuación (5.23), donde el término no lineal satisfaga las
hipótesis adecuadas, se tendrá que esa perturbación de la ecuación del
calor discreta será exactamente controlable (Sección 4.3).
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5.3. La Ecuación de Termoelásticidad.

Ejemplo 5.3.1. La Ecuación de Termoelásticidad en una placa
con control.

Considere la ecuación de termoelásticidad en una placa con control




wtt +∆2w + α∆θ = u1(t, x), t > 0, x ∈ Ω,
θt − β∆θ − α∆wt = u2(t, x), t > 0, x ∈ Ω,
θ = w = ∆w = 0, t ≥ 0, x ∈ ∂Ω,

(5.24)

donde α 6= 0, β > 0, Ω es un dominio acotado suficientemente regular
en RN (N ≥ 1) y ui ∈ L2([0, τ ];L2(Ω)), i = 1, 2.
Consideremos Z = X1 ×X ×X, el cual es un espacio de Hilbert con la
norma dada por

∥∥∥∥∥∥




w
v
θ



∥∥∥∥∥∥

2

Z

= ‖w‖21 + ‖v‖2 + ‖θ‖.

En consecuencia, (5.24) puede escribirse como un sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias abstracto en el espacio de Hilbert Z = X1×X×
X como sigue:





w′ = v,
v′ = −A2w − αAθ + u1,
θ′ = −βAθ − αAv + u2,

(5.25)

Finalmente, el sistema (5.24) puede escribirse como un sistema de ecua-
ciones diferenciales ordinarias de primer orden en el espacio de Hilbert
Z = X1 ×X ×X como sigue:

z′ = Az +Bu, z ∈ Z, t ≥ 0, (5.26)

donde u ∈ L2([0, τ ];U), U = L2(Ω)× L2(Ω),

A =




0 IX 0
−A2 0 −αA
0 −αA −βA


 , (5.27)

es un operador lineal no acotado con dominio

D(A) = {w ∈ H4(Ω) : w = ∆w = 0} ×D(A)×D(A),



109

y B : U −→ Z, B =




0 0
IX 0
0 IX


 es un operador lineal acotado.

Proposición 5.3.1. El adjunto del operador B está dado por

B∗ =

[
0 IX 0
0 0 IX

]
, y BB∗ =




0 0 0
0 IX 0
0 0 IX


 .

Demostración

Calcularemos B∗.

〈Bu, z〉Z =

〈


0
u1
u2


 ,




z1
z2
z3



〉

Z

= 〈0, z1〉X1 + 〈u1, z2〉X + 〈u2, z3〉X

= 〈u1, z2〉L2 + 〈u2, z3〉L2

=

〈[
u1
u2

]
,

[
0 IX 0
0 0 IX

]


z1
z2
z3



〉

=

〈
u,

[
0 IX 0
0 0 IX

]
z

〉

U

.

Entonces, B∗ =

[
0 IX 0
0 0 IX

]
and B∗




z1
z2
z3


 =

[
z1
z2

]
.

Aśı, BB∗ =




0 0
IX 0
0 IX



[
0 IX 0
0 0 IX

]
=




0 0 0
0 IX 0
0 0 IX


 . �

Ahora, usando directamente el Lema 1.1.1, obtenemos que el opera-
dor A dado por (5.27), es el generador infinitesimal de un C0-semigrupo
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{T (t)}t≥0 dado por:

T (t)z =
∞∑

j=1

eAjtPjz, z ∈ Z t ≥ 0.

donde Pj = diag(Ej , Ej , Ej), Aj = RjPj , y

Rj =




0 1 0

−λ2
j 0 −αλj

0 −αλj −βλj



, j ≥ 1.

La afirmación previa se puede ver también usando el Teorema 3.1 de
Leiva [36].

Proposición 5.3.2. El sistema (5.24) es aproximadamente controlable.

Demostración
Es fácil ver que PjBB∗ = BB∗Pj , j = 1, 2, .... Aśı, aplicando el Lema
3.1.2, obtenemos que la controlabilidad aproximada del sistema (5.24) es
equivalente a la controlabilidad aproximada de cada uno de los sistemas
finito dimensionales

z′ = Ajz +Bju, (5.28)

donde z ∈ R(Pj), dim(R(Pj)) = 3γj , Bj = PjB : U → R3,

Bj

[
u1
u2

]
= PjB

[
u1
u2

]
=




0 0
1 0
0 1






Eju1

Eju2


 = Dj




Eju1

Eju2


 .

Pero la controlabilidad aproximada del sistema (5.28) es equivalente a
la controlabilidad de cada uno de los sistemas finito dimensionales

z′ = Rjz +Dju, z ∈ R3, (5.29)

donde u ∈ R2. Y es conocido (Lee & Markus [34], Leiva & Zambrano
[46]) que el sistema (5.29) es controlable si, y sólo si,

rank[Dj : RjDj : R
2
jDj ] = 3,

lo cual, haciendo los cálculos respectivos, es trivialmente cierto. En con-
secuencia, hemos probado que el sistema (5.24) es aproximadamente
controlable. �
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5.4. La Ecuación de la Viga.

A continuación en los siguientes ejemplos se hace un estudio de contro-
labilidad de la ecuación de la Viga.

Ejemplo 5.4.1. La Ecuación de Beam Semilineal con Control.

Considere la siguiente ecuación de la Viga semilineal




∂2y(t, x)

∂t2
= 2β∆

∂y(t, x)

∂t
−∆2y(t, x) + u(t, x) + f(t, (y, yt, u)(t, x)),

y(t, x) = ∆y(t, x) = 0, sobre (0, τ) × ∂Ω,
y(0, x) = y0(x), yt(x) = v0(x), x ∈ Ω,

(5.30)
donde β > 1, Ω es un dominio acotado suficientemente regular en RN , el
control distribuido u pertenece a L2([0, τ ];U) (U = L2(Ω)), y la función
no lineal f : [0, τ ] × R × R × R −→ R es suficientemente suave y existe
a, c ∈ R tal que a < λ2

1, con λ1 el primer autovalor de −∆ con condición
de borde del tipo de Dirichlet, y

sup
(t,y,v,u)∈Qτ

| f(t, y, v, u)− ay − cu |< ∞, (5.31)

donde Qτ = [0, τ ] ×R× R× R. Aqúı, el espacio estado es
Z1 =

[
H2(Ω)

⋂
H1

0 (Ω)
]
×L2(Ω) = D(−∆)×L2(Ω) dotado con la norma

del gráfico; esto es:
∥∥∥∥
(

y
v

)∥∥∥∥
Z1

=
√

‖(−∆)y‖2
L2 + ‖v‖2

L2 ,

donde

‖v‖ = ‖v‖L2 =

√∫

Ω
|v(x)|2dx, ∀v ∈ L2(Ω).

Observación 5.4.1. El término −2β∆
∂y(t, x)

∂t
en la ecuación (5.30)

actúa como una fuerza de amortiguamiento, por tanto, el espacio enerǵıa
usado para la ecuación de onda no es adecuado aqúı; en efecto, la ecua-
ción lineal sin control puede ser transformada en un sistema de ecuacio-
nes parabólicas de la forma zt = D∆z (ver Luiz de Oliveira [22]), el cual
muestra que Z1 =

[
H2(Ω)

⋂
H1

0 (Ω)
]
×L2(Ω) es el espacio correcto para

la formulación abstracta del problema.
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Bajo ciertas condiciones se prueba la siguiente afirmación: La ecuación
no lineal (5.30) es aproximadamente controlable sobre [0, τ ]. Más aún,
se puede exhibir una sucesión de controles de entrada tal que la solución
del sistema asociada parte de un estado inicial y finaliza en un entorno
de radio ǫ del estado final en un tiempo prefijado τ .
Ahora, describiremos la estrategia a seguir: En primer lugar, se prueba
que el sistema lineal auxiliar en (0, τ) × Ω dado por





∂2y(t, x)

∂t2
= 2β∆

∂y(t, x)

∂t
−∆2y(t, x) + u(t, x) + ay(t, x) + cu(t, x),

y(t, x) = ∆y(t, x) = 0, sobre (0, τ) × ∂Ω,
y(0, x) = y0(x), yt(x) = v0(x), x ∈ Ω,

(5.32)
es aproximadamente controlable.
En segundo lugar, se escribe el sistema (5.30) en la forma:





∂2y(t, x)

∂t2
= 2β∆

∂y(t, x)

∂t
−∆2y(t, x) + u(t, x)

+ ay(t, x) + cu(t, x) + g(t, y, yt, u), en (0, τ) × Ω
y(t, x) = ∆y(t, x) = 0, sobre (0, τ) × ∂Ω,
y(0, x) = y0(x), yt(x) = v0(x), x ∈ Ω,

(5.33)
donde g definida como g(t, y, v, u) = f(t, y, v, u)−ay−cu, es una función
suficientemente suave y acotada.
Finalmente, para probar la controlabilidad aproximada del sistema no
lineal (5.30), se hace uso de la técnica desarrolladas por H. Leiva, N.
Merentes y J.L. Sanchez, en [38]. Esto es, la controlabilidad aproximada
del sistema (5.30) se sigue de la controlabilidad aproximada del sistema
(5.32), la compacidad del semigrupo generado por la parte lineal del
sistema (5.32), la acotación uniforme del término no lineal g y aplicando
el teorema de punto fijo de Schauder.

En efecto, sea Z = L2(Ω) y consideremos el operador lineal no acotado
A : D(A) ⊂ Z → Z definido por Aφ = −∆φ, donde

D(A) = H1
0 (Ω) ∩H2(Ω). (5.34)

De acá que la ecuación (5.30) puede ser escrita como un sistema abs-
tracto de ecuaciones diferenciales ordinarias en el espacio de Hilbert Z1
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como sigue:





y′ = v,

v′ = −A2y − 2βAv + u+ f(t, y, v, u).
(5.35)

Más aún, la ecuación (5.35) puede ser reescrita como un sistema de ecua-
ciones diferenciales ordinarias de primer orden en el espacio de Hilbert
Z1 como sigue:

z′ = Az +Bu+ F (t, z, u), z ∈ Z1, t ≥ 0 (5.36)

donde u ∈ L2([0, τ ];U), U = Z = L2(Ω),

(
0 IZ

−A2 −2βA

)
(5.37)

es un operador lineal no acotado con dominio

D(A) = {y ∈ H4(Ω) : y = ∆y = 0} ×D(A),

es decir,

z =

(
y
v

)
∈ D(A) ⇔ y ∈ {y ∈ H4(Ω) : y = ∆y = 0} y v ∈ D(A).

I = IZ : Z = L2(Ω) → Z es el operador identidad, B : U → Z1, B =(
0
IZ

)
es un operador lineal acotado, y F (t, z, u) =

(
0

f(t, y, v, u)

)

es suficientemente suave, completamente continuo y:

sup
(t,z,u)∈Q̂τ

‖ F (t, z, u) −Baz −Bcu ‖Z1< ∞, (5.38)

donde Q̂τ = [0, τ ] × Z1 × U y Ba =

(
0
aI

)
y Bc =

(
0
cI

)
, a < λ2

1.

Los sistemas (5.32) y (5.33) pueden ser escritos como una ecuación di-
ferencial ordinaria en el espacio de Hilbert Z1 como sigue:

z′ = Az +Bu+Baz +Bcu, t ∈ (0, τ ], (5.39)

z′ = Az +Bu+Baz +Bcu+G(t, z, u), t ∈ (0, τ ], (5.40)
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donde G(t, z, u) = F (t, z, u) −Baz −Bcu.
Por otro lado, la hipótesis (5.31) implica que

sup
(t,z,u)∈Q̂τ

‖ G(t, z, u) ‖Z1< ∞. (5.41)

Por lo tanto, G : Q̂τ −→ Z1 es una función acotada, suficientemente
suave y completamente continua.
Ahora bien, usando el lema 1.1.1 se puede probar que el operador lineal
no acotado A dado por la ecuación lineal (5.37) genera un semigrupo
compacto fuertemente continuo en el espacio Z1, el cual decae exponen-
cialmente a cero.

Teorema 5.4.1. El operador A es el generador infinitesimal de un se-
migrupo compacto fuertemente continuo {T (t)}t≥0 representado por

T (t)z =

∞∑

j=1

eAjtPjz, z ∈ Z1, t ≥ 0, (5.42)

donde {Pj}j≥0 es una familia de proyecciones ortogonales completa en
el espacio de Hilbert Z1 dado por

Pj = diag(Ej , Ej), (5.43)

y

Aj = KjPj , Kj =

(
0 1

−λ2
j −2βλj

)
j ≥ 1,

y el operador adjunto A∗ del operador A viene dado por

A∗
j = K̃jPj , K̃j =

(
0 −1
λ2
j −2βλj

)
j ≥ 1.

Más aun, los autovalores σ1(j), σ2(j), de la matriz Kj son simples y
dados por:

σ1(j) = −λjρ1, σ2(j) = −λjρ2

donde 0 < ρ1 < ρ2 son dados por

ρ1 = β −
√

β2 − 1 and ρ2 = β +
√

β2 − 1; , β2 > 1,

y este semigrupo decae exponencialmente a cero

‖ T (t) ‖≤ Me−µt, t ≥ 0,

donde µ = λ1ρ1 y ‖ T (t) ‖= sup‖z‖=1 ‖T (t)z‖.
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Los sistemas (5.39) y (5.40) también pueden ser escritos como sigue:

z′ = Az + (B +Bc)u, z ∈ Z1 t ∈ (0, τ ]. (5.44)

z′ = Az + (Bu+Bc)u+G(t, z, u), z ∈ Z1 t ∈ (0, τ ]. (5.45)

donde el operador A viene dado por

A =

(
0 IZ

−A2 + aI −2βA

)
. (5.46)

El siguiente corolario es consecuencia del teorema anterior.

Corolario 5.4.1. El operador A es el generador infinitesimal de un
semigrupo compacto fuertemente continuo {Ta(t)}t≥0 representado por

Ta(t)z =

∞∑

j=1

eAjtPjz, z ∈ Z1, t ≥ 0

donde {Pj}j≥0 es una familia de proyecciones ortogonales completa en
el espacio de Hilbert Z1 dado por

Pj = diag(Ej , Ej), (5.47)

y

Aj = KjPj , Kj =

(
0 1

−λ2
j + a −2βλj

)
j ≥ 1,

y el operador adjunto A∗ del operador A viene dado por

A∗
j = K̃jPj , K̃j =

(
0 a

λ2
j

− 1

λ2
j −2βλj

)
j ≥ 1.

Más aún, los autovalores σ1(j), σ2(j), de la matriz Kj son simples y
dados por:

σ1(j) = −λjρ1j , σ2(j) = −λjρ2j

donde 0 < ρ1j < ρ2j vienen dado por

ρ1j = β−
√

β2 − 1 +
a

λ2
j

and ρ2j = β+

√
β2 − 1 +

a

λ2
j

; a < λ2
1, β

2 > 1,

y este semigrupo decae exponencialmente a cero

‖ Ta(t) ‖≤ Me−µt, t ≥ 0,

donde µ = λ1ρ11 y ‖ Ta(t) ‖= sup‖z‖=1 ‖Ta(t)z‖.
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A continuación se prueba que el sistema lineal (5.44) es aproximada-
mente controlable. Para ello, dado z0 ∈ Z1 fijo pero arbitrario y u ∈
L2([0, τ ];U) se tiene que el problema de valor inicial





z′(t) = Az(t) + (B +Bc)u(t), z ∈ Z1,

z(0) = z0,
(5.48)

admite una única solución moderada dada por

z(t) = Ta(t)z0 +

∫ t

0
Ta(t− s)(B +Bc)u(s)ds; t ∈ [0, τ ]. (5.49)

Definición 5.4.1. Para el sistema (5.48) se define el siguiente concepto:
El operador de controlabilidad (para τ > 0) Ga : L2([0, τ ];U) −→ Z1

viene dado por

Gau =

∫ τ

0
Ta(τ − s)(B +Bc)u(s)ds, (5.50)

cuyo operador adjunto G∗
a : Z1 −→ L2([0, τ ];U) viene dado por

(G∗
az)(s) = (B∗ + (Bc)∗)Ta(τ − s)z, ∀s ∈ [0, τ ], ∀z ∈ Z1. (5.51)

Los siguientes dos resultados se pueden encontrar en [11], [18] y [39].

Lema 5.4.1. La ecuación (5.48) es aproximadamente controlable sobre
[0, τ ] si, y sólo si, Rang(Ga) = Z1.

Teorema 5.4.2. El sistema (5.48) es aproximadamente controlable so-
bre [0, τ ] si, y sólo si, cada uno de las siguientes condiciones se tienen:
a) Rang(Ga) = Z1.
b) Ker(G∗

a) = {0}.
c) (B +Bc)∗T ∗

a (s)z = 0, ∀s ∈ [0, τ ] =⇒ z = 0.
d) ĺımα→0+ α(αI +GaG

∗
a)

−1z = 0.
e) supα>0 ‖α(αI +GaG

∗
a)

−1‖ ≤ 1.
f) 〈GaG

∗
az, z〉 > 0, z 6= 0 en Z.

g) Para todo z ∈ Z1 se tiene Gauα = z − α(αI +GaG
∗
a)

−1z, donde

uα = G∗
a(αI +GaG

∗
a)

−1z, α ∈ (0, 1].

Aśı, ĺım
α−→0

Gauα = z y el error Eαz de esta aproximación viene dada por

Eαz = α(αI +GaG
∗
a)

−1z, α ∈ (0, 1].
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Observación 5.4.2. El teorema 5.4.2 implica que la familia de opera-
dores lineales

Γαz = (B +Bc)⋆T ∗
a (·)(αI +GaG

∗
a)

−1z = G∗
a(αI +GaG

∗
a)

−1z,

es una inversa aproximada por la derecha del operador Ga en el siguiente
sentido

ĺım
α−→0

GaΓαz = z, ∀z ∈ Z1.

En otras palabras,

ĺım
α−→0

GaΓα = I,

en la topoloǵıa fuerte de Z1.

En consecuencia, se tiene el resultado.

Teorema 5.4.3. El sistema (5.48) es aproximadamente controlable.

Demostración

En primer lugar, es fácil ver que Pj(B +Bc)(B +Bc)∗ = (B +Bc)(B +
Bc)∗Pj , j = 1, 2, . . .. Entonces, aplicando lema 3.1.2 parte (b), se obtiene
que la controlabilidad aproximada del sistema (5.48) es equivalente a
probar la controlabilidad aproximada de cada uno de los sistemas en
dimensión finita

y′ = Ajy + (B +Bc)ju(t), y(t) ∈ Ran(Pj), t ≥ 0; j = 1, 2, . . . , (5.52)

donde (B +Bc)j = Pj(B +Bc)j : U −→ Ran(Pj),

(B +Bc)ju = Pj(B +Bc)ju

=

(
0

1 + c

)
Eju

= DjEju.

Pero, la controlabilidad aproximada del sistema (5.52) es equivalente a
la controlabilidad de cada de los siguiente sistemas

x′ = Cjx+Dju, x ∈ R2, (5.53)
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donde u ∈ R y

Cj =

(
0 λ2

j
a
λ2
j

− 1 −2βλj

)
, C∗

j =

(
0 a

λ2
j

− 1

λ2
j −2βλj

)
= K̃j , j ≥ 1.

Y es bien conocido (Lárez, Leiva, Uzcategui [34] y Leiva, Zambrano [46])
que el sistema (5.53) es controlable si, y sólo si,

Rank[Dj |CjDj ] = 2,

el cual, haciendo los cálculos respectivos, es trivialmente cierto.
En efecto, la controlabilidad de los sistemas (5.52) y (5.53) es equivalente
a lo siguiente:

(B +Bc)∗je
A∗
j ty = 0, ∀t ∈ [0, τ ] ⇒ y = 0, y ∈ Ran(Pj).

D∗
j e

C∗
j tx = 0, ∀t ∈ [0, τ ] ⇒ x = 0, x ∈ R2.

Pero, por otro lado, se tiene que

(B+Bc)∗je
A∗
j ty = D∗

j e
K̃jtPjy = D∗

j e
C∗tPjy, ∀t ∈ [0, τ ] ⇒ Pjy = y = 0.

En consecuencia, se tiene que el sistema (5.48) es aproximadamente con-
trolable.

�

Para concluir, se demostrará que el sistema semilineal (5.33) es apro-
ximadamente controlable. Para ello, dado que la función G(t, z, u) es
suficientemente suave, se tiene que para todo z0 ∈ Z1 y u ∈ L2([0, τ ];U)
el problema de valor inicial





z′(t) = Az + (B +Bc)u+G(t, z, u), t ≥ 0,

z(0) = z0,
(5.54)

admite una única Solución Moderada dada por (Ver Goldstein [27],
pg. 90)

z(t) = Ta(t)z0 +

∫ t

0
Ta(t − s)(Bc +B)u(s)ds +

∫ t

0
Ta(t − s)G(s, z, u)ds, t ∈ [0, τ ]. (5.55)
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Observación 5.4.3. (ver H. Leiva [36] y [37]) La función G es suficien-
temente suave si:
a. La solución moderada z(u) = zu del problema (5.54) es única.
b. La solución moderada z(u) = zu depende continuamente de u.
c. Más aún, si F es una función Lipschitz, entonces z(u) = zu como
función de u, también es una función Lipchitz.

Observación 5.4.4. La controlabilidad aproximada del sistema (5.54)
consiste en:
Dado dos estados z0, z1 ∈ Z1, encontrar un control u ∈ L2([0, τ ];U) tal
que la correspondiente solución moderada (5.55) z = zu = z(u) satisface

z1 ≈ Ta(τ)z0+

∫ τ

0
Ta(τ − s)(Bc+B)u(s)ds+

∫ τ

0
Ta(τ − s)G(s, zu, u)ds,

es decir,

z1−Ta(τ)z0 ≈
∫ τ

0
Ta(τ − s)(Bc+B)u(s)ds+

∫ τ

0
Ta(τ − s)G(s, zu, u)ds,

es decir,

z1 − Ta(τ)z0 ≈ Ga(u) +

∫ τ

0
Ta(τ − s)G(s, zu, u)ds.

es decir,

Ga(u) ≈ z1 − Ta(τ)z0 −
∫ τ

0
Ta(τ − s)G(s, zu, u)ds,

donde la notación l ≈ m indica que l es aproximadamente igual a m.

Observación 5.4.5. Sin perder generalidad, en lo adelante, supondre-
mos que el estado inicial z0 es fijo.

Estas observaciones sirven de motivación para dar la siguiente definición:

Definición 5.4.2. Para el sistema (5.54) se definen los siguientes con-
ceptos: El operador de controlabilidad no lineal (para τ > 0)
Gg : L2([0, τ ];U) −→ Z1 dado por
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Ggu =

∫ τ

0

Ta(τ − s)(Bc +B)u(s)ds+

∫ τ

0

Ta(τ − s)G(τ, zu, u)ds = Ga(u) +H(u)

donde H : L2([0, τ ];U) −→ Z1 es el operador no lineal dado por

H(u) =

∫ τ

0
Ta(τ − s)G(τ, zu, u)ds.

donde z = zu = z(u) es la correspondiente solución moderada del pro-
blema de valor inicial (5.54).

El lema siguiente es trivial:

Lema 5.4.2. El sistema (5.54) es aproximadamente controlable sobre
[0, τ ] si, y sólo si, Rang(Gg) = Z1.

Demostración: (Suficiencia) Supongase que el sistema (5.54) es aproxi-
madamente controlable sobre [0, τ ], esto es, para todo z1 ∈ Z1 y ǫ > 0
existe un control u ∈ L2([0, τ ];U) tal que la correspondiente solución
moderada del problema de valor inicial (5.54) satisface que:

‖z(τ) − z1‖Z1 ≤ ǫ.

Ahora bien, probaremos que Rang(Gg) = Z1. En efecto, dado z ∈ Z1 y
z1 = z + T (τ)z0 se obtiene que

‖z(τ) − z1‖Z1 = ‖z(τ) − T (τ)z0 − z‖Z1 = ‖Gg(u)− z‖Z1 ≤ ǫ,

el cual implica que Rang(Gg) = Z1.

(Necesaria) Supongamos que Rang(Gg) = Z1, es decir, para todo ǫ > 0
y z ∈ Z1 existe un control u ∈ L2([0, τ ];U) tal que

‖Gg(u)− z‖Z1 ≤ ǫ.

Ahora bien, para todo z1 ∈ Z1 y ǫ > 0, z = z1−Ta(τ)z0, obtenemos que

‖Gg(u)− z‖Z1 = ‖Gg(u) + T (τ)z0 − z1‖Z1 = ‖z(τ) − z1‖Z1 ≤ ǫ,

el cual implica que el sistema (5.54) es aproximadamente controlable.
�

De la observaciones anteriores y lema 5.4.2 se tiene la siguiente aproxi-
mación

Ga(u) ≈ z1 − Ta(τ)z0 −H(u) = z −H(u),

donde z = z1 − Ta(τ)z0. Esto motiva la siguiente definición
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Definición 5.4.3. La ecuación dada a continuación será llamada ecua-
ción de controlabilidad asociada al sistema no lineal (5.54)

u = Γα(z −H(u)) = G∗
a(αI +GaG

∗
a)

−1(z −H(u)), (0 < α ≤ 1).

Teorema 5.4.4. El sistema (5.54) es aproximadamente controlable so-
bre [0, τ ]. Más aún, existe una sucesión de controles tal que la solución
asociada al sistema (5.54) satisface que inicia en un estado z0 y finaliza
en una vecindad de radio ǫ de un estado z1 en un tiempo τ > 0 y vienen
dados por

uα(t) = (B +Bc)∗T ∗
a (τ − t)(αI +GaG

∗
a)

−1(z1 − Ta(τ)z0 −H(uα)),

y el error de esta aproximación Eα viene dado por

Eα = α(αI +GaG
∗
a)

−1(z1 − Ta(τ)z0 −H(uα)).

Demostración
Para cada z ∈ Z1 fijo consideremos la familia de operadores no lineales
siguiente
Kα : L2([0, τ ];U) −→ L2([0, τ ];U) dada por

Kα(u) = Γα(z −H(u)) = G∗
a(αI +GaG

∗
a)

−1(z −H(u)), (0 < α ≤ 1).

En primer lugar, se probara que para todo α ∈ (0, 1] el operador Kα

tiene un punto fijo uα. En efecto, ya que el semigrupo {Ta(t)}t≥0 es
compacto, usamos el resultado de D. Barcenas, H. Leiva y Z. Sivoli ( ver
[3]), la suavidad y el acotamiento del término no lineal G para obtener
que el operador H es compacto y más aún el conjunto Rang(H) también
es compacto.
Por otro lado, ya que el operador G es acotado y ‖ Ta(t) ‖≤ Me−µt, t ≥
0, se tiene que existe una constante R > 0 tal que

‖ H(u) ‖≤ R, ∀u ∈ L2(0, τ ;U).

Entonces,

‖ Kα(u) ‖≤‖ Γα ‖ (‖ z ‖ +R), ∀u ∈ L2(0, τ ;U).

Por lo tanto, el operador Kα env́ıa la bola Br(0) ⊂ L2(0, τ ;U) de centro
cero y radio r ≥‖ Γα ‖ (‖ z ‖ +R) en si mismo. Aśı, aplicando el teorema
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de punto fijo de Schauder se obtiene que el operador Kα tiene un punto
fijo uα ∈ Br(0) ⊂ L2([0, τ ];U).

Ya que Rang(H) es compacto, sin perder generalidad, podemos suponer
que la sucesión H(uα) converge a y ∈ Z1. Aśı, si

uα = Γα(z −H(uα)) = G∗
a(αI +GaG

∗
a)

−1(z −H(uα)),

entonces,

Gauα = GaΓα(z −H(uα)) = GaG
∗
a(αI +GaG

∗
a)

−1(z −H(uα))

= (αI +GaG
∗
a − αI)(αI +GaG

∗
a)

−1(z −H(uα))

= z −H(uα)− α(αI +GaG
∗
a)

−1(z −H(uα)).

En consecuencia,

Gauα +H(uα) = z − α(αI +GaG
∗
a)

−1(z −H(uα)).

Para concluir la prueba de este teorema, es necesario probar que

ĺım
α−→0

{−α(αI +GaG
∗
a)

−1(z −H(uα))} = 0.

Del teorema 5.4.2 parte (d) se tiene que

ĺım
α−→0

{−α(αI +GaG
∗
a)

−1(z −H(uα))}

= − ĺım
α−→0

{−α(αI +GaG
∗
a)

−1H(uα)}

= − ĺım
α−→0

{−α(αI +GaG
∗
a)

−1(H(uα)− y)}

− ĺım
α−→0

{−α(αI +GaG
∗
a)

−1y}

= − ĺım
α−→0

{−α(αI +GaG
∗
a)

−1(H(uα)− y)}.

Por otro lado, del teorema 5.4.2 parte (e) se tiene que

‖ α(αI +GaG
∗
a)

−1(H(uα)− y) ‖≤‖ H(uα)− y ‖ .
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Por lo tanto, se obtiene que H(uα) converge a y, por lo que

ĺım
α−→0

{−α(αI +GaG
∗
a)

−1(H(uα)− y)} = 0

En consecuencia,

ĺım
α−→0

{−α(αI +GaG
∗
a)

−1(z −H(uα))} = 0.

Finalmente, haciendo z = z1 − Ta(τ)z0 y usando la solución moderada
dada por (5.55), se obtiene la prueba:

z1 = ĺım
α−→0

{Ta(τ )z0 +

∫ τ

0

Ta(τ − s)(Bc +B)uα(s)ds+

∫ τ

0

Ta(τ − s)G(s, zuα , uα)ds}.

�

5.4.1. Controlabilidad de la Ecuación de la Viga Semili-
neal con Impulso

Consideremos la siguiente ecuación de la viga semilineal con impulso





∂2y(t, x)

∂t2
= 2β∆

∂y(t, x)

∂t
−∆2

y(t, x) + u(t, x) + f(t, y, yt, u), en (0, τ )× Ω,

y(t, x) = ∆y(t, x) = 0, sobre (0, τ )× ∂Ω,
y(0, x) = y0(x), yt(x) = v0(x), x ∈ Ω,
yt(t

+
k , x) = yt(t

−
k , x) + Ik(t, y(tk, x), yt(tk, x), u(tk, x)), x ∈ Ω,

(5.56)
donde β > 1, Ω es un dominio acotado suficientemente regular en RN ,
el control distribuido u pertenece a C([0, τ ];L2(Ω)) y f, Ik ∈ C([0, τ ] ×
R× R;R), k = 1, 2, 3, . . . , p., tales que

|f(t, y, v, u)| ≤ a0(|y|α0 + |v|α0) + b0|u|β0 + c0, u, y, v ∈ R. (5.57)

|Ik(t, y, v, u)| ≤ ak(|y|αk + |v|αk)+bk|u|βk +ck, k = 1, 2, 3, . . . , p. (5.58)

con 1
2 ≤ αk < 1, 1

2 ≤ βk < 1, k = 0, 1, 2, 3, . . . , p.

y(tk, x) = y(t+k , x) = ĺım
t→t+k

y(t, x), y(t−k , x) = ĺım
t→t−k

y(t, x),

yt(tk, x) = yt(t
+
k , x) = ĺım

t→t+k

yt(t, x), yt(t
−
k , x) = ĺım

t→t−k

yt(t, x).
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Aqúı el espacio estado es Z1 = [H2(Ω)
⋂

H1
0 (Ω)] × L2(Ω) = D(−∆) ×

L2(Ω) dotado con la norma del gráfico; esto es:
∥∥∥∥
(

y
v

)∥∥∥∥
Z1

=
√

‖(−∆)y‖2
L2 + ‖v‖2

L2 ,

donde

‖v‖L2 =

√∫

Ω
‖v(x)‖2dx, ∀v ∈ L2(Ω).

En casi todas las referencias sobre ecuaciones diferenciales con impulso
el espacio natural para trabajar es el espacio de Banach

PC([0, τ ];Z1) = {z : J = [0, τ ] → Z1 : z ∈ C(J ′;Z1),∃z(t+k , ·), z(t−k , ·)
y z(tk, ·) = z(t+k , ·)},

dotado con la norma

‖z‖0 = sup
t∈[0,τ ]

|z(t, ·)|Z1 .

Definición 5.4.4. (Controlabilidad Aproximada) El sistema (5.56)
se dice que es aproximadamente controlable sobre [0, τ ] si para todo z0,
z1 ∈ Z1, ε > 0 existe u ∈ C(0, τ ;U)(U = Z) tal que la solución z(t) de
(5.56) correspondiente a u verifica que:

z(0) = z0 y ‖z(τ) − z1‖Z1 < ε, (Fig.2)

b

b

z(0) = z0

z(τ) = z1

b

b

b

z(0) = z0

z(τ)

z1

ǫ

Fig.1 Fig.2

Fig.3

Definición 5.4.5. (Controlabilidad por Trayectoria) El sistema
(5.56) se dice que es controlable por trayectoria sobre [0, τ ] si para to-
do z0, ẑ0 ∈ Z1 and û ∈ C(0, τ ;U) there exists u ∈ L2(0, τ ;U) such la
solución moderada z(t) de (5.56) correspondiente a u verifica que:

z(τ, z0, u) = z(τ, ẑ0, û) (Fig.3).
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ẑ0

z0

ẑ(τ, ẑ0, û) = z(τ, z0, u)

Fig.3

Definición 5.4.6. (Controlabilidad Nula) El sistema (5.56) se dice
que controlable nulo sobre [0, τ ] si para todo z0 ∈ Z1 existe u ∈ C(0, τ ;U)
tal que la solución moderada z(t) de (5.56) correspondiente a u verifica
que:

z(0) = z0 y z(τ) = 0 (Fig.4).

z0
z(τ) = 0

Fig.4

Observación 5.4.6. Es claro que la controlabilidad exacta del sistema
(5.56) implica la controlabilidad aproximada, la controlabilidad nula y
la controlabilidad por trayectoria del sistema. Pero, es bien conocido (D.
Barcenas, H. Leiva y Z. Sivoli, ver [3]) que en el caso de efectos difusivos
o compacidad del semigrupo generado por la ecuación lineal asociada, la
ecuación de la Viga puede no ser exactamente controlable. También se
puede observar que en el caso lineal la controlabilidad por trayectoria y
la controlabilidad nula son equivalentes. Sin embargo, la controlabilidad
aproximada y la controlabilidad nula son, en general, independientes.
Por lo tanto, en este caso sólo nos concentraremos en el estudio de la
controlabilidad aproximada del sistema (5.56).

El esquema a seguir es el siguiente: En primer lugar, se tiene que la
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ecuación de la Viga dada por:




∂2y(t, x)

∂t2
= 2β∆

∂y(t, x)

∂t
−∆2y(t, x) + u(t, x) + f(t, y, yt, u),

in (0, τ) × Ω,
y(t, x) = ∆y(t, x) = 0, on (0, τ)× ∂Ω,
y(0, x) = y0(x), yt(x) = v0(x), x ∈ Ω,

(5.59)
es aproximadamente controlable, ver A. Carrasco, H. Leiva y J.L. San-
chez [9]. En segundo lugar, la compacidad del semigrupo generado por la
ecuación lineal, las condiciones (5.57) - (5.58) que satisfacen los términos
no lineales f, Ik y el siguiente resultado:

Proposición 5.4.1. Sea (X,Σ, µ) un espacio de medida con µ(X) < ∞
y 1 ≤ q < r < ∞. Entonces Lr(µ) ⊂ Lq(µ) y

‖f‖q ≤ µ(X)
r−q
rq ‖f‖r, f ∈ Lr(µ). (5.60)

en conjunto con el teorema de Rothe 1.5.3, permiten probar que el sis-
tema (5.56) es aproximadamente controlable.
Para escribir la ecuación de la Viga con impulso (5.56) en una ecua-
ción diferencial abstracta se consideran resultados obtenidos por R. F.
Curtain, A. J. Pritchard [11] pg.46, Lawrence C. Evans [25] pg.335 y C.
Kesavan [31] pg.147:
En efecto, consideremos el espacio de Hilbert Z = L2(Ω) y 0 < λ1 <
λ2 < ... < λj −→ ∞ los autovalores de −∆ con condiciones de ho-
mogéneas de Dirichlet, cada uno con multiplicidad γj igual a la dimen-
sión del correspondiente autoespacio. Y consideremos el operador lineal
no acotado A : D(A) ⊂ Z −→ Z definido por Aφ = −∆φ, donde:

D(A) = H1
0 (Ω) ∩H2(Ω).

En consecuencia, el sistema (5.56) puede ser escrito como una ecuación
diferencial abstracta con impulso en Z:





z′ = Az +Bu+ F (t, z, u), z ∈ Z1, t ∈ (0, τ ], t 6= tk,
z(0) = z0,
z(t+k ) = z(t−k ) + Iek(tk, z(tk), u(tk)), k = 1, 2, 3, . . . , p.

(5.61)

donde u ∈ C([0, τ ];U), U = Z = L2(Ω),

A =

[
0 IZ

−A2 −2βA

]
(5.62)
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es un operador lineal no acotado con dominio

D(A) = {y ∈ H4(Ω) : y = ∆y = 0} ×D(A),

esto es,

z =

[
y
v

]
∈ D(A) ⇔ y ∈ {y ∈ H4(Ω) : y = ∆y = 0} y v ∈ D(A).

I = IZ : Z → Z = L2(Ω) es el operador identidad, B : U → Z1,

B =

[
0
IZ

]
es un operador lineal acotado y F, Iek : [0, τ ]×Z1×U −→ Z1

son funciones suaves definidas como:

F (t, z, u)(x) =

[
0

f(t, w(x), v(x), u(x))

]
(5.63)

y

Iek(t, z, u) =

[
0

Ik(t, w(x), v(x), u(x))

]
, (5.64)

∀x ∈ Ω, k = 1, 2, . . . , p.

Por otro lado, de las condiciones (5.57) y (5.58) se siguen las estimaciones
siguientes:

Proposición 5.4.2. Bajo las condiciones (5.57)-(5.58) las funciones
F, Iek : [0, τ ] × Z1 × U → Z1,k = 1, 2, 3, . . . , p, definidas por (5.63) y
(5.64) satisfacen que ∀u ∈ Z = L2(Ω) ∀z ∈ Z1:

‖F (t, z, u)‖Z1 ≤ ā0‖z‖α0
Z1

+ b̄0‖u‖β0

Z + c̄0 (5.65)

‖Iek(t, z, u)‖Z1 ≤ āk‖z‖αk

Z1
+ b̄k‖u‖βk

Z + c̄k, k = 1, 2, . . . , p. (5.66)

Demostración

‖F (t, z, u)‖2Z1
=

∫

Ω

|f(t, w(x), v(x), u(x))|2dx

≤
∫

Ω

{a0(|w(x)|α0 + |v(x)|α0) + b0|u(x)|β0 + c0}2dx

≤
∫

Ω

{42a2
0

(

|w(x)|2α0 + |v(x)|2α0
)

+ 42b20|u(x)|2β0 + 42c20}dx

≤ 42a2
0

∫

Ω

(

|w(x)|2α0 + |v(x)|2α0
)

dx+ 42b20

∫

Ω

|u(x)|2β0dx+ 42c20µ(Ω).
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Entonces

‖F (t, z, u)‖Z1
≤ 4a0

(∫

Ω

(

|w(x)|2α0 + |v(x)|2α0
)

dx

) 1

2

+ 4b0

(
∫

Ω

|u(x)|2β0dx

) 1

2

+ 4c0
√

µ(Ω)

= 4a0

(

‖w‖α0

L2α0

+ ‖v‖α0

L2α0

)

+ 4b0‖z‖β0

L2β0

+ 4c0
√

µ(Ω)

Ahora bien, ya que 1
2 ≤ α0 < 1 ⇔ 1 ≤ 2α0 < 2 y 1

2 ≤ β0 < 1 ⇔ 1 ≤
2β0 < 2, se obtiene aplicando la proposición 5.4.1, que:

‖F (t, z, u)‖Z1
≤ 4a0µ(Ω)

1−α0

α0 (‖w‖α0

Z + ‖v‖α0

Z ) + 4b0µ(Ω)
1−β0

β0 ‖u‖β0

U + 4c0
√

µ(Ω).

Luego, de la inclusión continua Z1 ⊂ Z, existe una constante L > 0 tal
que

‖z‖ ≤ L‖z‖1, ∀z ∈ Z1.

Por lo tanto,

‖F (t, z, u)‖Z1
≤ 4a0µ(Ω)

1−α0

α0 (L‖w‖α0

1 + ‖v‖α0

Z ) + 4b0µ(Ω)
1−β0

β0 ‖u‖β0

U + 4c0
√

µ(Ω).

Aśı, considerando m = máx{L, 1} se obtiene que

‖F (t, z, u)‖Z1
≤ m4a0µ(Ω)

1−α0

α0 (‖w‖α0

1 + ‖v‖α0

Z ) + 4b0µ(Ω)
1−β0

β0 ‖u‖β0

U + 4c0
√

µ(Ω).

Finalmente, usando el hecho que ‖w‖1, ‖v‖ ≤
√

‖w‖21 + ‖v‖2 = ‖z‖Z1

se tiene que

‖F (t, z, u)‖Z1 ≤ 8ma0µ(Ω)
1−α0
α0 ‖z‖α0

Z1
+ 4b0µ(Ω)

1−β0
β0 ‖u‖β0

U + 4c0
√

µ(Ω).

Análogamente, se obtiene la estimación para

‖Iek(t, z, u)‖Z1 ≤ 8makµ(Ω)
1−αk
αk ‖z‖αk

Z1
+4bkµ(Ω)

1−βk
βk ‖u‖βk

U +4ck
√

µ(Ω),

con k = 1, 2, 3, . . . , p., lo cual completa la prueba. �

El teorema que a continuación enunciaremos se puede encontrar en el
art́ıculo de A. Carrasco, H. Leiva y J.L. Sanchez, ver [9].

Teorema 5.4.5. El operador A es el generador infinitesimal de un se-
migrupo compacto fuertemente continuo {T (t)}t≥0 representado por

T (t)z =
∞∑

j=1

eAjtPjz, z ∈ Z1, t ≥ 0, (5.67)
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donde {Pj}j≥0 es una familia completa de proyecciones ortogonales en
el espacio de Hilbert Z1 dado por

Pj = diag(Ej , Ej), (5.68)

y

Aj = KjPj, Kj =

[
0 1

−λ2
j −2βλj

]
j ≥ 1,

y el operador adjunto A∗ del operador A viene dado por

A∗
j = K̃jPj , K̃j =

[
0 −1
λ2
j −2βλj

]
j ≥ 1.

Más aún, los autovalores σ1(j), σ2(j), de la matriz Kj son simples y
dados por:

σ1(j) = −λjρ1, σ2(j) = −λjρ2

donde 0 < ρ1 < ρ2 son dados por

ρ1 = β −
√

β2 − 1 and ρ2 = β +
√

β2 − 1; , β2 > 1,

y este semigrupo decae exponencialmente a cero

‖ T (t) ‖≤ me−µt, t ≥ 0,

donde µ = λ1ρ1 and ‖ T (t) ‖= sup‖z‖=1 ‖T (t)z‖.

A continuación se demostrará que el sistema lineal sin impulso es aproxi-
madamente controlable. Para ello, para todo z0 ∈ Z1 y u ∈ L2([0, τ ];U),
se tiene que el problema de valor inicial

{
z′(t) = Az(t) +Bu(t), z ∈ Z1,
z(0) = z0,

(5.69)

admite una única solución moderada dada por

z(t) = T (t)z0 +

∫ t

0
T (t− s)Bu(s)ds; t ∈ [0, τ ]. (5.70)
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Definición 5.4.7. Para el sistema (5.69) se define el siguiente concepto:
El operador controlabilidad (para τ > 0) G : L2([0, τ ];U) −→ Z1 es
definido por

Gu =

∫ τ

0
T (τ − s)Bu(s)ds, (5.71)

cuyo operador autoadjunto G∗ : Z1 −→ L2([0, τ ];U) viene dado por

(G∗z)(s) = B∗T (τ − s)z, ∀s ∈ [0, τ ], ∀z ∈ Z1. (5.72)

La prueba del lema siguiente es trivial.

Lema 5.4.3. El sistema (5.69) es aproximadamente controlable sobre
[0, τ ] si, y sólo si, Rang(G) = Z1.

El teorema a continuación es una caracterización de la controlabilidad
para el sistema (5.69):

Teorema 5.4.6. (H. Leiva, N. Merentes y J.L. Sanchez, ver [9], [38],
[39]) El sistema (5.69) es aproximadamente controlable sobre [0, τ ] si, y
sólo si, cada una de las siguientes condiciones se tienen:
a) Rang(G) = Z1.
b) Ker(G∗) = {0}.
c) B⋆T ⋆(s)z = 0, ∀s ∈ [0, τ ] =⇒ z = 0.
d) ĺımα→0+ α(αI +GG∗)−1z = 0.
e) 〈GG∗z, z〉 > 0, z 6= 0 in Z1.
f) Para todo z ∈ Z1 se tiene que Guα = z − α(αI +GG∗)−1z, donde

uα = G∗(αI +GG∗)−1z, α ∈ (0, 1].

En consecuencia, ĺım
α−→0

Guα = z y el error Eαz de la aproximación viene

dada por
Eαz = α(αI +GG∗)−1z, α ∈ (0, 1].

Observación 5.4.7. El teorema 5.4.6 implica que la familia de opera-
dores lineales

Γαz = B⋆T ∗(·)(αI +GG∗)−1z = G∗(αI +GG∗)−1z,

es una inversa aproximada por la derecha del operador G en el sentido
que

ĺım
α−→0

GΓα = I

en la topoloǵıa fuerte.
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Proposición 5.4.3. Si Rang(G) = Z1, entonces

sup
α>0

‖α(αI +GG∗)−1‖ ≤ 1.

El siguiente resultado fue probado por A. Carrasco, H. Leiva y J.L.
Sanchez, ver [9].

Teorema 5.4.7. El sistema (5.69) es aproximadamente controlable so-
bre [0, τ ]. Más aún, existe una sucesión de controles de entrada del siste-
ma (5.69) tal que la solución asociada satisface que inicia en un estado
z0 y finaliza en una vecindad de radio ǫ de un estado final z1 en un
tiempo τ > 0 dado por

uα(t) = B∗
ωT

∗(τ − t)(αI +GG∗)−1(z1 − T (τ)z0),

y el error de esta aproximación Eα viene dado por

Eα = α(αI +GG∗)−1(z1 − T (τ)z0).

Finalmente se demostrara que la ecuación de la Viga semilineal con
impulso dada por (5.56), es aproximadamente controlable o equivalente-
mente que el sistema (5.61) es aproximadamente controlable. Para ello,
para todo z0 ∈ Z1 y u ∈ C(0, τ ;U) se tiene que el problema de valor
inicial




z′ = Az +Bu+ F (t, z, u), t ∈ (0, τ ], t 6= tk, z ∈ Z1

z(0) = z0,
z(t+k ) = z(t−k ) + Iek(t, z(tk), u(tk)), k = 1, 2, 3, . . . , p.

(5.73)
admite una única solución moderada dada por

zu(t) = T (t)z0 +

∫ t

0
T (t− s)Bu(s)ds (5.74)

+

∫ t

0
T (t− s)F (s, zu(s), u(s))ds

+
∑

0<tk<t

T (t− tk)I
e
k(tk, z(tk), u(tk)), t ∈ [0, τ ].

Para lograr el objetivo, la idea es transformar el problema de controla-
bilidad a la existencia de un punto fijo de un operador no lineal:
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Por tanto, se define el operador Kα : PC([0, τ ];Z1) × C(0, τ ;U) →
PC([0, τ ];Z1)× C(0, τ ;U) dado por la fórmula siguiente:

(y, v) = (Kα
1 (z, u),Kα

2 (z, u)) = Kα(z, u)

donde

y(t) = Kα
1 (z, u)(t) = T (t)z0 +

∫ t

0

T (t− s)B(ΓαL(z, u))(s)ds (5.75)

+

∫ t

0

T (t− s)F (s, z(s), u(s))ds+
∑

0<tk<t

T (t− tk)I
e
k(tk, z(tk), u(tk),

y

v(t) = Kα
2 (z, u)(t) = (ΓαL(z, u))(t) = B∗T ∗(τ − t)(αI +W)−1L(z, u),

(5.76)
con L : PC([0, τ ];Z1)× C(0, τ ;U) → Z1 dado por

L(z, u) = z1 − T (τ)z0 −
∫ τ

0
T (τ − s)F (s, z(s), u(s))ds (5.77)

−
∑

0<tk<τ

T (τ − tk)I
e
k(tk, z(tk), u(tk)).

Teorema 5.4.8. El sistema no lineal (5.61) es aproximadamente con-
trolable sobre [0, τ ]. Más aún, existe una sucesión de controles, tales que
la solución asociada al sistema (5.61) satisface que inicia en un estado
inicial z0 y tiene como punto de llegada un estado en una vecindad de
radio ǫ del estado final z1 en un tiempo τ > 0 dados por

uα(t) = B∗T ∗(τ − t)(αI +W)−1L(zα, uα),

y el error de esta aproximación Eαz viene dado por

Eαz = α(αI +W)−1L(zα, uα),

donde

zα(t) = T (t)z0 +

∫ t

0
T (t− s)Buα(s)ds

+

∫ t

0
T (t− s)F (s, zα(s), uα(s))ds

+
∑

0<tk<t

T (t− tk)I
e
k(tk, zα(tk), uα(tk)), t ∈ [0, τ ].



133

Demostración

La prueba se divide en un conjunto de afirmaciones. Pero antes note que
‖B‖ = 1 y ‖T (t)‖ ≤ me−µt, t ≥ 0.
Afirmación 1. El operador Kα es continuo. En efecto, en primer lugar,
probemos que los operadores:

Kα
1 : PC([0, τ ];Z1)× C(0, τ ;U) → PC([0, τ ];Z1)

y

Kα
2 : PC([0, τ ];Z1)× C(0, τ ;U) → C(0, τ ;U),

definidos por (5.75) y (5.76) son continuos. La continuidad de Kα
1 se

sigue de la continuidad de las funciones no lineales F (t, z, u), Iek(z, u) y
de la estimación siguiente

‖Kα
1 (z, u)−Kα

1 (w, v)‖ ≤ M1‖u− v‖+M2 sup
s∈J

‖F (s, z(s), u(s))− F (s,w(s), v(s))‖

+ M3

∑

0<tk<τ

‖Iek(tk, z(tk), u(tk))− I
e
k(tk, w(tk), v(tk))‖.

La continuidad del operador Kα
2 se sigue de la continuidad de los ope-

radores L y Γα.
Afirmación 2. El operador Kα es compacto. En efecto, sea D un sub-
conjunto acotado de PC(J ;Z1) × C(J ;U). Dado (z, u) ∈ D fijo pero
arbitrario, se tiene que

‖F (·, z, u)‖0 ≤ M4, ‖(αI +W)−1L(z, u)‖ ≤ M5,

‖L(z, u)‖ ≤ M6, ‖IeK(·, z, u)‖0 ≤ Mk, k = 1, 2, . . . , p.

Por lo tanto, Kα(D) es uniformemente acotado.
Ahora bien, consideremos la siguiente estimación:

‖Kα(z, u)(t2)−Kα(z, u)(t1)‖1 = ‖Kα
1 (z, u)(t2)−Kα

1 (z, u)(t1)‖
+ ‖Kα

2 (z, u)(t2)−Kα
2 (z, u)(t1)‖,
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donde

‖Kα
1 (z, u)(t2)−Kα

1 (z, u)(t1)‖ ≤ ‖T (t2)− T (t1)‖‖z0‖

+

∫ t1

0

‖T (t2 − s)− T (t1 − s)‖‖L(z, u)(s)‖ds

+

∫ t2

t1

‖T (t2 − s)‖‖L(z, u)(s)‖ds

+

∫ t1

0

‖T (t2 − s)− T (t1 − s)‖‖F (s, (z, u)(s))‖ds

+

∫ t2

t1

‖T (t2 − s)‖‖F (s, (z, u)(s))‖ds

+
∑

0<tk<t1

‖T (t2 − tk)− T (t1 − tk)‖‖Iek(tk, (z, u)(tk))‖

+
∑

t1<tk<t2

‖T (t2 − tk)I
e
k(tk, (z, u)(tk))‖,

y

‖Kα
2 (z, u)(t2)−Kα

2 (z, u)(t1)‖ ≤ ‖T ∗(τ − t2)− T
∗(τ − t1)‖‖(αI +W)−1L(z, u)‖.

Por otro lado, dado que T (t) es un operador compacto para t > 0, se
tiene que la función 0 < t → T (t) es uniformemente continua, ver Pazy
[51]. Aśı,

ĺım
|t2−t1|→0

‖T (t2)− T (t1)‖ = 0, t2, t1 > 0.

En consecuencia, si se toma una sucesión {φj : j = 1, 2, . . . } sobre
Kα(D), esta sucesión es uniformemente acotada y equicontinua sobre
el intervalo [0, t1] y, por el teorema de Arzela, existe una subsucesión
{φ1

j : j = 1, 2, . . . } de {φj : j = 1, 2, . . . }, la cual converge uniformemen-
te sobre [0, t1].
Consideremos la sucesión {φ1

j : j = 1, 2, . . . } sobre el intervalo (t1, t2]. En

este intervalo la sucesión {φ1
j : j = 1, 2, . . . } es uniformemente acotada y

equicontinua, y por el mismo razonamiento, esta tiene una subsucesión
{φ2

j} uniformemente convergente sobre [0, t2].
Continuando este procedimiento para los intervalos (t2, t3], (t3, t4], . . . ,
(tp, τ ], obtenemos que la sucesión {φp+1

j : j = 1, 2, . . . } converge unifor-

memente sobre el intervalo [0, τ ]. Esto significa que Kα(D) es compacto,
el cual implica que el operador Kα es compacto.
Afirmación 3.

ĺım
‖|(z,u)‖|→∞

‖|Kα(z, u)‖|
‖|(z, u)‖| = 0,
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donde ‖|(z, u)‖| = ‖z‖0 + ‖u‖0 es la norma en el espacio PC([0, τ ];Z)×
C(0, τ ;U). En efecto, consideremos la estimación siguiente:

‖L(z, u)‖ ≤ M1+M2{a0‖z‖α0 + b0‖u‖β0 + c0}+M3

∑

0<tk<τ

{ak‖z‖αk + bk‖u‖βk + ck},

donde

M1 = ‖z1‖+me−µτ‖z0‖, M2 =
m

−µ
(e−µτ − 1) and M3 = me−µτ .

‖Kα
2 (z, u)‖ ≤ M3M1‖(αI +W)−1‖+M3M2‖(αI +W)−1‖{a0‖z‖α0 + b0‖u‖β0 + c0}

+ M3M2‖(αI +W)−1‖
∑

0<tk<τ

{āk‖z‖αk + bk‖u‖βk + c̄k}.

y

‖Kα
1 (z, u)‖ ≤ M3{‖z0‖+M1M2‖(αI +W)−1‖}

+ M2{1 +M2M3‖(αI +W)−1‖}{a0‖z‖α0 + b0‖u‖β0 + c̄0}
+ M3{1 +M2M3‖(αI +W)−1‖}

∑

0<tk<τ

{ak‖z‖αk + bk‖u‖βk + ck}.

Por lo tanto,

‖|Kα(z, u)‖| = ‖Kα
1 (z, u)‖+ ‖Kα

2 (z, u)‖ ≤ M4

+ {M3M2‖(αI +W)−1‖{1 + ‖B‖M2}+M2}
{a0‖z‖α0 + b0‖u‖β0 + c0}

+ {M3M2‖(αI +W)−1‖{1 +M3}+M3}
∑

0<tk<τ

{ak‖z‖αk + bk‖u‖βk + ck},

donde M4 viene dado por:

M4 = M3{‖z0‖+ (M2 + 1)M1‖(αI +W)−1‖}.

Luego

‖|Kα(z, u)‖|
‖|(z, u)‖| ≤ M4

‖z‖+ ‖u‖
+ {M3M2‖(αI +W)−1‖{1 +M2}}

×{a0‖z‖α0−1 + b0‖u‖β0−1 +
c̄0

‖z‖+ ‖u‖}

+ {M3M2‖(αI +W)−1‖{1 +M3}+M3} ×
∑

0<tk<τ

{ak‖z‖αk−1 + bk‖u‖βk−1 +
c̄k

‖z‖+ ‖u‖},
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y

ĺım
‖|(z,u)‖|→∞

‖|Kα(z, u)‖|
‖|(z, u)‖| = 0. (5.78)

Afirmación 4. El operador Kα tiene un punto fijo. En efecto, dado
0 < ρ < 1 fijo, existe R > 0 suficientemente grande tal que

‖|Kα(z, u)‖| ≤ ρ‖|(z, u)‖|, ‖|(z, u)‖| = R.

Aśı, si se denota por B(0, R) la bola de centro cero y radio R > 0,
se obtiene que Kα(∂B(0, R)) ⊂ B(0, R). En consecuencia, Kα es una
aplicación compacta y env́ıa la esfera ∂B(0, R) dentro del interior de
la bola B(0, R). Luego aplicando el teorema de punto fijo de Rothe
1.5.3, se obtiene la existencia de un punto fijo (zα, uα) ∈ B(0, R) ⊂
PC([0, τ ];Z1)× C(0, τ ;U) tal que

(zα, uα) = Kα(zα, uα). (5.79)

Afirmación 5. La sucesión {(zα, uα)}α∈(0,1] es acotada. En efecto, su-
pongamos por reducción al absurdo que {(zα, uα)}α∈(0,1] no es acotada.
Entonces, existe una subsucesión {(zαn , uαn)}α∈(0,1] ⊂ {(zα, uα)}α∈(0,1]
tal que

ĺım
n→∞

‖|(zαn , uαn)‖| = ∞.

Por otro lado, de (5.78) se conoce que para todo α ∈ (0, 1] se cumple

limn→∞
‖|Kα(zαn , uαn)‖|
‖|(zαn , uαn)‖|

= 0.

Particularmente, se tiene lo siguiente:

‖|Kα1 (zα1
,uα1

)‖|

‖|(zα1
,uα1

)‖|

‖|Kα1(zα2
,uα2

)‖|

‖|(zα2
,uα2

)‖|

‖|Kα1 (zα3
,uα3

)‖|

‖|(zα3
,uα3

)‖|
. . . . . .

‖|Kα1 (zαn ,uαn )‖|

‖|(zαn ,uαn )‖|
→ 0.

‖|Kα2 (zα1
,uα1

)‖|

‖|(zα1
,uα1

)‖|

‖|Kα2(zα2
,uα2

)‖|

‖|(zα2
,uα2

)‖|

‖|Kα3 (zα3
,uα3

)‖|

‖|(zα3
,uα3

)‖|
. . . . . .

‖|Kα2 (zαn ,uαn )‖|

‖|(zαn ,uαn )‖|
→ 0.

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

‖|Kαk (zα1
,uα1

)‖|

‖|(zα1
,uα1

)‖|

‖|Kαk (zα2
,uα2

)‖|

‖|(zα2
,uα2

)‖|

‖|Kαk (zα3
,uα3

)‖|

‖|(zα3
,uα3

)‖|
. . . . . .

‖|Kαk (zαn ,uαn )‖|

‖|(zαn ,uαn )‖|
→ 0.

Ahora bien, aplicando el proceso de diagonalización de Cantor, se ob-
tiene que

limn→∞
‖|Kαn(zαn , uαn)‖|
‖|(zαn , uαn)‖|

= 0,
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y de (5.79) se sigue que

‖|Kαn(zαn , uαn)‖|
‖|(zαn , uαn)‖|

= 1,

lo cual es evidentemente una contradicción. Entonces, la afirmación es
cierta y por tanto existe γ > 0 tal que

‖|(zαn , uαn)‖| ≤ γ, (0 < α ≤ 1).

Por lo tanto, sin perder generalidad, podemos suponer que la sucesión
L(zα, uα) converge a y ∈ Z. Aśı, si

uα = ΓαL(zα, uα) = G∗(αI +GG∗)−1L(zα, uα).

entonces,

Guα = GΓαL(zα, uα) = GG∗(αI +GG∗)−1L(zα, uα)
= (αI +GG∗ − αI)(αI +GG∗)−1L(zα, uα)
= L(zα, uα)− α(αI +GG∗)−1L(zα, uα).

Luego,
Guα + L(zα, uα) = −α(αI +GG∗)−1L(zα, uα).

Para concluir la prueba de este teorema, es necesario demostrar que

ĺım
α→0

{−α(αI +GG∗)−1L(zα, uα) = 0.

Pero del teorema 3.1.d se tiene que

ĺım
α→0

{α(αI +GG
∗)−1L(zα, uα)} = ĺım

α→0
α(αI +GG

∗)−1
y

+ ĺım
α→0

α(αI +GG
∗)−1(L(zα, uα)− y)

= ĺım
α→0

−α(αI +GG
∗)−1(L(zα, uα)− y).

Por otro lado, de la proposición 3.1, se sigue que

‖α(αI +GG∗)−1(L(zα, uα)− y)‖ ≤ ‖L(zα, uα)− y)‖.

En consecuencia, ya que L(zα, uα) converge a y, se sigue que

ĺım
α→0

{−α(αI +GG∗)−1(L(zα, uα)− y)} = 0.
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Por lo tanto,

ĺım
α→0

{−α(αI +GG∗)−1L(zα, uα)} = 0.

Entonces,

ĺım
α→0

{Guα + L(zα, uα)} = 0.

En conclusión,

ĺım
α→0

{T (τ )z0 +
∫ τ

0

T (τ − s)Buα(s)ds +

∫ τ

0

T (τ − s)F (s, zα(s), uα(s))ds

+
∑

0<tk<τ

T (τ − tk)I
e
k(zα(tk), uα(tk))} = z1,

. �

Teorema 5.4.9. El sistema semilineal con impulso (5.61) es aproxima-
damente controlable si para todo estado inicial z0 y un estado final z1 y
α ∈ (0, 1], el operador Kα dado por (5.75)-(5.76) tiene un punto fijo y
la sucesión {L(zα, uα)}α∈(0,1] converge, es decir,

(zα, uα) = Kα(zα, uα),

ĺım
α→0

L(zα, uα) = y ∈ Z.

5.4.2. Controlabilidad de la Ecuación de la Viga Pertur-
bada

Consideremos la ecuación de la Viga con perturbación no lineal:





∂2y(t, x)

∂t2
= 2β∆

∂y(t, x)

∂t
−∆2

y(t, x) + u(t, x) + f(t, y(t, x), yt(t, x), u(t, x)),

y(t, x) = ∆y(t, x) = 0, sobre (0, τ )× ∂Ω,
y(0, x) = y0(x), yt(x) = v0(x), x ∈ Ω,

(5.80)
donde β > 1, Ω es un dominio acotado suficientemente regular en RN , el
control distribuido u pertenece a L2([0, τ ];U) (U = L2(Ω)) y la función
no lineal f : [0, τ ]×R×R×R −→ R es suficientemente suave y existen

números η,R, b, c ∈ R con
1

2
≤ η ≤ 1 tal que

| f(t, y, v, u) |< b | u |η +c, ∀y, v, u ∈ R, (5.81)
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Aqúı el espacio estado es Z1 = [H2(Ω)
⋂

H1
0 (Ω)] × L2(Ω) = D(−∆) ×

L2(Ω) dotado con la norma del gráfico; esto es:

∥∥∥∥
(

y
v

)∥∥∥∥
Z1

=
√

‖(−∆)y‖2
L2 + ‖v‖2

L2 ,

donde

‖v‖L2 =

√∫

Ω
‖v(x)‖2dx, ∀v ∈ L2(Ω).

Bajo las condiciones anteriores se prueba que: El sistema no lineal (5.80)
es aproximadamente controlable sobre [0, τ ]. Más aún, se puede exhibir
una sucesión de controles tal que la solución asociada al sistema satisface
que parte de un estado inicial y finaliza en una vecindad de radio ǫ del
estado final, en un tiempo prefijado τ .
Para ello, se hace uso del resultado preliminar siguiente:

Proposición 5.4.4. Sea (X,
∑

, µ) un espacio de medida con µ(X) < ∞
y 1 ≤ p < r < ∞. Entonces Lr(µ) ⊂ Lp(µ) y

‖ f ‖r≤ µ(X)
p−r
rp ‖ f ‖p, f ∈ Lp(µ).

y del teorema 1.5.3 (Teorema de punto fijo de Rothe).
Sea Z = L2(Ω) y al igual que en los dos ejemplos anteriores consideremos
el operador lineal no acotado A : D(A) ⊂ Z → Z definido po Aφ =
−∆φ, donde

D(A) = H1
0 (Ω) ∩H2(Ω). (5.82)

Aqúı, la ecuación (5.80) puede ser escrita como un sistema abstracto
de ecuaciones diferenciales ordinarias en el espacio de Hilbert Z1 como
sigue: 




y′ = v,

v′ = −A2y − 2βAv + u+ f(t, y, v, u).
(5.83)

Más aún, la ecuación (5.80) puede ser reescrita como un sistema de pri-
mer orden de ecuaciones diferenciales ordinarias en el espacio de Hilbert
Z1 como sigue:

z′ = Az +Bu+ F (t, z, u), z ∈ Z1, t ≥ 0 (5.84)
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donde u ∈ L2([0, τ ];U), U = Z = L2(Ω),

(
0 IZ

−A2 −2βA

)
(5.85)

es un operador lineal no acotado con dominio

D(A) = {y ∈ H4(Ω) : y = ∆y = 0} ×D(A),

es decir,

z =

(
y
v

)
∈ D(A) ⇔ y ∈ {y ∈ H4(Ω) : y = ∆y = 0} and v ∈ D(A).

I = IZ : Z = L2(Ω) → Z es el operador identidad, B : U → Z1, B =(
0
IZ

)
es un operador lineal acotado, y F (t, z, u) =

(
0

f(t, y, v, u)

)

es suficientemente suave.

Proposición 5.4.5. Bajo la condición (5.81), la función F : [0, τ ] ×
Z1 × U −→ Z1 definida arriba satisface que ∀u, z ∈ Z = L2(Ω):

‖F (t, z, u)‖Z1 ≤ 2bµ(Ω)
1−η
2η ‖u‖ηZ +2c

√
µ(Ω), , ‖u‖ ≥ R

√
µ(Ω), (5.86)

Demostración

‖ F (t, z, u) ‖Z1 =

(∫

Ω
| f(t, y, v, u) |2 dx

) 1
2

≤
(∫

Ω
(b | u(x) |η +c)2dx

) 1
2

≤
(∫

Ω
(4b2 ‖ u(x) ‖2η +4c2)dx

) 1
2

≤ 2b

{(∫

Ω
‖u(x)‖2η

) 1
2η

}η

+ 2c
√

µ(Ω)

= 2b‖u‖ηL2η(Ω) + 2c
√

µ(Ω).
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Ahora bien, ya que 1
2 ≤ η < 1 ⇔ 1 ≤ 2η < 2, aplicando la proposición

5.31, se obtiene que:

‖F (t, z, u)‖Z1 ≤ 2bµ(Ω)
1−η
2η ‖u‖ηZ + 2c

√
µ(Ω), , ‖u‖ ≥ R

√
µ(Ω).

�

Por otro lado, haciendo uso del lema de 1.1.1 se tiene que el operador
lineal no acotado A dado por la ecuación lineal (5.85) genera un semi-
grupo compacto fuertemente continuo en el espacio Z1, el cual decae
exponencialmente a cero.

Teorema 5.4.10. El operador A es el generador infinitesimal de un
semigrupo compacto fuertemente continuo {T (t)}t≥0 representado por

T (t)z =
∞∑

j=1

eAjtPjz, z ∈ Z1, t ≥ 0, (5.87)

donde {Pj}j≥0 es una familia de proyecciones ortogonales completas en
el espacio de Hilbert Z1 dadas por

Pj = diag(Ej , Ej), (5.88)

y

Aj = KjPj, Kj =

(
0 1

−λ2
j −2βλj

)
j ≥ 1,

y el operador adjunto A∗ del operador A viene dado por

A∗
j = K̃jPj , K̃j =

(
0 −1
λ2
j −2βλj

)
j ≥ 1,

Más aún, los autovalores σ1(j), σ2(j), de la matriz Kj son simples y se
cumple que:

σ1(j) = −λjρ1, σ2(j) = −λjρ2

donde 0 < ρ1 < ρ2 y dados por

ρ1 = β −
√

β2 − 1 and ρ2 = β +
√

β2 − 1; , β2 > 1,

y este semigrupo decae exponencialmente a cero

‖ T (t) ‖≤ Me−µt, t ≥ 0,

con µ = λ1ρ1 y ‖ T (t) ‖= sup‖z‖=1 ‖T (t)z‖.
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El siguiente corolario se sigue como consecuencia del teorema anterior.

Corolario 5.4.2. El operador A es el generador infinitesimal de un
semigrupo compacto fuertemente continuo {T (t)}t≥0 representado por

T (t)z =
∞∑

j=1

eAjtPjz, z ∈ Z1, t ≥ 0

donde {Pj}j≥0 es una familia de proyecciones ortogonales completas en
el espacio de Hilbert Z1 dado por

Pj = diag(Ej , Ej), (5.89)

y

Aj = KjPj , Kj =

(
0 1

−λ2
j −2βλj

)
j ≥ 1,

y el operador adjunto A∗ del operador A viene dado por

A∗
j = K̃jPj , K̃j =

(
0 −1
λ2
j −2βλj

)
j ≥ 1,

Más aún, los autovalores σ1(j), σ2(j), de la matriz Kj son simples y
vienen dados por:

σ1(j) = −λjρ1j , σ2(j) = −λjρ2j

donde 0 < ρ1j < ρ2j y vienen dados por

ρ1j = β −
√

β2 − 1 and ρ2j = β +
√

β2 − 1; β2 > 1,

y este semigrupo decae exponencialmente a cero

‖ T (t) ‖≤ Me−µt, t ≥ 0,

con µ = λ1ρ11 y ‖ T (t) ‖= sup‖z‖=1 ‖T (t)z‖.

Ahora, describiremos la estrategia a seguir: Para probar la controlabili-
dad aproximada del sistema no lineal (5.80), se tomara las ideas consi-
deradas por H. Leiva, N. Merentes y J.L. Sanchez, ver [41]. Esto es, la
controlabilidad aproximada del sistema (5.80) se sigue de la controlabi-
lidad del sistema lineal, la compacidad del semigrupo generado por el
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operador A, el acotamiento (5.81) que satisface el término no lineal F y
aplicando el teorema de punto fijo de Rothe.

En efecto, para todo z0 ∈ Z1 y u ∈ L2([0, τ ];U) el problema de valor
inicial 




z′(t) = Az(t) +Bu(t), z ∈ Z1,

z(0) = z0,
(5.90)

admite una única solución moderada dada por

z(t) = T (t)z0 +

∫ t

0
T (t+ s)Bu(s)ds; t ∈ [0, τ ]. (5.91)

Definición 5.4.8. Para el sistema (5.90) se definen los siguientes con-
ceptos:
El operador de controlabilidad (para τ > 0) G : L2([0, τ ];U) −→ Z1 es
definido como

Gu =

∫ τ

0
T (τ − s)Bu(s)ds, (5.92)

cuyo operador autoadjunto G∗ : Z1 −→ L2([0, τ ];U) viene dado por

(G∗z)(s) = B∗T (τ − s)z, ∀s ∈ [0, τ ], ∀z ∈ Z1. (5.93)

El lema siguiente es trivial

Lema 5.4.4. La ecuación (5.90) es aproximadamente controlable sobre
[0, τ ] si, y sólo si, Rang(G) = Z1.

El teorema a continuación es una caracterización de la controlabilidad
del sistema (5.90):

Teorema 5.4.11. ( Curtain, Pritchard y Zwart ([11],[18]), Leiva, Me-
rentes y Sanchez ([38], [39])) El sistema (5.90) es aproximadamente
controlable sobre [0, τ ] si, y sólo si, cada una de las condiciones siguien-
tes se tienen:
a) Rang(G) = Z1.
b) Ker(G∗) = {0}.
c) B⋆T ⋆(s)z = 0, ∀s ∈ [0, τ ] =⇒ z = 0.
d) ĺımα→0+ α(αI +GG∗)−1z = 0.
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e) 〈GG∗z, z〉 > 0, z 6= 0 en Z.
f) Para todo z ∈ Z1 se tiene que Guα = z − α(αI +GG∗)−1z, donde

uα = G∗(αI +GG∗)−1z, α ∈ (0, 1].

Aśı, ĺım
α−→0

Guα = z y el error Eαz de esta aproximación viene dado por

Eαz = α(αI +GG∗)−1z, α ∈ (0, 1].

Observación 5.4.8. El teorema 5.4.11 implica que la familia de opera-
dores lineales

Γαz = B⋆T ∗(·)(αI +GG∗)−1z = G∗(αI +GG∗)−1z,

es una inversa aproximada por la derecha del operador G en el sentido
que

ĺım
α−→0

GΓα = I

en la topoloǵıa fuerte.

Proposición 5.4.6. Si el Rang(G) = Z1, entonces

sup
α>0

‖α(αI +GG∗)−1‖ ≤ 1.

En consecuencia, se concluye con el siguiente resultado.

Teorema 5.4.12. El sistema (5.90) es aproximadamente controlable.

Para finalizar se probara el principal resultado, la controlabilidad de la
ecuación de la Viga semilineal dada por (5.80), lo cual es equivalente a
probar la controlabilidad aproximada del sistema (5.84). Para ello, dado
z0 ∈ Z1 y u ∈ L2([0, τ ];U) el problema de valor inicial





z′(t) = Az +Bu+ F (t, z, u), t ≥ 0,

z(0) = z0,
(5.94)

admite una única solución moderada dada por (Ver Goldstein [27], pg.
90)

z(t) = T (t)z0 +

∫ t

0
T (t− s)Bu(s)ds+

∫ t

0
T (t− s)F (s, z, u)ds, t ∈ [0, τ ].

(5.95)
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Observación 5.4.9. (Ver H. Leiva [36] y [37]) La función F es suficien-
temente suave si:
a. La solución moderada z(u) = zu del problema (5.94) es única.
b. La solución moderada z(u) = zu dependa continuamente de u.

Observación 5.4.10. La controlabilidad aproximada del sistema (5.94)
consiste en:
Dado dos estados z0, z1 ∈ Z1, encontrar un control u ∈ L2([0, τ ];U) tal
que la correspondiente solución moderada (5.55) z = zu = z(u) satisface:

z1 ≈ T (τ)z0 +

∫ τ

0
T (τ − s)Bu(s)ds+

∫ τ

0
T (τ − s)F (s, zu, u)ds.

es decir,

z1 − T (τ)z0 ≈
∫ τ

0
T (τ − s)Bu(s)ds+

∫ τ

0
T (τ − s)F (s, zu, u)ds.

esto es,

z1 − T (τ)z0 ≈ FB(u) +

∫ τ

0
T (τ − s)F (s, zu, u)ds.

o equivalentemente,

FB(u) ≈ z1 − T (τ)z0 −
∫ τ

0
T (τ − s)F (s, zu, u)ds.

Observación 5.4.11. Sin perdida de generalidad, podemos suponer que
el estado inicial z0 es fijo.

Estas observaciones nos motivan a dar la siguiente definición:

Definición 5.4.9. Dado el sistema (5.94) se definen los siguientes con-
ceptos: El operador de controlabilidad no lineal (para τ > 0) GF :
L2([0, τ ];U) −→ Z1 definido por

GFu =

∫ τ

0
T (t− s)Bu(s)ds+

∫ τ

0
T (t− s)F (t, z, u)ds = FB(u) +H(u)

donde H : L2([0, τ ];U) −→ Z1 es el operador no lineal dado por

H(u) =

∫ τ

0
T (t− s)F (s, z, u)ds.
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El lema siguiente es trivial:

Lema 5.4.5. El sistema (5.94) es aproximadamente controlable sobre
[0, τ ] si, y sólo si, Rang(GF ) = Z1.

Definición 5.4.10. La ecuación que se define a continuación es llamada
ecuación de controlabilidad asociada al sistema no lineal (5.94)

u = Γα(z −H(u)) = G∗(αI +GG∗)−1(z −H(u)), (0 < α ≤ 1).

Ahora bien, probaremos el principal resultado de este ejemplo, el cual
es demostrar que la ecuación de la Viga semilineal (5.94) es aproxima-
damente controlable.

Teorema 5.4.13. El sistema (5.94) es aproximadamente controlable
sobre [0, τ ]. Más aún, la sucesión de controles vienen dados

uα(t) = B⋆T ∗(τ − t)(αI +GG∗)−1(z1 − T (τ)z0 −H(uα)),

y el error de esta aproximación Eα viene dada por

Eα = α(αI +GG∗)−1(z1 − T (τ)z0 −H(uα)).

Demostración
Para cada z ∈ Z1 fijo, pero arbitrario, consideremos la siguiente familia
de operadores no lineales
Kα : L2([0, τ ];U) −→ L2([0, τ ];U) dada por

Kα(u) = Γα(z −H(u)) = G∗(αI +GG∗)−1(z −H(u)), (0 < α ≤ 1).

En primer lugar, probemos que para todo α ∈ (0, 1] el operador Kα tiene
un punto fijo uα. En efecto, ya que F es suave y satisface (5.86), y el
semigrupo {T (t)}t≥0 es compacto, entonces el operador H es compacto
(proposición 2.3. Art́ıculo de Leiva, Merentes y Sanchez, ver ([41]). Más
aún,

ĺım‖u‖Z→∞
‖Kα(u)‖Z

‖u‖Z
= 0. (5.96)

En efecto, sean B = 2bµ(Ω)
η

2η− 1
2 y C = 2c

√
µ(Ω). De la definición del

operador H(u), proposición 5.4.4 y (5.65), para u ∈ L2(0, τ ;U), se sigue
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la siguiente estimación

‖H(u)‖Z1 = ‖
∫ τ

0
T (t− s)F (s, z, u)ds ‖Z1 ,

≤
∫ τ

0
Meµ(τ−s)‖F (s, z, u)‖Z1ds

≤
(∫ τ

0
M2e2µ(τ−s)ds

) 1
2
(∫ τ

0
‖F (s, zu(s), u(s))‖2Z1

ds

) 1
2

= N

(∫ τ

0
‖F (s, zu(s), u(s))‖2Z1

ds

)1
2

≤ N

(∫ τ

0
(B‖u(s)‖η + C)2 ds

)1
2

≤ N

(∫ τ

0
(4B2‖u(s)‖2η + 4C2)ds

) 1
2

≤ 2NB

(∫ τ

0
‖u(s)‖2η

) 1
2

+ 2NC
√
τ

≤ 2NB

{(∫ τ

0
‖u(s)‖2η

) 1
2η

}η

+ 2NC
√
τ

= 2BN‖u‖ηL2η
+ 2NC

√
τ .

Ahora bien, ya que 1
2 ≤ η < 1 ⇔ 1 ≤ 2η < 2, de la proposición 5.4.4 se

obtiene que:

‖H(u)‖Z1 ≤ 2BNτ
1−η
2η ‖u‖ηZ + 2NC

√
τ .

Por lo tanto,

ĺım‖u‖Z→∞
‖H(u)‖Z1

‖u‖Z
= 0.

En consecuencia,

ĺım‖u‖Z→∞
‖Kα(u)‖
‖u‖Z

= 0.

Afirmación 1. El operador Kα tiene un punto fijo. En efecto, de la
condición (5.96) se obtiene que, si 0 < ρ < 1 fijo, entonces existe Rα tal
que

‖Kα(u)‖Z ≤ ρ‖u‖Z , ‖u‖Z = Rα.



148

En consecuencia, si se denota por B(0, Rα) la bola de centro cero y radio
Rα > 0, entonces se tiene que Kα(∂B(0, Rα)) ⊂ B(0, Rα). Ya que Kα

es compacto y env́ıa la esfera de ∂B(0, Rα) dentro del interior de la
bola B(0, Rα), se puede aplicar el teorema de punto fijo de Rothe para
obtener la existencia de un punto fijo uα ∈ L2(0, τ ;U) tal que

uα = Kαuα = Γα(z−H(uα)) = G∗(αI+GG∗)−1(z−H(uα)), (0 < α ≤ 1).
(5.97)

Afirmación 2. La sucesión {uα}0<α≤1 es acotada. En efecto, suponga-
mos por reducción al absurdo que existe una subsucesión {uαn}n≥1 ⊂
{uα}0<α≤1 tal que

ĺım
n→∞

‖uαn‖Z = ∞.

Por otro lado, de (2.33) se tiene que para todo α ∈ (0, 1] fijo se cumple:

ĺımn→∞
‖Kα(uαn)‖
‖uαn‖Z

= 0.

En consecuencia,

‖Kα1(uα1 )‖
‖uα1‖Z

‖Kα1 (uα2 )‖
‖uα2‖Z

‖Kα1 (uα3 )‖
‖uα3‖Z

. . .
‖Kα1(uαn )‖

‖uαn‖Z −→ 0

‖Kα2(uα1 )‖
‖uα1‖Z

‖Kα2 (uα2 )‖
‖uα2‖Z

‖Kα2 (uα3 )‖
‖uα3‖Z

. . .
‖Kα2(uαn )‖

‖uαn‖Z −→ 0

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

‖Kαn(uα1 )‖
‖uα1‖Z

‖Kαn (uα2 )‖
‖uα2‖Z

‖Kαn(uα3 )‖
‖uα3‖Z

. . . ‖Kαn(uαn )‖
‖uαn‖Z −→ 0

Ahora bien, aplicando el proceso de diagonalización de Cantor, se obtiene
que

ĺımn→∞
‖Kαn(uαn)‖

‖uαn‖Z
= 0,

y de (5.97) se tiene que

‖Kαn(uαn)‖
‖uαn‖Z

= 1,
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lo cual es evidentemente una contradicción. Por lo tanto, la afirmación
es cierta y en consecuencia existe γ > 0 tal que

‖ uαn ‖≤ γ, (0 < α ≤ 1).

Aśı, sin perder generalidad podemos suponer que la sucesión H(uα)
converge a y ∈ Z. Luego, si

uα = Γα(z −H(u)) = G∗(αI +GG∗)−1(z −H(uα)).

entonces,

Guα = GΓα(z −H(u)) = GG∗(αI +GG∗)−1(z −H(uα))

= (αI +GG∗ − αI)(αI +GG∗)−1(z −H(uα))

= z −H(uα)− α(αI +GG∗)−1(z −H(uα))

Por tanto,

Guα +H(uα) = z − α(αI +GG∗)−1(z −H(uα)).

Para concluir la prueba de este teorema, es necesario probar que

ĺım
α→0

{−α(αI +GG∗)−1(z −H(uα))} = 0

Del teorema 5.4.11.d se sigue que

ĺımα→0{−α(αI +GG∗)−1(z −H(uα))} = − ĺımα→0{−α(αI +GG∗)−1H(uα)}

= − ĺımα→0 −α(αI +GG∗)−1y

− ĺımα→0 −α(αI +GG∗)−1(H(uα)− y)

= ĺımα→0 −α(αI +GG∗)−1(H(uα)− y).

Por otro lado, de proposición 5.4.6, se obtiene que

‖α(αI +GG∗)−1(H(uα)− y)‖ ≤ ‖(H(uα)− y)‖.

Ahora bien, ya que H(uα) converge a y, se concluye que

ĺım
α→0

{−α(αI +GG∗)−1(H(uα)− y)} = 0.
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En consecuencia,

ĺım
α→0

{−α(αI +GG∗)−1(z −H(uα))} = 0

Luego, haciendo z = z1−T (τ)z0 y usando (5.95), se obtiene el resultado:

z1 = ĺım
α−→0

{T (τ)z0+
∫ τ

0
T (τ−s)Buα(s)ds+

∫ τ

0
T (τ−s)F (s, zuα , uα)ds}.

�
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Lućıa Antillano
Horacio Biord
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