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Prodlogo

En las dltimas décadas, la teoria de control ha ganado gran importancia
como disciplina para ingenieros, matematicos y otros cientificos. Ejem-
plos de problemas de control van desde casos sencillos, como la conduc-
cién del calor a través de una barra, hasta casos mas complejos como
el aterrizaje de un vehiculo sobre la Luna, el control de la economia de
una nacion, el control de epidemias, entre otros. Existe una extensa li-
teratura sobre teoria de control para sistemas continuos, por mencionar
algunos autores se tienen los trabajos de Barnett [4], Curtain & Prit-
chard [11], Curtain & Zwart [18] y Zuazua [60]. En cambio que, sobre la
teoria de control de sistemas discretos la literatura es menos extensa; de
hecho en muchos trabajos la presentan de manera introductoria como
por ejemplo Agarwal [1], Elaydi [24] (ambos sobre espacios de dimensién
finita) y Sasu [52].

En este curso se presenta una teoria sobre controlabilidad para sistemas
sobre espacios de dimensién finita, asi como también se exponen los con-
ceptos y caracterizaciones sobre controlabilidad exacta y controlabilidad
aproximada tanto para sistemas continuos como para sistemas discretos,
lineales y semilineales, sobre espacios de dimensién infinita.

El libro esté estructurado como sigue:

En el capitulo 1, se exponen definiciones y resultados importantes que
seran de utilidad en el desarrollo de los siguientes capitulos; particu-
larmente se muestran resultados sobre la teoria de semigrupos y sobre
existencia y unicidad de soluciones para ecuaciones de evolucién, asi co-
mo también algunos teoremas de punto fijo.

En el capitulo 2, se exponen los aspectos mas resaltantes de la teoria
de control para sistemas sobre espacios de dimensién finita.

En el capitulo 3 se consideran sistemas de control continuos (lineales y
semilineales) sobre espacios de dimension infinita y se dan condiciones



VI

para caracterizar la controlabilidad de dichos sistemas.

En el capitulo 4 se presentan condiciones para caracterizar la controla-
bilidad de ecuaciones en diferencias sobre espacios de dimensién infinita.
En primer lugar, se muestran caracterizaciones que permiten estudiar la
controlabilidad, tanto exacta como aproximada, de ecuaciones en dife-
rencias lineales. A pesar de que para el caso continuo existen trabajos
previos que tratan la controlabilidad de sistemas semilineales, no existen
trabajos que den condiciones para estudiar la controlabilidad de sistemas
semilineales discretos. Por esta razon, en este capitulo también se expo-
nen criterios para la controlabilidad, tanto exacta como aproximada, de
ecuaciones en diferencias no lineales.

Finalmente, en el capitulo 5 nos concentramos en el estudio de algunas
aplicaciones de los resultados de los capitulos previos, para asi estudiar
la controlabilidad de la ecuacién de la onda, la ecuacién del calor y la
ecuacion de termoelasticidad y la ecuacién de la viga.

No podemos dejar pasar la oportunidad para agradecer al Comité Or-
ganizador de la XXVIII Escuela Venezolana de Matematicas la oportu-
nidad de dictar este curso.

Los autores
Caracas, Mayo 2015



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se dan algunas definiciones y se presentan resultados
fundamentales sobre semigrupos fuertemente continuos de operadores li-
neales y acotados, asi como también, sobre existencia y unicidad de solu-
ciones para ecuaciones de evolucion que seran utilizados en los capitulos
siguientes. La mayor parte de la teoria que se muestra en este capitulo
se puede encontrar en los textos de Curtain & Zwart [18], Goldstein [27]
y Pazy [51], salvo el Lema 1.1.1 el cual se encuentra en Leiva [35].

1.1. Semigrupos de Operadores Fuertemente
Continuos

Definicién 1.1.1. Sea Z un espacio de Hilbert. Una familia {T(t)}+>0
de operadores lineales y continuos T'(t) : Z — Z se denomina Semi-
grupo Fuertemente Continuo (o Cy-semigrupo) si ésta verifica las
tres condiciones siguientes:

i) T(0)=1.
i) T(t+s)=T(t)T(s),(t,s>0).

i11) Para todo zyg en Z, T(t)zp es fuertemente continuo en t = 0, es
decir,

If T(t)zg — =0.
HHSL | T'(t)z0 — 20 ||z
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Definicién 1.1.2. El generador infinitesimal A de un Cy-semigrupo
{T'(t) }+>0 en un espacio de Hilbert Z es definido por:

siempre que el limite exista. El dominio de A, D(A) es el conjunto de
elementos en Z para el cual el limite existe.

Algunas propiedades importantes de los Cy-semigrupos estan dadas en
el siguiente Teorema:

Teorema 1.1.1. Sea {T'(t)}+>0 un Cy-semigrupo sobre un espacio de
Hilbert Z, entonces T(t) posee las siguientes propiedades:

(a) ||T(t)|| estd acotada sobre todo intervalo finito de [0, +00).
(b) T(t) es fuertemente continuo en todo t € [0, +00).

¢) Para todo z € Z, se tiene que
(c) ; q

t
%/ T(s)zds — z, t—0%.
0

. . 1 _ 12z 1
(d) Siwy= %gg (Flog||T(t)]]), entonces wy = tlgglo (Flog||T(t)]|) < oo.
(e) Para todo w > wy, existe una constante M,, tal que

IT ()] < Mpe® ¥ t>0.

Para la demostracion de este Teorema se puede consultar Curtain &
Zwart [18]. [

Ahora bien, el siguiente Teorema, el cual se encuentra en Curtain &
Zwart [18], nos muestra ciertas propiedades importantes que satisface el
generador infinitesimal de un Cy-semigrupo.

Teorema 1.1.2. Sea Z un espacio de Hilbert y sea {T'(t)}+>0 un Co-
semigrupo sobre Z, con generador infinitesimal A. Entonces se cumplen
las siguientes afirmaciones:

(a) Siz € D(A), entonces T(t)z € D(A), Vt > 0.
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(b) %(T(t)z) = AT(t)z =T(t)Az, para z € D(A), t > 0.
(¢) L(T(t)z) = A"T(t)z = T(t)A"z, para z € D(A™), t > 0.

(d) T(t)z —z= /0 T(s)Azds, para z € D(A).

t
(e) / T(s)zds € D(A A/ s)zds = T(t)z — z, para todo z € Z
0
y D(A) es denso en Z.

(f) A es un operador lineal cerrado.

(9) ﬂ D(A"™) es denso en Z.

n=1
Definicion 1.1.3. Sea A un operador sobre un espacio de Hilbert Z. El
conjunto resolvente de A es
A)={\€C: AN —A:D(A) — Z es biyectivo y (\[ —A)~! € L(Z)}.

donde L(Z) es el espacio de todos los operadores lineales y acotados de
Z en Z.

Observacion: Si p(A) # &, entonces A es cerrado, es decir, su grdfico
G(A) ={(2,Az): z € D(A)}

es un subespacio cerrado de Z x Z. Si A es cerrado, entonces, por el
Teorema del Grdfico Cerrado, se tiene que el conjunto resolvente de A
es

p(A)={A € C: A\ — A: D(A) — Z es biyectivo}.

(M — A)~! es llamado el operador resolvente de A y o(A) = C\ p(A)
es el espectro de A. [ ]

El siguiente Lema juega un papel fundamental para obtener los princi-
pales resultados que presentamos en los siguientes capitulos.

Lema 1.1.1. (Leiva [35]) Sean Z un espacio de Hilbert separable y
{An}n>1, {Po}n>1 dos familias de operadores lineales y acotados en Z,
con { P, }n>1 una familia completa de proyectores ortogonales, tales que:

A, P, = P,A,,n > 1.
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Defina la siguiente familia de operadores lineales

o
T(t)z = ZeAntPnz, zeZ, t>0.

n=1

FEntonces:

(a) T(t) es un operador lineal y acotado si ||eAt|| < g(t), n = 1,2, ..,
para alguna funcion continua a valores reales g(t) > 0, t > 0.

(b) Bajo la condicion anterior {T(t)}i>0 es un Cy-semigrupo en el
espacio de Hilbert Z, cuyo generador infinitesimal A estd dado

por
Az =Y A,P,z, z€ D(A)
n=1
con
D(A) = {z €Z:Y [|AnPuz|* < oo}.
n=1
(c) El espectro o(A) de A estd dado por
a(4) = | o(4n),

—

donde A, = A, P, : R(P,) = R(P,), R(P,) = Rango(P,).

Demostracion

(a) Supongamos que existe g : [0, +00) — R continua tal que |le4n?|| <
g(t), n=1,2,.... Luego,

(o) 00 0
T2 = > e Puzl>=)_ lle Puz|* < > [le 2] Puz|®
n=1 n=1 n=1
00 0o
<D 9@ I1Bazl® = g(t)” > [1Pazl® = g(6)? 121
n=1 n=1

Asi, [IT(1)z]] < g(t)]12]|. Entonces, |T(#)]| = sup |T(#)z] < g(#). Por lo
lzll=1

tanto, T € L(Z), es decir T'(t) es un operador lineal y acotado.
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(b) Veamos primero que {7T'(t)};>¢ es un Cp-semigrupo.
o
D) T(0)z =) Puz =2 Asi, T(0) = I.

n=1
ii)
oo oo oo
Tt)T(s)z = Z et P, T(s)z = Z entp, (Z eAmSsz>

n=1 n=1 m=1

o oo
3 At P,y = 3 AP,

= n=1

n=1
= T(t+s)z.
iii)
2
IT(t)z — 2|* =

Z Ath—ZPz Z Ant 1) P,z

n=1

)
<D llett =117 Pz ?
n=1

o
An An
—ZHe C PPzl Y et = 1P Pal?

n=N+1

< sup [le’f —1|? Z\P 2P+ K Z | Pz,
15”5N n=N+1

donde K = sup |let — 1|2

n>1,0<t<1
Dado ¢ > 0, existe N € N tal que

[eS)
n=N+1

y podemos escoger t < 1 tal que

Ant 2
su et —T|F <
el "< a5
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Luego,

1Pzl + K 5%

WE

HT(t)Z*Z‘P < 2||i||2

Il
—

n

IN

[o¢]
aee D 1Pzl + 5
n=1

Por tanto, h’er IT(t)z — z|]| =0, Vz € Z. De i), ii) y iii) se sigue que
t—0
{T'(t) }+>0 es un Cp-semigrupo.
Sea A el generador infinitesimal de {T'(t)}+>0 y D(A) su dominio, en-
tonces para z € D(A) se tiene, por definicién, que
Az = lfm T@z=z _ gy Za (e -DPez
t—0t t—0+ t

Amt

Ahora, puesto que e es un Cy-semigrupo cuyo generador infinitesimal

es A,,, entonces

A Anmt
mi — ] mtl __ I
P,,Az=P,, [ lim <€7> sz} = lim 6mez:Aumz.

t—0+ t t—0+

Asi, Az = i P, Az = iAnPnz.

n=1 n=1

Ahora, sea
o
D= {z €Z: Z | Ay Prz|? < oo}

n=1
y veamos que D(A) = D. Es claro que D(A) C D. Supongamos ahora
que z € D, entonces

o0
ZAnPnz =y e

n=1

k
Sea z, = Z P, z, entonces

n=1

k
T(t)z —
i D02 = 2k _ 3 AnPyz.

t—0+ t
n=1
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k
por lo tanto, zx € D(A) y Az, = Z AP,z

Finalmente, si z — z cuando k — 00 y lim Az, =y, entonces, puesto
t—0t

que A es cerrado, obtenemos que z € D(A) y Az = y. Con esto hemos
probado que D C D(A). Asi, D(A) = D.
(c) es equivalente a probar lo siguiente:

U )Co(A) v o(A4) C U o(Ay)

n=1

o
Para probar la primera parte, mostraremos que p(A4) C m p(A,). En

n=1
efecto, sea A en p(A). Entonces (A\] — A)~!': Z — D(A) es un operador
lineal acotado. Necesitamos probar que

(M — A, R(Py) = R(P)

existe y es acotado para m > 1. Supongamos que
(M — Ay) 1P,z =0.
Entonces

(M — APz = Z)\I Ap)P, P,z

n=

= A=—Apn)Ppz= (N —A,,)P,z=0.
Lo cual implica que, P,z = 0. Asf, (Al — A,,) es inyectiva.

Ahora, dado y en R(P,,) queremos resolver la ecuacién (A — A,,)w = y.
De hecho, puesto que X € p(A), existe z € Z tal que

(M — A)z ik[ Ap) =1.

Entonces, aplicando P, a ambos lados de esta ecuacién obtenemos

Py — A)z = (AT — Ap) Pz = (A — A,) Pz = Py = y.
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Por lo tanto, (A — A,,) : R(Py,) — R(Py,) es una biyeccién. Puesto que
A,, es cerrado, entonces, por el teorema del gréafico cerrado obtenemos
que

Nep(Ay)={AeC: (M —A,)"! es acotada}

para todo m > 1, con lo cual hemos probado que

p(A) € () p(An) U (A).

Ahora, para probar que:
oo
c |Jo(@n)
n=1

recordemos que si A € o(A), entonces ocurre alguna de las siguientes
situaciones

(1) e op(A) ={A e C: (A—X) no es inyectiva}.

(2) A€o, (A) ={A € C: (A — AI) es inyectiva, pero R(A — \I) # Z}.
(3) A€o (A)={Ae€C:(A— ) es inyectiva, R(A — A\I)=Z,pero R(A—
WAL VA

Ahora bien,

(1) Si (A — AI) no es inyectiva, entonces existe z € Z no nulo tal que:
(A — M)z = 0. Esto implica que para algin ng tenemos:

(Apg — M) Ppyz =0, Ppyz #0.

D
no)s ¥ por lo tanto A € U (A,

Asi, A € of
n=1

(2) Si R(A — \I) # Z, entonces existe zp € Z no nulo tal que:

(z0,(A — AI)z) =0, Vz € D(A).

o0
Pero, z = E P, z, asi:

n=1

n=1

<z0, i(A_” - )\I)Pnz> =0.
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Ahora, si zp # 0, entonces existe ng € N tal que P,,z0 # 0. En conse-

cuencia,
0 = <ZO,Z(A_H>\I)Pnz>

n=1
= <ZO’ (A—no - >\I>PnOZ>

= (Pny20,(Ang — M) Py 2).

Asi, R(An, — M) # Py Z. Por lo tanto, A € 0(A,,) C | o(Ay).

(3) Supongamos que (A — AI) es inyectiva, R(A—A) = Z y R(A —
\) C Z.

= C
Supongamos por reduccién al absurdo que A € (U O'(A_n>> .

Pero,

~—
Q

=\ ¢ 00
(Uo(AT)) - <U0(A_n>
= () (@)

n>1

= [ r(An).
n>1

Lo cual implica que, A € p(A4,), para todo n > 1. Entonces
(A, — ) : R(Pa) — R(P)

es invertible, con (A4, — AI)~! acotada.
En consecuencia, para todo z € D(A) obtenemos que

Pi(A—X)z=(A; = N)Pjz, j=1,2,...

es decir,

(A —A)'Pj(A—N)z = Pjz, j=1,2

g Ly eee
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Ahora, puesto que D(A) es denso en Z, podemos extender el operador
(@~ M) P (A - AT)
a un operador acotado T} definido sobre Z. De esto se sigue que

Tjz=Pjz, Vze€Z, j=12,...,

1T =Pl <1, j=12,....
Puesto que R(A — A\I) = Z, se tiene que
I(A; =AD7H <1, j=1,2,.... (1.1)

Ahora veremos que R(A — AI) = Z. En efecto, dado z € Z definamos y

como sigue
oo

y=) (4 APz

j=1
De (1.1) obtenemos que y estd bien definido. Veamos ahora que y € D(A)
y (A— Al)y = z. Para ello, sabemos que

o
y € D(A) < > || 4; Pyl < oc.
j=1
Por otro lado, tenemos que

DA Py =Y I+ AA; = A~ Pz )%
j=1 j=1
Asi,

S 1A PP < DI+ AD2IP2]° = (1+ [AD?]2]f* < o
j=1 j=1

Entonces, y € D(A) y (A— X))y = z.
Por lo tanto, R(A — AI) = Z, lo cual es una contradiccién que viene de

C

o

haber asumido que: \ € (U O'(A_n)> . [
n=1

Ademas, presentaremos una prueba del reciproco del Lema 1.1.1.
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Lema 1.1.2. Sean Z un espacio de Hilbert separable y {Ap}n>1, {Pn}n>1
dos familias de operadores lineales y acotados en Z, con {Pp}n>1 una
familia completa de proyectores ortogonales, tales que:

AP, = P,A,,, mn=12 ... (1.2)

St el operador

Az = Z AnP,z, z € D(A),
n=1
con

D(A)={z€Z:) || APz |’< oo},

n=1

genera un Cy-semigrupo {T'(t)}+>0, entonces
oo
T(t)z = Z etPz, ze Z.
n=1

Demostracion

Si zg € Z, entonces P,zy € D(A) y la solucién del problema

2(t) = Az(t),
{Z(O) = Pz, (13)

estd dada por z,(t) = T(t)P,z2.

Del Teorema de Hille-Yosida (Teorema 2.1.12 de Curtain & Zwart [18])
se puede deducir que, si un operador conmuta con el generador de un
Cy-semigrupo, entonces éste conmuta con el semigrupo. Por tanto, de
(1.2) obtenemos que

T(t)Z() = i PnT(t)Z() = iT(t)PnZO (14)



12 Alexander Carrasco, Jahnett Uzcategui, Hugo Leiva

Por otro lado, puesto que z,(t) es una solucién de (1.3), obtenemos
21 (1) = Az,(t)
== AT(t)PnZO
oo
= ) AnPnT(t)Pazo
m=1
= AnPnT(t)PnZQ
= AnT(t)PnZQ = Anzn(t)

Ast, 2, (t) = e P29 = T(t) P20 y de (1.4) concluimos que

oo
T(t)zo = Z et P, 2.
n=1

1.2. El Problema de Valor Inicial.

Consideremos el siguiente problema de valor inicial (P.V.1.) en el espacio
de Hilbert Z
2 = Az(t)+ f(t), t>0,
z2(0) = =z,

donde f: [0,T) — Z, A: D(A) C Z — Z es el generador infinitesimal
del Cyp-semigrupo {T'(t)}+>0 en Z.

(1.5)

Definicién 1.2.1. La funcién z : [0,T) — Z es una solucion cldsica
del problema (1.5) si es continua en [0,T); continuamente diferenciable
y z(t) € D(A) en (0,T), satisfaciendo ademds, la ecuacion (1.5) en
[0,7).

Teorema 1.2.1. Sea f € L'(0,T;Z) y 20 € Z. Si el problema de valor
inicial (1.5) tiene una solucidn, esta viene dada por:

z(t) =T(t)zo + /0 T(t—s)f(s)ds. (1.6)
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Demostracion
Sea T'(t) el Cy-semigrupo generado por A y sea z una solucién de (1.5).
Entonces, la funcién g(s) = T'(t — s)z(s) es diferenciable para 0 < s < ¢

y

Y(s) = —AT(t—s)z(s)+T(t—s5)2/(s)
= —AT(t —s)z(s) + T(t — 5)Az(s) + T(t — ) f(s)

= T(t—s)f(s).

Si f € L'(0,T;Z), entonces T(t — s)f(s) es integrable y

z(t) =T(t)zo + /0 T(t—s)f(s)ds.

|
Definicién 1.2.2. Sea A el generador de un Cy-semigrupo {T'(t)}i>0;
20 € Zy feLY0,T;Z). Entonces, la funcién z € C([0,T],Z) dada por

z(t) =T(t)zo + /Ot T(t—s)f(s)ds 0<t<T, (1.7)

es llamada solucion moderada del problema (1.5) en [0,T].

Observacion: Aunque toda solucién de (1.5) es una solucion de (1.7),
el reciproco no es necesariamente cierto dado que las soluciones de (1.7)
pueden no ser diferenciables.

Teorema 1.2.2. Sea A el generador infinitesimal de un Cy-semigrupo

{T(®)}>0, f € L0, T; Z) continua en (0,T) y la funcién

v(t) = /Ot T(t—s)f(s)ds, 0<t<T. (1.8)

Entonces el P.V.I. (1.5) tiene una unica solucion z en [0,T) para cual-
quier zy € D(A) si, y sdlo si, se satisface una de las siguientes condi-
ctones:

i) v(t) es continuamente diferenciable en (0,T).
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i1) v(t) € D(A), Yt € (0,T) y Av(t) es continua en (0,T).

Ademds, si (1.5) tiene una solucion en [0,T) para zp € D(A), entonces
v(t) satisface i) y ii).

Demostracién

Si el P.V.I. (1.5) tiene una solucién z para algin zy en D(A), entonces
esta solucion esta dada por (1.6). En consecuencia, v(t) = z(t) — T'(t)zo
es diferenciable para t > 0y v/(t) = 2/(t) — T'(t)Azp es obviamente
continua sobre (0,7). Por lo tanto, i) se satisface. Ahora, si z9 € D(A),
T(t)zo € D(A) para t > 0y por lo tanto v(t) = z(t) — T'(t)zo € D(A)
parat > 0y Av(t) = Az(t)—aT(t)zo = 2'(t)— f(t)—T(t) Azp es continua
sobre (0,7); asi ii) se satisface.

Por otro lado, es facil verificar, para h > 0, la identidad

t+h
—T(hh)_lv(t) = 71}(“}2_”“) - %/t T(t+h—s)f(s)ds. (1.9)

De la continuidad de f, el segundo termino del lado derecho de (1.9)
tiene el limite f(¢) cuando h — 0. Si v(t) es continuamente diferenciable
sobre (0,7T"), entonces se sigue de (1.9) que v(t) € D(A) para0 <t < Ty
Av(t) = /'(t)— f(t). Puesto que v(0) = 0 se sigue que z(t) = T(t)zo+v(t)
es la solucién del P.V.1. (1.5) para zp € D(A). Siv(t) € D(A) se sigue de
(1.9) que v(t) es diferenciable a la derecha de ¢ y la derivada por la dere-
cha DTv(t) de v satisface DT v(t) = Av(t) + f(t). Puesto que DT v(t) es
continua, v(t) es continuamente diferenciable y v' = Awv(t) + f(t). Como
v(0) =0, z(t) = T(t)z0 + v(t) es la solucién de (1.5) para zg € D(A), y
esto completa la demostracién. |

Corolario 1.2.1. Sea A el generador infinitesimal de un Cy-semigrupo
{T(t)}i>0. Si f € CH([0,T); Z), entonces el P.V.I (1.5) posee una tinica
solucion z : [0,T) — Z, Vzy € D(A).

Demostracion
Tenemos que
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Es claro de (1.10) que v(t) es diferenciable para ¢t > 0 y que su derivada

J(t) = T()(0) + /0 T(s)['(t — s)ds = T(£) f(0) - /0 T(t — s)f(s)ds

es continua sobre (0,7). El resultado se sigue ahora del Teorema 1.2.2
(). n

Corolario 1.2.2. Sea A el generador infinitesimal de un Cy-semigrupo
{T(t)}>0 y f € LY0,T; Z) continua en (0,T). Si f(s) € D(A) para todo
0<s<TyAf(s)e LY([0,T];Z), entonces para cualquier z € D(A) el
P.V.I (1.5) tiene una unica solucion sobre [0,T).

Demostracion

De las hipdtesis se sigue que para s > 0, T'(t — s)f(s) € D(A) y que
AT(t —s)f(s) =T (t — s)Af(s) es integrable. Por lo tanto, v(t) definida
por (1.8) satisface que v(t) € D(A) parat >0y

Av(t):A/O T(t—s)f(s)ds:/o T(t — s)Af(s)ds

es continua. El resultado se sigue ahora del Teorema 1.2.2 (ii). n

1.3. Ecuacién no Lineal.

Consideremos el siguiente P.V.I, en el espacio de Hilbert Z:

O = Ax(t) + f(t2(t), t > to,

(1.11)
Z(t()) = 29, 29 € 4.

Donde A es el generador infinitesimal de un Cyp-semigrupo {7'(t)}+>0 en
Z, el operador f: U C RT x Z — Z satisface una condicién de Lipschitz
en Z; U abierto, f continua en t y (tg,xg) € U.

Definicién 1.3.1. (a) Una solucion cldsica del problema (1.11) en
[to,t1) es una funcidn continua z : [to,t1) — Z tal que z(ty) = zo;
(t,2(t)) e U, Z/(t) € Z, =z(t) € D(A) y satisface la ecuacion diferencial
vVt € (t(), tl).
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(b) Una solucion moderada en [ty,t1) es una funcion continua z(t)
tal que (t,z(t)) e U; t — f(-,2(")) € L' ((to,t1),Z) y

2(t) =T(t —tg)zo + / T(t—s)f(s,z(s))ds. (1.12)

to
Teorema 1.3.1 (Existencia Local). Sea Q@ C Z un abierto, zp € 2

y f:RT x Q — Z continua satisfaciendo la siguiente condicion de
Lipschitz: para cada T € RT, existe k = k(1) tal que

1f(t2) = fty)lx <klz—ylz, Vie[0,7]; zyeQ.

Entonces, para T > 0 suficientemente pequeno, existe una unica solucion
moderada de (1.11) en [0,7).

Demostracién
Sea T >0,C = C([0,7]; Z) y considere B una vecindad cerrada de zp en
Q. Definamos S como sigue

W@®=T®m+Aiﬁﬁﬂ&4m%,

para0 <t <7yzeM={vel:v(0)==z,v(0,7]) C B}. Notese que
M es un espacio métrico completo y Sz € C. Considérese M, w tales que
|IT()| < Me®t. Entonces

1Sz = Svll. = sup [[Sz(t) = Sv(t)]|

0<t<r

= sup
0<t<r

(ATW—ﬁwwwwﬂ—f@wwm%

IN

M&”A|uww@»f@mwnws

S<MWWM)AWA@—M@MS

< Me"Tk(r)T||z — v,-

Ademds, Me“'k(r)T — 0 cuando 7 — 0" (puesto que k(7) se puede
asumir acotada por k(1) para 7 < 1). Veamos ahora que S(M) C M.
Sin perder generalidad supongamos que B es acotado.
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/0 T(t—s)f(s,z(s))ds

1Sz — z0llc < sup [ T(¢)z0 — 20l + sup
0<t<r 0<t<r

Ji(1) = sup ||[T(t)z0 — 20]] = 0 cuando 7 — 0, y

0<t<r
t
Jo(T) = sup /T(t—s)f(s,z(s))ds < TtMe" sup || f(t, z(t))]l
o<t<r ||Jo 0<t<T

IN

rarer { sup 17t 20+ k(r) sup (0~ s}
0<t<r Ostsrt

Asi, Jo(7) — 0 cuando 7 — 0T. Por lo tanto, S(M) C M para 7
suficientemente pequeno. La conclusién del teorema se sigue de aqui,
haciendo uso del Teorema de punto Fijo de Picard-Banach, pues z es
una solucién moderada de (1.11) si, y sélo si, z es un punto fijo de S.H

Teorema 1.3.2 (Existencia Global). Sea 2o € Z y f : Rt x Z — Z
continua y satisfaciendo la siguiente condicion de Lipschitz: para cada
T >0, existe k = k(7) tal que

Lf(tx) = fty)llz <klz—yl,, vielo,7]; zyeZ

Entonces, (1.11) tiene una inica solucion moderada definida para todo
7 en RT.

Demostracién
Sean S, M, w, como en la demostracién del Teorema 1.3.1. Afirmamos
que:

1572(t) = S™o(t)]| < [Mk(t)e“’tt]"oiggt Iz(s) = v(s)l[/n! (1.13)

para todo t > 0, z,v € C([0,t],Z). Podemos asumir que t — k(t) es
mondétona no decreciente. Para n = 1 (1.13) vale por un calculo simple
dado en la demostracién del Teorema 1.3.1. Supongamos que (1.13) es
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cierto para n = m. Entonces

t

1572 (1) — S+ () = =[5, 5™2(s)) S (s, 8™ v(s) s

< Mew%)k:(s) [Mewsk(s)s]ziligl\z(r) —v(r)||ds/m!

< [me k()™ sup [|2(r)—o(r)] / §mds fm)

<r<s

y (1.13) se sigue con n = m + 1. Por induccién, (1.13) se cumple pa-
ra todos los enteros positivos n. Ahora sea 7 > 0 arbitrario pero fijo.
Escojamos n lo suficientemente grande tal que

o = [Me "t k(T)r]" /n! < 1.
Entonces por (1.13),
87z = 87l < allz — ol

para todo z,v € C = C([0,7],Z). Por lo tanto S tiene un unico punto
fijo en C, y asi el problema (1.11) tiene una tnica solucién moderada
continua sobre [0, 7]. El teorema se sigue pues 7 > 0 es arbitrario. W

Teorema 1.3.3. Supongase que f : Rt xZ — Z es continua y satisface
la siguiente condicion de Lipschitz: para cada ¢ > 0, existe k(c) tal que

1f(t2) = fE o)l < k(e —yll, vEel0,d; =y e Bz(0,0).

Sea z € C([0,7),X) la solucion moderada de (1.11) donde T < 0.
Entonces se satisface una de las siguientes posibilidades:

a) Eziste una tinica solucién moderada de (1.11) en RT.

b) [0,7) es el intervalo mazimal de existencia de la solucion moderada
de (1.11) y se tiene

lim ||z(t)|| = 4o0.
t—71~
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1.4. Una Caracterizacion de Operadores de
Rango Denso.

A continuacion se enuncian algunos resultados sobre operadores de rango
denso.

Teorema 1.4.1. (Curtain & Pritchard [11] Curtain & Zwart [18]) Sean
Wy Z espacios de Banach reflexivos y G € L(W,Z). Entonces las
siguientes afirmacion son ciertas

a.- Rango(G) = Z si, y sélo si, existe o tal que |G*z*|| > af|z*||, = €
zZ*.

b.- Rango(G) = Z si, y solo si, Ker(G*) = {0}

Lema 1.4.1. Si ademds de las hipdtesis anteriores, se tiene que dimZ <
oo, entonces las siguientes proposiciones son equivalentes:

a.- Rango(G) = Z
b.- Existe o tal que ||G*2*|| > a|2*||, 2* € Z*.
c.- Ker(G*) = {0}

Lema 1.4.2. (Bashirov, Mahmudov, Semi y Etikan [2] y Leiva, Meren-
tes y Sanchez [40]) Sea G : W — Z wun operador lineal y continuo entre
los espacios de Hilbert W and Z. Entonces las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

a) Rang(G) = Z.

b) Ker(G*) ={0}.

c) (GG*z,z) >0, z#0in Z.

d) lim,_,o+ a(al + GG*)~tz = 0.

e) Para todo z € Z se tiene que Guy = z — alal + GG*)~Lz, donde
Uo = G*(al + GG*) 'z, a € (0,1].

Ast, lim, 0 Guea = z y el error E,z de esta aprorimacion viene
dada por
E,z = alal + GG*) 1z, ac(0,1].
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Observacién 1.4.1. El lema 1.4.2 implica que la familia de operadores
lineales Ty, : Z — L%(0,7;U), con 0 < a < 1 dada por

oz = G*(al + GG*) 'z, (1.14)

es una inversa aproximada por la derecha del operador G en el sentido
que
lim GT',, = 1. 1.15
al—>mo a ( )

Proposicién 1.4.1. (Leiva, Merentes y Sanchez [40]) Si Rang(G) = Z,
entonces
sup ||a(al + GG*) 7| < 1. (1.16)
a>0

1.5. Algunos Teoremas de Punto Fijo.

En esta seccién presentaremos algunos teoremas del punto fijo que seran
utilizado en los capitulos siguientes para probar la controlabilidad de
algunos sistemas de control gobernados por ecuaciones de evolucién. El
primero de ellos es el famoso teorema del punto fijo de Banach, el cual lo
utilizaremos para probar controlabilidad exacta de sistemas semilineales,
luego el teorema del punto fijo de Schauder y finalmente el teorema
del punto fijo de Rothe, que se utilizard para probar controlabilidad
aproximada de algunas ecuaciones en derivadas parciales semilineales.

Teorema 1.5.1. (Teorema del Punto Fijo de Banach) Sea E un
espacio de Banach y sea T : E — E una Contraccion (Es decir, para
algun k € [0,1) [Tz — Ty|| < k|lz — y||). Entonces T' posee un unico
punto fijo x.. Es mds, la sucesion {T™(x)} converge a x, para cualquier
z e X.

Teorema 1.5.2. (Teorema del Punto Fijo de Schauder) Sea S
un subconjunto no vacio, cerrado, acotado y convexro de un espacio de
Banach E. Entonces, toda aplicacion continua y compacta T : S — FE
tiene un punto fijo.

Teorema 1.5.3. (Teorema del Punto fijo de Rothe, [21], pg. 129)
Sea E(T) un espacio vectorial topoldgico de Hausforff. Sea B C E un
subconjunto cerrado y convexo tal que el cero de E pertenece al interior

de B.
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Considérese ® : B — E un aplicacion continua con ®(B) relativamente
compacto en E y ®(0B) C B (0B denota la frontera del conjunto B).
Entonces existe un punto x* € B tal que ®(z*) = z*.






Capitulo 2

Controlabilidad de

Ecuaciones de Evolucion en
Espacios de Dimensién
Finita

2.1. Sistemas Lineales No Autonomos.

Consideremos el siguiente sistema de control lineal no auténomo
Z(t) = A(t)z(t) + B(t)u(t), (2.1)

donde el estado z(t) € R™, A(-), B(-) son funciones matriciales continuas
de dimensiones n x n 'y n X m respectivamente, definidas sobre J = [0, 7]
y la funcién control u(-) pertenece a L2([0, T]; R™).

Proposicién 2.1.1. Dado z9 € R™ y un control u(-) en L*([0,T];R™)
el sistema (2.1) tiene una unica solucion z(t) = z,(t) dada por:

2ult) = 6(t)20 + 6(1) /0 671 (3) B(s)u(s)ds,

donde ¢(-) es la matriz fundamental del sistema 2'(t) = A(t)z(t). Es
decir, ¢ satisface el problema de valor inicial siguiente

#(t) = AW)S(),
{ 6(0) = I, (22)

23
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Definicién 2.1.1. El sistema (2.1) es Controlable sobre [0,7]. Si
dado dos puntos zy, z1 € R", emiste un control u € L*(J,R™) tal
que la solucion correspondiente z,(-) de (2.1) satisface la condicion de
frontera: z,(0) = zo, 2u(T) = 21.

Consideremos el siguiente operador
G :L*0,T;R™) — R",
definido por

T
Gu(s):/o ¢ (5)B(s)u(s)ds

Proposicién 2.1.2. El sistema (2.1) es controlable sobre [0,T] si, y solo
si, el operador G es sobreyectivo. Es decir, Rango(G) = R™.

Teorema 2.1.1. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
i.- El sistema (2.1) es controlable sobre [0,T].
ii.- Rango(G) = R".
1.~ Existe v > 0 tal que:
YIB* ()~ ()2llee 2 ||zlgn, 2 € R
.- Si B*(t)¢* 1 (t)z =0 con 0 <t < T, entonces z = 0

v.- La siguiente matriz es definida positiva
T *
W= [ o BB ()6 ()
0
Es decir, existe o > 0 tal que
Wz 2)>al z|?.
Mds aun, dado z1,z9 € R™ el control

u(t) = B*(t)p V()W H o™ (T) 2 — 20),

transfiere el punto zy hasta el punto zy.
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Demostracién
(¢ = i) Supongamos que el sistema (2.1) es controlable sobre [0, T].
Probemos la sobreyectividad del operador G.

Dado z € R", consideremos 29,21 € R” tal que z = ¢~ }(T)2z; — 2. Es
decir,
21 = (T)(z + 20).

De la controlabilidad del sistema (2.1) existe u € L?[0,T;R™] tal que se
satisfacen las condiciones de frontera

2,(0) = 2 Y 2u(T) = 21,

donde ¢(T')(z + 2z0) = 21 = 2zu(T).
Entonces se tiene:

oD+ 20) = 6D+ o) [ 67 (6)BlsIute)as
z4+2z0 = 20+ /OT ¢~ 1(s)B(s)u(s)ds
z = /OT ¢ 1(s)B(s)u(s)ds = Gu
(72 = 1) Supongamos que G es sobreyectivo.
Dado z € R™, existen z1, zg tal que:
z=¢ YT)z — 2.
Ahora, como G es sobreyectivo existe u € L?(0,T;R™) tal que

Gu=2z2=¢ YT)z — 2.



26
Luego,

d 1 (T)z1—20 = Gu
T
-1 21 —20 = (s s)u(s)ds
a0 = [ @B
T
M =t [ 6T OBEu(s)ds

z1 = o(T) [zo—i—/o ¢ (s)B(s)u(s)ds| = z,(T)

De esta manera hemos conseguido una solucién x,(-) del sistema (2.1),
tal que
z2u(T) = 21, 24(0) = 2.

Por lo tanto, el sistema es controlable. | J

Para probar las siguientes implicaciones usaremos el Lema 1.4.1 que ca-
racteriza los operadores sobreyectivos. Para ello es necesario hallar G*
explicitamente.

En efecto, G* viene dado por:
G* :R™ — L**(0,T;R™),
donde se tiene R™ = R" y L2*(0,T;R™) = L*(0,T,R™).

Por definicién de adjunto se cumple que:
(U, G*2) 1y 1y, = (Gu, 2)gn gn, 2 € R™, w € L*(0,T,R™)

De aqui resulta que

T
(Gu, z)gn gn = = </0 &~ 1(s)B(s)u(s)ds, z)gn gn

T *
= /0(11,(3),3*(59)(1)1 (s)z)Rn rnds

= (u(),B*()2" " ()2)12 12
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Por lo tanto, G*z = B*(-)®~1"(")z, z € R™.

De aqui, aplicando el Lema 1.4.1, obtenemos la equivalencia entre iii) y
iv).

(14 = v) Supongamos que el sistema (2.1) es controlable sobre [0,T].
Del Lema 1.4.1 existe un o > 0 tal que

a|| B* ()@ ()2l = allG*z]| > ||z]l, VzeR™
de esta igualdad, elevando al cuadrado a ambos lados, se tiene
B ()@ ()zlfe = |2lfn, V2 ER”
Por la definicién de la norma en L2, obtenemos
T *
0‘2/0 IB*()@ ™ ()2lljn > [I2lIgn ¥z €R™,
lo cual es equivalente a
r . . 1
/ (B*()® ()2, B* ()@ ()2)ds > — <z2> VzeR"
0 (6]

Por propiedades del producto interno y la definicién de adjunto se tiene:

T
1
</ O ()B()B ()@ ()zds, z) > — <zz2>, VzeR",
0 «
que es equivalente
1 9 n
(2,Wz2) > —|lz[|” >0, VzeR"
«
Obteniéndose que W es definida positiva.

(v < ii) Sea W definida positiva, entonces existe W 1.
Dado z € R™ definamos el siguiente control

u(s) = B*(s)¢~ Y (s)W Lz
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Luego,

T

Gu = / ¢ (s)B(s)u(s)ds
0
T
= [ o EBEB e W sds

0
WW1lz =2
Asi Gu = z. Por lo tanto Rango(G) = R™.

Por otra parte, si W(T') es definida positiva, entonces existe W ~1(T).
Por lo tanto, para todo z € R™ definamos el control

u(t) = B* )@ ()W (1)

Entonces,

Luego, para todo zg, z1 € R, definamos el control
u(t) = B* ()@~ (W H(T)z1 — ).

De esta manera hemos exhibido un control que transfiere el sistema (2.1)
desde zp hasta 27, |

2.2. Sistemas de Control Auténomos

Consideremos el sistema lineal autéonomo

A(t) = Az(t) + Bu(t), te[0,T). (2.3)
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Observacion 2.2.1. Para referirnos al sistema (2.3) usaremos la nota-
cién (A, B), donde
A€ L(R",R"), B € L(R",R™)

matrices constantes. El operador G toma la forma siguiente
T
Gu = / e % Bu(s)ds,
0
y la solucién del sistema con condicién inicial z(0) = 2 esta dada por:

¢
zu(t) = etz + eAt/ e *Bu(s)ds, t >0
0

2.2.1. Caracterizacion algebraica de controlabilidad del
sistema (A, B)

Ahora presentaremos y demostraremos un Teorema fundamental de la
Teoria de Control Lineal Auténomo debido a Kalman, cuya demostra-
cién se basa en el teorema de Cayley-Hamilton. Este teorema permite
identificar el sistema (2.3) por (A, B).

Teorema 2.2.1. (Condicion de Kalman) El sistema (A, B) es contro-
lable sobre [0,T] si, y sdlo si

Rank[B|AB|---|A"1B] = n.

Demostracién

(Suficiencia) Supongamos que el sistema (A, B) es controlable; es
decir, Rango(G) = R™.

Por Teorema de Caley-Hamilton sabemos que toda matriz A es una raiz
del polinomio caracteristico . Es decir, si

PO =A"+a X"+ +a,\0
es el polinomio caracteristico de A, entonces
P(A) = A" + a1 A"+ ag A" 2 4 - 40, A" = 0,

lo cual implica que



n—1 .
e A5 = 37 a;(—s) Al ai(—s)eR,  i=0,1,2...,n—1.
=0

Luego, el operador GG puede ser escrito como:

T [/n—1
Gu = / (Z ai(s)AZ) Bu(s)ds
0 \i=0
n—1 . T
= ZAZB/ a;(—s)u(s)ds.
=0 0
T
Haciendo y(i) = a;(—s)u(s)ds, y teniendo en cuenta que, u(s) €
R™, 'y «ai(—s) € R, obtenemos
n—1 A
Gu = Z A'By(1), y(i) € R™.
=0

Ahora, consideremos el siguiente operador:

G: YR, Y=R"xR™x ... x R™

definido por:

~ n—1
Gy = ;J A'By(i),  y=(y(0),y(1),...,y(n —1)).
Entoncgs,

R"™ = Rango(G) C RangoG = RangoG = R”.
Esto implica que
Span{BR™ ABR™,... A™~!BR™} = R",
lo cual es equivalente a
Rank[B|AB|---|A""1B] = n.
(Necesaria). Supongamos que

Rank[B|AB|---|A"1B] =n
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y el sistema (2.3) no es controlable, en consecuencia Ker(G*) # {0}.
Entonces existe 1 # 0 tal que
B*(® YH)*(t)n = B*e n =0, t €[0,7),

luego

0= (B e z)pmpm = (n,e 4Bz )gngn, tel0,T], (3)
Sit = 0, entonces

(n,Bz )rngn =0, Vz € R™,

Ahora, al tomar la k-ésima derivada en (3) se tiene:

dk
dtk

(1,6 Bz Ygn gn |,_og=( 1, —AFe A Bz Ygn gn =, —A*Bz Ygn g

Asi,
(1, —A*Bz )Ygugn =0 Vk=0,1,2,...,n—1,

lo que es equivalente a:
{ n,Span{BR™, ABR™, ... A™~!BR™} ) = 0.

Es decir, si llamamos 7, el plano por el origen cuya normal es 7, resulta
que

Span{BR™, ABR™,..., A""1BR™} C ,

Por lo tanto, dim {Span{B]Rm, ABR™, ... ,AmleRm}} < n, lo cual es
una contradiccion.

Ejemplo 2.2.1. Supongamos que deseamos mover un punto material
de masa m = 1, el cual se desplaza en linea recta segtn la ecuacién

T = u.
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u- es la fuerza o control regulador del movimiento. Usando cambio de
variable tenemos:

Esto es

donde

En consecuencia,
0 1
Rank[B:AB]:Rank[l : 0}:2

Por lo tanto, el sistema es controlable.

Ejemplo 2.2.2. Consideremos un sistema de masa-resorte con amorti-
guamiento y con una fuerza externa actuando como control y veamos
que el sistema es controlable:

ctqic
N

ma + nt + kx = u(t)
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k-la constante del resorte
nt- Fuerza de amortiguamiento
u(t)-Fuerza externa (Control)
Considerando:
m=1, k<0, n<0,

y haciendo el cambio de variable

r =y
gy = —nz—kx+u(t)
/

. z 0 1 T 0
O equivalentemente [ y ] = [ i } [ } + [ 1 ] u(t),
donde
0 1 0
=[5 S]]
En consecuencia,

Rank[B:AB]:Rank[(l) : _177 } = 2.

Por lo tanto, el sistema es controlable.

2.3. Controlabilidad de Sistemas Semi-Lineales.

En este seccién se aplica el teorema del punto fijo de Rothe para de-
mostrar la controlabilidad del siguiente sistema semilineal de ecuaciones
diferenciales ordinarias

2(t) = A(t)z(t) + B()u(t) + f(t, 2(t), u(t), t < (0,7],
2(0) = =0, (2.4)

donde z(t) € R*(n > 1), u(t) € R™(m > 1), A(t), B(t) son matrices
continuas de dimensiones n X n y n X m respectivamente, la funcién
control u pertenece a Ly(0,7;R™) y la funcién no lineal f : [0, 7] x R™ x
R™ — R"™ es continua y existen constantes a,b,c € Ry % < p <1 tal
que

£t z,u)|[re < al|zllge +bllullgm +¢, uweR™ zeR™  (2.5)
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bajo las condiciones anteriores, es bien sabido que, para todos zg € R”
y u € Ly(0,7;R™) el problema de valor inicial

2= A(t)z(t) + B(t)u(t), zeR" tel0,7], (2.6)
2(0) = zo, '
admite un tnica soluciéon dada por
t
z(t) = U(t,0)zp + / U(t,s)B(s)u(s)ds, te€0,7], (2.7)
0

donde U(t,s) = ®(t)®~!(s) y ®(¢) es la matriz fundamental del sistema
lineal

2 (t) = A(t)z(t). (2.8)

Es decir, la matriz ®(t) satisface:

@'(1) = A()0 (1)
{ a0 (2.9

donde Ig~ es la matriz identidad de dimension n xn. Por lo tanto, existen
constantes M > 0y w > 0 tal que

U, s)|| < Me*t) 0<s<t<r. (2.10)

Bajo las condiciones (2.5) y (2.10) se prueba la siguiente afirmacién: Si
el sistema lineal

Z(t) = A(t)z(t) + B(t)u(t), (2.11)

es controllable, entonces el sistema semilineal no auténomo (2.4) es tam-
bién controlable sobre [0,7]. Mds ain, se puede exhibir un control que
transfiere el sistema no lineal desde un estado inicial zg hasta un estado
final 21 en tiempo 7 > 0, lo cual es muy importante desde el punto de
vista de las aplicaciones.

La controlabilidad del sistema lineal (2.6) es muy conocido y hay una
amplia referencia sobre ello, incluyendo libros; tal vez, uno puede men-
cionar a Chukwu [12], Lee & Markus [34] y Sontag [55].

A diferencia de los sistemas lineales, la bibliografia no es muy amplia
cuando se trata de sistemas no auténomos semilineales, en este sentido
podemos mencionar el trabajo realizado por Lukes en [23], donde se pu-
so de manifiesto que, si el sistema lineal (2.6) es controlable, entonces el



35

sistema no lineal (sistema perturbado) también es controlable siempre
que la funcién no lineal f estd acotada. El resultado de Lukes aparece
en un marco més general en J.M. Coron (ver Teorema 3.40 y Corolario
3.41 de J.M Coron [17]), pero el término no lineal sigue dependiendo
sélo de las variables (¢, z). Vidyasagar en [56] estudia el caso cuando la
funcién f no depende del parametro u € R™, y lo demostré utilizando
el Teorema del Punto Fijo de Schauder, bajo las condicién de que exista
para cada par de nimeros positivos (a,c) un nimero M > 0 tal que

alf(t,z)|+c< M, siempre |z||<M y te]|0,7], (2.12)

La controlabilidad del sistema lineal (2.6) se conserva bajo la perturba-
ci6én no lineal f; es decir, el sistema no lineal (2.4) es controlable. Dauer
en [19] obtiene varias condiciones suficientes sobre la funcién f para la
controlabilidad del sistema perturbado (2.4). De alguna forma la per-
turbacion no lineal f esta sujeta al sistema lineal, que es natural cuando
se perturba un sistema lineal, en este sentido, Do en [20] encontré una
condicién méas débil en el término no lineal f para la controlabilidad del
sistema (2.4), que contiene las condiciones de Dauer; sin embargo, es-
ta condicién depende fuertemente del sistema lineal (2.6), en particular,
sobre la matriz fundamental ®(¢) del sistema lineal sin control (2.8), que
es, en general, dificil de calcular. Para la controlabilidad de ecuaciones
de evolucién semilineal en dimensién infinita se pueden ver los trabajos
realizados Balachandran & Dauer [6] y [7].

La controlabilidad nula, la cual es equivalente a decir que 0 € int(C),
donde C es el dominio de controlabilidad nula, ha sido estudiado por
Chukwu en [12], [13], [14], [15], [16], Mirza & Womack [48],[49], Nieto &
Tisdell [50] y Sinha & Yokomoto [54]. Particularmente, E.N. Chukwu,
en [12], estudié la controlabilidad nula del siguiente sistema no lineal

{ j(gf)) : jo(f’ Z(t)v u(t))v te (07 T]’ (2'13)

donde la funcién no lineal g : [0, 7] x R™ x R"™ — R™ es continua y en la
variables segunda y tercera es continuamente diferenciable. Si ademés
de (2.13), se considera el sistema linealizado

2/ (t) = Dag(t,0,0)z(t) + Dsg(t,0,0)u(t), (2.14)

entonces se obtiene el siguiente resultado:
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Teorema 2.3.1. (Teorema 8.1.1 de Chukwu [12]) Supongamos que la
funcion g satisface las siguientes condiciones:

i) es continua, y en la sequnda y tercera variable es continuamente
diferenciable.

ii) g(t,0,0) = 0.
iii) el sistema lineal (2.14) es controllable.

Entonces C (dominio de controlabilidad nula del sistema (2.13)) satisface
que el 0 € Int(C).

En [50], J.J. Nieto y C.C. Tiesdell, estudiaron la controlabilidad exacta
para ecuaciones diferenciales con impulso de la forma

(1) + Ne(t) = F(t, 20, u(0) +u(®), e (0,7),
{ 2(t]) = 2(t5) + I (2(t)), i=12,....m (215

donde el termino no lineal f(¢,z) no depende del control u y satisface la
siguiente condicion

1£(t,2) 1z < all2lge +,2 € R™. (2.16)

cona,b>0y0<a<l.

Bajo esta condicién y algunas hipétesis adicionales sobre los impulsos 1,
aplicando el Teorema del Punto Fijo de Schauder, los autores probaron
que el sistema (2.15) es exactamente controlable.

Como puede verse trivialmente, la funcién que se define a continuacion
no satisface la condiciéon antes mencionada

sin (12])) VIl v

g(t,z,u) = A(t)z+ B(t)u+a : +b : +1 |
sin ({|2]]) AE Un

esta funcién no es acotada, no es diferenciable, no se anula en cero,
depende de todas la variable involucradas y satisface la condicién (2.5).
Segin nuestros conocimientos, y mirando las obras mencionadas en la
literatura, la hipdtesis principal en el estudio de la controlabilidad de los
sistemas de control semilineales gobernados por ecuaciones diferencia-
les, es que el sistema lineal asociado es controlable, entonces la contro-
labilidad del sistema semilineal dependera de la perturbacién f(t,z,u)
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aplicada al sistema lineal. En ese sentido, el tipo de perturbacién que
presentamos aqui en este texto no se habia considerado previamente;
esto, unido a la técnica utilizada, forma parte de la novedad.

A continuacién se prueba la controlabilidad del sistema no lineal (2.4).
Para ello, para todo zp € R™ y u € Ly(0,7;R™) consideramos el proble-
ma de valor inicial

2= At)z(t) + B(t)u(t) + f(t, 2(t), u(t)),
{ “o 2o (2.17)

el cual admite un unica solucién dada por
¢
zu(t) = U(t,0)z0 +/ U(t,s)B(s)u(s)ds (2.18)
0

+ /OtU(t, $)f (s, zu(s), u(s))ds, t€[0,7].

Lema 2.3.1. La solucion del problema de valor inicial (2.17) satisface
la siguiente estimacion

(] < {K+/ HBHooMew(T_S)HU(S)HdS+/ bMew(T_S)HU(S)HﬂdS}eaMT’
0 0
(2.19)
donde ||Blloo = supg<;i<, ||B(t)]| and K = M]||zo|| +/ cMe™“ds.
- 0

Observacion 2.3.1. Sin pérdida de generalidad, supondremos, cuando
sea necesario, que el estado inicial zg = 0, es fijoy ¢ = 0.

Definicién 2.3.1. Para el sistema (2.6) and (2.4) se definen los si-
guientes conceptos: La aplicacion de controlabilidad (para T >0) G, Gy :
Ls(0,7;R™) — R™ estd dada por

Gu:/o U(r,s)B(s)u(s)ds. (2.20)

Gru = / U(r,s)B(s)u(s)ds +/ U(r,s)f(s,zu(s),u(s))ds, (2.21)
0 0
donde z,(-) es la tinica solucion del problema de valor inicial (2.17).

El adjunto de este operador G* : R™ — Lo(0,7;R™) del operador G
esta dado por

(G*2)(s) = B*(s)U*(1,8)z, Vse€l0,7], VzeZ. (2.22)
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Proposicién 2.3.1. Los sistemas (2.6) y (2.4) son controlables sobre
[0, 7] si, solo si, respectivamente, Rang(Gy) = Z y Rang(G) = Z.

Usando el Lema 1.4.1 se obtiene el siguiente resultado

Corolario 2.3.1. (GG*)~! exziste y el operador T : R™ — Ly(0,7;R™)
definido por

Iz = B*()U*(7, )(GG*) 1z = G*(GG*) "z, (2.23)
es una inversa por la derecha del operador G, en el sentido que
GI'=1. (2.24)

Mas ain,
GG ) 2l <y 72l z €2 (2.25)

Por otra parte, el operador G¢ : L2(0,7;R™) — R™ dado por (2.21)
puede ser escrito como Sigue

Gru=G(u) + H(u), (2.26)

donde H : Ly(0,7;R™) — R™ es un operador no lineal dado por
H(u) = / U(r,s)f(s,zu(s),u(s))ds, u € Lo(0,7;R™). (2.27)
0

Definicion 2.3.2. La siguiente ecuacion se denomina ecuacion de con-
trolabilidad asociada a la ecuacion no lineal (2.4)

w=T(z— H(w) = G(GG*) Yz — H(u)), telo,7].  (2.28)

Proposicién 2.3.2. Sea (X, 3, 1) un espacio de medida con u(X) < oo
y1<qg<r<oo. Entonces L,(p) C Ly(p) y

T

1£llg < (X)) 7 || fllrs f € Li(p): (2.29)

Ahora, estamos listos para presentar y demostrar la controlabilidad del
sistema no lineal (2.4).
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Teorema 2.3.2. Si el sistema lineal (2.6) es controlable sobre [0,7] y

W

62w’r -1
|B||2, M3ay/TeM™ <7) <1, (2.30)

el
W2 w
entonces el sistema (2.4) es controlable sobre [0,7]. Mds aun, eziste un

control que transfiere la solucion del sistema (2.4) desde el estado inicial
zo hasta el estado finial z1, en el tiempo 7 > 0 y viene dado por

u(t) = B*()U*(1,t)(GG*) (21— U(7,0)20 — H(u)), t€[0,7]. (2.31)

Demostracién

Para cualquier z € R™ fijo se considera el siguiente operador auxiliar
K : Ly(0,7;R™) — Lo(0,7;R™) dado por

K(u) =T(z — H(u)) = G*(GG*) " (2 — H(u)). (2.32)

Primero, se probara que el operador K tiene un punto fijo u que depende
de z. En efecto, dado que el operador de evolucién U(t,s) es continuo
(en este caso compacto porque Rang(U(t,s)) = R™ ) y que el término
no lineal f satisface la condicién (2.5), se obtiene que H es un operador
compacto.
Mas atn,

M2

K
1K (u)ll L, < —a/T||B|looe™T (e*7 — 1). (2.33)
lull 2. w

1y, —o0

En efecto, de (2.5) y (2.19), la definicién del operador H(u) y la Propo-
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sicién 2.3.2, se obtiene, para u € Lo (0, 7; R™), la siguiente estimacién

[H@w)] < /OT Me“T|f (s, 2u(s), u(s))lds,

([ o > ([ Wi sonra
= ([ 15 uom d8>
" </0 (aHz(S)H +b||u(5)||ﬂ)2d8>%

N ([ sl + o )as)
ava ([ Hz(s)Hzf rav ([ Hu(s)HM)%

2 (/ {/ |1Blloo Me ™ [u(r)||dr
0 0
. 2 % T % g
N /bMew(Tfr)Hu(r)HBdr} 62”MT> ds2Nb{</ IIu(S)IIQB) }
0 0

zzva\/F{/ ||B||ooMew(T_s)||u(s)||ds+/ bMew(T_s)Hu(s)H’gds}eaMT
0 0

+ 2Nb|jul,,

2Na/T||Blloce™||ullz, + (2N?aby/7e™™T + 2ND)[[ull7,

IN

IN

IN

IN

IN

IN

donde Log = L%(o T R™) y N = (g M2~ S)ds)
Ahora, dado que 5 <pB< 1 < 1 < 208 < 2, aplicando la Proposicién
2.3.2, se consigue que:

15
1H (u)]| < 2N?ay/7|| Bllooe™™ |[u| 1, + 2Nbr 2 (Nay/7e™™ + 1) ul7,.
Por lo tanto,

H M?
H ( )HLQ < a\/—HBHooeaMT( 2w7’_1).

)i, oo
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Consecuentemente,
’ K (u w1y M
hm“ﬁw% < IGHGG) = a7 Bllooe™ ™ (7 ~ 1),
Lo w
y
3
{ HK(U)H 1 2 3 M 62UJT _ 1 b
| < B M aMr [ &  — -+ - R L
Hillullzy oo = ’y\/§|| |5 M ay/Te - <

Entonces, resulta que, para un numero fijo p con R < p < 1, existe
Ry > 0 suficientemente grande tal que

1K ()L, < pllullrs, [lullz, = Ro.

Por consiguiente, si se denota por B(0,Ry) a la bola de centro cero
y radio Ry > 0, se obtiene que K(0B(0,Ry)) C B(0, Rp). Como K es
compacto y envia a la esfera dB(0, Ry) en el interior de la bola B(0, Ry),
podemos aplicar el Teorema de Rothe 1.5.3 para asegurar la existencia
de un punto fijo u € B(0, Ry) C L2(0,7;R™) tal que

uw="T(z— H(u)) = G(GG*) 1 (z — H(n)).
Entonces,
Gu=GI'(z — H(u)) = z — H(u),

y
Gu+ H(u) = z.
Asi, haciendo z = z; — U(7,0)zp y usando (2.7), se obtiene el resultado

deseado

z1 = U(r, 0)zo+/OT U(r,s)B(s)u(s)ds

N / U(,5) (5, zu(s), u(s))ds
[ |

Corolario 2.3.2. Si el sistema lineal (2.6) es controlable sobre [0,7] y a
0 ||Blloc SO suficientemente pequeno, entonces el sistema (2.4) es con-
trolable sobre [0, 7]. Mds ain, existe un control que transfiere la solucion
del sistema (2.4) desde el estado inicial zy hasta el estado final z; en un
tiempo T > 0 y viene dado por

u(t) = B*)U*(7,t)(GG*) (21— U(7,0)20 — H(u)), t€[0,7]. (2.34)
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2.4. Controlabilidad de Sistemas Semi-Lineales
con Impulsos.

En este seccion aplicaremos nuevamente el Teorema del Punto Fijo de
Rothe (1.5.3) para probar la controlabilidad del siguiente sistema semi-
lineal de ecuaciones diferenciales con impulsos

{zmzAwdw+mmmwfuammm, te (0.t by
1

(2.35)
donde z(t) € R", u(t) € R™, A(t), B(t) son matrices continuas de di-
mensiones n X n and n X m respectivamente, el control u pertenece a
CO,mR™) y f e C(0,7] x R* x R™;R"™), I}, € C(R™ x R™;R"),k =
1,2,3,...,p, tal que

1F(t, 2,0z < aoll2lIg + bollullg +co,  u€R™ z€R".  (2.36)

12 (2, u)[en < anllzllgh + billulls. +cx, k=1,2,3,...,p,2 € R™.
(2.37)
con0<ap,<1,0< B <1, £=0,1,2,3,...,p, ¥y

2(ty) = 2(t]) = Um 2(t), 2(t;) = lm 2(t).

+ —
t—t) t—t;,

En casi todas las referencias sobre ecuaciones diferenciales con impulso
el espacio natural para trabajar es el espacio de Banach:

PO([0,7;R™) = {2z : J = [0,7] = R": 2 € C(J;R™),3 2(t]), 2(t; ) y 2(tx) = z(t})},

donde J' = [0, 7]\{t1,2,...,t,}, dotado con la norma

[2llo = sup |[z(t)[[rn-
te[0,7]

También, se considera el espacio de Banach
PC(J) x C(J) = PC([0,7];R™) x C(0,7; R™)
dotado con la norma

Gz wllf = Tzl + l[ufo-
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Ademas, en R™ x R™ se considera la norma:
1z, u)lly = llzllrn + [Jullem = 2] + lull,  V(z,u) € R" x R™.
Para todo (z,u) € PC(J) x C(J) se define:
1f (s, 2)[lo = Sup 1f (&, u(t), 2(8)) -

elo,7
JJ. Nieto y C.C. Tiesdell en [50], estudiaron la controlabilidad exacta
del sistema con impulso

2'(t) + Az(t) = f(t,2(t)) + u(t), te (0,7,
{ 2tF) = 2(t7) + Lzt u®),  j=1,2,...,m. (2:38)

donde A es una matriz n x n y el término no lineal f(¢,z) no depende
del control u y satisface la siguiente condicién

1f (£ 2) g < aollzl[gn + bo, z € R™. (2.39)

11k(2)||rn < arllz||ge + bk, k=1,2,3,...,p,z € R". (2.40)

con 0<ap <1, £k=0,1,2,3,...,p

Bajo esta condicién , aplicando el Teorema del Punto Fijo de Schauder,
los autores probaron que el sistema (2.38) es exactamente controlable. Es
claro que la parte lineal de este sistema (2.38) sin impulso es exactamente
controlable sobre [0, 7], lo cual puede verificarse trivialmente ya que el
la accién del control es Bu = u. Especificamente, el sistema lineal

{ 2/(t) = —Az(t) +u(t), te(0,7],
2(0) = z

es exactamente controlable, ya que la condicién de Kalman se satisface
Rank[I|(=N)[(=X)? -+ |(=0)""] = n.

Zhi-Qing Zhu y Qing-Wen Lin, en [59], generaliza el trabajo realizado por
J.J. Nieto y C.C. Tiesdell en [50]. Especificamente, estudian la contro-
labilidad del sistema semilineal no auténomo con impulso de ecuaciones
diferenciales

{ (1) = A0)=(t) + Boyult) + [(t, 2(1)), te (0,7t £ 1y

2(t)) = 2(t;) + In(2(ty))), k = 1,2,3,...,00
(2.41)
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donde z(t) € R", u(t) € R™, A(t), B(t) son matrices continuas de di-
mension n X n 'y n X m respectivamente, la funcién control u pertenece
a C([to,00); R™) y f € C([to,00) x R™;R"), I € C(R™;R"), tal que

1£(t )z < ao(®)]2]8% +bo(t), weR™zeR". (242

)
11k (2)]|rn <akHzH +b,, k=1,2,3,...,p,z € R". (2.43)

con ag,by € C([tp,0),[0,00)), 0 < ax < 1, by >0, a, >0 k =
0,1,2,3,...,00. En este trabajo una de los principales hipétesis es que el
sistema lineal asociado a (2.41) es exactamente controlable sobre [tg, T].

Nuestro proposito en esta seccién es mostrar que bajo las condiciones
(2.36) y (2.37), si el sistema lineal

2 (t) = A(t)z(t) + B(t)u(t), (2.44)

es controlable, entonces el sistema semilineal no auténomo (2.35) es tam-
bién controlable sobre [0,7]. Més ain, se exhiben controles tales que
el sistema no lineal satisface las condiciones de frontera z(0) = zp y
z(1) = z1, T > 0, lo cual es muy importante desde el punto de vista
numérico.

Con este fin, para todo zyp € R" y u € C(0,7;R™) tenemos que el
problema de valor inicial

() = A(t)=(t) + B()u(t) + f(¢,2(1), ()) t€(0,7),t # ty
zEt%) a(ty) + In(z(te), u(te) k= 1,23, p.
0

IS

(2.45)
admite un dnica soluciéon dada por

t t

zu(t) = U(t, O)zOqL/U(t, S)B(s)u(s)d5+/U(t, s)f (s, zu(s),u(s))ds(2.46)
0

0

+ Y Ut t)Ik(2(t), u(ty)) t € [0,7].

0<tp<t

A continuacidn, se define el operador
K: PC([0,7];R™) x C(0,7;R™) — PC([0,7];R™) x C(0,7;R™)
mediante la siguiente formula:

(y,v) = (’Cl(zvu)vK:Q(zvu)) = IC(Z,’U,)
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donde
y(t) = Ki(z,u)(t)=U(t, 0)20+/0 U(t,s)B(s)(TL(z,u))(s)ds (2.47)

+/0tU(t,8)f(8 Z( ) dS—i—Z U t tk)fk( (tk) (tk)) t e [O,T],

0<tp <t

y
v(t) = Ka(z,u)(t) = (TL(z,u))(t) = B*)U*(1,t )W L(2,u), (2.48)

con L : PC([0,7];R™) x C(0,7;R™) — R™ dado por

L(zu) = zl—U(T,O)ZO—/OTU(T,s)f(s 2(s),u(s))ds (2.49)
— Y U te) I(2(th), ulty)-

0<tp<t

Los siguientes resultados son caracterizaciones sobre la controlabilidad
del sistema (2.35).

Teorema 2.4.1. FEl sistema semilineal con impulso (2.45) es controlable
si, y solo si, para todo estado inicial zg y estado final z1 el operador K
dado por (2.47)-(2.48) tiene un punto fijo. Es decir,

(z,u) = K(z,u)
Teorema 2.4.2. Supongamos que el sistema lineal (2.44) es controlable
sobre [0,7]. Si0<ar<1,0<fr <1, k=0,1,2,3,...,p, entonces el
sistema no lineal (2.45) es controlable sobre [0,7]. Mds ain, existe un

control uw € C(0,7;R™) tal que para zy,z1 € R™ la solucion correspon-

diente z,(+) of (2.45) satisface:

2 = U(T,O)zo—i—/o U(T,s)B(s)u(s)ds—i—/O U(T,8)f(s,zu(s),u(s))ds
+ ) U ) Ik(2(t), ults)),

O<tp <t

u(t) = B*)U* (r, )W 1L (2, w),
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L(z,u) = z —U(r,0)z0 — /T U(r,s)f(s,z(s),u(s))ds
0
— ) U ) Ie(z(t), ulty)).
O<trp <t
Demostracién

La prueba esta estructurada a través de afirmaciones.
Afirmacién 1. El operador K es continuo. En efecto, es suficiente probar
que los operadores:

K1 : PC([0,7];R™) x C(0,7;R™) — PC([0,7];R™)

Ko : PC([0,7];R™) x C(0,7;R™) — C(0,7; R™),
definidos anteriormente son continuos. La continuidad de Ky se sigue de
la continuidad de la funcién no lineal f(t,z,u), Ix(z,u) y la siguiente
estimacién

1K1 (z,u) = Ki(w,0)[| - < M HU—UH+M2§2§||f(87Z(8)7U(8))—f(&w(S)’U(S))H

+ 0 Mz Y (He(z(ts), ulte)) — (w(ts), v(te))].

o<ty <t

La continuidad del operador Ky se sigue de la continuidad de los ope-
radores L y I'.

Afirmacién 2. El operador K es compacto. En efecto, sea D un sub-
conjunto acotado de PC(J;R™) x C(J;R™). De esto se sigue que

1£C, 2, u)|[o<My,  |W ' L(z,w)||<Ms, | Ix(z,u)|lo < My, k=1,...,p;¥(z,u) € D.

Por lo tanto, (D) es uniformemente acotado.
Ahora, consideremos la siguiente estimaciones:

1K (z, w) (t2)=K(z, w) (1) [l = 1K1 (2, w) (£2)=Kr (2, w) (80) || + [|K2 (2, w) (t2)—Ka (2, w) ()],
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1K1 (2, u)(t2) = Ka(z,u)(t)] < ([U(t2,0) = Ut 0)]l]|zo]|

s [T 10 - U B s
N R ERReTE

o [T 109 U120t s
b [0 20w s

bYWt = U () )]
¥ Z U st (ot ut))

y

1K1 (2, u)(t2) = Ka(z,u)(t1) | < B (t2)U" (7, t2) — B (t2)U" (7, t2)|[ W~ L(z, u)]|.

Consecuentemente, si se considera una sucesiéon {¢; : j = 1,2,...} so-
bre K(D), esta sucesién es uniformemente acotada y equicontinua sobre
el intervalo [0,¢1] y, por el Teorema de Arzela, existe una sub-sucesién
{gbjl- cj=12,...} de {¢; : j = 1,2,...}, la cual es uniformemente
convergente sobre [0, t1].

Consideremos la sucesion {(b} :j =1,2,...} sobre el intervalo (¢1,ts].
Sobre este intervalo la sucesién {gbjl : 7 =1,2,...} es uniformemente
acotada y equicontinua, y, por la misma razén, esta contiene una sub-
sucesién {(;5?} uniformemente convergente sobre [0, t2].

Continuando con este proceso para los intervalos (ta,ts], (t3,t4], ...,
(tp, 7], vemos que la sucesién {gb?“ 17 =1,2,...} converge uniforme-
mente sobre el intervalo [0, 7]. Esto significa que (D) es compacto, lo
cual implica que el operador K es compacto.

Afirmacién 3.

o NKGWI
lEwli=oe [[(z,u)l|
donde |||(z,u)||| = ||z]lo+ ||«|lo es la norma en el espacio PC([0, 7]; R™) x

0,7;R™). En efecto, consideremos la siguiente estimacién:

I1£(z, w)|| < My + Mafaollz]|*° +bollul® +co}+Ms > {anl|z]|* + bllull** + cx},

o<tp <t
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donde

M
My = ||z1]] + Me“T||z0]|, Ms=—(e*"—1) and M3 = Me*".
w

IK2(z,u)ll < || BIMaMy W ™| + | Bl Ma Mz ||W ™ [{aol|=[|* + bol|ul| ™ + co}

+ IBIMs Mol WD {all2l|™ + beflul ™ + ex}

0<tp <7

1K1 (2, u)| Ms{||zo0]| + || BII* M Mo || W 2|}
Mo {1+ | BI* MaMa||W " |[Hao 121 + bollul** + co}

ML+ I BPMM WY ST {anllzl®* + bellull ™ + e}

0<tp <t

+ + IA

Por lo tanto,

K, wlll = 1K1 (z, )] + [[K2(z, u)[| < Ma
+{|IBI| M3 M |[W {1 + || Bl M2} + Mo Hao||2[|*° + bolJul|® + o}
+{IBI|Ms Ma||[W {1 + || BIIMs} + Ms} Y {anlz]|** + beflull* + e},

0<tp <t

donde M, es dado por:

My = Ms{]|zo]l + (|| B[ M2 + 1) || B My W]}

Asi
LG wlll - My
Mzl =zl +
+ {HBHM3M2HW71||{1 + |1 BI| M2} + MaHaol|2[|*° ™" + bollul|
+ ” T + Tl }+ {IIBIMsMa||W {1 + || Bl Ms} + Ms} x
Z {arlz] ™" + belluf + 1
0Lt H || + [lul]
y
1K (2, w)]l|

lim =0.
l(z)l[|=o0 [[|(2,w)]]]

Afirmacién 4. El operador K tiene un punto fijo. En efecto, para 0 <
p < 1 fijo, existe R > 0 suficientemente grande tal que

G wlll < plllCza)lll, Mz u)lll = R
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Consecuentemente, si se denota por B(0, R) la bola de centro cero y radio
R > 0, se obtiene que K(0B(0, R)) C B(0,R). Dado que K es compacto
y aplica la esfera 0B(0, R) en el interior de la bola B(0, R), se puede
aplicar el Teorema del Punto Fijo de Rothe para asegurar la existencia
de un punto fijo (z,u) € B(0,R) C PC([0,7];R™) x C(0,7;R™) tal que

u="TL(2,u) = B*(\U*(1, YW LL(2,u).
Entonces,

Gu = GT'L(z,u)
= L(z,u)

= 21— U(1,0)z0 — /T U(r,s)f(s,2(s),u(s))ds
0
— Y U te)Ie(z(te), ulty)).

0<tp<T

Por lo tanto,

/T U(r,s)B(s)u(s)ds = 2z —U(1,0)z9 — /T U(r,s)f(s,z(s),u(s))ds
0 0
— D U ) Ie(=(tr), ulty),

0<trp <t

O equivalentemente,

z1 = U(1,0)z + /OT U(r,s)B(s)u(s)ds + /OT U(r,s)f(s,2(s),u(s))ds

+ Z U(r, te) Ik (2(tr), u(te)),

0<trp <t






Capitulo 3

Controlabilidad de Sistemas
Semilineales en Espacios de
Dimension Infinita

3.1. Controlabilidad para Sistemas Lineales Con-
tinuos. (Exacta y Aproximada)

3.1.1. Preliminares.

En esta seccion presentamos algunos resultados sobre la controlabilidad
del sistema de control lineal

2 = Az(t) + Bu(t), t >0,

donde Z, U son espacios de Hilbert, A : D(A) C Z — Z es el generador
de un Cy-semigrupo {T'(t)}i>0 en Z, B € L(U, Z), u € L*(0,7;U).

De acuerdo al Teorema 1.2.1 y la Definicién 1.2.2, el problema de valor
inicial

2z = Az(t)+ Bu(t), t>0,
{z@) - (3.1)
admite una 1nica solucién moderada dada por
t
2(t) =T(t)zo +/ T(t — s)Bu(s)ds, t € [0,7]. (3.2)
0

51
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Ahora, daremos las definiciones de controlabilidad exacta y aproximada
para el sistema (3.1).

Definicién 3.1.1. (Controlabilidad Exacta) El sistema (3.1) se dice
que es exactamente controlable sobre [0,7] si para cada zy, 21 € Z
eziste u € L*(0,7;U) tal que la solucién moderada z(t) de (3.1) corres-
pondiente a u verifica: z(T) = z1.

Definicién 3.1.2. (Controlabilidad Aproximada) El sistema (3.1)
se dice que es aprorimadamente controlable sobre [0, 7| si para cada
20, 21 € Z, € > 0 emiste u € L*(0,7;U) tal que la solucién moderada
z(t) de (3.1) correspondiente a u verifica:

lz(T) — z1|| < e.

//{ \\
/ N
/ s €
I 3
21 = 2(7) I L
\ [ ]
Zu(t) Zu(t) \\\ Z(T) //
° ~__-7
z0 = 2(0) 2o = 2(0)

Figura 1: Controlabilidad exacta (izq.) Controlabilidad aproximada (der.)

Definicién 3.1.3. Para el sistema (3.1) definimos los siguientes con-
ceptos:

a) La aplicacion de controlabilidad (para T > 0) es definida como
sigue B™ : L?(0,7;U) — Z por

BTu = /0 T(1 — s)Bu(s)ds. (3.3)

b) La aplicacion grammian Lp- : Z — Z es definida por Lpr =
BTB™*, es decir,

Lprz=B"B"z= / T(r — s)BB*T™*(1T — s)zds.
0
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El siguiente teorema se puede encontrar en forma general para ecuacio-
nes de evolucién en Curtain & Zwart [18].

Teorema 3.1.1. (a) La ecuacion (3.1) es exactamente controlable so-
bre [0, 7] si, y sdlo si, una de las siguientes afirmaciones vale:

(i) Rango(B™) = Z.
(ii) Existe v > 0 tal que

(Lprz,z) > ’szH2Z, z € Z.
211 xiste vy > al que
(i1i) Existe v > 0 tal g
1Bzl 20,70 = YNIzllz, 2 € Z.

(b) La ecuacion (3.1) es aprozimadamente controlable sobre [0, 7] si,
y solo si, una de las siguientes afirmaciones vale:
(i) Ker(B™) = {0}.
(i) (Lprz,z) >0, z#0 en Z.
(iii) B¥T*z=0=z=0.
(iv) Rango(BT) = Z.

3.1.2. Resultados Principales.

A continuacién presentamos los resultados principales de esta seccion,
para este fin supondremos que el semigrupo {T'(¢)};>0 generado por el
operador A estd dado por

o0
T(t)z = Z eAjtsz, z€Z, t>0, (3.4)
j=1

de acuerdo al Lema 1.1.1.
A lo largo de esta seccion se supone la siguiente hipétesis:

P,BB* = BB*P;, j=1,2,.... (3.5)



54
Proposicién 3.1.1. Bajo la hipdtesis (3.5) el operador
T
Lprz=B"B"z = / T(s)BB*T*(s)zds,
0

puede escribirse de la siguiente manera
oo
Lgr = Z Lg: Py,
J=1

donde

.
Lpry = BBy = / eAstjB;-‘eAJ*'Syds, y € Rango(F;).
0

Demostracién
De la definicién del operador L~ y la representacién (3.4) de T'(t) ob-
tenemos que

T > x
Lgrz = / > eh*p; | BB* (ZeAZSsz> ds
k=1

o \5=

7 00

= /ZeAstjB;eAJ*’Sszds
0 =
oo T

= Z/ eAstjB;eA;stzds
j=179

o0
= ZLBJTPJ‘Z.
j=1

Lema 3.1.1. El sistema (3.1) es exactamente controlable sobre [0, 7]
si, y solo si, el operador Lp- es invertible. Ademds, en este caso, S =
B”Lg} es una inversa por la derecha de BT y un control u € L*(0,7;U)
que transfiere el estado inicial zg a un estado final zy en tiempo T > 0
estd dado por:

u(t) = B*T*(1 — t) Lyt (21 — T(7)z0). (3.6)
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Demostracion

Supongamos que el sistema (3.1) es exactamente controlable. Entonces,
del Teorema 3.1.1 parte (a) — (iii) existe v > 0 tal que ||B™z||12(0,7,0) >
v|12||z, para todo z € Z, es decir,

IB™2]* > 22|12, =€ Z,
equivalentemente,
(BTB™2,2) > *|2|°, =€ Z,

¥
(Lgrz,2) > ¥%|2|%, 2z € Z. (3.7)

Esto implica que Li- es inyectiva. Ahora probaremos que Lpr es sobre-
yectiva. Es decir,
R(Lp-) = Rango(Lgr) = Z.

Supongamos, por reduccién al absurdo, que R(Lp-) esté estrictamente
contenido en Z. Por otro lado, usando la desigualdad de Cauchy Schwarz
y (3.7) obtenemos

ILgrzlliz 2 ¥?)2ll, 2 € Z,

lo cual implica que R(Lg-) es cerrado. Entonces, del Teorema de Hahn
Banach existe zy # 0 tal que

(Lprz,z0) =0,Vz € Z.
En particular, poniendo z = 2 se obtiene de (3.7) que
0 = (Lpr20, 20) = ¥*||20].

Entonces zp = 0, lo cual es una contradiccién. En consecuencia, Lg-
es una biyeccién y por el Teorema de la Aplicaciéon Abierta, Lg} es un
operador lineal acotado.

Ahora, supongamos que Lp- es invertible. Entonces, por el Teorema
3.1.1 es suficiente probar que R(B") = Z. Para z € Z definamos el
control u, € L?(0,7;U) como sigue

u, =Sz = B”Lgflz.

Entonces B"u, = z. El resto de la prueba se sigue de aqui. ]
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Corolario 3.1.1. El control dado por (3.6) en el Lema 3.1.1 es el de
norma minima. Es decir, ||u|| = inf{||v| : v € S,}, donde S, = {v €
L2(0,7;U) : BTv = z}.

Demostracion
Consideremos las siguientes igualdades

[ = llu + (v = w)[* = [|ul|* + 2Re(u, v — u) + [lo — ul*,v € S..

Por otro lado,

(uyv —u) = /OT (B™ Ltz v(s) —u(s)) ds
= /OT (B*T*(t — s)Lytz,v(s) — u(s)) ds

= /OT <Lg}z, T(1 — s)Bu(s) — T(t — s)Bu(s)) ds
= (Lgtz,B™v— Bu)

= (Lgiz,z—z)=0.

Asi,

[l = Jlull® = o = ul* > 0,v € S..
Por lo tanto, [|u|| < ||v|| para todo v € S, y |Ju|| = ||v| si, y sélo si,
U =v. |

Lema 3.1.2. (a) El sistema (3.1) es exactamente controlable sobre
[0, 7] si, y sdlo si, existe v > 0 tal que

(L7 Pjz, Pjz) > 4||Pjz|?, V=€ Z, Vj=1,23....

(b) El sistema (3.1) es aprozimadamente controlable sobre [0, 7] si, y
solo si, cada uno de los siguientes sistemas

2= A;z+ Bju(t), =z(t) € Rango(P;), ¢>0, j=1,2,3...,
(3.8)
es aproximadamente controlable.
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(c) El sistema (3.1) es aprozimadamente controlable si, y sdlo si,
<ngry,y> >0,Vy # 0 en Rango(P;), j=1,2,3....
Demostracion

(a) Supongamos que el sistema (3.1) es exactamente controlable. En-
tonces, por el Teorema 3.1.1 parte (a) — (i7), existe v > 0 tal que

(Lpgrz,z) > ’y||z\|2, Vze Z.

Por otro lado, de la Proposiciéon 3.1.1 sabemos que

o
Lgrw = ZLB;le, Yw e Z.
=1

En particular, haciendo w = P;z, para j = 1,2,3,..., obtenemos
LprPjz = LB;sz. Entonces, de la desigualdad de arriba obtene-
mos

(Lg; Piz, Pyz) 2 0||Pjall?, VzeZ, j=123,....
Ahora, supongamos que
(Li7 Pjz, Piz) > 1||Piz|)?, Vz € Z,

Entonces, para todo z en Z tenemos que

[0.9] oo
(Lprz,z) = <Z Lpr Pjz, Z P]z>
j=1 j=1
oo

= Z<LB;P]Z7‘F)jZ>
j=1

oo
S P = AP
j=1

v

(b) Por reduccién al absurdo, supongamos que el sistema (3.1) es apro-
ximadamente controlable sobre [0, 7] y que existe j tal que el sis-
tema

2/ = Ajz+ Bju(t); z € Rango(P;)



o8

no es aproximadamente controlable sobre [0, 7]. Entonces, existe
z; € Rango(P;) tal que:

BieMi'zj =0, t€[0,7] y 2z #0. (3.9)

Por otro lado, de la parte (b) — (iii) del Teorema 3.1.1 tenemos
que:
B*T*(t)z=0, Vte [0,7] = 2z =0.

Ahora, tomando z = Pjz; = z;, obtenemos:

o0
B*T*(t)z = B*ZeA’*ltPnz
n:*l
= B*eAJ'tszj
(Bj)re’i'z
= 0.

Esto implica que z; = 0, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto,
(3.8) es aproximadamente controlable para todo j.

Reciprocamente, supongamos que para todo j el sistema (3.8)
es aproximadamente controlable. Notese que LB]T, es la aplicacion

gammian asociada a (3.8). Entonces por el Teorema 3.1.1 parte
(b) — (it), tenemos que

(ng]ry,y> >0,Vy#0 en Rango(P;), j=1,2,3...
Claramente que, para todo z € Z (z # 0) existe J € N tal que

Pjz # 0. Entonces, usando la Proposicién 3.1.1, obtenemos, para
todo z en Z, que

[oe) x
<L37—Z,Z> = <ZLB;'PJZ,ZPJZ>
j=1 =1
D
= Z(LBJT]DJ'Z,P]'Z>>O.
j=1

En consecuencia, (3.1) es aproximadamente controlable y se prueba

(b).

(c) se sigue inmediatamente de (b) y el Teorema 3.1.1 parte (b). W
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3.2. Controlabilidad Exacta para Sistemas Se-
milineales Continuos.

En esta seccién estudiaremos la controlabilidad exacta de la ecuacién no
lineal:

2= Az(t) + Bu(t) + f(z(t),u(t)), t>0,
donde Z, U son espacios de Hilbert, A : D(A) C Z — Z es el generador
de un Cy-semigrupo {T'(t)}i>0 en Z, B € L(U,Z), u € L*(0,7;U) y el
término no lineal f : ZxU — Z es una funcién continua Lipschitziana.
Es decir, para 21,20 € Z v uy,us € U tenemos que

1/ (22, u2) = fz1,w)|| < Lllz2 = 21l + [luz — ua ]} (3.10)

Supondremos que L es suficientemente pequenio y que el sistema (3.1)
es exactamente controlable, es decir, R(B7) = Z.

Por otra parte, del Teorema 1.3.1, sabemos que el problema de valor
inicial

{ 7 = Az(t) + Bu(t) + f(2(t),u(t), t>0,

0) = =, (3.11)

admite una unica solucién moderada dada por

t t
z(t) = T(t)zo+/ T(ts)Bu(s)ds+/ T(t—s)f(z(s),u(s))ds t € [0,T].
0 0
(3.12)
Definicién 3.2.1. El sistema (3.11) se dice que es exactamente con-
trolable sobre [0,7], si para todo zy,z1 € Z, existe un control u €

L?(0,7;U) tal que la solucién moderada correspondiente, z, de (3.11)
satisface z(T) = 2.

Definamos el siguiente operador: B} : L?(0,7;U) — Z, por

Biu = /0 "T(r — 5)Bu(s)ds + /O CT(r— 5)f(a(s), u(s))ds,  (3.13)

donde z(t) es la solucién de (3.11) correspondiente al control w.
Entonces, la siguiente proposicién es una caracterizacién de la controla-
bilidad exacta del sistema no lineal (3.11)
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Proposicién 3.2.1. El sistema (3.11) es exactamente controlable sobre
[0, 7] si, y sélo si, Rango(B}) = Z.

Demostracion
Supongamos que (3.11) es exactamente controlable sobre [0, 7]. Dado
z € Z, podemos encontrar zg, 21 € Z tales que

21 =T(1)z0 + 2. (3.14)

Luego, existe un control u € L2(0,7;U) tal que 2,(0) = 20 ¥ zu(T) = 21.
Asi,

21 = z,(7) = T(T)Z()—f—/OT T(T—S)BU(S)dS—f—/OT T(1—3s)f(zu(s),u(s))ds.

(3.15)
Sustituyendo (3.14) en (3.15), obtenemos

T(T)z0+2 = T(T)Z()—f—/OT T(T—s)Bu(s)ds—i—/OT T(1—5)f(zu(s),u(s))ds.

Entonces,

z= /0 T (T — s)Bu(s)ds + /0 T(r — ) f(zu(s),u(s))ds = Blu.

Asi, Rango(B}) = Z.
Supongamos ahora que Rango(B}') = Z. Consideremos z € Z tal que

z=2z —T(T)z (3.16)
con 29,21 € Z. Entonces existe un control u € L2(0,7;U) tal que
Biu = z. (3.17)
Entonces, sustituyendo (3.16) en (3.17), obtenemos
T T
z=2z —T(1)z0 = / T(t — s)Bu(s)ds + / T(1 — 8)f(zu(s),u(s))ds.
0 0

De donde,

z2u(17) =T (7)20 + /OT T (T — s)Bu(s)ds + /OT T (1 — s)f(zu(s),u(s))ds.

Asi, hemos obtenido una solucién z,(-) de (3.11) tal que z,(7) = 21 y
2u(0) = 20, es decir, (3.11) es exactamente controlable sobre [0,7]. W
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Lema 3.2.1. Sean uq, ug € L2(O,T;U) Yy 21, 29 las soluciones corres-
pondientes de (3.11). Entonces vale la siguiente estimacion:

l1(t) = 2(®)ll, < MBIl + LIV7e™ T ||ug — g (3.18)

L2(0,m; U)

donde 0 <t<tyM= sup {||T(t-s)|}
1<s<t<t

Demostracion
Sean z1, z3 soluciones de (3.11) correspondientes a w1, ug respectivamen-
te. Entonces

t

21 (t)—2(t)= / T(t=s)[Bui(sHf(21(s), ur(s))-Buz(s)=f (22(s), ua(s))]ds.

0

Luego,

Iz1(8) = z2(®)]] < /O 1T (t = )l Bl[[[ur(s) — ua(s)llds
+ /0 IT(t = $)II[If(z1(5), ur(s)) = f(22(s), u2(s))llds
< M[||BIH-L]v/7lur — U2|L2+ML/O I21(s) — z2(s) || ds.

Asi, usando la desigualdad de Gronwall se obtiene

l21() = 220, < MBI + LIV7e" T Jur — g ,, 0<t <.

L2’

[ |
Consideremos ahora el siguiente Teorema el cual es de suma importancia
en lo que sigue.

Teorema 3.2.1. Sean Z un espacio Banach y K : Z — Z una funcion
Lipschitz con constante de Lipschitz L < 1 y considere G(z) = z+ K z.
Entonces G es un homeomorfismo cuya inversa es una funcion Lipschitz
con constante de Lipschitz (1 — Lg)™L.

Demostracion
Veamos primero que G es inyectiva. Sean 21, zo0 € Z tales que Gz; = Gzo.
Entonces z1 + Kz1 = 290 + Kz5. Luego, 21 — 20 = Kz9 — Kz1. Asi,

|21 — 2z2|| = |[K21 — K22 < Lil|z1 — 22]|-
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De donde, (1—Lg)||z1 —22]| <0,y como (1—Lg) > 0, entonces z; = z5.
Veamos ahora que G es sobreyectiva. Seay € Z y definamos H : Z — Z
por Hz =y — Kz. Luego, para z1, 20 € Z, se tiene

HHZl *HZQH = ||K21 — KZ2H S LKHZl — ZQH, (LK < 1)

Es decir, H es una contraccién. Asi, para cada y € Z, H tiene un punto
fijo z. Por lo tanto, para y € Z, existe z € Z tal que Hz = z. Asi,
z=1y— Kz. Entonces Gz =z + Kz =y.

Ahora, sean z1,29 € Z.

Gz1 — Gz > |21 — 22f| = [|[K21 — K22 > (1 — Li)||z1 — 22]|-
Sean y1 = Gz1, y2 = Gzo. Entonces,
IG 1 — Gyl = [|l21 — 22l < (1= L) ™My — w2ll.

Por lo tanto, G~! es Lipschitziana con constante de Lipschitz (1—Lg)~!.
|

Ahora estamos listos para formular y probar el resultado principal de
esta seccion.

Teorema 3.2.2. Si el siguiente estimado se cumple
Lx = M?L(T + 1)||B*||| Lzt |7 < 1, (3.19)

donde T = M]||B| + L]\/7eML™, y el sistema lineal (3.1) es evacta-
mente controlable, entonces el sistema no lineal (3.11) es exactamente
controlable.

Demostracion
Queremos probar que

B}-(L2(Oa7—; U)) = Rango(B}') =7

Pero, de la controlabilidad exacta del sistema lineal (3.1) sabemos, por
el Lema 3.1.1, que el operador S = ZS’T*LL}1 es una inversa por la derecha

de BT. Entonces, es suficiente probar que el operador B}' = B}' oS es
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sobreyectivo. De la ecuacién (3.13) obtenemos la siguiente expresion para
este operador

T

Bre—¢+ /0 T(r — 5)f(=(s), S(6)(s))ds. (3.20)
Ahora, si definimos el operador K : Z — Z por
Ke= [ " Tr — 5)F(=(5), 5(6)(5))ds, (3.21)
0

donde z = z es la solucién de (3.11) correspondiente al control u = S(&).
Entonces la ecuacién (3.20) toma la forma

B} =1+K. (3.22)

La funcién K es globalmente Lipschitz. En efecto, sean z1, 25 soluciones
de (3.11) correspondientes a los controles S&;, S&s, respectivamente.
Entonces

116 ~ Kol < [ I (=)l (5): S(E0) o)) Flea(o). SC&2) ()
< [ ML) — 22l + 156 - (S€))1ds
< [ MLE + D6 6) ~ (5€)(5) s
< MLE+1) [ BT - 9516 - Glds

)

< ML(T +1) / IB* MG 6 — & llds
0

= M2L(T + 1B L5 € — &l

Por lo tanto, K es Lipschitziana con constante de Lipschitz L x=M?L(T+
1)HB*HHLZ§T1HT, y la hipétesis (3.19) implica que Lg < 1. Asi, del Teo-
rema 3.2.1 obtenemos que B% = I + K es un homeomorfismo y en con-
secuencia el operador B} es sobreyectivo; es decir,

B}(LZ(O,T; U)) = Rango(B}) = Z.
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Corolario 3.2.1. Bajo las hipotesis del Teorema 3.2.2 un control que
transfiere el estado inicial zg a un estado final z1 estd dado por

u=B"Lg(I+K) ' (z1 — T(7)z).

Demostracion
De la definicién 3.2.1 se sigue que para zg, 21 € Z existe u € L?(0,7;U)
tal que z(7) = z;. Entonces

z1=2(1) = T(T)zo+/0T T(TS)BU(S)d8+/OT T(1—3)f(zu(s),u(s))ds.

Asi,
z1 = T(1)z0 = Bju.

Luego,

o= (B (- T()20)
(B} o Sz —T(1)20) = So (I + K)7 (21 — T(7)z).

De donde, u = B™ Lt (I + K)~ (21 — T(7)z). |
Ahora, el siguiente corolario es inmediato de lo anterior.

Corolario 3.2.2. El operador T : Z — Z definido porT' = So(I+K)~!
es una inversa por la derecha de el operador no lineal B}. FEs decir,
B]C ol'=1.

3.3. Controlabilidad Aproximada para Sistemas
Semilineales Continuos.

En esta seccién estudiaremos la controlabilidad aproximada de la ecua-
ci6n diferencial no lineal (3.11) bajo ciertas condiciones sobre f y su-
poniendo la controlabilidad aproximada de la ecuacién (3.1) sobre el
intervalo [0, 7] para algin 7 > 0.

Como mencionamos en la secciéon anterior, para zy € Z, la ecuacion
(3.11) tiene una tunica solucién dada por (3,12).
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Definicién 3.3.1. (Controlabilidad Aproximada) El sistema (3.11)
se dice que es aproximadamente controlable sobre [0, 1] si para cada
20, 21 € Z, € > 0 emiste u € L*(0,7;U) tal que la solucién moderada
z(t) de (3.11) correspondiente a u verifica:

|2(T) — z1|| < e.

Consideremos el operador no lineal dado por (3.13).
Luego, la siguiente proposicion es una caracterizacién de la controlabi-
lidad aproximada del sistema no lineal (3.11).

Proposicién 3.3.1. El sistema (3.11) es aproximadamente controlable
sobre el intervalo [0, 7] para algin T > 0 si, y sélo si, Rango(B}) =Z.

Demostracién

Supongamos que (3.11) es aproximadamente controlable, entonces para
e >0, 2, 20, 21 en Z, tales que 21 = T(0)2g + 2, existe u € L?(0,7,U)
con z,(0) = zo y ||zu(to) — 21]| < e. Asi,

zu(1) =T(7)z0 + /OT T (1 — s)[Bu(s) + f(zu(s),u(s))]ds.

Por lo tanto,
1BFu — z|| = |lzu(7) — 21l <,

lo cual implica que Rango(B}) = Z.
Supongamos ahora que Rango(b’}) = Z.Sea z € Z tal que z = 21 —
T'(1)zo con zp, 21 en Z. Entonces, existe un control u tal que [|[Bju—z|| <
e. Asi,

|1BFu+T(1)20 — 21| = ll2u(T) — 21| < e.
Luego, hemos obtenido una solucién z,(-) de (3.11) tal que z,(0) = zp y

||z (T) — 21|| < €; lo cual nos permite concluir que (3.11) es aproxima-
damente controlable. |

Ahora, si definimos el operador F : L?(0,7,U) — Z por

F(u) = /OT T(r—t)f(2(t),u(t)), (3.23)

entonces
Blu=B"u+ Fu. (3.24)
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Supongamos que f es una funcién tal que se satisface lo siguiente
(FoB™z,z) >0, Yz€ Z, z#0. (3.25)
Entonces obtenemos el siguiente resultado:

Lema 3.3.1. Si el sistema lineal (3.1) es aproximadamente controlable
y se cumple la condicion (3.25), entonces el sistema no lineal (3.11) es
aproximadamente controlable.

Demostracién
Como (3.1) es aproximadamente controlable se sigue del Teorema 3.1.1
parte (b) — (i7) que

(Lprz,z) >0, Yz€ Z, z#0.

Supongamos que Rango(B}') G Z. Por el Teorema de Hahn-Banach se
tiene que existe zg € Z, 29 # 0, tal que <B}u, 20) = 0,Yu € L?(0,7,U).
En particular, (B}' o B™2p, z0) = 0. Luego,

0 = (B} o B™ 20, 20) = (Lpr 20, 20) + (F 0 B™" 20, 29) > 0.

Esta contradiccién prueba que Rango(B}) = Z. Asi, por la Proposicién
3.3.1, se tiene que (3.11) es aproximadamente controlable. [

Otro resultado que muestra que la controlabilidad aproximada de (3.1)
se preserva bajo cierta perturbacién no lineal es el siguiente.

Lema 3.3.2. Si el sistema lineal (3.1) es aprozimadamente controlable,
Rango(F') es relativamente compacto y para todo z € Z, a > 0 existe
uq € L?(0,7,U) tal que

o = B™(ad + L)Yz — F(ug)), (3.26)
entonces el sistema no lineal (3.11) es aprozimadamente controlable.

Demostraciéon
Como (3.1) es aproximadamente controlable, se tiene, del Teorema 3.1.1
parte (b) — (i7), que

(Lprz,z) >0, Yz€ Z, z#0.
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De donde se sigue que
[2)l[[(af + L )z|| > (z, (o] + Lpr)z) > al|z||*,z # 0.

Asi, ||(af + Lgr)z|| > allz||, z # 0. Por tanto, a|(al + Lg-)~tz|| < ||2]|,
z # 0 y entonces

sup of/(ad + Lg-) Y| < 1. (3.27)
a€(0,1]

Por otro lado, del Lema 1.4.2 se tiene que

lim a(al + L)tz =0, Vze Z. (3.28)

a—0t

Queremos probar que Rango(B}) = Z, es decir, dado z € Z, existe
{ua} € L?(0,7,U) tal que
lim Bfus = z. (3.29)

a—0t

De (3.24) se sigue que (3.29) es equivalente a probar que

lim [BTuq + F(uy)] = 2,

a—0t

lim B uy =z — lim F(uq).
a—07t a—0+

Ahora, de la hipétesis (3.26) tenemos

B u, = B"B™(al + LBT)_l(z — F(uy))
= Lp-(al + L) (2 — F(ua))
= [(a + Lp-)(al + L)™' — al(al + Lp-)""|(z — F(ua))
— [T~ alol +Le-) ] — F(ua)
= 2 — F(ua) — alal + L)z — F(ua)).

Asi, BTug + F(uy) = 2z — a(al + L)' (z — F(ua)). Luego, (3.29) se
cumple si, y sélo si,

lim afal 4+ L) (z — F(ug)) =0,

a—0t

es decir,

lim of(al + L)'z — lim a(ad + L) F(ug) = 0. (3.30)

a—0t a—0t
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El primer limite en (3.30) es cero por (3.28).
Ahora, como Rango(F) es relativamente compacto, podemos suponer,
sin perder generalidad, que existe y € Z tal que

lim F(uq) = y. (3.31)

a—0t

Luego,
alal + LBT)*lF(ua) = a(al + LBT)*ly + alal + LBT)*l(F(ua) —v).

Tomando en cuenta (3.27), (3.28), (3.31) y la expresién anterior, obte-
nemos que el segundo limite en (3.30) es cero. Asi, se satisface (3.29) y
por lo tanto el sistema no lineal (3.11) es aproximadamente controlable.

|

Observacion. En el caso en que el sistema lineal (3.1) es exactamente
controlable y F' es, ademds, una funcién lipschitziana con constante de
lipschitz suficientemente pequena, entonces (3.26) se satisface y asi se
tendria la conclusién del Lema 3.3.2 anterior.



Capitulo 4

Controlabilidad de Sistemas
Semilineales Discretos

Una de las principales areas de aplicacién para los métodos de control
discretos es el control de sistemas continuos, es decir, aquellos sistemas
modelados por ecuaciones diferenciales y no por ecuaciones en diferen-
cias. La razon para esto es que mientras la mayoria de los sistemas fisicos
estan modelados por ecuaciones diferenciales, las leyes de control son a
menudo implementadas en un computador digital, cuyas entradas y sali-
das son sucesiones. Una aproximacién comun para disenos de control en
este caso es obtener un modelo de ecuacion en diferencias que aproxima
al sistema continuo a ser controlado.

En el presente capitulo estudiamos la controlabilidad de ecuaciones en
diferencias, sobre espacios de dimension infinita, de la forma

z(n+1) = A(n)z(n) + B(n)u(n) + f(z(n),u(n)), neN*, z(0)= z,
(4.1)
donde z(n) € Z, u(n) € U, Z y U son espacios de Hilbert, A €
I®°(N,L(Z)), B€I®(N,L(U, Z)), u € I*(N,U), L(U, Z) denota el espa-
cio de todos los operadores lineales acotados de U a Z y L(Z, Z) = L(Z).
El termino no lineal f: Z x U — Z es una funcién adecuada.
En primer lugar, damos caracterizaciones que permiten estudiar la con-
trolabilidad, tanto exacta como aproximada, de la ecuacién lineal, es
decir, de ecuaciones de la forma (4.1) sin el termino no lineal f(z,u). En
especial, mostramos un teorema andlogo al Teorema 3.1.1 del capitulo
3, para la ecuacién en diferencias lineal

69
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z(n+1) = A(n)z(n) + B(n)u(n), neN*, z(0) = z. (4.2)

Como un segundo paso consideraremos la siguiente ecuacién en diferen-
cias lineal

z(n+1) =T(n)z(n) + B(n)u(n), n e N*, z(n) € Z, u(n) € U, (4.3)

donde Z, U son espacios de Hilbert, N* = NU {0}, B € [*(N, L(U, Z)),
u € 2(N,U) y {T(t)}+>0 es un Cp-semigrupo dado por:

o0
T(t)z=>) eY'Pz, z€ 2, t>0,
j=1

de acuerdo al Lema 1.1.1. Particularmente, damos caracterizaciones que
permiten reducir el estudio de la controlabilidad de la ecuacién lineal
(4.3), al estudio de la controlabilidad de una familia de sistemas, usando
para ello las técnicas que se conocen del capitulo 3 para la ecuacién
de evolucién continua (3.1), adaptdndolas al caso discreto, junto con
herramientas propias de las ecuaciones en diferencias de la forma (4.3).
En tercer lugar, estudiamos la controlabilidad, tanto exacta como aproxi-
mada, de la ecuacién no lineal de la forma (4.1). Para ser més especificos,
suponiendo que el sistema lineal (4.2) es exactamente controlable y que
f es una funcién Lipschitziana con constante de lipschitz suficientemente
pequena, mostraremos que el sistema (4.1) es exactamente controlable,
es decir, la controlabilidad exacta de la ecuacién lineal se preserva bajo
la perturbacién no lineal f. Y, si el sistema lineal (4.2) es aproximada-
mente controlable, dando ciertas condiciones para f, mostraremos que
el sistema no lineal (4.1) es aproximadamente controlable.

La motivacién para estudiar, en este trabajo, la controlabilidad para
ecuaciones en diferencias, nos la da el trabajo de Sasu [52].

Alli, la autora se concentra en el estudio de la estabilizabilidad de la
ecuacién (4.2), més que en la controlabilidad, particularmente su re-
sultado principal es el siguiente: “Si el sistema (4.2) es completamente
estabilizable y A es sobreyectivo, entonces (4.2) es exactamente contro-
lable”.

Notese que ese resultado no caracteriza completamente la controlabili-
dad exacta de la ecuacién (4.2), es decir, no es una condicién necesaria y
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suficiente; pues no es cierto que un sistema en diferencias que sea exac-
tamente controlable, sea estabilizable y el operador A sea sobreyectivo.
Por otra parte, en este trabajo de Sasu, no se estudia la controlabilidad
de la ecuacién semilineal (4.1), algo comin que observamos al revisar
la poca bibliografia existente sobre controlabilidad de ecuaciones en di-
ferencias. Es por ello que nos motivamos a estudiar la controlabilidad
de las ecuaciones en diferencias (4.2) y (4.1). Algunos de los resultados
presentados en este capitulo se encuentran en menor detalle en [43], [44],
[45].

4.1. Controlabilidad para Sistemas Lineales Dis-
cretos.

En esta seccidon presentamos condiciones necesarias y suficientes para
estudiar la controlabilidad exacta y aproximada de la siguiente ecuacién
en diferencias lineal

z(n+1) = A(n)z(n) + B(n)u(n), neN, z(0) = z, (4.4)

donde z(n) € Z, u(n) € U, Z, U son espacios de Hilbert, N* = NU {0},
A€I®(N,L(Z)), Bel®(N,L(U,Z)), uel*>NU).

Para este fin, daremos primero las definiciones de controlabilidad exacta
y aproximada para el sistema (4.4).

Considere el conjunto A={(m,n) € NxN:m > n} y sea &=
{@(m,n)}(mn)ea el operador de evolucién asociado a A4, i.e.,

[ A(m —=1)--- A(n), m >n,
®(m,n) —{ I. m—n,

donde I es el operador identidad en el espacio de Hilbert Z.
Entonces, la solucién de (4.4) estd dada por la formula de variacién de
constantes discreta:

z(n) = ®(n,0)z(0) + i ®(n,k)B(k — Du(k — 1), n € N. (4.5)
k=1

Definicién 4.1.1. (Controlabilidad Exacta) El sistema (4.4) se dice
que es exactamente controlable si existe ng € N tal que para cada zg,
21 € Z existe u € I2(N,U) para el cual z(0) = 2y y z(ng) = 1.
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Definicién 4.1.2. (Controlabilidad Aproximada) El sistema (4.4)
se dice que es aproximadamente controlable si existe ng € N tal que
para cada 2, 21 € Z, € > 0 existe u € I>(N,U) para el cual 2(0) = 29 y
|z(ng) — z1|| < e.

En estos casos decimos que (4.4) es exactamente (resp. aproximadamen-
te) controlable para algin ng € N.

A continuacién presentaremos una versién discreta del Teorema 3.1.1 del
capitulo 3 para la ecuacién controlada en diferencias (4.4) en espacios
de Hilbert. Para ello daremos las siguientes definiciones.

Definicién 4.1.3. Para el sistema (4.4) definimos los siguientes con-
ceptos:

a) La aplicaciéon de controlabilidad, B™ : I*>(N,U) — Z (para
no € N), es definida como sigue

By = i ®(n,k)B(k — 1)u(k —1). (4.6)
k=1

b) La aplicacién grammian (para ng € N) es definida por Lgno =
Bmogno*,

Proposicion 4.1.1. El adjunto B™* del operador B™ estd dado por
Bw* . 7 — I2(N,U)

B*(k — 1)®*(ng, k)z, k < no,

(B"*2)(k — 1) = { 0 hone (4.7)

no
Lgnoz = ®(no,k)B(k —1)B*(k — 1)®(no, k)z, z€ Z.  (4.8)
k=1
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Demostracién

k=1
— Z(@(no, k)B(k — Vu(k —1),2)z 2

k=1
no

= > (u(k —1), B*(k — 1)®*(no, k)2)v,u

k=1
no

= ) (u(k—1), B*(k—=1)®*(no, k)2)u,u+Y_(u(k—1),0)v,0
k=1 k=no+1
= (U, B"*2) v, 20,0)

(B"ou,z) = <Z ®(ng, k)B(k — 1)u(k — 1), z>
A

)

lo cual prueba (4.7). Mas atn, (4.8) se sigue inmediatamente de la defi-
nicién 4.1.3 y de (4.7). [

Teorema 4.1.1. (a)La ecuacion (4.4) es exactamente controlable para
algin ng € N si, y solo si, una de las siguientes afirmaciones vale:

(i) Rango(B™) = Z.
(i1) Eziste v > 0 tal que

(Lgnoz,z) > 9|2l%, vz € Z.
(i1i) Existe v > 0 tal que
1B 220y 2 Yl2llz, V2 € Z.

(b) La ecuacion (4.4) es aprozimadamente controlable para algin ng €
N si, y solo si, una de las siguientes afirmaciones vale:
(i) Ker(B"*)={0}.
(i1) (Lproz,z) >0, z#0 en Z.
(11i)) B*(k —1)®*(no,k)z =0=2=0, k < nyg.
(iv) Rango(B™) = Z.

Demostracion
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(a) Puesto que Lgno = B™B"* tenemos que

(Ligno 2, 2) = (BB 2, 2) = (B0* 2, B™* 2) = | B"* 2||2, V2 € Z,
(4.9)

lo cual muestra la equivalencia entre (ii) y (iii).

Si (i7) vale, entonces Lpno es invertible y acotada. Asi,
Rango(Lgno) = Dom((Lpno)™ ') = Z. Del hecho de que Lgny =
B0 B™* se obtiene Rango(Lgno ) C Rango(B"°). Asi Rango(B™) =
Z, con lo cual se prueba (i).

Supongamos que Rango(B™) = Z. Entonces, probaremos que (i47)
se cumple. Primero, supongamos que B™ es inyectiva; entonces
(B™)~! ¢ L(Z,I2(N,U)) y (B™*)~! € L(I*(N,U), Z). Por tanto,
existe 8 > 0 tal que

|(B™) ullz < Blluleeo), Yue*(N,U),
y con z = (B™*)~1y obtenemos

121z < BIB™* zlliz (0,

lo cual es equivalente a (iii) considerando v = 1/p.

Para el caso general, definamos el espacio de Hilbert X=[Ker(B"0)]+
dotado con la norma definida por ||u||x = ||ul;2-

Luego, definimos Broy = By, u € X, lo cual hace que B sea
una aplicaciéon biyectiva sobre X, y aplicando nuestro argumento
de arriba a B™ se muestra que existe § > 0 tal que para todo
A< R

BIB™* 2] x > |12Il.

Del Lema A.3.30 de Curtain & Zwart [18], el Teorema de Repre-
sentacion de Riesz y el Teorema de Hahn Banach deducimos que

H[§n0*zH = sup  (u, BA”O*2>: sup (BA”OU, z)
{ueX:|lul<1} {ueX:|lul<1}
= sup  (B"wu,z)= sup (B"u, z)
{ueX:|lul<1} {uelP(N,U):||ul|<1}

= [IB"" ]
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En consecuencia, tenemos que
~ 1
187" 2|2 = [|B™"2]| x = EHZHZ-

Una vez més, con v = 1/, tenemos (iii).

Ahora, probaremos que la controlabilidad exacta de (4.4) implica
(7). Supongamos que (4.4) es exactamente controlable para algin
ng. Dado z € Z podemos encontrar zy y 21 en Z tales que

z1 = ®(no, 0)zp + =. (4.10)

Entonces existe u € [?(N,U) tal que 29(0) = zp and 2,(ng) = 21.
Asi,

21 = zu(ng) = ®(no,0)z0 + zo: ®(ng, k)B(k — Du(k —1). (4.11)
k=1

Sustituyendo (4.10) en (4.11), obtenemos

0
O(ng,0)z0 + 2 = ®(no,0)20 + Y _ O(no, k)B(k — Lyu(k — 1).
k=1
Entonces,
no
z="Y ®(ng,k)B(k—1)u(k —1) = B"u.
k=1
Asi, Rango(B™) = Z.
A continuacién, mostraremos que () implica la controlabilidad
exacta de (4.4). Supongamos que Rango(B"°) = Z. Consideremos

z en Z tal que
z =z — ®(ng,0)zo, (4.12)

con 2g, 21 in Z. Entonces existe un control u tal que
By = z. (4.13)

Luego, sustituyendo (4.12) en (4.13), obtenemos

z=21—®(no,0)20 = »_ B(no, k)B(k — Du(k — 1).
k=1
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Por tanto,
no
2u(no) = ®(ng,0)z0 + Y _ ®(no, k)B(k — Vu(k — 1).
k=1

Asi, obtenemos una solucién z,(-) de (4.4) tal que z,(ng) = z1 y
2u(0) = zp, es decir, (4.4) es exactamente controlable. Esto con-
cluye la prueba de la parte (a).

De la proposicién 4.1.1 se sigue que (i) y (iii) son equivalentes, y
(4.9) muestra que () y (i7) son equivalentes. Sabemos que

(Ker(B™*))1 = Rango(B™).
De esto se sigue que: Rango(B™) = Z sii (Ker(B™*))t = Z sii
Ker(B"0*) = {0}, lo cual muestra que (i) y (iv) son equivalentes.

Ahora, supongamos que (4.4) es aproximadamente controlable; en-
tonces para € > 0, z, 20, 21 en Z, tales que z; = ®(np,0)z + 2,
existe u € [?(N,U) con 2,(0) = 20 y ||zu(no) — 21| < &. As,

o

2u(no) = ®(ng,0)z0 + Y ®(no, k)B(k — Du(k —1).
k=1
Por lo tanto,
10
|B"ou — z|| = ®(ng, k)B(k — Du(k —1) — 2
k=1
no
= ®(ng, k)B(k — 1)u(k — 1)+®P(ng,0)z0 — 21
k=1

= ||zu(no) — 21]| <,

lo cual implica (iv).

Supongamos que Rango(B™) = Z. Sea z € Z tal que z = 21 —
®(ng,0)zp con zp, z1 en Z. Entonces, existe un control u tal que
|IB™w — z|| < e. Asi,

IB™u + ®(ng,0)20 — 21| = ||zu(no) — 21]| < &.
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Luego, hemos obtenido una solucién z,(-) de (4.4) tal que z,(0) =
20 ¥ ||zu(no) — z1|| < €; esto nos permite concluir que (4.4) es
aproximadamente controlable y termina la prueba de la parte (b).

Lema 4.1.1. La ecuacion (4.4) es exactamente controlable para algin
ng € N si, y solo si, Lpno es invertible. Mds ain, en este caso S
B”O*Lgio es una inversa por la derecha de B™ y un control u € I*(N,U)
que lleva el estado inicial zy a un estado final z1 estd dado por:

u = B"* Lo (21 — ®(no,0)20). (4.14)

Demostracién

Supongamos que el sistema (4.4) es exactamente controlable. Entonces,
del Teorema 4.1.1 parte (a) — (i17), existe 7 > 0 tal que ||B"*z|| > 7]|z||,
para todo z € Z, es decir,

1B *2)1? > +?2|?, =€ Z,
equivalentemente,
(B™B™*z 2) > ~¥%||2||%, z € Z,

¥

(Lgnoz,2) > 2|2l 2z € Z. (4.15)
Esto implica que Lpno es inyectiva. Ahora, probaremos que Lpgno es
sobreyectiva. Es decir,

R(Lpno) = Rango(Lpno ) = Z.

Por reduccién al absurdo, supongamos que R(Lpno) esté estrictamente
contenido en Z. Por otro lado, usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz
y (4.15) obtenemos

ILgro 2z > 7?21, 2 € Z,

lo cual implica que R(Lgno ) es cerrado. De aqui, aplicando el Teorema de
Hahn Banach, podemos probar que Rango(Lpno ) = Z. En consecuencia,
Lpny es una biyeccion y del Teorema de la Aplicacién Abierta, Lg&o es
un operador lineal acotado.
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Ahora supongamos que Lgno es invertible. Entonces, del Teorema 4.1.1
es suficiente probar que R(B™) = Z. Para z € Z definimos el control
u, € I?(N,U) como sigue

u, = Sz = B"* L 2.
Entonces B™u, = z. El resto de la prueba se sigue de aqui. |

Un par de caracterizaciones més para la controlabilidad exacta del sis-
tema (4.4) estdn dadas en los siguientes Lemas.

Lema 4.1.2. El sistema (4.4) es exactamente controlable para algin
ng € N si, y sdlo st,

sup |[(ad + Lgno)_lH < 0. (4.16)
a€(0,1]

Demostracion
Supongamos que (4.4) es exactamente controlable. Entonces por el Teo-
rema 4.1.1 parte (a) — (i), se tiene que existe v > 0 tal que

(Lgnoz,2) >9|2%, Yz € Z.
Luego, para todo z € Z y a > 0, tenemos
(2, (aI+Lpno )2) = (z,az)+(z, Lpno 2) = a||z||*+(z, Lpno 2) > (a+7)]2|?,

es decir,
(z.(al + Lgno)z) = (a+ )|z

Usando la Desigualdad de Cauchy-Schwarz, obtenemos
(@l + Ligno)z|| = (e + ) llz]].
Asi,
(e + )l + Lgno) "yl < lyll,

de donde se sigue que, para todo o > 0,

(@l + Lpno) ' < 535 <

1 <1
aty — 7

Por tanto, ||(al + Lpno)~!|| es acotada como funcién de a > 0 y asf se
tiene la validez de (4.16).
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Reciprocamente, supongamos que vale (4.16). Esto implica que h’m+ (al+
a—0

LBno)*l existe y es finito. En efecto, sabemos que (al + LB”O)_l _

R(al,—Lgn) vy, la identidad del resolvente,
R(al,~Lgn) — R(BI,~Lgn) = (8 — a)R(al, ~ Lina)R(BI, ~ Lyna),

junto con (4.16), muestran que { R(al, —Lpno )} es una sucesién de Cauchy
de operadores lineales acotados. Consideremos

S = lim R(al,—Lgro) = lim (al + Lgno)~'.

a—07t a—0t
Luego,
Lgno ( lim (al 4 Lgno)™) = Lgno S.
a—0t
Entonces,
lim (o + Lgno — od)(al 4+ Lpgno) ™ = Lgno S,
a—0t
es decir,

I— lim ofal + Lgne)™ " = Lpno S.

a—0t

Pero la condicién (4.16) implica que

lim a(al + Lgno) ™' = 0.

a—0t
Asi, para todo z € Z, se tiene que
z = Lgno Sz = B"B™*Sz.

Por tanto B™ es sobreyectivo, y en consecuencia (4.4) es exactamente
controlable por el Teorema 4.1.1 parte (a) — (7). [ |

Proposicién 4.1.2. El sistema (4.4) es exactamente controlable para
algin ng € N si, y sélo si,

sup | (al + Lgno) 7| < 1. (4.17)
a>0
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Demostracion
Supongamos que (4.4) es exactamente controlable para algin ny € N,
entonces por el Teorema 4.1.1 parte (a) — (ii) existe v > 0 tal que

(Lgroz, 2) > 4||2|?, Vze Z.
Luego, para z € Z se tiene que
{(al + Lpro)z,2) > (a+ )|z,
y, por la desigualdad de Cauchy-Schwarz, se tiene
(@l + Ligno)z|| > (e +)llz],

asi
(a+y)l(ed + Lpwo) "zl < ],

Por tanto

0 < supal(al + Lgmwo) | < sup(a +7)|[(al + Lpno) ™' < 1.
a>0 a>0

Reciprocamente, supongamos que (4.17) es cierto, entonces
B B™* = (al + Lpno) — o,

asi
B"B"*(al + Lpno) ™' = I — a(al + Lpno) ™',

de aqui, haciendo uso del Teorema 3.2.1, tenemos que Rango(B"™0) = Z,
es decir, (4.4) es exactamente controlable. [ |

Con respecto a la controlabilidad aproximada de la ecuacién en diferen-
cias lineal (4.4), tenemos las siguientes caracterizaciones.

Lema 4.1.3. La ecuacion (4.4) es aprorimadamente controlable para
algin ng € N si, y sdlo si, Rango(Lgno) = Z.

Demostracién
Supongamos que el sistema (4.4) es aproximadamente controlable para
algin ng € N*. Entonces, del Teorema 4.1.1 parte (b) — (i¢) tenemos que

(Lproz,z) >0, Vz€ Z, z#0. (4.18)
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Por reduccién al absurdo, supongamos que
Rango(Lgm) & Z.
Entonces, del Teorema de Hanh-Banach existe zg # 0 tal que
(Lproz,29) =0, Vz € Z.

En particular, si ponemos z = zg, entonces (Lpnozp,29) = 0, lo cual
contradice (4.18).

Reciprocamente, supongamos que Rango(Lgno) = Rango(Bm0Bm0%)
Z, asi Rango(B™) = Z. Entonces, del Teorema 4.1.1 tenemos que (4.
es aproximadamente controlable.

| N

Lema 4.1.4. El sistema (4.4) es aprozimadamente controlable para
algin ng € N si, y sdlo si, para cada z € Z,

lim (el 4+ Lpno )tz = 0. (4.19)

a—0t

Mds ain, en este caso, una sucesion de controles que transfiere el estado
inicial zg a una e-vecindad de un estado final z1 estd dada por

U = B™* (ol + Lpno )~ (21 — ®(no,0)20).

Demostracién
Supongamos que el sistema (4.4) es aproximadamente controlable para
algin ng € N. Entonces, por el Teorema 4.1.1 parte (b) — (it), se tiene
que, para z # 0 en Z

(Lproz,z) > 0. (4.20)

Supongamos que existe zy € Z tal que

lim a(al + Lpno) 20 = yo # 0.

a—0t
Entonces,
lim alLgro (Ct[ + Lpgno )712’0 = Lpnoyo,
a—0t
y

lim azy — aja(al + ngno)_lzo] = Lgnoyo.
a—07t

Es decir, Lpnoyo = 0, lo cual contradice (4.20). Por tanto, vale (4.19).
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Reciprocamente, supongamos que

lim a(al + Lgno) 'z =0,z € Z.

a—0t

Queremos probar que Rango(B™) = Z. Equivalentemente debemos ver
que, para todo z € Z existe una sucesién de controles {u,} C [?, tales
que

lim B™uy, = z.
a—0t

Para todo z € Z, definimos la familia de controles
U = B™* (ol + Lgno) 2,
entonces

Bnoua — Bnano*(aI+ ngno)_lz
= (ol + Lgno — od)(al 4+ Lpno) "tz
= z—alal + Lgno) 'z
De esto y (4.19) se sigue que

lim B™wu, = =.
a—0t+

En consecuencia, el sistema (4.4) es aproximadamente controlable. Esto
completa la prueba del Lema. |

Corolario 4.1.1. La familia de operadores Ty, : Z — 12(N,U) definida
por
Loz = B™*(ad + Lpno) 'z, a€(0,1],

es una inversa aproximada por la derecha del operador B™, es decir,

lim B™T, = 1.

a—0t

4.2. Una Ecuacion en Diferencias Lineal Parti-
cular.

Ahora bien, una forma de obtener Ecuaciones en Diferencias en espacios
de Banach es haciendo una discretizacién en el flujo de una ecuacién de
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evolucién; este método fue usado por Chow & Leiva [10], Henry [29] y
Megan, Sasu & Sasu [47], para caracterizar dicotomia exponencial pa-
ra operadores de evolucién y productos cruzados de semiflujos (skew
product semiflows). Asi que, en la presente seccién estudiamos la con-
trolabilidad del sistema

z(n+1) =T(n)z(n)+B(n)u(n), ne N*, z(n) e Z, u(n) €U, (4.21)

donde Z, U son espacios de Hilbert, N* = NU {0}, B € [*(N, L(U, Z)),
u€ P(N,U) y {T(t) }+>0 es un Cp-semigrupo dado por:

o0
T(t)z = Z NPz, z€Z, t>0, (4.22)
j=1

de acuerdo al Lema 1.1.1. Notese que la ecuacién (4.21) anterior es la
discretizacién en el flujo del sistema de control gobernado por la ecuacion
de evolucién (3.1).

Proposicién 4.2.1. El operador de evolucion ® = {®(m,n)}unn)ea
asociado a la ecuacion (4.21), estd dado por la formula ®(m,n) =
T(©(m,n)), donde

©(m,n) = w e N,m > n.

Demostracion
Sabemos que

S(m,n)=Tm—-1)T(m—-2)---T(n)=T(m-1)T(m—-2)---T(m—k),
donde m = n + k. Entonces,
k
®(m,n) = T(m—l—l—m—?—i—---—l—m—k):T<km—2i>

i=1

- (k‘m _ @) = T (Zmokkk) _ (k(2m;k)fk>

_ 7 <k<m+2n)fk) _7 (k(mgnm) _7 <<mfn>(72n+n71>>

= T (%fwn) = T(O(m,n)).
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Ahora consideramos de nuevo la hipétesis
P;,BB* = BB*P;, j=1,2,.... (4.23)

Proposicién 4.2.2. Bajo la hipdtesis (4.23) el operador

no
Lpnoz = B™B™*z = &(ng, k)B(k — 1)B*(k — 1)®*(no, k)z,
k=1

puede ser escrito como Sigue

)
LBnoz = Z LB?()F']'Z,
j=1

donde

no
A;O(no,k A%O(ng,k
LB?oz:B?OB?O*z:Ze 1O k) g prediOmok), 2 e R(P)),
k=1

Demostracién
De la definicién del operador Lgno, la representacién (4.22) de T'(t) y la
Proposicion 4.2.1 obtenemos que

no

9] o0
Lgnoz = Z ZeAj@(no,k)Pj BB* (Z eAl*G)(no,k)sz>

k=0 \j=1 =1
no

00
— Z Z eAf@(”O’k)BjB;6A§®(”0’k)sz

k=0 j=1
oo no

- oSS O
j=1 k=0
o0

= > LgnPiz.
J
j=1

El siguiente Lema es el resultado principal de esta seccién.
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Lema 4.2.1. (a) El sistema (4.21) es exactamente controlable (para
algin ng € N) si, y sdlo si, existe v >0 tal que

(Lgro Pjz, Pj2) > 4| Pjz||?, V2 € Z, j=1,2,3,....
J
(b) El sistema (4.21) es aproximadamente controlable (para algin ng €
N) si, y solo si, cada uno de los siguientes sistemas

2(n+1) ="z (n)+Bju(n), z(n) € R(P;), n€N,j=1,2,3,...,
(4.24)
es aproximadamente controlable.

(c) Elsistema (4.21) es aproximadamente controlable (para algin ng €
N) si, y solo st,

(LgnoPjz, Pjz) >0, Vz#0 en Z, j=1,2,3,....
J
Demostracién

(a) Supongamos que existe v> 0 tal que <LB‘;¢onz,sz> > y||Pz|)?.
Entonces

00 00
<LB"0Z7Z> = <ZLB‘?Osz7 Z sz>

j=1 m=1

00

ng 00
A;© k AXO(no,k
( eAi®(mo, )BjB;-*e 59(no.k) sz,Zsz>
7j=1 \k=1 m=1

eAj@(nmk)BjB;eA;@(no’k)PjZ, Pm2>

j=1m=1 \k=1
(e’e} no

_ Z < eAj@(”O’k)BjB;eAJ’@("O’k)sz, P]Z>
j=1 \k=1
o o0

=Y (LgnoPjz, Pjz) > Piz||* = .
> (LagoFiz Fiz) 27 3 WP =l
J= J=

Asi, (4.21) es exactamente controlable por el Teorema 4.1.1 parte
(a)— (ii). Reciprocamente, supongamos que (4.21) es exactamente
controlable, entonces por el Teorema 4.1.1 parte (a) — (i), existe
v > 0 tal que

(Linaz,2) = 211,
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En particular,
o0
(Lgro Pjz, Pjz)= <ZLB?0P@'PJ'% sz> =(LproP;2,P;z) 27| Fz|)%,
J 1
i=1
lo cual concluye la prueba de (a).

Supongamos que (4.21) is aproximadamente controlable y que exis-
te j tal que

2(n+1) = e"2(n) + Bju(n), z(n) € R(P;), neN

no es aproximadamente controlable. Entonces por el Teorema 4.1.1
parte (b) — (ii1), existe z; € R(FP}), z; # 0 tal que

Bieti®mh =0, k=1,2,... .

M4s atin, puesto que (4.21) es aproximadamente controlable, te-
nemos

B*'T*(O(n,k)z=0=2=0, k=1,2... .

Ahora, si ponemos z = P;z; = z;, entonces
oo

B*T*(O(n,k))z = B* Z Ak p o
=1

— B*SA;e(n’k)f)ij _ (Bj)*eA;fG)(n,k)Zj =0,

lo cual implica que z; = 0, y esto es una contradiccién. Por tanto,
(4.24) es aproximadamente controlable para todo j.

Reciprocamente, supongamos que (4.24) es aproximadamente con-
trolable para todo j. Notese que Lyzno es la aplicacién grammian
J

asociada a (4.24). Entonces, por el Teorema 4.1.1 parte (b) — (i7),
tenemos que

<LB?0PJ‘Z,PJ‘Z> >0, z 7& 0.
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Asi,
o0 (o]
(Lgnoz, z) = <Z Lgno Pjz, Z sz>
j=1 m=1
00 no 00
= <Z 6Aj@(”°’k)BjB;eAie(no’k)>sz,Z.sz>
j=1 \k=1 m=1

eA]e(n07k)BjB;6A;e(n07k)‘PjZ’ PmZ>

j=lm=1 \k=1
00 no

_ Z eAjG(no,k)BjB;eAjG(no,k)})jz’ Pz
j=1 \k=1

<.
Il
—

En consecuencia, (4.21) es aproximadamente controlable y se prue-
ba (b).

(c) se sigue inmediatamente de (b) y el Teorema 4.1.1 parte (b). W

4.3. Controlabilidad Exacta para Sistemas
Semilineales Discretos.

En esta seccién estudiaremos la controlabilidad exacta de la ecuacion en
diferencias no lineal:

z(n+1) = A(n)z(n) + B(n)u(n) + f(z(n),u(n)), neN*, 2(0)= z,

(4.25)
donde z(n) € Z, u(n) € U, Z y U son espacios de Hilbert, A €
I®°(N,L(Z)), B €I®(N,L(U, Z)), u € I’(N,U), L(U, Z) denota el espa-
cio de todos los operadores lineales acotados de U a Z y L(Z, Z) = L(Z).
El termino no lineal f: Z x U — Z es una funcién continua Lipschit-
ziana. Es decir: para todo 29,21 € Z y uq,us € U tenemos que

| f (22, u2) — f(21,u1)|| < L{[[22 — 21| + |luz — ua||}- (4.26)

Supondremos que L es suficientemente pequeno y que el sistema en
diferencias lineal (4.4) es exactamente controlable (para algin ng € N),
es decir, R(B™) = Z.
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Para zp € Z, la ecuacién (4.25) tiene una tnica solucién dada por

2(n)=®(n, O)Z(O)—I—Z(I)(n, E)[B(k — Du(k—1)+ f(2(k —1),u(k —1))],n € N.
= (4.27)

Definicién 4.3.1. (Controlabilidad Exacta) El sistema (4.25) se
dice que es exactamente controlable si existe ng € N tal que para
cada zy, 21 € Z existe u € I*(N,U) para el cual z(0) = 2z y 2(ng) = 21.

En este caso decimos que (4.25) es exactamente controlable para algin
ng € N.

Consideremos el siguiente operador no lineal B?O :2(N,U) — Z defi-
nido por

BPu=""®(no,k)B(k — Du(k — 1)+ Y _ ®(no, k) f(z(k — 1), u(k — 1))
k=1 k=1
= B"u+ Y &(ng, k) f(z(k — 1), u(k — 1)). (4.28)
k=1

Entonces, la siguiente proposiciéon es una caracterizaciéon de la controla-
bilidad exacta del sistema no lineal (4.25).

Proposicién 4.3.1. El sistema (4.25) es exactamente controlable para
algin ng € N si, y sdlo si, R(B?O) = Rango(B?O) =7

Demostracion
Supongamos que (4.25) es exactamente controlable sobre para algin
ng € N. Dado z € Z, podemos encontrar zp, z1 € Z tales que

z1 = ®(ng,0)zo + 2. (4.29)
Luego, existe un control u € [2(N,U) tal que 2,(0) = 20 y zu(ng) = 21.

Asi,

2 = zu(no) = ®(no,0)20 + > _ (no, k)B(k — u(k — 1) +
k=0

> " ®(no, k) f (zu(k — 1), u(k — 1)). (4.30)
k=0



89
Sustituyendo (4.29) en (4.30), obtenemos

O(ng,0)z0 +2 = 0(ng,0)z0 + Y _ B(no, k)B(k — Lu(k — 1) +

k=0
> ®(no, k) f(zu(k — 1), u(k — 1)). (4.31)
k=0
Entonces,
z=>_ ®(no, k)B(k—Du(k—1)+Y _ ®(no, k) f(zu(k—1),u(k—1))=B;"u.
k=0 k=0

Asi, Rango(B}’) = Z.
Supongamos ahora que Rango(B?O) = Z.. Consideremos z € Z tal que

z = z1 — ®(ngp,0)zp, (4.32)
con 29,21 € Z. Entonces existe un control u € [?(N,U) tal que
Bou =z (4.33)

Entonces, sustituyendo (4.32) en (4.33), obtenemos

z = z1—®(ng,0)z = Z ®(no, k)B(k — Du(k — 1) +
k=0

zo: O (no, k) f(zu(k —1),u(k —1)). (4.34)
k=0

De donde,
no
zu(ng) = ®(no,0)z0 + > ®(no,k)B(k — L)u(k — 1) +
k=0

no
> @(ng, k) f (zu(k — 1), u(k - 1)). (4.35)
k=0

Asi, hemos obtenido una solucién z,(-) de (4.25) tal que z,(ng) = 21

y 24(0) = zp, es decir, (4.25) es exactamente controlable para algin
ng € N. |
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Lema 4.3.1. Sean ui, us € ZZ(N, U) y z1, 22 las soluciones correspon-
dientes de (4.25). Entonces, vale el siguiente estimado:

121(7) = 22(5)ll, < MIB]| + L]y/noe™ 0 |uy — (4.36)

U2 ||12(N,U)

donde j <ngyM = sup {||®(,k)|}
1<4,k<no

Demostracion
Sean z1, 29 soluciones de (4.25) correspondientes a w1, ug respectivamen-
te. Entonces

11(7) = 22(DII=Y_ 119G, B I B (k = 1) — uz(k — 1)]]
k=1

+ 1@ B f (21 (k=1), un (k=1))—f (22 (k—1), ua (k1)) |

k=1
j—1 j—1
M|B|+L] Y llug (k) —ug(k)[+-ML Y ||z1 (k) — z2(k)|
k=1 =1
j—1
M| Bl + L]y/mollur — us| + ML ||z1(k) — za(k)]-
k=1

(4.37)
Usando la desigualdad de Gronwall Discreta (Laksmikantham & Tri-
giante [32] Corolario 1.6.2) obtenemos

121(7) = 22()ll, < MIB]| + L]y/noe™ " ||u1 — uz] no-

2aoyd S

|
Ahora, formularemos y probaremos el resultado principal de esta seccién.

Teorema 4.3.1. Si el siguiente estimado vale
Lic = ML +1)[B"* | Lgh Vi < 1. (4.38)

donde T = M]||B|| + L)\/ngeMtm0, y el sistema lineal (4.4) es evacta-
mente controlable, entonces el sistema no lineal (4.25) es exactamente
controlable para nyg.

Demostracion
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Queremos probar que

B;}O(ZQ(N; U)) = Rango(B}°) = Z.
Pero, de la controlabilidad exacta del sistema lineal (4.4) sabemos, debi-
do al Lema 4.1.1, que el operador S = B’“‘O*L]}i0 es una inversa por la de-

recha de B". Entonces, es suficiente probar que el operador B0 = B}ZOOS
es sobreyectivo. De la ecuacién (4.28) obtenemos la siguiente expresion
para este operador

B =€+ 00— 1.SEOk-1).  (430)

k=1

Ahora, definamos el operador K : Z — Z por
no
K&=Y ®(no, k) f(z(k = 1),S(&)(k — 1)), (4.40)
k=1

donde z = z¢ es la solucién de (4.25) correspondiente a el control u =

5(6)-

Entonces la ecuacién (4.39) toma la forma
By =1+K. (4.41)

Se puede probar que la funcién K es globalmente Lipschitz con constante
de lipschitz
Lg=ML(T + 1)||B"*||| Lz, V70,

y la suposicién (4.38) implica que Lx < 1. En consecuencia, del Teorema
3.2.1 obtenemos que B}LO = I+ K es un homeomorfismo y asi el operador
B;‘O es sobreyectivo; es decir,

B?O(ZQ(N; U)) = Rango(B}°) = Z.

[ |
Corolario 4.3.1. Bajo la hipdtesis del Teorema 4.3.1 un control que

envia el estado inicial zg a un estado final z1 estd dado por
u = B"* Lo (I +K) (21 — ®(ng, 0)z).

Corolario 4.3.2. El operador T : Z — Z definido por T = So(I+K)™!
es una tnversa por la derecha de el operador no lineal B}LO. Es decir,
B?O ol'=1.
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4.4. Controlabilidad Aproximada para Sistemas
Semilineales Discretos.

En esta seccion estudiaremos la controlabilidad aproximada de la ecua-
cién en diferencias no lineal (4.25) bajo ciertas condiciones sobre f y su-
poniendo la controlabilidad aproximada de la ecuacién (4.4) para algin
ng.

Como mencionamos en la seccién anterior, para zy € Z, la ecuacion
(4.25) tiene una unica solucién dada por (4.27).

Definicién 4.4.1. (Controlabilidad Aproximada) El sistema (4.25)
se dice que es aproximadamente controlable si existe ng € N tal que
para todo zg, 21 € Z ye > 0 existe u € 1*(N,U) tal que 2(0) = zy y
|z(ng) — z1|| < e.

En este caso decimos que (4.25) es aproximadamente controlable para
algin ng € N.

Consideremos el siguiente operador no lineal B® : 2(N,U) — Z defi-
nido por

Bou=""®(no,k)B(k — Du(k — > _ ®(no, k) f(2(k — 1), u(k — 1))
k=0 k=0

=By + Z B(no, k) f(z(k — 1), u(k — 1)). (4.42)
k=0

Luego, la siguiente proposicién es una caracterizacién de la controlabi-
lidad aproximada del sistema no lineal (4.25).

Proposicién 4.4.1. El sistema (4.25) es aproximadamente controlable
para algun ng si, y sélo si, Rango(B?o) =7.

Demostracion

Supongamos que (4.25) es aproximadamente controlable, entonces para
>0, z, 29, z1 en Z, tales que 21 = ®(ng,0)zo + 2, existe u € I*(N,U)
con z,(0) = 2o y ||zu(no) — 21]] < e. Asi,

no

2u(no) = ®(no,0)20+ Y ®(no, k)[Bk—1)u(k—1)+ f(2(k—1),u(k—1))].
k=1
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Por lo tanto,
1B °u — z|| = |[zu(n0) — 21l <,
lo cual implica que Rango(B}°) = Z.

Supongamos ahora que Rango(B?O) = Z.Sea z € Z tal que z = z1 —
®(ng,0)zp con zg, 21 en Z. Entonces, existe un control u tal que HB}ZOu—
z|| < e. Asi,

1B}ou + ®(no,0)20 — z1]| = [|zu(n0) — 21| < .

Luego, hemos obtenido una solucién z,(-) de (4.25) tal que z,(0) = zp y
||z (n0) — 21]| < &; lo cual nos permite concluir que (4.25) es aproxima-
damente controlable. |

Ahora, si definimos el operador F : [?(N,U) — Z por

F(u) =Y ®(no,k)f(z(k — 1),u(k — 1)), (4.43)
k=1
entonces
B%u = B"u + Fu. (4.44)

Supongamos que f es una funcién tal que se satisface lo siguiente
(FoB"z,2) >0, Yz€ Z, z#0. (4.45)
Entonces obtenemos el siguiente resultado:

Lema 4.4.1. Si el sistema lineal (4.4) es aproximadamente controlable
y se cumple la condicion (4.45), entonces el sistema no lineal (4.25) es
aproximadamente controlable.

Demostracién
Como (4.4) es aproximadamente controlable se sigue del Teorema 4.1.1
parte (b) — (i7) que

(Lgnoz,z) >0, Yz€ Z, z#0.

Supongamos que Rango(b’}m) G Z. Por el Teorema de Hahn-Banach se
tiene que existe zg € Z, zy9 # 0, tal que (B;}Ou, 20) = 0,Vu € 1*(N,U).
En particular, <B?° o B"*2y, zg) = 0. Luego,

0= (B?O o B2y, z0) = (Lpno 20, 20) + (F o B™*zy,29) > 0.
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Esta contradiccién prueba que Rango(B?O) = Z. Asi, por la Proposicién
4.4.1, se tiene que (4.25) es aproximadamente controlable. |

Otro resultado que muestra que la controlabilidad aproximada de (4.4)
se preserva bajo cierta perturbacién no lineal es el siguiente.

Lema 4.4.2. Si el sistema lineal (4.4) es aprorimadamente controlable,
Rango(F') es relativamente compacto y para todo z € Z, a > 0 existe
U € 12(N,U) tal que

U = B™* (ol + Lpgno )~ (2 — F(ua)), (4.46)
entonces el sistema no lineal (4.25) es aprozimadamente controlable.

Demostraciéon
Como (4.4) es aproximadamente controlable, se tiene, del Teorema 4.1.1
parte (b) — (i7), que

(Lgnoz,z) >0, Yz€ Z, z#0.
De donde se sigue que
I2llli(a] + Lpro)z]| = (2, (@l + Lpro)z) > al|2||*, 2 # 0.

Asi, ||(al+Lgno)z|| > al|z||, z # 0. Por tanto, a|(al +Lgno ) 12| < ||2]],
z # 0 y entonces

sup af(al + Lgno )™t < 1. (4.47)
e (0,1]

Por otro lado, del Lema 4.1.4 se tiene que

lim o(al + Lgno) 'z =0, Vze Z (4.48)

a—0t

Queremos probar que Rango(B;}O) = Z, es decir, dado z € Z, existe
{ua} C 1?(N,U) tal que

lim B?OUQ = z. (4.49)

a—0t

De (4.44) se sigue que (4.49) es equivalente a probar que

lim [B™uq + F(uq)] = 2,

a—0+
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lim B™u, =2z — lim F(ug).
a—0Tt « a—0t ( a)

Ahora, de la hip6tesis (4.46) tenemos

B™u, = B"B"*(al + Lgno) (2 — F(ua))
= LB”O (04[ + ngno)fl(z — F(ua))
= [(al + Lpro)(al + Lpno) ™" — al(al + Lpno)~'(z — F(ua))
— [T —a(al + Lew) (= — F(ug))
= 2 — F(ua) — alal + Lgro) "1z — F(ug)).

Asf, B™uy + F(uy) = 2z — a(ad + Lgno )1z — F(uy)). Luego, (4.49) se
cumple si, y sélo si,

lim a(al + LBno)fl(Z — F(uq)) =0,

a—0t

es decir,

lim a(al + Lgro) 'z — lim a(al + Lgro) ' F(us) = 0. (4.50)
a—0t a—0t
El primer limite en (4.50) es cero por (4.48).
Ahora, como Rango(F') es relativamente compacto, podemos suponer,
sin perder generalidad, que existe y € Z tal que

lim F(uy) = y. (4.51)

a—0t

Luego,
CE(O(I—FLBnO)ilF(ua) = CE(O(I—FLBnO)*ly—i—Ct(O(I—i-LBnO)il(F(ua) —y)

Tomando en cuenta (4.47), (4.48), (4.51) y la expresién anterior, obte-
nemos que el segundo limite en (4.50) es cero. Asi, se satisface (4.49) y
por lo tanto el sistema no lineal (4.25) es aproximadamente controlable.

|

Observacidn. En el caso en que el sistema lineal (4.4) es exactamente
controlable y F' es, ademds, una funcién lipschitziana con constante de
lipschitz suficientemente pequenia, entonces (4.46) se satisface y asi se
tendria la conclusion del Lema 4.4.2 anterior.






Capitulo 5

Aplicaciones a Sistemas de
Control Gobernados por
Ecuaciones en Derivadas
Parciales

En el presente capitulo, como aplicacién de los resultados obtenidos en
los capitulos previos, estudiaremos la controlabilidad de algunos pro-
blemas particulares. Pero antes haremos una formulacion abstracta de
los mismos para lo cual es necesario recordar algunas propiedades de el
operador Laplaciano, que seran de utilidad en todas las aplicaciones que
presentaremos a continuacion.

Sean Q C RY y X = L?(Q,R) y consideremos el operador lineal no
acotado A : D(A) C X — X definido por Ap = —A¢, donde

D(A) = H}(Q) N H*(Q). (5.1)

El operador A tiene las siguientes propiedades bien conocidas: el espectro
de A consiste de solo autovalores

D<A <A< - <Ay = o0,

cada uno con multiplicidad =, igual a la dimensién del correspondiente
autoespacio.

97
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a) Existe un conjunto ortonormal completo {¢,} de autovectores de A.

b) Para todo x € D(A) tenemos

oo Tn o0
Az =) M D> <& g > bnp =D AnEné, (5:2)
n=1 k=1 n=1
donde < -,- > es el producto interno en X y
Tn
Enx = Z < 57 (bn,k > ¢n,k- (53)
k=1

Asi, {E,} es una familia de proyecciones ortonormal completa en X y
r=> " Ex, ze€X.

¢) —A genera un semigrupo analitico {e~4?} dado por

o0
e Ay = Z e M BT, (5.4)
n=1

d) Los espacios de potencias fraccionarios X" estdn dados por:
o0
XT=D(A") ={z e X : > ()" Bpz|* < oo}, r>0,
n=1
con la norma

00 1/2
[l = (|42 = {ZA?HEMHQ} , TEX,

n=1

A"z =) A B, (5.5)
n=1

Ademds, para r > 0 definimos Z, = X" x X, el cual es un Espacio de
Hilbert con la norma dada por

0]

= [lwll? + [lv]*.

2
Zr
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5.1. Estudio de la Controlabilidad de la Ecua-
cion de la Onda.

5.1.1. Caso Continuo.

Ejemplo 5.1.1. La ecuacién de onda (n-dimensional) con con-
trol.

Consideremos la ecuacién de onda con control
Yt — Ay = u(t7x)7 T E Q7
y=0 sobre R x 09, (5.6)
y(07x) = yO(x)7 yt(07x) = y1(33)7 M Q7

donde ) es un dominio en R", el control u € L?(0,7; L?(f2)). El sistema
(5.6) puede escribirse como una ecuacién abstracta de segundo orden en
el espacio de Hilbert X = L?(Q) como sigue:

y" = —Ay+ u(t),
{ y(0) =yo, ¥'(0) =y, (5.7)

donde el operador —A es el operador Laplaciano definido arriba.
Usando el cambio de variables y = v, la ecuacién de segundo orden (5.7)
puede escribirse como un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias
de primer orden en el espacio de Hilbert Z = Z;,5 = X 1/2 % X como

{ j((; izzj Bu(t),z € Z, (5.5)
donde
e[ a[55] e

A es un operador lineal acotado con dominio D(A) = D(A) x X y
u € L*(0,7,U) con U = X. La prueba del siguiente teorema se sigue
directamente del Lema 1.1.1.

Teorema 5.1.1. El operador A dado por (5.9), es el generador infini-
tesimal de un Co-semigrupo {T'(t)}er dado por

o0
T(t)z = ZeAjtsz, z€Z, t>0, (5.10)
j=1
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donde {P;};j>1 es una familia completa de proyecciones ortogonales en
el espacio de Hilbert Z dadas por

Pj = diag|E;, Ej], j>1, (5.11)
Y
A; = R;P;, &:[ijﬂ. (5.12)
Notese que
0 -1

R;:[ ] A;j=R;jPj, Ai=RIP;,j>1

Aj 0O
Ademiés, edi® = eRJ'SPj y los autovalores de R; son: \/Aji y —+/Aji.
Si se quiere ver una demostracién del Teorema 5.1.1 anterior se puede

también consultar Leiva [37], especificamente el Teorema 3.1, tomando
c=0yd=1.

Proposicién 5.1.1. El sistema (5.8) es exactamente controlable sobre
[0, 7] para todo T > 0.

Demostracion
Por el Lema 4.2.1 parte a), es suficiente probar la existencia de v > 0
tal que

(Lp7 Pz, Pjz) > | Piz|?, Vz e Z. (5.13)

En efecto, en este caso tenemos:

B:[?], B=[0 1] vy BB*:[S ?]

Por lo tanto, P;BB* = BB*P; y

.
—RTRT*, — Ajsp p*x Afsp.
L7 Pjz=Bj Bj z-/o ¢”i°*B;jBje”i® Pjzds

AT sin(24/A; T)
\/&7 [@ _ #} Ejz1 + pi=leos(2/Aj7) — 11Bj 22

AT sin(24/A;T
Llcos(2¢/Nj7) — 1] Ejz1 + —\/17] [—*/;’ PRLLICVEN L) \4” ) Bz
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donde z = [z1, 29T

Luego,
1
(Lg; Pz, Piz) = Njaj| Bzl + bl Bjzall® = Sei(Ejz, Bjzo)
1
> Najl|Ejzl? + bill Ejzal® - Gl Ejzllll Ejzell,
donde

o= DSCVAT) T SRVAT) e ),
T2oayNy T T2 ey ’

Entonces para mostrar (5.13) es suficiente probar la siguiente desigual-
dad para algin v > 0

>\ﬂj||Ej21\|2+bj\|Ej22H2*%CjHEjZlHHEj@H > Al Bzl + 1Bz}
lo cual es equivalente a encontrar un v = % > ( tal que
%ajHEm\\2+’75j\!EjZ2\\2—%%jHEjleHEszH > Nl Bz 24| Bjzel?,
(0]

Xj(Fa; =D Ejz1)?+ (b — DI Ejze|* — %%jHEjZlHHEszH > 0. (5.14)
Ahora, (5.14) es cierto si

ﬁaj —1>0, ﬁbj —1>0, (515)

- - 1
Aj(a; = 1)(b; = 1) = 7677¢] (5.16)
La expresion en (5.16) es equivalente a

[)\j’l'g — sing(\/ )\j’i‘)]ﬁ2 — 4)\]‘7';? + 4)\]‘ > 0.
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Puesto que la funcién real 22 —sin?(x) es no negativa, la tiltima expresién
(considerada como cuadrética en ) se satisface si

S o AN T/ 16X272 16X, (A, 72 —sin?(y/A,7))
7= 2(\j72—sin?(1/A;7))

_ 2>\J-T+2\/)\_j| sin(\/A_jT)\
(VA7 =[sin(y/ A (/A 7+ sin(y/A;7)])

2

sin(\/)\_j‘r)
.

Vi

T—

Con esto y (5.15) obtenemos que 7 tiene que satisfacer la siguiente con-
dicién

¥ > max
7 j=>1

T—

2 2 2
sin({/X;7) ’ , sin(2y/A;7) 0 7_+sin(24 /A7)
‘/)\]- */Aj ‘/)\]-

_ 4 2 )
- max sin(\/)\_jT) )
Vi

Vi
y decrece en j. Asi, podemos siempre encontrar un vy > 0 adecuado (en
consecuencia v > 0) tal que (5.13) se cumpla. Por lo tanto, el sistema

(5.8) es exactamente controlable sobre [0, 7] para cualquier 7 > 0. W

lo cual es posible para 7 > 0 pues 7 — > (0 para todo 7 > 0

sin(\//\_jr)
J

Ahora bien, si consideramos una perturbacién de la ecuacién (5.8), di-
gamos

{ ¢ = Az + Bu(t) + f(z,u), z€Z, (5.17)

2(0) = 2o,
donde el termino no lineal f : Z x U — Z satisface:
1/ (22, u2) = f (21, w) || < L{llz2 — 21| + [Jug — wal]}-

y L es suficientemente pequenio, tenemos, por los resultados de la seccién
3.2, que (5.17) es exactamente controlable.
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5.1.2. Caso Discreto.

Ejemplo 5.1.2. Discretizacion de la ecuacién de la onda.

La discretizaciéon en flujo de la abstraccién de la ecuacién de la onda
lineal (5.8) mostrada en el ejemplo 5.1.1 estd dada por

(5.18)

donde

Para este caso tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 5.1.2. El sistema (5.11) es aproximadamente controlable
para cualquier ng € N.

Demostracion

En este caso, tenemos

no

B™ :P(N,U) — Z, B™u=» T(0(no,k))Bu(k - 1),
k=1
y
LB”O 14— Z, ngno = Bropnrox,
Puesto que
« |00
BB = [ oY ] ,

obtenemos que

P;BB* = BB*P;, j=1,2,3,.... (5.19)
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Por otro lado, tenemos que T%(t) = T'(—t). Entonces

Lgnoz = ZT (no, k))BB*T*(©(ng, k))z

nooo

_ ZZ A;O(no, )PBB*io: fAi@(no,k)f)iz

k=1 j=1
0o no

_ ZZeA@no, BB*e A@(no,)

7=1 k=1
oo

= ZLB;}QPJ'Z,
j=1

no
donde LBﬁOy — B;LOB;Lo*y _ Z eAj@(no,k:)BB*e—A]-@(no,k)y7 y € 'R(P])
J
k=1

En consecuencia, Lgn, = E Lygno.
" J

Sea z = [21, 22T en Z. Puesto que

fsz{cos (VA S}IJrsen\/—S)R >1,
Ny 2 J
podemos ver que
eAi®ok) ppre—AiOmo k) p. . — eRjG(no,k)BB*eR;@(no,k)PjZ

= [0,Ejz)", j=>1.

Asi,
no
LB;EO PjZ = Z[O, EjZQ]T = nO[O, EjZQ]T.
k=1
Entonces

(Lo Pz, Pjz) = (nol0, Ej22]", [Ejz1, Ej20]") = nol | Ejz2|* > 0, V.

Luego, usando (5.19), tenemos, para z # 0 en Z, que
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o o0

<LB”02,Z> = <ZLB‘?Osz’Zsz>
j=1 j=1
e e
= LanoPiz. Piz) = E.zll2 = 2 )
Zl< sro Pyz, Pyz) nozlll iz2ll” = nollz2[” > 0
J= J=

En consecuencia, por el Lema 4.2.1 parte (c), la ecuacién (5.11) es apro-
ximadamente controlable. ]
Ahora bien, si consideramos una perturbacién de la ecuacién (5.11),
digamos

{ z(n+1) = T(n)z(n) + B(n)u(n) + f(z,u), z€ Z, (5.20)

2(0) = 2,

donde el termino no lineal f : Z x U — Z satisface las hipdtesis
adecuadas, tenemos, por los resultados de la seccién 4.4, que (5.20) es
aproximadamente controlable.

5.2. Estudio de la Controlabilidad de la
Ecuacion del Calor.

5.2.1. Caso Continuo.

Ejemplo 5.2.1. La Ecuacién del Calor (n-dimensional) con con-
trol.

Consideremos la ecuacion del calor con control

yr = Ay +u(t, z),

y(0,2) = yo(x), (5.21)
y=0 sobre R x 0,

donde © es un dominio acotado en R™, el control u € L?(0,7; L?(Q)).
El sistema (5.21) puede escribirse como una ecuacién abstracta en el
espacio Z = L?(Q)

{ 2 = —Az+ Bu(t),z € Z,

2(0) = 0. (5.22)
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donde B = I, la funcién de control u pertenece a L%(0, 7; Z) y el operador
A est dado por Ap = —A¢ con dominio D(A) = H>* N H} y

Az = i MEnz.
n=1

En este caso P; = Ej, j > 1. Asi,

.
L Pjz = / eAstjB;eAJ'SEjzds
’ 0

’
— / ef)\jsef/\jsEjZ
0

-
1
= / ey = ——[e” N7 — 1]Ej2.
0 2
Entonces,

1
(LB;E]'Z,E]'Z> = *5[672/\j7 - 1]<EjZ,EjZ>

1, oy
= —5[6 2T _)||E;2|)? > 0,Y Ejz #0,

con z € Z, j=1,23..., lo cual prueba que el sistema (5.22) es aproxi-
madamente controlable. |

5.2.2. Caso Discreto.

Ejemplo 5.2.2. Discretizacién de la Ecuacién del calor.

La discretizacién en flujo de la abstraccién de la ecuacién del calor (5.22)
presentada en el ejemplo 5.2.1 estd dada por

{ 2(n+1) =T(n)z(n) + B(n)u(n), =z € Z, (5.23)

2(0) = 2.
En este caso, T*(t) =T(t) =e 4y B=1.

Proposicién 5.2.1. El sistema (5.23) es ezactamente controlable para
cualquier ng € N.
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Demostracién
En efecto, en este caso tenemos que:

no
B P(N,U) — Z, B™u=» T(0(no,k)u(k—1),
k=1
y
LB”O J — Z, LBnOZ = BMop"0*, — ZLB;LOEjZ’
j=1
. (no,k)
e —2X;0(no,k ]
donde Loy ;e i y, y€RE;).

Ahora, probaremos la existencia de v > 0 tal que
(Lgro Bjz, Bjz) > 21| Bjz|)*.

Esto es equivalente a la existencia de v > 0 tal que

no
[Z e~ 200 k) _
k=1

1E521* > 0,

lo cual es obviamente cierto para 0 < v < 1 puesto que e~ 2%iO(no,no0) — 1
Entonces, para tal v tenemos

oo
(Lgnoz,2) = <ZLB?°EjZ’EjZ>
j=1
oo 0o
= D (LgoBjz Eiz) 27 ) |BjzlP =1z
o j=1

Asf, (Lpnoz, 2) > v||2||%, 2 € Z. Por lo tanto, aplicando el Teorema 4.1.1
parte (a) — (i7) obtenemos que (5.23) es exactamente controlable. W
De manera andloga a la ecuacién de la onda, si se considera una per-
turbacién de la ecuacién (5.23), donde el término no lineal satisfaga las
hipétesis adecuadas, se tendra que esa perturbacién de la ecuacién del
calor discreta serd exactamente controlable (Seccién 4.3).
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5.3. La Ecuacion de Termoelasticidad.

Ejemplo 5.3.1. La Ecuaciéon de Termoelasticidad en una placa
con control.

Considere la ecuacion de termoelésticidad en una placa con control

wy + A%w + a0 = uy(t,x), t>0, z€Q,
0y — BAO — aAw, = ug(t,z), t>0, xz€, (5.24)
f=w=Aw=0, t>0, xze€0d,

donde a #£ 0, 8 > 0, 2 es un dominio acotado suficientemente regular
en RY (N > 1) y u; € L3([0,7]; L2(Q)),i = 1, 2.

Consideremos Z = X' x X x X, el cual es un espacio de Hilbert con la
norma dada por

w 2
v = [lwll? + [lo]I* + ]
0 Z

En consecuencia, (5.24) puede escribirse como un sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias abstracto en el espacio de Hilbert Z = X! x X x
X como sigue:

w' = v,
v = —A%w — aAf + uy, (5.25)
0" = —BAO — aAv + uo,

Finalmente, el sistema (5.24) puede escribirse como un sistema de ecua-
ciones diferenciales ordinarias de primer orden en el espacio de Hilbert
Z =X"x X x X como sigue:

Y =Az+Bu, z€Z, t>0, (5.26)
donde u € L%([0,7];U), U = L*(Q) x L?(%),

0 Ix 0
A=| 4% 0 —ad |, (5.27)
0 —aA —pBA

es un operador lineal no acotado con dominio

D(A) = {w € HYQ) : w = Aw = 0} x D(A) x D(A),
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0 0
yB:U—Z,B=| Ix 0 | esun operador lineal acotado.
0 Ix

Proposicion 5.3.1. El adjunto del operador B estd dado por

0 0 0
B*:[gfg IO}, BB*=|0 Ix 0
X 0 0 Iy

Demostracion

Calcularemos B*.

0 Al
(Bu,z)z = < ur |, | 22 >
U2 z3

(0, 21) x1 + (u1, 22) x + (u2,23)x

Z

- <u17Z2>L2 + <u27z3>L2

(T

3
_ lu 0 Ix O ;
N L0 0 Ix -
1
O IX O Z1
* * _
Entonces, B* = [ 0 0 Iy } and B* | 29 ] = [ o } .
Z3
0 0 0 0 O
Ast, BB*= | Ix 0 [ 8 I())( IO } =10 Ix 0 |. [
0 Ix * 0 0 Iy

Ahora, usando directamente el Lema 1.1.1, obtenemos que el opera-
dor A dado por (5.27), es el generador infinitesimal de un Cy-semigrupo
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{T'(t) }+>0 dado por:

oo
T(t)z = ZeAjtsz, ze€Z t>0.
j=1

donde P; = diag(Ej, Ej, Ej), Aj = R;jPj, y
0 1 0
Ri=|-X 0 —a)\ |, j>1

0 *Oé)\j *B)‘j
La afirmacion previa se puede ver también usando el Teorema 3.1 de
Leiva [36].
Proposicién 5.3.2. El sistema (5.24) es aprozimadamente controlable.

Demostracion
Es fécil ver que P;BB* = BB*P;, j = 1,2,.... Asi, aplicando el Lema
3.1.2, obtenemos que la controlabilidad aproximada del sistema (5.24) es
equivalente a la controlabilidad aproximada de cada uno de los sistemas
finito dimensionales

2/ = Ajz + Bju, (5.28)

donde z € R(P}), dim(R(P;)) =3v; ,Bj = P;B:U — R3,

nl|-ee]]
Pero la controlabilidad aproximada del sistema (5.28) es equivalente a
la controlabilidad de cada uno de los sistemas finito dimensionales

2= Rjz+ Dju, »€R3, (5.29)

Ejul E]‘ul
= Dj
0 1 E]‘UQ EjUQ

donde u € R2. Y es conocido (Lee & Markus [34], Leiva & Zambrano
[46]) que el sistema (5.29) es controlable si, y sélo si,
rank[D; : R;D; : R;D;] = 3,

lo cual, haciendo los calculos respectivos, es trivialmente cierto. En con-
secuencia, hemos probado que el sistema (5.24) es aproximadamente
controlable. [}
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5.4. La Ecuacién de la Viga.

A continuacién en los siguientes ejemplos se hace un estudio de contro-
labilidad de la ecuacién de la Viga.

Ejemplo 5.4.1. La Ecuacién de Beam Semilineal con Control.

Considere la siguiente ecuacién de la Viga semilineal

2 X X
TVCD) 950D N2y (1) ot ) + 100, ()1 2),
y(t,x) = Ay(t,z) =0, sobre (0,7) x 0,
y(0,z) = yo(z), w(r) =wo(z), =€,

(5.30)
donde 3 > 1, Q es un dominio acotado suficientemente regular en RY, el
control distribuido u pertenece a L*([0,7];U) (U = L*(Q)), y la funcién
no lineal f:[0,7] x R x R x R — R es suficientemente suave y existe
a,c € R tal que a < A2, con A el primer autovalor de —A con condicién
de borde del tipo de Dirichlet, y

sup | f(t,y,v,u) —ay — cu |< oo, (5.31)
(ty,0,u)eQr

donde @, = [0,7] x R x R x R. Aqui, el espacio estado es
Zy = [H*(Q) N H ()] x L*(2) = D(—A) x L*(2) dotado con la norma
del gréfico; esto es:

(1)

[oll = llvllz2 = /Q\v(w')\gd-%‘, Vo € L*(9).

= JI=2)yl + [0l
A

donde

dy(t, x)

Observacion 5.4.1. El término —25A

actua como una fuerza de amortiguamiento, por tanto, el espacio energia
usado para la ecuacién de onda no es adecuado aqui; en efecto, la ecua-
cién lineal sin control puede ser transformada en un sistema de ecuacio-
nes parabdlicas de la forma z; = DAz (ver Luiz de Oliveira [22]), el cual
muestra que Z; = [H?(Q) () Hj(Q)] x L*() es el espacio correcto para
la formulacién abstracta del problema.

en la ecuacién (5.30)
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Bajo ciertas condiciones se prueba la siguiente afirmacién: La ecuacién
no lineal (5.30) es aproximadamente controlable sobre [0, 7]. Mas ain,
se puede exhibir una sucesion de controles de entrada tal que la solucién
del sistema asociada parte de un estado inicial y finaliza en un entorno
de radio € del estado final en un tiempo prefijado 7.

Ahora, describiremos la estrategia a seguir: En primer lugar, se prueba
que el sistema lineal auxiliar en (0,7) x © dado por

% 28A E’)t 2) — A%y(t,x) +u(t, ) + ay(t, ) + cu(t, x),
y(t, ) = Ay(t,z) =0, sobre (0,7) x 9%,
y(0,2) = wolz), w(r)=wvo(x), =€,

(5.32)
es aproximadamente controlable.
En segundo lugar, se escribe el sistema (5.30) en la forma:

9%y(t,
THED — 9pa 28D A2y(1,2) it 2)
+ ay(t,x) + cult, ) + g(t,y,yt,u), en (0,7) x Q
y(t, ) = Ay(t,z) =0, sobre (0,7) x 9%,
y(0,2) = wo(x), y(z) =vo(x), z€Q,

(5.33)

donde g definida como g(t,y,v,u) = f(t,y,v,u) —ay—cu, es una funcién
suficientemente suave y acotada.
Finalmente, para probar la controlabilidad aproximada del sistema no
lineal (5.30), se hace uso de la técnica desarrolladas por H. Leiva, N.
Merentes y J.L. Sanchez, en [38]. Esto es, la controlabilidad aproximada
del sistema (5.30) se sigue de la controlabilidad aproximada del sistema
(5.32), la compacidad del semigrupo generado por la parte lineal del
sistema (5.32), la acotacién uniforme del término no lineal g y aplicando
el teorema de punto fijo de Schauder.

En efecto, sea Z = L?(f2) y consideremos el operador lineal no acotado
A: D(A) C Z — Z definido por Ap = —A¢, donde

D(A) = HY(Q) N H2(Q). (5.34)

De aca que la ecuacién (5.30) puede ser escrita como un sistema abs-
tracto de ecuaciones diferenciales ordinarias en el espacio de Hilbert Z;
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como sigue:

/

Yy =v,
(5.35)
UI = _A2y - 25141} +u + f(tu Y, v,u).

Maés atin, la ecuacién (5.35) puede ser reescrita como un sistema de ecua-
ciones diferenciales ordinarias de primer orden en el espacio de Hilbert
Z1 como sigue:

2 =Az+Bu+ F(t,z,u), 2€ Z1, t >0 (5.36)
donde u € L%([0,7];U), U = Z = L?*(%),
0 Iy
< a2 _apa ) (5.37)

es un operador lineal no acotado con dominio
D(A) = {y € H'(Q) : y = Ay =0} x D(A),

es decir,

z:(g>€D(A)®y€{y€H4(Q): y=Ay=0} y wve D).

I =1Iy:7=1L*Q) = Z es el operador identidad, B : U — Z;, B =

0 0
es un operador lineal acotado, y F(t,z,u) =
< Iz > P v F ) < f(t,y,v,u) )

es suficientemente suave, completamente continuo y:
sup || F(t,z,u) — B2 — B ||z, < o0, (5.38)

(t,2,u)EQ~

A a 0 c 0
donde Q, =[0,7] x Zy xU y B :<aI>yB :<CI),CL<)\%.

Los sistemas (5.32) y (5.33) pueden ser escritos como una ecuacién di-
ferencial ordinaria en el espacio de Hilbert Z; como sigue:

2= Az + Bu+ B%z + B®u, t € (0,7], (5.39)

2= Az + Bu+ B%2 + B+ G(t, z,u), t € (0,7], (5.40)
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donde G(t, z,u) = F(t,z,u) — B*2 — B‘u.
Por otro lado, la hipétesis (5.31) implica que

sup || G(t,z,u) ||z, < o0. (5.41)
(t,2,u)E€Q~

Por lo tanto, G : QT — Z1 es una funcién acotada, suficientemente
suave y completamente continua.

Ahora bien, usando el lema 1.1.1 se puede probar que el operador lineal
no acotado A dado por la ecuacién lineal (5.37) genera un semigrupo
compacto fuertemente continuo en el espacio Z1, el cual decae exponen-
cialmente a cero.

Teorema 5.4.1. FEl operador A es el generador infinitesimal de un se-
migrupo compacto fuertemente continuo {T'(t)}+>0 representado por

o
T(t)z = ZeAitsz, z € 71, t >0, (5.42)
j=1

donde {P;};>o0 es una familia de proyecciones ortogonales completa en
el espacio de Hilbert Z1 dado por

Pj = diag(Ej, Ej), (5.43)
Y
A, = K;P; K‘—( 0 L > j>1
J I+ J _)\3 _25)‘j = 4
y el operador adjunto A* del operador A viene dado por
A=K K= % 1) i
g — Bata By — )\? —2B), J=1

Mads aun, los autovalores o1(j), 02(j), de la matriz K; son simples y
dados por:

o1(j) = =Ajp1, 02(5) = —=Ajp2
donde 0 < p1 < p2 son dados por
p=B—VB -1 and py=B+ B -1, B> 1,
y este semigrupo decae exponencialmente a cero
IT() lI< Me™, & >0,
donde j1 = Ap1 y | T(t) [|= supy=1 IT(¢)z]]-
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Los sistemas (5.39) y (5.40) también pueden ser escritos como sigue:

7 =Az+ (B+ B%u, z€ Z; t € (0,7]. (5.44)
2 =Az+ (Bu+ B u+ G(t,z,u), z € Zy t € (0,7]. (5.45)
donde el operador A viene dado por
_ 0 Iz
A= < —A%2 +al —2B8A ) ' (5-46)

El siguiente corolario es consecuencia del teorema anterior.

Corolario 5.4.1. FEl operador A es el generador infinitesimal de un
semigrupo compacto fuertemente continuo {T,(t)}i>0 representado por

[ee]
T,(t)z =Y e"'Piz, 2€ 2, t>0
j=1

donde {P;}j>0 es una familia de proyecciones ortogonales completa en
el espacio de Hilbert Z1 dado por

Py = diag(Ej, Ej), (5.47)
Y
A; = K, P; K~—( ) ; ) j>1
J 35, 1y —)\?—i-a —28) = 1,

y el operador adjunto A* del operador A viene dado por
A= ByPy, K (0 %1> >
= Kb, K= ’ 721
! A2 =28

Mas ain, los autovalores o1(j), 02(j), de la matriz K; son simples y
dados por:

01(7) = =Ajp1j, 02(7) = =Ajp2j
donde 0 < py1; < p2; vienen dado por

a a
plj:/@_1//32_1+ﬁ and pa; = B+ /52—1+F;a<x\%,ﬂ2>1,
J J

y este semigrupo decae exponencialmente a cero
| Ta(t) || < Me™#, t >0,
donde pn = Aip11 y || Ta(t) [|= supj.j=1 1Ta(t)z]|-
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A continuacién se prueba que el sistema lineal (5.44) es aproximada-
mente controlable. Para ello, dado zy € Z; fijo pero arbitrario y u €
L3([0,7]; U) se tiene que el problema de valor inicial

2(t) = Az(t) + (B + B)u(t), z¢€ Z,

(5.48)
2(0) = 2o,
admite una tnica solucién moderada dada por
t
S(t) = To(t)20 + / Tyt — s)(B + B)u(s)ds; t€ [0,7].  (5.49)
0

Definicién 5.4.1. Para el sistema (5.48) se define el siguiente concepto:
El operador de controlabilidad (para 7 > 0) Gy : L*([0,7];U) — Z;
viene dado por

G = / " Tu(r — $)(B + B)u(s)ds, (5.50)
0

cuyo operador adjunto G : Z1 — L*([0,7]; U) viene dado por
(G:2)(s) = (B* + (B)")To(r — 8)z, Vs € [0, 7], Vz € Z3. (5.51)
Los siguientes dos resultados se pueden encontrar en [11], [18] y [39].

Lema 5.4.1. La ecuacion (5.48) es aproximadamente controlable sobre
[0,7] si, y sdlo si, Rang(Gy) = Z1.

Teorema 5.4.2. El sistema (5.48) es aprozimadamente controlable so-
bre [0, 7] si, y sdlo si, cada uno de las siguientes condiciones se tienen:
a) Rang(G,) = Z;.

b) Ker(G?) = {0}.

c) (B+ B)'T;(s)z=0, Vs € [0,7] = z=0.

d) lim,_,o+ afal + G,GX) "1z = 0.

) Do lla(al + GG~ < 1.

f) (GuGiz,2z) >0, z#0 en Z.

g) Para todo z € Zy se tiene Gaug = 2z — alal + G,G%) 71z, donde

Uo = GE(al + GGz, a € (0,1].

Asi, ll'm0 Gaueo = z y el error Eoz de esta aproximacion viene dada por
oa—r

Euz = alal + GGz, a € (0,1].
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Observacion 5.4.2. El teorema 5.4.2 implica que la familia de opera-
dores lineales

Loz = (B + BT ()(al + GG e = G (al + G,GF) 7z,

es una inversa aproximada por la derecha del operador G, en el siguiente
sentido
lim G,l'owz=2, Vze€ Z.
a—0

En otras palabras,
lim G,I'y =1,
a—:0

en la topologia fuerte de 7.
En consecuencia, se tiene el resultado.
Teorema 5.4.3. El sistema (5.48) es aproximadamente controlable.

Demostracién

En primer lugar, es facil ver que P;(B + B¢)(B + B°)* = (B + B®)(B +
B€)*P;, j =1,2,.... Entonces, aplicando lema 3.1.2 parte (b), se obtiene
que la controlabilidad aproximada del sistema (5.48) es equivalente a
probar la controlabilidad aproximada de cada uno de los sistemas en
dimension finita,

v =Ajy+ (B+ B%ju(t), y(t) € Ran(P)), t>0; j=1,2,..., (5.52)
donde (B + B¢); = Pj(B+ B¢); : U — Ran(F;),

(B+ B)ju = Pj(B+ B)ju

0
o <1+C>Eju

= DjEju.

Pero, la controlabilidad aproximada del sistema (5.52) es equivalente a
la controlabilidad de cada de los siguiente sistemas

¢’ = Cjx + Dju, =€ R? (5.53)
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donde u € Ry

c ©o ol B A B S P
i a s - = J = iy = .
J X —2B; J )\? —2B) i J

Y es bien conocido (Lérez, Leiva, Uzcategui [34] y Leiva, Zambrano [46])
que el sistema (5.53) es controlable si, y sélo si,

Rank[Dj ’C]Dj] = 2,

el cual, haciendo los calculos respectivos, es trivialmente cierto.
En efecto, la controlabilidad de los sistemas (5.52) y (5.53) es equivalente
a lo siguiente:

(B + B)ieti'y =0, Vte(0,7]=y=0, y € Ran(P;).

D}‘ec;tx:O, Vte[0,7] =2 =0, z € R%

Pero, por otro lado, se tiene que

(B—l—BC)’;eA;ty = D;feKJ'tPjy = D;ec*tPjy, Vt€[0,7] = Pjy =y =0.
En consecuencia, se tiene que el sistema (5.48) es aproximadamente con-
trolable.

|
Para concluir, se demostrard que el sistema semilineal (5.33) es apro-
ximadamente controlable. Para ello, dado que la funcién G(t,z,u) es
suficientemente suave, se tiene que para todo zy € Z1 y u € L*([0,7];U)
el problema de valor inicial

Z(t) = Az+ (B+ Bu+G(t,z,u), t >0,
(5.54)
z2(0) =z,

admite una unica Solucién Moderada dada por (Ver Goldstein [27],
pg. 90)

¢ ¢
z(t) = Ta(t)zo + /0 To(t — 8)(B® + B)u(s)ds + /0 To(t — s)G(s, z,u)ds, t € [0,7]. (5.55)
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Observacion 5.4.3. (ver H. Leiva [36] y [37]) La funcién G es suficien-
temente suave si:

a. La solucién moderada z(u) = z,, del problema (5.54) es tnica.

b. La solucién moderada z(u) = z, depende continuamente de w.

c. Més ain, si F' es una funcién Lipschitz, entonces z(u) = z, como
funcién de u, también es una funcién Lipchitz.

Observacién 5.4.4. La controlabilidad aproximada del sistema (5.54)
consiste en:

Dado dos estados 29,21 € Z1, encontrar un control u € L?([0,7];U) tal
que la correspondiente solucién moderada (5.55) z = z, = z(u) satisface

21~ T,(1)z0 + /OT T, (1 —5)(B+ B)u(s)ds + /OT To (T — 8)G(s, 2, u)ds,
es decir,
21— To(T)20 = /OT To (T —8)(B°+ B)u(s)ds + /OT T (17— 5)G(s, 2y, u)ds,
es decir,

21 — To(T)20 = Go(u) + /OT To(T — 8)G(8, 2, u)ds.
es decir,

Ga(u) = 21 — To(T)20 — /OT To (T — 5)G(s, 2y, u)ds,

donde la notacién [ ~ m indica que [ es aproximadamente igual a m.

Observacion 5.4.5. Sin perder generalidad, en lo adelante, supondre-
mos que el estado inicial zq es fijo.

Estas observaciones sirven de motivacion para dar la siguiente definicion:

Definicién 5.4.2. Para el sistema (5.54) se definen los siguientes con-
ceptos: El operador de controlabilidad no lineal (para 7 > 0)
Gy : L*([0,7);U) — Zy dado por
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Gyu = /OT Tu(r — 8)(B° + B)u(s)ds + /OT To(r — 8)G(7 za,u)ds = Ga(u) + H(u)
donde H : L*([0,7];U) — Z; es el operador no lineal dado por

H(u) = /OT To(T — 8)G(T, 2y, u)ds.
donde z = z, = z(u) es la correspondiente solucién moderada del pro-
blema de valor inicial (5.54).

El lema siguiente es trivial:

Lema 5.4.2. El sistema (5.54) es aprozimadamente controlable sobre
[0, 7] si, y solo si, Rang(Gy) = Z1.

Demostracién: (Suficiencia) Supongase que el sistema (5.54) es aproxi-
madamente controlable sobre [0, 7], esto es, para todo z; € Z1 y € > 0
existe un control u € L2([0,7];U) tal que la correspondiente solucién
moderada del problema de valor inicial (5.54) satisface que:

|2(7) — 21z, < e

Ahora bien, probaremos que Rang(Gy) = Z;. En efecto, dado z € Z; y
z1 = z + T(7)zp se obtiene que
12(7) = 21llz, = [|2(7) = T(7)20 — 2l 2, = |Gg(u) — 2[lz, <e,
el cual implica que Rang(G,4) = Z;.
(Necesaria) Supongamos que Rang(Gy) = Zi, es decir, para todo € > 0
y 2z € Z; existe un control u € L2([0,7]; U) tal que
1Gg(u) — z[|z, <
Ahora bien, para todo z; € Z1 y € > 0, z = 21 — T,,(7) 20, obtenemos que
1Gg(u) = zllz, = |Gg(u) + T()20 — 21llz, = l|2(7) — 1]z, <€,

el cual implica que el sistema (5.54) es aproximadamente controlable.
|
De la observaciones anteriores y lema 5.4.2 se tiene la siguiente aproxi-
macién
Ga(u) m 21 — To(7)20 — H(u) = 2z — H(u),

donde z = z1 — T,(7)zp. Esto motiva la siguiente definicién



121

Definicion 5.4.3. La ecuacion dada a continuacion serd llamada ecua-
cion de controlabilidad asociada al sistema no lineal (5.54)

u=Tu(z— H(u)) = Gi(al + G,G5) (2 — H(u)), (0<a<1).

Teorema 5.4.4. FEl sistema (5.54) es aprozimadamente controlable so-
bre [0,7]. Mds aun, existe una sucesion de controles tal que la solucion
asociada al sistema (5.54) satisface que inicia en un estado zo y finaliza
en una vecindad de radio € de un estado z1 en un tiempo T > 0 y vienen
dados por

U (t) = (B + BT (1 — t)(al + GoGE) (21 — To(1)20 — H(ua)),
y el error de esta aproximacion E, viene dado por
E, = alal + GG Yz — Ta(m)20 — H(ug)).

Demostracién
Para cada z € Z; fijo consideremos la familia de operadores no lineales
siguiente

K : L*([0,7];U) — L3([0,7];U) dada por
Ko(u) =To(z — H(u)) = Gi(al + GGz — H(u)), (0<a<1).

En primer lugar, se probara que para todo « € (0,1] el operador K,
tiene un punto fijo u,. En efecto, ya que el semigrupo {7,(t)}:>0 es
compacto, usamos el resultado de D. Barcenas, H. Leiva y Z. Sivoli ( ver
[3]), la suavidad y el acotamiento del término no lineal G para obtener
que el operador H es compacto y mas ain el conjunto Rang(H ) también
es compacto.

Por otro lado, ya que el operador G es acotado y || T,(t) ||[< Me™H, ¢ >
0, se tiene que existe una constante R > 0 tal que

| H(u) |[< R, Yue L(0,7;U).
Entonces,
| Ka(u) <[ Ta |l (Il 2 [| +R), Yu e L*0,70).

Por lo tanto, el operador K, envia la bola B,.(0) C L?(0,7;U) de centro
ceroy radior >|| Ty || (|| z || +R) en si mismo. Asi, aplicando el teorema
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de punto fijo de Schauder se obtiene que el operador K, tiene un punto
fijo uq € B,(0) C L2([0,7];U).
Ya que Rang(H ) es compacto, sin perder generalidad, podemos suponer
que la sucesiéon H (u,) converge a y € Z7. Asi, si
g = Doz — H(ug)) = Gi(al + GG Yz — H(uy)),
entonces,
Gotg = Galo(z — H(ua)) = GuGi(al + GG 7z — H(uy))
= (al + GG —al)(al + G,G) Yz — H(uy))
= z— H(uy) — alal + G,G%)7 (2 — H(ua)).
En consecuencia,
Gatig + H(ug) = 2z — a(al + GGz — H(uy)).
Para concluir la prueba de este teorema, es necesario probar que
lim {—a(al +GoGl) ™ (2 — H(ua))} = 0.
Del teorema 5.4.2 parte (d) se tiene que
lim {—a(al + GGz — H(ua))}
a—0
= — lim {—a(al + G,G%) ' H(uy)}
a—0
= — lim {—a(al + G,G*) " (H(us) —y)}
a—0
1t o ) —1
Jim {~alal + GaGa) ™y}
= — lim {~a(al + G.GE) Y H(ua) —y)}-
Por otro lado, del teorema 5.4.2 parte (e) se tiene que

I el + GaGo) ™ (H (ua) = y) <] H(ua) =y Il
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Por lo tanto, se obtiene que H (u,) converge a y, por lo que
Jim {—a(al +GaGy) ™ (H(ua) =)} =0
En consecuencia,
lim {—a(al + G,G3) (2 — H(uy))} = 0.
a—0

Finalmente, haciendo z = z; — T,(7)2¢ y usando la solucién moderada
dada por (5.55), se obtiene la prueba:

21 = limO{Ta(T)zo + / To(m — 8)(B° + B)ua(s)ds + / To(T — 8)G(S, Zuy , Ua )ds}.
oa— 0 0
]

5.4.1. Controlabilidad de la Ecuaciéon de la Viga Semili-
neal con Impulso

Consideremos la siguiente ecuacion de la viga semilineal con impulso

2
P00 apn ) a7y, 0) (e ) + £y, on (0.7) x 2,
y(t,x) = Ay(t,z) =0, sobre (0,7) x 99,
y(07x) = y0($)7 yt(m) = 1)0(J7)7$ € Q7
yt(tz7x) = yt(t]:7x)+Ik(t7y(tk7m)7yt(tk7x)7u(tk7x))7meQv

(5.56)
donde B > 1, Q es un dominio acotado suficientemente regular en RV,
el control distribuido u pertenece a C([0,7]; L2(Q)) y f,Ir € C([0,7] x
R xR;R), k=1,2,3,...,p., tales que

f (8,0, 0)] < aglyl®® +[0]°) + bolul™ +co,  w,y,v €R. (5.57)

I (t, y, v, u)| < an(|y]®F + o) +beul® +cp, k=1,2,3,...,p. (5.58)

conégak<1,%§5k<1, k=0,1,2,3,....,p.

y(te.z) = y(t o) = lim y(t,z), y(t;,z)= lim y(t,z),
t—tf t—t,
ye(tp,x) = yt(t;,x) = h’m+ ye(t, ), ety , ) = Hm y(t, x).

t—t, t—t,
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Aquf el espacio estado es Z; = [H2(Q) () H(Q)] x L3(Q) = D(-A) x
L?(2) dotado con la norma del grafico; esto es:

Yy
(2], = Vicaw .

lollzz = /Q lo(@)|2de, Vo € L2(Q).

donde

En casi todas las referencias sobre ecuaciones diferenciales con impulso
el espacio natural para trabajar es el espacio de Banach

PO([0,7);Z1) = {z2:J=[0,7] > Z1:2€ C(J;Z1),32(t}, "), 2(t;, ")
y Z(tk, ) = z(t—]:’)}v
dotado con la norma

[zllo = sup [z(t,)|z-
tel0,7]

Definicién 5.4.4. (Controlabilidad Aproximada) El sistema (5.56)
se dice que es aprorimadamente controlable sobre [0, 7] si para todo zy,
21 € Z1, e >0 existe u € C(0,7;U)(U = Z) tal que la solucion z(t) de
(5.56) correspondiente a u verifica que:

2(0) =20 y ||2(7) — z21llz, <&, (Fig.2)

/ 2(t) ==

2(0) =z Fig.3

2(0) = 2o

Fig.1 Fig.2

Definicién 5.4.5. (Controlabilidad por Trayectoria) El sistema
(5.56) se dice que es controlable por trayectoria sobre [0, 7] si para to-
do 20,20 € Zy and 4 € C(0,7;U) there exists u € L*(0,7;U) such la
solucién moderada z(t) de (5.56) correspondiente a u verifica que:

2(7, z0,u) = 2(7, 20,0)  (Fig.3).
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2(r, Zo, 1) = 2(7, 20, 1)

20
Fig.3

Definicién 5.4.6. (Controlabilidad Nula) El sistema (5.56) se dice
que controlable nulo sobre [0, T] si para todo zg € Z existe u € C(0,7;U)
tal que la solucion moderada z(t) de (5.56) correspondiente a u verifica
que:

2(0) =20 y 2(1) =0 (Fig.4).

Observacién 5.4.6. Es claro que la controlabilidad exacta del sistema
(5.56) implica la controlabilidad aproximada, la controlabilidad nula y
la controlabilidad por trayectoria del sistema. Pero, es bien conocido (D.
Barcenas, H. Leiva y Z. Sivoli, ver [3]) que en el caso de efectos difusivos
o compacidad del semigrupo generado por la ecuacion lineal asociada, la
ecuacién de la Viga puede no ser exactamente controlable. También se
puede observar que en el caso lineal la controlabilidad por trayectoria y
la controlabilidad nula son equivalentes. Sin embargo, la controlabilidad
aproximada y la controlabilidad nula son, en general, independientes.
Por lo tanto, en este caso sdlo nos concentraremos en el estudio de la
controlabilidad aproximada del sistema (5.56).

El esquema a seguir es el siguiente: En primer lugar, se tiene que la
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ecuacion de la Viga dada por:

0?y(t, ) dy(t,x)

s 7 — P 2
at2 QBA ot A y(t)x)+u(tax) +f(tayaytau))
in (0,7) x €,
y(t, x) = Ay(t,z) =0, on (0,7) x 09,
y(O,‘T) = yO(‘T)’ yt(‘r) = /UO(:C))‘T € Qa

(5.59)
es aproximadamente controlable, ver A. Carrasco, H. Leiva y J.L. San-
chez [9]. En segundo lugar, la compacidad del semigrupo generado por la
ecuacion lineal, las condiciones (5.57) - (5.58) que satisfacen los términos
no lineales f, I}, y el siguiente resultado:

Proposicién 5.4.1. Sea (X, 3, u) un espacio de medida con u(X) < oo
y1<gq<r<oo. Entonces L,(p) C Ly(p) y

1llg < w(X) 7 Ifllr € Li(). (5.60)
en conjunto con el teorema de Rothe 1.5.3, permiten probar que el sis-
tema (5.56) es aproximadamente controlable.

Para escribir la ecuacién de la Viga con impulso (5.56) en una ecua-
cién diferencial abstracta se consideran resultados obtenidos por R. F.
Curtain, A. J. Pritchard [11] pg.46, Lawrence C. Evans [25] pg.335 y C.
Kesavan [31] pg.14T:

En efecto, consideremos el espacio de Hilbert Z = L%(Q) y 0 < A\; <
A2 < ... < Aj — o0 los autovalores de —A con condiciones de ho-
mogéneas de Dirichlet, cada uno con multiplicidad «; igual a la dimen-
sién del correspondiente autoespacio. Y consideremos el operador lineal
no acotado A : D(A) C Z — Z definido por A¢ = —A¢, donde:

D(A) = H}(Q) N H*(Q).

En consecuencia, el sistema (5.56) puede ser escrito como una ecuacién
diferencial abstracta con impulso en Z:

2 =Az+ Bu+ F(t,z,u), z € Z1, te(0,7],t# tg,

2(tF) = 2(t;) + I(te, 2(t), u(ty)), k=1,2,3,....p.

donde v € C([0,7);U), U= Z = L*(),

A= [ _?42 —%A ] (5.62)
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es un operador lineal no acotado con dominio
D(A) = {y € HY(Q) : y = Ay =0} x D(A),

esto es,
z:[g} €cDA) eyc{yc HYQ): y=Ay=0} y veD(A).

I =1z : 7 — Z = L*9Q) es el operador identidad, B : U — Z,
B= [ IO ] es un operador lineal acotado y F, I} : [0,7] x Z1 xU — Z;
z

son funciones suaves definidas como:

0
F(t,z,u)(z) = [ £t (@), v(@), u(z)) } (5.63)

IF(t, z,u) = (5.64)

0
|: Ik(t,w(x),v(x),u(x)) :| ’
VeeQ k=1,2,...,p.
Por otro lado, de las condiciones (5.57) y (5.58) se siguen las estimaciones
siguientes:

Proposicién 5.4.2. Bajo las condiciones (5.57)-(5.58) las funciones
F.I; - 0,7] x Zy x U — Z1,k = 1,2,3,...,p, definidas por (5.63) y
(5.64) satisfacen que Vu € Z = L*(Q)Vz € Z;:

IF(t, 2, )z, < aollzl|3 + bollully + & (5.65)
It 2wz, < apll2lly + bellully + e, k=1,2,....p.(5.66)
Demostracion

IF (¢, 2,u)lZ, = /Q\f(tvw(x)yv(xLU(-’v))Fd:v
/{ao(lw( )70+ [o(@)|**) + bolu(@)| ™ + co}*du

IN

[ 268 (@0 + [o(@)[*") + 426 ulz) P + 4263 o

IN

a3 / (Jw(@)2* + [o(@)**°) de + 4203 / fu(@) 2% d + 42 ().
Q Q
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Entonces

tao ([ (@ + o)) de)

1
+ ( 2’%dm) + 4cor/ ()

HF(t7 2, u)”Zl

IN

= dao (Iwlgs,, +1I0ll5s,, ) +4boll=lZ, +deo/u(@)

Ahorabien,yaque%§a0<1<:>1§2a0<2y§§ﬁ0<1<:>1§
20y < 2, se obtiene aplicando la proposicién 5.4.1, que:

1—ag o o 1-8g
1Pt 2,u) |2, < daop(R) =0 (|w]|3® + [[0]|3°) + 4bop(R) Po [[ullg® + 4eoy/n().

Luego, de la inclusién continua Z! C Z, existe una constante L > 0 tal
que

I2[l < Lllz]1, Vze 2.
Por lo tanto,

1—ag o o 1-Bg
1E(t 2, u)l 2z, < daop(Q) =0 (Lllwl[F® + [[v]5°) +4bors(Q) o [[ullf + deo/u(Q).

Asi, considerando m = méx{L, 1} se obtiene que

1—ag o o 1-8g
IF (¢, 2, u)ll 2, < mdaou() =0 (wl§® + [vl|3°) + 4bop(€) Po fJullg® + deov/u(Q).

Finalmente, usando el hecho que [[w]|1, [[v]] < /]w|F + [[v]]? = |z]lz

se tiene que

1—ag 1-Bg
IF(t,2,0) |z, < 8maou(Q) 20 ||z]|30 + 4bop(Q) o JJull? + 4o/ ().

Andlogamente, se obtiene la estimacién para
l—«

k 1By
5t 2, w)ll 2, < 8magp(Q) o |23 + 4bepn(Q) e [Jull ¥ + dexy/n(),

con k=1,2,3,...,p., lo cual completa la prueba. |
El teorema que a continuacién enunciaremos se puede encontrar en el
articulo de A. Carrasco, H. Leiva y J.L. Sanchez, ver [9].

Teorema 5.4.5. El operador A es el generador infinitesimal de un se-

migrupo compacto fuertemente continuo {T'(t)}s>0 representado por

o0
T(t)z =Y eM'Piz, z€ Zy, t >0, (5.67)
j=1



129

donde {P;}j>o0 es una familia completa de proyecciones ortogonales en
el espacio de Hilbert Z1 dado por

P; = diag(E;, Ej), (5.68)

0 1

y el operador adjunto A* del operador A viene dado por

. - . 0 -1 ,
J

Mads ain, los autovalores o1(j), 02(j), de la matriz K; son simples y
dados por:

o1(j) = =Ajp1, 02(5) = —\jp2

donde 0 < p1 < p2 son dados por
p=B-VB -1 and py=p+/F -1, >1,
y este semigrupo decae erponencialmente a cero
| T(t) [|< me™, t >0,
donde = Mpy and || T(t) ||= supyzy—y IT(1)z]:

A continuacién se demostrara que el sistema lineal sin impulso es aproxi-
madamente controlable. Para ello, para todo 29 € Z; y u € L?([0,7];U),
se tiene que el problema de valor inicial

{ 2(t) :;;lz(t) +Bu(t), z¢€ 7, (5.69)

(0) =

admite una unica solucién moderada dada por

)

2(t) =T(t)zo + /Ot T(t — s)Bu(s)ds; t € [0,7]. (5.70)
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Definicién 5.4.7. Para el sistema (5.69) se define el siguiente concepto:
El operador controlabilidad (para 7 > 0) G : L*([0,7];U) — Z; es
definido por

-
Gu = / T (T — s)Bu(s)ds, (5.71)
0

cuyo operador autoadjunto G* : Zy — L*([0,7];U) viene dado por
(G*2)(s) = B*T(1 — s)z, Vs € [0, 7], Vz € Z;. (5.72)

La prueba del lema siguiente es trivial.

Lema 5.4.3. El sistema (5.69) es aprorimadamente controlable sobre

[0,7] si, y sdlo si, Rang(G) = Z.

El teorema a continuacion es una caracterizacion de la controlabilidad

para el sistema (5.69):

Teorema 5.4.6. (H. Leiva, N. Merentes y J.L. Sanchez, ver [9], [38],
[39]) El sistema (5.69) es aproximadamente controlable sobre [0, 7] si, y
solo si, cada una de las siguientes condiciones se tienen:

a) Rang(G) = Z;.

b) Ker(G*) = {0}.

¢) B*T*(s)z =0, Vs € [0,7] = z = 0.

d) lim,_o+ a(al + GG*)~tz = 0.

e) (GG*z,z) >0, z# 0 in Z;.

f) Para todo z € Z; se tiene que Gug, = z — a(al + GG*) "'z, donde

Uo = G*(al + GG*) 1z, a € (0,1].

En consecuencia, ll'm0 Gue = z y el error Eoz de la aproximacion viene
oa—r

dada por
E.z = a(al + GG*) 7'z, a € (0,1].

Observacion 5.4.7. El teorema 5.4.6 implica que la familia de opera-
dores lineales

Toz = B*T*(-)(al + GG*) 'z = G (al + GG") 7z,

es una inversa aproximada por la derecha del operador G en el sentido
que

lim GT'y, =1

a—0

en la topologia fuerte.
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Proposicién 5.4.3. Si Rang(G) = Z1, entonces

sup [|a(al + GG*) 7| < 1.

a>0
El siguiente resultado fue probado por A. Carrasco, H. Leiva y J.L.
Sanchez, ver [9].

Teorema 5.4.7. FEl sistema (5.69) es aprozimadamente controlable so-
bre [0,7]. Mds aun, existe una sucesion de controles de entrada del siste-
ma (5.69) tal que la solucion asociada satisface que inicia en un estado
zo Yy finaliza en una vecindad de radio € de un estado final z1 en un
tiempo T > 0 dado por

U (t) = BET* (1 — t)(al + GG*) (21 — T(7)2),
y el error de esta aproximacion E, viene dado por
E, =a(al + GG*) Yz — T(7)2).

Finalmente se demostrara que la ecuaciéon de la Viga semilineal con
impulso dada por (5.56), es aproximadamente controlable o equivalente-
mente que el sistema (5.61) es aproximadamente controlable. Para ello,
para todo zp € Z1 y u € C(0,7;U) se tiene que el problema de valor
inicial

2/ = Az + Bu+ F(t,z,u), te (0,7, t #tx, z€ 2y
2(0) = 2o,
2(t) = 2(t;) + IE(t, 2(tg), u(ty)), k=1,2,3,...,p.
(5.73)
admite una unica solucién moderada dada por
¢
zu(t) = T(t)zo +/ T(t — s)Bu(s)ds (5.74)
0

+ /0 T(t — s)F(s,zu(s),u(s))ds

+ > Tt — te) I (b, 2(t) u(t)), t € [0,7].
0<tp <t

Para lograr el objetivo, la idea es transformar el problema de controla-
bilidad a la existencia de un punto fijo de un operador no lineal:
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Por tanto, se define el operador K¢ : PC([0,7];Z1) x C(0,7;U) —
PC([0,7]; Z1) x C(0,7;U) dado por la férmula siguiente:

(y,0) = (KY(2,u), K5 (2,u)) = K(2,u)

donde
y(t) = K§(zu)(t) =T(t)z + /O Tt - $) Bl (2, w))(5)ds (5.75)
+ /OtT(ts)F(s,z(s),u(s))derOZ Tt — t) I (b, 2(t), ulte),
. Sinet
v(t) = K§(z,u)(t) = (Dal(z,u))(t) = B*T*(1 — t)(ad + W) L(2,u),

(5.76)
con L : PC([0,7]; Z1) x C(0,7;U) — Z; dado por

L(z,u) = 21 —T(7)z0 — /OT T(1 — s)F(s,2(s),u(s))ds (5.77)
— > T(r = ti) (s 2(t), ulte)-
O<tp <t

Teorema 5.4.8. El sistema no lineal (5.61) es aproximadamente con-
trolable sobre [0,7]. Mds ain, existe una sucesion de controles, tales que
la solucion asociada al sistema (5.61) satisface que inicia en un estado
micial zg y tiene como punto de llegada un estado en una vecindad de
radio € del estado final z1 en un tiempo T > 0 dados por

U (t) = B*T* (1 — t)(al + W) L(20, ua),
y el error de esta aprorimacion Enz viene dado por

Eoz = a(al + W) 1L (24, Ua),

calt) = T(H)2+ /0 T(t — 5)Bua(s)ds

+ /0 T(t —s)F(s,2a(5),ua(s))ds

+ > Tt — te) I (b, 2a(th), ua(t)), t€[0,7].
O<tp<t
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Demostracién

La prueba se divide en un conjunto de afirmaciones. Pero antes note que
1B = 1y IT@)] < me, > 0.

Afirmacion 1. El operador K¢ es continuo. En efecto, en primer lugar,
probemos que los operadores:

K¢ PC([0,7]; Z1) x C(0,7;U) — PC([0,7]; Z71)

K5 : PC([0,7]; Z1) x C(0,7;U) — C(0,7;U),

definidos por (5.75) y (5.76) son continuos. La continuidad de K se
sigue de la continuidad de las funciones no lineales F'(¢,z,u), I (z,u) y
de la estimacion siguiente

1KY (z,u) = K¥(w, o) < Mllu—of + M sup [1F (s, 2(s),u(s)) = F(s,w(s),v(s))||

+ MY (e 2(tk) u(t) = T (b, witn), o(te) |-

0<tp <t

La continuidad del operador K se sigue de la continuidad de los ope-
radores L y ['y.

Afirmacién 2. El operador K¢ es compacto. En efecto, sea D un sub-
conjunto acotado de PC(J;Z;) x C(J;U). Dado (z,u) € D fijo pero
arbitrario, se tiene que

£z, u)llo < M, (@ + W) 1L(z,u)| < Ms,
||£(z,u)|| SMﬁa ||IIE((‘,Z,U)H0 SMk;, k= 1,2,...,]).

Por lo tanto, £%(D) es uniformemente acotado.
Ahora bien, consideremos la siguiente estimacién:

1K (2, u)(t2) = K(z,u)(t) = 1KY (2, u)(t2) = K5 (2, u)(t)]
+ K5 (2, u)(t2) = K5 (2, u) (1),
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donde
KT (2,u)(t2) — K (z,u)(t)| < (T (t2) = T(t1)||l|2o]]

/0 1Tt — ) = Tt — ) 1Lz, u)(3)]lds

+

+ [T = 9l ) s
[T = ) = T = P o) 5)) s
b [T = IE G )]s

+ 1T (t2 — tr) = T'(tr — t) | Tk (t, (2, w) (E)) ]

+ Y0 T2 = ) It (2, 0) ()]
y
115 (2, w) (t2) — K5 (z,u) (ta)|| < |1 T (7 — t2) = T (7 = ta) [[[[(al + W)~ L(=, ).

Por otro lado, dado que T'(t) es un operador compacto para t > 0, se
tiene que la funcién 0 < t — T'(t) es uniformemente continua, ver Pazy
[51]. Asi,

lim ||T'(t2) — T(t1)|| =0, ta,t; > 0.

[ta—t1|—0
En consecuencia, si se toma una sucesién {¢; : j = 1,2,...} sobre
K*(D), esta sucesién es uniformemente acotada y equicontinua sobre
el intervalo [0,%1] y, por el teorema de Arzela, existe una subsucesion
{(b} :j=1,2,...} de {¢; : j =1,2,... }, la cual converge uniformemen-
te sobre [0, t1].
Consideremos la sucesion {(bjl :7=1,2,...} sobre el intervalo (¢1,t2]. En
este intervalo la sucesién {gb]l :7=1,2,...} es uniformemente acotada y
equicontinua, y por el mismo razonamiento, esta tiene una subsucesién
{qb?} uniformemente convergente sobre [0, t2].
Continuando este procedimiento para los intervalos (ta,ts], (t3,t4], ...,
(tp, 7], obtenemos que la sucesién {qb?“ :j=1,2,...} converge unifor-
memente sobre el intervalo [0, 7]. Esto significa que K£%(D) es compacto,
el cual implica que el operador K¢ es compacto.
Afirmacién 3.
=Gz wlll _
liz)ll=oo Iz, w)ll] ’
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donde |||(z,u)]|| = [|z]|lo + ||z|lo es la norma en el espacio PC([0,7]; Z) X
0,7;U). En efecto, consideremos la estimacion siguiente:

I1£(z, w)|| < My + Mafaollz]|*° +bollul® +2}+Ms > {@llz]|* +bllul ™ + 2},

O<tp <t

donde

M = ||| + me ™ ||z0), Ma= (e " —1) and My = me M.
—p

K5 (z, )| < MaMa|[(al +W) ™| + MsMall(al + W)~ [{@ol|2]*° + bollull ™ + 20}

+ MsMoll(@l +W)TH| D {allz™* + Billull”™ + e}
0<tp<tT
y
K3 (2, w)| Ms{]|zol| +M1M2H(a1+W)_1H}

<
+ Mofl+ Ma2Ms||(al +W) 7 [}H@oll|™ + bol|ull ™ + o}
+ Ms{l+ MaMsl|(al +W) 7MY D0 {@llzl™ + bellul™ + 2}

O<tp <t
Por lo tanto,

I (2, w)l]

KT (2, W)l + K5 (2, w)|| < M4

+  {MsMz|(al + W) {1+ ||Bl|Ma} + Mo}
{@ol|21* + Bollu|” +50}

+ {MsM:|(al + W)~ ||{1+M3}+M3}

> @2l + bellull® + 2,

0<tp <t

donde M}, viene dado por:

My = Mz{||zo| + (Mz + 1)Mi || (o + W)}

Luego
L (2, wl| My
Izl =zl + full
+  {MsM:|(al + W) {1 + Ma}}

x{aol|=]|* ™" + bolul 7" +

Co
EESCk
+  {MsMs|[(al + W) {1 + Ms} + Ms} x

S (@l Bellul ™ +

0<tp <t

Ck
ST
[12[1 + flul
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Iz wl
-~ 7 =0. 5.78
e TG Wl (5.78)

Afirmacién 4. El operador K% tiene un punto fijo. En efecto, dado
0 < p < 1 fijo, existe R > 0 suficientemente grande tal que

Iz )| < plllCz )il (2wl = B.

Asi, si se denota por B(0,R) la bola de centro cero y radio R > 0,
se obtiene que K*(0B(0,R)) C B(0,R). En consecuencia, £ es una
aplicacién compacta y envia la esfera dB(0, R) dentro del interior de
la bola B(0,R). Luego aplicando el teorema de punto fijo de Rothe
1.5.3, se obtiene la existencia de un punto fijo (z,u) € B(0,R) C
PC([0,7]; Z1) x C(0,7;U) tal que

(Za, Ua) = K20y Uq,)- (5.79)
Afirmacién 5. La sucesion {(za, Ua)}ae(0,1] €5 acotada. En efecto, su-
pongamos por reduccién al absurdo que {(2a;, ua)}ae(o,1) 1O es acotada.
Entonces, existe una subsucesién {(za,,, Uay, ) ac(,1] C {(2as Ua)}aec(0,1]
tal que

Tim (20t )| = o0
Por otro lado, de (5.78) se conoce que para todo « € (0, 1] se cumple

1 (za s oI

Ity — oo =0.
11z » thay )]
Particularmente, se tiene lo siguiente:
K (zay ua ) IKY (zag uan) Il 1KY (zag,ua3)]l] N (zam uan MLy 0
N(zaq ey )l N(zag way) |l N(zag wag)lll "7 7 """ M(Zar swan )l ’
K2 (zay ua )l [KY2(2zag,uan)lll - 1KY3 (zag,ua3)]l] K2 (za uan ML 0
N(zaq ey )l N(zag way) |l N(zag wag)lll "7 7 70" M(Zar swan )l ’
K%k (zag s ua) Il Kk (zag,uar)lll 1KYk (zag,uag)ll Kk oy uan)lll
N(zay ua)l N(zag,ua)l N(zag wag)ll 77777 N(zamn suan )l ’

Ahora bien, aplicando el proceso de diagonalizaciéon de Cantor, se ob-
tiene que

llm . |||lcan(zan’uan)||| _O
n o -
11 (zan » e ’
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y de (5.79) se sigue que

" Gy warn) Il _ 4
11z » )]

)

lo cual es evidentemente una contradiccién. Entonces, la afirmacién es
cierta y por tanto existe v > 0 tal que

1 (Zas ta)lll <, (0 <a <1).

Por lo tanto, sin perder generalidad, podemos suponer que la sucesiéon
L(zq,uq) converge a y € Z. Asi, si

e = Dol (20, ) = G*(ad + GG*) 1 L(20, Ua).
entonces,

Gua = GTUoL(Za,ta) = GG*(ad + GG*) 1 L(24, uq)
= (al 4+ GG* —al)(ad + GG L(24, 1a)
= L(2a)Ua) — alad + GG*) 1L (24, uq).

Luego,
Gug + L(za,ua) = —alad + GG*)_lﬁ(za, Ug)-

Para concluir la prueba de este teorema, es necesario demostrar que
lm {—a(al + GG*) ™ L (24, ua) = 0.
a—0
Pero del teorema 3.1.d se tiene que
lim {a(al + GG ) 'L(zayua)} = lim a(al + GG*) ™y

+ h'moa(al + GG (L (2asua) — )
a—

= 11'rJ[1O —a(al + GG*) N (L(2a,ua) — y).
a—r

Por otro lado, de la proposicién 3.1, se sigue que
laal +GG*) " (L(za, ua) = )l < [1£(20r ta) = y)||-
En consecuencia, ya que L(zq,uy) converge a y, se sigue que

(}él’g%){—a(od + GG ML 20y a) — y)} = 0.
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Por lo tanto,

lm {—a(al + GG*) ' L(24,uq)} = 0.

a—0
Entonces,

Olél'_)mo{Gua + L(2q,uq)} = 0.

En conclusioén,
h'mO{T(T)zo + /T T(t — s)Bua(s)ds + /T T(1 — s)F(s,za(s),ua(s))ds
oa—r 0 0

+ Y T(r = te) i (za(ts), ua(te))} = 21,

0<tp <t

Teorema 5.4.9. El sistema semilineal con impulso (5.61) es aproxima-
damente controlable si para todo estado inicial zg y un estado final z1 y

€ (0,1], el operador K dado por (5.75)-(5.76) tiene un punto fijo y
la sucesion {L(za,Ua)}ac(0,1] converge, es decir,

(ZOH ua) = ’Ca(zaa ua),

lim L(zq,uq) =y € Z.

a—0

5.4.2. Controlabilidad de la Ecuaciéon de la Viga Pertur-
bada

Consideremos la ecuacion de la Viga con perturbacion no lineal:

TUED) — 9520 ) _ N2y(t,2) + ut, ) + Flty(6,2),wilt,2), u(t, ),
y(t,x) = Ay(t,z) =0, sobre (0,7) x 99,
y(0,z) = wo(z), ye(z) =wo(z), z€Q,

(5.80)
donde 8 > 1, Q es un dominio acotado suficientemente regular en RV, el
control distribuido u pertenece a L2([0,7];U) (U = L?(2)) y la funcién
no lineal f:[0,7] x R x R x R — R es suficientemente suave y existen

1
nimeros 7, R,b,c € R con 3 <n <1 tal que

| f(t,y,v,u) |[<b|ul|?+e, Yy,v,u € R, (5.81)
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Aquf el espacio estado es Z; = [H?(Q) (N HE(Q)] x L2(Q) = D(-A) x
L?() dotado con la norma del grafico; esto es:

(1)

lollz = /gnv<xnwdx, Vo € LX(Q).

= JI=2)yl2 + o],
Z1

donde

Bajo las condiciones anteriores se prueba que: El sistema no lineal (5.80)
es aproximadamente controlable sobre [0, 7]. Més atin, se puede exhibir
una sucesién de controles tal que la solucién asociada al sistema satisface
que parte de un estado inicial y finaliza en una vecindad de radio € del
estado final, en un tiempo prefijado 7.

Para ello, se hace uso del resultado preliminar siguiente:

Proposicion 5.4.4. Sea (X, ), 1) un espacio de medida con u(X) < oo
y1<p<r<oo. Entonces L,(1) C Lp(p) y

| F 1< 1 (X)) || f llps f € Ly(p)-

y del teorema 1.5.3 (Teorema de punto fijo de Rothe).
Sea Z = L*(Q) y al igual que en los dos ejemplos anteriores consideremos
el operador lineal no acotado A : D(A) C Z — Z definido po A¢ =
—A¢, donde

D(A) = H}(Q) N H*(Q). (5.82)

Aqui, la ecuacién (5.80) puede ser escrita como un sistema abstracto
de ecuaciones diferenciales ordinarias en el espacio de Hilbert Z; como
sigue:
y =v,
(5.83)
v = —A%y —2BAv +u+ f(t,y,v,u).

Maés ain, la ecuacion (5.80) puede ser reescrita como un sistema de pri-
mer orden de ecuaciones diferenciales ordinarias en el espacio de Hilbert
Z1 como sigue:

Z=Az+ Bu+ F(t,z,u), 2€ Z1, t >0 (5.84)



140

donde u € L%([0,7];U), U = Z = L*(%),

< _?42 _gg 1 ) (5.85)

es un operador lineal no acotado con dominio
D(A) = {y € HY(Q) : y = Ay = 0} x D(A),

es decir,

z= ( i > €EDA) eyec{yc HY(Q):y=Ay=0} and v D(A).
I =1y:7=1L*Q) — Z es el operador identidad, B : U — Z;, B =
0 0
es un operador lineal acotado, y F(t,z,u) =
(7, )emon o #02) = ()
es

suficientemente suave.

Proposicién 5.4.5. Bajo la condicion (5.81), la funcion F : [0,7] X
Zy x U — Zy definida arriba satisface que Yu,z € Z = L*(Q):

1-n
1F(t 2,u)llz, < 2bu(€) 20 [[ul|Z + 20/ p(Q),  [Jull = R/ (), (5.86)

Demostracién

| F(t,z,u) ||z, = (/Q\f(t,y,v,u) |2 dac)E

(A}Mu@)ﬁ+d%{f

<
< (A@ﬁHM@H%+%%M)%
< 2b{( i Hum”%)%}”mc ()

= 2bflull}, L T2 w(2).
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Ahora bien, ya que % <n<1l&1<2n <2, aplicando la proposicion
5.31, se obtiene que:

1-n
It 2, u)llze < 260(Q) 20 ullg + 2e7/ (), [lull = R/p(€2).

|
Por otro lado, haciendo uso del lema de 1.1.1 se tiene que el operador
lineal no acotado A dado por la ecuacién lineal (5.85) genera un semi-
grupo compacto fuertemente continuo en el espacio Zi, el cual decae
exponencialmente a cero.

Teorema 5.4.10. El operador A es el generador infinitesimal de un
semigrupo compacto fuertemente continuo {T'(t)}i>0 representado por

oo
T(t)z =Y eM'Piz, 2 € Zy, t >0, (5.87)
j=1

donde {Pj};>0 es una familia de proyecciones ortogonales completas en
el espacio de Hilbert Z1 dadas por

Py = diag(Ej, Ej), (5.88)
Y
A, =K;P;, K < 0 1 ) > 1
= K.P;, K; = j>1,
J J*7 J 7)5 *25>\j
y el operador adjunto A* del operador A viene dado por
R S G S I P
g — Bty By — /\? _2/3/\], J=z 1

Mads ain, los autovalores 1(j), 02(j), de la matriz K; son simples y se
cumple que:

o1(4) = =Ajp1, 02(§) = —Ajp2
donde 0 < p1 < p2 y dados por

p=B—-VB2—1 and pa=p+/B2-1;, 8> >1,

y este semigrupo decae exponencialmente a cero
1T ||< Me™™, t >0,

con =g y | T) 1= sup—y [ T(0)2]]
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El siguiente corolario se sigue como consecuencia del teorema anterior.

Corolario 5.4.2. El operador A es el generador infinitesimal de un
semigrupo compacto fuertemente continuo {T(t)}tzo representado por

o0
T(t)z = Z APz, 2 € 71, >0
j=1

donde {Pj}j>0 es una familia de proyecciones ortogonales completas en
el espacio de Hilbert Zy dado por

Pj = diag(Ej, Ej), (5.89)
)
A, =K;P, K ( 0 1 > > 1
=K,P;, K; = j>1,
J Jta J 7)\? 725)\].
y el operador adjunto A* del operador A viene dado por
= KPR < 0o 1 ) >1
. = : iy — j - s
J 747 J )\? 725)\],

Mads aiin, los autovalores o1(j), 02(j), de la matriz K; son simples y
vienen dados por:

o1(4) = —Ajp1j, 02(4) = —Ajp2;

donde 0 < p1j < pa2j y vienen dados por

p1;=B—VB2—1 and py =B+ —1; *>1,

y este semigrupo decae exponencialmente a cero
I T(@) [|I< Me™™, t >0,

con pp=MApu y || T(t) ||= supj.=1 [T(®)=]-

Ahora, describiremos la estrategia a seguir: Para probar la controlabili-
dad aproximada del sistema no lineal (5.80), se tomara las ideas consi-
deradas por H. Leiva, N. Merentes y J.L. Sanchez, ver [41]. Esto es, la
controlabilidad aproximada del sistema (5.80) se sigue de la controlabi-
lidad del sistema lineal, la compacidad del semigrupo generado por el
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operador A, el acotamiento (5.81) que satisface el término no lineal F'y
aplicando el teorema de punto fijo de Rothe.
En efecto, para todo zg € Z1 y u € L?([0,7];U) el problema de valor
inicial

Z'(t) = Az(t) + Bu(t), ze€ Zj,

(5.90)
z(0) = 2o,
admite una 1nica solucién moderada dada por
¢
z(t) =T(t)zo + / T(t + s)Bu(s)ds; t € [0,7]. (5.91)
0

Definicién 5.4.8. Para el sistema (5.90) se definen los siguientes con-
ceptos:

El operador de controlabilidad (para 7 > 0) G : L*([0,7];U) — Z; es
definido como

Gu = /OT T(1 — s)Bu(s)ds, (5.92)
cuyo operador autoadjunto G* : Z; — L*([0,7]; U) viene dado por
(G*2)(s) = B*T (1 — 8)z, Vs € [0, 7], Vz € Zj. (5.93)
El lema siguiente es trivial

Lema 5.4.4. La ecuacion (5.90) es aprozimadamente controlable sobre
[0,7] si, y sdlo si, Rang(G) = Z.

El teorema a continuacion es una caracterizacién de la controlabilidad
del sistema (5.90):

Teorema 5.4.11. ( Curtain, Pritchard y Zwart ([11],[18]), Leiva, Me-
rentes y Sanchez ([38], [39])) El sistema (5.90) es aproximadamente
controlable sobre [0, 7] si, y sélo si, cada una de las condiciones siguien-
tes se tienen:

a) Rang(G) = Z;.

b) Ker(G*) = {0}.

¢) B*T*(s)z =0, Vs € [0,7] = 2 = 0.

d) lim,_,o+ a(al + GG*)"lz =0
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e) (GG*z,z) >0, z#0 en Z.
f) Para todo z € Zy se tiene que Guy = z — alal + GG*) "Lz, donde

g = G*(al + GG*) 7'z, a € (0,1].

Asi, h’m0 Gue, = z y el error Eqnz de esta aproximacion viene dado por
o—

E.z = a(al + GG*) 'z, a € (0,1].

Observacion 5.4.8. El teorema 5.4.11 implica que la familia de opera-
dores lineales

Loz = B*T*()(al + GG*) 1z = G*(al + GG*) 1z,

es una inversa aproximada por la derecha del operador G en el sentido
que

lim GI'y, =1

a—0
en la topologia fuerte.

Proposicién 5.4.6. Si el Rang(G) = Z1, entonces

sup ||a(al + GG*) 7| < 1.
a>0

En consecuencia, se concluye con el siguiente resultado.
Teorema 5.4.12. El sistema (5.90) es aprozimadamente controlable.

Para finalizar se probara el principal resultado, la controlabilidad de la
ecuacién de la Viga semilineal dada por (5.80), lo cual es equivalente a
probar la controlabilidad aproximada del sistema (5.84). Para ello, dado
20 € Z1 y u € L*([0,7];U) el problema de valor inicial

Z'(t) = Az+ Bu+ F(t,z,u), t >0,
(5.94)
z2(0) = =z,

admite una tnica solucién moderada dada por (Ver Goldstein [27], pg.
90)

z(t) = T(t)zo +/O T(t — s)Bu(s)ds +/O T(t—s)F(s,z,u)ds, t €[0,7].
(5.95)
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Observacion 5.4.9. (Ver H. Leiva [36] y [37]) La funcién F es suficien-
temente suave si:

a. La solucién moderada z(u) = z,, del problema (5.94) es tnica.

b. La solucién moderada z(u) = z, dependa continuamente de u.

Observacion 5.4.10. La controlabilidad aproximada del sistema (5.94)
consiste en:

Dado dos estados zg, 21 € Z1, encontrar un control u € L2([0,7];U) tal
que la correspondiente solucién moderada (5.55) z = z,, = z(u) satisface:

21~ T(1)z0 + /OT T(t — s)Bu(s)ds + /OT T(1 — s)F(s, zy,u)ds.
es decir,
21— T(7)20 =~ /OT T(t — s)Bu(s)ds + /OT T (1 — s)F(s, zy,u)ds.
esto es,
21— T(7)20 =~ Fp(u) + /OT T (1 — s)F (s, zy,u)ds.
0 equivalentemente,
Fp(u) =~z —T(1)zp — /OT T(1 — s)F(s,zy,u)ds.

Observacion 5.4.11. Sin perdida de generalidad, podemos suponer que
el estado inicial 2y es fijo.

Estas observaciones nos motivan a dar la siguiente definicién:
Definicién 5.4.9. Dado el sistema (5.94) se definen los siguientes con-
ceptos: El operador de controlabilidad no lineal (para 7 > 0) Gp :
L3([0,7);U) — Z; definido por
T T

Gru = / T(t — s)Bu(s)ds + / T(t—s)F(t,z,u)ds = Fp(u) + H(u)

0 0
donde H : L*([0,7];U) — Z; es el operador no lineal dado por

H(u) = /OT T(t— s)F(s,z,u)ds.
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El lema siguiente es trivial:

Lema 5.4.5. El sistema (5.94) es aprorimadamente controlable sobre
[0,7] si, y sdlo si, Rang(GFr) = Z;.

Definicion 5.4.10. La ecuacion que se define a continuacion es llamada
ecuacion de controlabilidad asociada al sistema no lineal (5.94)

u="Tu(z— H(u)) = G*(al + GG*) (2 — H(u)), (0 <a <1).

Ahora bien, probaremos el principal resultado de este ejemplo, el cual
es demostrar que la ecuacién de la Viga semilineal (5.94) es aproxima-
damente controlable.

Teorema 5.4.13. El sistema (5.94) es aprozimadamente controlable
sobre [0, 7]. Mds ain, la sucesion de controles vienen dados

U (t) = B*T*(1 — t)(al + GG*) " (21 — T(7)20 — H(ua)),
y el error de esta aprorimacion E, viene dada por
E,=alal + GG*) Nz — T(7)20 — H(uy)).

Demostracion

Para cada z € Z; fijo, pero arbitrario, consideremos la siguiente familia
de operadores no lineales

Ko : L*([0,7];U) — L?([0,7];U) dada por

Ko(u) =To(z — H(u)) = G*(al + GG*) Yz — H(u)), (0 < a <1).

En primer lugar, probemos que para todo « € (0, 1] el operador K, tiene
un punto fijo u,. En efecto, ya que F es suave y satisface (5.86), y el
semigrupo {7'(t)}+>0 es compacto, entonces el operador H es compacto
(proposicién 2.3. Articulo de Leiva, Merentes y Sanchez, ver ([41]). Més
aun,

[ Ko (w2

=0. (5.96)
[[ul| 2

1y ;00

JR/
En efecto, sean B = 2bu(2)2"~2 y C' = 2¢1/u(Q). De la definicién del
operador H (u), proposicién 5.4.4 y (5.65), para u € L?(0,7;U), se sigue
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la siguiente estimacion

@z = | [ 7= 9P 0ds .
< [ M PGz 2 ds
< ([ Mze%s)dsf (] \F(s,zu@),u(s))\r%lds)%
= N ([ 1P as)
< N </0 (Bllu(s)|" + C)2d5)2
<N < | B P 402>ds>%
< ov ([ )+ woys
<

ONB { (/0 \u(s)\%) } +ONCYF

= 2BN|ju|}, +2NCV7.

Ahora bien, ya que % <n<ls1<2n<2,dela proposicién 5.4.4 se

obtiene que:
1—n
|H (u)||z, < 2BN7 2 |[u]|, + 2NC/T.

Por lo tanto,

—  HWlz,

hmHuHZ_)OOW = 0.
En consecuencia,

— [ Ko (u)]

Afirmacién 1. El operador K, tiene un punto fijo. En efecto, de la
condicién (5.96) se obtiene que, si 0 < p < 1 fijo, entonces existe R, tal
que

[Ka(u)llz < pllullz, lullz = Ra.
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En consecuencia, si se denota por B(0, R, ) la bola de centro cero y radio
R, > 0, entonces se tiene que K, (0B(0,R,)) C B(0,R,). Ya que K,
es compacto y envia la esfera de 0B(0, R,) dentro del interior de la
bola B(0, R,), se puede aplicar el teorema de punto fijo de Rothe para
obtener la existencia de un punto fijo u, € L%(0,7;U) tal que

Ue = Kottg = To(2—H(uy)) = G*(al+GG*) H(2—H(uy)), (0<a<1).

(5.97)
Afirmacién 2. La sucesién {uq fo<a<1 €s acotada. En efecto, suponga-
mos por reduccién al absurdo que existe una subsucesién {uq, fn>1 C
{uato<a<i tal que

Jimf|ua, ||z = oo

Por otro lado, de (2.33) se tiene que para todo « € (0, 1] fijo se cumple:

=  |[Ka(ua,)ll _
TP e S P2 Ry
[uan [z
En consecuencia,
||Ka1(ua1)|| ||Ka1(ua2)|| ||Ka1(ua3)|| ||Ka1(uan)|| 0
luay llz luas [z luasllz luan [z
1K g (uary )l 1K g (wary )l 1K ag (was )l 1Koy (o)l 0
Uay ||z luasllz luasllz luan [z
1 Kan (o)l [[Kan (Wan)ll  [[Kan (Uag)l] 1K o (wan) 0
luay llz luasllz luasllz luan [z

Ahora bien, aplicando el proceso de diagonalizacién de Cantor, se obtiene
que

— K
= M)l
[ua, ||z
y de (5.97) se tiene que

[wa, || 2 ’
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lo cual es evidentemente una contradicciéon. Por lo tanto, la afirmacién
es cierta y en consecuencia existe v > 0 tal que

| e, <7, (0 << 1.

Asi, sin perder generalidad podemos suponer que la sucesién H(ug)
converge a y € Z. Luego, si

Uo = To(z — H(u)) = G*(al + GG*) " (2 — H(uy)).
entonces,

Gugy, = GTu(z— H(u)) = GG (ol + GG*) Nz — H(uy))
(ol + GG* — al)(al + GG*) ™ (2 — H(uy))
2 — H(ug) — alal + GG*) Nz — H(ua))

Por tanto,
Gug + H(ug) = 2 — alal + GG*) (2 — H(uy)).
Para concluir la prueba de este teorema, es necesario probar que
il’g%{—a(af + GG Nz = H(ua))} =0
Del teorema 5.4.11.d se sigue que
limeo{—a(al + GG*) 'z — H(ua))} = —limaso{—a(al + GG*) ' H(ua)}
= —limao—alal + GG*) Yy
— limao—a(al + GG*) " (H(ua) — )
= limao —afal + GG*)  (H (ua) — y).
Por otro lado, de proposicién 5.4.6, se obtiene que
la(al + GG (H (ua) = y)| < 1(H (ua) = y)ll-
Ahora bien, ya que H(u,) converge a y, se concluye que

lim {~a(al +GG*)~ (H(ua) ~ 4)} = 0.
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En consecuencia,
lm {—a(al + GG*) (2 — H(ua))} =0
a—0
Luego, haciendo z = z; —T(7)zp y usando (5.95), se obtiene el resultado:
T T
z1 = lim {T(T)zo+/ T(Ts)Bua(s)ds+/ T(T—s)F(S, 2y, Uq)ds}.
a—>0 0 0
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