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Prefacio

A través de los siglos, los seres humanos hemos usado las matematicas
para resolver problemas en multiples dreas de la vida cotidiana. Es por
ello que, las matematicas tienen variadas perspectivas que van desde
el desarrollo de complejas teorias intelectuales, hasta la modelacion de
fenémenos o situaciones que ocurren en nuestro entorno. Este desarro-
llo ha recibido sus aportes de destacados matematicos, que en muchas
ocasiones estaban resolviendo problemas fisicos; podemos mencionar a
algunos de ellos como Arquimedes, Newton, Euler, Navier, Stokes, en-
tre otros. Ha habido una brecha entre lo artistico y la utilidad de las
matematicas, una brecha entre crear nuevas estructuras en el mundo
matematico y, resolver, saber explicar y regular el mundo en el que es-
tamos inmersos.

En el universo, o al menos en nuestro Sistema Solar, todo lo relativo
a materia, que sigue las leyes de conservacion de la Fisica, se podria
clasificar como gas, liquido, sélido, o cualquier combinacién entre ellos.
En cuanto a lo que nos atafie en este curso, los seres humanos hemos
coexistido siempre con los fluidos. El cémo hemos aprendido, ademaés
del cudndo iniciamos a usarlos, no se puede determinar.

Ahora bien, los modelos matematicos para dindamica de fluidos invo-
lucran ecuaciones en derivadas parciales no lineales. Dichos modelos
podrian estar constituidos por una sola ecuacién, como por un siste-
ma de varias ecuaciones acopladas y que, en general, conllevan gran
dificultad y complejidad matematica.

Estas ecuaciones constituyen uno de los medios de cémo relacionar las
matematicas abstractas (fundamentadas en el andlisis funcional y los
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sistemas dindmicos) con el campo de sus aplicaciones, que tienen la fi-
nalidad de lograr las soluciones cuantitativas a problemas de la vida
diaria. En mecénica de fluidos, se estudian diversos tipos de problemas;
entre ellos cabe destacar el desarrollo y la resolucién de modelos ma-
tematicos para flujos centro-anulares, que es la especializacién de los
autores.

Es asi como, hemos procurado en este libro establecer la teoria introduc-
toria en la cual se basa la mecanica de fluidos para modelar problemas
de flujos de fluidos, que pueden ser aplicados sin mayores complicaciones
a flujos estratificados, entre los cuales estan los centro-anulares inmisci-

bles.

Queremos agradecer a Neptali Romero por habernos animado a proponer
este curso y, por su puesto, a escribir este libro que lo acompana. Ha sido
una oportunidad muy apreciada por nosotros. Finalmente, agradecemos
el apoyo de nuestras respectivas familias, quienes en ocasiones como éstas
son las que més sienten nuestra ausencia, mientras nosotros dedicamos
nuestros mejores esfuerzos para escribir.

Los Autores



Capitulo 1

Modelos matematicos del
movimiento de fluidos

Antes de abordar el tema de este libro, es importante entender lo que su
propio titulo conlleva. Es una sencilla introduccién a mecénica de flui-
dos para emprender el viaje del conocimiento a través de la modelacion
en esta drea del saber. Asi, iniciaremos mencionando que una sustancia,
bajo la aplicacién de un esfuerzo cortante o fuerza tangencial a la su-
perficie [2], que se deforma continuamente se denomina fluido [10], [15],
[14]. Incluye tanto a los liquidos como a los gases, los primeros cambian
facilmente de forma pero no de volumen, mientras que los ltimos, los
gases, cambian facilmente tanto de forma como de volumen.

Por otro lado, la mecédnica es el estudio, en reposo o en movimiento,
de cuerpos bajo la accién de fuerzas [13]. Asi, la mecédnica de fluidos
es la rama de las ciencias que se ocupa del estudio del comportamiento
de los fluidos tanto en reposo como en movimiento. Particularmente,
la dindmica es el estudio del movimiento de la materia. Asi, dindmica
de fluidos tiene que ver con el comportamiento de fluidos en movimiento.

Siempre la presencia de fuerzas tiene algin efecto en los materiales. Asi,
cuando una fuerza dada produce en un material una deformaciéon per-
manente a pesar de eliminar tal fuerza, se denomina plasticidad; si la
deformacién definida desaparece cuando la fuerza se elimina, recibe el
nombre de elasticidad; y si la deformacion crece continuamente sin limi-
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tes bajo la accién de fuerzas, ain pequenas, se le denomina flujo [25].

En presencia de temperatura y presion constantes, un liquido posee un
volumen definido y, bajo los efectos de la gravedad, adopta la forma de la
parte inferior del envase que lo contiene; superiormente estara delimitado
por una superficie libre completamente horizontal. En la mayoria de los
casos los liquidos se conocen como fluidos incompresibles. Sin embargo,
un gas llenara por completo todo el espacio que lo encierra y para al
cual tiene acceso. Los gases se conocen como fluidos compresibles [33].

1.1. El modelo matematico

Como lo menciona Granger en [11]: “La modelacién es un instinto hu-
mano,...”que se usa para entender y, posiblemente, interpretar el com-
portamiento del fenémeno en estudio. El mundo de los nifios esta repleto
de modelos en su accionar diario mientras juegan; recuerdo que yo usaba
las piezas del dominé para construir distribuidores de autopistas, circui-
tos cerrados de pistas para carros; ademds de crear objetos y pueblos
con juegos de piezas en forma de bloques de diferentes tamanos y for-
mas. La modelacion, en esta época de la vida del ser humano, es clave
para el desarrollo de la creatividad, hacer descubrimientos y expandir la
imaginacién.

En el mundo adulto y profesional, se usan los modelos como una herra-
mienta para comprender el comportamiento de los fenémenos o proble-
mas que se estudian y se quieren resolver. Es aqui donde las matematicas
tienen un papel primordial, pues los modelos matematicos, aparte de po-
der aproximar las soluciones exactas de los problemas, permiten “jugar”
con los diversos parametros involucrados en el modelo, y que represen-
tan alguna caracteristica fisica del problema que se estd resolviendo,
para luego vislumbrar un cuadro més amplio del comportamiento del
mismo.

Un modelo matemaético, en términos generales, es una ecuacién o con-
junto de ecuaciones matemadticas que dan solucién a un problema ma-
tematico especifico. Este problema, en muchos casos es la idealizaciéon
del problema fisico real planteado para ser resuelto. La idealizacién es
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el proceso a través del cual se plantean suposiciones para simplificar el
problema a resolver; esto se hace porque no es ficil dar con todas las
ecuaciones involucradas, para modelar dicho problema, desde un sélo
intento y de una sola vez.

Después de resolver el problema idealizado, se le anaden nuevas carac-
teristicas, que se traducen en ecuaciones o condiciones, que forman parte
del problema original, y se procura encontrar su modelo. Una vez re-
suelto este nuevo problema, se vuelve a anadir alguna otra condicién, y
asi sucesivamente. Eventualmente, los nuevos modelos arrojardn resul-
tados més cercanos a lo que se espera sea la realidad. De ahi que, uno de
los principios de la modelacén es ir de lo mas simple a los mas complejo.

Al tratar las relaciones del flujo de un fluido, con bases matematicas o
analiticas, para obtener un modelo matemético del fenémeno, al fluido
no lo tratamos como conformado por particulas sencillas, sino que se
considera la estructura molecular real como un medio continuo, conoci-
do como el continuo [14], [33].

Al seleccionar algtin punto del espacio en relacién con algun sistema de
coordenadas, a medida que pasa el tiempo, el fluido en ese punto con-
tinuamente se sustituye por fluido nuevo. Asi, no se necesita mantener
registro de alguna particula determinada del fluido; sino més bien, se
lleva registro historico, en ese punto del espacio, sin importar la porcion
de fluido que esté en dicho punto en cualquier tiempo particular. Tal
descripcién del fluido se conoce como la “descripcién euleriana”. Cuan-
do se requiere mantener registro de una particula individual, como en
dindmica de cuerpos rigidos, se conoce como la “descripciéon lagrangia-

na’.

Al modelar flujos estratificados, hasta la actualidad se han considerado
muchos regimenes diferentes, entre los cuales mencionamos los flujos de
dos fluidos. Especialmente, aquellos de dos liquidos a través de un domi-
nio de medio poroso [6], los cuales se clasifican en miscibles e inmiscibles.
También, estan los flujos de dos fluidos con configuracién centro-anular.
Son flujos de dos fluidos concéntricos, uno acumulado en el centro y
el otro ocupando la regién anular que envuelve al fluido central, y que
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estd en contacto con la pared del cilindro. Este tipo de flujo consiste
en que ambos fluidos se encuentran viajando simultdneamente dentro
del cilindro. Respecto a este tipo de problemas, podemos mencionar el
articulo de Papageorgiou, Maldarelli y Rumschitzki [27], quienes traba-
jaron en flujos centro-anulares con un gradiente de presidon constante
analizando la estabilidad de la interfaz entre ambos fluidos; ellos tra-
bajaron en dicho problema inspirados en el trabajo de Hammond [12],
quien no consideré en su problema gradiente de presiéon externo, obte-
niendo una ecuacién complicada en la que el término de mayor orden es
no lineal.

En el ano 2002, Kas-Danouche [17], Kas-Danouche, Papageorgiou y Sie-
gel [19], [20], desarrollaron un nuevo modelo para un flujo de dos fluidos
centro-anulares con surfactantes insolubles en la interfaz entre ambos
fluidos basados en [27]; es decir, con un gradiente de presién constante.
El modelo obtenido es un sistema de dos ecuaciones integro-diferenciales
parciales no lineales y acopladas, obteniendo un comportamiento muy
rico de soluciones que van desde ondas estacionarias modales, ondas via-
jeras modales, periddicas en tiempo hasta llegar a soluciones cadticas.

Inspirado en este dltimo trabajo, Astudillo [3] desarroll6 un modelo ma-
tematico para un flujo centro-anular con surfactantes insolubles, pero
distribuidos no uniformemente en la interfaz entre los dos fluidos. Des-
pués, Lugo [23] estudia las rutas hacia el caos en el mismo problema de
flujo centro-anular con surfactantes insolubles en [17].

Por otro lado, en el ano 2007, Kas-Danouche publica en [18], un nuevo
modelo matemético tomando como base el modelo de Hammond [12]
y anadiendo surfactantes insolubles en la interfaz, el resultado fue un
sistema de dos ecuaciones acopladas integro-diferenciales parciales, pero
altamente no lineales con el término de mayor orden multiplicado por la
funcién incognita elevada al cubo. El desarrollo numérico de este ulti-
mo modelo lo realizé Rivas [30], y atn investigamos el comportamiento
numérico de la influencia de los surfactantes en el modelo desarrolla-
do por Kas-Danouche [18]. En el ano 2012, Gallo y Kas-Danouche [9]
publicaron una investigacion relativa a la comparacién entre métodos
numéricos para resolver el problema que estudié Hammond en [12].
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Para el afio 2011, Astudillo [4], desarrollé un nuevo modelo anadiendo
surfactantes solubles al problema resuelto por Kas-Danouche et al. en
[20]. Obtuvo un sistema de tres ecuaciones acopladas, dos de las cuales
son diferenciales parciales no lineales, y una de estas dos ultimas ecuacio-
nes, con un término integral. También desarrollé un esquema numérico
para encontrar soluciones aproximadas del modelo.

Son muchas las ideas que se pueden desarrollar en esta area del saber;
por ejemplo, la construccién de un prototipo de simulador para el mo-
delo elaborado por Kas-Danouche [17] fue desarrollado por Mekhedjian
[24], en el cual se puede observar, tridimensionalmente, cémo la interfaz
entre ambos fluidos va evolucionando en el tiempo desde el inicio hasta
el tiempo final; ademads de, la evolucién de la concentraciéon de surfac-
tantes en dicha interfaz.

En la siguiente seccién suministraremos algunas definiciones de propie-
dades basicas que poseen los fluidos, como presién, viscosidad, entre
otros.

1.2. Algunas definiciones basicas

La presion se define como un esfuerzo normal, que es una fuerza su-
perficial compresiva normal por unidad de area, que actia sobre una
superficie, en este caso, sumergida en el fluido [14], [26].

La viscosidad es una cantidad fisica con la cual se mide la resistencia
que el fluido ejerce a un esfuerzo cortante o fuerza tangencial cuando
éste se encuentra moviéndose.

El esfuerzo cortante, 7, se define como la fuerza tangencial por unidad
de area necesaria para mover una superficie plana, ver Figura 1.1. Viene
expresado por:

du
May?

T =

donde p, en general, se conoce como la viscosidad absoluta o viscosidad
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Yy Plataforma en movimiento U
| .
.
uly) _—
Az
| —
Plataforma fija

Figura 1.1: Flujo entre dos plataformas con la plataforma superior en
movimiento.

dindmica, y es la constante de proporcionalidad entre el esfuerzo cortan-
te y el gradiente de velocidad.

La viscosidad cinematica, v, es la razén de la viscosidad absoluta,
u, con la densidad de masa p: v = u/p. La viscosidad (absoluta) de un
liquido decrece cuando la temperatura crece, pero la viscosidad de los
gases crece cuando la temperatura crece.

Un fluido que no tenga viscosidad y que no fluya en una manera turbu-
lenta, recibe el nombre de fluido ideal o mas correctamente el flujo se
llama ideal. Realmente, ningtin fluido es ideal, pero algunos fluidos, en
ciertas regiones de flujo y bajo ciertas circunstancias, aproximan las con-
diciones ideales y se consideran como tal para el anélisis. En el Capitulo
2 dedicamos una seccién a este tema.

Flujo laminar y flujo turbulento

Un flujo puramente viscoso es un flujo de fluido que fluye por capas o
ldminas, de ahi que también se le denomine flujo laminar. Por otro lado,
cuando en un flujo las componentes de velocidad tienen fluctuaciones
aleatorias muy variadas sobre sus valores medios, se denomina flujo
turbulento.
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(a) Laminar (b) Turbulento

Figura 1.2: (a) Flujo laminar. (b) Flujo turbulento.

La tension superficial es el esfuerzo aparente que existe en la ca-
pa superficial, de un liquido, que actiia como una membrana estirada,
pudiendo generar una diferencia de presiones a través de la superficie
liquida curva. La tension superficial es una energia asociada con cual-
quier interfaz fluido-fluido.

En vista de que la superficie liquida se comporta como una membrana,
las gotas de lluvia mientras caen toman, mas o menos formas esféricas.
A través de la superficie interfacial entre dos fluidos, la diferencia en
presién Ap se balancea por la tension superficial 7. Esta membrana o
capa especial en el liquido se puede entender que existe, en parte, por la
atraccién entre las moléculas del liquido debajo de la superficie.

La densidad, p, de un fluido se define como la cantidad de masa de
fluido por cada unidad de volumen de dicho fluido. Ademds, es una
propiedad termodindmica y depende del estado del fluido, de ahi la fac-
tibilidad de expresarla como funcién de temperatura y presién. Dicha
expresiéon, fenomenolégica o derivada de consideraciones microscopicas,
se conoce como una ecuacion de estado. Por ejemplo, para una gas ideal
[14]: p = pRT, donde R es la constante del gas, se conoce como la ecua-
cion de estado. Es bueno saber que hay ecuaciones de estado mas mas
complicadas que esta.

En flujos compresibles hay dos grupos mayoritarios en los cuales se pue-
den clasificar dependiendo de la velocidad del sonido. Un flujo que desa-
rrolle velocidades menores que la velocidad del sonido, se denomina flujo
subsénico; el flujo que desarrolle velocidades mayores que la del sonido,



8 Said Kas-Danouche

se denomina flujo supersonico.

El niimero de Mach, M, es una medida de la rapidez relativa y se define
como la relacién de la rapidez del flujo de fluido con la rapidez del sonido
local:

[1P]

donde “V” es la rapidez del flujo de fluido y “a” es la rapidez del sonido
local.

De esta manera, cuando M < 1 tenemos flujos subsoénicos y cuando
M > 1 tenemos flujos supersénicos. Flujo transénico ocurre cuando
parte del cuerpo (avién, proyectil, etc) tiene fluido fluyendo sobre él con
M < 1y otra parte del cuerpo tiene fluido fluyendo sobre él con M > 1,
asi que en algin punto del cuerpo M = 1. ;Cémo es que M <1, M > 1
sobre el mismo cuerpo y al mismo tiempo? La velocidad del sonido y la
velocidad del fluido varian sobre el cuerpo. En general, la temperatura
en un cuerpo varia y de alli que la velocidad del sonido local varia tam-
bién.

Cuando en un flujo las componentes de velocidad y las propiedades ter-
modinamicas en cada punto del espacio no cambian con el tiempo, esta-
mos en presencia de un flujo estacionario. Si en diferentes tiempos se
toman fotos del fluido, éstas luciran iguales sin importar el tiempo en que
se hayan tomado. Ademas, es importante entender que un fluido puede
tener una aceleracion en un punto en el espacio atin en flujo estacionario.

De acuerdo a la estructura de los flujos, se pueden clasificar como: flu-
jo subsénico-compresible, flujo compresible-supersénico, flujo laminar-
compresible, flujo turbulento-incompresible, flujo laminar-incompresible,
entre otros. Respecto a las regiones espaciales, basicamente hay dos ti-
pos de configuraciones de los flujos: flujo interno y flujo externo.

El flujo externo es el movimiento de un fluido sobre un objeto como
en aerodindmica. La region donde fluye el fluido alrededor de un objeto
se puede dividir en tres regiones. Lejos del cuerpo, donde el flujo es
esencialmente ideal. Cerca del cuerpo, donde desarrolla una capa en
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la cual actia el esfuerzo cortante (ya que la velocidad debe ser cero
en la superficie del cuerpo) la velocidad y/o la turbulencia se hacen
importantes. Esta capa se conoce como capa fronteriza o capa limite
(boundary layer) y puede ser laminar o turbulenta. Detrds del cuerpo,
una tercera regién se distingue, se conoce como la estela. Generalmente,
es una regién de alta turbulencia y baja presién.

Lineas de corriente

/

/ 5 Estela
‘a/c)\q /

2 o2 2

Capa fronteriza -
p Punto de separacion

Figura 1.3: Representacion de las regiones de un flujo externo.

La estela ocurre debido a la separacién de la capa fronteriza de la super-
ficie del cuerpo que, al mismo tiempo, se debe a la viscosidad del fluido.
Si el fluido fuera absolutamente no viscoso, no tendriamos separacioén, y
en consecuencia, ni estela.

Sin estela, el patrén del fluido (el cual serfa ideal) seria simétrico desde
el frente hasta la parte posterior del cilindro, y la presién seria la misma
tanto en frente como detras del cilindro. No habria arrastre de objetos
insertados en el fluido en movimiento. Esta ausencia de arrastre contra-
dice la experiencia; por lo tanto, concluimos que todos los fluidos tienen
que tener alguna friccién interna; es decir, viscosidad.
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Figura 1.4: Representacion de un flujo externo ideal.

Si un cuerpo tiene una forma similar a las lineas de corriente; digamos
que, el extremo posterior termina gradualmente en un contorno suave
hasta llegar a una punta, entonces la separacién no ocurriria, pues la capa
fronteriza cubrird completamente el cuerpo. En estos casos, el flujo es
ideal completamente alrededor del cuerpo, excepto por la capa fronteriza
y una estela delgada.

. . Capa fronteriza sin separacion
Lineas de corriente

N\

Estela delgada
e

Figura 1.5: Flujo externo que pasa un cuerpo con forma similar a las
lineas de corriente.

Un flujo es interno cuando el movimiento del fluido ocurre dentro de
tubos, canales, boquillas, entre otros; es decir, el flujo estd confinado
por las paredes del cuerpo que lo contiene.

1.3. Ecuaciones de conservacion

Antes de escribir las ecuaciones de conservacién, es importante describir
un punto espacial y la velocidad en dicho punto para un tiempo dado.
Sean las componentes de velocidad escritas como u;(z,t), con i = 1,2, 3,
y definidas en un tiempo t dado y en un punto x = (x1,x2,x3) dado,



Introduccién a Mecanica de Fluidos y Modelacién 11

independientemente de la particula que esté en x en el tiempo t. Por lo
cual, la aceleracién

ou;
ot’
pues u; también depende de x. Asi, tendriamos en realidad la siguiente
expresion para la aceleracion
aui 8ul 83:1 8’&1 61'2 8uz 81'3 .

a; = b=

ot ' Oxy Ot ' Oxy Ot  Oxg Ot

a; #

ox;
pero, u; = a—tz Por lo tanto,
Ou; 5 Ou;
1 (]
a; = + U
! 8t Z kaxk
k=1
Ou +u Oui (Convencién para sumatoria)
= Vi
ot k(‘)xk P

A continuacién, definimos la derivada sustancial (derivada material o
derivada total) como

D 9y w2
Dt ot " oy,
=<~ —

parte local  parte convectiva
en coordenadas cartesianas. Si @ = (u1, ug, u3), entonces

D 8uz + 5 ad
- = U-gr
Dt ot e

donde

q o o0 0
grad= | —,—,— | .
8331 ’ 8952 ’ 8.733
Hay muchos problemas cuya configuracion geométrica no permite que se
apliquen las ecuaciones en representacién cartesiana; por ejemplo, para

un problema que involucra tuberias se requiere que las ecuaciones estén
expresadas en coordenadas polares cilindricas.
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A continuacién expresamos la derivada total en términos de las coorde-
nadas cilindricas:

T3
T = (r,¢72)
4 U = (U, v, U))
: To ad o 10 09
I‘ pu— [
roe, & or’rdp’ 0z
¥ e
©
Er
T
Figura 1.6: Esquema de las
coordenadas cilindricas.
Por lo tanto,
D 0 0 v 0 0
— = S tug+ - tw—

Dt ot or rdyp 0z

Las lineas de recorrido o de camino son trayectorias de las particulas.
Las lineas de corriente son lineas por las cuales el vector velocidad es
tangente en un instante particular.

En general,

lineas de corriente = lineas de camino.
Sin embargo, si el flujo es estacionario, entonces:

lineas de corriente = lineas de camino.

1.4. Conservacion de masa

La densidad p es la masa por unidad de volumen p(z1, z2, z3,1)
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Figura 1.7: Flujo de fluido que cruza una superficie.

La cantidad de masa que entra menos la cantidad de masa que sale es

igual a
—/puilids,
S

donde wu;l;ds es la cantidad de fluido que cruza un diferencial de su-
perficie, ds, por unidad de tiempo, y u;l; = uily + usls + ugls = 4 - n
(proyeccién de @ sobre la normal 7).

Teorema 1.4.1 (Teorema de Divergencia). Sea Q un dominio acotado
en R? que satisface:

- La frontera S = 09 de Q) consiste de un numero finito de superfi-
cies suaves.

- Cualquier linea recta paralela a cualquiera de los ejes coordenados,
o intersecta a S en un numero finito de puntos o tiene un intervalo
completo comin a S.

Sea 1 = (ng,ny,n,) el vector unitario normal a S dirigido en la direc-
cion exterior a . Sea V.= (P,Q, R) un campo vectorial definido en la
clausura Q0 de Q tal que cada una de la funciones componentes P,Q, R
son C1(Q) y CY(Q) y supongamos que
oP 0Q OR
— 4+ — | dzdyd
/Q(G:c—i_ﬁy—i_ﬁz) rayaz
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es convergente. Entonces:

/V~VdQ = /V-nds.
Q S

Para una prueba de este teorema, véase [31]. El cambio de la masa en
el tiempo es igual a la masa que entra menos la masa que sale a través
de la frontera (superficie) del volumen

0

vV = - u - nd
8t/p /Spuns
—

masa de V'

/ 9 gy — _ / div(p@)dV.
Vv

La transformacién en la integral de la izquierda se hace considerando
que el volumen es fijo (no cambia en el tiempo) y en la integral del lado
derecho, usamos el Teorema de la Divergencia. Asi,

/ [gt +V-(p )] av =0, para todo V.
Por lo tanto,
% + V- (pi) =0 (Conservacién de Masa). (1.1)

También se conoce como la Ecuacién de Continuidad, y otra forma de
escribirla es:

representa sumatoria

0 0
0
— ; = 0.
o o)
Entonces:
dp 8p ou;
=0
ot om " T Pag,
N—
I
D,O 8uz
— = 0.
Dt + p 8301
~—
div @
Dp

Un fluido es incompresible si T 0. Esto implica que

diva = 0. (1.2)
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1.5. Conservacion de momentum o ecuacion de
movimiento

Iniciemos esta seccion presentando de manera muy fundamental lo que
es la ecuacién de movimiento para un fluido. Es una expresion en la cual
la razén de cambio de momentum de una porcién de fluido y la suma de
todas las fuerzas que actian sobre dicha porcién se igualan.

Consideremos un cuerpo de fluido con volumen V' encerrado por una
superficie S, el momentum [5] de este cuerpo se expresa como la integral,
tomada sobre el volumen, del producto de la velocidad u del cuerpo por
su densidad p; lo cual escribimos como [ up dV; es decir, la suma de los
productos de masa y velocidad de cada porciéon de volumen. Por otro
lado, la razén de cambio de este mismo cuerpo de fluido, viene expresada
como

Du

= pdV,

Dt "
observamos que es la suma de los productos de la aceleracién por la
masa en cada cada uno de los elementos que conforman el volumen V.

Cada una de las porciones de fluido tiene fuerzas, tanto de la superficie
como del volumen, que actiian en él. Denotamos al vector resultante
de las fuerzas de volumen por unidad de masa de fluido mediante F.
Asi que, la fuerza total de volumen sobre una porcién de fluido, dV es

/deV.

La i-ésima componente de la fuerza de contacto que se aplica a través
de un elemento de superficie de drea 6.5 y el vector normal 72, se puede
escribir como el siguiente producto o;;n;9S, siendo o;; el tensor de es-
fuerzos; esta fuerza también se conoce como la fuerza superficial. De esta
manera, la fuerza superficial total que ejerce la masa sobre la porcion de
fluido rodeada por la misma es [ 0;;7; dS; pero, usando el Teorema de
la Divergencia, tenemos que:

/ oijil; dS = / ‘2‘;; av.



16 Said Kas-Danouche

En conclusién, el balance del momentum para una porcién de fluido
queda de la forma

Dui
= [|F
Dt P dVv / pdV + /

Oij

003 av,
8a:j

para toda seleccién del volumen V. Por lo tanto,

Dul- aO'ij
— oF

en todos los puntos del fluido. Se puede observar que esta ecuacién di-
ferencial define la aceleraciéon del fluido en términos de la fuerza de
volumen local y del tensor de esfuerzos. Esta expresién se conoce como
la ecuacion de movimiento.

(1.3)

Cuando un fluido esta en reposo, sélo se ejercen esfuerzos normales y el
tensor de esfuerzos viene dado por la expresién

oij = —pli,
donde p es la presién del fluido estético, y dependera solamente de la pro-
fundidad del fluido, la densidad del fluido y la aceleracién de la gravedad.
Cuando el fluido estd en movimiento, no hay razones para considerar que
lo anterior sea valido, pues los esfuerzos tangenciales, en general, no son
cero, y la componente normal del esfuerzo que actia a través de un ele-
mento de superficie depende de la direccién de la normal al elemento (de
superficie). En la mayoria de los casos de un fluido en movimiento, la

nocion de una presién que actia de manera igual en todas las direcciones
se pierde.

El valor promedio de las componentes del esfuerzo normal a un elemento
de superficie [5] en la posicién z es
1 1

3% % = 30

1
= 5(0’11 + 092 + 033).

Por consiguiente, la presién en un punto de un fluido en movimiento se
puede definir como el opuesto del promedio del esfuerzo normal
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El tensor de esfuerzos o0;; lo podemos definir como la suma de una par-
te isotrépica (las propiedades en todas las direcciones son las mismas)
—pd;j, tomando la misma forma que el tensor de esfuerzos en un flui-
do en reposo (aunque el valor de p no sea el mismo para un fluido en
movimiento), y una parte no isotrépica, d;; digamos, que viene de los
esfuerzos tangenciales y elementos diagonales

oy = —péij—kdij. (14)

La parte no isotrépica d;; puede llamarse el tensor de esfuerzos deviatori-
co, o desviador como le dicen otros autores, y se debe al movimiento del
fluido. En 1843 Saint-Venant y en 1845 Stoke, obtuvieron una expresion
para d;; [5]

1
dij = 2p (‘%’j - SA%‘); (1.5)

donde A denota e;;. El pardmetro i depende del estado local del fluido,
es la constante de proporcionalidad entre la razén de la fuerza cortante y
la fuerza tangencial por unidad de area en presencia de de capas planas
de fluidos que se deslizan una sobre otra; a este parametro se le conoce
como la viscosidad del fluido. Ademds,

o 1 Guz + 8uj
6” N 2 81‘]- 8.%‘1 '

1.6. La ecuacion de Navier-Stokes

Considerando la expresién (1.5) para el tensor de esfuerzos deviatdrico,
el esfuerzo total (1.4) toma la forma

1
Oij = —péij + 2,u (6,']‘ — 3A(5i]‘>, (16)

donde

eij =

ou; auj Ouy,
<81‘j + 81}1 > Y ¢ 8xk

1
2
Substituyendo (1.6) en la ecuacién de movimiento (1.3), obtenemos:

Duy; op 0 1
= pk — |20 (e — 5865 )|,
th p a.% + Oxj |: H<€J 3 6J):|
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que recibe el nombre de la ecuacién de movimiento de Navier-Stokes.
Entonces,

Du o 0 [ (0w 0w 2 0w
P = P 0x; ox;j H ox; 0x; 370z, )|

Hay casos para los cuales la viscosidad, u, del fluido depende en gran
manera de la temperatura. Si en el campo del flujo se aprecian diferen-
cias de temperatura, necesariamente debemos considerar a p como una
funcién de posicién. Ahora, también es cierto que en muchos casos tales
diferencias de temperatura son suficientemente pequenas, para los cuales
u se puede considerar como uniforme en todo el fluido. En tal caso

Du; Op 0%u; 0 2 0
= pF, — z — (V- _ =z .
P Dt P 8:1:1 T 833? + 8SUZ (V Q) 3 8@ (v H)
Por lo tanto,
Du; Op 9 10
P i = PP 5 +M[V ”Z+3axi(v'“)] (1.7)

Un fluido incompresible es un caso especial y de gran importancia que
estudiaremos en este curso. La ecuacién de conservacién de masa (1.1),
como vimos previamente, se reduce a

V-u = 0.
En consecuencia, la ecuacién (1.7) se convierte en

D’LLZ' _ Fo_ 6p
P Dt - P 8:@

+ ,quui.
Usando notacion vectorial quedaria
2 = pF - Vp + uViu
Ppr = P& D T pVU,
que recibe el nombre de la ecuacién de Navier-Stokes incompresible.
Existen casos para los cuales la viscosidad es despreciable. En tales casos,
se obtiene la ecuacion de Euler incompresible:

Du

“= = pF — Vp.
P Dy pE — Vp
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Sin embargo, cuando el flujo es muy viscoso; en otras palabras, u es muy
grande, tenemos

pF — Vp + uV?u = 0,

que se conoce como la ecuacion de Stokes.

1.7. Condiciones de Frontera

Para completar el planteamiento de un problema especifico, se necesita
saber (o suponer) el comportamiento del fluido en la frontera donde
actua el flujo; es decir, se requieren las descripciones del problema en
las distintas partes de la frontera, sin las cuales no se podria resolver el
problema especifico. En esta seccion tratamos los casos mas comunes y
clasicos de condiciones de frontera.

1.7.1. Superficies Sélidas

Este es uno de los tipos méas comunes de frontera a la que se expone
una regién de fluido, se conoce como la pared rigida impermeable. La
condicion de impermeabilidad de una pared se refiere a que nada
del fluido deberia traspasar la pared. Si la velocidad con la cual se mueve
la pared es U y una particula del fluido que toca la pared se mueve con
velocidad @, esta condicion de frontera nos indica que las componentes
normales de ambas velocidades deben ser iguales; asi, se tiene que

w-n = U-n, (1.8)

Figura 1.8: Vector normal a la superficie.
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A menudo, se escoge un marco de referencia para el cual las fronteras
quedan en reposo. Por lo tanto, U = 0, y esta condiciéon de frontera se
convierte en

En coordenadas cartesianas, con y normal a la pared y,  y z en el plano
tangencial local a la pared, se obtiene

La condicién de no deslizamiento o condicion de adherencia
senala que entre una pared rigida y el fluido que entra en contacto con
ella, no hay velocidad tangencial relativa a ambas, lo que nos indica que

uxn = Uxn, (1.9)

y en el caso cuando se escoge un marco de referencia para el cual la
pared no se mueve; es decir, U = 0, se tiene

uxn = 0, o} u = w = 0.

Considerando ambas condiciones, (1.8) y (1.9), tenemos

En coordenadas cartesianas y escogiendo un marco de referencia para el
cual la pared no se mueve, obtenemos

u=v=w = 0.

La condicién de frontera total se refiere a que no hay movimiento
relativo entre un fluido y la pared con la cual entra en contacto.

1.7.2. Interfaces de fluidos

Aqui consideremos z = ((«,y, z) una superficie tridimensional como se
muestra en la siguiente figura
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z

z=((r,y,t)

u=(u, v, w)

Figura 1.9: Superficie z = ((z,y, 2).

Digamos que el fluido debajo de la superficie lo llamamos fluido 1 y al
que se encuentra por encima de la superficie lo llamamos fluido 2. Asi,
todo pardametro o variable con subindice 1 corresponde al fluido 1 y con
subindice 2, al fluido 2. A continuacién explicamos algunas condiciones
relacionadas con ((z,y, 2).

1. Condicién cinemadatica:

Si la interfaz, z = ((z,y,t), estd en movimiento, podemos descri-
birla definiendo F'(x,y, z,t) = 0, donde ¢ representa tiempo, y F
alguna funcién de tiempo y posicién en coordenadas cartesianas,
digamos F' = z — ((z,y,t) [8]. Como F = 0 en la interfaz para
todos los tiempos, la derivada con respecto al tiempo siguiendo
una particula material en la interfaz (la derivada material) tiene
que ser también cero. Por lo tanto,

DF
Dt
oF _
== E + UVF
o
= _E +U<—Ca:a—Cy71)
o A &
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Asi se tiene,

La condicién cinemética indica que no hay formacién de cavidades
en la interfaz.

. Continuidad de las velocidades sobre (:

Esta condicién indica que, aunque los perfiles de velocidades en
el fluido 1 y en el fluido 2 son diferentes, ambos coinciden en la
interfaz; es decir

. Continuidad de los esfuerzos:

Cabe senalar que el balance de esfuerzos estéd caracterizado por
naly = a(V.a) - V7,

donde [.]; representa la diferencia de la expresién encerrada por |.]
del fluido 1 menos la del fluido 2; ¢ = (oy;) representa el tensor
de esfuerzos; v representa la tensién interfacial; 7i.c representa el
esfuerzo (fuerza por unidad de area) que ejerce el fluido 2 sobre el
fluido 1 y el que ejerce el fluido 1 sobre el fluido 2, segtin sea el
caso (generalmente tendrd ambas componentes, la normal y la tan-
gencial); yn(V.n) representa la fuerza de la curvatura normal por
unidad de area asociada con la curvatura local de la interfaz; Vv
representa los esfuerzos tangenciales asociados con los gradientes
en la tensién superficial. Esta ecuacién recibe el nombre de Ecua-
cién del Balance de Esfuerzos. Ahora bien, en la interfaz estos
esfuerzos normales y tangenciales deben balancearse.

a) Balance de los Esfuerzos Normales (BEN 6 NSB por
sus siglas en inglés):
Aplicando el producto punto de la ecuacién del balance de
esfuerzos con la normal 7, se desarrolla el balance de los es-
fuerzos normales en la interfaz:

[n-c-ay, = —(V-n),
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donde el lado derecho representa la fuerza de curvatura por
unidad de drea. Asi, tenemos

- 1 1
_ = 11
n-0-nly, = —v <R1 + R2> sobre z = ((z,y,1),
donde v es el coeficiente de tensiéon superficial y Rl_1 y Ry !
son las curvaturas principales. R; y Rs son los radios de cir-
cunferencias circunscritas a la interfaz.

Punto sobre la superficie

Figura 1.10: Radios de las circunferencias circunscritas en una superficie.

Los esfuerzos normales son las componentes normales de la
fuerza superficial que acttia a través de un elemento de la su-
perficie plana paralela a los planos coordenados. El salto en
los esfuerzos normales que atraviesan la interfaz debe balan-
cear la fuerza de curvatura por unidad de area. Observamos
que una superficie con curvatura no cero expone un salto en
los esfuerzos normales a través de la interfaz.

Balance de los Esfuerzos Tangenciales (BET 6 TSB
por sus siglas en inglés):

De manera similar que en BEN, tomamos el producto punto
de la ecuacién del balance de esfuerzos con el vector unitario
tangente, ¢, a la interfaz. De esta manera, se desarrolla el
balance de los esfuerzos tangenciales en la interfaz:

[-G-nly = —Vgy-T  alolargo de la superficie,

donde £ es el vector unitario tangencial (a la superficie) y V
es el gradiente de superficie.
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FEl lado izquierdo representa el salto en las componentes tan-
genciales del esfuerzo hidrodindmico en la interfaz, tiene sélo
gradientes de velocidad, no hay presién; por lo cual si en el
lado derecho se tiene un V¢v no cero en la interfaz del fluido,
esto conducird a movimiento. El lado derecho representa los
esfuerzos tangenciales asociados con gradientes en 7, como
podria resultar de gradientes en temperatura o composiciéon
quimica en la interfaz.



Capitulo 2

Flujos incompresibles

En términos generales, un flujo de fluido es incompresible cuando su vo-
lumen no cambia en el tiempo; por ejemplo, los liquidos. Sin embargo,
los gases cuando estdn expuestos a presién (posiblemente por la accién
de reducir la superficie del envase que los contiene), cambian su volu-
men (en este caso se comprimen); por lo cual son compresibles. En este
capitulo estudiaremos algunos flujos incompresibles como, por ejemplo,
flujo laminar incompresible y confinado a dos capas, flujo no viscoso,
entre otros. También dedicamos una seccién para estudiar el ndmero de
Reynolds.

2.1. Fluido ideal

Un fluido ideal es incompresible y no tiene friccién [33]. Suponer un
fluido como ideal es 1til cuando se analizan flujos en problemas que
consideran grandes cantidades de fluido; por ejemplo, los mares. Un
fluido ideal satisface las siguientes condiciones o ecuaciones [33]:

(a) La ecuacién de continuidad 6 conservacién de masa para fluidos
incompresibles V-u = 0, ¢

ou ov ow

Tyt -

(b) La segunda ley del movimiento de Newton en cualquier punto y en
cualquier instante. Esta ley no es més que la ecuaciéon de Navier-

25
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Stokes para fluidos con densidad constante:

Du

2
/= _ _ F.
th Vp + uVeu + p

(¢) El flujo no puede penetrar ninguna frontera sélida, ni se pueden
formar vacios entre la frontera y el fluido.

2.2. Flujos ideales

Un flujo ideal es aquel flujo de un fluido ideal; en otras palabras, es el
flujo de un fluido que se asume que no tiene viscosidad; es decir, no tiene
friccién interna; por lo tanto, no soporta esfuerzos cortantes y fluye sin
disipacion de energia y, por consiguiente, no hay esfuerzos tangenciales
entre dos capas vecinas. A este tipo de flujo también se le denomina
flujo no viscoso 6 flujo perfecto. Hay problemas que se simplifican
mucho cuando se considera que el fluido bajo estudio es no viscoso o que
su viscosidad es tan pequena que puede ser despreciable. Sin embargo,
hay que tener cuidado cerca de la frontera del fluido pues la capa fron-
teriza tiene una influencia importante.

Asumir que un flujo es no viscoso, por lo general, es valido en aquellos
problemas en los cuales las fuerzas viscosas son pequenas comparadas
con las fuerzas inerciales. Cuando las fuerzas viscosas se consideran des-
preciables, las ecuaciones de Navier-Stokes se simplifican y se convierten
en las ecuaciones de Euler:
Du
P Dt
Un parametro adimensional que aparece en la ecuaciones de Navier-
Stokes, se conoce con el nombre de nimero de Reynolds y relaciona
las fuerzas inerciales con las fuerzas viscosas del flujo de fluido. En la
siguiente seccién estudiaremos este parametro y cémo se caracterizan a
los flujos segun el valor que tome.

= —Vp + pF.

2.3. EIl nimero de Reynolds

La naturaleza de un flujo dado de un fluido incompresible se caracte-
riza por su numero de Reynolds. Determinar si el flujo es turbulento o
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laminar, o si tiene una tendencia de turbulento a laminar o viceversa,
dependera del valor que tome el niimero de Reynolds asociado a ese flujo.

El irlandés Osborne Reynolds (1842-1912) realizé notables contribucio-
nes en dinamica de fluidos, y a él es que se debe la existencia del niimero
de Reynolds. Se gradué de matematico en la Universidad de Cambridge
en 1867. Estudié las condiciones en las que un fluido confinado en un
cilindro circular cambiaba de su estado laminar al régimen turbulento.
El ntimero de Reynolds llegd a conocerse en 1883 cuando se publica su
articulo [29].

Reynolds llegé a la conclusion de que si se tienen dos problemas de flujo
geométricamente similares, éstos serian dindmicamente idénticos si am-
bos poseian ecuaciones diferenciales generales equivalentes. He aqui don-
de el nimero de Reynolds cobra importancia. Al re-escalar las unidades
de longitud, de tiempo y de masa usando cantidades caracteristicas del
mismo problema dado, Reynolds obtuvo la expresién adimensional ulp/pu
igual para ambos casos. La variable u es la velocidad caracteristica que
se describe usando la longitud y el tiempo caracteristicos utilizados para
hacer el re-escalamiento, p es la densidad de masa y p es la viscosidad,
ambas dadas por el problema. Esta expresién adimensional es la que se
conoce como el nimero de Reynolds (R.). Asi, escribimos

ulp
"

R, =

Cuando R, toma valores grandes, significa que al menos uno de (podrian
ser todos) los términos del numerador tendria(n) que ser grande(s) en
comparacién con el valor del denominador. Interpretando lo dicho pre-
viamente, del numerador tendriamos una gran extension de fluido, al-
tas velocidades y altas densidades; del denominador se induce que las
viscosidades son extremadamente pequenas, o combinaciones de tales
cantidades. Las variables del numerador estdn relacionadas con las fuer-
zas inerciales, éstas son causadas por la aceleracion o desaceleracién del
fluido. La variable en el denominador es el motivo de las fuerzas cortan-
tes viscosas. De esta manera, el niimero de Reynolds puede considerarse
como la relacién entre las fuerzas inerciales y las viscosas.
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En general, a medida que el nimero de Reynolds crece, la intensidad
de la turbulencia aumenta. Cuando los efectos inerciales como los de la
viscosidad son importantes, el nimero de Reynolds (R.) toma valores
intermedios. Por ejemplo, en cilindros circulares (para otras configura-
ciones, lo que sigue varfa) si R, < 2100 significa que el flujo es laminar,
si Re > 3000 significa que el flujo es turbulento. Para valores de R, entre
2100 y 3000 decimos que el flujo estd en régimen de transicion, las capas
se van ondulando variablemente en el tiempo pero no se mezclan.

En conclusién, el nimero de Reynolds provee una medida usando los
resultados experimentales obtenidos con cierto flujo, para pronosticar
el comportamiento de otros flujos de fluido. Sin embargo, todavia no se
conoce a ciencia cierta el mecanismo y los motivos por los cuales un flujo
es laminar o turbulento.

2.4. Flujo incompresible restringido por pare-
des

En esta seccién se considera el caso de flujos delimitados por paredes
donde la capa fronteriza puede tener efecto completamente a través de
todo el flujo.

Supongamos que tenemos un flujo horizontal con un extremo inmerso
en un embalse, como se muestra en la siguiente figura:

B

U u

/A ~— Longitud de transicion L —

Figura 2.1: Tubo horizontal con un extremo inmerso en un embalse.

En la secciéon AB, cerca de la entrada, que seria en realidad la conexién
con el embalse, la velocidad tiene un perfil, a través de la seccién trans-
versal, casi uniforme. En vista de que las moléculas del fluido que tocan
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la pared, permanecen adheridas a ella, el esfuerzo cortante hace que el
fluido se retarde cerca de la pared. Como consecuencia de la continuidad,
después de cierta longitud, se puede observar que la velocidad es mayor
en la regién central. A partir de esa longitud que llamaremos ‘longitud
de transicion’ y denotaremos por l~/, el perfil de la velocidad deja de
cambiar, pues ahi los efectos de la pared alcanzaron la linea central del
cilindro.

La longitud de transicion depende del niimero de Reynolds; por ejemplo,
Langhaar [22] en su investigacién logra desarrollar una férmula, para un
flujo estacionario en un tubo recto, en la cual relaciona la longitud de
transicién, L, con el ndmero de Reynolds, R., como sigue:

L
5 = 0.058R,

la cual coincide muy bien con los resultados observados.

2.5. Flujo completamente desarrollado

Son aquellos flujos que han alcanzado un estado en el cual su perfil de
velocidad no cambia méas a medida que pasa el tiempo; esto debido,
principalmente, a que los efectos de las fronteras alcanzaron su limite.

A continuacién consideremos el flujo laminar completamente desarrolla-
do entre paredes fijas

u

Figura 2.2: Flujo laminar completamente desarrollado entre paredes fi-
jas.

Podemos observar que la velocidad solo depende de y; y, ademas, tiene
un maximo en el centro y toma el valor cero en las paredes. La distri-
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bucién de velocidad es simétrica con respecto al eje . La ecuacién de
movimiento, usando las ecuaciones de Navier-Stokes, viene dada por:

dp d’*u
0= -2 g
dx“‘(dy?)’

con u =0 paray = h,y du/dy =0 para y = 0.
Integrando la ecuacién anterior con respecto a y, obtenemos
du dp
'udy C dx
y utilizando la condicién de frontera du/dy = 0 para y = 0, se obtiene
A = 0. Volviendo a integrar con respecto a y, tenemos:
ldp ,
= - — + B,
2 dx Y
y utilizando la condicién de frontera que nos queda, u(h) = 0, se obtiene:

1
B = —ipth.

y+ A,
nu

Asi, la solucion es:
Ldp, o 2
= ——(y* — h°).
u(y) = 5 L (y )

2.6. Flujo de Poiseuille

El flujo de Poiseuille es un flujo laminar completamente desarrollado que
puede ocurrir, bien sea entre dos placas rigidas fijas, o en un tubo de
corte transversal circular. El caso de flujo laminar entre dos paredes fijas
yva lo vimos en la seccién anterior.

A continuacién estudiaremos el caso del flujo laminar dentro de un ci-
lindro circular, como se muestra en la siguiente figura:

R

T

Figura 2.3: Flujo laminar dentro de un cilindro circular.
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La ecuacion de movimiento, usando las ecuaciones de Navier-Stokes en
coordenadas cilindricas, en este caso viene dada por:

dp 1d du
a v <_Mdr> =0

d®u  1du dp
Pl T = )
dr rdr|  dx
considerando que la viscosidad, p, es uniforme. Las condiciones de fron-
tera vienen dadas por: u(R) = 0 y (0u/0r)(0) = 0. Integrando con
respecto a r, obtenemos:

Por lo tanto,

du_ldp2

rdr 24 dr. +A.

Usando la condicién de frontera (0u/0r)(0) = 0, se obtiene A =0, y la
ecuacién nos queda con la forma:

du 1 dp

— = ——r.

dr  2udz
Volviendo a integrar con respecto a r, tenemos:

1 dp 5
o
4u dx

+ B,

y usando la condicién de frontera que nos queda, u(R) = 0, obtenemos

L dp
B=———
4,ud93R

Asi, la solucién queda expresada como

1 dp

2
4,ud:n( - &),

u(r) =

2.7. Flujo de Couette

Segun la geometria del problema, el flujo de Couette se clasifica en dos
tipos: flujo de Couette rotatorio y flujo de Couette plano [28]. En el
primer caso, el flujo se encuentra entre dos cilindros concéntricos en los



32 Said Kas-Danouche

cuales uno de ellos mantiene un movimiento rotatorio; el segundo ocurre
entre placas paralelas donde una de ellas se mueve lateralmente en su
propio plano. En este curso, trataremos sélo el caso de flujo de Couette
entre placas paralelas.

Flujo de Couette plano: Consideremos un flujo laminar completa-
mente desarrollado entre dos placas paralelas horizontales. Supongamos
que la placa superior se mueve a una velocidad constante U y la placa
inferior permanece fija.

Z

Figura 2.4: Flujo de Couette entre dos placas paralelas.

En este problema tenemos u = (u,0,0), con u # 0, que es la componen-
te de velocidad en la direccién x y cambia dependiendo de y, como se
puede ver en la Figura 2.4.

Usando las ecuaciones de Navier-Stokes, obtenemos la siguiente ecuacion
de movimiento para este problema:
d’*u _dp
'udy2 dx’
con las siguientes condiciones de frontera: uw = 0 paray =0,y u = U

para y = h. Resolviendo, de manera similar a los problemas anteriores,
obtenemos:

U 4 1 dp (
u=— ——
h J 2u dx 4
Si suponemos que U = 0, el problema se transforma en un problema

para flujo de Poiseuille, con

2 — hy).

1 dp

2
= —Pu2_h
u 2Mdm(y Y),
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mostrando claramente que el perfil de velocidad es una parabola.

Si, por otro lado, suponemos que no hay gradiente de presién; es decir,
dp/dx = 0, entonces la distribuciéon de la velocidad, u, toma la forma de
una linea recta, como podemos ver a continuacion:

2.8. Flujo laminar, incompresible y permanente
entre placas paralelas e inclinadas

Consideremos un fluido que permanentemente fluye entre dos placas
paralelas, inclinadas un angulo 6 con respecto al piso. Supongamos que
el flujo es laminar, y que la placa superior se mueve a una velocidad
constante U. El caso especial cuando ambas placas son fijas se obtiene
cuando U = 0.

Figura 2.5: Flujo de Couette entre dos placas paralelas inclinadas un
angulo 0 respecto a la horizontal.
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Aqui, u = (u,0,0), con u # 0, representa el perfil de la velocidad en
la direccién [ y cambia segin “y” cambia. También, F' = (F1,0,0), con
Fy = gsin#; pero, de la figura, sabemos que: sinf = —9h/0l. De esta

manera, tenemos

pF = (pgsin0,0,0) = <—’y%};,0,0) ,

donde v = pg. Usando las ecuaciones de Navier-Stokes:

(‘Lu_i_ 8u+ 8u+ ouy B oh 3p+ @4_@4_@
o " ar TVay TWaz) T TP T a2 T 92 T 922
obtenemos:
oh 8p d’*u

0 = =79 ~ o THae

pero, p = p(l) y h = h(l) unicamente, entonces:

M;ZZZ— jl(ervh)

Ahora, integrando con respecto a ¥y, encontramos:

uszyZ(p+*yh)+A.

Integrando una vez mas con respecto a y, obtenemos:
1 o d A
u=— <p+yh)+—y+B.
dl 7

Ahora, considerando las condiciones de frontera: u = 0 para y = 0, y
u = U para y = a, tenemos

0 = uly=0=0+0+B, = B=0,
2

a® d Aa
(y=a) 2% dl( ) u
d

A= %U_gdz(pJ”h)'
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Por lo tanto,

encontrando lo que buscabamos.

Ahora, si quisiéramos conocer el caudal, , que pasa por medio de una
seccion transversal fija, lo que se hace es integrar a u con respecto a y
considerando toda la distancia entre las placas; es decir

Por otro lado, para el caso cuando la placa superior no se mueve; es
decir, U = 0, se tienen las condiciones de frontera: u = 0 tanto para
y = 0 como para y = a. En este caso, obtenemos B =0y

ad
A=———(p+~h).

u = ;/le(ervh) (y* — ay),

Ejemplo 2.8.1. Consideremos una placa que se mueve con respecto
a la otra como se muestra en la figura 2.6. Aqui u = 0,1 N.s/m? y
p =925K,/m?>. Hallar el perfil de velocidades y el caudal.

Solucion.
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Figura 2.6: Flujo laminar entre dos placas paralelas inclinadas.

EnA: p++yh = 1750 +925% 9,806 * 3 = 29111,5
EnB: p+~h = 600+ 925%9,806 %0 = 600,0
d 600 — 29111, 5 —928511,5
f(pr ) — ’ — '~ = 5702, 3.
dl V(0 —4)2+(3-0)2 5
De la figura vemos que a = 0,012 m, U = —1,2 m/s, entonces:
U 1d
= Ly h) _ g2
u(y) Y 2udl(p+v (ay —y7)
—1,2 1
= —y - —5702 12y —y*
= —100y + 342,138y — 28511, 54>
Suly) = 242,138y — 28511, 552

En cuanto al caudal, calculamos la integral de u con respecto a y

0,012 0,012
Q= / udy = [121,0694% — 9503, 833 y3]0 =0,0010113m?/s.
0



Capitulo 3

Movimiento irrotacional.
Teoremas integrales

En la atmésfera, bajo un régimen turbulento, se puede observar la exis-
tencia o aparicién de conmociones atmosféricas, tempestades y/o remo-
linos de escalas espaciales y temporales muy variadas. Por ejemplo, uno
de estos fenémenos importantes es el ciclén, caracterizado por un cen-
tro de presién y vientos que giran a su alrededor. En este capitulo, se
tratan dos cantidades fisicas relacionadas con la rotacion, éstas son la
vorticidad y la circulacion.

El hecho de que en un campo vectorial aparezcan estructuras rotantes,
conduce a la introduccién del operador vectorial rotacional. Si en una
region de fluido, sus particulas rotan alrededor de un eje cualquiera,
decimos que estamos en presencia de un flujo vértice o que el flujo es
rotacional. Si, por el contrario, las particulas no rotan decimos que el
flujo es irrotacional. En mecanica de fluidos, al rotacional del campo
de velocidades se llama vorticidad, que estudiaremos de inmediato.

3.1. Vorticidad

La vorticidad es una cantidad que ayuda a cuantificar localmente la
rotaciéon de un fluido. En matemaéticas, la vorticidad, w, de un fluido se

37
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define como el curl del vector velocidad u; es decir,
w=-curlu=V X u.

En fisica, la vorticidad se representa mediante un vector que posee la
misma naturaleza que el vector de velocidad angular. El producto V x u
viene definido como

i j k
— 0 o) o)
u v w

_ aﬂ_@ i_|_ @_aﬂ ?_'_ @_% f{
- \ody 0z 92 oz )? ox Oy)

Claramente, las componentes de w son:

0w v ou 8710 ov Ou

oy o T o T o oy

Wy

Muchos de los problemas a resolver corresponden a flujos rotacionales
que se desarrollan dentro de cilindros o tuberias, en cuyos casos conviene
usar coordenadas polares cilindricas:

_ 10u.  Oug
W= r 0¢ 0z
v — 8ur_8uz
¢ T oz or
0 1 Ou,
w, = "o, %u 10u

r+8r r 0¢

3.2. El caso de fluido no viscoso

En muchos casos practicos el patron general de un flujo estd compuesto
de dos regiones: la capa fronteriza, que es la region del flujo que con-
tiene una parte en contacto con las paredes del objeto, y la regién de
flujo externo, que corresponde al flujo fuera de la capa fronteriza. En
la capa fronteriza, las fuerzas viscosas cobran importancia, es en esta
region donde la vorticidad esté presente.
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Una manera en la que se puede generar vorticidad es mediante el con-
tacto del fluido con las fronteras sélidas, al considerar la condicién de
no deslizamiento. Por efectos de la viscosidad, la vorticidad se va di-
fundiendo a medida que se va alejando de la frontera hacia la parte
mas interna del fluido; es decir, a medida que se aleja de la frontera séli-
da y a causa de los efectos de la viscosidad, la vorticidad se va apocando.

A pesar de que, desde el punto de vista tedrico, es posible que en un
fluido no viscoso exista vorticidad, generalmente, podemos identificar
regiones con viscosidad despreciable y que satisfacen las condiciones de
flujo irrotacional [21]; es decir, espacios del flujo donde la vorticidad
w llega a ser cero.

En la regién de flujo externo, la viscosidad es despreciable y el flujo es
casi irrotacional en cardcter. En este capitulo, consideramos la regién
de flujo externo, donde las fuerzas viscosas son despreciables. Esto nos
lleva a estudiar la ecuacién de Euler en la siguiente sub-seccion.

3.2.1. La ecuacién de Euler:

En el capitulo 1, derivamos la ecuacién de Euler (1.8), para el movimien-
to de un fluido no viscoso [32], la cual re-escribiremos a continuacion:

u
Z= F. 3.1
Py Vp+ pF (3.1)

Podemos expresar la fuerza corporal, F', como el gradiente de un poten-
cial escalar v; asi,
F = _vwv

y la ecuacién de Euler toma la forma:
L _gy_ly (3.2)
D= p D. .
Por otro lado, si consideramos la identidad:

(w-V)u= év (gz) —u X curl u, (3.3)
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y en vista de que la vorticidad se define como w = curl u, la ecuacién
de Euler (3.2), usando (3.3) y la definicién de derivada total

queda expresada de la siguiente manera:

ou 1 9 B 1
Ejtﬁv(g)fgxw—*vwfgvp- (3.4)

En las tres siguientes sub-secciones analizaremos los casos de flujos: es-
tacionario, irrotacional, y la combinacién de ambos.

3.2.2. Caso de flujo estacionario:

Decimos que un flujo es estacionario cuando no cambia en el tiempo, lo
que significa que su perfil de velocidad es siempre el mismo; asi, se tiene
OJu/0t =0, y la ecuacién (3.4) toma la expresién

u2

;Vp—i- \Y4 <2> +VYy = uxuw. (3.5)

El producto u X w es una cantidad vectorial, que es siempre perpendicu-
lar al vector velocidad u. Lo que nos indica que, si integramos la ecuacién
(3.5) a lo largo de una linea de corriente, siguiendo el movimiento del
fluido, que en este caso estd bajo condiciones de flujo estacionario, no ob-
tendremos contribucién alguna del lado derecho. Por lo tanto, al integrar
(3.5) siguiendo una linea de corriente, resulta la siguiente ecuacién

1 1
/ —dp + §Q2 +1 = constante, (3.6)
p

donde la constante se produce segun la linea de corriente a lo largo de
la cual se integre.

Supongamos que la fuerza corporal F en la ecuacion (3.1) corresponde a
la fuerza provocada por la gravedad terrestre. En este caso, el potencial
escalar 1) quedarfa representado por gz, y (3.5) se transforma en la muy
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conocida ecuacién de Bernoulli para flujos no viscosos que se desarrollan
a lo largo de una linea de corriente:

1 1

/ —dp + if + gz = constante,
p

con la constante que viene de la linea de corriente que se sigue. Si,

ademas, la densidad es constante, obtenemos la ecuacién

1
-p+ §u2 + gz = constante.
Es interesante saber qué sucede cuando no hay vorticidad en el sistema
que se estd estudiando. Esto es lo que estudiaremos en la siguiente sub-
seccion.

3.2.3. Caso de flujo irrotacional:

Un flujo es irrotacional cuando su vorticidad, w, es cero en todos los
puntos del fluido. Hay problemas que tienen vorticidad; pero, es tan
pequena que se desprecia y el flujo se considera irrotacional. En esta
situacién, la ecuacién de movimiento de Euler, (3.4), se transforma en:

ou 1 1

= = I (ud) = Vo — ZVp. 3.7
Si consideramos que tratamos con fluidos incompresibles; es decir, p
es constante, la ecuacion anterior se puede factorizar con respecto al
operador V y quedaria expresada de la siguiente manera:

ou 1 1,

Hasta aqui hemos visto lo que sucede si el flujo es estacionario o si el flujo
es irrotacional. Sin embargo, hay casos en los cuales el flujo es a la vez
irrotacional y estacionario, esto es lo que estudiaremos a continuacion.

3.2.4. Caso de flujo estacionario e irrotacional:

Ya hemos hemos dicho que un flujo es estacionario cuando no cambia
en el tiempo; es decir, su perfil de velocidad es siempre el mismo, y es
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irrotacional cuando su vorticidad, w, es cero en todos los puntos del
fluido. Bajo estas consideraciones, la ecuacién de Euler (3.4) toma la
formas:

1 1
—Vp+V (u2> + Vo = 0.
P 2

Si, ademas, el fluido es incompresible, la ecuacién de puede factorizar
con respecto al operador V, quedando:

u2+zp> = 0. (3.8)

El paso siguiente es integrar la ecuacién (3.8), lo que resulta en la ecua-
cion para flujo irrotacional incompresible estacionario

u>+19 = constante, (3.9)

N

1
p

donde la constante en este caso es la misma para todas las lineas de
corriente. Y una vez mas, si la fuerza corporal es producida sélo por
la gravedad, entonces el potencial escalar 1) seria igual a gz y (3.9) se
transforma en la famosa ecuacion de Bernoulli:

1 1,
-p+ 5@ + gz = constante,
p

donde la constante es la misma para todas las lineas de corriente.

3.3. Flujo irrotacional y potencial de velocidad
en tres dimensiones

Aqui se estudia la relacién que hay entre un flujo irrotacional y la exis-
tencia de un potencial de velocidad. Para ello definimos, a continuacién,
lo que es un campo vectorial conservativo.

Definicion 3.3.1. Un campo vectorial u se describe en términos ma-
temdticos como conservativo si el vector u se puede erpresar como el
gradiente de un potencial escalar ¢ cuyo valor depende sélo del vector
POSICION T.
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No es dificil probar que si u = V¢, entonces curl u = 0, y viceversa. Asi,
cuando estudiamos un flujo irrotacional, donde tenemos curl v = 0 por
definicién, entonces la velocidad la podemos definir como el gradiente de
un potencial ¢ de velocidad. En general, por conveniencia introducimos
un signo negativo tal que cuando un gradiente decae produce un valor
positivo para la velocidad u, y asi definimos el potencial velocidad como

u = —Vo. (3.10)

De esta manera, la ecuaciéon de continuidad para flujo incompresible,
divu=0 6 V- -u=0, se convierte en la ecuacién

div V¢ = 0.

Esta ecuacion se puede re-escribir, usando la notacién div V = V2, como
V2¢ =0, la cual es muy difundida y ampliamente conocida y aplicada,
la ecuacion de Laplace.

Entonces, jen qué consiste hacer un anélisis matematico de un flujo irro-
tacional? Consiste en encontrar soluciones a la ecuacion de Laplace que
satisfaga ciertas condiciones de fronteras que estén bien especificadas en
el problema a resolver. Por ejemplo, se podria considerar la aplicacién de
la condicién de frontera en la cual, para todos los puntos de una superfi-
cie sélida, la componente de velocidad del fluido, normal a la superficie
del mismo, sea cero; pero, con esta condicién no podemos satisfacer el
requisito de no deslizamiento en la superficie sélida.

Es asi como, al resolver la ecuacion de Laplace, lo que realmente hace-
mos es hallar una distribucion de velocidad que satisfaga la ecuacién de
continuidad que conlleva en si vorticidad igual a cero.

Si queremos encontrar o calcular la distribucion de presién en el fluido,
entonces lo que hay que hacer es resolver usando la ecuacién de Euler o
de Bernoulli.

En fisica matematica, la ecuacion de Laplace aparece en muchas ocasio-
nes pues es la ecuacién basica que gobierna la distribucion espacial del
potencial en la teoria electrostatica, magnetismo y campos gravitacio-
nales newtonianos.
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3.3.1. Analogia entre flujo de fluido irrotacional y elec-
trostatica

Para lograr entender mejor los flujos irrotacionales, se ha observado que
existe una fuerte analogia entre éstos y la electrostatica, que estudia las
interrelaciones entre cargas eléctricas en reposo. Para ello se introduce el
concepto de un punto fuente lo cual es el equivalente a un punto de carga.

En vista de que la masa, normalmente no se puede crear o destruir,
entonces un punto fuente o sumidero no podria, normalmente, existir en
el mundo fisico real. Asi que, el enfoque méas préximo a un punto fuente,
en el ambito de ingenieria, seria un capilar de didmetro infinitesimal a
través del cual sale fluido bajo presién a un pequeno distribuidor esférico
y sumergido en el fluido; sin embargo, este concepto presenta algunas
dificultades obvias. A pesar de ello, si se asume que tal fuente pudiera
existir con una razén de flujo de volumen Q m3/s y que se tiene simetria
esférica, la velocidad radial con la que la fuente emite el fluido tendria
la expresién
Q

= 3.11
Uy A2’ ( )

donde la variable r corresponde a la distancia radial que se mide desde
el punto fuente. Por cierto, este resultado viene debido a que el area de
la superficie de una esfera de radio r es 4mr2.

Como, bajo condiciones de flujo irrotacional, la velocidad estd relaciona-
da con el gradiente del potencial mediante la definicién (3.10), la ecua-
cién para la velocidad radial, (3.11), puede ser re-escrita como sigue:

99 @

or  4nr?’

(3.12)

Ahora, para obtener el potencial, ¢, integramos (3.12) con respecto a r,
y obtenemos

¢ = g + Ca
4y
donde C' es la constante de integracion. Considerando el potencial de

velocidad igual a cero cuando el radio es infinito, se llega a la conclusién
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de que C' = 0; asi, tenemos que el potencial de velocidad para un punto
fuente viene expresado por

¢=—. (3.13)

En la teoria de electrostatica se obtiene un resultado muy similar, pero
reemplazando la cantidad Q/(47) con la carga electrostatica e. Si segui-
mos la analogfa, la cantidad @/(47) en la ecuacién (3.13) se conoceria
como la fuerza de la fuente.

Si en la ecuacién del potencial de velocidad para un punto fuente (3.13),
se introduce un signo negativo, obtenemos la funcién potencial para un
punto sumidero. Las fuentes y los sumideros se pueden comparar, en
electrostatica, con las cargas positivas y negativas; la combinacién de
una fuente y un sumidero, a una distancia pequena J, entre ambos, es
similar a un dipolo. En electrostatica, el momento de un dipolo se de-
fine como el producto de la carga e y la distancia de separacién .. De
manera similar, la magnitud m de un dipolo o doblete en un flujo de
fluidos la podemos definir como el producto Qg

4

Fuente Sumidero

Figura 3.1: Dipolo: una fuente y un sumidero.

Ahora, es importante poder definir la funcién potencial para un dipo-
lo. Se puede representar por la suma del potencial de la fuente mas el
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potencial del sumidero, y se puede expresar de la siguiente manera:

¢ = o1+ P2
R AR TE
N 471'7'1 471'7”2 - m ™ T2

_ m(l 1
G\ )

Observando en la siguiente figura, encontramos que ro = 11 — d, cos 6,

Figura 3.2: Relacion entre las distancias radiales de una fuente y un
sumidero.

Si a medida que hacemos decrecer J,., incrementamos ) de tal forma que
el valor de m permanezca constante, se tiene que la funcién potencial
para un dipolo se puede transformar en

Q (1 1\ _m(1 1
o= w5 (n)
. m T — T2
~ (ry—r9)/cosh ( 1T )

1
= —mecosf (> ,
r1r2

si, ademds, suponemos que r = rq = ro, entonces obtenemos

m
¢ = ——5cost,
r

y ¢ también recibe el nombre de funcién potencial para un doblete de
momento m que se encuentra ubicado en el origen.
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Patrones de flujo axisimétrico tridimensional

En esta seccién se estudia cémo, combinando fuentes, sumideros y do-
bletes con movimientos de corriente uniforme paralelos al eje, pueden
construirse graficamente ciertos patrones de flujos axisimétricos tridi-
mensionales.

La funcién potencial para una corriente uniforme de izquierda a derecha
paralela al eje x se representa, sin pérdida de generalidad, como ¢ =
—Upzx, donde Uy es la velocidad de la corriente.

Uo
r T=rcost
0
X
Figura 3.3: Velocidad de corriente Uy.
De esta manera, ¢ = —Upr cos 6.

3.3.2. Corriente uniforme en presencia de una fuente en
el origen

Consideremos un flujo uniforme que se mueve hacia el origen, punto en
el cual se encuentra con una fuente, como se ilustra mediante la siguiente
figura,
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U()

razon del
flujo de .
volumen ()

— —a—

La velocidad de la fuente y
la velocidad de la corriente se igualan.

Figura 3.4: Corriente uniforme con una fuente en el origen.

Esta combinacién de una corriente uniforme con una fuente, nos da un
potencial de velocidad que se puede expresar mediante la férmula

¢ = —Uprcosf + 9
47,

De ahi que, la componente radial de la velocidad, u,, en un punto defi-
nido por las coordenadas esféricas r, 8, quedaria expresado, después de
derivar con respecto a r, de la siguiente forma

9¢ Q
U= 5o :U()COSQ—I—W. (3.14)
Observando con cuidado en la Figura 3.4, en el punto E, tenemos
0 or|,_, A4mr?|._, 4ma?

we ./ Q
AnUy°

En la misma figura, 8§ = 0 define el eje de simetria para puntos a la
derecha del origen y 8 = 7 define el eje de simetria para puntos a la
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izquierda del origen. Asi, si evaluamos u,., usando la ecuacién (3.14), en
el punto E; es decir, evaluamos la velocidad radial en el punto F, que
se encuentra ubicado sobre el eje de simetria determinado por 8 = 7 y
r = a, se obtiene:

Q
ur(r=a,0 =7) = Uycosm + P
ur(a,m) = —Uy+ QQ =-Uy+Uy=0,
7T47rU()

resultado que coincide con lo que se esperaba.

Si volvemos a la Figura 3.4, notaremos que se forma una envolvente con
la lineas de corriente separadas. Esta envolvente separa el flujo de vo-
lumen asociado con la corriente uniforme del flujo de volumen que se
origina de la fuente. En vista de que no puede haber flujo que traspase
la envolvente, en teoria, esta superficie se podria reemplazar por una
frontera sélida y asumiendo que la condicion de no deslizamiento en la
frontera no se satisface.

Por otro lado, podemos calcular el didmetro, dy, de la envolvente; ob-
servemos que a cierta distancia suficiente corriente abajo, las lineas de
corriente comienzan a ser nuevamente paralelas; dentro de la envolvente,
la velocidad del fluido debe ser igual a la velocidad Uy de la corriente
principal, que es la que estd fuera de la envolvente. Es asi como se tiene

dy = 2Rsin€.

Asi, para obtener el patrén de flujo tedrico para otros problemas, es posi-
ble usar un procedimiento similar. Por ejemplo, lograr obtener el patron
de flujo para una corriente uniforme que fluye pasando un cuerpo de
revolucién de forma ovalada. Esto es posible lograrlo si combinamos el
potencial de velocidad para una fuente y el potencial de velocidad para
un sumidero, localizados a una distancia de separacion finita sobre el
eje, con el potencial de velocidad para una corriente uniforme.

Si hacemos tender a cero la distancia entre la fuente y el sumidero, el
problema se convierte en el problema limite de un flujo de corriente
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uniforme con un doblete de magnitud m en el origen y para el cual la
funcién potencial es

¢ = —Uprcost — @2 cos 6. (3.15)
T
De esta manera, la componente radial de velocidad, u, = —0d¢/0r, se

puede hallar usando la expresién para ¢ en (3.15), obteniendo

2
Up = —<—U0€OSG+ZLCOSQ>
r

2m
= (UO - — ) cosf,
r

para cualquier punto (r, #) en el flujo. En términos generales, u, sera cero
cuando Uy — 2m/r® = 0; es decir, cuando

m 1/3
r="rg = Uio .

La interpretacién de lo anterior indica que a través de la superficie esféri-
ca de radio 7g, el flujo es nulo; por lo tanto, el potencial de velocidad
para un doblete que hallamos, y que estd dado por (3.15), se cumple o
se satisface para valores de r mayores que r¢; en otras palabras, corres-
ponde al potencial de velocidad para el flujo de una corriente de fluido
no viscoso ideal que pasa una esfera de radio rg. En la siguiente figura
se ilustra el patréon de dicho flujo

Uo

il

1T

i
1T

Figura 3.5: Flujo de fluido no viscoso que pasa una esfera de radio rg.
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Ugrd
Al sustituir m = 02 9 en la ecuacién (3.15), obtenemos:
U, 3
¢ = —Uprcosf — 070 o5 6
272

1rd
f— —UoT‘ (1 + 27"(;) COS 9

Para flujos de fluido con nimero de Reynolds grande y que pasan una
esfera, la expresion en la ecuacion anterior es un modelo que genera lineas
de corriente, cuyo patrén coincide muy bien con las lineas de corriente
observadas sobre la mitad frontal de dicha esfera.

3.4. Circulacion

En dinamica de fluidos, la circulacion es el flujo en torno a una curva
cerrada. En términos fisico-matematicos, se puede definir como la inte-
gral de la velocidad a todo lo largo de la curva e integrada alrededor del
circuito que encierra el drea por donde pasa el fluido; en otras palabras,
es la integral de linea, tomada alrededor de la curva que acota el drea
del fluido, de la componente de la velocidad tangente a la curva; y usual-
mente, se denota por I'. Entonces, alrededor de cualquier ciclo cerrado
en el fluido, la circulacion se define como

I = %u-dl:/curlu'ds:/w-ds.

Esta integral, por convencion, se lleva a cabo en el sentido antihorario;
es decir, contrario al de las agujas del reloj. Si se realiza en el sentido
de las agujas del reloj, entonces a la integral se le agrega un signo menos.

Rotacion, como la especifica la vorticidad, corresponde a cambiar la
orientacién en espacio de la particula del fluido y no el movimiento de
una particula sobre un camino cerrado. Puede ocurrir que cada particula
de un fluido se mueva alrededor de un camino circular; pero, su vorti-
cidad sea cero. Otro caso es que, cada particula del fluido se mueva en
una linea recta pero teniendo vorticidad.
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La existencia de lineas de corriente cerradas en un patrén de flujo implica
que hay ciclos para los cuales T # 0; asi, el flujo no es irrotacional en
todas partes. Sin embargo, un flujo sin lineas de corriente cerradas puede
envolver circulacién. Esquematicamente tenemos:

lineas de corriente cerradas = circulacién
circulacion =+ lineas de corriente cerradas

3.5. Teorema de circulacién de Kelvin

La circulacién alrededor de un ciclo lo definimos por la ecuacion

I‘:%u-dl.

Podemos considerar un ciclo que consiste continuamente de las mismas
particulas de fluido; es decir, cada elemento dl se estd moviendo con el
fluido. Tal ciclo lo llamamos un ciclo material. El teorema de circulacién
de Kelvin asegura que para cualquier flujo gobernado por la ecuacién de
Euler, la circulacién alrededor de un ciclo material se conserva. Esto se

puede escribir como
D
— -dl =
Dt f{“ L =0

donde el significado del operador diferencial % ha sido ligeramente ex-
tendido de su aplicacién en un simple punto a indicar que cada punto del
ciclo se estd moviendo con el fluido. Hay que resaltar que, en un fluido
viscoso la circulacion alrededor de un ciclo material no necesariamente
se conserva.



Capitulo 4

Flujos bidimensionales

En la naturaleza que nos rodea, nos movemos en el espacio tridimensio-
nal y, por supuesto, por este motivo los flujos son basicamente tridimen-
sionales; sin embargo, en ingenieria hay muchos casos en los cuales el flujo
tiene un cardcter que razonablemente se podria considerar aproximada-
mente bidimensional. Es aqui donde se hace uso del andlisis complejo
con todas sus aplicaciones posibles para resolver la ecuacién de Laplace
en dos dimensiones:

2 2
@ + M — 0’
ox?  Oy?

lo que nos dice que ¢ es arménica. Recordemos que esta ecuacién provie-
ne de la ecuacion de continuidad cuando los flujos son incompresibles; es
decir, div u = 0 para u = —grad ¢, donde ¢ es el potencial de velocidad.

4.1. Funcidon corriente

En esta seccién introducimos la funcién corriente para entender el patrén
de un flujo. Asi que, primero definamos la funcién corriente, 1, como
aquella que satisface las igualdades siguientes:

u= Oy v—a—w
- Y oz’

oy

93
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Bajo estas condiciones, la funcién funcién corriente satisface la ecuacion
de continuidad

ou  Ov 0% 0% B

%4_87; N _8x6y+8y8x =9

sin importar si el flujo es irrotacional o no. Considerando que el flujo sea
irrotacional, la vorticidad debe ser cero en cada punto; asi, tenemos

dv  Ou
wz = —_———— =
ox Oy ’
para el caso bidimensional. Con esto, concluimos que, si el flujo es irro-
tacional,

v P
ox2 " oyr

1) es armonica, lo que indica que estd gobernada por la bien conocida
ecuacién de Laplace. Esta funciéon toma un valor constante a lo largo
de una linea corriente, y por esta relacion que tiene con las lineas de
corriente es que recibe el nombre de funcién corriente.

Dibujando lineas que concuerden con la direccion que tienen los vectores
en cada punto del campo de velocidad, en un instante de tiempo ¢, ob-
tenemos precisamente un conjunto de lineas de corriente. Sabemos que,
por definicién, ningun flujo puede atravesar una linea de corriente.

El dibujo obtenido de las lineas de corriente para un tiempo particular ¢
nos presentard el patrén del flujo instantaneo, el cual cambia a medida
que el tiempo cambia, a menos que el flujo sea estacionario; y para
este caso en particular, el patron de las lineas de corriente se mantiene
idéntico con el paso del tiempo. La ecuacién basica para una linea de
corriente [33] es

de.  dy dz

Uy Uy Uy

Si el flujo es estacionario, la fotografia de las lineas de corriente perma-
nece sin cambio al pasar el tiempo y las lineas de camino de elementos
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individuales del fluido coincidirdn con las lineas de corriente.

Entonces, aqui obtenemos

d d
22 vdzr = udy.
u v

Asi, a lo largo de una linea de corriente tenemos que:

_oy, 9, _ Ny — 0
dw—%da:—i-a—ydy—vdx—l—( u)dy = 0;

es decir, 1 es constante. Ademads, obtenemos las ecuaciones de Cauchy-
Riemann

9 _ o __0¢_0W

:_Ba;__(?y’ v oy Ox
que, en coordenadas polares (r,6), toman la forma

09 10y 109 v
T o ro00 YT T ro0 o

Como la vorticidad en cualquier punto en el flujo debe ser perpendicular
a la linea de potencial constante ¢ que pasa por tal punto, las lineas de
corriente y las lineas equipotenciales deben formar un conjunto ortogo-
nal de curvas que se intersectan unas a otras en angulos rectos. En la
siguiente seccién, nos introduciremos en los niimeros complejos con la
finalidad de definir el potencial complejo.

4.2. Potencial complejo

A partir de este momento es necesario introducir un cambio de notacién.
En este capitulo estaremos tratando exclusivamente con flujos bidimen-
sionales. Asi que, no usaremos la letra z como la tercera coordenada
cartesiana, sino que la designaremos para representar al niimero com-
plejo definido por

z=x+ 1y, (4.1)

donde el simbolo i denota la raiz cuadrada de menos uno, (i = v/—1).
En coordenadas polares seria

z = r(cos + isinf) = re®. (4.2)
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Con el fin de visualizar las distribuciones de las funciones de corriente
y del potencial de velocidad, se acostumbra crear una red de flujo com-
puesta por una familia de lineas (o niveles) de ¢ constante y lineas (o
niveles) de 1 constante.

¢p=C+ 2AC

$p=C+ AC

$=C

Figura 4.1: Red de flujo.

Una linea (o nivel) de ¢ constante se conoce como una linea equipoten-
cial. Una linea (o nivel) de 1) constante es tangente al vector velocidad
en cualquier punto y siempre intersectard una linea equipotencial for-
mando angulos rectos.

Definamos el potencial complejo de un flujo, bajo condiciones de flujo
irrotacional bidimensional, como:

W = ¢+ i,

que es una funcién analitica del nimero complejo z definido por (4.1)
6 (4.2).

En consecuencia, W tiene una unica derivada con respecto a z en regio-
nes donde las condiciones de Cauchy-Riemann se satisfacen. Si tomamos
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Az paralelo al eje y, entonces Az = iAy y, por lo tanto

W oo D606 0w
dz 0y 0y Oy Oy

= —(u—iv).

Por otro lado, si tomamos Az paralelo al eje x, entonces Az = Ax vy,
por tanto

aw 8 8
E = %‘FZ%— (u Z'U).

Luego, la rapidez estd dada por
aw
q =V u? + v2 = ’d‘
z

Ejemplo 4.2.1.

Consideremos el caso de una linea fuente bidimensional

Circulos de ¢ constante

Lineas de corriente
1)= constante

Plano z

Figura 4.2: Linea fuente bidimensional.
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La linea fuente localizada en el origen en el plano z se asume que emite un
flujo de volumen, por unidad de longitud, de Q m?/s. Asi, la velocidad
radial en el radio r, u,, por la longitud de arco del circulo de radio r
es igual al flujo de volumen por unidad de longitud @ = 27ru,; por lo
tanto,

9 _ L Q
or T 2w
Esto lo podemos integrar directamente notando, de la simetria del dia-
grama, que ¢ es una funcién de r sélamente, asi:

Q

Com

d(r=rg) = ¢o = C=¢o+*2anro
T
do—¢ = an("”>,

2w )

y si hacemos ¢(r = rg) = 0, el potencial de velocidad estaria dado por:

_ Q@ (r
P = _27r1n<r0>'

Podemos extender este resultado expresando el potencial complejo W
como la funcién equivalente de la variable compleja z = re?; es decir,

W = e In <Z>
2w 70
y, por lo tanto

bt = L (Tei(()) __9 <ln (’”) —|—i€> .
2 ) 2 )

Ahora, siigualamos las partes reales obtenemos lo que ya teniamos antes:

_ Q9 (r
¢ = _27Tln<7“0>’

para el potencial de velocidad y, si igualamos las partes imaginarias,
obtenemos para la funcién corriente :

b o= -2,
27
lo que confirma que las lineas de corriente son lineas radiales que emanan

de la fuente como se ve en la Figura 4.2.

Inr+C
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4.3. Aplicaciones conformales

Consideraremos que el plano complejo z representa el plano fisico en el
cual el flujo se desarrolla; es decir, el plano donde las lineas de corriente
1 = constante corresponden a curvas en el plano complejo z = (z,y).
Consideremos ahora, el plano F, donde F' = (¢,¢) = ¢ + it); aqui,
como se puede notar, ¢ y ¢ forman una red rectangular. Ahora surge
la pregunta: ;Sera posible pasar del plano z a otro plano, mediante
una transformacién que resguarde la naturaleza ortogonal de ¢ y 7
Supongamos una transformacion que lleva elementos del plano z al plano
¢ =n+1i&, y que tenga la forma

(= f(2). (4.3)

Por supuesto que, si se buscan transformaciones con las cuales se pue-
dan lograr flujos con patrones complicados a partir de flujos con patrones
sencillos y conocidos, facilitaria la descripcién en el plano del flujo més
complicado. Asi, digamos que hallamos funciones apropiadas de la forma
(4.3) con las cuales, a partir de F'(z) con un patrén més sencillo, se logra
describir en el plano ¢ un flujo F(¢) cuyos patrones son mas complica-
dos. Ilustraremos lo anterior con el siguiente ejemplo: consideremos la
transformacién descrita en la Figura 4.3

i§
Uo
s +oo
77 7 f\ n
Plano ¢

Figura 4.3: Mitad superior del plano (.

Se puede observar que, mediante la transformacién

¢ =2z
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donde el origen esta excluido, se puede transformar la mitad superior del
plano ¢ en un sector del plano z, como se puede observar en la Figura
4.4.

—+00

Plano =

Figura 4.4: Sector en el plano z que se obtiene al usar una transforma-
cion.

Ahora, consideremos la existencia de un flujo uniforme que viaja de
izquierda a derecha en el plano (, lo que indica que

F = —Uy( = —Uy(n+i§) = —Uyn — iUp§;

pero también se tiene que, en el plano z

F o= Ui = ~Up" = ~Upre™™
= —Upr®cos(al) — i — Uypr® sin(ah)
= T4y

y seria como se muestra en la Figura 4.4, que representa a un flujo que
pasa por una esquina.
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4.4. Potencial complejo para algunos flujos sim-
ples

En la teoria de flujo potencial, una de las herramientas mas poderosas
la constituye el método de variables complejas. Este método forma la
base de aerodindmica subsénica. A través de transformaciones sucesivas
de patrones de flujos simples en patrones de flujos mas complejos, con
frecuencia es posible elaborar el flujo alrededor de objetos tales como
cilindros, alas de avién, entre otros.

Algunos potenciales complejos de relevancia serdn mencionados en esta
seccion, presentando descripciones de sus patrones de flujo. Cabe desta-
car que, los potenciales complejos se pueden superponer para obtener o
generar varios patrones de flujos.

4.4.1. El campo de flujo uniforme

El potencial complejo para un flujo uniforme Uy ya lo hemos establecido
previamente; tiene la forma:

F = —Us( =-Upz" = ~Up(z +iy) = ¢ +iv,

donde se considera que el flujo uniforme Uy va paralelo al eje x y de
izquierda a derecha. Igualando las partes imaginarias y reales, corres-
pondientemente, tenemos

¢=-Upx y ¢ =—-Upy.

4.4.2. Fuentes y sumideros

Supongamos que una fuente tiene esfuerzo @), entonces su potencial com-
plejo viene expresado como

F = —anz:—glnG“ew)

2 T

= —% (Inr +146).

De esta manera, correspondientemente tenemos

_Q _Q
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En el caso de un sumidero, las expresiones son iguales al caso con una
fuente, s6lo que cambian de signo; asi, tenemos

_ _Q o Q .
F = 27rlnz—27rlnre —27r(lnr—}-19).

Por consiguiente, obtenemos

_Q _Q
gb—%lnr y 1/)—%0.

4.4.3. Dipolo o doblete

Para estudiar este caso, inicialmente consideremos que en el punto A,
ubicado en z = ae'®, hay una fuente de esfuerzo @ y en el punto B,
ubicado en z = —ae'®, hay un sumidero de esfuerzo —Q, como se muestra
en la Figura 4.5

1Yy

Sumider

Figura 4.5: Fuente y sumidero para formar un dipolo.

Aqui, el potencial complejo para el flujo superpuesto de fuente y sumi-
dero viene expresado como la suma de los potenciales complejos de la
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fuente y del sumidero

F = _Q In(z — ae™) + Q In(z + ae').
27 27
Ahora, cuando A y B se van aproximando el uno al otro, el flujo limite

cuando a — 0; es decir, cuando A y B coinciden, es

donde m = Qa/m = constante aun cuando a — 0. Cuando a — 0,

Q—ooy
. Qa
lim — = m,
a—0 T

el esfuerzo del dipolo.
Los patrones del flujo son circulos anidados (o encajados) tanto para

lineas de corriente i como para el potencial de velocidad ¢, como se
puede observar en la Figura 4.6

)= constante

x

¢= constante

)= constante

¢= constante

Figura 4.6: Patrones de flujo de un dipolo.
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Ahora,
o meio‘_mcosa+imsina T — 1y
N z T+ 1y T — 1y
~ m(cosa+isina)(z — iy)
B x? 4 y?
_ mxcosa+ mysina +im(rsina —ycosa)
B x? 4 y? ’
por lo tanto,
¢_m(xcosoz—|—ysina) w_m(xsinoz—ycosa)

2 + y2 2 + y2

Aqui, ¢ y 9 representan circulos tangentes al origen. Si suponemos que
el angulo de inclinacién es cero, a = 0, obtenemos

¢ =

mx = my
x2+y2y T2y

4.4.4. Vortice potencial
Primero, revisemos algunas definiciones:

Definiciones 4.4.1. Una linea de vdrtice se define como una linea
dibujada en el fluido tal que la tangente en cualquier punto tiene la mis-
ma direccién del vector vorticidad en ese punto. Una linea de vértice
mantiene una relacién con el vector vorticidad w como una linea de co-
rriente con el vector velocidad u.

Si a través de cada punto de una curva cerrada pequena dibujamos la
linea de vortice correspondiente, formamos un tubo el cual llamamos
tubo de vértice.

El fluido contenido dentro de un tubo vértice cuya area del corte trans-
versal es infinitesimal constituye lo que se llama un filamento de vérti-
ce.

Para el vértice potencial, el potencial de velocidad y la funcién de
corriente vienen dadas por

r

r T
¢ 2 vy 2w n’l‘()
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6
R4

Q%

™~

. ¢= constante
= constante

/=0 =02

Figura 4.7: Potencial de velocidad y funcién corriente de un vértice.

El término I'/27 se conoce como el esfuerzo del vértice. Asi que, de
manera similar, el vortice potencial complejo es

4.5. Superposicién

Una de las propiedades utiles de los flujos potenciales seria aquella que
nos permitiera, mediante el uso de flujos potenciales simples, analizar
flujos potenciales complicados. Esta se llama la propiedad de superposi-
cién [16], y consiste en la combinacién de varios flujos potenciales para
obtener uno nuevo que seguira siendo un flujo potencial. Como ejemplo
de superposicién de dos o mas flujos potenciales examinaremos el flujo
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/\
m\ idero
k j‘“

Figura 4.8: Ovalo de Rankine.

llamado 6valo de Rankine. Una fuente y un sumidero de igual esfuerzo
se colocan equidistantes del origen sobre el eje x en un flujo uniforme
Uoz; aqui = (0,0,1). Todo el fluido que emana de la fuente lo absorbe
el sumidero, y hay una linea de corriente divisoria definida entre el fluido
de corriente uniforme y el fluido que se transfiere de la fuente al sumidero.

Esta linea de corriente divisoria se puede considerar como la superficie
de la seccién transversal de un cilindro de forma ovalada. La superpo-
sicién de estos flujos nos dard el flujo externo alrededor de un cilindro
ovalado. Combinando muchas fuentes y sumideros podriamos obtener el
flujo aproximado alrededor de un cilindro con forma arbitraria, simétrico
alrededor del eje x.

Para el caso del 6valo de Rankine, tenemos:

¢ = —Uom—glnrl—i-glnrg
27 27
b= Uy 20t 2,
s 27
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Asi, tenemos que

¢ = —Upxr— % In ((z+a)? + yz)l/2 ~In((z —a)*+ y2)1/2]
Q. (ta)’+y
= Uy 1 1 =)t
v = —Uyy— Q —arctan y — arctan
2 r+a r—a

En la siguiente seccidon estudiaremos un procedimiento para estudiar
superposiciones, se denomina el método de las imégenes.

4.6. El método de las imagenes

Si en un flujo pudiéramos hacer coincidir una linea de corriente constan-
te, 1, con una frontera, entonces podriamos especificar el flujo a lo largo
de dicha frontera. Ademds, cuando se tiene un flujo sobre un objeto, la
superficie del objeto es una linea de corriente constante ). Bajo estas
suposiciones, podriamos considerar que una linea de corriente pueda ser
una frontera sélida [11].

Generalizando, con frecuencia es posible crear una linea de corriente 1
constante que coincida con una pared o frontera, superponiendo varios
patrones sencillos de flujo. Un ejemplo 1til de este método es el método
de las imagenes. Considerar dos flujos idénticos separados por un plano
en el medio de ellos; el plano no debe tener flujo que lo cruce, de ahi se
puede pensar como una frontera soélida.

Precisamente con el método de las imégenes [14], [1], se superponen flujos
mediante la reflexion con respecto a una frontera sélida a través de la cual
el flujo no pasa. De esta manera, una gran cantidad de flujos complejos
se pueden sintetizar usando este método. Por ejemplo, consideremos el
flujo desde una fuente (o sumidero) cerca a una pared (el eje x) como se
muestra en la Figura 4.9
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4
Pared «

Flujo imagen paray <0 <4 Fuente imagen

Figura 4.9: Flujo producido por una fuente ubicada cerca de una pared.

Construimos el flujo producido por una fuente en y = a y una fuente

imagen en y = —a; el eje z es una linea de corriente divisoria o pared.
Las funciones ¢ y 1 son
Q Q
= ——=1 ——=1
¢ oy nry oy nro
Q
= o[ (- D)+ (g + 0)?)]
Q Q
= ——0——0
v or b om

= —Q [arctan <y—a> -+ arctan <y + a)] .
27 x T

tal que la componente normal de velocidad en la pared (y = 0) es cero
(v(y=0)=0.)
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En la siguiente seccién trataremos con el potencial complejo para un
flujo bidimensional que pasa una seccién cilindrica circular de radio fijo.

4.7. Flujo potencial que pasa una seccion de un
cilindro circular

En esta seccion analizamos el flujo potencial bidimensional para el caso
cuando se introduce un cilindro cuyo corte transversal es circular [35].
Para ello, estableceremos uno de los resultados méas importantes relacio-
nado con el desarrollo de esta teoria, el teorema de Milne-Thomson.

Teorema 4.7.1 (Circulo de Milne-Thomson). Consideremos un flujo
bidimensional irrotacional de fluido viscoso incompresible en el plano z.
Supongamos que no hay fronteras rigidas y sea f(z) el potencial complejo
del flujo, donde las singularidades de f(z) estan todas a una distancia
mayor que a desde el origen. Si un cilindro circular tipificado por su
seccion transversal, el circulo C : |z| = a, se introduce en el campo de
flujo, el potencial complejo viene a ser

W= f(z)+f(a;>.

Seguidamente, buscamos una expresién para el potencial complejo de
un flujo bidimensional que pasa por un cilindro con seccién transversal
circular de radio rg; viene representado por el Teorema 4.7.1) (Teorema
de Milne-Thomson), de la siguiente manera:

2
Uy (z + TO)
z
= -Up re’ + Lge_w
r
r2 r2
= =Upr (1 + g) cos ) — iUyr <1 — g) sin 6.
r T

Haciendo algunas manipulaciones algebraicas, obtenemos:

2 2
¢ = —-Uyx 1_|_72 y ¥ =—-Upy 1_72 .
T T

w
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Por lo tanto,

Uordx
= —Uyzr —
¢ 0T 2
Uorgy
(4 Wt a2

asi, se muestra que el flujo que pasa sobre un cilindro circular viene a ser
como la superposicién de un flujo uniforme sobre un dipolo de esfuerzo
—7’(2) Uo.

— T P N
Uo / UO
e 9 R —

Figura 4.10: Flujo uniforme que pasa sobre un cilindro circular.

En r = rg, el contorno del cilindro debe coincidir con una linea de co-
rriente. Esta afirmacién es cierta, ya que ¢(r = ry) = 0.

Por otro lado, si estamos interesados en el campo de velocidad, éste se
puede calcular usando

_aw
dz

= u-—1v,

el cual se puede expresar en coordenadas polares

dW UoT‘(%

(2)6—21'9
el
dz o+t

U()’r’
+ T

2 —Yo
3 Ta
= Uy 2 cos(20) — 1| + zUor—2 sin(20).
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Por lo tanto, el campo de velocidad viene expresado como:

u = —Up <2cos(29)—1>

.
v o= —Uor—2s1n(20).

4.8. Flujo que pasa una seccién de un cilindro
circular con circulacién

En esta seccion, consideramos la superposicién de un flujo de vortice

potencial con circulacién y un flujo uniforme que pasan sobre un cilindro

circular [14]. Asi, podemos escribir el potencial complejo total para un

flujo bidimensional con velocidad no perturbada uniforme Uy, que pasa

una seccién circular de un cilindro de radio 7, con circulacién I" [21],
como sigue:

2 T
W = —U0<z >+zln<z>
2 T0
2 r i6
= U (re + "o _’9)—1—@'111 (re >
2 To
2 r 2 r
= —U0<r+ro)cos0—9—i<UO<T—TO>sin9—ln<r>>.
r 2T T 2 70

Entonces,
r
¢ = —Um”( )cos@—@

2
70
)
2
_ 0 r
(I —U0r< 2>51n9+21n<r0>.

La velocidad tangencial ug se puede encontrar como

1o 1 o\ . r
Uug = —;% = —; |:UOT <1+ ﬁ sin 6 — %

r2 r
= U (l 7"2> sin 6 + Y
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En la superficie del cilindro (r = ), tenemos

ug = —2Upsinf +

2mro

Notamos que la velocidad tangencial o circunferencial es cero para valo-
res de 6 tales que

r
47TU07"0'

sinf =

Por lo general, habra dos valores para 6 que satisfacen la ecuacién an-
terior y que especificardn los puntos de estancamiento.

La velocidad compleja en cualquier punto del flujo es
dw 2 r
—utiv = = —Uo( - 7”3) i
dz z

Los puntos de estancamiento se consiguen resolviendo la ecuacién

72 r
Uo 2 - — =0
0(22 >+227TZ ’

multiplicando por —z2

T
Uoz2 — igz — Uorg =0.

Por lo tanto,

in £/~ + 4Ur2
2U,

r .,/ I2
4mUoro 16m2U¢rd

= 10|t

Hay tres casos: I'? < (4nUyr0)2, T'? = (47Ugro)? y T2 > (47Ugro)>.

(i) Si I'? < (47Uyro)?, entonces z12 = ro(a+if), a<1 y
—1< <0, (I'<0). Asi, hay dos puntos de estancamiento.
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ah .

Figura 4.11: Para I'? < (47Ugrg)?: Dos puntos de estancamiento.

(ii) Si I'? = (47Uyro)?, entonces z = —irg, pues I' < 0. Asi, hay un
solo punto de estancamiento ubicado en el fondo de la circunferen-
cia.

CINY
_ N

>

Figura 4.12: Para I'? = (47TU07"0)21 Un punto de estancamiento.

(iii) Si I'? > (47Ugyro)?, entonces z = irg7y, donde

r 2 .
4mUgro 16w2U3r3
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1y

7N
N ANNP//A R

Figura 4.13: Para I'> > (471Ugr)?: Un punto de estancamiento fuera del
cilindro.

4.9. Transformacion de Joukowski

Esta es una de las transformaciones més importantes aplicadas a flujos
bidimensionales, y viene expresada como:

?

¢ = z+—.
z

Por medio de esta transformacién podemos aplicar el plano z en el plano
¢, y viceversa [25].

f(z)=2z+ < f(z) = z para z grande
2 2
flz)=1- ‘ZiZ . f(z) = 2‘2;3.

Por lo tanto,

Fl(£e) =0y f"(xe) 0.

La transformacién inversa es
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Tomamos el signo + tal que z ~ ¢ para valores grandes de |(].

1 1\ L2
z= 5{ + <4CQ> = ( para ¢ grande;

asi, el flujo sigue siendo uniforme en el infinito.

4.9.1. Flujo que pasa un circulo

2
. . c 3
En esta seccion consideramos el efecto de ( = 2+ — sobre un circulo
z

de radio a, cuya expresién viene dada por z = ae’, y donde

0<c<a,

| ,
¢ = E4in=ae? + =2
a

2 2
= <a+ C) cosf + i <a— C) sin 6.
a a

Por lo tanto

Luego,

& 5+ Ty (4.4)

o+

Asi, el circulo en el plano z se transforma en una elipse en el plano (.
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Transformacion
Joukouski

Y
|

1
NI

Plano z Plano ¢
Figura 4.14: Transformacion de Joukowski: de un circulo a una elipse.

El potencial complejo de un flujo que pasa un cilindro circular en el
plano z es

2

A . T

W(z) = U (ze_m + azew‘> - ;—mz
7r

Sustituye z = %C + (iCQ — 02)1/2 para obtener
W) = &+l
EJERCICIO 4.9.1. Obtenga ¢ y V.

Las lineas de corriente sin circulacién

f

-

/ Plano =z
~ Plano ¢

&/\\\

/

Figura 4.15: Transformacion de Joukowski: de las lineas de corriente
alrededor de un circulo a alrededor de una elipse.
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4.9.2. Flujo que pasa un plato chato finito

Si escogemos ¢ = a, tal que

2
¢ = 2+,
z

la elipse (4.4) colapsa a un plato chato de longitud 4a. Consideramos las
componentes de velocidad uy y v, en el plano ¢

. AW dW/dz
Ugx — TV —_— =
¢~ dC/dz
Ue—ia _ eiazé _ ZlTr‘z
pu— 1 _ ﬁ .

22

Ahora, sustituyendo z = ¢ + (3¢ — 02)1/2 obtenemos uy y vs.
EJERCICIO 4.9.2. Obtenga us y vx.

La rapidez del flujo en general es infinita en los extremos del plato (¢ =
+2a) que corresponde a los puntos z = fa. Estos puntos se llaman
puntos singulares en las puntas del plato.

Figura 4.16: Flujo que pasa un plato chato finito.

Sin embargo, la singularidad en la punta de la cola ( = 2a (i.e z = a)
se puede eliminar si la circulacién I' se escoge de tal manera que el
numerador
2 .
Ue—ioc o Ueia& o i

22 27z
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sea cero en dicha punta. Asi, si

2 .
) . a I
Ue @ _[egl a2l _ —_ _
€ € 22 2mz ’

se tiene que
I' = —4nUasin a.

Si z toma el valor de a+¢ tanto en el numerador como en el denominador
de la siguiente expresion

—i i a il
i . U@ — e 22 9ns
Uy — WV = a2 )
-%

demuestre que tomando el limite cuando & — 0, encontramos que
us — Ucosa, v, —0 cuando ( — 2a,

tal que el flujo deja la punta ¢ = 2a de manera suave y paralela al plato
como se ve en la siguiente figura

i//

Figura 4.17: Flujo que termina paralelo al plato chato finito.

El sentido de la circulacion esta en el sentido de las agujas del reloj para
a > 0. Por supuesto, la presencia de esta circulacién sigue permitiendo
una singularidad en el campo de velocidad en la punta frontal del plato.
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4.9.3. Flujo que pasa una ala de avién simétrica

. a® ,
Si usamos { = z + —, sobre un circulo en el plano z que pasa por
z

z = a, pero encierra z = —a, obtenemos una ala de avién con una nariz
redondeada pero una cola puntiaguda, como se puede observar en la
siguiente figura

e

Plano z Plano ¢

Figura 4.18: Flujo que pasa una ala de avién simétrica.

Si el centro del circulo esta sobre el eje real en el plano z, en el punto
z = —)\ digamos, la ala del avién es simétrica y viene dada en términos
del parametro v por

CLZ

A+ (a+ Ner’

¢ = “A+(a+N)e+

El circulo en el plano z viene expresado como

z+ XA = (a+N)e?
z = “A+(a+Ne?, ~€(0,2n).

Asi,
a2
(= 2+t
z
2
a

= -A A)e —.
FHat Nt S e
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El potencial complejo correspondiente a un flujo uniforme que pasa un
circulo a un dngulo de incidencia (o ataque) a con centro en el origen es

‘ 2 i
W(z) = U (zem + azew‘> - ;—Tr In <i> ;

a

asi, si trasladamos el centro del circulo al punto (—\,0), el potencial
complejo seria

i (@ N2 il z+ A
w — 2" | 1 .
(2) U[(z—l—)\)e * Z+ A ¢ o a-+ A

Sustituyendo z = %C + (iC2 — a2)1/2, obtenemos W((), el potencial
complejo correspondiente a un flujo uniforme que pasa la ala de un
avion con un angulo de incidencia a.

La velocidad en el plano ¢ es

. dw  dW/dz
U — 104 — =
d¢ d¢dz
) a-+ A\ ; T
U -1 | __ 5
~ [ (z+A>€ ] "oz )
_ i .
a
=2

Las singularidades, nuevamente ocurren en z = a. La singularidad
z = —a se transforma en un punto dentro de la ala, por lo que no nos
interesa. sin embargo, en el punto z = a la singularidad se transforma
en un punto donde termina la cola de la ala { = 2a, y este punto si nos
interesa. Hacemos lo mismo que hicimos para el caso del plato plano:

U[eia— (a+>\) eia} —i# =0
z24+ A 2m(z+ N)|,_,
Por lo tanto,
I'=—4nU(a+ \)sina.
Asi, escogiendo la circulacién como I' = —47wU(a + A) sina, el flujo es

suave y libre de singularidades en todas partes.
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Teorema 4.9.1 (Blasius). Se tiene un cilindro fijo colocado en un liqui-
do que se mueve estacionariamente e irrotacionalmente. Sean F, y F,
las componentes netas de la fuerza (presion) que actia sobre el cuerpo
y N el momento alrededor del origen de la fuerza que actia sobre el
cuerpo. Entonces, despreciando fuerzas externas

1 dw

1 7{2 aw 2dz

27 dz ’

donde W es el potencial complejo, p la densidad, y las integrales se
toman alrededor del contorno del cilindro.

N = Re

Para una demostracion revisar Theoretical Hydrodynamics por L.M Milne-
Thomson paginas 173-174.

Teorema 4.9.2 (Levantamiento de Kutta-Joukowski). Consideremos
un flujo estacionario que pasa un cuerpo bidimensional con seccion trans-
versal C, una curva cerrada simple

C/

Figura 4.19: Flujo que pasa un cuerpo bidimensional con seccién trans-
versal C.

Sea en flujo uniforme en el infinito, con rapidez U en la direccion del
eje x, y sea I' la circulacion alrededor del cuerpo. Entonces

F, =0, F,=—pUT.
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Para una demostracién, revisar Elementary Fluid Dynamics por D.J.
Acheson, paginas 143-45.

4.10. Transformacién de Schwarz-Christoffel

Sean a, b, ¢, - - - m puntos sobre el eje real en el plano ( tal que a < b < ¢ <
.-+, Sean «, 3,7, -+ - angulos interiores de un poligono cerrado simple de
n vértices, tal que a+ f+ v+ -+ = (n — 2)7.

La transformacién del plano ¢ al plano z, definida por:

% = K(C—a)f Ll (—br Tt (c—eF ...
¢
transforma el eje real en el plano ( en la frontera de un poligono cerrado
en el plano z en tal forma que los vértices del poligono corresponden a los
puntos a,b,c,---, vy los angulos interiores del poligono son «, 3,7, -.
Ademads, cuando el poligono es simple, el interior se aplica por medio
de la transformacién sobre el semiplano superior del plano (. K es una
constante que puede ser compleja.

®

Plano ¢

Figura 4.20: Transformacion de Schwarz-Christoffel.

4.10.1. Una banda semi-infinita

Consideremos una banda semi infinita A, BC' Dy, como se muestra en
la siguiente figura
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xe)

2727 7

(VB!

NN\
ZARN

7707 Y s

Plano =z

Figura 4.21: Banda semi-infinita en el plano z.

Apliquemos A, B, C sobre los puntos ((= —0), ( = —1, ( =1 del eje
real en el plano (. Si nosotros abrimos la frontera y la hacemos coincidir
con el eje real del plano (, es evidente que el vértice coincidira con { = oo.
Asi, de acuerdo con la transformacién de Schwarz-Christoffel, los tinicos
angulos interiores que apareceran en la transformacién son aquellos en
By C, los cuales son 7/2 y 7/2, asi

dz

az —1/2/, _ 1y—1/2
T = KTt

Entonces,

dz K
d¢ -1

e integrando con respecto a (, obtenemos
z = Kcosh !¢ +L.

Para ¢ = 1 tenemos que z = 0 (por construccién de g—‘g, ver grafica)
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\
AN~
N

Plano ¢

Figura 4.22: Semiplano superior en (.

Por lo tanto,
0 = Kcosh™'(1)+L = L=0.
También por construccion para ( = —1 tenemos z = ia, asi
ia = Kcosh™'(~1)=K(inr) = K= %.
Asi,

z = gcoshflg‘ o Czcosh(zz)
T a

4.10.2. Una banda infinita

B2 247 4 A

“~ 7720 7 2
Plano =

Figura 4.23: Una banda infinita en el plano z.
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Entonces Dy, evidentemente corresponderda a ¢ = oo. El dngulo en
BsoCx es cero y, por lo tanto,

dz

_ -1
dic - KC 9

integrando con respecto a (, obtenemos:

z = KlnC+L.

-1 !

Ao F C.B 0 Do
Plano ¢

Figura 4.24: Plano (.

Asi, para ( =1, tenemos z = 0 y para ( = —1, tenemos z = ia.
2(=1)=0 = 0 = Kln(l)+L = L=0;

2((=-1)=ia = ia = Kln(-1)=KIn(?) =2KIn(i) =iKn

a

= K = —.

T

Por lo tanto,
a Tz
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B Ax

| L= constante
W

E\y/: constante . S
7, Z Aso C.B Dy

Cwo Do
Plano 2 Plano ¢

Figura 4.25: Transformaciones entre el plano z y el plano (.

Para x =constante

Tr 7Y

(=e€eaea = |(|=constante. Son circulos.

Para y =constante

T ;TY

C —¢caea

donde el segundo factor es una constante y corresponde al rayo angulo
y
.

EJERCICIO 4.10.1. Si aplicamos A, Do sobre { = 0, demuestre

Tz

que ( = —e a.

Ademsds, en algunos casos es conveniente tomar el origen en el plano z
en el punto medio F entre las paredes. Demuestre que la transformacién

. . a a Coxz
correspondiente viene dada por z = —log( — 15, o(=1tea.
T

Teorema 4.10.1 (Schwarz-Christoffel para el circulo). La misma formu-
la

dz
d¢
aplica la parte interna del poligono sobre el interior del circulo unitario,

IC| < 1, donde los puntos a,b,c,--- , vértices del poligono, estdn ahora
sobre la circunferencia

= K(C—a)7 (=) (C =7 e

CLZBZA, b:(ilB, "'C:(im,
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Yy, como antes,
at+p+v+--=(n—-2)m,
donde a, 3,7, - son los dngulos interiores del poligono cerrado, que se

corresponden con los vértices del mismo.

4.10.3. Aplicando una banda sobre un circulo

Aplicamos la banda de ancho 2a sobre el circulo unitario en el plano
¢ tal que Ao, Bo se aplican sobre ¢ = —1, { = 1, respectivamente, y
z = 0 sobre ¢ = 0, como lo muestran las figuras

B E

o

it 0 B, AKJB
| F F
Plano 2 Plano ¢

Figura 4.26: Aplicando una banda sobre un circulo.

Los dngulos en A, y By son cero, asi

dz -l 2 12
R g
K 1 1
N 2[_1—(1%}
Por lo tanto, integrando con respecto a ¢
2 = K[ln(1—§)—1n(1+<)]+L

3
K, [(1-¢
= 21“<1+<>+L'
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Para z = 0 tenemos ¢ = 0

K
0=Fm()+L = L=0

Para z = ia tenemos ( =i

. K | 1—34 K | e~ im/4
2 1414 2 eim/4

Asi,

_ 2a 1+¢ B mZ



Capitulo 5

Flujo de vértices o flujo
vorticoso

Todo lo que nos rodea estd permeado por flujos de vértices, desde el
viento que sopla a nuestro alrededor, hasta las investigaciones en aero-
dindmica, especificamente al observar la formacién de estos flujos en las
puntas de las alas de un avién. Desde revolver un liquido para disolver
en él alguna otra sustancia, usando una cuchara o una licuadora, hasta
quitar el tapén de una banera. Incluso, este concepto se ha usado en la
historia, el vortice ha sido un asunto sobre el cual se ha filosofado, y
hasta ha llegado a ser utilizado en la mitologia, cuentos y novelas.

En este capitulo, estudiaremos la dinamica de vorticidad, enunciaremos,
por segunda vez en este libro, el Teorema de Circulacién de Kelvin, y
presentaremos los Teoremas de Helmholtz.

5.1. Teoremas relacionados con flujo de vortices

Antes de enunciar los teoremas, iniciamos esta seccién con algunas defi-
niciones claves. Una linea de vértice es una linea en el fluido tal que
la tangente a ella en cada punto estd en la misma direcciéon del vector
vorticidad en dicho punto[14]. Las lineas vértices son la solucién de las
ecuaciones diferenciales
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Un tubo vdrtice es un tubo que se obtiene al dibujar las lineas vértice
que pasan a través de cada punto de una curva cerrada. Cuando el drea
de la seccién transversal de un tubo vértice es de dimensiones infinite-
simales, decimos que es un filamento vértice [21].

Teorema 5.1.1 (Circulacién de Kelvin). Consideremos un fluido in-
compresible no viscoso de densidad constante. El fluido estd en movi-
miento en presencia de una fuerza corporal conservativa g = —Vx por
unidad de masa. Sea C(t) un circuito cerrado que consiste de las mismas
particulas del fluido mientras el tiempo transcurre, como se muestra en
la Figura 5.1.

-

C(t1)

0(52)

Figura 5.1: Circuito cerrado C(t).

Entonces, la circulacion I', que viene expresada por

C(¢)

alrededor de C(t), es independiente del tiempo.

En la siguiente seccién iniciaremos con las mismas hipoétesis de este teo-
rema, para enunciar los Teoremas de Helmholtz.

Teoremas de Helmholtz para vortices

Supongamos que tenemos un fluido incompresible, no viscoso, de densi-
dad constante, que se mueve en presencia de una fuerza corporal conser-
vativa (tal que el teorema de circulacién de Kelvin 5.1.1 es aplicable).
Entonces:
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1. Los elementos del fluido que estdn sobre una linea vértice en algin
instante continian estando sobre una linea vdrtice; es decir, las
lineas vortices se mueven con el fluido.

Una consecuencia inmediata de esto es: los tubos vortices se mue-

ven con el fluido en una forma parecida.

2. La cantidad

F:/w-ndS
S

es la misma para todas las secciones transversales S de un tubo
vortice. Por lo tanto, I' es independiente del tiempo.

Helmbholtz proporcioné por primera vez estos teoremas en 1858 [1]; sin
embargo, no fue sino hasta 1867 que Kelvin obtuvo y publicé su teorema
sobre circulacion. Es claro entonces, que Helmholtz tomé un camino
distinto para crear sus teoremas.

5.2. Potencial complejo debido a vértices

En esta seccién estaremos describiendo el potencial complejo para dis-
tintos casos relacionados con vértices:

5.2.1. Un filamento vortice

El potencial complejo debido a un filamento vértice [25], de esfuerzo k
situado en el punto zg, es

W = irklog(z — 2p).

El esfuerzo x es positivo cuando la circulacién alrededor del filamento
es contraria al movimiento de las agujas del reloj.

Un filamento vortice rectilineo se representa por un punto en el plano
del movimiento, justo como se representa una fuente bidimensional. Po-
demos referirnos a tal filamento como un vértice punto, o simplemente
un vortice cuando no hay ambigiiedades.
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5.2.2. Dos filamentos vortices

Consideremos dos filamentos vértices, uno ubicado en el punto A4y, y el
otro en As. Estos filamentos tienen esfuerzos k1 y ko, respectivamente.
Si z1 y 22 son las coordenadas de los puntos Ay y Ao, respectivamente,
entonces el potencial complejo de estos dos filamentos es

W = ikrilog(z — z1) + ikglog(z — 22).

5.2.3. Un par voértice

Se define un par vortice como el conjunto de dos vortices en los cuales
cada uno posee un esfuerzo x; pero, tienen rotaciones opuestas. Con-
sideremos la ubicacién de tal par vértice, el que tiene esfuerzo k en el
punto A, y el otro con esfuerzo —« en el punto B, donde la distancia del
segmento ADB es igual a 2a. Tomemos el eje = de tal manera que bisecte
a AB en dngulos rectos. Entonces, el potencial complejo es

W = mlog(z_ai>,
z4+a;

donde el origen O es el punto medio de AB.

Figura 5.2: Un par vértice.

5.2.4. Filamento vértice paralelo a un plano

Sea un filamento vértice ubicado en el punto A, a una distancia a del
plano OX; asi, tenemos: AO = a. Queremos obtener una expresion para
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el potencial complejo, W, de ese filamento. Para ello, tomamos en cuenta
lo que hicimos para un par vértice en la secciéon anterior.

Figura 5.3: Filamento vortice paralelo a un plano.

Sea « el esfuerzo del filamento, si ahora ubicamos un segundo filamento
en el punto B, de tal manera que AB = 2a y, si al mismo tiempo,
permitimos que el fluido esté presente en el lado del plano donde se
encuentra el punto B, entonces estamos en el caso de un par vértice.
Como sabemos, este par vortice no permite flujo que atraviese el plano
OX. Asi que, este plano se puede eliminar y el vértice en B es la imagen
del vértice en A. Como el par se mueve paralelo a OX, se concluye que
el vortice A en la presencia del plano se movera paralelo al plano. De
esta manera, el potencial complejo es

W = iklog <Zai>.
z+ a;

5.2.5. Doblete vértice

Consideremos un par vértice, uno con esfuerzo x y ubicado en ae'®; el
otro con esfuerzo —k y ubicado en —ae’®. Si permitimos que a — 0y
K — oo de tal manera que 2aK = i, obtenemos un doblete vértice con
un dngulo de inclinacién a con respecto al eje x.
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Figura 5.4: Doblete vortice.

La direccion del doblete se estima del vértice de rotacion negativa al
vortice de rotacién positiva. El potencial complejo se expresa como sigue:

= 1 . 1 . [1e% -1 [1e%
w a;nam(og (z ae ) og (z+ae ))
aeia a2e2ia aeia a2e2ia
= limik | — . _
a0 ( z * 222 z 222 )

LR Yo . 16

_ o ipe’ _me} _ _iﬁei(a_g)
z ret r
QY u

= ——= —0) + = sin(a — ).
" cos(a — 0) + Tsm(a )

De esta manera, la funcion corriente es

5.2.6. Vortices de igual esfuerzo, x, ubicados en (z,y) =
(ma,0), con m=0,+1,4+2,--- ,£n,---

Consideremos una fila infinita de vortices, cada uno con esfuerzo x en
los puntos 0, +a, +2a,--- ,£na,---. El potencial complejo de los 2n + 1
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vortices mas cercanos al origen es

Wy, = iklogz+irklog(z—a)+---+irlog(z —na) +
+ iklog(z+a)+ - +iklog(z + na)
= iklog {2(22 —a?) (2% - 2%a?)--- (2% — n2a2)}

2 2 2
. TZ a4 o z 9 9 z 9 9 z
= Z&log{aﬂa <1—a2>2 a <1—22a2>n a <1_n2GQ> (—1)”}
. mZ 22 22 22
= “”"log{a<1‘a2> (“w)"'(l‘n%@)} i

+ ixlog ( a®-2%? - .. n2a2> + ik {log(—1)"}.

a
™

La funcién sin x se puede expresar como

2 2 2
. xr T xT
= x(l—w?> (1—227r2)"'<1—n27r2>”'

Omitiendo los términos constantes y tomando el limite de W,, cuando

n — 0o, obtenemos
W = klog {sin (W—z)} .
a

5.2.7. La calle vortice de Karman

Cuando un flujo pasa en direcciéon normal alrededor de un cilindro; por
ejemplo, de corte transversal circular, forma patrones de flujo de los cua-
les consideraremos aquellos que forman estela. Para R, > 40 el flujo en
la estela se vuelve no estacionario y la inestabilidad se desarrolla hasta
exhibir un fenémeno bien interesante. Aparecen regiones con vortices
distribuidos de manera regular y alternadamente en dos filas paralelas
casi rectas [5], [28] formando lo que llamamos una calle vértice. La
Figura 5.5 muestra un esquema en el cual se pueden observar regiones
de fluido con una rotaciéon muy rapida; es decir, regiones de vorticidad
localmente alta.

Una calle vértice de Karman consiste de dos filas infinitas parale-
las con vortices igualmente espaciados, digamos a una distancia a entre
si. Todos los vértices de un lado rotan en el mismo sentido, mientras



96 Said Kas-Danouche

que todos los del otro lado rotan en sentido opuesto a éstos. Los de
un lado con esfuerzo k y los del otro lado con esfuerzo —k, arregla-
dos longitudinalmente de tal forma que cada vortice de la fila superior
estd directamente arriba del punto medio de la linea que conecta dos
vortices de la fila inferior, como se puede observar en la Figura 5.5.

Yy
----- R S R
b
2
b T
2
Rttt st ity & .S
a a a
2 2

Figura 5.5: La calle vértice de Karman.

Tomando la configuracién en el tiempo ¢ = 0, ubicamos los ejes co-
mo se muestra en la Figura 5.5, el eje x queda en la mitad entre, y
paralelo a, las dos filas que se encuentran a una distancia b una de la
otra. En este instante los vértices en la fila superior estan en los puntos
ma — %ib, y aquellos en la fila inferior en los puntos (m + %a) — %ib,
donde m =0,+1,+£2,---

De esta manera, el potencial complejo en el instante ¢ = 0 de esta calle
vortice de Karman, queda expresado como:

v = (s (- 2)])rn w3 2)])



Capitulo 6

Ondas acuaticas

El mundo que nos rodea esta repleto de ejemplos relacionados con on-
das acuaticas. Muchos de ellos ocurren de manera natural, y otros tantos
son inducidos por nuestras propias acciones que, sin ningin problema,
pueden incluir juegos infantiles o de adultos; por ejemplo, al lanzar una
piedra en un pequeno cumulo de agua, se observa que desde el punto
en el agua donde la piedra toca, se forman ondas circulares que se van
expandiendo hacia todos los lados y que se generan sucesivamente hasta
que se pierde el efecto del impacto que la piedra hace con la superficie
del agua.

Por supuesto, hay casos en los cuales los efectos son catastréficos, como
por ejemplo, los tsunamis; saber su origen, como se forman, entre otras
preguntas, resulta de gran valor para la humanidad. De alli la impor-
tancia de estudiar este tema.

6.1. Movimiento de onda

Para analizar lo que es un movimiento de onda, en esta seccién estudia-
remos los elementos béasicos que lo conforman. Un movimiento de onda
de un liquido que actia por gravedad y que tiene una superficie libre es
un movimiento en el cual la elevacién de la superficie libre, por encima
de algin plano horizontal fijo escogido, varia.

Tomando el eje z como horizontal y el eje y como vertical, definimos

97
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una onda progresiva arménica simple como aquel movimiento en el
cual la ecuacién de la seccién vertical de la superficie libre en el tiempo
t tiene la forma

y = asin(mx — nt), (6.1)

donde a, m,n son constantes.

En el tiempo ¢ = 0, el perfil de la superficie libre (6.1) se describe por
medio de la curva senosoidal y = asin mz. La ecuacién (6.1) la podemos

re-escribir como
. nt
y = asinm|xz——].
m

Observamos que el perfil para algin tiempo t tiene exactamente la misma
forma que el el perfil para el tiempo t = 0; lo que hay que hacer es
simplemente trasladar el origen a O para recuperar la forma original
del perfil, como podemos ver en la Figura 6.1.

Figura 6.1: Comparacién del perfil de onda para dos tiempos diferentes.

Concluimos que, la ecuacién (6.1) representa un movimiento de onda en
el cual la curva

Yy = asmimzx,

se mueve en la direccién del eje z con velocidad ¢ = n/m, que recibe
el nombre de rapidez de propagacion de la onda. Por otro lado, si
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a = 0, el perfil del liquido es y = 0, que representa el nivel medio.

Basados en [25], la cantidad a se llama la amplitud de onda y mide

el maximo desplazamiento vertical, desde el nivel medio, de la super-

ficie libre actual. Los puntos C7,Cs, - -+ correspondientes a la maxima

elevacién, se denominan crestas, los puntos 17,75, -+ de maxima de-

presién se llaman batea o canal de la onda. La distancia entre crestas

sucesivas se llama la longitud de onda ). De esta manera, tenemos:
P

m

El perfil de la superficie libre es exactamente el mismo en los tiempos ¢

yit+ 2% El tiempo

se llama periodo de onda. El reciproco del periodo 5=, se denomina la
frecuencia. El dngulo mx —nt se llama angulo de fase, y el nimero n
convenientemente se puede llamar la razén de fase. Podemos escribir
la siguiente relaciéon A = ct. Entonces, la ecuacién del perfil se puede
escribir en la forma

. 2w
y = asmy(az—ct).

6.2. Condicién cinematica en la superficie libre

Para describir la condicién cinematica, consideremos una masa de agua
de profundidad h. Supongamos que en ella se propagan ondas con una
altura n = n(x,t) sobre el nivel medio; es decir, n se mide desde el nivel
no perturbado, y el eje x se toma a lo largo del fondo en direccién de la
propagacion. Entonces, la ecuacion de superficie libre toma la formas:

y—n—h=0.

Observemos que 9n/0dt es el cambio en el tiempo, ¢, de la altura, 7, de la
superficie, y que udn/dz es la velocidad tangencial a la superficie. Asi,
la suma de estas dos expresiones modela el movimiento de las particulas
de agua en la superficie. Ahora bien, para que no haya cavitacion, esta
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suma que describimos previamente debe ser igual a la componente de la
velocidad en la direccién y; es decir, v. Asi, la superficie se mueve con el
fluido de tal manera que:

@ + u@ =

ot ox
De no indicarse lo contrario, estaremos trabajando con la teoria linea-
lizada; ésta consiste en despreciar todos los términos no lineales como
cuadrados y productos de partes variables de todas las cantidades y sus
coeficientes diferenciales. En particular, dn/0x, el cual mide la pendiente

del perfil, se tomard como pequeiio. Entonces, obtenemos en la superficie
libre

v.  (Condicién cinematica)

o _ 0w
ot oz’ (6.2)

donde v es la funcién corriente. Esta es la condicion cinematica de la
superficie para perfiles de onda de altura y pendiente pequenas.

6.3. Condicién de presién en la superficie libre

La ecuacion de presiéon para un fluido incompresible es

% _ .

2 ot

1
Pyoloy
P

Figura 6.2: Diferencia de presiones en una superficie libre.
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Sea p; la presién justo dentro del liquido en el punto P y pg la pre-
sién fuera del liquido en el punto P. Asumiremos, una vez mas, que el
movimiento es irrotacional como de hecho es el caso para ondas que co-
mienzan, en un liquido no viscoso, por fuerzas naturales. La ecuacién de
presion [25], despreciando el término %qQ, entonces es

pi = p(?;f—gn>+0(t),

y C(t) se puede tomar independien‘ce del tiempo t incorporando sus
términos dependientes de ¢ en 8t Asi,

¢
bi —pPo = ot —gn | — po + constante.

Ahora, si suponemos que la presién atmosférica es constante (cosa que no
es cierta; pero, que necesitamos asumir para poder simplificar), podriamos
re-escribir la ecuacién anterior, mediante un ajuste adecuado de ¢, que-
dando de la siguiente forma:

0
pi—po = <£ 977) (6.3)

Observamos que p; y po difieren por una cantidad pequena, entonces %—f

deberia ser pequeno. Es asi como (6.3) representa la condicién de presién
de la superficie libre, de ondas irrotacionales con alturas pequenas.

Si ahora asumimos que la tension superficial es muy pequena de forma
que la podemos despreciar, (o = 0), entonces p; — pg = 0/R = 0, donde
R es el radio de la curvatura, obtenemos,

99

g ot 0
0¢
— 4

que es la condicién de presién superficial. Observamos que (6.4) propor-
ciona la elevacion de la superficie cuando se conoce ¢.

Si combinamos la condicién cinemdtica (6.2) y la condicién de presién
superficial (6.4), logramos

o0 n_10 (00 1%
or Ot got\ot) g o
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Es asi como obtenemos la ecuacién en funcién de ¢ y :

¢ 9

92 gax =0, para y=h.

6.4. Ondas viajeras

En muchos problemas de ondas acuéticas aparecen como soluciones on-
das viajeras. Por ello, en esta seccién estudiaremos un poco acerca de
ondas viajeras.

Seguidamente, analizaremos el caso de ondas viajeras monocromaticas;
es decir, de una frecuencia simple. Para estudiar formas de ondas més
complejas, lo que se hace es superponer ondas monocromaticas para
obtenerlas. La ondas periddicas de cualquier forma se pueden representar
por serie de Fourier, y las ondas no periddicas por integrales de Fourier
[14]. Una onda viajera monocromatica se puede representar por una
funcién senosoidal.

Figura 6.3: Onda viajera progresiva.

La magnitud de una onda en cualquier posicién z y tiempo ¢ es A(x,t),
la cual puede representar cualquier variable tal como presion, densidad,
componente de velocidad, entre otras cantidades fisicas.

La amplitud es Ay, y la onda puede viajar en la direccion positiva de
x, en cuyo caso recibe el nombre de onda viajera progresiva, o en la
direccion negativa de x, y recibe el nombre de onda viajera regresiva.
La Figura 6.3 muestra una onda viajera progresiva. Hay que senialar que
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la cantidad v, es la velocidad de fase o rapidez de onda y representa
la rapidez con la cual la onda progresiva, en este caso, se estd moviendo
en la direccién positiva de x.

A continuacién revisaremos lo que sucede en el caso de un surfista. Un
observador estacionario se representa en el marco de referencia como un
valor fijo de z, él ve como la onda varfa en el tiempo. Tomando fotos en
diferentes tiempos, observaria cémo la onda varia en desplazamiento a
medida que el tiempo avanza.

Up ,surﬁsta

Figura 6.4: Frente de onda con rapidez v,,.

En la Figura 6.4, el surfista se presenta sobre un frente de onda que
se mueve con una rapidez v,. El surfista siempre vé el mismo valor del
esfuerzo de onda A mientras se mueve. Se debe enfatizar que la rapidez
de onda v, no es la rapidez del fluido. Las particulas del fluido pueden
ir de arriba a abajo y de abajo hacia arriba mientras la onda pasa, pero
el fluido no se mueve con el frente de onda.

Supongamos que tenemos una onda que se mueve a través de un fluido
que estd en reposo. La onda representa una perturbacién que se propaga
a través del fluido, y de hecho el fluido se puede comportar como un mo-
vimiento que va de arriba hacia abajo y de abajo hacia arriba mientras
la onda pasa, pero es sélo un movimiento oscilatorio, y no ocurre ningin
movimiento neto del fluido. La cresta de la onda y el surfista se mueven
con la onda y no con el fluido.

La manera de representar matemé&ticamente una onda plana, es como
sigue:

Az, t) = R{A*e“wt—kw)}, (6.5)
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donde el simbolo R representa la parte real de la expresion entre llaves
y A* es un nimero complejo llamado fasor. Ahora bien, observando la
Figura 6.5, notamos que A* se puede escribir como

A* = |A*|e" = Apel? = Ar 4+ iA7,
donde |A*| es la magnitud de A* que es igual a Ay y, A} y A} son las
partes real e imaginaria de A*, respectivamente.
imaginario
A*

A \P*;\

A* real

Figura 6.5: Vector fasor A*.

La amplitud |A*|, o Ap, se puede escribir como

A = A A

Por propiedades de los ntimeros complejos, sabemos que |A*| = A*A*,
donde A* es el conjugado complejo de A*.

En realidad, no es necesario escribir el simbolo R, ya que siempre se
ha entendido que sélo y tnicamente la parte real de la expresion final
para A(z,t) tiene significado fisico; sin embargo, todo andlisis antes de
llegar a la expresién final debe estar en término de las variables com-
plejas completas, pues la parte real de un producto no es el producto
de las partes reales, y por ello deben realizarse todas las operaciones y
manipulaciones algebraicas en todo y cada uno de los pasos intermedios
antes de tomar la parte real de la expresién definitiva.

La frecuencia angular, w, (expresada en radianes por segundo) se toma
aqui como un numero real positivo. k es la constante de propagacion, la
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cual en general puede ser compleja, con parte real k, y parte imaginaria
k;. La parte real, k., frecuentemente se llama el niimero de onda, y k; es
la constante de atenuacién. La frecuencia f (ciclos por segundo) estd re-
lacionada con w mediante w = 27 f. La longitud de onda A se relaciona

con el nimero de onda k, mediante k, = 27”

En vista de que e* = cos §£sin 6, la ecuacién (6.5) se puede re-escribir

y tomar su parte real como sigue

A(l’, t) - R {|A*|eigoei(wt—krz)eki:c}
= |A*|eF® cos(wt — kpx + ). (6.6)

El término coseno representa la onda viajera con un traslado de fase,
¢, del origen (z = 0 y t = 0). Analicemos qué sucede cuando tenemos
una onda progresiva, si la parte imaginaria de k, k;, es positiva, la onda
crece a medida que se propaga en la direccién positiva de z, y si k; fuese
negativa, entonces la onda se atenuaria mientras se propaga en esa mis-
ma direccién. Si la onda viaja en la direccién negativa de x, entonces
ocurre todo lo contrario. Ahora, k, es positiva para una onda viajera
progresiva, y es negativa para una onda viajera regresiva.

En lo que sigue, necesitamos encontrar el valor del niimero complejo k,
teniendo a w como un dato conocido. En los problemas de movimiento
de ondas, el problema principal es encontrar k dado w, ademas de deter-
minar los valores de las amplitudes (del fasor) de cada pardmetro para
una senal de entrada. La ecuacién que relaciona k con w se conoce como
la ecuacién de dispersién, k = k(w).

En la ecuacién (6.6), observamos que la onda viajera tiene una envol-
vente dada por ef* En la Figura 6.6 se muestra la envolvente para
una onda viajera progresiva, considerando los dos casos: la grafica a la
izquierda para k; positivo y la grafica a la derecha para k; negativo.
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kix ek’ix

k; positivo k; negativo

Figura 6.6: Envolvente para una onda viajera progresiva.

Revisando detenidamente el caso k; positivo, ya notamos que la on-
da viajera progresiva crece; pero, también se puede interpretar como
atenuacién o decaimiento de una onda regresiva. Si se tiene el caso k;
negativo, entonces ocurre todo lo contrario.

6.5. Ondas estacionarias

En esta seccidon asumimos que onda senosoidal no tiene dispersion, ni
atenuacion, ni decaimiento; es decir, k es un ntmero real y v, es cons-
tante. Supongamos que a una onda viajera progresiva, con k, como su
rapidez de fase, se le superimpone una onda viajera regresiva, con —k,.
como su rapidez de fase, teniendo ambas ondas la misma amplitud, en-
tonces el resultado es una onda estacionaria.

Una onda estacionaria no viaja en espacio. Los nodos (lugares donde la
amplitud es siempre cero) permanecen fijos en el espacio, y de donde
una onda de amplitud By surge como se puede observar en la siguiente
figura
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Nodo

Figura 6.7: Onda estacionaria.

Se puede ver que la onda oscila, a medida que pasa el tiempo, entre la
linea sélida y la punteada.

Una manera de poder expresar una onda estacionaria es mediante la
suma de ondas viajeras de la forma | A| cos(wt—k,x), donde k, es positiva
para la onda viajera en la direccién positiva de x y k, es negativa para
la onda en la direcciéon negativa de x. Asumiendo que k, es positiva,
tenemos

B(z,t) = |A|cos(wt — ky) + |A] cos(wt + ky);
pero sabemos que 2 cos «cos 3 = cos(a — ) + cos(a + f3), entonces
B(z,t) = 2|A]|cos(wt)cos(ky),

con esto observamos que la amplitud en la Figura 6.7 anterior es By =

2|l
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