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Prefacio

Los espacios de Lebesgue con exponente variable LP(), como su nombre
lo indica, son una generalizaciéon de los espacios clasicos de Lebesgue
al reemplazar el exponente constante p por una funcién. Los espacios
resultantes tienen muchas propiedades similares al caso cldsico, sin em-
bargo difieren de estos en muchas formas. Estos espacios aparecen en
la literatura por primera vez en 1931 en el trabajo de W. Orlicz [105],
no obstante después de este articulo Orlicz abandona el estudio de los
espacios con exponente variable para concentrarse en la teoria de los
espacios de funciones hoy llamados espacios de Orlicz. No es hasta 1950
que estos espacios reaparecen en la literatura por H. Nakano en [95] don-
de menciona a los espacios LP()([0,1]) como un ejemplo que ilustra la
teoria de los espacios modulares (también llamados espacios de Nakano)
y sus propiedades son luego estudiadas en [96]. Una década después, en
1961, los espacios de Lebesgue con exponente variable son introducidos
en la literatura rusa por I.V. Tsenov [132]. Luego, en 1979 I.I. Shara-
pudinov [121] estudia aspectos topolégicos de los espacios de Lebesgue
con exponente variable en intervalos de la recta real, subsecuentemente
en [122, 123, 124] considera otros aspectos de andlisis en LP()(R). Es-
tos espacios también fueron considerados por otros autores rusos, siendo
los trabajos de V.V. Zhikov [140, 141, 142, 143, 144, 145, 147] los mds
influyentes y donde se aplica LP() a problemas en célculo de variacio-
nes integrales con condiciones de crecimiento no estandar. En 1991 O.
Kovéacik y J. Rakosnik publican el trabajo [81] el cual es considerado el
puente al periodo “moderno” del estudio de los espacios con exponente
variable. Con este trabajo comienza el estudio de las propiedades bésicas
de LPO(R™).

Es de notar que el primer interés en estos espacios es puramente tedrico
y los primeros trabajos de investigacién sobre ellos fueron realizados sin
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ninguna idea de posibles aplicaciones, aunque luego, no mucho tiempo
después, comienzan a surgir aplicaciones modeladas mediante LP().

Asi, motivados por los trabajos de V.V. Zhikov sobre problemas va-
riacionales con exponente variable, a mediados de la década de los no-
venta comienza una intensa actividad en este tépico asi como también
en ecuaciones diferenciales con exponente variable. Ver, por ejemplo
[1, 2, 4, 18, 22, 27, 42, 43, 44, 46, 47, 48, 49, 80, 97, 146]. Las investi-
gaciones recientes en estos temas han sido fuertemente estimuladas por
aplicaciones en varios problemas relacionados con objetos con crecimien-
to local no estdndar en los cuales condiciones de crecimiento de orden
variable aparecen; por ejemplo, en teoria de elasticidad y mecdnica de
fluidos en donde son de especial interés los “fluidos inteligentes” tales
como los llamados fluidos electro-reoldgicos (ER) (véase [117]). Estos
flujos son liquidos viscosos especiales que tienen la habilidad de cam-
biar significativamente sus propiedades mecdnicas cuando sobre ellos es
aplicado un campo eléctrico. Como se establece en [134], los fluidos ER
son “una clase de liquidos que se endurecen hasta un estado semi sélido
cuando es sometido a un campo eléctrico. Los fluidos electro-relégicos
son comunmente suspensiones coloidales y su endurecimiento bajo el
efecto de un campo eléctrico es reversible”. Las interesantes propieda-
des de los flujos ER pueden ser exploradas en aplicaciones tecnolégicas.
Por ejemplo, T. Hao [58] dice que “estos pueden ser usados en la indus-
tria automotriz para los sistemas de embrague, frenos y amortiguadores.
También pueden ser usados en articulaciones de brazos y manos roboti-
cos. Mas aun, la técnica ER puede ser usada para fabricar materiales
funcionales avanzados tales como cristales foténicos, tintas inteligentes
y polimeros compuestos heterogéneos.” Dado que estos fluidos tienen
propiedades no homogéneas, los espacios clasicos de Lebesgue y Sobo-
lev no son adecuados para describirlos ya que el exponente p en estas
aplicaciones necesita variar de un punto a otro. Este problema fue de
considerable importancia para estimular el desarrollo de la teoria de los
espacios de Lebesgue y Sobolev con exponente variable.

Quisiéramos senalar que estos espacios también han demostrado ser de
utilidad en el estudio de procesamiento de imagenes. Por ejemplo, Chen,
Levine y Rao en [21], basados en exponentes variables, proponen un
nuevo modelo de restauracién y recuperacion de una imagen desde una
imagen con ruido. En este modelo el valor de p = 1 produce mejores
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resultados en los bordes, mientras que p = 2 produce los mejores resul-
tados cerca de las regiones lisas, lo que nos lleva por tanto a un exponente
variable. Muchos de los resultados en esta linea de investigacién estan
resumidos en las monografias [33, 117].

Por otro lado, los espacios de Banach de funciones medibles (BFS) fue-
ron introducidos en 1955 por W.A.J. Luxemburg en su tesis doctoral
[92] como un aporte al estudio sistemdtico de los espacios (de Banach)
de funciones medibles. Sin embargo ya en 1925-29 A.N. Kolmogorov,
A. Zygmund y E.C. Titchmarsh conocian que los clésicos espacios LP
son insuficientes para describir algunas propiedades de los operadores
[77, 130, 131, 148]. Ademsds, el estudio de funcionales con cierto com-
portamiento hecho por W.H. Young y W. Orlicz en la década de los
treinta [106, 138] impulsa el estudio de estos espacios desde un punto
de vista general, el de los espacios de Banach, y no se consideran sus
caracteristicas principales. Esto, aunado al hecho de que en andlisis exis-
ten muchos espacios importantes que no son en general invariantes bajo
reordenamientos (ejemplos de estos incluyen a los espacios de: Lebesgue
ponderados, Lorentz, Orlicz y Musielak-Orlicz), hace necesario un abor-
daje unificador para este tipo de espacios. Los intentos de unificar a los
espacios de Orlicz y Lorentz en un ambiente axiomatico fueron hechos
a principio de los anos cincuenta por I. Halperin [57], HW. Ellis y I
Halperin [41] y G.G. Lorentz y D.G. Wertheim [91].

En estas notas presentaremos a LP() visto como un caso particular de
un BFS, aunque estos pueden ser estudiados independientemente de los
espacios de Banach de funciones medibles como en [28]. Adn asi, con
la intencién de motivar el estudio de espacios BFS, optamos por es-
ta presentacion para mostrar como con modificaciones menores algunos
resultados dados en BFS son vélidos en espacios concretos, lo que per-
mite establecer fundamentos comunes para diversas clases de espacios
de funciones (medibles) integrables.

Este enfoque ha permitido, en parte, un rapido desarrollo del estudio
de diferentes tipos de espacios de funciones con exponente variable (y
su correspondiente teoria de operadores) como por ejemplo los espacios
de Besov, Herz, Lorentz, Morrey-Campanato, Potenciales de Bessel, So-
bolev y Triebel-Lizorkin asi como amalgamas en espacios de Lebesgue
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variables. Ver, v. gr. [6, 8, 12, 33, 55, 56, 63, 79, 112, 137] y algunas de
sus referencias. Como consecuencia de este desarrollo se han modelado
distintos problemas con datos en estos nuevos espacios con exponente
variable tales como: Problemas de Dirichlet-Neumann, de seqgundo or-

den parabdlicos y elipticos, de frontera libre y de Riemman-Hilbert entre
otros. Consultar, v. gr. [3, 7, 38, 39, 40, 46, 60, 71, 100, 101, 133].

Este manuscrito se puede considerar dividido en dos partes. En la pri-
mera consideraremos los fundamentos mateméticos de los BFS y LP().
La segunda parte esta enfocada al estudio de algunas herramientas de
analisis armonico en estos espacios.

Para la conveniencia del lector dividimos el texto en 4 capitulos, los
primeros dos, que se considera la primera parte del manuscrito (Fun-
damentos), estan dedicados al estudio de las propiedades de los BFS y
Lp(')(Q). El capitulo 1 es una breve introduccién a los espacios BF'S,
empieza con la introduccién del concepto de espacio de Banach de fun-
ciones medibles y su norma, después se estudia el espacio asociado, la
desigualdad de Holder y la inclusién del espacio asociado en el espacio
dual. Ademsds, los problemas de caracterizacion de la dualidad, reflexivi-
dad y separabilidad seran estudiados bajo el concepto de la continuidad
absoluta de la norma.

En el capitulo 2 se estudiaran aspectos basicos de los espacios de Lebes-
gue con exponente variable, por ejemplo, se introducen varios tipos de
normas, se obtiene dualidad, norma asociada, el teorema de represen-
tacion de Riesz, teoremas de embebimiento y de densidad. Por ultimo,
mostraremos algunos resultados que evidencian el caracter esencialmen-
te distinto de los espacios con exponente variable con respecto al espacio
de Lebesgue clésico.

La segunda parte (Herramientas de Andlisis Arménico) consta de los
capitulos 3 y 4. El capitulo 3 estd dedicado a estudiar la acotacién,
tanto en BFS como en LP(), de algunos operadores clasicos en andali-
sis arménico como lo son los operadores pseudodiferenciales y de tipo
convolucién, los cuales han probado ser de gran utilidad para modelar
distintos problemas en diversos campos del conocimiento como fisica,
ingenieria, economia y medicina. Dado que en estos espacios las técni-
cas clasicas de extrapolacién, asi como la desigualdad de Young no se
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satisfacen, algo que marca una gran diferencia con el caso cldsico de
espacios de funciones integrables, mostraremos condiciones que garan-
tizan la acotacién del operador maximal de Hardy-Littlewood, lo que
nos permitira establecer las condiciones de acotacion de los operadores
en consideracion. Quisiéramos hacer notar que ya han sido establecidas
condiciones para garantizar la acotacion en estos espacios de otros tipos
de operadores tales como los operadores de Hardy y potenciales de Riesz
y Wolff. Sin embargo, decidimos no incluir estos resultados para incluir
en su lugar la teoria de solubilidad de ecuaciones singulares integrales.
Estos operadores son tratados en [7, 29, 36, 70, 69, 118, 119].

En el capitulo 4 mostraremos la teoria de solubilidad de ecuaciones sin-
gulares integrales con coeficientes continuos y continuos a trozos sobre
curvas de Lyapunov en BFS y LP0). Para esto probaremos criterios de
Fredholm de operadores integrales mediante diversas técnicas de investi-
gacion para cada caso. Es de notar que este enfoque nos permite a la vez
estudiar otras propiedades como lo son la invertibilidad y la teoria es-
pectral de los operadores asociados a las correspondientes ecuaciones. La
solubilidad de ecuaciones singulares integrales, asi como la propiedad de
Fredholm de los correspondientes operadores, (con o sin desplazamien-
to) cuyos coeficientes son esencialmente acotados en estos espacios no
es considerada aqui, pero puede ser vista en [114]. En esta linea de in-
vestigacién, el siguiente paso a seguir es considerar problemas de valor
en la frontera para funciones analiticas representadas por integrales de
tipo Cauchy con densidad en espacios BFS y en espacios de Lebesgue
con exponente variable. Estos problemas son estudiados en [114] para el
caso de espacios BFS y en [71] cuando son consideradas funciones con
densidad en LPC).

Para una mejor comprensiéon del material recomendamos que el lector
esté familiarizado con las técnicas clasicas de Teoria de la Medida, y en
particular las técnicas usadas en espacios de Lebesgue, para ello reco-
mendamos [84, 115, 116]. También es deseable que el lector conozca los
métodos empleados en el estudio de operadores singulares integrales en
espacios de funciones integrables, aunque esto 1iltimo no es un requisito
indispensable, de igual manera para esto recomendamos [52, 53, 102].
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Notacion

Espacios de funciones

So(R™)

(©2)

loc

Espacio de funciones medibles de f en R™ tales que |[{z €
R™ : |f(z)] > A} < o0.

Espacio de funciones medibles definidas en {2 finitas en casi
toda parte con respecto a la medida de Lebesgue. Vedse p.
3.

Espacio de funciones medibles definidas en {2 respecto a la
medida de Lebesgue. Vedse p. 3.

Subconjunto de My(€2) de funciones no negativas. Vedse
p- 3.

Espacio de funciones esencialmente acotadas en {2.
Espacio de Lebesgue, véase (2.1).

Funciones continuas en ().

Funciones infinitamente diferenciables con soporte com-
pacto en €.

Espacios de Banach de funciones medibles.

Espacios de Banach de funciones medibles con norma ab-
solutamente continua, véase Definicion 1.3.2.

La clausura del conjunto 8 en X, véase Definicién 1.3.4.
Espacio asociado del espacio X.

Espacio de Lebesgue con exponente variable p en €2, véase
Definicién 2.1.1.

Espacio de Lebesgue con exponente variable p en (), véase
(2.46).

Espacio de Lebesgue con exponente variable p en §2, véase
(2.65).

Espacio de funciones localmente integrables en ).

IX
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Qb Q*a Qoo

M(R™)

m,
larg a(t)|p

arg a(t)
IndT
ind a
X+Y
m
p,6

Sm

(3¢, 5)

Normas

o(f)
o' (f)
Pp()(f)
IRIES
[Rir
111,y
111,

Mb
k%
I

Subespacios de LP()(R) de funciones con soporte en R..
Funciones acotadas continuas a trozos en I
Espacio de los operadores lineales y continuos de X en Y.

Existe un constante C' > 0 tal que |f(z)| < C|g(x)|.
fS9ygs T

Conjunto de las funciones simples.

Medida de Lebesgue de un conjunto 2 C R™.

A estd continuamente contenido en B, i.e., A C B y para
f € A tenemos||f| 5 < Cf]1 -

Funcién caracteristica del conjunto E.

Conjuntos de la funcién exponente p, véase p. 22.
Conjunto de funciones medibles para las cuales el opera-
dor maximal de Hardy-Littlewood es acotado en LP(*) (R™),
véase Definicién 3.1.7.

Conjunto de todos los multiplicadores de Fourier, véase
Definicién 3.3.5.

Incremento total de la funcién arg a(t) cuando ¢t toma va-
lores en I

Argumento continuo de la funcién a.

Indice de Fredholm del operador T

Indice de Cauchy de la funcién a.

Suma directa de X y Y.

Clase de simbolos de Hormander.

Clase de simbolos de Miyachi.

Funcién norma, véase Definicién 1.1.1.

Funcién norma asociada, véase Definicién 1.2.1.

Funcional p(-)-norma, véase p. 22.

Norma de un BFS, véase (1.1).

Véase (2.8).

Véase (

Véase (

Véase (
(

2.11).
2.29).
2.48).
Véase (2.49).



“H”(p)

Operadores

Avg,
op(a)

T

f*g
Avg,.(f)
Mp, Mg

Wy + H,

XI

Véase (2.35).

Operador de promedio integral, véase 3.1.

Operador pseudodiferencial con simbolo a.

Operador de traslacién, véase p. 52.

Operador de convolucién, véase (2.71).

Operador de promedio integral, véase (3.1).

Operador maximal de Hardy-Littlewood, véase p. 62.
Operador maximal fraccionario de Hardy-Littlewood,
véase Definicion 3.1.5.

El g-ésimo operador maximal, véase (3.3).

Funciéon maximal de Fefferman-Stein, véase p. 63.

Véase p. 63.

Reordenamiento no creciente, véase p. 63.
Véase p. 63.

Funcién maximal éptima local, véase p. 63.
Véase p. 63.

Molificador de Friedrichs, véase Definicion 3.3.2.
Operador potencial de Bessel, véase (3.3.2).

Operador de Calderén-Zygmund, véase (3.3.3)

Operador singular integral de Cauchy, véase Definicion
3.3.4.

Operador de Wiener-Hopf, véase (3.21).

Operador de Hankel, véase (3.22).

Operador de Wiener-Hopf-Hankel, véase (3.23).

Propiedad de los exponentes

b+, P—
p/
LH(£2)

LHo(9)

Supremo e infimo (esencial) de la funcién p, véase (2.2).
El exponente dual o exponente conjugado, véase p. 23.
Clase de funciones localmente log-Holder continuas, véase
Definicion 3.1.4.

Clase de funciones localmente log-Holder continuas al in-
finito, véase Definicién 3.1.6.

Clase de funciones globalmente log-Holder continuas, véa-
se Definicion 3.1.6.

Familia de funciones medibles p : Q@ — [1, o0].
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Fundamentos






Capitulo 1

Espacios de Banach de
funciones medibles

Los espacios de funciones son una herramienta moderna de analisis que
permite encuadrar muchos problemas concretos en un contexto mas abs-
tracto. Es posible estudiar cada uno de estos espacios por separado, sin
embargo algunos matematicos empezaron a notar que ciertas estructu-
ras eran comunes a muchos de ellos. La teoria de los espacios de Banach
de funciones medibles (BFS') es una manera de categorizar espacios
de funciones; el equivalente en biologia seria una especie en un sistema
taxonémico. Esto sirve como un principio de economia, pues si cierto
espacio es BFS, entonces podemos decir muchas cosas del espacio sin
mucho trabajo simplemente basados en la teoria de BFS.

1.1. BFS

Asumiremos siempre que (2, ) es un espacio de medida o-finita, esto
es, existe una sucesion de conjuntos {2}y tal que p(€2,) < oo para
todon € Ny Q = ey Qn- Por M(Q, ;1) designaremos al conjunto de
las funciones reales p-medibles en ©, M(€2, 1) denotara las funciones en
M(2, ) finitas en casi toda parte (c.t.p.) y por M4 (€, ) al subconjunto
de My(€2, 1) que consiste de funciones no negativas.

Como es usual en Teorfa de la Medida, dos funciones son iguales cuando

'Del inglés Banach Function Spaces.



ellas son iguales p-c.t.p.; i.e., las funciones de M(2, ) son clases de
equivalencia médulo p-constante.

Definicién 1.1.1. El funcional o : M4 (2, u) — [0, 00] se llama una
funcién norma de Banach si, para toda f, g, {fu},cn €n My, para todo
A 2 0 y para todo conjunto u-medible E de 2, las siguientes propiedades
son verdaderas:

(P1) o(f) =0 si, y sdlo si, f =0 p-c.t.p. en Q;
o(Af) = Xo(f) (homogénea);
o(fi + f2) < o(fr) + o(f2) (subaditiva).

g < f p-c.t.p., entonces o(g) < o(f) (propiedad de “lattice”).

)
P3) Si fu 1 f w-c.t.p., entonces o(fn) T o(f) (propiedad de Fatou,).
) Siu(E) < oo, entonces o(x,) < 0.

)

Si w(E) < oo, existe una constante finita Cg (que depende sola-
mente del conjunto E) tal que [ fdu < Cro(f).

Es importante subrayar que esto no es un sistema axiomatico, pues (P2)
es una consecuencia de (P3), pero es usual dar esta definicién por eco-
nomia debido a la importancia de (P2) en muchas demostraciones.

EJERCICIO 1.1.1. Demuestre que la propiedad (P2) de la Definicién
1.1.1 es una consecuencia de (P3).

Definicion 1.1.2. Sea ¢ una funcion norma de Banach. Al conjun-
to X = X(Q, ) definido como el conjunto de todas las funciones en
M(2, ) tal que o(|f]) < oo lo llamaremos Espacio de Banach de fun-
ciones medibles (BFS). Si f € X definimos de manera natural la norma
por

£l = 1£11 = e(lf])- (1.1)

Como consecuencias de la Definicién 1.1.1 tenemos:
Lema 1.1.1. Sea X = X(2, u) un BFS.
(a) || fllx =0 es equivalente a f =0 p-c.t.p. en 2.

(b) Si fi < fo p-c.t.p. en Q, entonces fo € X implica que f1 € X, y
[f1lle < f2ll-



(c) Si f €X, entonces [ es finita p-c.t.p. en 2.

(d) Si fpoeX,neN, f, 20y fn 1 f p-ctp. en Q, entonces o f € X
Yyl fnll TN ol fully T oo

(e) Si frn € X, ylimy o0 fr, = f p-c.t.p. en Q, entonces tenemos el
Lema de Fatou:|| || < lminf, ool fnlly-

(f) Si E es cualquier conjunto acotado, entonces HXEHI)C < 00.

(9) Para todo conjunto de medida finita E, existe una constante fini-
ta Cg (que depende solamente del conjunto E) tal que [ |f|dp <
Cellfllyx para toda funcién f € X.

Demostracion. Solamente el item (c¢) y Lema de Fatou (e) no son in-
mediatas. Para demostrar el item (c), observe que si f € X, entonces
| fll < co. Sea E el conjunto en donde |f(x)| es infinita y supongamos
que p(E) > 0, por lo tanto HXEHX > 0. Se sigue de (a) y (b) que|| f[[y =

nHXEHx para n = 1,2,..., asi ||f”:x = o0, lo que contradice feX.
Para probar (e), escrlblmos hn(z) = inf {|fn(2)], | fas1(2)],...}. Enton-
ces 0 < hp(z) T |f(z)] p-c.t.p. en Q por lo tanto ||f||x = hm||h |l <
lim inf|| f, || por (P2) y (b). O

Ejemplo 1.1.1. El ejemplo clasico de un espacio de Banach de funciones
medibles es el espacio de Lebesgue LP([0, 1]) tomando o(f) como

o) =1 (Blr@Pa)” 1<p<o

ess Sup,cp 1) f(2), p=o0.

Definicion 1.1.3. Por 8 denotamos el conjunto de funciones simples
en §2.

Teorema 1.1.1. Sea X un espacio de Banach de funciones. Tenemos
que (X,[|-||l) es un espacio normado y ademds tenemos que

8§ C X — M. (1.2)

Demostracion. Como la medida p es o-aditiva, entonces las funciones
localmente integrables son finitas p-c.t.p.. Por lo tanto X C Mg. Por otro
lado, de la la propiedad (P5) todas las funciones en X son localmente



integrables en (2, luego, como My es un espacio vectorial, entonces X
también lo es. Se sigue de (P1) que X es un espacio normado, de esta
forma por (P4), x, € X para todo conjunto E tal que p(E) < oo. Asi,
por la linealidad de X, se tiene que 8§ C X. Demostraremos ahora que
X < My es continua. Supongamos que la sucesién {f,} -, satisface
fn — f en X. Entonces, por (1.1) tenemos que o (|fn, — f|) = 0 cuando
n — oo. Dado € > 0 y un conjunto E C Q tal que u(FE) < oo, por (P5)
obtenemos que

u{er:|f(x)—fn(x)| >5} <i/|f—fn|dM<iEQ(|f—fn|)7
E

que converge a 0 cuando n — oo, pues Cg es independiente de n. En
consecuencia, f,, — f en medida en todo conjunto de medida finita, en
otras palabras, f,, — f en M. O

El siguiente teorema justifica la utilizacién de la palabra Banach en BFS.
Teorema 1.1.2. FEl espacio X es un espacio de Banach.

Demostracion. Solamente tenemos que probar que X es completo; es
decir, dada una sucesién de f, € X tal que | fm — fully — 0 cuando
n, m — 00, tenemos que demostrar que existe una unica funcién f € X
tal que || f, — flly — 0 cuando n — oco. Como || frm — fnlly — 0, existe
una subsucesion {g,} tal que Y o> ||gnt1 — gnll < 0o. Para cada z € Q
escribimos g(z) = |91 ()| + 3 ey [9n+1(x) — gn(@)], por lo tantol gl <
g1l + Dllgn+1 — gnlly por (P2), lo que implica que el conjunto E en
el cual g(x) = oo es de medida p-cero (por el Lema 1.1.1(c)). Tomando
f(x) = 0Oparaz € Ey f(z) = gi(x) + 202 [gn+1(2) — gn(x)] para
x € Q\E, obtenemos que || f|ly < |lglly < o0 v || f — gilly = 0 cuando
i — o0o. La unicidad de f es consecuencia del Lema 1.1.1(a).? O

Definicion 1.1.4. Sean X y Y dos espacios lineales normados. Si el
operador de identidad Ix : X — Y es continuo, decimos que el espacio
X se embebe de forma continua en el espacio Y y denotamos este hecho

por X — Y. En otras palabras, || Ix| x.,y := sup sz ”}t”y es finito.

2Observe que la demostracién no depende de (P3) y (P4).



Teorema 1.1.3. Sean X = X(Q, 1) v Y = Y(Q, p) espacios de Banach
de funciones medibles. Si X C Y, entonces X — Y.

Observacién 1.1.1. Recordemos el

Teorema de Riesz-Fischer. Sea V un espacio vectorial
Yy q una semi-norma en V. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

1. (V,q) es completo;
2. para toda sucesion {v; }jeN tal que - ;cnq(vj) < o0, la
serie Y ;N vj converge en V.

Demostracion del Teorema 1.1.8. Supongamos que X < Y. Entonces
existe una sucesién { f,},~; de funciones f,, > 0 en X tal que|| fo|y < 1,
| fully > n?, n € N. Por el Teorema de Riesz-Fischer, Y f,/n? converge
en X para alguna funcién f € X. Por la hipdtesis X C Y, tenemos
que f € Y. Sin embargo, como 0 < n~2f, < f y por lo tanto 1 flly =
n=2 fully > n, para todo n € N, entonces obtenemos una contradiccién
con f €Y. O

Corolario 1.1.1. Si dos espacios de Banach de funciones medibles tie-
nen los mismos elementos, entonces sus normas son equivalentes.

EJERCICIO 1.1.2. Sea 2 C R"™ un dominio apropiado.

1. Sea 1 < p < ooy w un peso en ). Muestre que el espacio de

Lebesgue ponderado LP(Q, w) = {f : / |f(x)Pw(x)dz < oo} es
Q

o(f)
un BFS.

2. Sea ® una funciéon de Young. Muestre que el espacio de Orlicz
L2(Q) = {f : / O(f)de < oo} es un BFS.
L

o(f)
3. Sea A >0y pe€ (1,00). Muestre que el espacio de Morrey definido

1
como LPA(Q ::{f: sup / fypdy<oo}es
) B0 B o T

o(f)
un BFS.



4. Sea A > 0y p € (1,00). Muestre que el espacio de Campanato

p)\Q = : pd
) { 16%17P>0’er|/xr — /5l y<00}no

es un BFS, donde fp f f d;L es el promedio integral.

1.2. Espacio asociado

Una propiedad muy importante de los espacios de Lebesgue es su carac-
terizacién “dual”. Es decir:

1o o) = ; / fa

Lp (0,1~

donde p y p’ son exponentes conjugados p~! + p’_1 =1.
Vamos introducir el espacio asociado de X, que extiende este concepto
para BFS.

Definicién 1.2.1. Para cualquier funcion norma o(f), definida en el
conjunto P de las funciones no-negativas p-medibles y que satisfacen
(P1)-(P5), introducimos la funcién asociada ¢'(f) en P por

= sup /fgdu (1.3)

o(g9)<1

Teorema 1.2.1. La funcidn asociada ¢ definida por (1.3) es una fun-
cion noTrma.

Demostracién. Es suficiente demostrar que ¢ satisface (P1)-(P5). Su-
pongamos que ¢'(f) < 1. Entonces (1.2) implica que f(z) < oo p-c.t.p..
Si g = 0 p-c.t.p., entonces fQ fgdu =0, por lo tanto, por (1.3) tenemos
que ¢'(g) = 0. Si ¢'(g) = 0, entonces [, fgdu = 0 para toda f € MT con
o(f) < 1.Si E C Q es un conjunto p-medible con 0 < p(F) < oo, en-
tonces 0 < p(x,) < oo por las propiedades (P1) y (P4) de p. La funcién

fi=xp/0(xy) satisface o(f) =1, asi

Q(XE)lE/ng_Q/fgdu—O.



Por lo tanto, g = 0 p-c.t.p. en E. Como F es arbitrario tenemos que
g = 0 p-c.t.p.. La homogeneidad y la subaditividad de ¢’ son faciles
de verificar. La propiedad (P2) es una consecuencia inmediata de la
definicién de o’.

Mostraremos ahora (P3). Sea {g,},-; C M con 0 < g, T g p-c.t.p. para
alguna funcién g € M, entonces para m,n € N, m < n, tenemos por
(P2) que ¢'(gm) < 0'(9n) < 0'(g). Sin pérdida de generalidad podemos
asumir que o(gn) < oo para todo n € N. Sea ¢ cualquier nimero que
satisface € < ¢'(gn). Por (1.3), existe una funcién f € M4 con o(f) <1
tal que [ fgdp > e. Ahora, 0 < fp, T fg p-c.t.p. entonces el Teorema
de Convergencia Mondtona implica que [ fg, T [ fg. Asi, existe un
no € N tal que [ fg, > € para todo n > ng. Por lo tanto, por (1.3),
obtenemos que ¢'(g,) > € para todo n > ng. De esta manera obtenemos
que ¢'(gn) T 0'(g9), i.e. ¢ satisface la propiedad (P3).

Para verificar (P4) para ¢ utilizamos (P5) para ¢ y viceversa. Sea F C
Q el cual satisface p(E) < oo, entonces por (P5), para p, existe una
constante Cp < oo tal que

/fodu Cro(f), [e€My.

Q

Esto junto con (1.3) implica que ¢'(x,) < Cg < o0, lo cual demuestra
(P4) para ¢'. Para demostrar (P5), sea £ C Q tal que u(E) < oco. Si
p(E) = 0, entonces [, fdu =0, y por lo tanto (P5) se cumple. Cuando
pu(E) > 0, tenemos por (P4) para ¢ que o(x,) < oo y por (P1) para p
que o(x ) > 0. Definiendo C%; := o(x,) y f = XE entonces o(f) = 1,

Xg)’
E
por lo tanto, para toda g € M, obtenemos por (1.3) que

/gdu = C’E/fgdu < CEd'(9),
Q

E

lo que demuestra (P5). O

EJERCICIO 1.2.1. Sea X un BFS y X’ su espacio asociado. Demuestre
que

ol = smw / ol du. (1.4)

Ifllx<1
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Podemos definir (™ de una manera inductiva. Tomando o (f) = o(f),
definimos

o™ (f) = sup /fgdu (1.5)

on=1(g)
Definimos ahora el espacio asociado de X.

Definicién 1.2.2. Por X" definimos el conjunto de todas las funciones
p-medibles en Q tal que | fllyw = 0™ (|f]) es finita, donde o™ es defi-
nida por (1.5). Cuando n =1 o n =2, escribiremos el espacio asociado
como X' y X", respectivamente.

Teorema 1.2.2. Todo espacio X, n € N, es un espacio de Banach.

Demostracion. Es consecuencia inmediata de la Definicién 1.2.2, del
Teorema 1.2.1 y del Teorema 1.1.2. O

Definicién 1.2.3. El espacio de Banach XY es llamado el espacio
asociado de X,

Teorema 1.2.3 (Desigualdad de Holder). Sean f € X, g € X1, enton-
ces

/ Fodu <[ Fllellglzo (16)
Q

Demostracién. Supongamos primero que || f||,, = 0. Entonces f = 0 p-
c.t.p. en Q, por lo tanto ambos lados de (1.6) son cero. Cuando || f||y > 0,
entonces

o
£l

Por la definicién de X’ y por (1.4) obtenemos la desigualdad

X

/
— du < -
Q/ (m)g i< lglly

la cual implica el resultado. ]
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El teorema anterior nos dice que una de las desigualdades méas impor-
tantes en andlisis se cumple en BFS y su espacio asociado, esto es un
indicador de la importancia del espacio asociado. Otro indicador es el
teorema siguiente, donde obtenemos una relacién entre el espacio aso-
ciado y el espacio dual.

Lema 1.2.1. Toda funcién g € XU define un funcional lineal acotado
en el espacio X poniendo g*(f) = [ fgdp y norma||g*|| =1gllxq) -

Demostracion. El funcional lineal ¢*(f) = [ fgdu es acotado por la
desigualdad de Holder |g*(f)| < [|glly |/ f]ly, lo que implica que ||g*|| <
lg]ly- La desigualdad inversa es consecuencia de la definicién de ||g||-

O

Ahora obtenemos el llamado Teorema de Resonancia de Landau.

Teorema 1.2.4. La funcién f € XU si y solamente si fg es integrable
sobre Q para toda g € X.

Demostracion. “Solamente si” es inmediata. Para demostrar el “si”, su-
pongamos que fg es integrable en 2 para toda g € Xy que|| f|| y) = o0.
Entonces, existe una sucesién g, tal que 0 < g, € X, |lgnlly < 1y
Jo fgdp > n3. Escribamos g(z) = Y07, n~2g,(x). Por la propiedad
(P2), tenemos que ||g||y es finita, lo que implica que [, fgdu es fini-
ta por hipdtesis. Por otro lado, para todo n = 1,2,... tenemos que
Jo fodu>n"2 [, |fgnldp > n lo cual es una contradiccion. O

EJERCICIO 1.2.2. Demuestre que f € X(™ si y solamente si fg es
integrable en Q para toda g € X1,
EJERCICIO 1.2.3. Calcular X' cuando:

(a) X =LP([0,1]), 1 < p < o0

(b) X = L([0,1]);

(¢) X = L*>([0,1)).
Una propiedad muy importante del espacio asociado viene dada por

el Teorema de Lorentz-Luzemburg (para una demostracion algo técnica
véase [13]).

Teorema 1.2.5 (Lorentz-Luxemburg). Todo espacio de Banach de fun-
ciones medibles X coincide con su sequndo espacio asociado X(2).
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Una pregunta natural es comparar el espacio asociado X’ con el espacio
dual X*. Del Lema 1.2.1 tenemos que X’ C X*, pero por el Teorema 1.2.5
sabemos que la inclusién contraria no siempre es verdad (considere p.

ej. X = L™).

Teorema 1.2.6. La norma de una funcién g € X es dada por

ol = sup / fodu|. (17)

[fllx<t

Demostracion. Por la desigualdad de Holder (1.6), para toda f € X, con
| flly <1y toda g e X', tenemos

/ fodul < / Faldu <[ Flllglle <llglle
0

Q

lo que implica que sup {‘fQ fgd,u,‘ cfeXflly < 1} <||g||yr- Para de-
mostrar la desigualdad contraria, denotemos por By la bola unitaria en
X.Dadag € M, sea E := {ac €Q:g(x) # 0} y escribimos ¢ en forma po-
lar como g(z) = |g(z)|¢(x) donde |1(x)| = 1. Sea ahora f € By y h(z) :=
|f(z)|Y(x)x, (), x € Q. Luego |h(z)| < |f(x)| para = € €2, entonces por
la propiedad (P2) en X tenemos también que h € By. Tomando en consi-

deracién lo anterior obtenemos [, |fg|dp = [ |fgldp = [ |flgv ™" dp.

Por lo tanto [, |fgldu = [qhgdu < | Johgdu| < supsep. | o fodul.
Tomando el supremo en el lado izquierdo sobre todo f € By y utilizando
(1.4) obtenemos la desigualdad

lgll < sup /fgduifGDC, e <1y, genm,

lo que termina la demostracion. ]

EJERCICIO 1.2.4. Sea X un BFS y X’ su espacio asociado. Demuestre
que podemos expresar la norma ||g||,, de la siguiente manera:

‘ffgdu

Q
191l = sup ——— (1.8)
20 IIflx
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Introducimos ahora el concepto de espacio fundamental-norma.

Definicion 1.2.4. Un subespacio lineal cerrado B del espacio dual X*
de un espacio de Banach X se dice fundamental-norma si

£ ]l = sup {|L(f)| : L € B, || L|lx- <1}
para toda f € X.

El siguiente teorema nos dice que el espacio asociado es mds pequeno
que el espacio dual.

Teorema 1.2.7. El espacio XU es isometricamente isomorfo a un
subespacio fundamental-norma de X*.

Demostracion. Dada g € X', definamos ¢* : X — R como ¢g*(f) =
Jo fgdpu, y ya sabemos que g — g* es un isomorfismo entre X’ y algin
subespacio Y de X* (Lema 1.2.1). Ademas, por la definicién de norma
en X*, la definicién de ¢g* y por (1.7) tenemos:

lo°]

o = sup |g*(f)] = sup /fgdu =lgllx
Il flle<1 l£ll <t

por lo tanto la aplicacién g — ¢* es una isometria. Como X' es un
espacio de Banach, esta aplicacion tiene rango cerrado en X*. Solo queda
demostrar que X' es fundamental-norma. Por el Teorema de Lorentz-
Luxemburg 1.2.5 y (1.7), tenemos

£l = [ llxer = sup / fodu| = s 1g*(f)],

llgllr llg*[lo <1

es decir, X’ es fundamental-norma. O

Teorema 1.2.8. Si X y Y son espacios de Banach de funciones medibles
y X — Y, entonces Y1) x®,
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Demostracion. De la igualdad (1.8) tenemos

Ll £y o fodn o S du
X =sup ¢ = Supsup ———— = Supsup ;———————
XY a0l sz0 gzo 1 fxllally g0 pz0 1 flIxllally
19l
= sup =[x lyr ey -
g0 lglly e
Lo que demuestra el teorema. ]

1.3. Continuidad absoluta de la norma

Definicién 1.3.1. Sea {E),},-, una sucesion de subconjuntos ji-medibles
de Q. Decimos que E,, — 0 cuando Xg, — 0 p-c.t.p. en Q. Escribimos
E, | 0 cuando E, — 0 y ademds la sucesion {E,},-, es mondtona
decreciente.

Definicion 1.3.2. Una funcion f en un espacio de Banach de funciones
medibles X se dice que tiene norma absolutamente continua en X si,
para toda sucesion de conjuntos {Eyn}, . que satisface E, — 0 p-c.t.p.,

tenemos HfXEn Hx — 0. Denotamos por

Xo :={f € X: f tiene norma absolutamente continua en X} .

Cuando X, = X, decimos que el espacio X tiene norma absolutamente
continua.

Ejemplo 1.3.1. Los espacios de Lebesgue LP tienen norma absoluta-
mente continua cuando 1 < p < oo, pues heredan la propiedad de la
continuidad absoluta de la integral de Lebesgue. El caso p = oo es de
naturaleza distinta pues su norma no proviene de una integral y la si-
tuacién depende de la estructura de la medida, véase Ejercicio 1.3.1.

EJERCICIO 1.3.1. Demuestre que, si (X, i) es no-atémico, entonces
(L*®)q = {funcién cero}.

Lema 1.3.1. Sea X un BFS y sea f € X. Entonces f tiene norma
absolutamente continua si y solamente st

foEn xw (1.9)

para toda sucesion {Ep} 2 tal que En L0 p-c.t.p..
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[P0

Demostracion. Demostremos la parte “si”. Supongamos que f € X
satisface (1.9) y sea {F,} ., C € una sucesién tal que F,, — 0 u-
c.t.p.. Para n € N, definimos F, := U;_, F,,. Entonces la sucesién
{E,} es decreciente y satisface limsup,,_,., F, = limsup,,_,., En. Co-
mo limsup,,_,, F% es un conjunto de medida cero, tenemos que lo mis-
mo pasa con limsup,,_,. E, v ademés E,, D E,;1. Por (1.9) tenemos

foEn
foFn

Lema 1.3.2. Sea X un BFS y f € X. Entonces f € X, si y solamente
st para todo € > 0, existe § > 0 tal que para todo E C Q con u(E) < §

implica HfXEHx <e.
EJERCICIO 1.3.2. Demuestre el Lema 1.3.2.

Teorema 1.3.1. Sea X un BFSy f € X. Entonces f € X, sty solamente
si, para toda sucesion {fn}ooy con fn < |f| y fn 4 0 p-c.t.p., tenemos

que | fallx 4 0.

Demostracion. Tomando f, = fx, la implicacién (<=) es inmediata.

Para demostrar la implicaciéon contraria, supongamos que f € X, y sea
{fn},—, una sucesién que satisface |f| > fn ¥y fn 4 0 p-c.t.p. en Q.
Sea ¢ > 0y {Ry},., una sucesién fija de conjuntos de Q que satisface
0 < u(Q) < ooy UX R, = Q. Definamos @ := Q\Ry, £ € N. Como
f € X,, existe un kg € N tal que para todo k € N, con k > kg, tenemos

HfXQk‘

{af € Ry : fo(x) > a}, entonces limg_, o u(Ey) = 0 pues f,, | 0 p-c.t.p.
en 2 y R tiene medida finita. Por lo tanto, por el Lema 1.3.2, existe un

4 0. Por la inclusién F,, C FE, para todo n tenemos que

X
‘ — 0. La parte “solamente si” es inmediata. ]
X

v < €/2. Fijemos ahora k > ko y sea o := 5/4HXRk oY E, =

no € N tal que para todo N > n > ng tenemos que HfXEn ’x < ¢/4. Por
ultimo, para tal n obtenemos
Hf”x g‘ anQ,C . +‘ f?’LXRk ¥
<‘ fnka x +‘ anEn 5 +anXRk\En x
<[rva #lrxe |+ ol
<e,

y la prueba termina. O
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Teorema 1.3.2. Sea X un BFSy f € X. Entonces f € X, siy solamente
si, para toda sucesion {fn}ro | y toda g € X, tal que fn, — g p-c.t.p.,
tenemos

Jim || fn = gllx = 0.

Demostracion. La implicacién (<=) es inmediata tomando f, = fx,, ¥
g=0.

Para demostrar la implicacion contraria, supongamos que f € X, y sea
la sucesién {f,} -, con la propiedad |f| > |fu| ¥ fn — ¢ p-c.t.p. en Q.
Sea hy,(x) 1= sup,,>, |fm(z)| — g(x), n € N. Entonces 2|f| > hy, | 0 p-
c.t.p. en Q. Por el Teorema 1.3.1 obtenemos que |||y | 0. Asi tenemos
que h/mn—wOan - g”x = 07 pues ”fn - 9||:x < ”hnHX [

Definicion 1.3.3. Sea X un BFS y sea Y C X un subespacio lineal
cerrado de X. Decimos que Y es ideal en X cuando para todo f € Y y
para todo g € M, |g| < |f| p-c.t.p. se tiene que g € Y.

Teorema 1.3.3. Sea X un BFS. Entonces el espacio X, es un ideal en
X.

Demostracion. La inclusion X, C X es inmediata. También es inmediato
quesi f € Xy y g€ Mcon |g] < |f| p-c.t.p., entonces obtenemos que
g € Xg. Solo necesitamos demostrar que X, es cerrado en X.

Supongamos que {f,},—; es una sucesién de funciones en X, tal que
limy, 00| fn — flly = 0. Sea ¢ > 0, entonces existe ng € N tal que para
todo n € N, n > ng, obtenemos || f, — fll < €/2. Sea {Ex};-; una
sucesién de subconjuntos p-medibles de 2 tal que Ey, | ) y-c.t.p. cuando

k — 0. Sea n = ng. Como f, € X, entonces existe un kg € N tal que
para todo k € N, k > kg, anXEk Hx < ¢/2. Cuando k > kg, tenemos que

‘mGx<Wf—hM%ijRm%x
QU—ﬁMy+ﬂm%x
<&

S22

De la desigualdad anterior obtenemos que limg_oo || fx B ||y = Oyasife

X, lo que demuestra que X, es un subespacio cerrado de X.
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Corolario 1.3.1. Sea X un BFS y f € X,. Supongamos que {fn} >, C
X es una sucesion de funciones en X tal que 0 < fp, T f p-c.t.p. en Q.
Entonces|| f — fully — 0.

Definicion 1.3.4. Sea X un BFS y sea § el conjunto de funciones sim-
ples. Denotamos por Xy la clausura de 8 en X.

Teorema 1.3.4. Sea X un BFS. Entonces

Xy = {f € X: f es acotada con u(supp f) < oo},
donde la clausura se entiende en la topologia de la norma del espacio X.

Demostracion. Solamente la inclusiéon (D) necesita de prueba. Sea f
una funcién acotada en 2 tal que p (supp f) < oo. Supongamos primero
que f > 0. Sea {f,},~, una sucesién de funciones simples en Q tal
que supp fn = supp f y fn converge uniformemente a la funcién f.

Entonces [1fo = fllx = | (fa = HXu | <10 = Flloc[Xeumn s |- Do 12
propiedad (P4) de X y del hecho que u(supp f) < oo obtenemos que

‘ Xourn £ | o < o0; por lo tanto, lim, || fn — f|lx = 0, lo que termina la

demostracion. O

Teorema 1.3.5. Sea X un BFS. Entonces Xy es un ideal en X y tenemos
las inclusiones X, C Xp C X.

Demostracion. El conjunto X es cerrado en X por definicién. Supon-
gamos que f € Xp vy g € Mp(Q), |g] < |f| p-c.t.p. en Q. Suponga-
mos ademds que {f,},~; es una sucesién de funciones simples en € tal
que limy o0 || fn — fllx = 0. Definimos, paran € Ny = € Q, gy(x) :=
sign(g(z)) min {| fn(2)l,]9(x)|}. Entonces, para todo n € N, g, es aco-
tada en Q y p(supp fn) < oo. Ademds, |g — gn| = méx {|g| — |fn],0} <
£ = 1 all < |f = ful, por ende [lg — gallx <[1f — fullx = 0. Por el Teo-
rema 1.3.4 la funcién g € X, i.e., X es un ideal de X. Por ultimo, sea
f € Xoy {Rk}z—; una sucesién de subconjuntos py-medibles de €2 de me-
dida finita. Entonces, por el Teorema 1.3.4, las funciones f}; definidas pa-
ratodo k € Ny x € Q como fi(z) := sign(f(x)) min {|f(a:)\,kXRk (a:)},
satisfacen que f, € X para todo k € N y limy_,~ fr(z) = f(z) p-c.t.p.
en ). Por el Teorema 1.3.2 obtenemos que limy_, || fz — fll = 0. Como

Xp es un subespacio cerrado de X se sigue que f € X, lo que establece
la inclusién X C Xp. ]
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Teorema 1.3.6. Sea X un BFS. Entonces X es isometricamente iso-
morfo a un subespacio fundamental-norma de (X')*.

Demostracion. Por el Teorema 1.2.7 tenemos que (DC’ )/ es isometrica-
mente isomorfo a un subconjunto cerrado de (DC’ )* Como Xp es tam-
bién un subespacio lineal cerrado de X’ = X, lo mismo es vélido para
Xp; es decir, X es isometricamente isomorfo a un subespacio cerrado
de (DC’ )* Solo es necesario demostrar que es fundamental-norma. Sea
g € X' y e > 0, entonces por la definicién de espacio asociado existe
una funcién f € X con || f|ly < 1 tal que ||glly < [ [fgldp + €. Para
kE € N, tomemos {Rj} una sucesién creciente de conjuntos de medida
finita cuya unién es Q y fr = min {\ f |,k} Xnr,, ademds consideremos
B = {h € Xy :||h|ly <1}. Por el Teorema 1.3.4 tenemos que f; € B
para todo k € N. Como 0 < fi 1 |f|, por el Teorema de Convergencia
Monétona obtenemos

9]l < sup/\fkg|du+€ < Sup/|hg|du+6.
keN ) hep )

Como € > 0 es arbitrario obtenemos ||g||y, < suppep [q |hg|dp, pero la
desigualdad contraria es una consecuencia de la desigualdad de Holder,
asi||gllys = suppep [q |hgl dp. Como Xy es un ideal, entonces utilizando el

Teorema 1.2.6 obtenemos finalmente que ||g||y = ‘SupheB Jo by du‘. O

Teorema 1.3.7. Sea X un BFS. Entonces X, = Xy st y solamente si
X € Xo para todo conjunto 2 C ) de medida finita.

Demostracion. Para probar la implicacién (<) supongamos que E C €
con u(E) < oco. Entonces, por el Teorema 1.3.5, obtenemos que x, €
Xp C X,. Para la implicacién contraria, supongamos que x, € X, para
todo conjunto E C ) de medida finita, esto significa que 8§ C X,. Pero
como X, es un subconjunto cerrado de X por el Teorema 1.3.3, entonces
Xy C X,. Tomando ahora el Teorema 1.3.5 en consideracién, la igualdad
X4 = Xp queda probada. O

1.4. Dualidad, reflexividad y separabilidad

El siguiente teorema es citado sin prueba, para una demostracién una
véase [13].
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Teorema 1.4.1. Sea X un BFS y Y un ideal de X tal que § C Y.
Entonces Y* = X' si y solamente si'Y C X,.

Corolario 1.4.1. Sea X un BFS y sea Y un ideal de X tal que & C Y.
Entonces Y = Xy = Xp.

Demostracion. Como 8 CY y Y es cerrado, tenemos Xp C Y C X, C Xp,
lo que demuestra el corolario. O

Corolario 1.4.2. Sea X un BFS tal que 8 C X,. Entonces (Xz)* = X'.

Demostracion. Seay = X,. Entonces Y es un ideal en X por el Corolario
1.3.1. Como 8 C Y, el resultado es consecuencia del Teorema 1.4.1. [

El siguiente corolario es muy importante pues caracteriza los espacios
para los cuales el espacio asociado coincide con el espacio dual.

Corolario 1.4.3. Sea X un BFS. Entonces X* = X' si y solamente si
X =X,.

Demostracion. El resultado es consecuencia del Teorema 1.4.1 aplicado
ay=2x. O

Corolario 1.4.4. Sea X un BFS. Entonces X es reflexivo si y solamente
si X=X, yX'=(X,).

Dado que las demostraciones de los siguientes resultados son demasiado
técnicas, vamos solamente a citar los resultados, para las respectivas
pruebas, véase [13].

Definicion 1.4.1. Una medida i1 es separable si el espacio métrico
(completo) (A,d) es separable, donde A es la coleccion de las clases
de equivalencia de todos los subconjuntos de Q0 de medida finita (dos
elementos A y B estin en la misma clase si p(A\B) = 0). La métrica
viene dada por:

d(E, F) :/|XE — Xr|dz.
Q

Teorema 1.4.2. Sea X un BFS sobre (Q, ) y sea’y C X un ideal en X
tal que S C Y. Entonces Y es separable si y solamente si'Y =Y, y p es
una medida separable.
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Teorema 1.4.3. Sea X un BFS sobre (0, 11). Entonces X es separable
sty solamente si X = Xg y p es una medida separable.

Teorema 1.4.4. Sea X un BFS y sea X, = Xy. Entonces X, es separable
sty solamente si p es separable.

Teorema 1.4.5. Sea X un BFS tal que X* es separable. Entonces X es
reflexivo.

1.5. Notas y referencias bibliograficas

El estudio de espacios de Banach (de funciones medibles) empezé de
una manera mas formal en los anos cincuenta con los escritos de Ellis
y Halperin [41], de Luxemburg [92] y de Zaanen [139]. La introduccién
de (P3) y (P4) es debida a Zaanen, mientras que normas definidas uti-
lizando funcién norma con (P1) y (P2) y otras propiedades empezaron
con Ellis Y Halperin [41].

El contenido de este capitulo estd basado en [13] y [92]. Las pruebas de
los resultados aqui presentadas no difieren de las originales.



Capitulo 2

Espacios de Lebesgue con
exponente variable

En este capitulo vamos a estudiar algunos conceptos bésicos de los es-
pacios de Lebesgue con exponente variable, equiparemos estos espacios
con diferentes normas equivalentes lo que nos permite mostrar estos con-
ceptos de forma mas amplia. En el trascurso del capitulo deduciremos,
mediante una serie de ejercicios y observaciones, que los espacios de Le-
besgue con exponente variable son un BFS, y veremos como algunas
propiedades se desprenden de los resultados del Capitulo 1.

Primero, recordemos que en el caso de los espacios de Lebesgue con
exponente constante, definimos para p € (0, 00) el espacio LP(£2) como

LP(Q) =< f: f esmedible y /\f(x)\pdx <00,
Q
el cual es un espacio vectorial pues |z + y|P < |[zP + |y/P sip < 1y
|z +y[P < 2P~ (|zP + [y[P) si p > 1. Definiendo
N :={f:fesmedibley f =0 c.t.p.}
el espacio LP(Q2) se define como el espacio cociente
LP(Q) := LP(Q) /N,

21
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y se puede introducir una norma en LP(Q), 1 < p < oo, de la siguiente

manera:
1/p

11wy = / Fa)pdr| (2.1)
Q

EJERCICIO 2.0.1. Demuestre que el funcional f — [[f|sq) no es
una norma cuando 0 < p < 1.

2.1. Espacios de Lebesgue

La primera tarea es definir el espacio de Lebesque con exponente varia-
ble Lp(')(Q) de manera apropiada y después intentar normar el espacio,
ya que cambiar el exponente p en (2.1) por una funcién p(z) no tiene
sentido.

Por P(£2) denotaremos a la familia de todas las funciones medibles p :
2 — [1,00]. Para p € P(2) definimos los siguientes conjuntos

Q(p) =M ={z €Q:p(x) =1},
Ouolp) = Do = { € Qs p(a) = o0},
Qi(p) = ={z€Q:1<p(z) < oo}

Definicién 2.1.1. Por LP)(Q) denotamos el espacio de Lebesgue con
exponente variable como el conjunto de las funciones medibles f : Q@ —
R tal que

po(P)i= [ 1@ s < o0

2\ Qoo
ess sup | f(x)| < oo,
€N

donde la funcion medible p : @ — (0, 00| se llama el exponente variable.

EJERCICIO 2.1.1. Demuestre que, bajo las condiciones de la Defini-
cién 2.1.1, la funcién g(x) := |f(2)|P®) es una funcién medible.

Para la funcién exponente p definimos los siguientes nimeros

p—() =p_ = es%infp(x), p+(Q) = py :=ess supp(x) (2.2)

* *
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si |Q] > 0, mientras que p_ = py = 1 si || = 0. Para p € P(Q)
definimos el exponente dual o exponente conjugado como

o, x €
p/(.’I]) = p(px()mzla T e Q*?
1 T € Qs

lo que implica la igualdad puntual
1 1

@) | 7@

Si una funcién medible p : R — [1, 00) satisface

1< P Py <0, (23)
entonces la funcién (@)
/ plx
p(x) = ——
(=) p(z) —1

estd bien definida y también satisface (2.3).
EJERCICIO 2.1.2. Demuestre las siguientes relaciones:
(@) ('), = (0-)"

(b) (F())_=(p+)"

Introducimos ahora una topologia natural en LP()(Q) definida por la
convergencia

/ | (@) = f ()P dae + ess sup [fm(@) = f(z)] < e (24)
O\ Qoo =

En el caso p; < oo definimos la métrica d : LP0) (Q) x LPO) (Q) — [0, 00)
por

1/P1

d(f,g) = /|f<x>—g<x>\p<m>dx 1 ess sup|f(z) — g(a)|

€N o
O\ Qoo

con p; = max{py, 1}. Usaremos la siguiente notacién

Op() (f) = d(f£,0). (2.5)
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EJERCICIO 2.1.3. Demuestre que d es una métrica en LP()(Q).

Lema 2.1.1. El espacio topolégico definido por (2.4) es lineal si y sola-
mente si py < oo y en este caso d(f,g) es una métrica en este espacio.

Demostracion. NECESIDAD. Supongamos que py = o0o. Mostraremos
entonces que existe una funcién fy € LPO)(Q) tal que 2fy ¢ LPO)(Q).
Sea A, = {z € QN\Qo : m —1 < p(x) < m}. Como py = oo, existe
una sucesién my — oo,k = 1,2,3, ..., tal que |4, | > 0. Construimos
la funcién fy como una funcién simple; i.e., fo(z) = ¢, para x € Ay,
donde ¢, estd determinada por la relacién

/ &) Ay = m™2,
Am

Esto determina ¢, univocamente si |A,,| # 0, pues el lado izquierdo es
creciente con respecto a ¢,,. Entonces

ppy(fo) =D / P de = m? < oo
m=1

m:lAm

por lo tanto fo € LPO)(Q). Sin embargo,

Pp(-)(2fo0) < Z / (2¢m, )P dz < Z2mk-1 ngf) dz
— szkflm—Q = 00,
k=1

lo que implica que 2fy ¢ LPO)(Q).

SUFICIENCIA. Sea py < oc. Entonces, py.)(cf) < max{[c[P+,1}p,y(f) ¥
Pp() (f +9) < 2P+ [ppy (f) + ppy (9)] para toda funcién fy g en LrO(Q).
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Ahora es suficiente mostrar que d(f + ¢g,0) < d(f,0) + d(g,0) o

P1

[ 17+ gla)p aa

O\ Qoo

L 1/p1

< /umww: + /mwwm

O\ Qoo Q\ Qoo

Para obtener la desigualdad anterior es suficiente utilizar la desigualdad
|f(z) + g(x)[P@/Pr | f(2)[P@/Pr 4 |g(2)[P@)/PL y después utilizar la
desigualdad de Minkowski con los exponentes constantes p; > 1. Esto
demuestra el lema. O

Lema 2.1.2. Sea p; < oo. Entonces § C LP()(Q).

Demostracion. Sea f(z) = SN | crxa, (¢) € 8. Entonces

N N
pmm=Z/WMM<meuwﬂmKw- 0

2.1.1. Norma de tipo Luxemburg-Nakano

Por lo anterior ya tenemos que LP() es un espacio topoldgico lineal si
y sblo si p; < oo y es ademds un espacio metrizable. Ahora quere-
mos introducir una norma en el espacio. Este tipo de norma se llama
comunmente norma de Luremburg o norma de Luzemburg-Nakano, pero
en realidad es basada en un teorema de Kolmogorov de normar espacios
topoldgicos, véase [78], por lo tanto algunos autores la llaman norma de
Kolmogorov-Minkowski.

Lema 2.1.3. Sea f € LPV)(Q), 0 < p(x) < oo. La funcidn

F(A) = py( (J;) A >0, (2.6)

toma valores finitos para todo X > 1. Ademds, es continua, decreciente
y limy 00 F'(N) = 0. Si py < 00, lo mismo pasa para todo A > 0.
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Demostracion. Es claro que F(1) < oo. Decreciente es también obvio.
Entonces F'(\) < oo para todo A > 1. La continuidad es directa

[F'(A) = F(Ao)| < / [F@)PONPE APz (27)
Q\ Qoo

donde la posibilidad de cambiar el limite dentro de la integral se justifica
con el Teorema de Convergencia Dominada de Lebesgue, pues A™7(*) < 1
para A > 1. Finalmente, limy_,o F(A\) = 0 por el mismo Teorema de
Convergencia Dominada. Si p4 < oo, para A < 1 tenemos que F(\) <
F(1)A™P+ < oo. La continuidad también sigue de (2.7) pues AP <
et para A cercano a Ag. O

Teorema 2.1.1. Sea 0 < p(z) < oo. Para cualquier f € LPO)(Q) el
funcional

p(z)
£y =t da=0: [ \fg) dr <1 (2.8)
O\ Qoo
toma valores finitos y
o [ 2—) < 10 Il #0. (29)
1/l )
Sipy <o o ||fllp) =1, entonces
Pp(-) / =1, [[fllp #0. (2.10)
11l )

Finalmente, si 1 < p(z) < py < 00, z € Q\Q, entonces

[ llsery = Ifllg) + ess sup|f(z)] (2.11)

rellso

es una norma en LPO)(Q).
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Demostracion. Por el Lema 2.1.3 tenemos que ||f||y es finita para
f e LPO(Q) y (2.9)-(2.10) se derivan directamente de la definicién (2.8).
Para demostrar que (2.11) es una norma, es suficiente mostrar que sa-
tisface la desigualdad triangular para || f||(,), la cual es inmediata por la
desigualdad

A1+ (1= Ngel? < Ay P + (1 = A)[gel?, 0K AL, p>1.0 (2.12)
O

EJERCICIO 2.1.4. Demuestre directamente de (2.8) que [laf|, =
| [1.f [l )

Corolario 2.1.1. El funcional (2.8) satisface las siguientes estimativas

b+

(Hfl<>> < p()<A>\<”fA”<p) Azl (@13)
P P+

(”J‘A'M) <pp<.>(§)<(”fl“’”) 0<AE e 210

donde los casos p— =0 o py = 0o son admitidos.

Demostracion. Reescribamos (2.13) y (2.14) como

A
N < py(y <N, 0<A<1 (2.15)
||f||<p

= < Py Lf <M A>1 (2.16)
£ 1l ()

entonces (2.15) y (2.16) son una consecuencia de (2.10) si p; < o0 0
p+ = o0 pero || f|lpy = 1. Sipy = ooy ||fllp) <1, el lado derecho de la
desigualdad en (2.15) es una consecuencia de (2.9), y el lado izquierdo
de (2.16) sale de ||gl,y = A = 1 para g(x) = Af(2)/[| | (p)- O

Corolario 2.1.2. Para toda funcion p, 0 < p— < p(z) < py < o0,
xr € Q\Qoo, tenemos las siguientes estimativas

11 < pocy (F) < UFIG, » Iflley < 1, (2.17)

1715 < o (D) < IFIES 1y > 1. (2.18)
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Observacién 2.1.1. El Corolario 2.1.2 nos dice que, en cuestiones de
convergencia, pp((-) ¥ [|-[|,) son equivalentes. Esta observacién es muy
importante pues calcular explicitamente la norma es imposible, excepto
en casos triviales.

Corolario 2.1.3. Sea E un conjunto medible en Q\Qs y sea x, la
funcion caracteristica de E. Si 0 < p_ < py < 0o tenemos

B < ixgllpy < 1EIVP,

p)

cuando |E| = 1. En el caso |E| < 1, los signos de la desigualdad son
opuestos. De lo anterior tenemos que | x|y = 1 es equivalente a |E| =
1.

Observacion 2.1.2. Un ejemplo que ilustra (2.9) en vez de (2.10) es el
siguiente:

Q=00,1, px)= i Qe = {0}, flz) =47 Ta 2.

Tenemnos |[fllg) = £l oy = 1 pues F(1) = [} @)@ de < 1,
pero F'(\) = oo para todo A < 1.

Observacién 2.1.3. El espacio LP()(Q) es ideal; es decir, es un espa-
cio completo y que la desigualdad |f(z)| < [g(z)| implica || f[|1p0) (o) <

9]l »() () (la completitud del espacio LP0)(Q) serd demostrada en §2.3).

Observacion 2.1.4. Sea 1 < p(z) < oo tal que p4 < co. La semi-norma
|.fll(») puede ser representada en la forma

1l = / (@) f(@)dz | po(x) € LPOQ)  (2.19)
O\ Qoo
-1

f2) p(z)
11l ()

(2.19) es simplemente (2.10), la desigualdad [[¢oly < 1 se verifica
directamente.

EJERCICIO 2.1.5. Demuestre que p : M4 (Q,u) — [0,00] es una
funcién norma en el sentido de la Definicién 1.1.1 cuando 1 < p_ <
p(z) < p+ < oo, donde p(f) =||f||,) es definido por la férmula (2.8) y
1] < 0.

‘%i;" T ¢ Qoo y [lollpy < 1. En realidad

donde ¢g(x) =
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EJERCICIO 2.1.6. Bajo las condiciones del Ejercicio 2.1.5, muestre
que LP0)(Q) es un BFS.

Lema 2.1.4. Sea 0 < p_ < py < 00. 51
( ) < b a>0b>0, (2.20)

entonces || fllpy < ab” conv=1/p_ sib>1yv=1/p; sib<1

Demostracion. Por (2.20) tenemos la desigualdad p,.y(f/(ab”)) < 1,y
por la definicién (2.8) tenemos || f{|(,) < ab”. O

Lema 2.1.5. Sea 0 < v(z) < p(z) < p+ < 00, © € Q\Qo. Entonces

1A% < 17wy < AR, 17l > 1. (2:21)
1FI5 < 177Ny < 1A 1y <1 (2:22)

donde fY = |f(z)["®). Sip y~ son funciones continuas, existe un punto
zo € Q\Qoo tal que
1y = 1105 (2.23)

Demostracion. Sea A = || fllp), k= [lf7[|(z). Como Que(®) = Quo(p),
Y
por (2.10) se tiene

p(x)
’Y(x) v () p(m)
"f(x)’ dz = / 'f(a:) dz = 1.
K A
O\ Qoo
Por lo tanto,
@) _ 5

pla) N TR L

/Q\Qoo F@)l Mp(@) p(@)/7 () dz = 0. (2.24)

Supongamos que A > 1. Demostraremos la desigualdad de la derecha en
p(z) p(z)

(2.21), i.e. u < A+, Supongamos que i > A7+, entonces p7(® > \v@ 7T,
Esto significa que el numerador en (2.24) es no-positivo en casi todo
punto, lo cual es imposible. Una suposicién semejante: y < A7~ produce
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no-negatividad en el numerador, lo cual es imposible. El caso A < 1 es
similar.

Ahora, si p y 7 son funciones continuas, entonces de (2.24) se sigue que
el numerador de la fraccién tiene que ser igual a cero en algin punto, lo
que implica (2.23). O

Corolario 2.1.4. Sea 0 < p_ < p(z) < py <00, z € QN\Qoo. Si p es
una funcion continua en Q\Qso, existe un punto xo € Q\Qoo (el cual
depende de f) tal que

1
p(zq)

=1 [ 1@t . (2.25

O\ Qoo

Demostracién. Tomando vy(x) = p(x) la igualdad (2.23) se convierte en
(2.25). O

Definicién 2.1.2. Definimos el espacio suma LP(Q) + L4(€2) como
LP(Q) 4+ LI(Q2) := {f =g+h:geLP(Q),he Lq(Q)} ,
el cual es un espacio de Banach con la norma
£ zotyezaey = 108 Lglney + bl oy}

FEl espacio interseccion LP(2) N LY(Q2) se define de manera usual el cual
es un espacio de Banach con la norma

HfHLp(Q)qu(Q) = max{ ”fHLp(Q) 7”fHLq(Q)}‘

Vamos ahora a demostrar que el espacio de Lebesgue con exponente
variable estd embebido entre el espacio suma y el espacio interseccién
de los espacios LP~ y LP+.

Lema 2.1.6. Sea 0 < p_ < p(x) < py <00,z €, |Qx| = 0. Entonces
LP=(Q) N LP+(Q) C LPO(Q) C LP- () + LP+(Q). (2.26)

Ademds,
11l zeer ) < max{ || Fllp—s 1 1lps }-
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Demostracion. Tenemos

p(z)
[fllper ) = mESA>0: / ‘f(/\x) dx
| (@)]<A
+ / ‘f()\) dr <1
1f(@)[>X

Como
mf{\>0: AN +B(\) <1}
< méx {fnf{)\ >0: AN <1} inf{A>0:B(\) < 1}},

donde A(A) > 0,B(A) > 0. Obtenemos asf [|f||1r) (o) < max{A1, A2}
donde

A=mnf{A>0: / ’f()\:c) der <1, ,
|f(@)|<A
y
\
A =f<{A>0: / ’f()\:c) dr <1
| (@)|>A
1@ P9 @ P 1@ P @ P g
Tenemos que ‘T ’— si|f(z)] < =5 < ‘— si
|f(z)] = A (el dltimo caso cuando p4 < oo; la modlﬁcamon para p4 = 00

es obvia). De las desigualdades anteriores obtenemos que || f[|»()(q)
max{[| f|l,_, | fllp; } lo que demuestra la contencién izquierda en (2.26).
La contencién derecha es inmediata: f(x) = fi(z)+ fo(x) donde fi(x)
f(x)si|f(z)| <1y f(x) = 0en caso contrario; fa(x) = f(x)— fi(z).

El Lema 2.1.6 admite la siguiente generalizacién natural.

Lema 2.1.7. Sea 0 < p1(z) < p(z) < p2(2) < 00 y [Qoo(p2)] = 0.
FEntonces

~ /N

Ol

L O(Q) N Lr20(Q) € LPO(Q) € LPO(Q) + LP20(Q).
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EJERCICIO 2.1.7. Demuestre el Lema 2.1.7.

Lema 2.1.8. Sea Q = Q1 UQy y sea p una funcion en Q, p(x) > 1y
py < 00. Entonces

max{ || fll oy pys [l oo o) < W lzoer @) S W Floor @y + 1 e )
(2.27)

para toda funcion f € LPO)(Q).

Demostracion. Tomemos Q| = 0 por simplicidad. Sin pérdida de ge-
neralidad, sea a = HfHLp(‘)(Ql), b= ||f||Lp(A)(Q2) vy a > b. Tenemos que

J’%P(ﬁdx 2({‘,;0(9@)

a

Por lo tanto || f||zr() () = max{a, b}.

Para demostrar la desigualdad del lado derecho, escribimos
fl@) o x\(@)f(x) b x,(x)f(x)

a+b a+bd a +cH—b b

p(z)
dx = 1.

donde x;, () son las funciones caracteristicas de los conjuntos €2;,7 = 1, 2.
Utilizando (2.12) obtenemos que

/

lo que demuestra la desigualdad del lado derecho en (2.27).
En el caso || > 0, los argumentos son semejantes si tomamos en

cuenta el hecho de que el lema ya fue demostrado para la situacién
M\ Qo = Q7 U QS donde QF = U\ Qoo, @ = 1,2. O

p(z)

M dz

a+b

N
—

EJERCICIO 2.1.8. Demuestre que

||f|‘2rp(~)(g) = H|f|rHLP(-)(Q) (2-28)

cuando r es constante y 1 < r < oo.
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2.1.2. Otra version de la norma de Luxemburg-Nakano

La norma de tipo Luxemburg-Nakano puede ser introducida directamen-
te con respecto a todo el conjunto €2

’f(l‘)

, ) f
||f||; = {nf {/\ >0 ppy ()\) + ess sup )\' < 1} , (2.29)

IGQOO

la cual estd bien definida para f € LPO)(Q) y cualquier exponente va-
riable p con 0 < p(x) < oo. Es una norma si 1 < p(x) < oo, lo cual
se puede demostrar de manera semejante al Teorema 2.1.1. De manera
andloga a (2.10) se puede demostrar que

/ f(z)
I1£11p

Q\ Qoo

p(z)

dz 4+ £l oo (©200)

/115

=1 (2.30)

si py < 00 0 py = 00, pero ||f||11)>1

Teorema 2.1.2. Las normas (2.11) y (2.30) son equivalentes:

1
5 o) < 111y < £l zeer o) (2.31)

donde f € LPO)(Q), 1 < p(z) < o0, py < o0.

Demostracion. La desigualdad del lado derecho es equivalente a la de-
sigualdad fnf {A > 0: F(\) + ¢/A <1} < Xo-+c, donde F() es definida
por (2.6) y

c=fllze@e) s Ao = Ifllp)-

c
Ao+c

otras palabras: F(A\g + ¢) < 2. Como F(A\g + ¢) = Pp() (f||(f)+c> )
p

Por lo tanto, es suficiente demostrar que F(A\g + ¢) +

<1l,o0en

Ao+c’

por (2.13) obtenemos que F(A\g + ¢) < H%(Hp()pjrc = )\(’)\ic.
El lado izquierdo de la desigualdad en (2.31) es una consecuencia de las

desigualdades

inf{)\:F()\H—igl}>inf{)\:F()\)<1}:)\0,
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>0

inf{)\:F()\)—i—/c\<1}>1’nf{)\:

<1}:c,

puesto que la desigualdad del lado izquierdo no es menor que ’\°+C. ]

2.2. Desigualdad de Holder y dualidad

Teorema 2.2.1 (Desigualdad de Holder). Sea f € LPO)(Q), p € LP'()(Q)
y 1 < p(z) < oo. Entonces

/If( Jp(@)| dz < Efll ooy o llell o @ (2.32)

Q

donde k = =— + ﬁ = sup p(z) + sup ( 3

1
P
Demostracion. Primero notemos que bajo las condiciones del teorema,
los funcionales ||f|| Q) Y l¢ll() pueden no ser normas y las cla-
ses LPO) y LP'() no son necesariamente lineales, pero estos funcionales
siempre existen por el Teorema 2.1.1.

Para demostrar (2.32), utilizamos la desigualdad de Young

I S 4
ab < % to (2.33)

cona > 0,b > O,% + i =1y 1< p< co. La desigualdad (2.33) es

valida para p =1 en la forma ab < % sib <1y parap = oo en la forma

ab < , si a < 1. Entonces tenemos
(= p'(z)
f(@)p(z) 1 f(z) 1| )
[ F e llellprey |~ p@) |1l zror @) el

donde z € Q\Quo(p) U Qoo(p’), mientras que para x € Qoo(p) y x €
Qoo (p') tenemos que omitir el primer y segundo término respectivamente

f(z) <
T oty sl

en el lado derecho, pues <1lparax € Qo ¥

o(x)
el

para = € Qs (p'). Integrando en todo Q y estimando p y p’, llegamos a
(2.32). O
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EJERCICIO 2.2.1. Demuestre la desigualdad de Holder generalizada

/ @) Fu@)dz < el fillie - mlmey  (234)

donde pt(z) > 1,....p™(x) > 1 y S 1) =1, 2 € Q, 5
¢ =34l 1/pE,pt = mingeq p*(z).

Sugerenc1a Utilizar la desigualdad generalizada de Young aj - - - @, <
CL a%m
p% ot
EJERCICIO 2.2.2. Demuestre la desigualdad
oP- i 1 1
/ F@g(@)lde < =y () + méx { S () 50+ (py ) } #rol9)

donde f € LPO(Q), g€ L"O(Q), 0<d <1, p_ > 1y py < 0.
Sugerencia: Utilizar la desigualdad de Peter-Paul: ab < ap“p + g—qq
monotonia de la funcién p — 6P /p cuando p > 1.

EJERCICIO 2.2.3. Si en lugar de (2.8) introducimos la semi-norma

‘Hf”‘(p) como

y la

f(@) [

. 2
“me:nﬁ A>0: / olnN de<1p. (2.35)

O\ Qoo

Demuestre que la desigualdad de Holder (2.32) se verifica pero ahora
con constante k =1.

En el caso de exponente constante p(z) = p, la desigualdad de Holder
tiene una generalizacién de la forma

1 1 1
lwvlle < flellplivlle, 42 =2

la cual es una consecuencia inmediata de la desigualdad de Hoélder y de
la relacién
Iul"llp = llullp- (2.36)

En el caso de espacios con exponente variable la relacién (2.36) ya no es
vélida en general, véase Lema 2.1.5 y (2.28). Sin embargo, tenemos la
desigualdad:
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Lema 2.2.1. Sea ( ) % = T(ll,) p(z) =21, q(z) =1, r(z) =21y sea
R = sup,co\q..(r) T() < 0o. Entonces
[uvll proy @y < cllull oy @IVl oo ) (2.37)

para toda funcion v € LPO) y v e L0 con ¢ = SUD 0\ Qoo (7)
C2 = SUPLeO\ Qoo () % yc=c+ca.

Demostracion. Para demostrar (2.37) utilizamos la desigualdad

(AB) < “ap + Ipa
p q

con A>0,B>0,p>0,¢q>0y % + % = % (véase Ejercicio 2.4.2).
Integrando la desigualdad

u(z)v(z)|"® Lx)uml”(ﬂﬁ) Lx)vxq(x)
@@l < "D upe) + "Dy

obtenemos

lu(z)v(z)|"® dz < ¢ / u(z)|P®) da
O\ Qoo (1) N\ Qoo (p)
+ e / lu(z)|1®) dz (2.38)

N\ (q)

pues Qoo (1) = Qoo (p) N Qoo(q). De (2.38) y (2.9) se sigue que

()
/ u(z)v(r) d
0 lull 11Vl ()
p(x) q(=)
< u(x) dzr + ¢ M dx < ¢ + co.
] lv]l¢q)
O\ Qoo (p) N\ (q)

Utilizando ahora el Lema 2.1.4 obtenemos [|uv|| ) < (c1+c2)|[ulp) V]l (g)
pues c; +c2 > 1.
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Observacién 2.2.1. La desigualdad (2.37) también es valida en la for-
ma

Pr(y (wv) < cflull ooy o vl ) (o

sillull rer) 1Y [0l o)) < 1, 1a cual es consecuencia de la desigual-
dad de Holder (2.32) y la estimacién (2.22).

Teorema 2.2.2. Sea 1 < p_ < p(z) < py < oo. Entonces

[p()(g)} T = POQ).

Demostracién. La contencién L' () (Q) C [Lp(')(Q)} " es una consecuen-
cia inmediata de la desigualdad de Hélder (2.32). Demostraremos ahora
la contencién contraria [Lp(')(Q)} ’ C LP0O)(Q). Sea @ € [Lp(')(Q)} *, en-
tonces definimos la funcién conjunto p como pu(E) = ®(x,) para todos
los conjuntos medibles E' tal que £ C €2. Como X, ,» = Xz + Xr — Xanr

tenemos que u es aditiva, pero es ademds c-aditiva. Para mostrar la
o-aditividad, sea

[e.e]
E=JE
j=1
donde E; C () son disjuntos dos a dos, y sea
k
F,=|JE;.
j=1
Entonces
_ < _ — 1/p+
‘XE xﬂrLMJ“D\\C’xE Xegl|,, C|E\Fy|

Como |E| < oo, |[E\Fj| tiende a 0 cuando k — oo, por tanto x, — Xp
en norma. Por lo tanto, por la continuidad de ® tenemos que ®(x Fk) —
®(x,), equivalentemente

[e.e]

> Ey) = u(E)
j=1
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y por consiguiente p es g-aditiva. La funciéon p es una medida en €2
y es ademds absolutamente continua: si £ C Q y |E| = 0, entonces

w(E) = @(x) =0, pues [2(f)] < [ f] Lror (-
Por el Teorema de Radon-Nikodym, existe g € L'(Q) tal que

B(xy) = p(E) = / xo(®)g() de.
Q

Por la linealidad de ®, para una funcién simple f = > aiXp,, Ei C Q,
tenemos

B(f) = / f(@)g(x) da.
Q

Ahora, por un argumento de densidad (igual al caso constante) obtene-
mos el resultado. ]

Corolario 2.2.1. Bajo las suposiciones del Teorema 2.2.2 el espacio
LPO)(Q) es reflezivo.

2.3. Convergencia y completitud

Teorema 2.3.1. Sea 1 < p(z) < py < oo. El espacio LPO)(Q) es com-
pleto.

Demostracion. El espacio LP¢)(Q) es la suma de LPC) (E) 4L (Qq) don-
de F = Q\Q y cada uno de los espacios se entiende como el espacio de
funciones que son iguales a cero fuera de los conjuntos E y 2., respec-
tivamente. Por lo tanto, solo necesitamos demostrar la completitud del
espacio LPO)(E).

Sea {fi} una sucesién de Cauchy en LP()(E) tal que para cualquier
nimero positivo s existe un nimero Ny (N7 < No < ...) tal que

e = SNl <275 s =1,2,3....

Entonces

o0
S e = I llro@ < oo
s=1
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Sea Q, = {x € E: |z| <r},r > 0. Por la desigualdad de Holder (2.32)
obtenemos

Z/ [N (@) = [, (@) dz < e Y Ny = Iva oy < o0
s=1

s= 19
(2.39)

donde ¢, = (£ + =) o, o < o0 Por (2.39), {fy,(2)} es

una sucesiéon de Cauchy en L'(Q,). Entonces, existe el limite f(z) =
lims_s oo fn,(z) para casi todo punto z € €, y, consecuentemente, para
casi todo punto en x € F pues r > 0 es arbitrario. Solo queda demostrar
que

Ii — ‘ =0.
dm [ fi = flleo )

Como { f.} es una sucesién de Cauchy, tenemos que || fr— fn.|| r(E) <€
cuando k y s son suficientemente grandes. Entonces por (2.17)

/'fk — fn (@) P@ do < e <e.

Por el Lema de Fatou tenemos

/ () = f(@)") do < liminf / fie(z) — fy.(2)P® dz

E

<sup / @) — (@) P de

<e€
y esto termina la prueba. O
EJERCICIO 2.3.1. Demuestre la completitud del espacio LP()(Q) ba-
sado en el Teorema de Riesz-Fischer. (Véase p. 7).

EJERCICIO 2.3.2. Bajo las condiciones del Ejercicio 2.1.5, demuestre
la completitud del espacio LP()(Q) basado en el Teorema 1.1.2.

Lema 2.3.1. Sea 0 < p_ < p(z) < pg < 00, ¢ € W\ Q. La convergen-
cia “integral” (2.4) es equivalente a la convergencia de la norma:

1f = fnllp) + ess Sup [f(z) = fm(z)] <e.

Demostracion. Es una consecuencia inmediata del Corolario 2.1.2. [
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2.4. Embebimientos y conjuntos densos

Teorema 2.4.1. Sea 0 < r(x) < p(z) < 00 y sea |Q\Qoo(r)] < 00. Si
Qoo(r) € Qoo(p) y

R:= sup r(z),
2€Q0o (p)\Qoo (7)

entonces LPO)(Q) C L"(Q) y

pr(y (F) < op(y (F) + 1900 (0)\ Qoo (M Fll Foo (0 o)) T 19\ Q00 ()]

(2.40)
para cualquier f € LPO(Q). (En el caso Quo(p) = Qoo(r), el segundo
término del lado derecho se debe omitir y R puede ser infinito). Si,
ademds, 1 < r(z) < p(x) ¥y Qoo (p) = Qoo(r), la desigualdad para normas
también es vdlida:

1l < <ol fllw) (2.41)
donde
co=ca2+ (1 —c1)|N2x(p)], ¢ mf 2) c sup r(@)
0 — €2 — C1 00 ; €1 = ,; €2 = )
2€Q\ Qoo (p) P(T) €0\ Qoo (p) P(T)
V:% sicog =1 yz/:% stco < 1.

Demostracion. La estimacién (2.40) se deriva directamente de la igual-
dad p,()(f) = Jo, +Jo, T Jo, con Q1 = {z € NQ%(p) : [f(z) >
1}, Q0 = {2 € D\ lr) : [f@)] > 1}, Q5 = o € N\Qulr) ¢
|f(@)| <1}

La técnica cldsica para demostrar la desigualdad (2.41) para normas
basada en la desigualdad de Hélder con los exponentes pi(z) = 2 Eg y

pa(x) = p(zg(_xz(m) no es apropiada pues podemos tener p(z) = r(x) en

un conjunto arbitrario. Utilizando la desigualdad (AB)" < AP + £ B1
y tomando A = |f(x)/||f|l-) y B = 1, llegamos, mediante (2.9), a que

/ ‘ f(@)
o 17T

Por lo tanto, por el Lema 2.1.4 obtenemos (2.41). O

r(z)
dz < ¢.
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EJERCICIO 2.4.1. Bajo las condiciones del Ejercicio 2.1.5, obtenga
el embebimiento LP()(Q) «— LP()(Q) cuando p(x) > r(x) utilizando el
Teorema 1.1.3.

EJERCICIO 2.4.2. Demuestre la desigualdad
(AB)" < ~ar 4+ "o
p q

dondeA>O,B>O,p>0,q>0y%+%:%

Lema 2.4.1. Sea |Q(p)| = 0, 1 < p(x) < p+ < 00. El conjunto de
funciones acotadas y con soporte compacto es denso en Lp(')(Q).

Demostracion. Para f € LPO)(Q) escribimos fym(x) = f(z),si |f(z)] <
Ny lz] <my fnm(z) = 0 en otro caso. Basado en la convergencia
“Integral” (2.4) de acuerdo al Lema 2.3.1, tenemos

/|f - Pun@)P@ s < [ lgla)lds+ [ lgG@)]do -0

cuando m — oo, N — oo, donde w,, = {z € Q : |z| > m}, Oy = {x €
Q:g(z) > N}y gla) = |f (@)™ € LY(Q). =

Teorema 2.4.2. Sea p € P(Q2) N L>(Q). Entonces el conjunto C(2) N
LPO)(Q) es denso en LPO)(Q). Ademds, si Q es abierto, entonces el con-

junto de las funciones infinitamente diferenciables con soporte compacto
C>(Q) es denso en LPO)(Q).

Demostracién. Sea f € LPO(Q) y € > 0. Del Lema 2.4.1 existe una
funcién acotada g € LP()(Q) tal que

1f = gl ) <& (2.42)

Por el Teorema de Lusin!, existe una funcién h € C(Q2) y un conjunto

abierto U tal que
c P+
|U| < min< 1, <> ,
2[|gllo

Ltambién conocido como Teorema de Luzin.
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g9(x) = h(z) para todo x € Q\ U y sup|h(z)| = supg\y |9()| < [|g]loc-

Luego,
—h 2 oo P+
pp<->(g(€ ><méx{1,< ”i” > }\U|<1

es decir, ||g — hHLp(A)(Q) < &, lo cual junto con (2.42) implica que

1 =l ey ) < 26 (2.43)

Por otro lado, asumamos ) abierto. Como p € L*(2), tenemos que
Cx(Q) c LPO(Q) y Pp(-) (%) < 00, de esta manera existe un conjunto

h
abierto y acotado G C €2 tal que pj . < XS;\G) < 1. Es decir,

17— hx gl oty o) < € (2.44)

Sea m un polinomio que satisface que sup |h(x)—m(z)| < emin{1,|G|~1}.
Entonces py.) (M) < min{1,|G|7!}|G| < 1. Lo que es lo mismo:
||h’XG - mXGHLP(‘)(Q) <e. (2.45)

Finalmente, consideraciones similares a las que condujeron a (2.44) nos
permiten concluir que para un nimero positivo suficientemente pequeno
a, €l conjunto compacto K, = {x € G : dist(z,0G) > a} satisface que
lmxg — mx, | pe) (@) < € Tomando ¢ € CZ°(G) tal que 0 < p(z) < 1
para x € Gy p(z) =1 para z € K, obtenemos

[mx, — m@”Lp(»(Q) < [lmxg — mXKaHLP(‘)(Q) <6,
de lo cual, junto con (2.43) y (2.45), concluimos que
1f = mepll o) () < 4e.
Claramente my € C°(Q2), lo que concluye la prueba. O

El resultado anterior es vélido en el contexto més general de BFS y su
prueba se sigue con pocas modificaciones.

Proposicién 2.4.1. El conjunto C°(R™) es denso en un espacio de
Banach de funciones medibles separable X(R™).
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EJERCICIO 2.4.3. Pruebe la Proposicién 2.4.1.

Por L°(R™) denotaremos la clase de todas las funciones acotadas en R™
con soporte compacto. Del Teorema 2.4.2 se obtiene el siguiente resul-
tado.

Lema 2.4.2. Sea p: R" — [0,00) una funcion medible tal que 1 < p_
y pi < 0o. Entonces L(R™) es denso en LPO)(R™) y en LP' O)(R™).

Teorema 2.4.3. Bajo las suposiciones del Lema 2.4.1 el conjunto 8 de
las funciones simples es denso en LPC)(Q).

Demostracion. Es una consecuencia del Lema 2.1.2 y del Teorema 2.4.2
y del hecho que las funciones continuas en un conjunto compacto pueden
ser uniformemente aproximadas por funciones simples. O

Teorema 2.4.4. Bajo las suposiciones del Lema 2.4.1 el espacio LP()(Q)
es separable.

Demostracion. Por el Teorema 2.4.2 es suficiente demostrar que cual-
quier funcién continua f con soporte compacto F' C {2 puede ser apro-
ximada por funciones de algiin conjunto contable. Se sabe que tales
funciones pueden ser aproximadas uniformemente por polinomios 7, (x)
con coeficientes racionales. Colocando fr,(x) = rp(z) para z € F' y
fm(x) = 0 para x ¢ F, vemos que las funciones f,,(x) aproximan uni-
formemente la funcién f(z), lo que es suficiente. O]

2.5. Otras normas

2.5.1. Norma asociada

Introduciremos ahora el espacio y la norma inspirados en el Teorema de
Representacién de Riesz de funcionales lineales en LP. Sea

PO = L f: /f(x)go(ac) dz| < o0, Yo € LP'O)(Q) (2.46)
Q

donde 1 < p(z) < co. Este espacio coincide con el espacio LP()(Q) bajo
ciertas condiciones naturales en el exponente variable p y es en realidad
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el espacio asociado de L ()(Q) (véase la Definicién 1.2.2 donde se define
el espacio asociado a un BFS). La contencién

PO(Q) € £70(Q), 1 < p(x) < oo (247)

es una consecuencia inmediata de la desigualdad de Holder (2.32). Obsér-
vese que el espacio (2.46) es siempre lineal. Entonces, por el Lema 2.1.1,
no puede coincidir con el espacio LP()(Q) si p, = oo

Vamos utilizar la siguiente notacién

- = essinf p(x), N = essinf p'(x).
IGQ\Ql(p)p( ) #) wEQ\fh(p’)p( )

Evidentemente,

Q1(p) = Qo (p'), Q) = Uolp), @)+ = ﬁ, (v')~ = pfi 1

El espacio (2.46) puede ser equipado con las normas naturales

o 4
1l = mgq/f (2.48)
y
17l = sup j/11x>¢<x>dx , (2.49)
lellyry<1

donde d,(y() es la distancia (2.5) y se asume que (p'); < oo (i.e.,
pl > 1) en (2.48), mientras que p(x) puede ser arbitrario (1 < p(x) < o0)
en el caso (2.49). A veces a la norma (2.49) se le llama norma de tipo
Orlicz.

Note que por (2.34) tenemos que

1l zeer ) < IFIE"
enelcaso 1 <p(z) <pr <0y Q| =0.
Lema 2.5.1. Sea f € £20)(Q), (p)L > 1. Entonces ||f|l;, < ooy

[1r@e@lds <Iflllely <M llelwoe (250

Q
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para todo o € LPO)(Q), donde HapHIl,, es la norma (2.29). Ademds, el

funcional (2.48) es una norma en £°0) ().

Demostracion. Supongamos que || f||5 < co. Entonces existe una funcién
fo(z) € £20)(Q) y una sucesién ¢, € LP' O)(Q) tal que Opr(y(pr) <1y

(fo = 0,1 = 0). Por lo tanto, ju, = > p; 279 (x) es una sucesién
creciente. Célculos directos muestran que dy(.)(jm) < 1y

/fo(x)jm(x) dz :ZQQk/fo(x)gak(x)da; > m. (2.51)
Q k=1 Q

La sucesién jp,(x) converge mondtonamente a la funcién

o0
= ) 27 %p(x)
k=1
Asi,

(@)@ de = 1fm / (@)@ dz < 1,

m—r0o0
2\ Qoo (p) 2\ Qoo (p)

por el Teorema de Convergencia Monétona, y dado que

o0
sup  j(x) = 2227@’C < 00
TE€Qoo (p') k=1

entonces j € LP'()(Q). Por el Teorema de Convergencia Monétona de
nuevo y por (2.51), [, fo(x) j(x)dz = oo lo que contradice el hecho de
que fo(z) € £20)(Q).

Por ende, || f|;, < co y por la definicién (2.48) tenemos

/ f@)p() de| < AlFI
Q
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donde A > 0y &y y(p/A) < 1. Tomando el infimo con respecto a
A, llegamos a la desigualdad del lado izquierdo de (2.50) de acuer-
do con la definicién (2.29). El lado derecho de la desigualdad sigue de
(2.31). Ahora solo queda verificar los axiomas de norma. La homogenei-
dad y la desigualdad triangular son evidentes. Sea || f||;, = 0, entonces

Jo J( z)dz = 0 para toda ¢ € LP()(Q) y por lo tanto para toda
func1on gp( ) € 8 por el Lema 2.1.2. Entonces f(z) = 0 como queriamos
demostrar. O

Lema 2.5.2. Sea 1 < p(z) < oo, p! > 1 ypy < oco. Las normas (2.48)
y (2.49) son equivalentes en funciones f € £P0)(Q) :

IO fll < IF L < DA (2.52)

Las normas coinciden en los casos: 1) |Q1(p)| =0, 2) p(x) = const para
x € O\ (oo U D).

Demostracion. Para llegar a la desigualdad del lado derecho, probemos
que

{60000 <1} ot Iollmom <1 (2.53)

para ¢ € LF'0)(Q). Sea Opr ()

(
que [[¢llpy < 1 por (2.17)-(

1/(p)
el < [pp/(,)(gp)} n < 1 lo que implica la siguiente desigualdad

(p) < 1, entonces py()(p) < 1 siempre
2.18). Entonces, por (2.17) tenemos que

L/(P")+
| + SUDsen. ) [9(@)] = dyy(9) < 1

Il o < v (@)
asi (2.52) queda demostrado.
Ademss, sea ¢ = 21=)+/(P)~ < 1. Vamos a demostrar que

2 H‘P”Lp’c)(g) SlpCop: 5p’(-)(C‘P) <lp,
{ pef J

lo que prueba la desigualdad del lado izquierdo en (2.52). Tenemos que
) 1/(p")+
[0l ooy < 1 por To tanto flegllgny < 1y asi | gy (ep) <

AN /
llew || p) /@) por (2.17). Luego, se tiene py(.(cp) < ||C<;0Hg/;7/(p)+ +

|ycgo||Loo @) Como A+ B < 2""YA+ B 0< A<, A2
0, 0 < B < 1, obtenemos que 6,(.)(cp) < 1y (2.53) queda demostrado,
asi como el lado izquierdo de la desigualdad en (2.52).
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Para finalizar, si [Q1(p)| = 0 o p(x) = const para x € Q\ (2o U Q1), en-
tonces [|¢| oo (u, () = 0 0 (0')L/(1')+ = 1, respectivamente, y tenemos
(2.53) con ¢ = 1, lo que implica la coincidencia de las normas. O

Teorema 2.5.1. Sea pL > 1. Los espacios LPC)(Q) y £P0)(Q) coinciden
maodulo la equivalencia de las normas:

1 ] 1
3 1fllzror @) < 1l < <p

1
- Wl (250
donde 1/3 puede ser reemplazado por 1 si || = |Qse| = 0.

Demostracion. De la contencién (2.47) es suficiente demostrar
2P0 Q) C LPO(Q). (2.55)

Sea f € £P0)(Q) y tomemos primero [fl; < 1. Escribimos ¢o(x) =
£ (@)[P@) =1 siz € Q\(2UQs) ¥ wo(x) = 0 en otro caso. Demostraremos
que

w0 € LXOQ) vy pyey(e0) < L. (2.56)

Supongamos que p,(.y(¢0) > 1. Entonces

Pp( (f) = / oo)'@ dz > 1.
O\ (p')

Sea fyi(z) = f(x) si x| < ky |f(x)] < N y en caso contrario escri-
bimos fyx = 0. Entonces oy x(z) = |fyip/P®~1 € LF'O(Q). De (2.56)
derivamos que existe Ny — oo y kg — oo tal que

| F ok [P daz > 1. (2.57)

Q\ Qoo (p)

En consecuencia, de (2.50) tenemos que

* )-1
1< 0y (Foke) < 1Mool 1R o -
Por lo tanto, en virtud de (2.17)-(2.18)

1

_1 _1
1< ”fNO,kOHZ max { [pp(-)(fNo,ko)} . ) [pp(-) (fNO,kO)} @)= } . (258)
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Entonces,

ok -
min { [pp(’)(fNo,k‘o)] alr [pp(')(fNoyko)} ' } < ”fNO»k«'OH;

y asi, de la desigualdad (2.57) concluimos que 1 < || fa, &,
fica que

|- Esto signi-

>1

swp | [ fa)o (o) da
Ppr ()<L 1/

donde pVF(x) = p(x) si |z| < ky |f(x)] < N, y en caso contrario
¢™F = 0. Sin embargo, como pp/(.)(goN’K) < (9 (), esto contradice la
suposicién que || f[|; < 1. De donde obtenemos (2.55).

Luego fQ\(Ql(p) U9 () |f(2)|P*) dz < 1y para obtener el embebimiento
(2.55) solo es necesario demostrar que le(p) |f(z)|dx < 0oy ademds que

SUPgea.. (p) |f ()] < 00, lo cual se sigue de la desigualdad

J17@e@ldo < el - i=1.2
Q;

que se deriva de (2.50), donde Q1 = Q1(p), Q2 = Quo(p) vy f € LY, ¢ €
L>® (g =1) en el primero caso y f € L*,p € L' (¢ = 00) en el segundo
caso.

Sea ahora || f||;; > 1. Entonces f(z)/| f|l; € LP0) () como ya fue demos-
trado. Asi, f € LP0)(Q) por la linealidad del espacio LP()() bajo la
condicién py < oco. El embebimiento (2.55) queda de esta forma demos-
trado.

Solo queda demostrar la desigualdad (2.54) para las normas. La de-
sigualdad de la derecha es una consecuencia de la desigualdad de Holder
(2.32) y la definicién de la norma (2.49). Para demostrar el lado iz-
quierdo de la desigualdad escribimos f(z) = fi(x) + fo(z) + f3(x) con
fo(x) = f(x),r € Uy fa(z) =0,z € A\ y fa(x) = f(x),r € Qoo, ¥
fa(x) =0,z € Q\Qs. Demostremos que

il < 1o ) - (2.59)

Tenemos que

Pp(-) <Jj\1) =§ / |f1(x)]pr(z)dx , X >0, (2.60)

O\ Qoo
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2) [P(@)—
con (o) |42

(2.59) obtenemos

1
. Escogemos A = || f1]|(p), en virtud de (2.50) y

1

- _ Al
1 (p)Q

[ 7@l do< I Il

\ Qoo

Como py () (¢r) < pp(, (’%) = 1, también concluimos que |]<,0)\||Lp/(.)(9) <
1 debido a (2.17)-(2.18) y obtenemos la coincidencia ||go,\||Lp/(.)(Q) =
||g0)\H(p/). Asi (2.60) implica (2.58). Como Hfg”Lp(‘)(Q) = ||f||’21(Q1) y
HngLp(.)(Q) = Hf”z‘”(ﬂoo)’ obtenemos el lado izquierdo de la desigual-
dad. O

Corolario 2.5.1. Sea f(z) € LPO(Q), o(z) € LPO(Q), 1 < p(z) <
oo. Con respecto a las normas (2.48)-(2.49) la desigualdad de Hélder es
vdlida con constante 1:

[1s@e@ld < Ifllelo - #>1 (26
Q
Y
[17@e@lds < 11519l (2.62)
Q
La desigualdad
/If(ﬂf)@(ff»’)!dfv < £l llelly (2.63)
Q
es vdlida en el caso
pl > 1, pr <00, |Qs(p)] = | (p)| = 0. (2.64)

En realidad, (2.61) ya fue dado en (2.50) mientras que (2.62) se sigue
directamente de la definicién (2.49). La desigualdad (2.63) se sigue de
(2.61) pues HSD”LP/(J(Q) < |lelly, bajo la condicién (2.64) por el Teorema
2.5.1.

Observacion 2.5.1. Nétese que la desigualdad (2.62) es la desigualdad
de Holder del Teorema 1.2.3 entre el BFS (Lp/('),H-H(p,)) y su espacio
asociado bajo las condiciones del Ejercicio 2.1.5.
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2.5.2. Mas sobre el espacio L) () en el caso p, = oo

La definicién (2.46) es una de las maneras de definir el espacio LP)(Q)
para que sea lineal en el caso p; = oo. Se puede también definir desde
el comienzo como la capsula lineal del espacio LP()() o como

Lp(~)(Q)

p(z)

() dz + [[fllpee(u) <00 - (2.65)

= f:EI)\>Otalque/ ’)\
O\ Qoo

Este espacio es siempre lineal para 0 < p(z) < co. La homogeneidad es
obvia, mientras que la aditividad es evidente en el conjunto {x €  :
p(z) < 1} debido a la desigualdad (a+b)P < a? +bP,p < 1, mientras que
en el conjunto {x € Q : p(x) > 1} se verifica por la convexidad (2.12) de
la funcién ¢t — tP, p > 1.
Por lo tanto, en el caso py = oo podemos utilizar las tres versiones de
la definicién, i.e., span(LP0)), LP() o £P0) Se puede constatar ficilmente
que

span (Lp<'>> = 1p0) C gr0), (2.66)

La norma en el espacio £°() es dada por (2.49) mientras que por (2.8)
en los espacios span(LP()) = Lr0).

EJERCICIO 2.5.1. Demuestre que las relaciones en (2.66) son verda-
deras.

2.5.3. Desigualdad integral de Minkowski

Teorema 2.5.2. Sean 1 < p(z) < py < oo y pt > 1. Entonces

/ feydyl| < / 1£ Gl dy. (2.67)
Q Q

Demostracion. Sea J la expresion del lado izquierdo. Tenemos que

J < /!w (z,y)|dz | dy.
||<P||Lp()(m
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Por lo tanto, por la definicién de la norma (2.49), obtenemos la desigual-
dad (2.67). O

Corolario 2.5.2. Sea 1 < p(x) < py < oo ypt > 1. Entonces

/ fondy| <a / 17 Gl dy, (2.68)
Q Q
P

/ F(y)dy <o / G lmody  (269)
LrO)(Q) Q

donde ¢c1 =1 si || =0y c = o=@/ en otro caso, mientras

que ca = kecy 51 |Qxo] = |Q1] = 0 y ca = 3key en otro caso; k = p%—{— (p'l),'

Demostracion. La desigualdad (2.68) con ¢; = 2~ 1++/ )L e sigue
de (2.67) en virtud de (2.52). Del mismo modo (2.69) se sigue de (2.67)
como consecuencia de (2.54) y (2.52). Para demostrar que ¢; = 0 en
(2.68) en el caso || = 0, notemos que

[rewan]| < s [lelo el
p

Solo queda notar que las condiciones d,(.y(¢) < 1y H(pHLp/(.)(Q) < 1 son

equivalentes en el caso || = 0, esto se debe a (2.17)-(2.18). O

2.6. Diferencias entre los espacios con exponen-
te variable y exponente constante

Empecemos con una propiedad de los espacios de Lebesgue con expo-
nente variable que es contraria a la intuicién que se tiene de los espacios
clasicos. En este caso tomemos el espacio LP()(Q2) dado en (2.65). Sea
Q = [l,00), p(x) = zy f(x) = a donde a € R\{0}. Tenemos que
f € L*(Q) pues tomando A > a la integral [°|f(z)/A|" dz es finita
pero f ¢ LP(Q) para cualquier p constante.
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2.6.1. Invariancia bajo traslaciones

Un resultado importante en la teoria de los espacios de Lebesgue tiene
que ver con la acotacién del operador de traslacién, i.e., si f € LP(R™)
entonces tenemos que 7, f € LP(R™), donde 75, f(x) := f(x — h). Este re-
sultado esta relacionado con el hecho de que el espacio clésico es isétropo
con respecto al exponente, pues la potencia p es igual en todas las direc-
ciones. Como el espacio con exponente variable es anisétropo entonces la
acotacion de la traslacion no es vélida en general. Por ejemplo, tomando
la funcién f(x) = \x]_%, entonces f € LP1) ((=1,1)) donde

)2, zelxl<e
p(w)—{ 5 zela]>e (2.70)

pero 75f ¢ ) ((—1, 1)), cuando ¢ > ¢, pues trasladamos la singulari-
dad de cero hacia § pero el exponente se queda fijo. (75 f se entiende como
la extensién cero cuando necesaria). El exponente se puede “suavizar” y
todavia 75 f ¢ LP() ((—=1,1)); por ejemplo, para volver la funcién (2.70)
continua es suficiente utilizar la funcién de Urysohn. Nuestro ejemplo
no es un caso aislado, pues L. Diening demostré que este fenémeno es
persistente, i.e., si p; > p_, entonces existe un h € R\{0} tal que el
operador de traslacién 7, no es continuo, véase [31].

EJERCICIO 2.6.1. Demuestre:

1. Si f € LP(R™) entonces tenemos que 75, f € LP(R™), donde 73, f (z) :=
f(x — h), para todo h > 0;

2. Si f € LP(R™) entonces limy, .o/ f — Thf||Lp(Rn) =0.

El Ejercicio 2.6.1(2) nos dice que 73, : LP(R™) — LP(R™) es un operador
de aproximacion de la identidad en el espacio de Lebesgue clasico, véase

§3.3.1.

2.6.2. Desigualdad de Young

Sea

K () = (k+ f)(x) = / K(z — y)f(y) dy = / k) —y)dy (271)
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donde * se llama convolucion, véase §3.3 para més detalles. La desigual-
dad de Young para convoluciones afirma que

1 1

1

la cual se puede demostrar, por ejemplo, mediante una descomposicién

en la forma |f(z — y)k(y)] = [f(@ — P k@)lIf(@ — y)I*, para s =
1—p/r, la desigualdad de Holder y la desigualdad integral de Minkowski.
Como la convolucién depende de una translacién y ya sabemos que la
traslacién no es continua, la pregunta es: ;Es la desigualdad de Young
valida para el caso de exponentes variables? La respuesta es negativa en
general, pero hay casos muy particulares en donde se tiene una version
de la desigualdad. Empecemos con un contra-ejemplo.

Ejemplo 2.6.1. La desigualdad de Young en la forma
[ f”LP(R”) < HkHLl(R”)HfHLP(R”) )

no es valida para un niicleo arbitrario k € L'(R™) y un exponente varia-
ble arbitrario p. Para simplicidad consideremos n = 1. Sea

) p1, siz <O
p(a;)—{pz’ siz>0"

donde 1 < p; < p2 < 00. Definamos el nicleo k de la siguiente manera

_ 9la—1 : <
k(a:):{p: 21474, sifz| <3

0, stz >3 7

donde 0 < a < 1/p; — 1/pa, por lo tanto k € L*(R'). Tomemos ahora f
como

) Jz=+17Y, sixz e (—2,0)
f(x)_{ 0, sizd(—2,0)

lo que implica que f € LPO)(R) si 0 < v < 1/p;. Pero la funcién k * f ¢
LPO(R) si v > a + 1/py. Esto se infiere pues

min{z+3,0}
kenw)= [ eyl
max{z—3,—2}
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y tomando 1 < x < 3/2 tenemos

xT

2—
(k*f)($)</\ﬂ:—y—2la‘lly+1l‘”dy / Y@ -1+ 5)* L ds
0

z—3
2—z
x—1

c
_ — 1)V v (1 a—ld >

@-v [ e aes

0
donde ¢ fo 1+ &> 1d¢. Por lo tanto k * f no puede ser po-

integrable en [1, 3/2] pues (v —a)pz > 1.

Ahora mostramos una versiéon muy particular de la desigualdad de Young
(véase también el Teorema 3.3.3)

. 1 1 _
Teorema 2.6.1. Sean p y q exponentes variables tal que o) + @ =

1+ 1 donde r = const > 1. Si k € L=(R") N L¥)+(R") entonces el
operador de convolucion (2.71)

k- : LPO(RY) —s L7 (R)
es acotado.

Demostracion. Tomemos || f[|»() (o) < 1. Entonces

| (k= £) ()]
< [ A btz ) 1) | Y

R

donde la constante A > 0y la funcién u(y), 0 < p(y) < 1, serén elegidas
més tarde. Utilizando la desigualdad generalizada de Holder (2.34) con
los exponentes
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obtenemos

‘(k*f)(w)‘ <ec /Ar ru(y |f |p(y) ‘k‘ )‘ M(y)dy

R’VL
o) k(z —y 1—p(y)
Ol e (2.72)
P2(y) p(y)
Por la estimacion (2.22) obtenemos
_p) nf[1- 2@
s < =t (273
p2(y)

pues || fllzpe o) <1
Para estimar el tercer factor en (2.72) es natural escoger p(y) de tal

manera que [1 — u(y)] p(y) = q(y), ie

uly) = q(r)-

Queremos utilizar la desigualdad (2.22) en el tercer factor. Luego, esta-
mos interesados en tener

™

A y)H :%Hk(x_y)”q(w < L (2.74)

Para obtener (2.74) escogemos
A= [Ikllg- +[1%[l ).

De esta manera (2.74) es valida por el Lema 2.1.6. Asi podemos aplicar
(2.22) y obtener

1-u(y)
< 1. (2.75)

P'(v)

’ k(z—y)
A
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De las desigualdades (2.73) y (2.75) obtenemos mediante (2.72)

=

ks fllr < eA” /ﬁg/uwwwkw—yww

R™ Rn

=MV/WMM®/WMWWM
Rn Rn

dondev=1—(p)4/rsi A<1lyv=1—¢q_/rsi A> 1. Por lo tanto

q
MMW@W<M%HMMJ/VIP

Finalmente, ahora es solo necesario tener en cuenta que la integral no es
mayor que 1 debido a (2.17). O

2.7. Notas y referencias bibliograficas

El contenido de esta seccién es basado en gran parte en el manuscrito
no publicado de Samko [120] y en el articulo de Sharapudinov [121].

La primera referencia a los espacios de Lebesgue con exponente va-
riable aparece en 1931 en un articulo de Orlicz [105] donde introduce
el espacio LP0)([0,1]) y demuestra que la condicién necesaria y sufi-
ciente (en una funcién arbitraria g para que fol (x)g(z)dr < oo es
que exista algin A > 0 tal que f01(|g( /NP @ dz < oo, ie., que
g € L”([0,1]) en nuestro lenguaje. La siguiente referencia a estos es-
pacios aparece en el libro de Nakano [96] en la década de los cincuenta
como un caso particular de los llamados espacios modulares. El espacio
variable aparece en la década de los sesenta en un articulo de Tsenov
[132] el cual considera el caso cuando las funciones p y f son conti-
nuas y establece un criterio para que un polinomio P’ minimice la inte-
gral fol |f(t) — agpo(t) — ... — anpn(t)|P® dt entre todos los polinomios
Po(t) = aopo(t) + ... 4+ anpn(t) donde {po(t), - ,n(t)} es un sistema
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linealmente independiente de funciones continuas. Basado en el articu-
lo de Tsenov, Sharapudinov [121] estudia las propiedades topolégicas,
métricas y de norma del espacio LP()([0,1]), introduciendo una topo-
logia, una métrica y una norma, esta tultima basada en un teorema de
Kolmorogov de como normar espacios topolégicos [78] (hoy llamada la
norma de Luxemburg debido al trabajo de Luxemburg en BFS, véase
[92]), en este trabajo demostré la separabilidad y el espacio dual. Des-
tacamos otros trabajos de Sharapudinov en espacios de Lebesgue con
exponente variable; a decir, [122, 123, 124]. Los espacios con exponente
variable también aparecen en los trabajos de otros autores ruso, desta-
camos Kozlov [83] y Zhikov [140, 142, 143, 144, 145, 146].

Pero el articulo més influyente en la historia de los espacios con expo-
nente variable es el articulo de Kovécik y Rakosnik [81] donde ademaés de
estudiar muchas de las propiedades fundamentales del espacio, introduce
de manera natural los espacios de Sobolev con exponente variable.
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Parte 11

Herramientas de Analisis
Armonico

99






Capitulo 3

Operadores definidos en
BFS

En este capitulo estudiaremos algunos operadores considerados clasicos
en analisis arménico, a decir: operadores pseudodiferenciales y de tipo
convolucion, estos ultimos incluyen operadores potenciales de Bessel,
de Calderon-Zygmund, singulares integrales de Cauchy y Wiener-Hopf-
Hankel.

Las diversas aplicaciones que pueden ser modeladas mediante espacios
de Lebesgue con exponente variable, como por ejemplo el llamado cre-
cimiento local no estdndar en mecanica de fluidos, teoria de elasticidad,
ecuaciones diferenciales (ver, [34, 117]), han motivado el desarrollo de
la teoria de operadores en estos espacios. Sin embargo, este desarrollo
ha encontrado dificultades esenciales debido a que los espacios LP()(Q)
poseen propiedades indeseadas, tales como que estos espacios no son in-
variante bajo traslaciones y, en general, los operadores de convolucién
no son acotados. Esto tltimo se debe a que la desigualdad de Young no
es valida en este caso general, véase §2.6.2.

A pesar de este tropiezo inicial, la acotacién del operador maximal de
Hardy-Littlewood permite determinar el comportamiento de los opera-
dores anteriormente mencionados.

61
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3.1. Operador maximal de Hardy-Littlewood

Definicién 3.1.1 (Operador de promedio integral). Sea Q@ C R™ un
conjunto abierto. Para f € L'(2) y r > 0 definimos el operador de
promedio integral Avg,.(f) : R — R4+ como

1

AV (&) = s / £l dy. (3.1)

B(z,r)N

Asociado al operador de promedio integral, tenemos el operador maximal
de Hardy-Littlewood.

Dada una funcién f localmente integrable, la funcién maximal M f nos
da el valor medio més grande de f en cada punto.

Definicion 3.1.2. Dada una funcién f € LIOC(R"), se define la funcién
maximal de Hardy-Littlewood para cualquier x € R™ como

1
Mpf(x):= i;lg Avg, f(z) = ?};g MB(/) |f(y)|dy.

La definicién adoptada de funcién maximal esta basada en bolas centra-
das en el punto z, pero es posible definir otras funciones maximales de
Hardy-Littlewood, como por ejemplo Mg

Mof(z) sup|Q|/\f )] dy,

donde el supremo es tomado sobre todos los cubos () C R™ que contienen
a x cuyos lados son paralelos a los ejes coordenados y

Mpf(z) —sup|B|/\f )| dy.

donde el supremo es tomado sobre todos las bolas B C R™ que contienen
ax.

EJERCICIO 3.1.1. Demuestre las siguientes estimaciones puntuales

Mpf(z) ~ Mof(z) ~ Mpf(z). (3.2)
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La estimacién (3.2) nos garantiza que en cuestiones de convergencia
y acotacién podemos tomar cualquiera de las definiciones de operador
maximal. Por eso vamos a tomar M f como Mpf, Mgf o Mpf indis-
tintamente.

Para f € L{ (R"), el g-ésimo operador maximal es definido como

loc

1/q

Awm:m>@/www | (3.3)
Q

Q>3

Definicién 3.1.3. Dada una funcién f € Li (R™), se define la funcidn
mazimal optima de Fefferman-Stein, para cualquier x € R™, como

o) = d
i) ZgI;|Q|/|f — foldy,

1
m~@me

Para d >0y f € L (R") definimos

donde

Q>z c€R

1
ﬁm—mm|Qjmw&®

El reordenamiento no creciente de una funcién medible f en R™ se define
por

) =mf{A>0: {zeR" : |f(z)| > A} <t}, (0<t<o0).

Asf definamos f**(¢) :=t~! fo f(r
Para A € (0,1) fijo y una funcién medlble f en R™ dada, consideremos
la funcién mazximal optima local M )ﬁ\ f dada mediante la formula

M f () := sup In ff ((f = ¢)xq)" (AQ))-
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Ahora mostraremos algunas propiedades de estas funciones que seran de
utilidad para probar la acotacién diferentes operadores en el ambiente
de los espacios de Banach de funciones medibles.

Sea Sy(R™) el espacio de todas las funciones medibles f en R™ tales que

{z eR" : [f(2)[ > A} < o0

para cualquier A > 0. La desigualdad de Chebyshev

(R f@)] >N < 5 [ If@lda
Rn

se satisface para todo ¢ € (0,00) y A > 0. En particular, esto implica
que
J ZUR™ c So(RM).

q€(0,00)

Debido a que f* es puntualmente dominado por M f, entonces del Lema
1.1.1(b) tenemos que

1 e rey < KN lx@re
siempre que M sea acotado en X(R™).

EJERCICIO 3.1.2. Pruebe que f! es puntualmente dominado por
Mf.

La acotacion del operador maximal de Hardy-Littlewood en el espacio
asociado X'(R™) es caracterizada mediante la llamada Desigualdad de
Fefferman-Stein. La prueba de este resultado requiere de cierto anda-
miaje de andlisis arménico clésico el cual no es de interés en estas notas.
Para ver la prueba de esta consultar [87].

Teorema 3.1.1 (Desigualdad de Fefferman-Stein). Sea el operador ma-
ximal de Hardy-Littlewood M acotado en X(R™), entonces M es acotado
en su espacio asociado X'(R™) si y solamente si existe una constante Cy
tal que, para todo f € Sp(R™),

I fllxcrey < Cill £l (-
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Notemos que si 1 < ¢ < oo, entonces de la desigualdad de Hélder obte-
nemos que
Mf(x) < Myf(z), z€R™

Asi, la acotacién de cualquier M,, 1 < ¢ < oo en un espacio de Ba-
nach de funciones medibles X(R™) implica inmediatamente la acotacién
del operador M. De hecho, una versién parcial del reciproco de esta
afirmacion, llamada la propiedad de auto mejora del operador maximal
de Hardy-Littlewood, es valida de donde tenemos el siguiente resultado
[88]:

Teorema 3.1.2. Sea X(R™) un espacio de Banach de funciones medi-
bles. Entonces el operador de Hardy-Littlewood M es acotado en X(R™)
si y solamente si M, es acotado en X(R™) para algin q € (1, 00).

Los siguientes resultados seran de utilidad para probar la acotacion del
operador de Calderén-Zygmund.

1

Teorema 3.1.3. Para una funcién g € Ly,

 que satisface

(R™) y una funcion medible

Hz : |p(x)] > a}| < oo para todo o > 0,

tenemos que

/ lp(2)g(2)|dz < e / Mip(z)Mg(z) da.
Rn R

Proposicién 3.1.1. Para § >0, A € (0,1) y f € LY (R") tenemos que

loc

1
1\ 3
M f(2) < <A> fix), (zeRM). (3.4)
Demostracion. Sea ¢ € LfOC(R") y ¢ € R™. Para cada cubo @) que con-

tiene al punto z € R™, de la desigualdad de Chebyshev tenemos

(Iel*xa) " IQ < 5757 [ letwl* (35)
Q

Por otro lado, tenemos que

(lel°x0)" = [lexo)T’ (3.6)
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(ver, [13, Capitulo 2, Proposicién 1.7]). Asi, considerando ¢ = f — ¢ con
c € R, entonces de (3.5) y (3.6) concluimos la siguiente estimacién

B

(7 =oneroian < (5) | g [ 1760 - a
Q

Tomando el infimo sobre ¢ € R y el supremo sobre los cubos Q C R™ que
contienen al punto x en la desigualdad anterior, obtenemos (3.4). O

3.1.1. Acotacién del operador maximal en L?()((2)

Antes de estudiar el operador maximal en el espacio con exponente va-
riable, vamos a citar un resultado clasico en espacios de Lebesgue.

Proposicién 3.1.2 (p. 5, Teorema 1 de [129]). Sea f una funcion de-
finida en R™.
1. Si f € LP(R™), 1 < p < oo, entonces la funcion M f es finita en
casi todo los puntos;

2. Si feLP(R"), con1<p< oo, entonces M f € LP(R™) y

1M f 1o ny < ApllFllzogrey
donde A, solo depende de p y de la dimension n.

Para el operador de promedio integral (3.1) tenemos la caracterizacion
del Teorema 3.1.4, pero necesitamos una condicién en el exponente va-
riable:

Lema 3.1.1. Sea Q C R™ un conjunto abierto y seap : @ — [1,00) una
funcion uniformemente continua. Entonces las siguientes condiciones
son equivalentes:

1. Eziste una constante Cy tal que para todo x,y € Q, |z —y| < 1/2,
tenemos

Co
— < —.
Ip(2) = p(y)l < — Py

(3.7)

2. Existe una constante Cy tal que para toda bola abierta B C R™ con
QN B| > 0, tenemos

|B’p7(3)—p+(3) <Oy
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Demostracion. Supongamos que 2. es vélida. Sea x,y € 2 tal que |z —
y| < 1/2 y sea B C R™ una bola abierta tal que z,y € B y diam B <
1/2|x —y| < 1. Como 2 es abierto entonces tenemos que |2 N B| > 0,
por tanto

|BIP-(B)-r+(B) < .

Como |B| < diam(B)" < (2|z — y|)", tenemos

<(2|$ _yDn)*lp(x)fp(y)l <|Bp-rPen < Oy,

|z — y|"P@) P < ol/molp@)—pw)l < cl/mopr—r-
ahora tomando el logaritmo obtenemos

in (022
—Infz —y|

Ip(z) — p(y)| <
lo que demuestra 1.

Asumamos 1. vélida. Sea B C R™ una bola abierta con [2NB]| > 0, lo que
implica 1 < p_(Q) < p_(B) < p+(B) < p+(Q) < 0. Si diam(B) > 1/2
tenemos

_(B)— B
[BP-@2+® = (|B(0,1)| (diam(B)/2)" )" @

_n\P- (@) —p4(©)
< (1B, nla™)

lo que nos permite restringir al caso diam(B) < 1/2. Escojamos xq, Too €
BNQ tal que 0 < 1/2 (p4(B) — p—(B)) < p(x0) — (o). Como tenemos
que el diam(B) < 1/2 implica que |xg — Zoo| < 1/2, y por la hipdtesis
en p

Co

— S —V——
‘p(l’g) p($oo)| —IH’.’I)O _xoo’

lo que implica

exp(Co) = |0 — woo| TPE) =P > |30 — g |2(P-(B)=p+(B),
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Como 2"|B| > |xg — zc|™|B(0,1)|, obtenemos

B p—(B)—p+(B)
B n

exp(2Cy) > |zo — ot~ B-2+B) 5 [ o ()

(2G0) > | | B0,1)

luego
(2|B|)P7(B)—P+(B) < exp(2nCy)| B(0, 1)|p,(B)—p+(B)
< exp (2nCp) max {1, |B(0, 1)‘P—(Q)*p+(9)} ’

lo cual demuestra que 1. implica 2. 0

Definicién 3.1.4. Cuando un exponente p :  — [1,00) satisface la
condicion (3.7) decimos que el exponente p es localmente log-Holder
continuo y escribimos que p € LHo(2)!.

Corolario 3.1.1. Sea Q@ C R™ un conjunto abierto y acotado, y sea
p:Q — [1,00) una funcion uniformemente Holder continua con indice
a >0, ie.

p(z) —p(y)l < Hlz —y|*

para todo |x —y| < 1/2. Entonces p € LHy(12).

Demostracion. Cuando « > 0 existe una constante A > 0 tal que

A

[0
— gi

(3.8)

para todo |x —y| < 1/2. O

El Corolario 3.1.1 nos dice que la continuidad Holder uniforme es mas
fuerte que la continuidad log-Holder local. Con esto podemos generar
una panoplia de funciones que satisfacen la condicién (3.7).

EJERCICIO 3.1.3. Demuestre la desigualdad (3.8).

EJERCICIO 3.1.4. Demuestre que las siguientes condiciones son equi-
valentes:

(a) p € LHo(Q);

lyéase Definicién 3.1.6 para una caracterizacién del comportamiento en el infinito.
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(b) 1/p € LHo(%);

(¢) p' € LHy(Q).

Teorema 3.1.4. Sea Q2 C R™ un conjunto abierto y p € LHy(S2). Enton-
ces existe una constante C = C(p) tal que para toda funcidn f € LPV)(Q)
Con||f||LP(')(Q) < 1 tenemos

LM&@@WM<C@<M@OﬂW“M@+Q

para todo r > 0.

Demostracion. Vamos a demostrar el Teorema por casos: cuando r >
1/2 y cuando 0 < r < 1/2.

Sea r > 1/2. Entonces

| Ave, (N @)P® = | / F)ldy

N

P p(@) on P+
ngam%“”+Q gQ&mn*Q

donde la primera desigualdad es consecuencia de

F=Xgsen T Xm0 (3.9)
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Sea ahora 0 < r < 1/2. Tenemos

p(z)
1
Ave, (f)(@) ) = [ 1rwlay
ave, (D@P = s [ 1w
By (z)NQ
p(x)
P (Br@)
(d1) 1 /
< Pl P- @) gy
B ) W
By (z)NQ
p(z)
P (Br@)
(d2) 1 /
< f Yy P(y) dy + 1
B ) W
By (z)NQ
o) py(Br@) 1 s

donde la desigualdad (d;) es consecuencia de la desigualdad integral de
Jensen y para la (dz) utilizamos (3.9). Como p,)(f) <1y 0<r < 1,
tenemos la desigualdad

5 [ POy SIB @] < S (1) + 5@ <1,

2
B, (z)NQ2
la cual implica

p(x) P4 (Br(z)) 1

— 1
AV (NP < 1B, (@)] T2 B (L000() + 51Br(0)])

P4 (Br(z))—p(z) p_(Br(z))

= Bo(w) T 25 (Avg, (1£()PO) @) +1)

P4 (Br(z))—p_(Br(z)) p_(Br(z))

<|Bo(z)| —E@) m @) (Avgr(|f(-)|p(‘))(x) i 1)

< C(p) (Ave,(1F(FPO) (@) +1)

donde la ultima desigualdad es consecuencia del Lema 3.1.1. O

Una consecuencia inmediata del Teorema 3.1.4 es el siguiente corolario.
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Corolario 3.1.2. Sea 2 C R™ un conjunto abierto y p € LHy(Q).
Entonces existe una constante C' = C(p) tal que para toda funcion f €
£r0(Q) con || f|lppc) () < 1 tenemos

s < e (M (1FOPY) @) +1).

El corolario anterior es la clave para obtener la acotacién del operador
maximal de Hardy-Littlewood en el espacio de Lebesgue con exponente
variable cuando €2 es un conjunto acotado.

Teorema 3.1.5. Sea 2 un conjunto abierto y acotado yp : Q@ — [1,00)
medible.

1. 8i f € LPO(Q) con 1 < p(z) < py < 0o en Q, entonces M f es
finita en casi todo el punto en R™;

2. Seap e LHy(Q) y1 <p_ <p(zr) < py < oo enfd. Entonces eziste
una constante C (2, p) > 0 tal que para todo f € LPO)(Q) tenemos

IM fll ooy ) < CELDFll Lo ) -

Demostracion. Hagamos la demostracién por casos:

1. Como LPO)(Q) < L'(Q) pues Q es acotado, el resultado ahora sigue
de la Proposicién 3.1.2 con p = 1.

2. Tomando ¢(x) := p(x)/p—, tenemos que 1 < ¢(z) < p(z) < p4 <
0o. Como LPO)(Q) < LY(Q) pues Q es acotado, tenemos que existe
una constante C, > 0 tal que || f|| o) (2) < Cel| f| ;o) (2) para to-
da f e LPO(Q). Ahora sea f € LP()(Q) tal que HfHL,,(‘)(Q) <1/C.,
lo que implica| f|| f4¢) () < 1. Ahora demostremos que py() (M f) es
acotado independientemente de f. Como el exponente ¢ € LH(f2)
podemos utilizar el Corolario 3.1.2 y obtenemos

P- L

LP=(9)

Pp() (f) = HM(f)Q(')‘

<|lew (arse0p +1)

(@)

<€ ([aarOD],_, +Hil-@ )
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Utilizando la Proposiciéon 3.1.2 con exponente constante p_ > 1
obtenemos

ooy () < Clp)- (o<p_>\)\f<->p<'>|] | +Hl||Lp<m>p

LP—(Q

= P (Co (P +itl @)
<O, p).

Lo anterior muestra que p,.)(f) es acotado para toda la funcién f
con||f|l1r)(q) < 1/Ce, por lo tanto la norma |[M f|| ;o) () también
es acotada para estas funciones. Como M(Af) = |A\|M(f) y||I |l =
|All| f]| obtenemos

f
M) s ) = Cell Fll oo oy || M (CHfHL()(Q)
Lr()(Q)
S Cellfll eer ) - -

Definicién 3.1.5. Dada una funcién f € L _(R"), se define el operador

loc
maximal fraccionario de Hardy-Littlewood para cualquier x € R™ como

zeB

1
(@) = sup e [ 1)y
B

donde se toma el supremo en todas las bolas que contienen al punto x.

El operador fraccionario de Hardy-Littlewood es una generalizacién del
operador maximal, pues para o = 0, tenemos que My = M, donde M
es el operador maximal de Hardy-Littlewood. El resultado clasico con
respecto al operador maximal fraccionario dice que M, es (LP — L9)-
acotado, cuando 1 < p < n/ay 1/q = 1/p — a/n. Nuestro interés es
demostrar que el resultado se puede generalizar al contexto variable.
Para eso necesitamos del siguiente lema.

Lema 3.1.2. Sea 0 < a < n y p una funcion exponente tal que 1 <
p— < p(z) < py < n/a y la funcion q se define puntualmente por
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1/q(x) = 1/p(x) — a/n. Entonces para toda funcion f tenemos la si-
guiente estimacion puntual

a/n
N 1—-a/n
Ma(f)(2) < [M <|f(')!§8”‘°‘> (fb‘)] /lf(y)|p(y) dy
! (3.10)

Demostracion. Sea B cualquier bola que contiene al punto . Como

pa) ap@) _ |
q(x) n
tenemos
1 1 p(z) ap(z)
g Oy = e [l 1wl ay
B B
1-a/n a/n
1 R p(y)
< ] |f(y)]a@ = dy [fF() P dy
B Q
r 5 1-a/n o/n
p() _n
< [ar (s =) <w>] [iswrvay|
- Q
lo que demuestra el lema. ]

Utilizando la desigualdad puntual (3.10) y la acotacién del operador
maximal probamos la acotacién del operador maximal fraccionario.

Teorema 3.1.6. Sea 1l < p(z) < n/a yl/q(x) =1/p(x)—a/n. Entonces
M, : LPO(Q) — LIO(Q) es acotado.

Demostracién. Sea f € LP)(Q) tal que pp(y(f) = 1. Entonces por la
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desigualdad (3.10) y la propiedad de bola unitaria tenemos

1o
p() n_ n
HMa(f)HLq(-)(Q) < [M (|f(-)q<') na)]
L1 (Q)
1—a
p() _n n
= || <|f(-)|q >na>
L(lf%)Q(')(Q)
p() _n -2 »()
< |f|Q(') n-a — a0)
L(lf%)q(')(Q) L) ()

<1

El resultado general se obtiene de la linealidad del operador maximal
fraccionario. O

La acotacién en espacios de Lebesgue con exponente variable de muchos
de los operadores considerados clasicos en andlisis arménico depende
del comportamiento del operador maximal de Hardy-Littlewood, aqui
solo nos limitamos a probar el caso cuando ) es acotado. Sin embargo
la siguiente definicién provee, de alguna manera, un control sobre el
comportamiento local y al infinito del operador maximal sobre dominios
generales.

Definicion 3.1.6. Dado 2 y r: Q — R, decimos que r es localmente
log-Hélder continua; y denotamos esto por r € LHy(Y), si existe una
constante Cy tal que para todo x € Q, |x — y| < 1/2,

Ir(z) — r(y)] < ——20

< “halle g7 (3.11)

Decimos que r es log-Hdolder continua al infinito; y denotamos esto por
r € LHy (), si existen constantes Coo y Too tales que para todo x € )

Cos

|r(x) — roo| < m.

(3.12)

Sir e LHo() N LH(RY) diremos que 1 es globalmente log-Hélder con-
tinua y escribiremos r € LH(2).
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Teorema 3.1.7 (Acotacién del operador maximal de Hardy-Littlewood).
Dado un conjunto Q yp € P(Q), si 1/p € LH(RY), entonces

HtX{z : Mf(z)>t} HLP(‘)(Q) < C”fHLP(')(Q)'

Si ademds p— > 1, entonces

IM | oo @) < ClFNlLror (@) -

En ambas desigualdades las constantes dependen de la dimension n, las
constantes log-Holder de 1/p, p1, p+ y de po (en el caso en que este
valor sea finito).

Noétese que si §2 es acotado, entonces 1/p € LH(£2) automdaticamente
con constante que depende de ||1/p||oo. Asi, en este caso es suficiente
asumir que 1/p € LHy(Q)) para concluir que el operador maximal es
acotado. En este caso las constantes de las desigualdades dependen solo
de n, p—, p+ y |9].

La asuncién 1/p € LHp(2) es una condicién de regularidad débil, sin
embargo en [28, Ejemplo 3.21] se muestra que una condicién de regulari-
dad de este tipo es necesaria. La condicion L H(2) puede ser vista como
una condicién de regularidad al infinito. La necesidad de una condicion
de este tipo se muestra en [28, Ejemplo 3.23].

En [85], A. Lerner construye exponentes p discontinuos en cero o al
infinito tales que; sin embargo, el operador maximal es acotado. Asi,
las condiciones (3.11) y (3.12) no son necesarias en el Teorema 3.1.7.
A pesar de esto, las condiciones LHy(Q2) y LH(£2) son éptimas en el
sentido que ninguna otra condicién de decrecimiento puntual a cero que
sea mas lenta es suficiente para garantizar que el operador maximal sea
acotado. Quisieramos hacer notar que recientemente estas condiciones
han sido debilitadas en [86, 94]. También ver [33].

Definicion 3.1.7. El conjunto de todas las funciones medibles que sa-
tisfacen (2.3) y para las cuales el operador mazimal de Hardy-Littlewood
sea acotado en LPO)(R™) se denotard por M(R™).

Un ejemplo de una funcién en M(R™) que no satisface la condicién
(3.11) aparece en [30], y una funcién que no satisface (3.12) en [107].
A. Nekvinda [93, 94] define una clase de exponentes N (R™) (llamada
ahora clase de Nekvinda) al relajar la condicién (3.12) tal que N (R™) C
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M(R™). V. Rabinovich y S. Samko en [111] introducen la clase M*(R")
como la coleccién de exponentes variables p € M(R"™) para los cuales
existen constantes py € (1,00), # € (0,1) y un exponente variable p; €
M(R™) tales que

1 0 1-6

-4

p(z)  po  plz)
para casi todo z € R™. Esta clase es tal que LH(R") ¢ M*(R") y
N(R™) ¢ M*(R™).

)

3.2. Operadores pseudodiferenciales

En esta secciéon mostraremos que podemos definir operadores pseudo-
diferenciales acotados en X(R™) para simbolos que satisfacen, punto a
punto, cierta cota. A modo de ilustracién consideraremos simbolos en
la clase Hormander y en la clase de Miyachi como ejemplos de simbolos
infinitamente diferenciables y otros que no lo son.

Denotaremos a los usuales operadores de diferenciacién parcial de primer
orden en R" por 0, := 0/0x;. Para todo multi-indice a = (a1, ..., an)
con «; entero no negativo escribiremos

o . QO] Q
9% 1= 9o - 9o,

Ademds, sea |a| := a3 + -+ + an, y para cada vector £ = (§1,...,&,) €
R™ deﬁnimos E¥ 1= ... £ Sea (-,-) el producto escalar en R" y

€] = /€, €) para € € R

Definicién 3.2.1. Dada u € C(R™), un operador pseudodiferencial
con simbolo a, op(a), es formalmente definido por la formula

ds/ (2, €)u(y)e v dy,

op(a)u(z) 1=

donde el simbolo a se asume acotado en la variable espacial x y la va-
riable de frecuencia &, y ademds satisface ciertas condiciones de requla-

ridad.

La prueba de la acotacién de operadores pseudodiferenciales en X(R")
que aqui mostraremos es valida para toda clase de simbolos a que satis-
facen la siguiente desigualdad puntual:

(op(a)f)*(z) < Co(Myf)(x), x€R™, (3.13)
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donde ¢q € (1,00) y Cy > 0 es independiente de f € C°(R™). Aqui, ejem-
plificaremos este hecho mediante la consideracién de operadores pseu-

dodiferenciales con simbolos en la clase de Hormander S™ oo introducida
en [62], donde a € C*°(R" x R") pertenece a S} si

0805 a(x, )| < Cap(1+ [g)mFIoBl 2 e e R,
con
meR, 0<4p<1

y las constantes positivas C, g dependen solo de a y 3. También con-
sideraremos simbolos en la clase de Miyachi S;’?a(%, »'), la cual es una
generalizacién de la clase de Hormander [103]: si h € R" y f es una
funcién en R™, la primera y segunda diferencia se denotan por

AL(h)f(z) :==f(z+h) — f(=),
AZ(h)f(x) :=f(z + 2h) — 2f(x + h) + f(x).
Sean
meR, 0<8,p<1, i >0.

Consideremos ademds los enteros no negativos k y k' que satisfacen las
desigualdades
E<x<k+1l, kK< <k +1.

La clase de Miyachi S}'s(5,5) consiste de todas las funciones a (no
necesariamente 1nﬁn1tamente diferenciable) en R™ x R™ tales que las de-
rivadas 9 d¢‘a(x,§) existen en el sentido cldsico para |B] <k y |af < &
y si las siguientes condiciones se cumplen:

(i) Si|B] < ky |a] <K, entonces
0708 a(z, €)] < A(L+ [¢)mHolimelel,
(i) Si 18] = k y || <k, h € R y [h] < (1 -+ €))%, entonces
|AZ(h)D70E al, €)] < AL+ [¢])Ho=eleljph,
(iii) Si |l <kyla| =k, neR"y |yl < (1+]£])"/4, entonces

|AZ(1)D202a(x, )] < A(L + |&])mHOIBI=p |y 7 =K,
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(iv) Silgl=kylal =k, h,ne Ry |h] < (1+[¢)7°, Inl < (1+[€))7/4,
entonces

|A2(h)AE ()P o ale, €)| < AL+ [g])™ o7 r7 | h=k|p < =

Aqui la constante A es independiente de los multi-indices «, 8y de las va-
riables x,§, h,n € R™. La menor constante es denotada por ||al|m, p.5,:,5 -

EJERCICIO 3.2.1. Pruebe que si s < 5 y 2 < ], entonces

Spis € Spis(oa, ) C 85502, 56)

||a”m,p,5,%2,;«t§ < KHaHm,p,é,%l,%i‘

Si s (resp. /) no es entero, entonces AZ(h) (resp. Ag(n)) se puede
reemplazar por Al(h) (resp. A%(n)) También quisiéramos hacer notar

que las asunciones |h| < (1 4+ [¢))7° v |n| < (1 + [€])?/4 pueden ser
reemplazadas por h € R" y |n| < (1 + [£|)/4 si modificamos la constante
A.

El siguiente resultado muestra que la clase de Hormander y la clase de
Miyachi satisfacen la desigualdad puntual (3.13). La prueba de la parte
(a) aparece en [99] y la prueba de (b) en [104].

Proposicion 3.2.1. Si a pertenece a una de las siguientes clases de
simbolos:

(a) La clase de Hormander SZE{)_D con0<p<ly0d<oi<l;

(b) La clase de Miyachi SZ((;p_l)(%,n), con0<o<p<1,0<d<1ly
x>0y

entonces para todo q € (1,00) existe una constante Cy tal que
(op(a) f)¥(z) < CoMyf(z), zeR" (3.14)
para todo f € CS°(R™).

Corolario 3.2.1. Si las condiciones de la Proposicion 3.2.1 se satisfa-
cen, entonces op(a)f € So(R™) para todo f € C°(R™).
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Demostracion. Usando las clasicas cotas LP para la funcion maximal da-
das por Stein y Fefferman [51, Teorema 5] aplicadas al operador M, se
prueba que si (3.14) es valida para todo f € C2°(R™), entonces op(a) ex-
tiende a un operador acotado en LP(R™) para ¢ < p < co. En particular,
esto implica que op(a)f € Sp(R") para toda funcién f € C(R™). O

Teorema 3.2.1. Sea X(R™) un BFS tal que el operador mazximal de
Hardy-Littlewood M sea acotado en X(R™) y en su espacio asociado
X'(R™). Si a pertenece a una de las siguientes clases de simbolos:

(a) La clase de Hormander S;L%p_l), con0<p<ly0<di<l;

(b) La clase de Miyachi S;L%pfl)(%, n), con0<I<p<l,0<o<1ly
7> 0.

Entonces, op(a) extiende a un operador acotado en X(R™).

Demostracion. Supongamos que f € C(R™), entonces del Corolario
3.2.1 tenemos que op(a)f € Sp(R™). Del Teorema 3.1.1, existe una cons-
tante Cy > 0 tal que

lop(a) f lx(rn) < Cell(0p(@) f)F lx(rn)- (3.15)

Ademaés, de la Proposicién 3.2.1, para cada ¢ € (1,00), existe una cons-
tante Cy > 0 tal que

(op(a)f)H(z) < Cg(Myf)(z), (x €R™).
Por las Propiedades (P1) y (P2) tenemos
1(op(a) f)F[lx(rny < Cqll My fllrny-

Por otro lado, como M es acotado en X(R™), del Teorema 3.1.2 existe
un exponente constante go € (1,00) y una constante Cy > 0 tales que

[ Mo fllxgny < Copll £ llacrny- (3.16)
Combinando (3.15)—(3.16) obtenemos
lop(a) f)lxrn) < CsCyoCop 1 fllc(rrm)

para toda f € C°(R™). De la Proposicién 2.4.1 tenemos que CZ°(R™)
es denso en X(R™) siempre que X(R™) sea separable. Asi, op(a) extiende
continuamente a un operador acotado en todo X(R"). O
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3.2.1. Caso espacios de Lebesgue con exponente variable

Debido a que en LP()(Q) conocemos diferentes clases de funciones me-
dibles p para las cuales el operador maximal de Hardy-Littlewood es
acotado en estos espacios, del Teorema 3.2.1 se obtiene directamente el
siguiente resultado:

Teorema 3.2.2. Supongamos que p € M(R™). Si a pertenece a una de
las siguientes clases de simbolos:

(a) La clase de Hormander SZE{)_D, con0<p<ly0<oi<i;

(b) La clase de Miyachi SZ((;p_l)(%,n), con0<o<p<L,0<i<1ly
7 > 0.

Entonces, op(a) extiende a un operador acotado en LPC)(R™).

Més ain, como LH (R™) es un subconjunto propio de M(R™), obtenemos
el siguiente resultado:

Corolario 3.2.2. Sea p € LH(R") que satisface (2.3). Si a € S?}O,

entonces op(a) extiende a un operador acotado en LPC)(R™).

3.3. Operadores de tipo convolucién en L’*)(R")

Un operador de convolucién se define como

Col€) = (K * ) (€ /Ks () dn, € eRY,
donde K es llamado el nicleo de convolucion de C.

EJERCICIO 3.3.1. Demuestre que la funcién maximal

1
M = _ dy = r ’
@) = sup e [ 1)y = sup(er = 11)(@)
B(z,r)
Xg (0, (@)

donde ¢, (z) = TBOA
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La desigualdad de Young para convoluciones en los espacios de Lebesgue
clésicos nos dice que

1 % 9l ey <IN zogrey 9] 2agrey (3.17)

cuando f € LP(R™), g € LY(R™), 1 < p,q,r < oo y ademés los exponentes

satisfacen la relacion
1 1 1
=41
p q r

Infortunadamente la desigualdad de Young (3.17) no es vélida en gene-
ral para los espacios de Lebesgue con exponente variable. Véase §2.6.2.

Los operadores de convolucién pueden ser considerados actuando en di-
ferentes espacios de funciones asi como también sus nicleos de convo-
lucién. Por ejemplo, si consideramos al operador C' actuando en L'(R)
con K € L*(R), el operador de convolucién puede ser escrito como

C=F'¢.-F
con ¢. = FK, donde F denota la transformada de Fourier
Fe(§) = /e‘ig%(n) dn, £€R,
R

y Fles la transformada inversa de Fourier

Flun) = 5 [ i@ de, ner

R

3.3.1. Aproximacion de la identidad

Una de las aplicaciones del operador de convolucién es la construccién
de los llamados operadores de aprorimacion de la identidad.

Definicién 3.3.1. Una sucesion {¢r} de funciones continuas en R™ a
valores reales se llama una sucesién de Dirac si satisface:

DIR1 Para la sucesion {¢y} tenemos que @i, > 0 para todo k;

DIR2 Para cada k tenemos que [g, pp(z)de = 1;
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DIR3 Dado €,6 > 0 existe un kg tal que
/ or(z)dr <e
|z[>d

para todo k > k.

Figura 3.1: Ejemplo de sucesién de Dirac

EJERCICIO 3.3.2. Demuestre que las siguientes sucesiones de fun-
ciones son sucesiones de Dirac:

1. La funcion de Landau

1 2\k
o) = 4 (1—2?)", cuando |z <1
0, cuando |z| > 1

donde ¢ = [*, (1 — 2?)F da.
2. El nicleo de Gauss
pi(@) = k" (d4m) T2 eI
parax € R" y k> 0.

La utilidad de las sucesiones de Dirac se puede inferir del siguiente teo-
rema
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Teorema 3.3.1. Sea f una funcion medible y acotada en R™. Sea K un
congunto compacto en el cual la funcion f es continua. Sea {¢r} una
sucesion de Dirac. Entonces o * f converge a f uniformemente en el
conjunto K.

Demostracion. Sea z € K. Tenemos
uwwfxm—fmn—y/wmmﬂx—mdy—/fmwmmdﬂ
</¢uwvu—w—fmn@

<| [+ ] |awlfe—n- @
lyl<é  |y|>0
=I5+ Iz,
donde la primera igualdad es consecuencia de DIR2. Dado ¢ > 0, es-
cojamos § > 0 tal que si |y| < 4, entonces para todo z € K tenemos
|f(x—y)—f(x)| < e. Por la escogencia de 6 > 0 tenemos que [ 5 < €. Pa-

ra acotar I s, observamos que DIR3 nos garantiza que Iy 5 < 2| fl|, €
para k suficientemente grande. O

Podemos construir sucesiones de Dirac de una manera facil conteniendo
mas “regularidad” utilizando el molificador de Friedrichs

Definicién 3.3.2 (Molificador de Friedrichs ). Sea ¢ : R — Ry una
funcion que satisface las siguientes condiciones:

1 peoERY;
2. o(x) =0 cuando |z| > 1; y
8. Jan @(x)dz =1,

Definimos el molificador de Friedrichs ¢. como

pe(@) =" <z>

para todo € >0 y x € R™.
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Utilizando el molificador de Friedrichs podemos construir aproximacio-
nes de la identidad con propiedades “suaves”, basta con hacer convolu-
cion de la funcién con el molificador de Friedrichs. Tenemos el siguiente
resultado para espacios de Lebesgue clasicos.

Teorema 3.3.2. Sea . un molificador de Friedrichs, 1 < p < oo y
u € LP(R™). Entonces:

1. pexu € C®°R");
2 Nlpe * fllpe <llullze;

3. lim.0]|¢e * u — ul|;, = 0.

La demostracién del teorema no es dificil. La idea de demostracion del
item 3 es como la demostracién del Teorema 3.3.1 con los respectivos
cambios.

Observacion 3.3.1. A la funcién

= Lo (E) rwyau =2 [0 (%) £ —w) du
<soe*>f<x>—6nR[go< ) 1w glw(g)ﬂ )d

a veces se llama, especialmente en la literatura soviética, el e-promedio
de Sobolev, .

El problema con extender el Teorema 3.3.2 para el caso variable es que
la demostracién utiliza el hecho de que la traslacién es continua

e u=ull, < [l = ull, lotw)] v
Q

lo que no es vilido en general para el caso variable, véase §2.6.1. Afor-
tunadamente es posible probar un resultado semejante para el espacio
LP0) utilizando la acotacién del operador maximal. Necesitaremos para
ello algunos lemas auxiliares.

Lema 3.3.1. Sea ) : R® — R una funcion radial, positiva y decreciente
tal que v € LY(R™). Entonces 1 (r) = o(r™) cuando r — 0 y r — oo.

Demostracion. El resultado se sigue de la siguiente estimacion

Wl > [ v@azee) [ a-wepn o

r/2<|x|<r r/2<|z|<r
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Lema 3.3.2. Sea f € LL _(R"). Entonces tenemos la siguiente estima-
cion

/ f(z)dz < v,r" M f(0)

donde M es la funciéon mazximal y v, es el volumen de la bola unitaria
en R™ dado por v, = #2/11)

Demostracion. La prueba es directa, pues

/f dx—\B(OM‘B /f B(0,r)|Mf(0). O

B(0,r)

Lema 3.3.3. Sea ¢ una funcién positiva, radial (i.e. p(x) = ¢(|z|)),
decreciente en Ry e integrable. Entonces

Sup [(wex) f(x)] <l M f(z).

Demostracidn. Vamos primero a demostrar que (¢xf)(0) <||pll 1 M f(0)
y demostrar el resultado mas general utilizando este caso particular. Sea
M{£(0 ) < 00y definamos las siguientes funciones A(r) = [q.-1 f(rz) do(z)

fB (o) f(x)dz, donde S" ! es la esfera unltarla en R" y B(0,r)
denota la bola centrada en cero de radio  en R™. Entonces haciendo un
cambio de variables a coordenadas esféricas tenemos

A(r) = /Or M)t de.
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Utilizando los Lemmas 3.3.1 y 3.3.2, la estimacién anterior y (3.18) te-
nemos

(o F)(0 / A (=) < 05O [ T d ()
<ol M(0).

pues v, = wp_1/n, lo que demuestra el resultado para x = 0 and € =
1. Sea ahora x € R™ arbitrario, entonces tomando 7, como la funcién
traslacién: 7, o f(z) = f(x — h), tenemos

(o f)(x) = (¢ (ra 0 ) (0) Il o M(7a 0 £)(0) =@l 1 M[(2). O

EJERCICIO 3.3.3. Demuestre que, utilizando las hipotesis del Lema
3.3.3, tenemos

/OOO rd(—p(r)) = w:_l /go(a:) dz, (3.18)

Rn

n/2 . . . . _
donde w,,—1 = % es el area de la superficie de la esfera unitaria S*~1.

Después de una preparacién, llegamos al teorema més importante:

Teorema 3.3.3. Sea  C R™ un conjunto abierto y acotado. Sea p €
LHy(Q2). Sea ¢ : R — R una funcidn integrable y sea @. el molificador
de Friedrichs. Supongamos que el menor mayorante radial decresciente
de ¢ es integrable, i.e., Y(x) = supjy >y l(y)| entonces [, ¢(x)dz =
A < 0. Entonces

1. sup.so |(f * ¢e)(2)| < AM f(z) para toda funcion f € LPO)(Q);

2. i [qn@(x)de = 1, entonces lime_04 (f * ¢-)(x) = f(x) en casi
todo punto en Q para toda f € Lp(')(Q);

3. Para toda f € LPO(Q) tenemos f * ¢. — f en LPO)(Q) cuando
e — 0+;

4. Para toda f € LPO)(Q) tenemos la siguiente estimacion (uniforme
con respecto a € > 0)

1S = %”Lp(-)(g) S ||Mf||Lp(-)(Q) §||f||Lp(-)(Q)
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Demostracién. Como Q es conjunto acotado, tenemos LP()(Q) < L(Q),
lo que implica que las estimaciones puntuales (a) y (b) son consecuencia
de la Proposicién 3.1.2. Para demostrar (c), para x €  fijo, tenemos

|(f %) (@) = F@)PD S ((f * pe) (@)] + [ f ()P
S (AMf(x) + |f (z)))P)

lo que implica que |(f * -)(x) — f(2)|P™® € L}(Q). Utilizando (b) con
el Teorema de Convergencia Dominada de Lebesgue, tenemos

lim p,) (f *pe — f) = lim /(f*sog)(a:)—f(xﬂp(x) dz

e—0+ e—0+

= [ dim 1+ p2)@) — )P da
Q

=0,

lo que implica convergencia en norma debido al Lema 2.3.1; es decir,
1f * ¢ = fllpcr (@) — 0 cuando &€ — 0. Para demostrar (d) tomamos
en consideracién el Teorema 3.1.5(1) y el hecho de que el espacio de
Lebesgue con exponente variable es ideal (véase Observacién 2.1.3). O

Observacién 3.3.2. El Teorema 3.3.3 sigue siendo valido para {2 = R"”
cuando p € M(R™), véase [9].

Para demostrar una aplicacién del Teorema 3.3.3, vamos a estudiar la
acotaciéon del operador potencial de Bessel.
3.3.2. Operador potencial de Bessel

El operador potencial de Bessel B, de orden a > 0, se define como

/G z —y)p(y) dy,

donde G, es el llamado nicleo de Bessel dado a través de su transfor-
mada de Fourier

Galz) = (L+2*) 72,

y ¢ se llama la densidad del potencial de Bessel.
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Tenemos una féormula exacta para el nicleo de Bessel, a saber
[o¢]
Ga(x) = C(a,d)/ et Tart 2z —, xr €R",
0

donde C(a,d) > 0 es una cierta constante (ver, por ejemplo, [129,
§V.3.1.]), lo que implica que G, es una funcién no-negativa, radial y
decreciente. Ademés, Gy, es integrable con ||Gall1 = G (0) = 1y se pue-
de demostrar que puede ser representada con la funcion de McDonald:

Ga(z) = Cla,d) |2] 7" Kaa(|2]), «€R"™
2
Tenemos la siguiente estimacion del nicleo de Bessel

cla,d) |z|*=?, si 0<a<d
c(d) In (ﬁ) , sl a=d

c(a,d) , sl a>d.

Go(z) ~

cuando |z| = 0,y

a—d—1
2

Ga(z) ~ (o, d) |z|
cuando |z| — oo.
El siguiente resultado nos garantiza la acotaciéon del operador potencial

de Bessel en los espacio de Lebesgue con exponente variable.

Teorema 3.3.4. Sea p € M(R™), entonces el operador potencial de
Bessel B es acotado en LPC)(R™).

Demostracion. Como el ntcleo G, es radial, decreciente e integrable,

por el Teorema 3.3.3 y la Observacién 3.3.2, existe una constante C' > 0
tal que

1BY@ll o) gy = [|Ga * @l Loy gny < C @]l o) rry

para todo ¢ € LPO)(R™). O
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3.3.3. Operador singular integral de Calderon-Zygmund

Definicion 3.3.3. Un operador singular integral de Calderon-Zygmund
T es formalmente definido por la formula

%) == pov. / K(z - y)f(y) dy
J

con nicleo K(x) = Tx(lﬁ)’ donde ® es homogénea de grado cero, infini-

tamente diferenciable en la esfera unitaria S y fS”_l ® = 0. Esta
integral se entiende en el sentido del valor principal.

Para f € L'(R™) y t > 0, este operador satisface la siguiente desigualdad

Hoerm: @) > 1 < B2 [ 1) do.

La desigualdad anterior es llamada desigualdad débil (1,1) y es equiva-
lente a decir que T es nunca acotado en L!(R™).

El siguiente resultado nos proporciona una cota puntual para el operador
de Calderén-Sygmund.

Teorema 3.3.5. 5i 0 < § < 1, entonces para toda f € LX(R") existe
una constante cs, tal que

(Ti(x) < csnMf(z), (xR,

Teorema 3.3.6 (Acotacién del operador de Calderén-Zygmund). Si
p,p' € M(R™), entonces existe una constante ¢, tal que para toda f €
LORY),

1Tl v ) < pllfll oo @)-
Demostracion. Sea f € LOO(R”). Primero probemos que para cualquier
funcién g € LP'O)(R") ¢ Ll (R™) se tiene que

loc

/y TF)(2)g(z)| da < /Mf YMg(z) da. (3.19)

En efecto, esto se obtiene reemplazando ¢ por T'f en el Teorema 3.1.3
y usando la Proposicion 3.1.1 junto con el Teorema 3.3.5. Note que
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podemos aplicar el Teorema 3.1.3 ya que el operador 1" es de tipo débil

(1,1).
Ahora, de la desigualdad (3.19), la desigualdad de Holder (2.32) y la
condicién p,p’ € M(R™) se sigue que

/ () (@)g(@)| Az <enrplM 1 oo Mol s e

<CprHLp<->(Q) ”g”LP'(')(Q)

donde ¢, = cnrp|| M| g(Loe) (mry) 1M ]| 5 1o/ () (Rry)- Asi, de la equivalencia
de normas dada en §2.5 tenemos

HTfHLP() Q) X ”TfHLp< Q) Cp”f”Lp(->(Q)'

De esta manera el teorema se sigue de la desigualdad anterior y el Lema
2.4.2. O

Observacion 3.3.3. L. Diening en [32] obtiene una nueva caracteriza-
cién de la clase M(R™). En particular, p € M(R"™) si, y solamente si,
p € M(R"). Ademds, p € M(R") implica que (p/s) € M(R"™) para
algtiin s € (0,1). Asi, la condicién p’ € M(R™) en el Teorema 3.3.6 puede
ser removida.

3.3.4. Operador singular integral de Cauchy

Uno de los operadores singulares integrales fundamentales es el operador
singular integral de Cauchy.

Definicién 3.3.4. Para una funcién f € LL (R), se define el operador
singular integral de Cauchy mediante

1 f(7)

—Pp.V.

T T—X
R

(Sf)(z) = dr (z €R).

Sf puede ser considerado como la convolucién de f con (wiz)~!. Del
Teorema 3.3.6 se obtiene lo siguiente:

Teorema 3.3.7 (Acotacién del operador singular integral de Cauchy).

Sea p € M(R), entonces el operador singular de Cauchy es acotado en
LPO(R).
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El operador singular de Cauchy es una involucién; es decir, S? = I
(Ip(.) el operador identidad en LP()(R)) lo cual nos permite definir las
proyecciones complementarias generadas por S mediante

1
Pe = (L) £ 9). (3.20)

EJERCICIO 3.3.4. Demuestre que P+ son proyecciones complemen-
tarias. Esto es, Py satisfacen que

P+P7:P,P+:O, P++P7:Ip(,), P+*P,:S.

El operador de multiplicacion por una funcién ¢ se define mediante
la féormula (qﬁlp(A)) f = &Iy f. Por simplicidad denotaremos esto por
(¢lp))f = ¢f. Para p € P(R) que satisface (2.3) y ¢ € L>(R) este
operador es lineal y continuo en LPO)(R); es decir oIy € B(LPY)(R)) y
ademas

16 Tp() 520 R)) < l1lloo-

Por lo tanto, el operador (lineal) singular integral definido como
A= CLIp(,) +bS

estd bien definido y es acotado en Lp(')(R), para p € M(R). De forma
més general, definimos el operador acotado singular integral en LP()(R)
por la férmula

aPy +bP_, a,be L*®(R).

3.3.5. Operadores de Wiener-Hopf-Hankel

Definicién 3.3.5. Para p € M(R), una funcién ¢ € L>°(R) es llamada
un multiplicador de Fourier en Lp(')(R) si el operador F~1¢-F actuando
en L?*(R) N LPO)(R), eatiende univocamente a un operador acotado en
LPO/(R). El conjunto de todos los multiplicadores de Fourier es denotado
por My,

Sea Lﬂ(’) (R) el subespacio de LP()(R) formado por todas las funciones cu-

yo soporte estéd en la clausura de Ry y L’i(')(R) el subespacio de LP()(R)
formado por todas las funciones con soporte en la clausura de R_. Esto
nos permite definir en espacios de Lebesgue con exponente variable los
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bien conocidos operadores de Wiener-Hopf, los cuales fueron introduci-
dos por N. Wiener y E. Hopf en 1931 [136] en relacién con la solucién de
ecuaciones integrales cuyo ntcleo nicleo depende solo de la diferencia
de los argumentos:

cf@)+ | K@ =) dy = gle). R
Definicion 3.3.6. Un operador de Wiener-Hopf cldsico se define como
Wy=r Fl¢-F: IXOR) — LPOR,), (3.21)

donde r, es el operador restriccion de LPO)(R) en LPO)(Ry) y ¢ € M,
es llamado simbolo de Fourier.

De la misma manera, el operador integral de Hankel asociado a la ecua-
cién
o0
cf@)+ [ ket n)fwdy=gla), <Ry
0

se define como:

Definicién 3.3.7. Para f € LPC)(R), el operador de Hankel es definido
mediante la regla

Hy=r F ¢ -FJ: 3VR) — LPO(R,), (3.22)

con ¢ € My, y J el operador de reflexion en R dado por la formula

Observacién 3.3.4. Debido a que LP()(R) no es invariante bajo trasla-
ciones, el operador de reflexién J estd bien definido para indices p(x) =
méx{p(x),p(—z)} (véase [108, Lemma 2]); por lo tanto, los operadores
de Hankel estan definidos inicamente en espacios con exponente variable
para este tipo de funciones indices.

Finalmente, otra clase de operadores de tipo convolucién que juega un
papel importante en varias aplicaciones tales como problemas de difrac-
cion de ondas, procesamiento digital de sefiales y prediccion lineal entre
otras (ver por ejemplo [20, 45, 98] y algunas de sus referencias), son
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los llamados operadores de Wiener-Hopf-Hankel, los cuales son opera-
dores de Wiener-Hopf méas Hankel y operadores de Wiener-Hopf menos
Hankel, es decir:

Wy + Hy : IO(R) — LPO(RY). (3.23)

Por otro lado, note que el operador proyeccién complementaria Py se
puede escribir como
Py = Flor, F,

donde £ es el operador extensién por cero de LP()(R,) en LIJDF(')(R). Asi,
las condiciones para la acotacién de los operadores de Wiener-Hopf-
Hankel en los espacios de Lebesgue variables son las mismas condiciones
para la acotacién de la proyeccion P, por lo tanto del Teorema 3.3.7
obtenemos lo siguiente:

Teorema 3.3.8. Sean p € M(R), p = max{p(z),p(—z)} v & € M,,
entonces el operador de Wiener-Hopf Wy y el operador de Hankel Hy

son acotados de Li(')(R) en LPO(RL).

Corolario 3.3.1. Las condiciones del teorema anterior son necesarias
y suficientes para que los operadores de Wiener-Hopf mds Hankel y
Wiener-Hopf menos Hankel sean acotados en los espacios de Lebesgue
con exponente variable.

3.4. Notas y referencias bibliograficas

El operador maximal de Hardy-Littlewood fue introducido por Hardy
y Littlewood en [59] en el caso unidimensional y fue extendido a R
por Wiener en [135]. Este operador toma importancia con el trabajo de
Calderén y Zygmund [19] sobre operadores integrales.

En la Seccién 3.4 de [28] se muestra una caracterizacién geométrica de
la condicién LHy(€2), asi como la aplicabilidad de la condicién LH(£2).
Condiciones suficientes para garantizar que una funciéon medible p €
M(R"™) para espacios de Lebesgue variable ponderados son dadas en
[76].

Los Teoremas 3.2.1 y 3.2.2 aparecen originalmente publicadas en [65].
El Corolario 3.2.2 fue establecido por V. Rabinovich y S. Samko en
[111], su prueba no se basa en la cota (3.13) sino en una cota puntual
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més precisa para el caso de estos espacios. En [68], A. Yu. Karlovich y
.M. Spitkovsky prueban la acotacién de op(a) en espacios de Lebesgue
con exponente variable para simbolos a € SZE{) U con 0 <p<ly
0 < 6§ < 1, en ese caso, como en el Teorema 3.2.1, la prueba se basa
en (3.13), la desigualdad de Fefferman-Stein y la propiedad de auto-
mejora del operador maximal de Hardy-Littlewood pero en su versién
para LP()(R™).

La clase de operadores de Calderén-Zygmund aqui consideradas es en
el sentido de R. Coifman y Y. Meyer (comparar [26]). Sin embargo,
el Teorema 3.3.5 se puede extender a operadores de tipo débilmente
fuertemente singulares de Calderdn-Sygmund (ver, [10, 11, 50]), asi como
a algunos operadores pseudodiferenciales en la clase de Hérmander [62].
El Teorema 3.3.6 fue probado por L. Diening y M. Ruzicka en [34] asu-
miendo que p € M(R") y (p/s)) € M(R™) para algin s € (0,1). La
prueba aqui presentada difiere un poco de esta y aparece publicada en
[66]. Este teorema puede ser probado en el contexto de espacios de Ba-
nach de funciones medibles haciendo algunas modificaciones menores a
la prueba aqui dada, puesto que si X(R™) es un espacio de funciones
medibles reflexivo, entonces L°(R™) es denso en X(R™) y en su espa-
cio asociado X'(R™) [13]. La acotacién del operador singular integral de
Cauchy en espacios ponderados de Lebesgue variable, con pesos que sa-
tisfacen una condicién general de tipo Hunt-Muckenhoupt—Wheeden,
fue recientemente probada en [67].



Capitulo 4

Solubilidad de ecuaciones
singulares integrales sobre
curvas

En este capitulo estudiaremos condiciones de solubilidad de ecuaciones
singulares integrales, primero en espacios de Banach de funciones me-
dibles sobre curvas simples y luego mostraremos, como consecuencia, el
caso particular de espacios de Lebesgue con exponente variable sobre
este mismo tipo de curvas. Para alcanzar nuestra meta utilizaremos un
enfoque propio de la teoria de operadores mediante la llamada alterna-
tiva de Fredholm.

4.1. La propiedad de Fredholm

Dado un operador lineal y acotado A € B(X,Y), el conjunto ker A de
todas las soluciones de la ecuaciéon homogénea

Az =0 (4.1)

es llamado el nicleo del operador A. La dimension del subespacio ker A;
es decir, el nimero de soluciones linealmente independientes de la ecua-
cién (4.1) (llamado nulidad) se denota por a(A) y se escribe

a(A) = dimker A.

95
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Un operador acotado A es llamado normalmente soluble (en el sentido
de Hausdorff) si la ecuacién

Ar =y

es soluble solo para aquellos elementos y que son ortogonales a la ecua-
cion A*u = 0, donde A* es el operador conjugado A* : Y* — X* definido
por la relacion

(A*u)z = u(Az).

Es decir, A*u = 0 si, y sélo si, u(y) = 0 para todas las funciones u €
ker A*. Esto es equivalente a decir que el conjunto imagen de A, denotado
por Im A y definido como ImA = {Az : x € X} es un conjunto cerrado.
Para un operador A normalmente soluble, el Cokernel de A, Coker A, se
define como el cociente

CokerA =Y/ImA.
La dimensién de este subespacio (llamada deficiencia) se denota por
B(A) := dim Coker A.

Los nimeros enteros «(A) y S(A) frecuentemente son llamados los nime-
ros de defecto de A.

Definicién 4.1.1. Un operador A € B(X,Y) se dice que admite una
reqularizacion a la izquierda si existe un operador R; € B(Y, X) tal que

RiA=Ix + Ty,

donde Ix es el operador identidad y Tx un operador compacto en X. Fl
operador R; es llamado un regularizador a la izquierda de A. Decimos
que el operador A admite una reqularizacion a la derecha si existe un
operador Ry € B(Y, X) tal que

ARy = Iy + Ty,

con Iy el operador identidad y Ty un operador compacto en Y. En este
caso Ry es llamado un regularizador a la derecha de A. Si un opera-
dor A admite ambas regularizaciones entonces se dice que A admite una
reqularizacion.
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Definicion 4.1.2. Un operador A es llamado un operador de Fred-
holm,! y se denota por A € ®, si a(A) y B(A) son finitos. En este caso,
el indice de Fredholm se define como el nimero

Ind A := a(A) — B(A).

El operador A se dice semi Fredholm si al menos uno de estos numeros
a(A) o B(A) es finito. Escribiremos A € @4 si a(A) < oo y A€ d_ si
B(A) < co. Asi tenemos que ® = dL ND_.

Lo anterior nos permite estudiar la solubilidad de la ecuacién (4.1) me-
diante la llamada Alternativa de Fredholm. Para una ecuacion Az = y
con A un operador de Fredholm con indice de Fredholm cero, una de las
siguientes alternativas se satisface:

(a) La ecuacién homogénea Az = 0 no tiene soluciones linealmente
independientes («(A) = 0) y entonces la ecuacién Az = y es soluble
Unica e incondicionalmente.

(b) La ecuacién homogénea Az = 0 tiene a(A) soluciones no triviales y
para la solubilidad de la ecuacién no homogénea Ax = y es necesa-
rio y suficiente que a(A) (= B(A)) condiciones de solubilidad para
u(y) = 0 se satisfagan.

Para establecer los criterios de Fredholm para la clase de operadores
singulares integrales aqui considerada haremos uso de las siguientes bien
conocidas propiedades cuyas demostraciones pueden ser vistas en [102].

Propiedad 4.1.1. Para un operador A € B(X,Y) las siguientes son
equivalentes

i.) Ae d.
ii.) A admite una regularizacion.

Propiedad 4.1.2 (Atkinson). Si A,B € ®, entonces BA€ & y
Ind BA = Ind A + Ind B.

Propiedad 4.1.3. Si A € ® y T es un operador compacto, entonces
A+Tecdy
Ind(A+T) = IndA.

'En la literatura soviética estos operadores son llamados de Noether y por opera-
dores de Fredhlom se entiende aquellos tales que a(A) = B(A) < oo.
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Propiedad 4.1.4. Si AB € ® y BA € ®, entonces A,B € ®.

Propiedad 4.1.5. Para todo operador A € & existe un nimero o > 0
tal que para B € B(X,Y) con ||B|[gxy) < 0 se tiene que A+B € &1 y

a(A+B) < a(A), BA+B)<B(A), Ind(A+B)=IndA.

Propiedad 4.1.6 (Yood). Si AB € &, entonces B € &,. Si AB € &_
entonces A€ ®_. Si AB € & y a(A) < 0o o B(B) < oo, entonces A y B
son operadores de Fredholm.

Propiedad 4.1.7. Si uno de los operadores A o B es de Fredholm y
AB € ®, entonces el operador restante también es de Fredholm.

Para un estudio sistematico sobre la propiedad de Fredholm recomen-
damos [61].

4.2. Operadores singulares integrales en espa-
cios de Banach de funciones X(I)

En esta seccion estudiaremos la propiedad de Fredholm de operadores
singulares integrales definidos sobre curvas de Lyapunov,

Ap(t) = u(t)p(t) + U:;)p.v. / f(_T) dr = f(t), tel,  (4.2)

t
r

0, alternativamente
A=aPy+bP_, a=u+v, b:=u—v,

donde Py son las proyecciones complementarias dadas en (3.20). Con-
sideraremos los coeficientes u y v del operador A funciones continuas
a valores complejos (u,v € C(I')) asi como también funciones acotadas
continuas a trozos con un numero finito de saltos (u,v € PC(I")). Asi,
por definicién una funcién a € PC(T') si, y solamente si, a € L>(T') y
los limites laterales

a(to —0) := lim a(t), a(to+0):= lim a(t)

t—ty t—td

existen para cada tg € I.
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Recordemos que una curva simple orientada I' (abierta o cerrada) en el
plano complejo es llamada una curva de Lyapunov si la tangente a I' en
cada punto ¢ existe y forma con el eje real un dngulo 6(t) que satisface
la condicién de Holder:

0(t1) = 0(t2)] < Alts —t2, A>0, 0<p<l

Una curva cerrada de Lyapunov I' es la frontera de un dominio simple
acotado DT en el plano complejo. Por simplicidad asumiremos que z =
0 € D*. Por D~ denotaremos el dominio simple conexo C\ (D1t UT). La
curva se asume orientada en el sentido contrario a las agujas del reloj.
Una curva compuesta consiste de un nimero finito de curvas cerradas
de Lyapunov sin punto comunes.

4.3. Teoria de Fredholm para operadores singu-
lares integrales en X(I')

La teoria de ecuaciones singulares con coeficientes en C(I') y en PC(T")
es bien conocida en los clédsicos espacios de Lebesgue (ver por ejemplo
[16, 52, 53, 90, 102]) asi como en otros espacios de funciones integra-
bles. Existen diversas técnicas para estudiar la propiedad de Fredholm
de operadores singulares integrales con coeficientes continuous a trozos;
por ejemplo mediante “técnicas de localizacién” de Simonenko [128] (ver
también [15]), Allan-Douglas [5, 35] y transformada de Mellin [109, 113]
(ver también [16]). Aqui para este caso presentaremos la propiedad de
Fredholm para el operador A mediante el llamado esquema de investi-
gacion de Gakhov-Muskhelishvili- Khvedelidze- Gohberg- Krupnik.
Consideraremos X(I') con I' = {t e C: t = {(s), 0 < s < ¢} una
curva simple de Jordan rectificable de longitud finita ¢ que satisface las
siguientes condiciones las cuales nos permitira formular la propiedad de
Fredholm de A en el caso de coeficientes continuos.

C(I') ¢ X(I') ¢ L}(T). (4.3)

lafllxw) < supla@®l- I flxw), para e L(T). (4.4)
€

El operador S es acotado en X(I'). (4.5)

C>°(I") es denso en X(I). (4.6)
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Para el caso de coeficientes continuos a trozos asumiremos ademas los
siguientes axiomas:

Axioma 4.1. Para el espacio X(I') existen dos funciones a(t) y B(t)
0 < «(t), B(t) < 1 tales que el operador

|t —to[ 0S|t — to| 1) Iy, o €T
es acotado en el espacio X(I") para todo v(ty) tal que
—a(to) <7(to) <1 — B(to)

y es no acotado en X(I') si y(tg) ¢ (—a(ty),1 — B(to)). Las funciones
a(t) y B(t) son llamadas funciones indices del espacio X(T").

Axioma 4.2. Para cualquier v < 1 — (o) el embebimiento X(T', |t —
to|?) € LY(T) es vélido y C*°(T') es denso en X (T, |t—to|”) para cualquier
to € T, donde X(T', |t —to|?) = {f : |t —to|7f(t) € X(T)}.

Los siguientes resultados nos ayudaran a establecer los criterios de Fred-
holm para el operador A.

Lema 4.3.1. Sea el espacio X(I') que satisface (4.3) y (4.4) y sean
t1,...,tn € I'. Entonces

ﬁ It — ™ € X(T) (4.7)
k=1

para todo vy > —ay, k=1,2,...,n.

Demostracién. Primero consideremos n = 1. Si 1 > 0 la inclusién (4.7)
es obvia debido al embebimiento C(I') C X(I).

Sea 1 < 0. Como 1 € X(T), del Axioma 4.1 se sigue que [t —t1|" S(|7 —
ti|7")(t) € X(I'). Como —v; = 0 tenemos que S(|7 —¢1|77)(t) es una
funcién continua, no cero en el punto y = t1. Entonces, de la condicién
(4.4) tenemos que |t — t1|7 € X(T).

El caso n > 1 se reduce al caso n = 1 al introducir una particién de
la unidad en T: 1 = 370, w;(t) con wj(t) € C°(T') y wj(t) =0 en una
vecindad pequena del punto ¢;. Asi,

n n
[T 1= tel =3 1t = tyla,00) (48)
k=1 j=1
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con a;(t) € C*°(T') tal que [[;_, |t — tx|™ € X(T') en vista del caso 1y
(4.4). O

Sea ahora X(I',0) = {f : o(t)f(t) € X(I')}, con el peso de tipo Khvede-

lidze o(t) = [ It — txl™, t1,.. .t €T.
k=1

Lema 4.3.2. Sea X(T') un BFS que satisface (4.3), (4.4) y los Aziomas
4.1 y 4.2. Entonces el espacio X(T', o) satisface las condiciones (4.3) y
(4.4) si

—a(tk)<’yk<1—,8(tk), k=1,...,n.

Demostracion. Para verificar las condiciones (4.3) y (4.4) para el espacio
X(T', o) observe que g - C(I') C X(I') por el Lema 4.3.1, lo cual significa
que C(T') € X(T, p). Introduciendo una particién de la unidad como el
en Lema anterior y del Axioma 4.2 tenemos que X (T, ) C LY(T).

La condicién (4.4) para X(I', o) se sigue obviamente de la validez para
X(T"). La condicién (4.5) estd postulada en el Axioma 4.1, el paso del
peso [t—t|7* al peso de tipo Khvedelidze o(t) se justifica mediante el uso
de una particién de la unidad como en (4.8). Finalmente, la condicién
(4.4) también estd postulada en el Axioma 4.1 pues el espacio X(T', o) es
la suma algebraica de los espacios X(T', |t — tx|™*), k=1,2...,n. O

4.3.1. Propiedad de Fredholm para A con coeficientes
continuos

Probaremos un criterio de Fredholm para el operador A en X(I') con
coeficientes continuos. Haremos la demostracién por casos utilizando
el hecho de que las funciones continuas pueden ser aproximadas por
funciones en el dlgebra de Banach de las funciones racionales.

Primero recordemos lo siguiente: Para una funcién a € C(I') que no
se anule en una curva cerrada simple I', cualquier funcién b : I' — R
tal que a = |ale” es llamada un argumento continuo de a y se denota
por arga(t). Obviamente existen numerables argumentos continuos de
a, pero difieren (dos a dos) por un multiplo entero de 27. Por [arg a(t)]r
representaremos al incremento total de la funcién arg a(t) cuando ¢ toma
valores en I'. Note que a(t) traza una curva cerrada orientada continua
en C\ {0}, el nimero de veces que la funcién a rodea el origen en el
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sentido contrario a las agujas del reloj es referido como el indice de
Cauchy de la funcién a y es dado mediante:

1
inda := —J[arga(t)]r.
2m

El indice de una funcion satisface las siguientes propiedades: Sean a1, as €
C(T') con aq(t)az(t) # 0, t € I', entonces

ind(a1a2) = ind a; + ind as.

Quisiéramos enfatizar que si una funcién a € C(I") satisface que Rea(t) >
0, (t € I') entonces ind a = 0. En particular esto implica que si [|a| oy <
1, entonces ind(1 —a) = 0.

El indice de una funciéon también se puede expresar como el incremento
del logaritmo de esta funcién, de lo cual tenemos

inda = ;T/d(arga(t)) = ;Ti/d(loga(t)).
r r

Por otro lado, sea r = p1/p2 (donde p; y p2 son polinomios) una fun-
cién racional que no se anula ni tiene polos en I' y denotemos por tj,

j=1,..,k" yt;, j=1,...,k los ceros del polinomio p; en DF

y D™ respectivamente. Andlogamente, sean 7’;, j=1,..,0"y T
j=1,...,17 los ceros del polinomio ps en DT y D™, entonces r puede
ser representada en la forma
r(t) = r_(O)r (t) (4.9)
donde
kt k—
-1 —
[[a-+'th [Ie-%)
j=1 j=1
() = () =
-1 —
[[a-+'H IIe-)
j=1 j=1

N = kT — [T y v € C. El entero XN es llamado el indice de la funcién
r. La representacién (4.9) es llamada factorizacion de la funcién r con
respecto a la curva I'. Claramente las funciones r+ y r;l = 1/r4 son
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analiticas en D*. Ademds, r_ satisface que r_P_ = P_r_Iyry, Pyr- =
0y 74+ cumple que r4 Py = PyryIyr), P-ry = 0, donde Py son las
proyecciones (3.20).

Finalmente, quisiéramos hacer notar que para una funcién continua a
que no se anula en I' y una funcién racional r que la aproxima, el indice
de Cauchy de a coincide con el indice de la funcién racional r.

Teorema 4.3.1. Sea X(T') un BFS que satisface las condiciones (4.3)-
(4.6). Entonces el operador A = aPy + bP_ con a,b € C(I') es un
operador de Fredholm en X(T') si y solamente si a(t) # 0, b(t) # 0 para
todo t € I'. Bajo la presencia de la propiedad de Fredholm tenemos que
Ind A =ind § := .

Demostracion. Haremos la prueba en 6 pasos.

Paso 1 (Compacidad del conmutador aS — Salyry, a € C(I')). De la
condicién (4.5) tenemos que S es acotado en X(I'), por lo tanto
el conmutador aS — Sal puede ser aproximado en la norma de
B(X(I')) por el conmutador rS — Srlyry, el cual es un operador
finito dimensional y consecuentemente compacto en X(I'). Por lo
tanto, aS — Salyr) es compacto.

Paso 2 (Suficiencia). De la compacidad de los conmutadores tenemos
que (aPy +bP-)(bPy+aP-) = ablyr)+T, donde T' es un operador
compacto, asi de la Propiedad 4.1.1 tenemos que aP; + bP_ tiene
un regularizador y por lo tanto es de Fredholm.

Paso 3 (El operador Ay = P, +t"P_). Sea 0 € D*. Probemos que
Ay es invertible a la derecha si X > 0 e invertible a la izquierda si
N < 0, con inversa lateral en ambos casos dada por A_x. En efecto,
de las condiciones (4.5), (4.6) y del Ejercicio 3.3.4 tenemos

(P + P ) (P, +t 8P ) =P, + P,t XP_ +"P_tNP_
=P, + P,P t X4+t "P_P_
:P_|_ + P = IDC(F)

De forma andloga se demuestra que Ay es invertible a la izquierda
para N < 0, con inversa a la izquierda A_y.

Por otro lado, del Paso 2 tenemos que Ay es un operador de Fred-
holm en X(I'). Para calcular los nimeros de defecto de Ay obser-
vemos que el espacio de Holder H#(I') estd contenido en C(I') y
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de la condicién (4.3) tenemos que C(I') € X(I"), ahora para el ope-
rador Ay definido sobre H#(I') es bien conocido que a(Ayx) = Ny
B(Ax) = 0 para X > 0 (ver [102]). Por lo tanto, de la contencién
anterior tenemos que a(Ayx) > XN para Ay definido sobre X(I'). Co-
mo X(I') € L}(T') y a(Ay) = X en L}(T'), entonces también se tiene
que a(Ay) < N en X(T'), de donde se sigue la igualdad a(Ayx) = R
para Ay actuando sobre X(I'). El caso X < 0 es similar.

Paso 4 (El operador N = (t — X\)Py + P_). El operador N es invertible
con inversa Ny = ﬁPJr + P_, si A € D™. Esto se prueba como en
el Paso 3. Por otro lado, como (¢t — A\)Py + P_ = (t — A\)[Py + (t —
A)7LP_], del Paso 3 tenemos que N es un operador de Fredholm
con Ind(N) =—-1si A € D.

Paso 5 (Necesidad). Supongamos que a(tp) = 0 para algin tp € I' y
que A € ®. De la compacidad de los conmutadores aS — Salyr)
tenemos las siguientes relaciones

aPi+bP_ = (Py+bP_)(aPy+P_)+T) = (aPy+P_)(P1+bP_)+T,

donde T3 y T» son operadores compactos en X(I'). Asi de las Pro-
piedades 4.1.3 y 4.1.4 tenemos que aP; + P_ es un operador de
Fredholm y a(tp) = 0. Ahora aproximemos la funcién continua a
por funciones racionales a. tales que a.(tg) = 0. Luego, los opera-
dores ac P+ + P_ con ¢ suficientemente pequenos son de Fredholm.
Llegaremos a una contradiccion, para ello representemos a. como

a-(t) = (t — to)s(t). Asf,

a:Py + P_ =(sPy + P_)[(t — to) Py + P_]
[(t—tQ)P++P_](8P++P_)+T,

con T un operador compacto. Por lo tanto, el operador (t —to) Py +
P_ tiene un regularizador y ademas es un operador de Fredholm,
lo cual no es posible en vista del Paso 4 en el cual se tiene que
(t—to) P4+ P es invertible para tg € D~ (por lo tanto un operador
de Fredholm con indice 0) y para ty € DT el indice de Fredholm
de (t — to) Py + P— es -1, contradiciendo asi la Propiedad 4.1.5 la
cual postula que todo operador en una vecindad de un operador de
Fredholm es de Fredholm con el mismo indice.



Paso 6 (Férmula del indice). Aproximemos la funcién c(t) = o Por

una funcién racional r(¢) tal que

1

<X o)
| Py [loccry

c(t) = r(r) (1 +m(t)) con |mer
Sear(t) = t‘N:J_r—Ettg la factorizacion de la funcién r(t). Como ||m||cry <
1, tenemos entonces que ind(1 +m) =0y asi indr = indc = —X.
En el caso en que X < 0, de las condiciones (4.5) y (4.6) la siguiente
representacion es valida

1 1
A:br_(Ix(p)+mP+) <T+P++TP_) (tiNP.l,_—FP_). (411)

De (4.10), (4.5) y como ||mPy|xry < 1, tenemos que el operador
Iy +mP- es invertible. Por otro lado, de la representacion (4.11)
y dado que el operador %P++ %_P, es invertible en X(T"), entonces
usando el Teorema de Atkinson (Propiedad 4.1.2) concluimos que
Ind A = Ind(t Py + P_). Finalmente, tenemos que Ind(t P, +
P_) =X (Paso 3) lo que concluye la demostracion.

O]

Ahora podemos dar condiciones explicitas de solubilidad de la ecuacién
(4.2) con coeficientes continuos que admiten una factorizacién. Para ello
asumiremos que X(I') es reflexivo.

Teorema 4.3.2. Sea X(I') un BFS reflexivo que satisface las condicio-
nes (4.3)-(4.6) y sean a,b € C(I") las cuales no se anulan en I', ademds
supongamos que § =: ¢ = c_tRcy. Entonces si X =indc < 0,

ker(aPy + bP_) = span{g, gt, ..., gtN 1} (4.12)
donde g = cjrl —c_tR. En el caso X > 0,
Coker(aPy 4+ bP_) = span{bc_,bc_t,... be_t*71} (4.13)

y la ecuacion aPyp + bP_p = f tiene una solucion si, y solo si,

/f(t)bl(t)czl(t)tj dt=0, j=1,2,...,N (4.14)
r
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Demostracién. Sea A = aP, +bP_ y asumamos que 0 € DT. Notemos,
tomando en cuenta las condiciones (4.5), (4.6) y el Ejercicio 3.3.4, que
A se puede reescribir de la siguiente manera:

A=bc_(tcy Py + ¢ 'P ) =be_(t"Py + P_)(cy Py + ¢"'P) (4.15)

con be_Iyryy e+ Py + ¢Z1P_ operadores invertibles con inversas dadas
por

(be_Ixry) ' =b""c Iy, (cpPr+c'Po)t=c'Pp4c P,

asi tenemos que A y 8P, + P_ son dos operadores equivalentes? y en
consecuencia

dimker A = dimker(t* P, + P_) = dimker(P; +t “P_).

Luego, del paso 3 en la prueba del Teorema 4.3.1 tenemos que si N < 0,
dimker A = |R| y si X > 0, entonces dim Coker A = X,
Supongamos ahora que X < 0. Hallemos el conjunto ker(P; + ¢ NP_).
Esto es

{peX(T) : Prp+t"Pp=0}
Como dim ker(Py 4+t X P_) = |R|, entonces existe un polinomio py—1(t) =
a|N|_1tm|*1 + -+ ayt 4 ag de grado a lo més |R] — 1 tal que tNP_p +
pix—1 € P-(X(I')). De lo anterior tenemos que

Pr|—1
Pro=pp-1, P-p=-— ‘t|L|

Asi tenemos que

Pe(t)+ Pp(t) = ol0) = py-1(6) |1 5]

por lo tanto,

1
ker(Py + ¢t NP_) = span {tlm_l — E’th‘_Q — =, 1= } .

2Dos operadores acotados A y B se dicen equivalentes si existen operadores acota-
dos e invertibles E y F tal que A = EBF.
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Por otro lado, de (4.15) se obtiene que
ker A = (c;'Py +c_P-) ker(t* Py + P_) = span{gi, . .. N
con g; = (' Py +c_P_)(tN=7 —¢779), j =1,...,|R|. Donde,

gj =(c; Py 4+ e PL)(tRI7F —¢79)
=(c;' Py + e PN — (P Py e P)t
= 'PtNI e p ¢TI
:c_T_lth‘_j —c_t.

Es decir, la igualdad (4.12).

Ahora asumamos X > 0. De (4.15) tenemos que Im A = be_ Im(TN Py +
P_) lo que nos da (4.13) pues Im(T¥P; + P_) consiste de todas las
funciones ¢ € X(I") para las cuales P}y tiene un cero de orden a lo més
N en el punto t = 0. Por otro lado, de (4.15) y el Paso 3 del Teorema
4.3.1, A es un operador de Fredholm invertible a la izquierda y por
tanto normalmente soluble, asi la ecuacién Ap = f tiene una solucién
si y solamente si

/f(t)yj(t)|dt|:0, ji=1,...,m (4.16)
T

donde 1, . . ., ¥m son todas las soluciones linealmente independientes de
la ecuacién adjunta homogénea A*y = 0 en X(I"). El operador adjunto
de A viene dado por A* = H(Pyb+ P_a)H, pues P = HP_H y
P*=HP_H con

o L (o)
(H)t) = i(Se)e) - 5 [ 25 s
r
el operador singular integral de Hilbert, cual es acotado en X(I") debido
a que este es reflexivo y por (4.5).
Luego, HA*z; = (P+b+ Pa)~'v 7 = PoeT't T 4+ Py th T =0,
asi z; € ker A*, j = 1,...,N. Pero las funciones z; son linealmente inde-
pendientes y como dim ker A* = dim Coker A = R, concluimos entonces
que X =m y z; = y; para todo j.
Ademis y;(t)|dt| = ()= ()b ()t dt| = )b H(t)tI dt y en
consecuencia (4.14) y (4.16) coinciden, lo que completa la prueba. [
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Noétese que podemos dar una representacién de las soluciones de una
ecuacién de la forma
Ar =y (4.17)

mediante las inversas laterales del operador A : X — Y: Si A es inverti-
ble a la izquierda con inversa A~ la ecuacién (4.17) es soluble si, y sélo
si, la condicién

(Ix —A Ay =0

se satisface. Si esta condicién es valida, el vector x = A~y es la Unica
solucién de la ecuacién (4.17). Si el operador A es invertible a la derecha
con inversa AT, entonces el vector z = ATy es una de las soluciones
de la ecuacién (4.17) y el subespacio ker A coincide con el rango de la
proyeccién Iy — ATA.

Haciendo uso de los Teoremas 4.3.1 y 4.3.2 obtenemos la siguiente re-
presentacién de la inversa del operador A:

Teorema 4.3.3. Sea X(I') un BFS reflexivo que satisface las condicio-
nes (4.3)~(4.6) y sean a,b € C(T') las cuales no se anulan enT'. Entonces
el operador A = aPy +bP_ es invertible, invertible a la izquierda, inver-
tible a la derecha si X = ind § es cero, positivo, negativo respectivamente.
Si ademds § = c_tRcy, entonces las correspondientes inversas toman la
forma:

A = (' Py 4+ e PO)(tRPy 4+ Po)eZ o

Demostracion. La prueba se sigue de (4.15) y del Paso 3 del Teorema
4.3.1. O]

4.3.2. Un criterio de Fredholm para A con coeficientes en
PC(I") mediante el enfoque de Gohberg-Kupnik

Para mostrar el criterio de Fredholm del operador A con coeficientes en
PC(T") usando el esquema de investigacién de Gakhov-Muskhelishvili-
Khvedelidze-Gohberg-Krupnik primero debemos reformular las nociones
de p-no singularidad y p-indice; introducidas en [54], para el contexto de
BF'S sobre curvas.

Para una funcién a € PC(I") definamos
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n

w(t) =]~ 20) ) (4.18)

k=1
donde zg € DV, t; son los puntos de discontinuidad de a y las funciones
)'Y(tk)

wi(z) = (2 — 20);, *’ son funciones univalentes analiticas en el plano
complejo con singularidades en los puntos t; € I'. La funcién

ay(t) = Z((?) (4.19)

es continua en I' independientemente de la escogencia de

1 a(ty —0)
Rey(tr) = 5 T8 a7 0)

Definicién 4.3.1. Sea X(T') un BFS que satisface el Axioma 4.1. Una
funcién a € PC(T") es llamada X(T')-no singular si infer |a(t)| >0 y

1 a(ty —0)

S arg alty +0) ¢ [a(ty), B(tr)] + Z,

2T

donde [---] + Z es el conjunto Uge..|{&,§ £ 1,€ £2,... } y a(t) y B(1)
son las funciones indices del espacio X(I').

Definicién 4.3.2. Sea X(I') un BFS que satisface el Azioma 4.1 y a €
PC(T") una funcion X(I')-no singular. El entero

n

inda = Z[e(tk) — Rey(tr)]

k=1
donde O(ty) son los incrementos de a:

) tp+1—0
Q(tk):% / darga(t), (4.20)

tr+0
y Revy(tg) es escogida en el intervalo

B(tk) —1 < Rey(te) < alty), (4.21)

es llamado el X(I")-indice de la funcion a.
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Observacién 4.3.1. Notemos que el X(I')-indice de a es el mismo p-
indice de Gohberg-Krupnik definido como el indice de Cauchy de la curva
continua orientada obtenida de la imagen a(I") de la curva I', uniendo
sus discontinuidades mediante arcos circulares cuyos angulos dependen
de p. Para p = 2 estos arcos no son mas que una recta partiendo de
un punto de discontinuidad hasta el préximo, ver [54]. En este caso, el
angulo de los arcos depende de las funciones indices de X(I") y varfa de
un punto de discontinuidad al otro.

Teorema 4.3.4. Sea X(I') un BES que satisface las condiciones (4.3)—-
(4.6) y los Axiomas 4.1 y 4.2. El operador A = aPy + bP_ con a,b €
PC(T) es de Fredholm si

inf [a(t)] #0, g b(1)| # 0 (4.22)
y la funcion % es X(T')-no singular. En este caso

Ind A = —ind % (4.23)
La condicion (4.22) es también necesaria para que el operador A sea un
operador de Fredholm. Si las funciones indices a(t) y B(t) del espacio
X(T) coinciden en los puntos de discontinuidad tj de los coeficientes
a(t), b(t):
a(tk):B(tk), kzl,...,n

a(t)

entonces el que la funcion Wy Seo X(T')-no singular es también una
condicion necesaria.

Demostracion. De la condicién (4.22) podemos asumir; sin pérdida de
generalidad, que b(t) = 1. La prueba de la necesidad de (4.22) para a y
b simultdneamente se prueba de forma similar al caso b(t) = 1.
SUFICIENCIA. Sea

B w*(t) B n t ) 3 B n z—t v(tk)
w(t) = = YR W (t) =
0= 1 1(:-2)

la factorizacién de la funcién (4.18). Recordemos, por otro lado, que
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Revy(tx) son escogidas en los intervalos (4.21). Notemos que

1
o= (a1Py + P_)w™ (wPy + P-)
1
— |:CL1P+OJ7WP+ +aPrw P.+ P w wP; + P_w*P_}
T wT
_1 + - + -
— [alw Pi+aPiPw +P Pw 4w P_}
S wo
wT
=a3—P; + P_. =aqwPy +P_=aP;y + P_, (4.24)
w

donde a; es la funcién dada en (4.19) la cual es continua debido a la
escogencia de los valores y(t). La relacion (4.24) es valida en X(I') en
de virtud de la condicién (4.6), el hecho que los operadores wPy + P_ y
w%(alPJA—P,)w_ son acotados en X(I"), la condicién (4.5) y por el Lema
4.3.2. El operador w% (a1 Py + P_)w™ es de Fredholm por el Teorema
4.3.1 y el Lema 4.3.2, con indice de Fredholm igual a ind a; el cual a su
vez es igual a ind a. Asi obtenemos (4.23).
Resta probar que el operador wP; + P_ es invertible para Revy(t;) como
en (4.21). Esto se prueba directamente N(wPy + P_) = (wPy + P_)N,

donde N = — (1 P, + P_ ) w™ . El Lema 4.3.2 garantiza que el operador

N es acotado en el espacio X(I') bajo la escogecia (4.21).

NECESIDAD. Sea A un operador de Fredholm. Primero asumiremos que
a(ty £0) # 0, k = 1,...,n. Probaremos que a(t) # 0 para todos los
otros puntos y que las condiciones en los saltos se satisfacen.

Paso 1 (Reduccién a un operador simple). Como a(ty £ 0) # 0, la
a(t)

w(t)
Dado que los conmutadores aS — Salyry, a € C(T') son compactos
(ver Paso 1 de la prueba del Teorema 4.3.1), tenemos que

funcién w(t) esta bien definida y la funcién a;(t) = es continua.

A:(WP++P_)(CL1P++P_)+T. (425)

Como A es un operador de Fredholm, de la Propiedad 4.1.6 con-
cluimos que wPy + P_ € ¢_.

Paso 2 (Necesidad de las condiciones en los saltos del operador wP,y +
P_). El siguiente Lema reformula una bien conocida afirmacién en
el caso de espacios clasicos de Lebesgue ponderados para el caso de
espacios abstractos X(I").
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Lema 4.3.3. Sean a(tpy £0) # 0, k = 1,2,...,n y el espacio
X(T') que satisface las condiciones (4.3)—(4.6) y los Aziomas 4.1
y 4.2, ademds asumamos que se satisface que o(ty) = B(tg), k =
1,2,...,n. El operador ¥V = wPy + P_ con w definida en (4.18) es
semi Fedholm si y solamente si

Revy, # aty) (modl) para todo k=1,2,...,n. (4.26)

Demostracion. De la suficiencia del Teorema 4.3.4, la condicién
(4.26) es suficiente. Para probar la necesidad, supongamos que
Revr = af(ty) + r para algin r = 0,4+1,£2,... y para algin k,
digamos k = 1, pero que el operador ¥ es un operador semi Fred-
holm. Ahora, supongamos primero que Re7y, # ap (mod 1) para
todos los otros k£ = 2,3,...,n. Sean ¥y, = wy. Py + P_, donde
wie = (t — 20)T°w(t). Esta nueva funcién tiene exponentes dados
por yfg = v *+ €. Escojamos ¢ suficientemente pequeno tal que
Revy1 £ —aq no es entero. Por lo tanto, de la suficiencia del Teore-
ma 4.3.4, los operadores ¥, y W_. son operadores de Fredholm en
el espacio X(T', p). El célculo del indice mediante la férmula (4.23)
no da

Ind((t—20)" P++P-) = [a(t1)—Rev], en caso que Rev # a(ty) + m,

donde m = 0,£1,4+2,... y [---] es la parte entera de un ndmero.
Entonces tenemos

Ind¥, —IndV_, =[Rey(t1) + & — a(t1)] — [Rey(t1) — e — a(t1)]
=[e] = [-e] =1. (4.27)

Pero, por otro lado, Wi — U|lgury)) < esupger |(t — 20)*
1] < ¢ie lo que contradice (4.27) debido a la Propiedad 4.1.5. Esto

prueba el lema para el caso k = 1. Si la condicién (4.26) es violada

para varios valores k = nq,...,n,;,, los argumentos son similares:

los operadores W4, son definidos en este caso con los coeficientes
m +

wie(t) = Hi:l(t — 20) " w(t). 0

Paso 3 (Necesidad de las condiciones para el operador N). Como Py +
wP_ € ®_, por el Lema 4.3.3 las condiciones (4.26) se satisfacen.
En consecuencia, por la suficiencia de este teorema, el operador
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P, + wP_ es un operador de Fredholm. De la Propiedad 4.1.7 y
(4.25) concluimos que el operador a; P+ + P— es de Fredholm. Luego
del Teorema 4.3.1 tenemos que a4 (t) # 0 y en consecuencia a(t) # 0,
tel.

Paso 4 (Necesidad de las condiciones a(ty £0) # 0y b(tx £0) # 0).
Supongamos que alguno de los nimeros a(t; £+0) son iguales a cero
y que el operador A es de Fredholm. Existe un nimero complejo
con modulo arbitrariamente pequeno y un punto tg cercano a t; tal
que a(ty £0) +¢& # 0, pero a(tyg) +& = 0. Sea A, = (a+¢)Py + P_,
claramente || A: — Allgx(ry) = llelxm)llsery) = €. Por lo tanto, de
la Propiedad 4.1.5 obtenemos que el operador A, es de Fredholm
para ¢ suficientemente pequeno. Esto contradice la parte anterior.

O

La solubilidad de la ecuacién (4.2) en el caso de coeficientes continuos a
trozos se sigue de la prueba del Teorema 4.3.4. Dejamos su prueba como
ejercicio:

EJERCICIO 4.3.1. Demuestre que dim ker A = ind ¢, dim Coker A =
0siind ¢ es X(I")-no singular con ind ¢ > 0y dimker A = 0, dim Coker A
= ‘ind%} para ind% <0.

4.4. Los criterios de Fredholm para el operador
A en LPO(I)

En esta seccién mostraremos que el criterio de Fredholm para A definido
en LPO)(T') con coeficientes continuos se obtiene como un corolario del
Teorema 4.3.1 y para el caso de coeficientes continuos a trozos como
consecuencia del Teorema 4.3.4. Asi, la solubilidad de la ecuacién (4.2) se
sigue inmediatamente para este caso pues LP()(T) es reflexivo (Corolario
2.2.1). Primero veremos que las condiciones (4.3)—(4.6) y los Axiomas
4.1 y 4.2 son, de hecho, resultados conocidos en LP()(T).

El espacio LP()(T) sobre una curva de Jordan I' de longitud finita ¢ se
define de manera similar a la Definicién 2.1.1 mediante:

¢
I(f) —/\f(t)|P(t>ydt —/yf(t(s))|p(t(s)) ds.
r 0
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Asumimos que se satisface (2.3) para t € I'. Como hemos visto, la aco-
tacion del operador maximal es crucial para la acotacién del operador
singular integral, asi la condicién log-Holder continua (3.11) en este caso
viene dada por

A 1
1) —plte)] < —— [ty —to| < =, t1,tg €T 4.28
pltn) =pl12)| € —p— I —ta] S5 b €T (@29
o impuesta sobre la funcién p.(s) = p(t(s)):
po(51) = pals2)l € ————, 51— 52| < &, 1,52 € (0,4 (4.29)
% — Px X~ 5 1 S1— S X ;5 9 9 . .
Px(S1 D«(52 —ln]sl—32| 1 2 5 1582

Como |t(s1) — t(s2)] < |s1 — s2|, entonces la condicién (4.28) siempre
implica (4.29). Inversamente, (4.29) implica (4.28) si existe A > 0 tal
que |s1 — sa| < c|t(s1) — t(s2)|*. Por lo tanto, las condiciones (4.28) y
(4.29) son equivalente en curvas de Jordan. Més aun, esto es vélido en
curvas mas generales que satisfacen la llamada condicion de cuerda.

El espacio de Lebesgue variable ponderado se define como

PO, p) = {f = 1£(t(5))p(3)] ooy < o0}
donde
H It(s) — t(cp) P = H s — cx|P* (4.30)

con ¢ € [0,4], k=1,...,n. De la desigualdad de Holder se sigue que

LPO(D, |t — oY) € LYI), siy < (4.31)

1
a(to)”
La acotacién del operador singular integral de Cauchy S en Lp(')(F, p)
y la densidad de C°(I") en LPC)(T, p) vienen dadas por los siguientes
resultados cuya pruebas son dadas en [75].

Teorema 4.4.1. Sea I' una curva de Lyapunov y sea p(s) que satis-
face (2.3) para t € T' y (4.29). El operador S es acotado en el espacio
LPON(T, p) con la funcién peso (4.30) si y solamente si

1 1
——— << —, k=1,2,...,n
p(ck) q(ck)
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Del teorema anterior, la acotacién del operador dado en el Axioma 4.1
para el caso particular del espacio LPC)(T, p) con p(t) = |t —tg|", se sigue
considerando como funciones indices para este espacio a:

alt) = B(t) = — + pu. (4.32)

Teorema 4.4.2. Sea I' una curva de Jordan. El conjunto C*°(T") (e in-
cluso el conjunto de las funciones racionales enT') es denso en LPC)(T, p)
bajo las condiciones (2.3) parat € T, [{t € T': p(t) =0} =0y
(p(t)P" € LN(T).

El criterio de Fredholm para el operador A dado en (4.2) viene dado por
el siguiente teorema:

Teorema 4.4.3. Sea I' una curva cerrada de Lyapunov y asumamos
que el exponente p(t), t € T', satisface (2.3) y (4.29). El operador A =
aPy 4+ bP_ con a,b € C(T') es un operador de Fredholm en LPC)(T') si y
solamente si a(t) # 0, b(t) # 0 para todo t € I'. Bajo la presencia de la
propiedad de Fredholm tenemos que Ind A = ind § := N,

Demostracion. Para probar el teorema debemos mostrar que las afir-
maciones se siguen como caso particular del Teorema 4.3.1. Debemos
verificar que LP()(T) es un espacio de tipo X(T'), para esto debemos ver
que las condiciones (4.3)—(4.6) se satisfacen.

Condicién (4.3) es obvia de (2.3) para t € I'. Condicién (4.4) es evidente.
Condicién (4.5) se sigue del Teorema 4.4.1. Finalmente, la condicién (4.6)
viene del Teorema 4.4.2 lo que finaliza la prueba. O

Ejemplo 4.4.1. Consideremos la ecuacién

L1 " L1 ¢ 1 /80(7') 2
- )+ = |et — —p.v. dr =t nez
2[€+t+3}@()+2[€ t+3} mir ) Tt "

(4.33)

definida en el espacio LP()(T), donde T={t€C : |z|=1}yp: T —
(1,00) es dada por la férmula p(t) = a—i—ﬁ cona>1,b>0y A>1.

A

[t]
Primero debemos verificar que en efecto esta ecuacién esta bien definida
en el espacio Lp(')(T), para ello debemos ver que p satisface (4.29). Para
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probar esto usaremos la propiedad del moédulo de continuidad, donde
una funcién ¢ en [0, /] es llamada mddulo continua si

w(e,h) < co(h)

con

w(g,h) = sup |[o(t1) — d(t2)|, t1,t2 €[0,4].

[t1—t2|<h

Como se sabe, para que una funcién ¢ sea mdédulo continua es suficiente
que:

(1) ¢(s) sea continua en [0, £].
(2) ¢(0) =0y ¢(s) > 0 para s > 0.
(3) &(s) es no decreciente y @ es no creciente en una vecindad del

punto s = 0.

Dado que consideraremos la diferencia p(t1) —p(t2), es suficiente conside-
rar el caso a = 0y b = 1 con lo que se prueba facilmente que p, satisface
las condiciones (1)—(3). Esto prueba que la ecuacién (4.33) estd bien
definida LPC)(T).

Ahora estudiaremos la propiedad de Fredholm del operador A = aPy +
bP_, con a(t) = u(t) +v(t) = e, b(t) = u(t) —v(t) = t’% para los coefi-
cientes de la ecuacién (4.33): u(t) = % [et + %} yout) =1 [et - i}

t+3
Dado que las funciones continuas a y b no se anulan en T, entonces
las funcién ¢ = { es factorizable con factorizacién c(t) = H%t"et.

Del Teorema 4.4.3 tenemos que el operador A es de Fredholm con
Ind A =ind § = n.

Asumamos n = 1. En este caso, del Teorema 4.3.2, la ecuacién (4.33)
tiene una solucion si, y sélo si,

O:/t2t1_3(t+3)t_1dt:/(t+3)2dt
T T

lo cual es cierto del Teorema de Cauchy-Goursat. Asi, en virtud del
Teorema 4.3.3, el operador A es invertible a la izquierda con inversa
dada por

(t + 3)2

1
L—(etP,+ — POt P+ P
A (e"Py + r— )( '+ P_)
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De donde se tiene que la tnica solucién de la ecuacién (4.33) estd repre-
sentada por

o(t) = (e'Py + ——=P_)(t7 P, + P_)(t + 3)*t.

1
t+3

g

Por otro lado, para establecer el criterio de Fredholm de A con coeficien-
tes en PC(T"), las nociones de p-no singularidad y p-indice necesarias pa-
ra aplicar el esquema de Gakhov-Muskhelishvili-Khvedelidze-Gohberg-
Krupnik en este caso se redefinen como sigue:

Sea a € PC(T) y t1,ta,...,t, sus puntos de discontinuidad.

Definicién 4.4.1. Una funcion a € PC(I") se dice p(-)-singular si

inf |a(t)| > 0
inf |a(t)] >

y en todos los puntos de discontinuidad se satisface que
a tk -0 27
g ( ) va
a(ty +0) * p(tx)

Definicién 4.4.2. Sea a € PC(T') una funcion p(-)-no singular. El
entero

(mod27), k=1,2,...,n.

n

inda = Z {O(tk) - % arg

k=1

a(ty — 0)
a(ty +0)]’
donde 0(ti) es el incremento de a dado en (4.20), y los valores de

1 a(tx—0)

27 A8 o3, 50) SON escogidos en el intervalo

1 1 alty—0) 1

< —ar <
gte) " 27 S alts+0)  plte)

con Wlt) + ﬁ =1, es llamado el p(-)-indice de la funcidén a.
Observaciéon 4.4.1. En este caso el p(-)-indice de a es el indice de
Cauchy de la imagen de a (t) que resulta del rango esencial de a uniendo
sus puntos de discontinuidades a(ty — 0), a(tx + 0) mediante la curva

p(tk)

{(1—u)a(tk—0)+ua(tk+0) : ueA<0,1,1>}.
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Notemos que a diferencia del caso p constante (ver, [53]), los arcos circu-
lares A ( L o )) pueden tener distintos angulos dependiendo del valor
de p en los puntos de discontinuidad de a. Por otro lado, recordemos que
weA (O, 1, Wlk)) si es parametrizado como:

B ’T(Sﬂu ))

(s) = )
' (S+ <tk)> 1

Teorema 4.4.4. Sea I' una curva cerrada de Lyapunov y asumamos
que el exponente p(t), t € T', satisface (2.3) y (4.29). El operador A =
aP; +bP_ con a,b € PC(T') es un operador de Fredholm en LPC)(T) si
y solamente si

s €1]0,1].

inf la(t)] 0, fnf |b(t)| # 0

a(t)

y la funcion WD €S p(+)-no singular. Bajo estas condiciones

Ind A= —ind 2.
b
Demostracion. Debemos mostrar que las afirmaciones se siguen como
un caso particular del Teorema 4.3.4. Las condiciones (4.3)—(4.6) se sa-
tisfacen en LP()(I") (ver prueba Teorema 4.4.3).
La validez del Axioma 4.1 para LPO)(T') se sigue del Teorema 4.4.1 en
el caso particular (4.32). El embebimiento LPO(T, [t — to|?) < L'(T)
para v < 1 — B(to), requerido por el Axioma 4.2 se sigue de (4.31) pues
B(to) = (t ooy de acuerdo a (4.32). Finalmente, la densidad de C*°(I") en
el espacio X(I', |t — to|”) para ty € I' se sigue como un caso particular
del Teorema 4.4.2. O

Ejemplo 4.4.2. Consideremos LP()(T) dado en el Ejemplo 4.4.1. Sea
A = aP; + bP_ el operador singular integral con coeficientes en PC(T)
definidos mediante la féormula

i sinh (¢ teT 24t, teT
a(t): 751 ()7 S +’ b(t _ + 3 € +
3t +1, teT_ 3el, teT_
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donde Ty = {t € T : SQmt > 0} y T_ := T\ T4. Claramente
infiet |a(t)] # 0 y infie1 [b(2)| # 0. Sea

isinh
a(t) { O teTy

t) \= —= .
=30 =\, reT

Esta funcién satisface que infiet|c(t)| # 0. Probaremos que ¢ es p(-)-no
singular

Figura 4.1: Rango de c(t).

Notemos que el exponente p(t) = (1 ), evaluado en los puntos de

2
n(-2
[t]

—_

discontinuidad de ¢ cumple que p(—1) = p(1) ~ 1,44 y por tanto % ~
4,35 ~ 0,69(mod 27). Por otro lado,

—0) 5
arg = ~ 0,20,
c(1+0)  arctan (%)
~1-0 _1
arg ol ) = 27 ~ —1,79.

c(=1+0) —arctan( )+7T

Asf tenemos que arg < T +00) 75 (mod27r) k =1,2. Es decir, ¢ es p(+)-

no singular. Luego, del Teorema 4 4.4 el operador A es de Fredholm y
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su indice de Fredolm es igual a —ind c. Este es el indice de Cauchy de
la imagen de ¢ () que consiste de ¢(T) junto con los arcos que unen

los puntos de discontinuidad de ¢, A (O, 1, Wlk)) donde, en este caso, el

angulo p(tx) = 1,44 en ambos puntos de discontinuidad. La imagen de
¢’ (t) se muestra en la siguiente figura:

Figura 4.2: Rango de ¢ (t).

De aqui concluimos que Ind A = —inda = —1, ademds dimker A =1y
dim Coker A = 0.

4.5. Notas y referencias bibliograficas

I. Simonenko [125, 126, 127] fue el primero en notar la naturaleza local de
la propiedad de Fredholm para operadores de tipo convolucién y asi crea
su principio local el cual es generalizado por Kozak [82] para dlgebras
de Banach generales. Para algunas comparaciones entre varios tipos de
principios locales ver Clancey y Gosselin [23], Clansey y Gohberg [24] y
Béttcher, Roch y Silbermann [17].

La acotacién del operador singular de Cauchy en LPO)(T, p) con I' una
curva de Carleson (con longitud finita o infinita) y p un peso de tipo
Khvedelidze puede ser hallada en [72], para pesos radiales oscilantes
ver [64, 73]. La propiedad de Fredholm del operador A en espacios de
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Lebesgue ponderados con exponente variable sobre curvas compuestas de
Carleman con coeficientes lentamente oscilantes es estudiada mediante
el método local de Simoenko por Rabinovich y Samko en [110].

La factorizacién de funciones pertenecientes a distintas subalgebras de
L*>°(T") juega un papel principal en el estudio de la teoria de Fredholm,
pseudoespectro e invertibilidad de operadores de tipo convolucién, asi co-
mo también en la solubilidad de ecuaciones singulares integrales y pro-
blemas de Riemann-Hilbert [16, 25, 52, 53, 89, 102]. Existen en la litera-
tura diversos tipos de factorizaciones para clases especificas de funciones,
ver por ejemplo [14, 37, 90]. Muchos de los primeros resultados en este
tipo de factorizaciones aparecieron durante los anos 1973-77 en el se-
minario de problemas con valores en la frontera coordinado por el Prof.
G.S. Litvinchuk en la ciudad ucraniana de Odesa. Mucho de este cono-
cimiento puede ser consultado en los textos pioneros [25, 90] asi como
en monografias més recientes [14, 37, 89] y en numerosos articulos de
investigacién en esta materia.

Los Teoremas 4.3.1, 4.3.4 y 4.4.4 aparecen publicados en [74], las técnicas
utilizadas en sus demostraciones son las cldsicas en la teoria de los ope-
radores singulares integrales sobre curvas simples, aplicadas, con poca
modificacién, para este caso de los espacios X(I') y LPO(T'). (Compa-
re con [52] y [102]). Los Teoremas 4.3.2 y 4.3.3 también son probados
mediante las técnicas clasicas sin mayores modificaciones; sin embargo,
hasta donde sabemos estos no han sido publicados con anterioridad.
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