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Prefacio

Uno de los temas favoritos de Paul Erdés y que mejor describe su
gusto por los problemas aritméticos con sabor conbinatorio, ha sido el
de los conjuntos de Sidon. Corria el ano 1932 cuando Simon Sidon,
analista hingaro, le pregunté a Erdés sobre el crecimiento de sucesiones
de enteros positivos con la propiedad de que todas las sumas de dos
elementos de la sucesion son distintas.

Estos conjuntos, que Erdés llamaria mas tarde conjuntos de Sidon,
son el objeto de este curso. Aunque el interés de Sidon por estos con-
juntos tenia que ver con cuestiones del analisis de Fourier, el problema
cautivé a un joven Erdds por su vertiente aritmética y combinatoria y
se convertirfa en un tema recurrente en su investigacion hasta que nos
abandonara en 1998 en busca de “El Libro”, ese libro virtual donde
Erdos afirmaba que se encuentran las demostraciones mas elegantes e
ingeniosas que jamas hayan sido escritas.

Son muchos los problemas que nos podemos plantear acerca de los
conjuntos de Sidon. Casi todos ellos tienen que ver con el tamano méxi-
mo que pueden llegar a tener estos conjuntos en un intervalo o un grupo
finito dado, y en el caso de las sucesiones infinitas, con construir suce-
siones infinitas de Sidon A cuya funcién contadora A(x) = [AN[1, ]|
sea tan grande como sea posible.

Los conjuntos de Sidon admiten varias generalizaciones naturales, co-
mo los conjuntos By, donde todas las sumas de h elementos de conjuntos
son distintas o, més en general, las sucesiones By[g], aquellas que tienen
la propiedad de que todo elemento admite a lo més g representaciones
como suma de h elementos del conjunto.

Hay un capitulo dedicado al método probabilistico, que es especial-
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mente eficaz para demostrar la existencia de conjuntos de enteros o su-
cesiones infinitas que satisfacen ciertas propiedades dadas cuando no se
saben construir explicitamente.

Los conjuntos de Sidon en grupos finitos aparecen también de manera
natural al estudiar otros problemas aritmeticos y combinatorios. Permi-
ten obtener demostraciones elementales de algunos resultados cléasicos,
como el dltimo teorema de Fermat en cuerpos finitos, o resultados més
recientes, como las estimaciones suma-producto en cuerpos finitos.

Hemos dedicado un ltimo capitulo a problemas sin resolver sobre los
conjuntos de Sidon. Es posible que el lector mas ambicioso no resista la
tentacion de empezar por este capitulo y utilizar el resto del libro para
ir completando informacién.

Todos los capitulos estdn acompanados de ejercicios que ayudaran
al lector a afianzar los contenidos del curso. Algunos son sencillos o
consisten en completar algunos detalles de alguna demostracion. Otros
tienen mayor dificultad y permiten al lector exporar nuevos territorios.

El capitulo II del libro “Sequences”de Halberstam y Roth [36] es
una referencia clasica sobre los conjuntos de Sidon hasta 1966. Erdés y
R. Freud [27] escribieron un survey muy completo hasta 1991, pero en
hingaro. “A complete annotated bibliography of work related to Sidon
sequences”, de Kevyn O'Bryant [51], es también una fuente de informa-
cioén valiosa sobre conjuntos de Sidon.

Javier Cilleruelo



Capitulo 1

Conjuntos de Sidon finitos

1.1. Los origenes

Erd6s solia contar la siguiente anécdota referida a Simon Sidon. Una
de las tardes que él y su amigo Paul Turan fueron a visitar al analista
hingaro, Sidon abrié bruscamente la puerta y les grité: vengan en otro
momento y busquen a otra persona. No seria esa tarde sino otra cuando
Simon Sidon desperto el interés de Erdés al preguntarle por los conjuntos
de enteros positivos con la propiedad de que todas las sumas de dos
elementos de la sucesion son distintas.

Aunque el interés de Sidon por estos conjuntos tenia que ver con cues-
tiones del andlisis de Fourier, el problema cautivé a un joven Erdos por
su vertiente aritmética y combinatoria y se convertiria en un tema recu-
rrente en su investigacién hasta que nos abandonara en 1996 en busca
de “El Libro”, ese libro virtual donde Erdds afirmaba que se encuentran
las demostraciones maés ingeniosas y elegantes que jamaés hayan sido es-
critas. Fue el propio Erdés quien bautizé con el nombre de conjuntos de
Sidon a estos conjuntos. Una definicién més formal y més general de un
conjunto de Sidon es la siguiente.

Definicion 1.1.1. Sea G un grupo conmutativo. Un conjunto A C G es
un conjunto de Sidon si

a+b=c+d = {a,b} ={c,d}
para todo a,b,c,d € A.
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En otras palabras, A es un conjunto de Sidon si todas las sumas de
dos elementos de A son distintas salvo por el orden de presentacion de
los sumandos.

Como a+b=c+dsiysolosia—c=d—b,los conjuntos de Sidon
también se definen, indistintamente, como aquellos con la propiedad de
que todas las diferencias no nulas de sus elementos son distintas.

Habitualmente utilizaremos el término conjunto de Sidon cuando nos
refiramos a un conjunto finito y sucesién de Sidon cuando éste sea in-
finito. En este capitulo empezaremos estudando los conjuntos de Sidon
finitos y dejaremos para el siguiente las sucesiones de Sidon infinitas.

El conjunto siguiente es un conjunto de Sidon:
A={1, 2, 5, 10, 16, 23, 33, 35}.

Una manera de organizar el célculo de todas las diferencias positivas de
dos elementos del conjunto para comprobar que efectivamente es un con-
junto de Sidon, consiste en construir el tridngulo de diferencias como se
muestra a continuacién. En la primera fila y en negrita hemos dispuesto
los elementos del conjunto y en las filas inferiores todas las diferencias de
dos elementos del conjunto que provienen de las elementos en negrita de
las dos diagonales correspondientes. Notese que todas las diferencias son
distintas, asi que el conjunto A es, efectivamente, un conjunto de Sidon.
Mis adelante veremos que es de tamano maximal; es decir, el intervalo
[1,35] no contiene ningin conjunto de Sidon de 9 elementos.

1 2 5 10 16 23 33 35
1 3 10 6 7 10 2
4 8 11 13 17 12
9 14 18 23 19
15 21 28 25
22 31 30
32 33
34

Parece totalmente improbable que exista una férmula sencilla que
nos proporcione, de manera exacta, el mayor tamano de un conjunto de
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Sidon en el intervalo [1,n]. Sin embargo si que se sabe dar una respuesta
asintética a este problema. Se tratard en la siguiente seccién pero antes
dedicaremos unas pocas lineas a la notacién que utilizaremos a lo largo
del curso.

Se recuerda que f(x) = O (g(x)) significa que existe una constante
positiva C tal que f(x) < Cg(x) para z suficientemente grande. Se utiliza
principalmente cuando en una estimacién hay un término principal y un
término de error del que sélo nos interesa el orden de magnitud. Algunas
veces se utiliza también la notacién f(z) < g(z) para indicar lo mismo.
Esta tltima se utiliza sobre todo cuando del término principal sélo nos
interesa el orden de magnitud.

La notacién f(x) = o(g(x)) indica, por el contrario, que limy_, o % =

0. Asi que, por ejemplo, los términos o(1) se refieren siempre a cantidades
que tienden a cero cuando z tiende a infinito.

1.2. Conjuntos de Sidon en intervalos

,Cudl es el mayor nimero de elementos que puede tener un conjunto
de Sidon en el intervalo {1,...,n}?

Esta es una pregunta basica sobre los conjuntos de Sidon a la que se
sabe dar una respuesta asintética. Utilizaremos la notacién clasica (ver
[36], capitulo IT)

Fy(n) =max|A|: AC{1,...,n}, A es Sidon.

Un sencillo argumento de conteo proporciona una primera cota superior
para esta cantidad. Como todas las diferencias positivas a —a’, a,a’ € A
son distintas y menores que n y hay exactamente (";") de esas diferencias,

se tiene la desigualdad (“g') < n —1, de la que se sigue la cota trivial

Fy(n) < V2n+1/2. (1.1)

Esta cota superior ya permite ver que, como deciamos en la primera
seccién, un conjunto de Sidon en el intervalo [1,35] no puede tener mas
de 8 elementos:

F5(35) < V704 1/2 = 8,866. ..
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La cota superior (1.1) estd lejos de ser una cota éptima cuando n es
grande. Pero se puede mejorar si en lugar de tener en cuenta todas las
diferencias a — a’, a,a’ € A, se consideran sélo las diferencias pequenas.
De esta manera Erdés y Turan [29] demostraron la desigualdad

Fy(n) < V/n+0(n'/*).

Anos mas tarde Lindstrom [43] precisé més el término de error con una
demostracién muy ingeniosa que reproducimos aqui.

Teorema 1.2.1 (Lindstrom).
Fy(n) < n'/2 4 nt/* 41,

Demostracion. Seanl < aj < --- < ax < n los elementos de un conjunto
de Sidon en [1,n]. Dado un r, que elegiremos al final, las siguientes
desigualdades son claras:

(a2 —a1)+ (a3 —az)+ -+ (ag —agx—1) = ar—a1<n (1.2)
(a3 —a1) +(ag —az2) +---+(ap —ar_2) = ap+ar_1—(a1+a2)<2n
(ar41 —a1) + (ary2 —a2) + -+ (ax —ar—r) = (ap+ - +ap_(r41) — (a1 +---+ar) <rn

En la parte izquierda aparecen exactamente
(k=1 +k-2)+--+(k—-—r)=rk—r(r+1)/2

diferencias positivas de la forma a; —a; y todas ellas son distintas por ser
{a1,...,ax} un conjunto de Sidon. Asi que si llamamos [ = rk—r(r+1)/2
y S, a la suma de todas esas diferencias tenemos que

l
l
S, = Z (a; Z >3 = (rk —r(r+1)/2)%/2.
1, n=1
1§7ﬁ<jJ§i+7‘
Por otra parte, las desigualdades de la parte derecha en (1.2) implican

que
Sy <n+2n)+---+ (rn) =nr(r+1)/2.

De las dos desiguladades sobre S, obtenemos que
E< Vn(l+1/r)+(r+1)/2

1
< f+f+rg

La eleccién de r = [n'/*] finaliza la demostracién. O
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Vamos a dar otra demostracion distinta, més moderna e inspiradora,
que es esencialmente la que dio Ruzsa [53]. Antes de proceder vamos
a introducir algunas definiciones y notaciones que son habituales en la
teoria combinatoria de ntimeros.

Sea G un grupo conmutativo. Dados dos subconjuntos A, B C G,
definimos el conjunto suma

A+B={a+b, ac A, be B}
y la funcién
ra+s(z) = [{(a,b) € AxX B, a+b=u},

que cuenta el nimero de representaciones de x como suma de un elemen-
to de A y otro de B. A lo largo del curso haremos uso de las identidades
triviales

ra_a(0) = 4| (1.3)

Y rars(@) =[A||Bl. (1.4)

zeG

Z 7“%-1—3 (x)

se denomina energia aditiva entre A y B y cuenta el nimero de soluciones
de la ecuacién a +b=a' + b con a,a’ € Ay b,b € B, que coincide con
el numero de soluciones de la ecuacién a —a’ = b —bcon a,a’ € Ay
b,b' € B. Esta observacién da lugar a la identidad

Y rhipl@) =) ra_a(@)rp-p(a), (1.5)

La cantidad

que aparecerd insistentemente a lo largo de este curso.
El siguiente lemma se debe a Ruzsa [53].
Lema 1.2.1 (Ruzsa [53]). Sea A un conjunto de Sidon en un grupo

conmutativo G y sea B cualquier subconjunto de G. Entonces se tiene
que

Al -1
AP <tas s (1 B2 (16)
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Demostracion. Haciendo uso de la identidad (1.4), de la desigualdad de
Cauchy-Schwarz y de (1.5) obtenemos

2
(|AlB])* = < > TA+B(9€)>
r€A+B

<A+ B|Y rhp()

= |A+B|ZTA—A(33)7"B_B(33). (1.7)

Como r4—4(z) <1 para z # 0, tenemos que

Y raa(@rp-p) = ra-a0rp-p0)+Y raa(@)rs p(x)
T x#0
< 14-4(0)rp-p5(0 +Z7“B B(z
x#0
= |A||B| +|BJ” - |B|. (1.8)

De (1.7) y (1.8) se sigue la desigualdad
(|A]1B))* < |A+ B| (|AllB| + |B® — |B)

y la demostracién del lema. O

El Lemma 1.2.1 fue utilizado por Ruzsa para dar una demostracién
alternativa de la desigualdad de Lindstrom en el Teorema 1.2.1. Una pe-
quena modificacion técnica permite una ligera mejora en la desigualdad.

Teorema 1.2.2 (Cilleruelo [9], Ruzsa [53]). Si A C [1,n] es un conjunto
de Sidon, entonces

|A] < n'/2 401/ 4 1)2.

Demostracion. Consideremos el conjunto B = [0,!] N Z donde

L= [vn(A[=1)].
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Entonces |A+ B| <n+1y |B| =1+1. Asi que el Lema 1.2.1 implica la
desigualdad

Al—1
A2 < 1 |
4] _(n+l)< + z+1>

Al -1
cnti+MAZD L g
I+1

<n+2y/n(JAl-1)+ A -1
= (Va+ VA= 12,
que una sencilla manipulacién conduce a la desigualdad

(4] = vn)* < |A] - 1. (1.9)

Escribiendo |A| = /n + cn'/* + 1/2 y sustituyendo esta expresién en
(1.9) obtenemos

Ant? 4 ent/t 4 1/4 < n'/? 4 e/t — 1/2,
que da lugar a una contradiccién cuando ¢ > 1. O

Ejercicio 1.2.1 (Cilleruelo [9]). Demostrar que si A C {1,...,n} es tal
que ra—A(x) < g para todo x # 0, entonces

Al < (gn)'? + (gn)"/* + 1/2.

Es interesante observar que todas las demostraciones que se conocen
de la estimacién Fy(n) < v/n + O(n**) sélo utilizan el hecho de que
todas las diferencias menores que n3/* son distintas. El siguiente ejercicio
ilustra todavia mejor ese hecho.

Ejercicio 1.2.2. Sea w(x) una funcion que tiende a infinito y sea A C
[1,n] un conjunto de enteros positivos tal que ra—a(x) < 1 para todo
z, 1 <z <w(n)y/n. Demostrar que entonces |A| < (1 + o(1))/n.

La cota superior
Fy(n) <n? 4 nt*41/2

parece ser el limite del método consistente en contar diferencias pe-
quenas. Aunque durante mucho tiempo Erd8s conjeturé que Fr(n) <
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vn + O(1), acabé afirmando [26] que la conjetura era demasiado opti-
mista y que la conjetura correcta deberia ser Fy(n) < /n 4+ O(n€) para
todo € > 0. El Ejercicio 1.3.8 apoya también la creencia de que

lim sup(Fz(n) — v/n) = oo, (1.10)

n—oo

pero todavia no se ha encontrado una demostracién de este hecho.

El Teorema 1.2.2 también puede deducirse a partir de la siguiente
desigualdad que tiene su propio interés.

Teorema 1.2.3. Si A C [1,n] entonces
Al < Vn+ VAP — |[A - A

Dejamos al lector la demostracion de este teorema en los ejercicios
1.2.3y 1.2.4.

Ejercicio 1.2.3. Sean A y B dos subconjuntos de un grupo conmutativo
G. Demostrar que

2_|A—
|A]? <A+ B| <1+’A| 14 A’)

Bl

Ejercicio 1.2.4. Utilizar el resultado del Ejercicio 1.2.3 para demostrar
el Teorema 1.2.5.

Ejercicio 1.2.5. Dar una demostracion alternativa del Teorema 1.2.2
a partir del Teorema 1.2.3.

El Teorema 1.2.3 (ver Ejercicio 1.2.6) muestra que la condicién de
ser de Sidon no es estrictamente necesaria para obtener la cota superior
|A] < v/n(1 + o(1)). Es suficiente con que |A — A| ~ |AJ2.

Ejercicio 1.2.6. Sea A C [1,n]| un conjunto de enteros positivos tal que
|A — A| = (1 +0(1))|A|?. Demostrar que |A] < (1+ o(1))/n.

En contra de lo que se pudiera sospechar no se llega a la misma conclu-
sién si asumimos que | A+ A| ~ |A|?/2. Erdds y Freud [27] construyeron,
para cada n, un conjunto A C [1,n] con |A| ~ %f = (1,154...)v/n
elementos y tal que |A + A| ~ |A]?/2.
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Consideraron un conjunto de Sidon B de tamano maximal en [1,n/3)
que, como veremos en la préxima seccién, tiene ~ /n/3 elementos. El
conjunto A = B U (n — B) tiene entonces ~ %\/ﬁ elementos y es facil
comprobar que todas las sumas de dos elementos de A con distintas
excepto las | B| sumas de la forma b+ (n —b). Dejamos los detalles como
un ejercicio.

Ejercicio 1.2.7. Demostrar que el conjunto A C [1,n| construido por
Erdés y Freud satisface que |A + A| ~ |A|?/2 y tiene |A| ~ %\/ﬁ
elementos.

El ejercicio siguiente da una estimacion trivial en la otra direccion.

Ejercicio 1.2.8. Sea A C [1,n] un conjunto de enteros positivos tal que
|A+ Al = (1+ 0(1))|A|?/2. Demostrar que |A| < (1+ 0(1))2y/n.

O. Pikhurko [52] ha demostrado que si A C [1,n] es tal que |A+ A| =
(14 0(1))]A|?/2 entonces |A| < (1,863...)/n.

1.3. Conjuntos de Sidon en grupos conmutati-
vos finitos

Para obtener buenas cotas inferiores para Fh(n) necesitamos cons-
truir conjuntos de Sidon en {1,...,n} tan grandes sea posible. Las me-
jores construcciones conocidas provienen de construcciones algebraicas
en grupos ciclicos. Es claro que si A C Z,, es un conjunto de Sidon en Z,
también lo es en el intervalo [1, n]. Sin embargo el reciproco no es cierto.
Es sencillo comprobar que el conjunto {1, 2,5, 10, 16, 23, 33,35}, que era
un conjunto de Sidon en el intervalo [1, 35], no lo es, sin embargo en Zss.

Sea A un conjunto de Sidon en un grupo conmutativo finito G. Como
todas las diferencias a —a’, a # a’ € A son no nulas y distintas, se tiene
la desigualdad trivial |A|(|A] —1) < |G| —1, que implica la cota superior

1Al < /|G| - 3/4 +1/2. (1.11)

Es decir, si llamamos F»(G) al maximo cardinal de un conjunto de Sidon
en (G, siempre se tiene que

B(G) < MG\ 73/4+1/2J. (1.12)
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Esta cota superior es éptima para algunas familias infinitas de grupos
finitos. El ejemplo mas sencillo para el que se alcanza esta cota, y que
es un caso particular del Ejemplo 1 que aparece mas adelante, es la
parabola en Z;, x Z;, cuando p es un primo impar:

A={(z,2%): 2 €Z,} CG =17, x L.

Ejercicio 1.3.1. Sea q una potencia de un primo impar. Demostrar que
el conjunto A = {(z,2?): x € Fy} es un conjunto de Sidon en Fy x F,.
Comprobar que para esta familia de grupos se alcanza la cota superior
(1.12).

Probablemente Erdés y Turan [29] se inspiraron en este conjunto para
construir el primer ejemplo de un conjunto de Sidon A en {1,...,n} con
|A| > /n.

Ejercicio 1.3.2 (Erdés y Turan). Demostrar que para todo p primo, el
conjunto
A={(z*),+2rp: 0<z<p-—1}

es un conjunto de Sidon en {1,...,2p*} con p elementos. Deducir de

esto que Fa(n) > /n/2(1 + o(1)).

A continuacién describimos otras familias de conjuntos de Sidon de
tamano maximal en sus grupos ambientes correspondientes. En lo que
sigue ¢ indicara un primo o la potencia de un primo.

Ejemplo 1. Sea q una potencia de un primo impar y sean r(x), s(x) €
Fq[X] polinomios de grado menor o igual que 2, linealmente indepen-
dientes en F,. Entonces, el conjunto

A={(r(z),s(x)): = eFq}
es un conjunto de Sidon en Fy x Iy con g elementos.

Ejercicio 1.3.3. Demostrar que los conjuntos del Ejemplo 1 son con-
Juntos de Sidon en Fg, x Fg.

Ejercicio 1.3.4. Sea g = 2"™. Demostrar que el conjunto
A= {(z,2%): z€F,}

es un conjunto de Sidon en Fy, x Fy.
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Ejemplo 2. Para todo generador g de ¥y, el conjunto
A={(z,9"): x€Zy1} (1.13)

es un conjunto de Sidon en Zq—1 X Fq con ¢—1 elementos. Este conjunto
también se puede describir de la forma

A={(logz,z): v €F,}
donde log x = log, x es el logaritmo discreto en base g.

Para probar que A es un conjunto de Sidon, tenemos que ver que
dado un elemento (a,b) € Zq—1 x Fq, (a,b) # (0,0), la igualdad

(z,9%) — (y,9Y) = (a,b) (1.14)

determina los valores x,y. La igualdad (1.14) se puede escribir de la
forma

a (méd g —1)
g“—¢y = b (enl,).

De la primera ecuacién se tiene que g* = ¢¥"%, que sustituido en la
segunda da lugar a la ecuacién g¥(g* — 1) = b. Si a = 0 entonces b = 0,

en contra de lo supuesto. Si a # 0, entonces g* — 1 # 0 y el valor de y
queda determinado y a su vez el de x.

Ejemplo 3. Dados dos generadores g1, g2 de Iy, el conjunto
A={(z,y) €Zg1 X Zg—1: gi +g5=1} (1.15)
es un conjunto de Sidon en Zq_1 X Zg—1 con q — 2 elementos.

Ejercicio 1.3.5. Demostrar que el conjunto del Ejemplo 3 es un con-
junto de Sidon.

Cuando ¢ = p es un primo, podemos identificar I, with Z,. Las
figuras de abajo corresponden a los conjuntos de Sidon descritos para el
caso p=17.
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ZP prl prl
Ejemplo 1 Ejemplo 2 Ejemplo 3

Observar que los conjuntos de Sidon de estos ejemplos, con ¢, g — 1
y q¢ — 2 elementos respectivamente, tienen cardinal méximal (los dos
primeros) o casi (el ultimo).

Ejercicio 1.3.6. Sea ¢ : G — G’ un isomorfismo entre los grupos G
y G'. Demostrar que si A es un conjunto de Sidon en G, entonces el
conjunto ¢(A) = {¢(a) : a € A} es un conjunto de Sidon en G’.

Como muestra el Ejercicio 1.3.6, los isomorfismos entre grupos pre-
servan la propiedad de ser de Sidon. Asi que la imagen del conjunto de
Sidon descrito en el Ejemplo 2 por el isomorfismo natural entre Z,_1 X Z,
Y Zp(p—1) €s un conjunto de Sidon en Z,,_) de p—1 elementos. Esta ob-
servacion se debe a Ruzsa [53] y proporciona la construccién més sencilla
de conjuntos de Sidon de tamafno maximal en grupos ciclicos

Proposicién 1.3.1 (Ruzsa). Sea g un generador de . El conjunto
A={pz—(p-1)(g")p: 0<z<p-2}

es un conjunto de Sidon en Zy,,_1).

Se deja al lector la demostracién de la Proposicion 1.3.1 en el siguiente
ejercicio.

Ejercicio 1.3.7. Demostrar que el conjunto A de la Proposicion 1.3.1 es
la imagen del conjunto del Ejemplo 2 bajo el isomorfismo natural entre
Lp—1 X Ly y Ly y que por lo tanto el conjunto A es un conjunto de
Sidon en Z

p—1)p»
p—1)p-

La siguiente reflexién y el Ejercicio 1.3.8 invitan a pensar que (1.10)
deberfa ser cierto. Si se eligen al azar p—1 elementos de F,, con repeticién
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(un mismo elemento puede ser elegido varias veces), con alta probabili-
dad ocurriria que algunos elementos serian elegidos mas de una vez, otros
ninguna e incluso habria un intervalo de longitud aproximadamente log p
cuyos elementos no habrian sido elegidos. Es decir, habria lagunas de lon-
gitud ~ log p. Se piensa que la sucesién ¢g* —x (méd p), x =1,...,p—1
se comporta como una sucesién aleatoria de este tipo, pero ni siquiera
se ha podido demostrar la siguiente conjetura.

Conjetura 1.3.1. Para todo M existe un primo p y un generador g
de ), tal que la sucesion g* — x (méd p), £ =0,...,p—1 no contiene
ningun elemento en algun intervalo I de longitud M.

Ejercicio 1.3.8. Utilizar el Teorema 1.53.1 para demostrar que la Con-
jetura 1.3.1 implicaria que

lim sup(F»(n) — v/n) = oo.

n—o0

Es decir, que la conjetura de Erdds, Fo(n) < /n+O(1), no seria cierta.

Los conjuntos de Sidon construidos en la Proposicién 1.3.1 permite
obtener una buena cota inferior para F»(n).

Teorema 1.3.1. Sea 0 con la propiedad de que para todo m suficiente-
mente grande, el intervalo (m,m +m?) contiene algin primo. Entonces

Fy(n) > n'/2 4 0(n?).

Demostracion. Dado n, sea p el mayor primo tal que p(p — 1) < n.
Si n es suficientemente grande podemos encontrar un tal primo p con
p > n'/? —2n92 Es claro que el conjunto construido en la Proposicién
1.3.1 es, en particular, un conjunto de Sidon en {1,...,p(p — 1)} y por
lo tanto en {1,...n} O

Se conjetura que en el Teorema 1.3.1 es posible tomar cualquier 8 > 0
pero sélo se sabe cierto [4] para 6 > 0,525.

De los Teoremas 1.2.2 y 1.3.1 se deduce la estimacién asintética para
FQ (’I’L) .

Corolario 1.3.1. Fy(n) ~ /n.
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Las conjeturas sobre las cotas superior y la cota inferior se pueden
resumir en la siguiente.

Conjetura 1.3.2. Fy(n) = +/n+ O(n) para todo € > 0.

Existen otras familias de grupos ciclicos que contienen conjuntos de
Sidon que alcanzan la cota superior (1.12). La primera de ellas fue encon-
trada por Singer [60]. Utilizando geometria proyectiva finita construyé
un conjunto de Sidon A de g + 1 elementos en Zg2 ... Nétese que el
tamaifio de su conjunto diferencia es |A—A| = |A|? —|A| +1 = ¢®> +q+1.
Es decir todo elemento no nulo del grupo se escribe, de manera tnica,
como diferencia de dos elementos de A. Los conjuntos con esta propiedad
se denominan conjuntos de diferencias perfectas y fue en este contexto
donde este conjunto fue encontrado. Pasaron algunos afios hasta que esta
construccion fuera conocida por Erdés y popularizada en el entorno de
los conjuntos de Sidon. Posteriormente Bose y Chowla [5] construyeron
un conjunto de Sidon de g elementos en Z2_;. Estas construcciones, los
Ejemplos 1,2, 3 y la cota superior en (1.11) prueban el valor exacto de
F5(@) para algunas familias de grupos:

Fy(Fg xFq) = ¢
Fo(Fy X Zg—1) = q—1
Fo(Zgygr1) = a+1
Fy(Zg 1) = q
Fy(Zg-1 X Zg—1) € {q¢—2,q—1}

Observar que si ¢ = p", entonces el grupo aditivo en F, es isomorfo a
n

grupo Zp X -+ X Lp.

Se desconoce si Fy(Z,) tiene commportamiento asintético cuando
n — oo. Lo tnico que se sabe se resume en el ejercicio siguiente.

Ejercicio 1.3.9. Demostrar las siguientes desigualdades.

L < liminf % < limsup 5 (Zn)
\/5 n—00 \/ﬁ N—00 \/Fl

= 1. (1.16)
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1.4. Conjuntos B,

Los conjuntos B son una generalizaciéon natural de los conjuntos
de Sidon en los que todas las sumas de h elementos del conjunto son
distintas. De hecho, a los conjuntos de Sidon también se los denomina
conjuntos Bj.

Definicién 1.4.1. Sea G un grupo conmutativo. Decimos que A C G
es un conjunto By, si todas las sumas

a1+ ---+ap, ai,...,ap €A

son distintas salvo por el orden de presentacion de los sumandos. En
general decimos que A es un conjunto By[g| si para todo x € G la ecua-
cion

r=x1+- - -+xp, v; €A
tiene a lo mds g soluciones distintas salvo por permutaciones de los
sumandos.

Se define F}(n) como el mayor nimero de elementos que puede llegar
a tener un conjunto By en {1,...,n}. De manera andloga se define Fj(QG)
como el mayor tamafno de un conjunto By en G.

Los conjuntos Bj, son bastante més esquivos que los conjuntos de Si-
don debido a que no tienen una caracterizacién natural en términos de
diferencias. Eso hace que algunos resultados, analogos a los que son cono-
cidos para los conjuntos de Sidon, no se hayan logrado demostrar para los
conjuntos By. En particular se desconoce el comportamiento asintético
de Fj(n), incluso se desconoce si dicho comportamiento asintético exis-
te. En cualquier caso no es dificil obtener una cota superior utilizando
el resultado del problema siguiente.

Ejercicio 1.4.1. Demostrar que el niumero de sumas de h elementos
(no necesariamente distintos) de un conjunto A es a lo mds ('Altbh_l).

Sea A C [1,n] un conjunto By, de enteros positivos. Como todas las
sumas de h elementos de A son distintas y menores o iguales que hn, el
resultado del ejercicio anterior implica que

@< (A\+h—1

< A - hin)Y/h.
N b )_hn:>| | < (h-hln)
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De manera andloga, en el caso de un grupo finito G con n elementos
tenemos que

AlP Al+h—1
—’ | <(’ |+ )Sn = |A|<(h!n)1/h.

h! h
Es decir,
Fy(n) < (h-hin)/"
y
Fr(G) < (WG
Por otro lado se conocen tres construcciones de conjuntos By en {1,...,n}

tamafio ~ n'/". Las dos primeras [6] son una generalizacién de los con-
juntos de Sidon de Singer y Bose y la tercera es una generalizacién,
obtenida por Carlos Alexis Gémez y Carlos Trujillo [33], que combina
las ideas de la construccién de Ruzsa para h = 2 con la de Bose-Chowla
para h > 2. Estas construcciones prueban las siguientes cotas inferiores:

Fh(th—l) Z q
Fo(Zgpyqqr1) = a+1
Fh(Ithfl X Zq_l) > q— 1.

En [33] se da una presentacién unificada de estas tres construcciones.
Aqui seguimos [33] para exponer la construccién de Bose-Chowla, que
es la mas sencilla de todas ellas.

Teorema 1.4.1 (Bose-Chowla). Sea Fon un cuerpo de q" elementos y
sea 0 un generador del grupo multiplicativo F;h. Entonces el conjunto

A={logg(0+a): acF,}

es un conjunto By en Zgn_;.

Demostracion. Por ser 6 un generador de F n, su polinomio minimal
tiene grado h. Como consecuencia de esto vamos a ver que el conjunto

0+F,={0+a: aclF,}
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es un conjunto Bj multiplicativo en F*,. Supongamos que no es asi y
que se da la igualdad entre dos productos de h elementos de 6 + Fy:

h h
H (0 + a;) _H(9+a;)
i=1 i=1
con {ai,...,ap} # {a},...,a,}. En ese caso el polinomio
h h
H(X'f‘ai)—H X-i—a)
=1 i=1

que es de grado menor que h, se anula en 6 lo que contradice que el
polinomio minimo de 6 es de grado h. Una vez visto que 6 + [F, es un
conjunto de Sidon multiplicarico, es claro que el conjunto

A={logg(0+a): acF,}

es un conjunto B, en Zgh_. O

Razonando de la misma manera que lo hicimos para obtener la cota
inferior sobre F5(n) a partir de construcciones de conjuntos de Sidon en
grupos ciclicos, tenemos que

nY"(1 4 0(1)) < Fyp(n) < (h- h)Y".

Con argumentos puramente combinatorios se puede mejorar la cota su-
perior. Lindstrom [44] lo hizo por primera vez para sucesiones By de-
mostrando que Fy(n) < (8n)/4(1 + o(1)) y fue generalizado por otros
autores [38, 23] para todo h > 3.

Teorema 1.4.2.

Fop_1(n)
Fop(n)

(nPn)/ER=D(1 4 0(1))

<
< (h- )Y (1 4 o(1)).

Una demostracién maés sencilla que las originales se puede obtener a
partir de los dos ejercicios siguientes.

Ejercicio 1.4.2. Demostrar que si A C [1,n] es un conjunto Bap en-

h
tonces el conjunto C = A+ --- +A satisface que |C — C| ~ |C|%.
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Ejercicio 1.4.3. Combinar el ejercicio anterior y el Teorema 1.2.3 para
demostrar que si A C [1,n] es un conjunto Bay, entonces

A] < (1+0(1)) (W - hn) /@Y.

Todavia existen ligeras mejoras sobre estas cotas. Cuando h es grande,
se puede sacar partido de que las sumas a; + - - - 4+ a; tenderan a estar
concentradas sobre su media. Resultados en esta direccién aparecen en
[25] y mejoras posteriores aparecen en [59, 10, 32]. Para h pequeno se
puede utilizar anélisis de Fourier para sacar partido del hecho de que los
elementos de un conjunto suma A+ A no pueden estar bien distribuido en
intervalos. Esta estrategia, basada en parte en las ideas de [18], aparecen
en [10] y [32]. En particular Ben Green [32] ha demostrado que Fy(n) <
(7Tn)/4(1 + o(1)).



Capitulo 2

Sucesiones de Sidon
infinitas

La manera de cuantificar el tamano de una sucesién infinita A de
enteros positivos es a través de su funcién contadora

Az) = [AN L, z]],

que cuenta el nimero de términos de la sucesién menores o iguales que
x. En lo que se refiere a sucesiones de Sidon infinita, el principal objetivo
consiste en construir sucesiones de Sidon infinitas que tengan una funcién
contadora tan grande como sea posible.

Es facil construir sucesiones infinitas de Sidon. Por ejemplo la suce-
sion de las potencias de 2 es una sucesién de Sidon porque todas las
sumas de dos potencias de 2 son distintas. Pero esta sucesién no es muy
interesante. Es muy poco densa, crece demasiado deprisa. Su funcién
contadora es A(x) ~ logy .

La construcciéon mas ingenua de un conjunto de Sidon con una fun-
cién contadora decente es la generada por el algorito voraz. Consiste en
empezar con a; = 1, as = 2, y una vez construidos ay, ..., a,—1, anadir
el menor entero positivo a, que no viole la condicién de ser de Sidon; es
decir, el siguiente que no sea de la forma a; —aj;+ag, 1 <4,j5,k <n—1.
Los primeros términos de esta sucesién, introducida por Erdés pero co-

19
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nocida como sucesién de Mian-Chowla, son los siguientes:
1,2,4,8,13,21,31,45,66,81,97,123, 148, 182, 204, 252, 290, ...

Aunque se desconoce como crece realmente esta sucesién, como a lo mas
hay (n — 1)3 enteros prohibidos de la forma

ai_aj+ak7 1SZ,],]€§7’L—1,

siempre es cierto que a, < (n — 1)3 + 1, lo que nos permite seleccionar
un conjunto de Sidon en {1,...,m} con m'/? elementos por lo menos.
Es decir la funcién contadora de la sucesién voraz de Sidon satisface
Az) > 23

Se desconoce cudl es el verdadero comportamiento de la funcién
contadora de esta sucesiéon. Los datos computacionales sugieren que
A(z) /23 — oo y de hecho existe un modelo heuristico bastante sélido
[7] y avalado por los datos computacionales, que permite conjeturar que

A(z) ~ c(xlog 3:)1/3,

donde c es una constante explicita cuyo valor aproximado es ¢ = 1,7107. ...

2.1. Crecimiento de las sucesiones de Sidon in-
finitas

Es claro que si A es una sucesién de Sidon infinita entonces el conjunto
formado por elementos hasta z es un conjunto de Sidon finito en el
intervalo [1, z]. De la cota superior trivial (1.1) para el mdximo tamafo
de un conjunto de Sidon en [1, z] se obtiene:

A(z) < V2z +1/2. (2.1)

En principio podriamos pensar que pudiera existir una sucesién de Sidon
infinita con A(z) > x'/2, de manera andloga a lo que ocurre en el caso
finito. Sin embargo Erdds demostré que tal sucesiéon no puede existir.
En [62] aparece el siguiente resultado.

Teorema 2.1.1 (Erdds). Si A es una sucesion de Sidon entonces

log 1/2
lim inf A(x) < ) < L

T—00 x
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Demostracion. Dividimos el intervalo [1, N?] en N intervalos de longitud
N:
I =((l—-1)N +1,IN], l=1,...,N

y llamamos
Dy =|ANnIL| = A(IN)—-A((l-1)N)

al nimero de elementos de A en I;. Contando las diferencias positivas de
todas las parejas de dos elementos pertencientes a un mismo intervalo

tenemos que
N
D
> (5)=»
2

=1

debido a que todas las diferencias que estamos contando son distintas y
menores que N. Manipulando esta desigualdad y utilizando la estimacion

A(N?) < 2N +1/2

vista en (2.1), llegamos a la desigualdad

N N
> D} <2N+2) Dy =2N +2A(N?) <7N. (2.2)
=1 =1

Aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz y utilizando (2.2) y la parte
derecha de la desigualdad

N
log N < Z
=1

para N > 3, obtenemos

~| =

<2logN (2.3)

N 5 N /2 , N ) 1/2
Z*l < (Zpl2> (Z z) < /14N log N. (2.4)

Por otra parte, sumando por partes y utilizando la desigualdad

1 1 1
- — >
VI Vi1 T 432
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para [ > 1 obtenemos

N N
D L AQN) - A( - 1N)
2T & v
AN?) I 11
m*lZ;A“N)<\ﬁ =)
1 <L A(IN)
= 4; 13/2

Si definimos

1/2
v = inf A(t) <logt> ,
t>N

t
es claro que A(IN) > 7n (

2
log(lN)) para todo [ > 1. Asi que

N 1/2 N
D, N 1 1
- > - — Z

,Z;\/z = <1og<N2>) 127

=1
N \"? 1 il
N log N 4 2l:1l
(N log N)1/?
Z TN )
44/2

donde en el 1ltio pase se ha utilizado la parte izquierda de la desigualdad
2.7. Esta desigualdad y (2.4) prueban que 7y < 8/7 por lo tanto que

log 1/2
lim inf A(x) < >
T—00

< lim 7w < 8V/7.
T

~ N—oo

O
Ejercicio 2.1.1. Refinar la demostracion del Teorema 2.1.1 para de-

mostrar que si A es una sucesion de Sidon infinita entonces

log 1/2
lim inf A(x) ( > < 4.
T—r00

X
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El siguiente ejercicio es interesante porque muestra que se puede lle-
gar a una conclusién similar a la del Teorema 2.1.1 asumiendo solo que
|Az — Ag| ~ |A; 2. Curiosamente no se sabe si la conclusién también es
cierta asumiendo que |A; + Az| ~ |Az]?/2.

Ejercicio 2.1.2. Sea A una sucesion de enteros positivos y para cada T
consideremos el conjunto Ay = AN[1,x]. Demostrar que si

|Aw - Am‘ ~ ’AJ»“Q

entonces 4
h'minf‘ vl =0.

T—00 \/E

El Teorema 2.1.1 ha sido generalizado [22] para sucesiones Byj, com-
binando la estrategia del Teorema 2.1.1 con el hecho de que el conjunto

h
hA = A+ --- +A es “casi” un conjunto de Sidon.

Teorema 2.1.2 (Chen). Si A es una sucesion Bagy, entonces

1
1 2h
lfm inf A(n) ( Og”) T <l

n—oo n

Se desconoce si liminf, ., A(x)/z'/" = 0 cuando A es una sucesién
By, y h es impar. En relacién con este problema, Helm [37] ha demos-
trado que no existe ninguna sucesién Bj infinita con comportamiento
asintético de la forma A(z) ~ cz!/3.

Como contrapunto al Teorema 2.1.1 Erdés demostré que existe una
sucesién infinita de Sidon con limsup,_,. A(z)/y/z = 1/2. Este resul-
tado fue mejorado por Krukenberger [41].

Teorema 2.1.3 (Krukenberger). Existe una sucesion infinita de Sidon

A con A

lim sup

=00 VT _\/5'

., 7 .
Demostracion. Sea m; = 2% Para cada intervalo

Ij = (m]‘ + 2mj_1, 2mj]
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consideremos un conjunto de Sidon A; C I; de tamano maximal

1/2
[Aj] ~ (my = 2m )2~ /.

La ultima estimacion asintdtica se debe a que m;_; = o(m;). Al conjunto
Aj; le quitamos ahora todos los elementos a para los que exista un a’ € A;
con<a—ada < 2mj_1. Como A; es de Sidon, existen a lo mas 2m;_1
de estos elementos a. Asf que el conjunto A7 resultante tendrd todavia

* 1/2
|A| > [Aj] = 2mj—y ~ m;

1/2 s
elementos porque de nuevo m;_1 = o(m;' " ). Veamos que la sucesién

A:UA;.
J

satisface las condiciones del teorema.

infinita

Veamos primero que A es un conjunt de Sidon. Supongamos que
a; +az = a} +a con a; > a} > ahy > ay y todos ellos pertenecientes
al conjunto A . Supongamos que a1 € Aj. Veamos que necesariamente
aj € Aj. Sino fuera asf entonces

a1 =a) +a5—az <aj+ay<2-2m;_ <my,

lo que contradice el hecho de que a; € A;.

Veamos que también a; € Aj. Es claro que a; = a1 —a} + a2 >
ai —aj > 2m;_1, debido a que hemos destruido, por construccién, la
posibilidad de que a1 — @} < 2m;_1. Eso implica que a; € A7.

Por ultimo veamos que as € A;. Escribimos
ag = a'l + a’2 —ay > Z(mj + 2mj_1) — 2mj = 4mj_1,

que en particular implica que ag € A;f. Pero como A;f es un conjunto de
Sidon, no es posible que los cuatro elementos de la identidad a; 4+ as =
a) + a5 pertenezcan a A.

Una vez visto que A es de Sidon vayamos con el limite superior.

* 1/2
A@2my) _ |4l m;/ 1

(2my)2 = @my) 12 @my) 2 T Vo
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y por lo tanto,

A(z)

1/2

A(2m]) 1
= > E

> lim sup

lim su
P jooo (2my)1/2

rz—oo L

O]

Erdés se preguntaba si podria haber una sucesion infinita de Sidon
tal que

limsup A(z)/Vz = 1.
T—r00
La constante 1 claramente no puede ser sustituida por una mas grande
porque, como hemos visto en el primer capitulo, siempre se tiene la cota
superior A(z) < /z(1 + o(1)). Una respuesta afirmativa al siguiente
problema de Erd6s implicaria la existencia de una sucesién infinita de
Sidon con limsup,_,., A(z)/\/x = 1.

Erdés: Sean by, ..., b enteros positivos que forman un conjunto de
Sidon. ;Existirdn infinitos conjuntos de Sidon A, C [1,n] de tamano
|An,| ~ v/ y que contengan a by, ..., bg?

Ejercicio 2.1.3. Demostrar que una respuesta afirmativa a la prequnta
de Erdds implicaria la existencia de una sucesion infinita de Sidon A

con limsup,_, . A(z)//z = 1.

2.2. Construccion de sucesiones de Sidon infi-
nitas

La sucesién (ay,) generada por el algoritmo avaricioso (la sucesién de
Mian-Chowla) es la construccién mas sencilla. Ya vimos en el capitulo
anterior que a, < (n — 1)3 4 1, lo que implica que A(x) > z'/3. Esta
construccion fue durante 50 anos la mejor de la que se disponia. Hasta
que en 1981 Ajtai, Komlos y Szemerédi [2] demostraron la existencia de
una sucesién infinita de Sidon con A(z) > (zlogz)Y/?.

Este resultado fue draméticamente mejorado por Ruzsa [54] al de-
mostrar la existencia de una sucesién infinita de Sidon con A(x) =

gV2-1+o(1) | La demostracién de Ruzsa es muy ingeniosa. Ruzsa observo
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que los primos forman una sucesién de Sidon multiplicativa y por lo
tanto la sucesién {logp} es una sucesion de Sidon de nimeros reales.

A grandes rasgos la demostraciéon de Ruzsa es como sigue. Considera
un pardametro « € [1,2] y para cada « construye una sucesiéon B, = {b,}
indexada en los primos donde cada b, se construye a partir de los digitos
del desarrollo binario de alogp. Lo que Ruzsa demuestra es que para
casi todo a € [1,2] la sucesién B, es casi de Sidon en el sentido de
que podemos eliminar unos pocos términos de B, para conseguir que la
sucesién resultante sea de Sidon.

El siguiente ejercicio se puede considerar como la versién finita de la
construccion de Ruzsa.

Ejercicio 2.2.1. Demostrar que el conjunto

A= {Inlog(p/vn)] : Vn/4<p</n/2}
NG

logn*

es un conjunto de Sidon en el intervalo [1,n] de tamano |A| >

La construccién similar a la de Ruzsa se puede hacer también utili-
zando los argumentos de los primos de Gauss en lugar de los logaritmos
de los primos racionales.

Ejercicio 2.2.2. Sea ¢(p) el argumento del primo Gaussiano p =
Ip|e?®(®P). Demostrar que el conjunto

A= {l4ng(p)] : Ip| < Vn,|p(p)| < 7/4}
NG

es un conjunto de Sidon en el intervalo [1,4n] de tamafo |A] > .

Volviendo a las sucesiones de Sidon infinitas, Erdés ofrecié 1000 déla-
res por la resolucién de la siguiente conjetura, que sigue sin estar resuelta.

Conjetura 2.2.1. Para todo € > 0 existe una sucesion infinita de Sidon
con A(z) > xl/?,

El Teorema 2.1.1 muestra que la conjetura no es cierta para ¢ = 0.
Tanto las construcciones de Ajtai, Komlos y Szemerédi como la de Ruz-
sa son construcciones probabilisticas. No son explicitas. Recientemente
Cilleruelo [12] ha encontrado una construccién explicita de una sucesién
infinita de Sidon con funcién contadora similar a la de Ruzsa.
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Teorema 2.2.1 (Cilleruelo [12]). Eziste una sucesion de Sidon infinita
A, que puede ser descrita explicitamente, con funcion contadora

A(z) = gV2- o) (2.5)

En esta seccién nos dedicaremos a demostrar el Teorema 2.2.1 cons-
truyendo, de manera explicita, la sucesion de Sidon infinita a la que hace
referencia el teorema.

2.2.1. El método del logaritmo discreto

La principal dificultad para construir sucesiones de Sidon infinitas
densas reside en que las construcciones finitas que se han visto en el
primer capitulo, provienen todas ellas de construcciones algebraicas en
grupos finitos y no se sabe cémo extenderlas a una sucesién infinita.
La siguiente construccién de un conjunto finito de Sidon (en general de
un conjunto Bp) es una construccién que podemos denominar semial-
gebraica en el sentido de que, aunque el grupo ambiente es Z,—; (la
parte algebraica), los elementos se describen a partir también de los pri-
mos racionales. El tamafio de los conjuntos de Sidon que se obtienen es
menor (por un factor logaritmico) que el de los conjuntos de Sidon de
procedencia algebrica, pero ofrece una mayor flexibilidad a la hora de
extenderlos a una sucesiéon infinita.

Teorema 2.2.2. Sea q un primo y g un generador de Fy. El conjunto
A={x: ¢° =p para algin primo p < ql/h}

es un conjunto By, en Zy_1 con 7(q'/") elementos.

Demostracion. Supongamos que
o1+ Fap =y +-+y, (médq—1)

con xi,...,Th,Y1,---,Yyn € A. En ese caso tenemos que

gt gt =g" g (méd g)

y por construccion

pre-ph=py-py,  (méd q).
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Como tanto el lado derecho como el izquierdo son menores que ¢, la
congruencia es en realidad una igualdad en enteros

y el Teorema fundamental de la aritmética implica que {p1,...,pn} =
{ph,...,p)}, que a su vez implica {z1,...,zn} = {y1,...,yn}- O

El conjunto A también podia haber sido descrito de la forma

A={log,p: pprimo, p<q¢"’/"},

donde log, p es el logaritmo discreto de x en base g.

Esta construccion fue la que inspiré la construccion de la sucesién de
Sidon infinita que pasamos a describir.

2.2.2. Bases generalizadas

La manera de representar los nimeros en una base dada (normal-
mente la base 10) es algo bien conocido por todos. Este hecho se puede
generalizar de la manera siguiente.

Dada una sucesién de enteros positivos 2 < by < --- < b; < ... (la
base), todo entero no negativo se puede escribir de manera tunica de la
forma

@ =1+ @by 4+ by byt

donde los z; (los digitos) son enteros tales que 0 < x; < b;_1.

Ejercicio 2.2.3. Utilizar el algoritmo de Euclides para demostrar la
afirmacion anterior sobre las bases generalizadas.

La base en la que expresaremos los elementos de nuestra sucesion
sera de la forma

q:=4q,...,4q;,. ..

donde los g; son primos que satisfacen la desigualdad

92j-1 g < 92j+1
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Es claro que todo entero positivo a se puede expresar, de manera
Unica de la forma

a=x1+x2(dq1) + -+ x(4gr - 4gim1) + -+

donde los z; (los digitos) son enteros tales que 0 < z; < 4¢;. El factor 4 en
los elementos de la base no es estrictamente necesario pero es conveniente
ponerlo por razones técnicas que se veran mas adelaante.

Fijada la base, representamos cada entero a mediante sus digitos:
a = xkxl

La ventaja de representar los enteros mediante digitos es que podemos
ver los enteros como si fueran vectores. Este hecho ha sido utilizado en
diferentes problemas y es muy interesante tenerlo en cuenta.

Una observacién importamte es la siguiente. Supongamos que los digi-
tos de los enteros de nuestra sucesion satisfacen la desigualdad

qi < x; < 2q; (2.6)
y sean a,a’ dos elementos de dicha sucesién, con digitos

a = Tkeeoo-- Tl
/ / /

a - XTsi... .’El.
Como z; + x, < 4¢; para todo i, los digitos de a + o’ en la base
G :=4q1,...,4q;, ... se pueden calcular sumando los dos digitos de cada
posicion:

a+a = (xp40)... (x40 +0)(z; +2}) ... (z1 4 27)

Observar ademas que los digitos en las posiciones 1,...,j son todos
mayores que 2¢; y que el resto son menores que 2¢;. Es decir, los digitos
de a+a’ determinan el nimero de digitos de a y a’ cuando éstos satisfacen
(2.6).

Vamos a describir los elementos de nuestra sucesién en una base co-
mo la descrita y de tal manera que los digitos de los elementos van a
satisfacer la desigualdad ¢; < x; < 2¢;. De esta manera podremos sacar
ventaja de la observacién que acabamos de hacer.
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2.2.3. La distribucién de los niimeros primos

La sucesién que vamos a consptruir va a estar indexada con la suce-
sién de los niimeros primos. Por esa razén es conveniente recordar cémo
se distribuyen los niimeros primos en la sucesién de los enteros. La fun-
cién mw(z) es la que cuenta el nimero de primos menores o iguales que
x.

Uno de los teoremas fundamentales de la teoria de niimeros es el teore-
ma de los niimeros primos que nos habla del comportamiento asintético
de la funcién m(x).

Teorema 2.2.3 (Teorema de los nimeros primos). Cuando x — oo se

tiene que
T

m(x)

- logx

El teorema de los niimeros primos, pronosticado por matematicos co-
mo Gauss y Riemann, fue demostrado independientemente por Jacques
Hadamard y Charles-Jean de la Vallée Poussin en 1896.

2.2.4. Una sucesion de Sidon infinita explicita. Demos-
tracion del Teorema 2.2.1

Empezaremos la construccion de la sucesion A del Teorema 2.2.1
indicando en qué base vamos a expresar sus elementos:

La base. Fijamos una sucesién de primos (g;) con
2971 < g < 2% (2.7)
y consideramos la base generalizada
q:=4q,...,4q,. ..

Es esta base la que utilizaremos para describir, mediante sus digitos, los
elementos de la sucesién infinita de Sidon A del Teorema 2.2.1.

Por comodidad utilizaremos la notacién

k
Qr =[]
i=1
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para indicar el producto de los primeros k primos de esa sucesién. Por
(2.7) es claro que

2 < Q) < 2017, (2.8)

El conjunto de indices: Vamos a enumerar los elementos de nuestra
sucesion utilizando el conjunto de los primos P como conjunto de indices.
A = (ap)pep

y representaremos cada elemento mediante sus digitos en la base §:
ap = -+ xx(p) - - 21 (p)-

La funcion contadora: Para determinar el ntimero de digitos de
cada elemento, que serd lo que a su vez determine el crecimiento de la
sucesién, fijamos un nimero real ¢, 0 < ¢ < 1/2 (que acabard siendo
el exponente en la funcién contadora de A), y consideramos la siguiente
particién de los nimeros primos:

P =P

k>2
donde o 0
. k—1 k
= : < =£ 5.
P {pprlmo k_1<p_ k}

En la sucesién que construiremos los elementos a, con p € Pj tendran
exactamente k digitos. El cdlculo dl nimero de elementos de Py lo de-
jamoscomo ejercicio.

Ejercicio 2.2.4. Demostrar que

Q

|Pr| > 13

(2.9)

Al final de la demostracién tomaremos ¢ = /2 — 1, pero ahora prefe-
rimos escribir simplemente ¢ para que se aprecie en la demostracién por
qué no es posible tomar otro valor mayor.

Lema 2.2.1. Sea A = (ap) una sucesion indexada con los primos. Su-
pongamos que todos los elementos a, con p € Py, tienen exactamente k
digitos. Entonces

A(z) = 270,
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Demostracion. Consideremos, para cada x, el entero k tal que
4RQp < x < 4M1Qu 1. (2.10)
De (2.8) se sigue que facilmente que

g = 2F*(Fo(D), (2.11)

Observemos que si p < Q,f entonces p € P; para algtin j < k. Eso quiere
decir que
ap = x1 + x2(4q1) + - +25(4q1 - - 4q5-1)

para algunos 0 < z; < ¢; — 1. En particular
ap < (dg1) -+ (4g;) < (4q1) -~ (dq) = 4"Qp < @

y por lo tanto A(x) > 7(Qf/k). Finalmente el Teorema de los nimeros
primos y (2.11) implican la desigualdad

m(Qi/k) = w(2F k) > 2% /i = 9 (o) — gevell),

@it
k+1

Para la cota superior observemos que si p >
para algin j > k + 2 y entonces

ap > (4q1) - (4gj—1) > (4q1) - - (4qry1) = 4" Qppy > .

Es decir, A(z) < (Qf_5/(k+2)). De nuevo tenemos

entonces p € P;

T(Qfa/ (k +2)) < Qf 5 = 28 (10D = getoll),

Los digitos: Para terminar de describir nuestra sucesién

A= (ap)peP

tenemos que decir quiénes son los digitos de cada elemento a, en nuestra
base q.

Cada entero a, con p € Pp; va a ser un entero a, = Tj...r1 con
exactamente k digitos en nuestra base, lo que garantiza, gracias al Lema
2.2.1 que la funcién contadora de la sucesién satisface A(x) = z°to(),
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El digito z;(p), para i < k, es la solucién de la congruencia

g =p (médq),  q+1<z(p) <21 (2.12)

donde g; es un generador del grupo multiplicativo Fy , que habremos
fijado previamente para cada ¢;. Definimos z;(p) = 0 for i > k.

Es decir, si p € Py, los digitos de a,, en la base q := 4q1,...,4q;, ...
son
Qp = TpTp—1 " T2X1,

donde los x; = z;(p), i = 1,...,k han sido definidos en (2.12).

Utilizaremos la notacién A. para designar a nuestra sucesién y en-
fatizar la dependencia de c. La siguiente proposicion concierne a las
propiedades de Sidon de la sucesién A..

Proposicién 2.2.1. Supongamos que existen ay, , ap,, Q' ,a S A, con

ph s Ap
ap1>ar12a/2>ap2 y tales que

p p:

p, + Ap, = ap, + Ay, -
FEntonces tenemos que:
i) existen j,k, j <k tales que p1,p| € Pk, p2,0h € Pj.
i) pip2 = piph (méd Qj)
wi)  p1=p) (méd Qr/Qj).
) Q< Q;< Qf

Demostracion. Como 0 < z;(p1) +x;(p2) < 4¢; para todo j, la igualdad
ap, +ap, = ay, +ay implica que los digitos de ambas sumas son iguales:

2j(p1) + x(p2) = 2 (p1) + z;(ph) (2.13)

para todo j. Por construccién podemos ver que p; € Py y p2 € P; donde
k es el mayor entero para el que

rr(p1) + 2r(p2) > qp +1
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y 7 es el mayor para el que

z;(p1) + w5(p2) > 2q5 + 2.

Esta observacién prueba la parte i). Para probar ii) y iii) observemos
que (2.13) implica que para todo ¢ tenemos

g?i(pl)+$i(172) = gfi(Pﬁ)-i-wi(P'z) (m6d g;).

También sabemos que si p € P}, entonces

g = p (méd gp), i <k
1

z;(p)

9; = (méd ¢;), i > k.

Asi que p1ps = piph (méd ¢;) para todo i < j y por lo tanto,

pip2 = P/1p/2 (méd Qj)
p1 = py (méd Qr/Qy).

Para probar iv) observemos que las desigualdades sobre los primos p1, p2, p}, pb,
aquellas sobre los ¢; y lo demostrado en ii) implican

QLQ5 > |pip2 — PiPh| > Q) = Q; < Q1" (2.14)

En particular se tiene que j < k y podemos aplicar la parte iii), que
implica la desigualdad

QL > p1 —pil > Qi/Qj = Q; > Q" (2.15)

Las desigualdades (2.14) y (2.15) implican iv). O

Observemos que si hubiera sumas repetidas, entonces la proposicién
7.0.10, iv) implicaria 1 — ¢ < 1%, lo cual no es cierto para ¢ = % =
0,38... Asi que la sucesuén A, es una sucesion de Sidon para este valor de
¢, que es mayor que 1/3. Esta observacién nos proporciona el siguiente
corolario.

Corolario 2.2.1. La sucesion A = A, con ¢ = 3_—2\/3 es una sucesion

. . . ., —V5
infinita de Sidon con funcion contadora A(x) = 2527 o),
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Sic> % ya no es cierto que A. vaya a ser una sucesion de Sidon.
Apareceran infinitas sumas que se repiten. Pero si aparecen con poca
frecuencia podemos eliminar los elementos de A. involucrados en esas
sumas para asi obtener una verdadera sucesion de Sidon. Por supuesto
hay que controlar que los elementos que vamos a descartar no sean de-
masiados para que eso no afecte demasiado al orden la funcién contadora
de la nueva sucesién. Eso lo vamos a poder hacer para todo ¢ < V2-1
y esa es la estrategia que seguiremos para demostrar el Teorema 2.2.1.

Consideremos la sucesién
*
Az = (ap)pep

donde los niimeros a, se definen como antes pero ahora P* es el conjunto
de los primos que quedan después de eliminar de cada Py, un subconjunto
Ry con el proposito de evitar la presencia de algunas sumas repetidas
que pudieran aparecer. Para que no parezca extrana la definicion de
los conjuntos Ry, esperaremos a que la propia demostracion nos diga
quiénes tienen que ser estos conjuntos. En cualquier caso sea

P =J(Pr\ R)
k

donde los conjuntos de primos eliminados Ry los definiremos maés ade-
lante.

Vamos a demostrar que para ¢ = v/2 — 1, la sucesiéon A% = {ap}pep+

es una sucesién infinita de Sidon con A%(z) = V2= 1to(l)

Para ver que A} es una sucesién de Sidon, supongamos que
apy + Apy = Apt + A,
con ap, > Gy = Ay > Apy ¥ p1, D), p2, vy € P*. La Proposition 7.0.10
implica que
PP €EPR\ Ry vy p2.0h € P\ Ry
para algin par de indices j,k que satisface Q; < QF. Esta tultima
restriccién es consecuencia de la Proposicién 7.0.10, iv).

Seguidamente observemos que gracias a las partes ii) and iii) de la
Proposition 7.0.10 podemos escribir

p1(p2 — ph) = 51Qj + 52Qk/Q;
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para los enteros no nulos

| _ D2 — P gy — L= PUP)
Qj ’ Qr/Qj
los cuales satisfacen las desigualdades
cNe cOer).
D<ol < D0 ) <y < B9
JkQ; TkQk

Esto implica que p; es un primo de Py, que divide a algtin elemento s de
alguno de los conjuntos

Qs
JkQ;’

1 <lsg| <

Sjk = {3 =51Q; +52Q1/Q; : 1< |s1] < Qj ij}

JkQy

para algin j tal que Q; < QF.
Ahora parece mas claro como deberiamos definir el conjunto Ry al

que hemos aludido al principio de la demostracién. El conjunto Ry es el
conjunto de los primos p; en Pj, que dividen a algin elemento de algiin

Sj.k para algin j tal que Q; < Q. °.

De esta manera es claro que la sucesién A} es de Sidon. Si hubiera
una suma repetida ap, +ap, = a, +a, con p1,p; € Pk, p2,py € Pj
entonces tendriamos que p; € Ry, y por tanto a,, & A7.

c+o(

* _ 1 4 :
Para demostrar que A7 .(z) = z ) s6lo necesitamos probar que

|Rk| = o(|Pk|).

Primero veamos que para cada s € S;; y k suficientemente grande,
existe a lo més un p € Py, dividiendo a s. Si p,p’ | s tendriamos que

QL °
]{7 b)

o
(k- 1)?

Qs
k

<pp,§|3|§2'T<

lo cual no puede ser cierto para k grande porque 2¢ > 1= para ¢ < 1 /2.
Por lo tanto,

| QjQi) (Q;Qi%) R

Sl < 2= - -
| ’k|_< JkQ; JkQk J2k?
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Utilizando (2.16), la identidad

202

2c—1=
1_c+c c

para ¢ = v/2 — 1 y la estimacién (2.9) en el ultimo paso, tenemos, para
k suficientemente grande, la estimacion requerida,

- e . JPK2Qy

Qi<Qp ¢ Qi<Q) ¢
262
+2c—1
Q¢ Qs
< kT = ka :0(|Pk|)'

Precisamente el valor ¢ = v/2 — 1 sale de la igualdad 12%26 +2c—1=c.

2.2.5. Sucesiones B, infinitas

Ejercicio 2.2.5. Sea Aj la sucesién By, construida con el algoritmo
1
avaricioso. Demostrar que Ap(x) > x2r-1.

Como ya comentamos en el capitulo anterior, el exponente 1/(2h—1)
que se obtiene con el algoritmo voraz fue mejorado por Ruzsa para el
caso h = 2. Recientemente [17] se ha utilizado una variante del método
de Ruzsa que permite mejorar dicho exponente en los casos h = 3 y
h = 4. Sin embargo el método de Ruzsa se extiende mal para valores
mas grandes de h.

Para valores mayores de h adaptaremos el método utilizado en la
construccion de la sucesion que aparece en el Teorema 2.2.1 y le combi-
nareos con un argumento probabilistico para demostrar la existencia de
sucesiones Bj, que mejoran el exponente Tlfl para todo h.

Aconsejamos a quienes no estén familiarizados con el método proba-
bilistico que pospongan esta lectura hasta después del capitulo 4.

Teorema 2.2.4 (Cilleruelo [12]). Para todo h > 3 existe una sucesion
By, B con
B(z) = zV (=1 +1=(h—1)+o(1)
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Demostracion. Fijemos
c=+(h—1241—-(h—-1)

y consideremos la funcién f(t) = ct?> — t?/y/logt. Sea

P =P

k>3
donde
Pr = {p prime : /71 <y < ef(k)} .
Sea ¢ := q1 < ga < --- una sucesién de primos con

Ml < g < 2

y sea g; un generador de ]F:;j. Para cada p € Py, definimos el entero

bpy=a1(p) + > z;(p)(K*q1)- - (h®q;-1),
2<5j<k

donde z(p) es la solucién de la congruencia

g;cj(p) =p (mdd gj), (h—=1)g; +1 < xj(p) < hg; — 1.

Definimos z;(p) = 0 para j > k.

Es claro que la sucesién By . = {b,} serd una sucesién By, si y sélo si
para todo [, 2 <[ < h no existe una suma repetida de la forma

bpl ++bpl — bp/l —i—_i_bp; (217)
{bpl""7bpl} ﬂ {bpll’7bp;}:®

bp1 > .. prz

bp/1 > pri'

La siguiente proposicién es una generalizacién de la Proposition 7.0.10.

Proposicién 2.2.2. Supongamos que existen pi,...,p;, D}, .-, P, € Bge
satisfaciendo (2.17). Entonces se tiene que:

i) pi,pi € Py, i=1,...,1 for some ky < --- < ky.
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pLoep /RN o/ (méd Q)

Il
=

i) py--ppy pLopey (méd Qp,_, /Qr)  if ki < ki
P1 = P (méd Qp, /Qr,)  if k2 < k1.

iii) kP < & (k4 + k).

i) qvqr | Ty (e pi — P49l

Demostracion. La demostracion es similar a la de la Proposicién 7.0.10:
En este caso k; es el 7 mas grande tal que

zj(p1) + - +xi(p) > i((h—1)g; +1).

La parte iii) es consecuencia de la primera congruencia de ii). La parte
iv) es también una consecuencia obvia de la parte ii). O

La sucesién Bg,. definida al principio de esta seccién puede no ser
una sucesién By para el valor de ¢ que hemos fijado. El plan de la
demostracioén es quitar de B . = (bp)pep €l mayor elemento que aparezca
en cada repeticion para obtener una verdadera sucesion By,

Més precisamente, definimos P* = P*(q) como el conjunto

P = U (Pr \ Ri(q))

k

donde Ry(q) = {p € Pi : b, es el mayor elemento en alguna ecuacién (2.17)}.

Al haber eliminado todas las posibles sumas repetidas es claro que la
sucesion

Bg,c = (bp)pep*
es una sucesion By,
Recordemos que en el Lema 2.2.1 demostrdbamos que Bg.(x) =
2toM) Y i) |Rk(Q)| = o(|Pk|), tenemos que
B; o) ~ Byel(x) =z,

Asi que la demostracién del Teorema 2.2.4 se completard si probamos
que existe una sucesion g tal que |Ry(g)| = o(|P|) cuando k — oc.
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Para 2 <[ < h escribimos
Bad(q, ki, ..., k1) = {(p1,---,p)) : piPi € Pr,, i = 1,..., satisfying (2.17)}.
Observemos que cada p € Ry(q) proviene de alguna 2I/-tupla
(p1,--.,p;) € Bady(q, ki, ..., k1),
con 2 <[<h, kf<---<ky=k. Entonces,

h
Re@l < Y S [Badi@ ki, k) (2.18)

1=2 ky<--<ki=k
Rk max  |Bady(q, Ky, ... k1)l
9<i<h | l(Qa 1y ) l)|
ky<-<ki1=k

IN

Sucede que no sabemos dar una buena cota superior para |Bad;(q, ki, . . ., k1)|
para una sucesion concreta de primos § := ¢ < g2 < ---, pero lo sa-
bemos hacer en media y es aqui donde introducimos el argumento pro-
babilistico. Si el lector estd familiarizado con el trabajo de Ruzsa, la
sucesion g jugara el mismo papel que el pardmetro « en la construccién
de Ruzsa.

Consideremos el espacio probabilistico de las sucesiones § := ¢ <
g2 - - - donde cada g; se elige uniformemente entre todos los primos en el
. 1 i
intervalo (e =1, ¥ *1]. Usaremos que

7€) = (e 1) > 2F k= (2k+O(log k)
para deducir que dados ¢; < --- < g, satisfaciendo
o2l g < 271
tenemos que
k1

_ 1
P(q1,- - aqk, €9) = H 7T<62k+1) _ W(e%—l)
k=1

< efk%+o(k1 log k1)
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Entonces, para una 2l—tupla dada (p1, . . ., p}), usamos la Proposicién2.2.2,
iv) y la estimacién 7(n) = n©(1/108108m) para la funcién divisor para de-
ducir que

P((pl, - ,p;) € Badl(q, kiy.o.., kl))

< > P(q1,---,qk €7)
ql?"'7qk1
q1-ary [Ti=y (p1--pi—p4p})

l

12
=1

< e—k%—i—O(k%/logkl)‘

Usando la Proposition 2.2.2 iii) en la iltima desigualdad tenemos que:

E({(p1,-.-,p)) : Disp; € Pr;, i =1,...,1 satisfying (2.17)}|)

< e MHOW k) ((py, . p}) ¢ pisph € Pi |
< e—kf+0(k%/1ogk1)|pkl 2 [Py, |2

< o KOk logky) | p2f (k1)++2f (k)

; oK+ (K 4k ) = (2et0(1)kT / VIog kr

o (I HER )k —(2eto(V)kE /Viog R

Y usando (2.18) obtenemos
20(h 1)
B[Ry (g)]) < o+ )R ko I,

Finalmente usamos la identidad —1 + QC(h 1)

(h—1)2+1— (h — 1) para obtener
R (G
5 (3 Re@)
— | Pxl
Como la serie es convergente tenemos que para casi toda sucesiéon g la

serie -~
3 Ri(@)]
—~ | Pxl

—c = 0 para ¢ =

3 2 (T )R ero)ke o

IN

< Y K2er(crol)i?/VioEE,
k
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es convergente. As{ que, para cualqueira de estas sucesiones g tenemos
que |Ri(q)| = o(|Pk]), que es lo que pretendiamos probar. O



Capitulo 3

Sucesiones con funcion de
representacion acotada

3.1. Sucesiones Bs[g] finitas

Los conjuntos de Sidon tienen una generalizacién muy natural cuando
permitimos que cada elemento del conjunto tenga a lo més g represen-
taciones distintas como suma de dos elementos del conjunto, salvo por
el orden de los sumandos. Para clarificar la definicién llamaremos r4(x)
a la funcién

ra(r) =|{{a,d'}: x=a+d, a,d € A}

que es distinta de la funcién de representacién de A que se define de la
forma
rara(z) ={(a,d): n=a+d, a,d € A}

Definicién 3.1.1. Sea G un grupo conmutativo. Un conjunto A C G es
un conjunto Balg] sira(x) < g para todo x € G.

Observemos que si A es un conjunto Bs[g] entonces

rata(z) <2ra(z) <2g

para todo x € G. Los conjuntos Bs[1] son simplemente los conjuntos de
Sidon.

43
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Definimos Fy(g;n) como el mayor cardinal que puede tener un con-
junto Ba[g] en {1,...,n}:

Fr(g;n) =méax{|A| : AC{l,...,n}, Aes Byg]}.
El siguiente argumento permite obtener una cota superior para F(g;n).
AP = Z raya(z) <4gn = |A| < 2,/gn.
2<zx<2n

Y con un argumento mas refinado (ver [9] o [13]) podemos mejorarlo un
poco més todavia.

Teorema 3.1.1.
Fy(g;n) <24/(g—1/2)n+ 1.

Demostracion. Por brevedad escribimos r(x) = raya(z) y d(z) = ra_a(z).
Como A es una sucesién Bs[g], tenemos que 7(z) < 2g para todo z. Uti-
lizaremos las identidades

Yorl@) = Y d(z)=|AP

T

d(0) = 4|
Y ) = Y &)

que ya fueron comentadas el el capitulo 1. Entonces
S (@) = 3 2 (w) - AP
x#0 T

= () — AP

<Y r(@)(r(@) —29) + 29> r(x) — |AP

< (29 - DA
Por otro lado,

Sead@) (AP - 4]
Zd2(x): Z d2(1') > ( #;)n ) _ (‘A| 2n|A|) . (3.2)

x#0 1<|z|<n

De (3.1) y (3.2) se obtiene la desigualdad del teorema. O
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Cuando g es grande esta cota no es mucho mejor que la trivial pero
la constante 2 en la cota superior se puede mejorar con un método mas
sofisticado. Se logré por primera vez en [18] y fue el resultado principal de
la tesis doctoral de Carlos Trujillo [63]. Esta mejora y otras posteriores
quedan reflejadas en la siguiente tabla que refleja el valor de C para el
cual se tiene que Fy(g, N) < Cv/gN(1+ o(1)):

C = 2 (trivial)

C = 1,864... (J. Cilleruelo - I. Z. Ruzsa - C. Trujillo, [18])
C =1,844... (B. Green, [32])

C =1,839... (G. Martin - K. O’Bryant, [48])

C = 1,7888... (G. Yu, [66])

C = 1,7802... (G. Martin - K. O’Bryant, [?])

Una manera de construir conjuntos Bs[g] consiste en pegar conjuntos
de Sidon adecuadamente; es decir, anadir traslaciones de un conjunto
de Sidon en un grupo ciclico. En la tabla siguiente quedan reflejadas las
sucesivas cotas inferiores de la forma Fy(g, N) > ¢y/gN(1+0(1)) que se
fueron consiguiendo de esta forma:

¢ =1 (P. Erdés, M. Kolountzakis [39])

¢ = 1,06... (J. Cilleruelo - I. Z. Ruzsa - C. Trujillo, [18])
c=1,121... (B. Green, [32])

c=1,128... (J. Cilleruelo - C. Vinuesa, [16])

No se conoce el comportamiento asintético de Fa(g; n) cuando n — oo
excepto cuando g = 1, donde ya hemos visto que Fy(1;n) ~ /n. De
hecho ni siquiera se sabe si existe un comportamiento asintético (aunque
se cree que si). Sin embargo en [18] se introdujeron nuevas ideas que
permitieron dar una respuesta bastante satisfactoria a este problema.
La demostracién es demasiado compleja para ser incluida en este curso.

Teorema 3.1.2. Para todo g existen g, y o4 tales que

o, /9N (1 +0(1)) < Fa(g, N) < 7g\/gN (1 + o(1))

lim ¢, = lim 64, =0
g—oo 9 g5
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1
o= Sl}p/o f(x)dx

y el supremo se toma sobre todas las funciones positivas integrables f

tales que
/f y)dr < 2

La constante o del Teorema 3.1.2 es dificil de calcular. Durante mucho
tiempo se pensé que o = \/8/777 y que la funcién f(z) = \/;T en
x € [0,1] y f(x) = 0 cuando = ¢ [0, 1] era la funcién para la que se
alcanzaba el supremo. Pero recientemente M. Matolcsi y C.Vinuesa [49]

han construido otra funcién que muestra que o es mayor que esa cantidad
vy han demostrado que 1,6276--- <o < 1,7713....

donde

para todo x.

3.1.1. Conjuntos B[g] en grupos ciclicos

Si definimos Fy(g; G) = max{|A|, A C G, A es Ba[g]}, es claro que

|Al +1
< <g|G| = |A] < 29V|G|. (3.3)
La demostracién del Teorema 3.1.1 se puede adaptar para refinar la cota

superior anterior:
|A] < /29 — 1/|G| + 1. (3.4)

El valor asintético de Fs(g; G) se desconoce en general, incluso para
g = 1. En ese caso, como ya vimos en el capitulo 1, se conoce para
algunas familias de grupos. De hecho, si definimos

ay = lim sup LQ(Q;ZWZ)
I mSee m ]

de las construcciones de conjuntos de Sidon en grupos ciclicos que vimos
se deduce que a; = 1. Para g = k2, Martin y O’Bryant [47] demostraron
que ag > /g. Observemos que (3.4) implica que ay < \/2g — 1. No es
tan facil, sin embargo, obtener una buena cota inferior para ay.
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Un ingrediente clave en la demostracién del Teorema 3.1.2 fue la
siguiente estimacion asintética de ay. Al lector interesado en su demos-
tracién le remitimos a [18].

Teorema 3.1.3. o, = /29 + O(g*/1°).

Ejercicio 3.1.1. Demostrar que Fs(g,G) < /29 — 1/n + 1 para cual-
quier grupo conmutativo de n elementos.

3.2. Sucesiones B}|g] infinitas

Como ya comentamos en el capitulo anterior, Erd6s conjetur6é que
para todo € > 0 existe una sucesién de Sidon infinita A tal que A(x) >
21/2¢_ En general conjeturdé que existe una sucesién By, infinita A con
A(z) > zY/h=¢_En apoyo a esta conjetura, si que se sabe que es cierto
si relajamos la condicién de ser de By, a ser Bplg] para un g = g(h,¢).
Maés concretamente:

Teorema 3.2.1. Para todo h > 2 y para todo € > 0 existe un g = g(h,€)
y una sucesion By[g] con funcién contadora A(z) > x'/M—e.

Este resultado fue demostrado por Erdos y Renyi para h = 2 con el
método probabilistico. Se comentara después y se verd su demostracién
en el capitulo 4. Aunque ellos afirmaron que su demostracion se genera-
lizaba facilmente para h > 3, lo cierto es que no tuvieron en cuenta las
dificultades que surgen al tratar con sucesos que no son independientes.
Afos antes, en el survey que Erdds y Freud [27] escribieron sobre los
conjuntos de Sidon aparece un esbozo de una construccién explicita de
Ruzsa que aparecié publicada con todo detalle y bastantes anos mas tar-
de en [20]. Asi que la primera demostracién correcta del Teorema 1.4.1
hay que atribuirsela a Ruzsa. Esa es la demostracién que ofrecemos aqui.

Demostracion del Teorema 1.4.1. Dados h y €, vamos a construir una
sucesién A con 75, 4(n) acotada y probaremos que A(n) > n'/h~¢ para
n suficientemente grande, que implica el Teorema 3.2.1.

Dada una sucesién en enteros positivos qi,qe,..., (la base) todo
nimero natural z puede ser expresado de manera tnica de la forma

x =by+brg1 +b2qiga +---+bsq1---qs+ -+,
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donde 0 < b; < gj+1. Los b;’s son los “digitos” de x en la base dada.

Sea | > 2, un entero positivo suficientemente grande que sera fijado
més tarde. Fijamos los conjutos 0 € A; C [0, %) tales que los A;’s son
conjutos maxiales con la condicién 7 4,(n) < 1 para todo n. Sabemos
(ver por ejemplo Teorema 1.4.1) que si p es primo, hay un conjunto By, en
[0, p" — 2] con p elementos. Combinando este resultado con el Postulado
de Bertrand podemos asumir que

A > 3 (%)”h. (3.5)

Sea A el conjunto de aquellos niimeros naturales n con las ds propie-
dades siguientes:

i) Cada digito b; of n satisface b; € A;11.

ii) Existe un entero m tal que b, =0 parai € [m+1,...,m+1].

Primero demostrareos que 75, 4(n) < (h!)!". Sumemos h elementos de
A: ai, ag, ..., Qp.

Como el digito j de cada sumando estd en [O, %), el digito 5 de la
suma serd la suma de los digitos j de ay,...,ap. (en otras palabras, no
nos llevamos ninguna al sumar).

Y como el digito j de cada suamando esta en un conjunto Bj, el
digito j de la suma sélo se puede obtener de una manera como suma
de h digitos. Observemos que los h numeros tienen h! permutaciones,
asi que para cada digito de la suma podriamos tener los A sumandos
distribuidos a lo més de h! maneras diferentes.

Finalmente, observar que los digitos no nulos de la suma de h ele-
mentos de A son a lo mas hl. Por lo tanto tenemos que 7y, 4(n) < (h!)!
para todo n.

Ahora daremos una estimacién del valor de A(n). Dado n, sabemos
que existe j tal que

Qg2 q; <n < qq2- - Qi1 (3.6)
Es claro que los enteros con digitos

bieA’H-h Z:j_l77j_17
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y b; = 0 en otro caso estdn en A. Sea N el nimero de estos enteros.
logy

Definnios r = y, para i > 1,

gi = [ (3.7)

ryi—l i—
Como 8(1+2> < g < ey 2(2p) /M < 2e2/¢ < €2 la desigual-
dad (3.5) implica

N 1/h _
1 (1-1—7’)1 1 - i—1
Al > 5 (6% e (3.8)

Primero daremos una cota para logn. De (3.6) y (3.7) se sigue que

(1 + ’I“)j'H

logn <log(qr-qj+1) <1+ (1+7)+-+(1+r) < .

. (3.9)

Seguidamente daremos una estimacién inferior para log N. Aplicando
(3.8) tenemos
J

1 =ty ...4(1 J-1
log N = Z log|A4;| > Ch) i il Chd)

— 2l

< h
i=j—1+1
1 J
_ (1+n (1-(1+rhH—-2. (310
hr
Por (3.9) y (3.10) tenemos
hlog N A+rfA-Q0+r)YH  2rh
logn (1 T 7,)j+1 (1 + r)j+1

1—(147)"" 2irh
— - — 11
T4r @yt (3:11)

i
Usando que 1Tlrr >1—1ryque (1 + %) el > 9 para todo [ > 2,
tenemos

1—(147r)" 1 1 -
1-a+n= 1l—r—(1+r)l=1- Og12l—<1+ °g2l)

147 l

1
_loglgl_7>1_2lolg2l. (3.12)

1
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Por otro lado, como lim;_,4, i 2rh . — () tenemos que, para j sufi-

T4r)it1
cientemente garnde,

2lrh logy
e (3.13)
Finalmente, de (3.11), (3.12) y (3.13) tenemos que

hlog N o1 3log2l7
logn l

para n suficientemente grande.

Terminamos la demostracién del Teorema 3.2.1 tomando, para un

€ > 0 dado, un entero [, suficientemente grande tale que @ < he,

porque entonces log N > (% — e) logn,i.e. N > pl/h—e,

O]

Un pequeno comentario acerca de la the dependencia de g sen funcién
de e. Observemos que nuestro g es (h!)lh v que, dado €, necesitamos elegir
un valor grande de I, digamos [ > ¢ !loge~!. Esto hace que la depen-
dencia de g en funcién de € sea muy mala. El valor de g que se consigue
con la construccién anterior depende de e~! mas que exponentialmente.

Volviendo a la demostracién probabilistica de Erdos y Renyi, la de-
pendencia que se obtiene es nucho mejor y queda reflejada en el siguiente
teorema.

Teorema 3.2.2. Para todo g y para todo B < % — m existe una

sucesion Ba[g] con funcién contadora A(x) > zP.

Posponemos la demostracién al capitulo siguiente dedicado integra-
mente al método probabilistico.

En [11] se demuestra que el teorema anterior también es cierto para
todo B < % — 49% utilizando el método de alteraciéon. Es decir, no
es cierto que para estos valores de [ casi toda sucesién es Bs|g], pero
si que es cierto que el nimero de enteros n en cada intervalo diddico
que tienen més de g representaciones como suma de dos elementos son
suficientemente excasos como para poder destruir esas representaciones

malas eliminando pocos elementos de la sucesién.
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Para h > 3, Vu [65] dio una demostracién probabilistica del Teorema
3.2.1 donde g < €. En [20] se da otra demostracién probabilistica

diferente con g <, € 1.

Ejercicio 3.2.1. Demostrar que si Fo(g;n) > ¢y /gn(1 + o(1)) entonces
existe una sucesion Bsg] infinita A tal que

A(N)
limsup ——= > ¢ 2.
msup 5 = V)

3.2.1. La conjetura de Erdés-Turan

En el Teorema 2.1.1 se demostraba que no existe ninguna sucesién
infinita de Sidon A tal que A(z) > 21/2. Erdés y Turan conjeturaron que
la misma conclusién deberia ser cierta para sucesiones Bs|g] infinitas.

Conjetura 3.2.1 (Conjetura fuerte de Erdés-Turan). Si A es una su-
cesion Ba[g] entonces liminf, ,o A(x)//x = 0.

Esta conjetura esta considerada como uno de los problemas abiertos
m&s importantes en la Teoria Combinatoria de Ntimeros. El hecho de
que las sucesiones Bs[g] no puedan caracterizarse bien en términos de
diferencias (como pasaba con los conjuntos de Sidon) es el que impide
utilizar la misma estrategia que se uso6 en el Teorema 2.1.1. El Problema
3.2.2 ilustra bien este hecho.

El adjetivo “conjetura fuerte”se debe a que es mas fuerte que otra
conjetura, mas conocida pero menos natural, que también propusieron
Erdos y Turan.

Conjetura 3.2.2 (Conjetura de Erdés- Turan). No eziste ninguna su-
cesion infinita A para la que exista una constante g con la propiedad de
que 1 < r4(n) < g para todo n suficientemente grande.

Es decir, que una sucesién Bs[g] no puede ser una base asintética.

Ejercicio 3.2.2. Demuestrar que la Conjetura de Erdés Turan es cierta
si sustituimos r4(n) por da(n) = {(a,d’) : a,a’ € A, a —ad' =n}.

Ejercicio 3.2.3. Demostrar que existe una sucesion de enteros positivos
A con A(z) > z/3 y con la propiedad de que todo entero distinto de cero
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se puede escribir, de manera unica, como diferencia de dos elementos
de la sucesion.

En [15] se demuestra que dada una sucesién infinita de Sidon A, existe
una sucesién de enteros positivos B con B(z) > A(xz/3) y con la pro-
piedad de que todo entero distinto de cero se puede escribir, de manera
Unica, como diferencia de dos elementos de la sucesiéon. En particular
existe tal sucesién B con B(z) > zV2-1+o(l),

3.3. Bases

Definicion 3.3.1. Se dice que una sucesion de enteros no negativos A
es una base (asintdtica) de orden h si todo entero no negativo (suficien-
temente grande) se puede escribir como suma de h elementos de A.

Por ejemplo, un resultado clasico de Lagrange dice que la sucesién
de los cuadrados es una base de orden 4. Mas en general, Hilbert de-
mostré el problema de Waring: para todo & > 1, existe una constante
gr de talmanera que la sucesién {n* : n > 0} es una base de orden gy.

Otro ejemplo notable es la sucesiénd de los primos, que después del
teorema de Harald Helfggot sabemos que son una base de orden 3 para
los impares mayores que 5. La conjetura de Goldbach afrima que la
sucesion de los primos es una base de orden 2 para los pares mayores
que 2.

Es claro que cuanto més densa sea una sucesién mas facil es que sea
una base. Por el contrario, si la sucesion es muy densa, mas dificil es que
sea una sucesiond e Sidon o una sucesién By,. Otra manera de enunciar la
conjetura de Erdés Turan es diciendo que no puede existir una sucesién
Bs[g] que sea una base asintética de orden 2.

Si A es una base de orden h entonces, para todo n, cualquier entero
menor o igual que n se escribe como suma de h elementos de A menores
o iguales que n. Como el nimero de h-tuplas (ai,...,ap), a1 < -+ <
ap <mn, a; € A es (A(n);h_l) > n, tenemos la desigualdad trivial

<A(n)4};h— 1) >
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de donde
A(n) > (hn)Y"(1 4 o(1).

Por otro lado es facil construir bases de orden A con funcion contadora
A(n) < n'/". Considerése por ejemplo la sucesién

h—1

A=A (3.14)
k=0

donde
A = Z €s2° 1 e, €40,1}
s=k (méd h), s>0

Para ver que A es una base de orden h observemos que todo entero
positivo n puede escribirse de la forma

n=>Y €2° e €{0,1}.

s>0

Por lo tanto podeos escribir n como suma de h elementos:
n=ny+---+np

donde
ng = Z €:2° € A, C A.
s>0
s=k (mdd h)
Dejamos como ejercicio la estimacién del orden de magnitud de A(z).

Ejercicio 3.3.1. Demostrar que la funcion contadora de la sucesion A
descrita en (3.14) satisface A(x) > z'/".

No es dificil demostrar que una sucesién de Sidon no puede ser una
base asintética de orden 2. Una conjetura famosa de Erdds afirma que
la exitencia de una sucesién de Sidon que es base asintdtica de orden 3.

Conjetura 3.3.1 (Erdés). Existen sucesiones de Sidon que son bases
asintoticas de orden 3.
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Recientemente ha habido importantes avances en esta direccién. Alain
Plagne y Jean Marc Deshouillers construyeron de manera explicita una
sucesion de Sidon que es base asintotica de orden 7 y posteriormene San-
dor Kiss rebajo el orden a 5. En el capitulo 4 se prueba este teorema.
De hecho el orden se ha rebajado a 4 e incluso a 3 + € para todo € > 0.
Explicaremos que queremos decir con esto.

Definicion 3.3.2. Decimos que A es una base asintdtica de orden h+ ¢
st todo entero n suficientemente grande se puede escribir de la forma

n:a1+"'+ah+a’h+1, ah+1§n€, al,--~,ah+1€A-

En [8] se ha demostrado el siguiente teorema.

Teorema 3.3.1. Para todo € > 0 existe una sucesionde Sidon que es
una base asintética de orden 3 + €.

La demostracion es demasiado complicada para ser incluida en este
curso pero uno de los ingredientes de la demostracion es la existencia
de conjuntos de Sidon en grupos ciclicos Z, que son bases de orden 3.
Aunque en [8] se demuestra la existencia de dichos conjuntos para todo
n suficientemente grande, aqui nos conformaremos deostrandolo para
infinitos valores de n.

Teorema 3.3.2. FExisten infinitos grupos ciclicos Z,, que contienen con-
juntos de Sidon que son bases de orden 3.

Demostracion. Ya hemos visto que para todo primo p y para todo g,
generador de [y, el conjunto

S={(z,¢9"): x=0,...,p—2}

es un conjunto de Sidon en Z,_1 X Z,. Demostraremos que S es también
una base de orden 3. En otras palabras, que todo elemento (a,b) €
ZLyp—1 X Zy se puede escribir de la forma

(a,b) = (x1,9™") + (22, 9") + (23, 9™). (3.15)

De hecho probaremos que el nimero de soluciones de (3.15) coincide
exactamente con el nimero de puntos (U, V), V # 0 de la curva eliptica
U? =4V3 4+ (bV + ¢g%)% en F,,.
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Vamos a contar, para cada (a,b) € Zy—1 X Z,, el nimero de soluciones
(1, x9,x3) del sistema

r1+zo+x3 = a (médp-—1) (3.16)

g+ g2 +g"™ = b (mdd p). (3.17)

Este puede reducirse al la congruencia
g7 +g” +g T =0 (mdd p),

que a su vez es equivalente a la ecuacién

A
X+Y+—= 5 1
tY + 5+ b (méd p) (3.18)
después de hacer los cambios ¢** = X, g*2 =Y, g* = \. Haceos ahora
un nuevo cambio de variables:
212 A
X=——" Y =——.
U—-bV -\ Vv

Como XY # 0 tenemos que anadir las condiciones V' # 0, U # bV + .
Con estas restricciones el cambio de variable es biyectivo y (3.18) es
equivalente a la ecuacion

Lfﬂfw = b (méd p)

U-bV -\ V 2V

— 212 _ U+bV+A (m6d p)
U—-bV -\ 2V

— AV34 BV + 0?2 = U2 (méd p).

Cada punto de esta curva eliptica (excepto (U,V) = (£A,0)) corres-
ponde a una solucién (X,Y) de (3.18). Por el Teorema de Hasee [37]
sabemos que la curva eliptica tiene p + O(,/p) puntos (U, V). O

3.4. Sucesiones con funcién de representacién
constante

Estando claro que la conjetura de Erdés-Turan es un problema muy
dificil, nos podemos hacer preguntas que estén mas alcance de nuestra



56 Javier Cilleruelo

mano. Por ejemplo, ;Existe alguna sucesion infinita de enteros no nega-
tivos A que r444(n) sea constante para n suficientemente grande? Un
momento de reflexién nos lleva a la concluisén de que esto no puede
ser cierto porque r444(n) es impar si n = 2a para algin a € A y es
par en otro caso. Para evitar esta contradiccion trivial provocada por
la simetria de la funcién r444(n), consideremos en su lugar la funcién
ra(n) ={(a,d): a+ad =n, a<d}.

(Existe una sucesién de enteros no negativos A con 74(n) constante
para todo n suficientemente grande? La respuesta también es negativa
pero el argumento es mas sutil. Es una bonita aplicacién de las funciones
generatrices.

Teorema 3.4.1 (Dirac [24]). No existe ninguna sucesion infinita de
enteros no negativos A tal que r5(n) sea constante para todo n suficien-
temente grande.

Demostracion. La funcién generatriz de A es la funcién f(z) = >, 4 2%
La primera observacion es que

fla)= 30 @™ =23 2" =) 2t =2 ra(m)” - fa?).
a,a’ €A a<a’ acA n
Supongamos r4(n) = ¢ para n > ng. Entonces

P(z)

1—=x

f@?) < @)+ f(a®) =2 Z ra(n)z™ + 2¢ Z " =

n<ng n>ng

para algtin polinomio P(z) de grado a lo més ng. La contradiccién apa-
rece tomando el limite cuando z — —1:
P(z) _ P(-1)

; 2\ _ 7 —
x1—1>n—11 f(x ) =0y xl—l>n—ll 1—xz 2 < oo

O]

Si llamamos L4 = limsup,,_,oora(n) y {4 = liminf, . r4a(n), otra
manera de enunciar el teorema es anterior es diciendo que si La—14 > 1
para toda sucesién infinita de enteros no negativos. Todavia no he visto
ninguna demostracién de que Ly — 4 > 2. En esta direccién C. Sandor
[57] ha demostrado que L — 14 > 2v/Ls — 1.



Conjuntos de Sidon 57

En los ultimos afios se han estudiado otras funciones de represen-
taciéon. Consideremos para j < k la funcién r;(n) asociada a una su-
cesién A, que cuenta el nimero de representaciones de n de la forma
n = ja + kd’, a,a’ € A. Cuando j = 1 el resultado puede parecer
sorprendente.

Teorema 3.4.2 (Moser, [50]). Para todo k > 2 existe una sucesion de
enteros no negativos A tal que rl’k(n) =1 para todo n > 0.

Demostracion. La demostracion es constructiva. Veamos quién tendria
que ser A si existiera. Es claro que si f(z) = > .4 2% es la funcién
generatriz de A entonces

@ fh) = (Z) (Zxk)

a€A a’'€eA
/
— Z potka Zrl,k(n)xn
a,a’€A n
1
11—z
n>0

Y sustituyendo z por z* tenemos que
k E2\ _ 1
Pt ) = =
Es decir,

1—ak 2 2
f@) = = f @) = (1+a+a? 4+ 4281 fh).

Iterando esta igualdad obtenemos que la funcién generatriz es

o= T (17 9 1 0

j=0
Desarrollando el producto vemos que A es la sucesién de todos los enteros
no negativos con todos sus digitos en {0,1...,k — 1} cuando se escribe
en base k2. O

Por el contrario, en [21] se demostré que si 1 < j < k entonces no
existe ninguna sucesién infinita A para la que r;;(n) sea constante para
n suficientemente grande.
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Capitulo 4

El método probabilistico

4.1. El método probabilistico

El método probabilistico, muy ligado también a la figura de Paul
Erdés, permite demostrar la existencia de objetos combinatorios (por
ejemplo grafos o conjuntos de enteros con determinadas propiedades)
que no se saben construir de manera explita. Se ha convertido en una
herramienta muy poderosa y activa en muchas areas de las matematicas
y en particular en la combinatoria y la teoria de nimeros. El libro [3]
es una magnifica referencia del método probabilistico y en el libro [36]
se hace un tratamiento exhaustivo del método probabilistico aplicado a
los conjuntos de Sidon y problemas relacionados.

Comenzaremos con unos preliminares sobre probabilidad.

4.1.1. Preliminares
Recordamos que el valor esperado y la varianza de una variable alea-

toria X que toma un numero discreto de valores z se definen respectia-
mente como

po= E(X)=) aP(X =x)
o2 = E((X —pn)?) =EX?) —p*

99
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En el caso de que X no tome valores negativos tenemos, para todo A > 0,
la desigualdad

E(X) > ) aP(X =z) > AP(X > ),

>\
que se conoce como la desigualdad de Markov:

Proposicién 4.1.1 (Desigualdad de Markov). Sea X una variable alea-
toria no negativa. Entonces para todo A > 0 tenemos que

P(x > \) < 2X) (4.1)

Una consecuencia de la desigualdad de Markov es la desigualdad de
Chebyshev:

Proposicién 4.1.2 (Desigualdad de Chebyshev). Sea X una variable
aleatoria no negativa con varianza o2. Entonces para todo A > 0 tenemos
que

P(|X — E(X)| > \o) < (4.2)

1
ﬁ-

Demostracion. Simplemente aplicamos la desigualdad de Markov a la
variable Y = (X — E(X))? la cual satisface E(Y) = o2

E 1
P(IX —E(X)|>Xo) =P (Y >)\0%) < 55 = —.
O

La desigualdad de Chebyshev cuantifica la concentracién de una va-
riable alrededor de su media. Pero cuando X es una variable que es
suma de muchas variables independientes la concentracién alrededor de
la media es mucho mayor. Es de tipo exponencial.

Teorema 4.1.1 (Chernoff). Sean Xi,...,X,, variables aleatorias ide-
pendientes tales que | X; —E(X;)| < 1 para todo i. Sea X = X1+ -+ X,
y sea 0 la varianza de X. Entonces para todo \ > 0 se tiene que

P(|X — E(X)| > Ao) < 2méx(e /4, 272/2),
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Demostracion. Por comodidad empezamos haciendo los cambios de va-
riables

Y, = Xi—E(X;)

Y = Yi4---+Y,.
Es claro que las nuevas variables Y; satisfacen |Y;| < 1, E(Y;) =0y que
ademés Y tiene la misma varianza o2 que tenia X.

Para |t| < 1 tenemos que
E(e™?) < E(1 +tY; + £2Y2) = 1 + 2Var(Y;) < Va0 (4.3)
La primera desigualdad es consecuencia de que e* < 1+xz 422 si 2| < 1,

y la segunda desigualdad se debe a que 1 4+ x < e” para todo .

Utilizando (4.3), la desigualdad de Markov y el hecho de que las
variables Y; son independientes (y por tanto las variables e/¥7), tenemos,
para todo A real y para todo [t| < 1:

E tYy
]P)(Y Z )\O') — ]P(ety 2 6t>\0'> S (j\ )
e g

E (etYl e etYn) E (etYI) K (etYn)

etAo etro
2 2
- et Var(Y7) . .. et Var(Yr) L be 202
< Y =e e 7.
e
El valor de ¢t que minimiza la parte derecha es t = % Asi pues

tomamos t = min (1, \/(20)).
Si A < 20 obtenemos que P (Y > A\o) < e N/4,
Si A > 20 obtenemos que P (Y > Ag) < e 2H0” < ¢=A/2,

Es decir, P(Y > Ao) < maéx e*’\2/4,2*)“’/2 . De manera andloga

tenemos la misma estimacién para P (Y < —\o), por lo que

P([Y] > Ao) < 2mix (e_/\2/4, 2_)“’/2) .

El siguiente corolario cubrird la mayoria de nuestras necesidades.
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Corolario 4.1.1. Sea X = X1+ --- 4+ X,,, con X; € {0,1}. Entonces
para todo € > 0 se tiene que

P(|X — E(X)| Z GE(X)) S 2€_min(€2/475/2)E(X)_

Su demostracién se deja como ejercicio

Ejercicio 4.1.1. Demostrar el Corolario 4.1.1.

El teorema de Borell-Cantelli es una pieza fundamental en el método
probabilistico.

Teorema 4.1.2 (Borell-Cantelli). Sean Ey, Ea, ... una sucesion de su-
cesos tales que Y, P(E,) < oo. Entonces, para todo entero positivo M
se tiene que

M

En particular, con probabilidad 1, ocurren a lo mds un nimero finito de
sucesos E1, Eo, . ...

P(Ocurran menos de M sucesos Eq, Fs, . ..

Demostracion. Aplicamos la desigualdad de Markov a la variable alea-
toria Y = > 1(F,) donde 1 es la funcién indicadora de un evento:
1(E) = 1 si el suceso ocurre, y 1(E) = 0 en caso contrario.

Utilizamos también el hecho de que E(Y) = )" P(E,).
P(Y < M) = 1-PY > M)

> 1o EY)
- M
D O 025

M
O

4.2. Un problema de sumas distintas de Erdos

Segun decia el propio Erdés [26], su primera conjetura seria, anterior
incluso a las relativas a los conjuntos de Sidon, se refiere a un problema

de sumas distintas que tiene un sabor parecido al de los conjuntos de
Sidon.
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Definicién 4.2.1. Decimos que un conjunto A = {a1,...,ar} es de
sumas distintas si todas las sumas

era1 + - -+ epag, € € {0,1}
son distintas.
El conjunto formado por las potencias de dos: 1, 2, . .., 2¥ es el ejemplo

mas natural con esta propiedad. Erdés conjeturd que esencialmente es
éste el conjunto més denso.

Conjetura 4.2.1 (Erdés). Si A ={ai,...,ax} es un conjunto de sumas
distintas y aj, es el mayor elemento del conjunto, entonces aj > 2F.

Conway y Guy encontraron un ejemplo con a; < 2872, mds denso que
el de las potencias de 2 pero que no contradecia la conjetura de Erdés.

Un argumento sencillo de conteo permite demostrar que
ap, > (28 — 1) /k.

Hay 2% sumas de la forma eja; + --- 4 ezap con ¢ € {0,1} y todas
ellas son distintas y no negativas. Asi que la mayor de ellas ha de valer
al menos 2¥ — 1. Si no fuera asf alguna de esas sumas se tendrian que
repetir. Por lo tanto

Qk—1§a1+-"+ak§kak — ak2(2k—1)/k.

Erdos probé que ap, > 3 f f utilizando la desigualdad de Chebychev
y lo dejamos como ejercicio.

Ejercicio 4.2.1. Utilizar el Teorema de Chebychev para demostrar que
st 1l < ap < --- < ap tiene la propiedad de que todas las sumas de
distintos elementos son distintas entonces aj > 3\f\f

Aqui damos una demostracién alternativa que da una mejor constan-
te.

Teorema 4.2.1. Si A={1<a; <--- < ag} es un conjunto de sumas
distintas entonces
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Demostracion. Sea X; la variable aleatoria que toma los valores a; y —a;
con probabilidad 1/2. Es claro que E(X;) = 0y que E(X?) = a?.

Consideremos la variable
X=X+ -+ X

Es claro que si ¢ # j entonces X;, X; son independientes y por tanto
E(XZXJ) = E(XZ)E(X]) =0. Asi que

k
E(X?) = ) E(XX;) =) E(X7)+) E(XX;)
i

i=1 i#j
k
= Za? < kai.
i=1

Por otra parte,

E(X?) =) s°P(X =s)

S

donde s recorre todos los posibles valores que puede tomar X.

Observemos que cada uno de esos valores se toma con la misma pro-
babilidad P(X = s) = 27*. Ademés todos ellos tienen la misma paridad
que aj + - - -+ ay (es claro que e1a; +- - -+ egax = ag+- -+ ai (mdd 2)).
Supongamos que aj + --- + ag es par (si fuera impar el razonamiento
serfa el mismo). En ese caso, el menor valor posible de E(X?) corres-
ponde al caso donde s recorre los 2% pares, positivos y negativos, més
cercanos a 0 (el 0 no se puede tomar porque darfa lugar a dos sumas
iguales). Utilizando también que 3, 3% =n(n+1)(2n+1)/6 tenemos
la desigualdad

E(X?) > 2 ) (252"

1<j<2k-1
k32 1R A DR £ )
6
22k
> -
-3

De las cotas superior e inferior para E(X?) obtenemos la desigualdad.
O]
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Iskander Aliev [1] ha demostrado que

3 k

4.3. Sucesiones By|g]

Un simple conteo permite obtener una cota superior trivial para el
mayor tamano de un conjunto Bplg] en [1,n]. Si A es tal conjunto en-
tonces

A = 3 ra(n) < h- hign

n<hn
de donde |A| < (h - hign)'/".
Un argumento bastante similar al de la secciéon anterior permite me-

jorar esta cota superior (ver [14]).

Teorema 4.3.1. Sea A C [1,n] un conjunto Byg]. Entonces
|A| < (V3hhig)'/".

Demostracion. Sea Y la variable aleatoria definida por
Y=X1+ -+ Xp,

donde las X son variables aleatorias independientes distribuidas uni-
formemente en A. Podemos obtener una cota superior de la varianza
de una manera sencilla haciendo uso del hecho de que E((X — u)?) es
minima cuando p = E(X):

E((Y-Y)*) = hE((X-X)?
hE((X—(N+1)/2)%)
(N —1)?

I

IN

< h

Para obtener una cota inferior de la varianza E ((Y — Y')?) considera-
mos el multiconjunto hA = {a1+---+ap;a; € A} ={s;: i=1,...,k},
donde k = |A|".
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APE((Y -Y)?) = > (si - Y)2

s;€hA

El valor minimo de la varianza ocurre cuando los elementos esta tan
cercanos entre si como sea posible. Observemos que los s;’s toman valo-
res enteros que aparecen, a lo mds, gh! veces (porque A es un conjunto
By [g]). Entonces, la varianza no es menor que la varianza del multicon-
junto

L={1,...1,2,...,2,....1,....1},

donde [ = [k/gh!] y cada elemento aparece exactamente gh! veces en L.
Asi que,

APE((Y -Y)?) > > (x-2)°=) a*—|Lz°
€L zeL
- gh'2k2 m(l“)
2
_ gh!1(1+1)é21+1) _gh!l(lzl)
3
_ gh!l(l+1)(l+2)2 ¥k
12 12(gh!)2 12
2h
> |A[h L_i )
12(gh)2 12

Finalmente hemos probado que

A2 (v — 1)
(<gh'> 1)“ T

que implica

Al < ((gh)?(BR(N — 1)? +1))*" < (V3hhlgN)V/™.
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4.4. El espacio probabilistico de las sucesiones
infinitas

Erdés y Renyi consideraron el espacio probabilistico de todas las su-
cesiones A de enteros positivos donde todos los sucesos n € A son inde-
pendientes entre si y con probabilidades

P(n € A) = f(n). (4.4)

Tipicamente la funcién f(z) tiene a 0, es mondtona decreciente y se
elige de acuerdo con el problema a tratar. Es también la responsable del
crecimiento de las sucesiones en ese espacio (de casi todas ellas para ser
ma4s preciso).

Ejercicio 4.4.1. Demostrar que si f(z) = z~*(logz)? con 0 < a < 1
entonces

S 1) ~ ——n1"(logn)”,

n
- 11—«
2<i<n

Proposicién 4.4.1. Sea f(z) = min(cz=*(logz)?,1), con 0 < a <
1, ¢ > 0. Con probabilidad 1 una sucesion aleatoria A en el espacio
probabilistico definido en (4.4) satisface

nl—a

A(n) ~ 1 (logn)P.

Demostracion. Para cada n consideramos la variable aleatoria
A(n) = Z 1(n € A),
i<n

donde 1(n € A) es la funcién indicatriz de dicho evento. El célculo de la
esperanza de A(n) es un sencillo ejercicio(ver Ejercicio 4.4.1 ).

l-a

(logn)?.

E(An) =c¢ 3 i (logi)? + O(1) ch

2<i<n

—

Es claro que que A(n) satisface las condiciones del Corolario 4.1.1. Por
lo tanto,

P(|A(n) — E(A(n))| > €E(A(n))) < e~ <EAM)/4
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1/2
Tomando € = 3 (%) tenemos que

P (]A(n) n))| > 3y/(logn)E ) ~O/)logn =2,

Como la serie ) n~2 es finita se tiene que, con probabilidad 1, la su-
cesién aleatoria A satisface

|A(n) — E(A(n))| < 3y/lognE(A(n))

para todo n excepto quizas para un numero finito de casos. Es decir, con
probabilidad 1 se tiene que

A(n) = E(A(n))+0( lognE(A(n)))>

nl—a

= a(logn)’g (1+0(1)).

= C

4.4.1. Teorema de Erdds-Renyi

Una de los primeros éxitos del método probabilistico fue el siguiente
teorema de Erdés y Renyi [28], donde demostraron que para todo € > 0
existe un g = g(e) y una sucesién Bslg] tal que A(z) > x'/27¢. Més
concretamente,

Teorema 4.4.1. Para todo g y para todo 8 < % — m eriste una

sucesion Ba[g] con funcién contadora A(x) > xP.

Demostracion. Consideremos la funcién f(z) = 2~ para un a que de-
terminaremos mas adelante. Cosideremmos también el espacio proba-
bilistico asociado a la funcién f(z) y sea Ry, g41 el suceso:

El entero n tiene al menos g + 1 representaciones de la forma
n:kl‘f'(n—k’l):"':kg+1+(n—kg+1)

conky < - <kgp1 <n/2, ki, n—k; € A.
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Mas formalmente, podemos expresar este suceso como uniéon de in-
tersecciones de sucesos de la forma siguiente,

g+1

Rygi1 = \/ N (Ei,n — ki € A).

1§k1<-~~<k9+1§n/2 i=1

Es claro que todos los sucesos k; € A,n—k; € A, i=1,...,9+ 1 son
independientes entre si excepto los dos sucesos kg11 € Ay n—kgy1 € A
cuando ky11 = n/2 porque en ese caso los dos sucesos son el mismo. Asi
que distinguiremos ese caso duranto el calculo siguiente:

]P)(Rnyg"f‘l) S Z P(klan_kl7'~'akg+lan_kg-‘rl GA)
1<k < <kg11<n/2
= Yo k= k)T kg (0 kg)
1<k1<--<kgy1<n/2
+ > ky®(n— k1)~ -k (n = ko)~ (n/2)"

1<ky <--<kg<n/2

R

Para la primera suma observemos que (k; —n)~% < (n/2)~. Por lo
tanto

D R D VR
1 1<k <-<kgy1<n/2
g+1

IN

< (n/2)th L Y e
1<k<n/2
< poolgt)p(i-a)(g+)

< ploth-20)
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Para la segunda procediendo de manera similar obtenemos

g
Yoo< (et [N e
2 1<k<n/2
< polotD),(1-a)g
< n(9+1)(1—20‘)_(1_0¢)‘

Asi que,
P(Rpg11)) < nlgtD0=20),

Tomando o = % + m + € tenemos que

P(Rn,g-‘rl) < n_1_26(g+1).

Por lo tanto la suma ), P(R, 411) es finita y podemos aplicar el teore-
ma de Borel-Cantelli para deducir que con probabilidad 1, a lo mas un
numero de sucesos R, 441 ocurren.

Tomemos cualquiera de estas sucesiones A y sea ng el mayor n tal
que R, 441 ocurre. Eliminemos de A todos los elementos hasta ng. La
sucesion resultante es entonces una sucesiéon Bs[g] y por la Proposicién
4.4.1, su funcién contadora satisface

1 1
A(g;) ~ cx?2 20D —€

para cierta constante c. ]

4.4.2. Bases con pocas representaciones
Teorema 4.4.2. Eriste una sucesion A con

ra(n) < logn.

Demostracion. Sea f(x) = min(104/logx/x,1) y consideremos el espa-
cio probabilistico de todas las sucesiones donde todos los sucesos = € A
son independientes y P(x € A) = f(x). Nuestro objetivo serd demostrar
que con probabilidad 1 tenemos que 74(n) < logn.



Conjuntos de Sidon 71

El ntimero de representaciones de n como suma de dos elementos de
A es la variable aleatoria definida

TA(n): Z IA(ny)u

z<y
T+y=n

donde I4(z1,...,2;) = 1 si todos los x; € A y vale 0 en otro caso. La
primera observacién es que todos los sucesos (z,y € A) con x +y =n
son independientes.

El valor esperado de esta variable aleatoria puede ser calculado facil-
mente:

E(ra(n)) = Y E(la(z,y))

<y
T+y=n

= Y f@)fn-2)+ f(n/2),

x<n/2

donde f(n/2) es simplemente 0 si n es impar.

Se deja como ejercicio justificar los detalles de los siguientes pasos:

n/2
po=Blra@) ~ [ 500t (4.5)
1/2
~ n (sn)f(n(1—s))ds
1/n
N 100/1/2 V/log snlog(n(1 — s))ds
1/n s(1—s)
~ 1007 logn.

Estamos en condiciones de aplicar el Corolario 4.1.1 con € = 1/2.

1 3 n
P <2Mn <ra(n) < 2,an> < 2%

< 95~ 100m/16(1+0(1))
1

n2’

<
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Como la serie >, n~2 es convergente podemos aplicar el Teorema de

Borel-Cantelli para concluir que con probabilidad 1 se tiene que

1

—fn < T (n)§
2,“71 A 2//%

para todo n excepto para un finito niimero de enetros n. La demostracién
finaliza observando que pu, ~ 1007 logn. O

Ejercicio 4.4.2. Demostrar que para todo € > 0 existe una constante C
y una sucesion de enteros positiva A tal que

Clogn <ra(n) <C(1+e¢)logn.



Capitulo 5

Aplicaciones a problemas
aritméticos y combinatorios

En este capitulo se veran aplicaciones de los conjuntos de Sidon a
problemas aritméticos y combinatorios en cuerpos finitos. Muchos de
ellos se puden describir utilizando conjuntos de Sidon en grupos finitos.
Algunos de ejemplos que veremos en este capitulo son los siguientes:

= Ultimo Teorema de Fermat en F,: ;Tiene la congruencia

n

2"+ y"=2z" (méd p)
soluciones no triviales?

» Estimaciones suma producto en [F,: jExiste algin conjunto A C
[F, con tamanos de los conjuntos A + A y AA simultaneamente
pequenos?

» Ecuaciones en F,: ;Cuédntas soluciones tiene la ecuacién
T1T2 = T3 + T4

en F, con z; € A;?

Las respuestas clasicas a estos problemas se han servido de la maqui-
naria de las sumas de caracteres, pero utilizandoconjuntos de Sidon es
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posible dar deostraciones de naturaleza eleental. Los resultados que sir-
ven de caja negra para estos y otros problemas se explican en la siguiente
seccion.

5.1. Equidistribucién de conjuntos de Sidon den-
sos en conjuntos suma

Teorema 5.1.1. Sea A un conjunto de Sidon en un grupo conmutativo
finito G con |A| = /|G| —0d. Entonces, para todo par B, B' C G tenemos
que

A
{(b,V) e Bx B, b+t € A} = HIBHB’I +6(1BI|B')"?|GI',

con |0 <1+ %méx(o,é).

Demostracion. Como A es un conjunto de Sidon,

> rp_p(@)ra_alz) = |AB[+> rp-p(a)ra_a(x)

zelG x7#0

|A[|B|+ ) _rp-p(z) = |A||B| + |B]* - |B].
x#0

IN

Usando esta desigualdad y las identidades (1.4) y (5.5) tenemos

2 2 2
> <7"A_B(x) - |f‘|"G|‘B’> =Y rp-p@)raalz) - W (5.1)

zeG zeG
2IGI= 147

< |B|(|A| - 1) +|B
[BI([A] = 1) + | Il

Observemos que

!/
{(b,0) € BxB', b+V' € A}I|BH|BG|HA| =2 (’"AB(b’) - W) .
b'eB’
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Aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz y tomando en cuenta (5.1)
y |A] = |G|'/? — 6, se tiene

481 [ G| 1A
racn®) - L) <121 (181041 - v+ 5P
2 < G| G|

veB!
1/2 _
= |B||B]| ‘G,1/2 —5—1+ ,mw
G|
B|

< |B||B'||G|'/? (1 + 2méx(0,5)||G|) :

O]

Los conjuntos que consideraremos en las aplicaciones satisfacen § < 1
y |B| = o(|G|). En estos casos tendremos |0] < 1+ o(1).

Cuando B = B’ es un subgrupo de G obtenemos un sencillo corolario

Corolario 5.1.1. Sea A un conjunto de Sidon en un grupo conmutativo
finito G con |A| = /|G| — 0 y sea B un subgrupo de G. Entonces

| B||A] 1/4
IBNnA|l= """ 4+9G|Y
a Y
con |0] <1+ %méx((),é).

Demostracion. Cada elemento z € B tiene |B| representaciones de la
forma z = b+, b,b € B. Por lo tanto
{(b,t) € Bx B, b+l € A}|

| Bl '

|IBNA|l =
El corolario sigue del Teorema 5.1.1. O

El siguiente corolario también serd de utilidad en las estiaciones suma-
producto.

Corolario 5.1.2. Sea A un conjunto de Sidon en G con |A| = |G|'/2 5.
Para todo par de conjuntos B, B’ C G tenemos

B+B4] <!B +B’\>1/2 G

G

ANB| <L
Ansl= B
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para algin 0 con |0] <1+ max(0, ) ||g\"

Demostracion. Por el Teorema 5.1.1 tenemos

|B'I|[ANB| = [{(=V,b+V): beB, b eB, -b+(b+b)ec A}
<H{W V) : ¥ e(=B)x (B+B), ¥+ € A}

A||B'||B+ B’
§’ I ;’C;|+ |_|_9 |B’||B—|—B’||G|1/4

para algun 6 con |f| < 1+ méx(0,0) ||g| y se sigue el Lema. O

5.2. El dltimo Teorema de Fermat en [,

El Ultimo Teorema de Fermat afirma que para cualquier entero n > 3,
la ecuacion

4yt =2" (5.2)

no tiene soluciones enteras x, ¥, z con xyz # 0. Descubierto en el margen
de un libro de Fermat no se convirtié en un auténtico teorema hata que
Andrew Willes lo demostré completamente en 1998.

Si en lugar de considerar la ecuacién (5.2) en los enteros, la conside-
ramos en F,, el problema es bien distinto. De hecho si que va a tener
soluciones no triviales, al menos si p es suficientemente grande. Las de-
mostraciones clasicas del Teorema 5.2.1 utilizan andlisis de Fourier en
grupos finitos. La deostracién que ofrecemos aqui es de naturaleza ele-
mental y es una consecuencia directa del Corolario 5.1.1.

Teorema 5.2.1. Para todo n > 1 y para todo primo p > n*, la con-

gruencia
n

(méd p) (5.3)

"+ yn =,
tiene soluciones x,y, z, xyz # 0.
Dividiendo la ecuacién (5.3) entre 2™, el problema es equivalente a

estudiar la ecuacién x +y =1 (méd p) cuando x,y pertenecen al grupo
multiplicactivo generado por las potencias de exponente n.
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Teorema 5.2.2. Sea Q un subgrupo multiplicativo de F, y sea S(Q) el
numero de soluciones de

r+y=1 (médp), z,y€Q. (5.4)

FEntonces

2
5@ =L +o(a).

Demostracion. Sea g un generador de IFy. Si |Q| = m entonces m es un
divisor de p — 1 y el grupo multiplicativo @) serd de la forma

Q={¢"": 0<x<m-—-1}
donde n = %. Consideremos el subgrupo
B ={(nu,nv): 0 <wu,v <m-—1}
y el conjunto de Sidon

A={(z,9): §"+¢' =1} CC=Zp 1 X Ly 1.

Cada solucién (z,y) = (g™, g") de (5.4) la podemos identificar con
un elemento (nu,nv) € BN A. Aplicando el Corolario 5.1.1 tenemos que

_ _ [oF
S(Q) = BN A= == +O(vp)

5.3. Sumas contra productos

Es bien conocido que el tamano de A+ A = {a +d/, a,d’ € A} se
minimiza cuando A es es una progresion aritmética y que el tamano de
AA = {ad, a,a’ € A} lo hace cuando A es una progresién geométrica.
Ya que parece dificil que un conjunto A se parezca simultaneamente a
una progresién aritmética y a una progresién geométrica, tiene sentido
conjeturar que o bien A + A o bien AA son grandes.

Conjetura 5.3.1 (Erd6s-Szemeredi). |A + A| + |AA| > |A]>~€
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Resultados del tipo |A + A| +]AA| > |A|'T se han ido consiguiendo
en los ultimos tiempos. La ultima mejora,

LAM&
A+ Al + |AA —_—

ha sido obtenida por J. Solymosi [61] y es consecuencia inmediata del
siguiente teorema:

Teorema 5.3.1 (Solymosi). Para todo conjunto A de nimeros reales,
Al

2
>
AAA+ AP 2

Demostracion. La energia multiplicativa de A se define como

E(A) =Y [(a,d); ad =X} =" [{(a,d); a/d' = A}|?
A A

Laigualdad se debe que E(A) cuenta el nimero de cuadruplas (a1, az, as, a4)
tales que ajas = asay4, que es igual al nimero de cuadruplas tales que
ay/as = ag/as. Mediante la desigualdad de Cauchy-Schwarz,

AP =" [{(a,a); ad = A} < |AA[V2E(A)'?,
AEAA

obtenemos que

Els
E >
(4) = |AA]

Si definimos las rectas [y : y = Az podemos escribir
E(A) = ) lhn(Ax 4P
A
< > 2 P <IN (A x A)| < 27}
0<j<log, |A|
Existe entonces un j y un m tales que

m = #{L: 27 <|lhn(4Ax A)| <2} (5.6)
E(A)
log, |A|
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l/\i+1

€E(A+A)x (A+ A)

A N
Ixo
A
Sean 0 = M\ < A\ < -+ < A, las pendientes de las rectas co-

rrespondientes, donde hemos anadido la recta y = 0. La observacion
clave es que para cada dos rectas consecutivas Iy, [y, ,, todas las sumas
(z,y) + (2 y), (z,y) € Iy, (2',y) € Iy, son distintas (ver dibujo)
y ademads todas ellas son distintas de las que se obtienen con otras dos
rectas consecutivas. Ademads todas las sumas estan en (A+A) x (A+ A)

Entonces
m—1
A+ AP > | (I, n(Ax A) + (I, N (Ax A)) (5.8)
=0
Z N (A x A)||ln,, N(Ax A)| >m2272, (5.9)

i=0
De (5.6) y (5.8) obtenemos
E(A) < 4]A+ A log, |A]

que junto con (5.5) nos da el teorema. O

Si en lugar de considerar el problema suma-producto en los enteros
o en los reales lo consideramos en [, el problema es bien distinto. Si
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ACF,y|A|< pl/2 se sabe que
|A+ A|+ |AA| > |A*3/12,

la demostraciéon de este estimacién supera los objetivos de este curso.
Cuando |A| > p'/? Garaev [30] demostré la siguiente desigualdad que es
6ptima en el rango |A| > p?/3.

Teorema 5.3.2. St A C F), entonces
max(|A + A|,|AA]) > min(\/|Alp, |A\2/\/;5)

La demostracién original de Garaev utiliza sumas trigonométricas y
existe otra demostracion de Solymosi utilizando teoria espectral de gra-
fos. La demostracion que ofrecemos aqui sera consecuencia del Corolario
5.1.2.

Demostracion del Teorema 5.3.2. Consideramos el conjunto de Sidon

S ={(logz,z): zcFy}

y observemos que 6 = /|G| — |A| = \/p(p — 1) — (p — 1) < 1. Conside-

remos también los conjuntos
B =B"=(logA) x A.

Como todos los elementos de la forma (loga,a), a € A estdn en S
tenemos que |S N B| = |A|. Por otra parte observemos que |B + B| =
|AA||A + A|. El Corolario 5.1.2 implica la desigualdad

|AA||A + A |AA||A + A
Al < ———— + 0 [ p— 7>
P |A[|A]

para algin 6 con |0] < 1.
Si W > |A|/2 entonces max(|AA|, |A+ A]) > /|Alp.

Si ‘AA|L$A| < |A|/2 entonces |AA||A + A| > |A[*/p y por tanto
max(|AA|, A+ A]) > |A]*//p. O
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Ejercicio 5.3.1. Demostrar que para todo Ay, Az, A3 C IF) se tiene que

miix(| A1 + Asl, |41 43)) > min (v/[A1]g, /A P[4 [ Asl/q) -

Se puede imitar las demostracion anterior para conseguir las siguiente
estimacién suma-producto.

Teorema 5.3.3 (Garaev-Shen [31]). Sean Ay, Az, A3 C ;. Se tiene que

miix(| (A1 + 1) Asl, |41 Ag]) > min (/[Ar]g, v[AP[A2([43]/q)

Demostracion. Se considera ahora el conjunto de Sidon S = {(z,y) :
g*—g¥ = 1}, los conjuntos B = log(A;1+1)xlog A1 y B’ = log As xlog A3
y se procede como en la deostracion del Teorema 5.3.2. O

Ejercicio 5.3.2 (Solymosi [61], Hart-Li-Shen [37]). Sean p(x),q(x) €
Fq[X] polinomios independientes de grado a lo mds 2. Demostrar que
para todo Ay, Ay, Az C F, se tiene que

méax(|p(A1) + Aal, |q¢(A1) + As3]) > min (\/|A1!q, \/|A1|2\A2HA3|/Q) :

Ejercicio 5.3.3. Completar los detalles de la demostracion del Teorema
5.3.5.

5.4. Incidencias de rectas y puntos en F,

Sea (P, L) el nimero de incidencias entre un conjunto P de puntos
y un conjunto L de rectas en F, x F,; es decir,

I(P,L)=|{(p,l) e PxL: pel}.

Utilizando sumas de caracteres Vinh [64] demostré I(P,L) < |PL|L‘ +

¢'/?\/|P||L|. Daremos una estimacién asintética para I(P, L) como una
consecuencia del Teorema 5.1.1.

Teorema 5.4.1. Sea L un conjunto de lineas y sea P un conjunto de
putos en Fy X Fy. En ese caso tenemos

I(P,L) = |PL|L|+O(Q1/2x/\PHL]). (5.10)
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Demostracion. Sean los conjuntos

L = {y=Xz+p: 1<i<|L|}
Po= Alpya): 1<j<|P[}

Consideremos el conjunto de Sidon
S ={(logz,z): zcFy}
descrito en el ejemplo (2) y los conjuntos

B ={(log\i,—p;): 1<i<|L[}
B = {(logpj,q;) : 1 <5 <|P|}.

Observemos que cada incidencia corresponde a una solucién de
AiDj = qj — i
y el nimero de soluciones de esta ecuacion es
H{(b,b)eBx B : b+¥ €S}

El resultado sigue del Teorema 5.1.1. O



Capitulo 6

Conjuntos de Sidon en
otros escenarios

Aunque los conjuntos de Sidon maés estudiados son los conjuntos de
Sidon en los enteros, aparecen problemas muy interesantes cuando nos
preguntamos por conjuntos de Sidon en otros escenarios. {Es la sucesién
A ={n®: n > 1} un conjunto de Sidon? ;Es cierto que todo conjunto
de n enteros contiene un subconjunto de Sidon A de tamano |A| ~ y/n?
., Cuantos elementos tiene el conjunto de Sidon de mayor cardinal en
el conjunto de los n primeros cuadrados? Estos problemas, interesantes
todos ellos, todavia buscan respuesta.

6.1. Conjuntos de Sidon en d dimensiones

Los conjuntos de Sidon de puntos de coordenadas enteras en el plano
tienen una bonita interpretacién geométrica. Se pueden visualizar co-
mo aquellos que tienen la propiedad de que no existe un paralelogramo
con vértices en los elementos del conjunto. En el primer capitulo ya vi-
mos conjuntos de Sidon en grupos finitos de estructura bidimensional
(Zp X L, Ly X Lip—1, Lp—1 X ZLp—1) y que en particular son conjuntos de
Sidon de puntos de coordenadas enteras en los cuadrados o rectangulos
correspondientes.

83
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6.1.1. Conjuntos de Sidon finitos en d dimensiones. Cotas
superiores

;Cudl es el mayor ntimero de puntos de coordenadas enteras que
podemos dibujar en el cuadrado [1,n] x [1,n] de tal manera que nunca
cuatro de ellos formen un paralelogramo?

Definamos en general,
Fy4(n) = max|A|: A es de Sidon en [1,n]<.
Lindstrém [45] obtuvo la siguiente cota superior para F» 4(n).

Teorema 6.1.1.
d2
Fya(n) <n¥? 4+ 0 <n2d+2> : (6.1)

Demostracion. La primera observacién es que si A C [1,1]¢ es un con-

junto de Sidon, todas las posibles diferencias a — a’, a # o’ € A son
distintas y estan en [—n + 1,n — 1]¢, lo que implica que

<‘§|> <(2n—-1)? = |A| < n¥?

A continuacién vamos a utilizar el Lemma 1.2.1 con B = [1, 5] para un
s que elegiremos después. Es claro que A+ B C [1,n+ s]d y por lo tanto
|A+ B] = (n+s)% =n?+ O(n41s).

El Lemma 1.2.1 implica que

|A|? < |A + B <1 + ’A“B_| 1) =n?(1+0(n"'s)) (1 + O(nd/%—d)) :

. . d+2 Ce .
Eligiendo s = Ln 2d+2J para minimizar el error obtenemos

A% < nd (1 + O(n—ﬁ» .

2
Por lo tanto, |A| < nd/2 (1 + O(rfﬁ)) <ni?4+0 <n22§+2) n
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Erdés and Turan conjeturaron Fy1(n) < n'/24+0(1), que corresponde
a los conjuntos de Sidon en intervalos. Esta conjetura fue generalizada
por Lindstrém [45] en 1969 para todo d:

Fyq(n) <n? 4 0(1). (6.2)

Como ya comentamos en el primer capitulo se cree que la conjetura es
falsa en el caso d = 1.

Mientras que todavia no se sabe cémo refutar la conjetura 6.2 para
d = 1, Cilleruelo[9] y Ruzsa han demostrado, independientemente, que
la conjetura no es cierta para d = 2.

Teorema 6.1.2. FExiste una constante ¢ > 0 e infinitos enteros m tales
que
F39(m) > m + clog mlogloglog m.

Demostracion. Sea n, el menor residuo no cuadratico (méd p), donde
p es un primo impar. Se sabe [35] que existe una constante co > 0 tal que
la desigualdad n, > cplogplogloglogp es cierta para infinitos primos p.
Sea p cualquiera de estos primos y consideremos el conjunto

Ap = {((npk2>p s (np(k + 1)2)12)7 k=1,...p},

donde (), es el minimo entero positivo congruente con z (méd p). En
el Ejercico 1.3.3 se demuestra que este conjunto es de Sidon en Z, x Z,
y en particular lo serd en [1,p] x [1, p].

Como nyk? y ny(k + 1)% son residuos no cuadréticos (méd p), tene-
mos que A, C [n,,p]?. Entonces, el conjunto A, — (n, —1,n, — 1) es un
conjunto de Sidon con p elementos incluido en [1,p — np + 1]2. Por lo
tanto,

F2(p_np+1)Zp:p_np+1+np_1a

y el teorema se sigue tomando m = p — n, + 1. O

La siguiente figura ilustra la construccién utilizada en el Teorema
6.1.2 para p = 23 con n, = 5.
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Se cree que la conjetura correcta es la siguiente.
Conjetura 6.1.1. F»(n) < n+ O(n®) para todo € > 0.
Para poner en valor la dificultad de esta conjetura, al menos en el caso

d = 2, vamos a ver cémo ésta implicaria la siguiente conjetura clédsica
de Vinogradov:

Conjetura 6.1.2 (Conjetura de Vinogradov). : El menor residuo no

cuadrdtico méd p satisface ny, = O(n®) para todo € > 0.

Usando la misma construccién que en el teorema 6.1.2 y asumiendo
(6.1.1) tenemos que

p< Faa(p—mnp) <p—np+O0((p—mnp)°) = ny <n.

6.1.2. Construcciones de conjuntos de Sidon finitos en d
dimensiones

Existe una manera natural de transformar conjuntos de Sidon en
dimensién 1 a conjuntos de Sidon en dimension d. Para ello utilizaremos
el hecho de que dada una sucesiéon de enteros positivos ni,ns, ..., todo
entero positivo a puede representarse de manera Unica de la forma

a=06+d0mn +d3ning+---+dny-ni—1+ - (6.3)

con 0 < ¢; < n;. Los nls son las bases y los ds los digitos. Por brevedad
escribimos N1 =1y N; =nq---n;—1. Con esta notacion,

a=> 6N (6.4)

>0
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Teorema 6.1.3. Sean ni,...,nq enteros positivos. Si Fa(ny,...,ng) Es
el tamano del conjunto de Sidon mds grande contenido en [1,n;] X -+ X
[1,n4], entonces

Fy(ny,...,ng) > Fa(ng - --ng).
En particular,
Faa(n) > Fa(n?). (6.5)
Demostracion. Sea pq la funcién definida por pg(a) = (01,...,04), don-
de d1,...,d4 son los digitos de a en la base nq,...,nq. Vamos a ver que

esta funcién transforma conjuntos de Sidon en N en conjuntos de Sidon
en N Sea 4(A) = {p4(a) : a € A} laimagen de un conjunto de Sidon
A en N y supongamos que para a,a’,a”,a” € A tenemos que

wa(a) + pa(a’) = pa(a”) + pa(a”).
Entonces,
8 + 6, =08+, fori=1,...,d.

Sumando en todos los ¢ tenemos que

d d d d
SUSN S BN = S AN+ S 8N,
i=1 i=1 =1 i=1

y por lo tanto, a + a = d” + . Como A es un conjunto de Si-
don, tenemos que {a,a’} = {a”,a"”'}, y por lo tanto {p4(a),pq(a’)} =
{pa(a”), pa(a”)}. Asi que hemos demostrado que el conjunto p4(A) es
un conjunto de Sidon en N¢.

Sea A C [1,n1---ng4| be a un conjunto de Sidon. Entonces A — 1 es
un conjunto de Sidon en [0,n1 - --ng — 1] y p4(A — 1) es un conjunto de
Sidon en [0,n; — 1] X -+ x [0,ng — 1].

Por lo tanto el conjunto pg(A—1)+(1,...,1) es un conjunto de Sidon
en [1,n9] X -+ x [1,ng]. O
Corolario 6.1.1. Para todo d, tenemos que

d/2

Fy4(n) ~n as m — 00

Demostracion. Es consecuencia de (6.1) y (6.5). O
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6.1.3. Conjuntos de Sidon infinitos en d dimensiones

Las sucesiones infinitas de Sidon son mucho més dificiles que las fi-
nitas. Ya lo vimos en dimesiéon 1 y sigue siendo cierto en dimensiones
mayores.

Sea A C N% un conjunto infinito de Sidon y sea
An) =#{a=(a1,...,aq9) € A, a; <mn, foralli=1,...,d}

la funcién contadora de A cuando contamos por cuadrados. Pero engen-
ral, dados nuimeros reales t1, ..., %4, sean

A(ntla-.-,ntd) =#{a=(a1,...,aq) € A, a; < nti, for all i = 1,...,d}.
Obviamente, para todo cnjunto A infinito en N%, tenemos que
A(n) < Fyq(n) < nd/2. (6.6)

Es natural preguntarse si existe una sucesién infinita de Sidon A ¢ N¢
tal que A(n) > n%/2 para todo n. Ya vimos en el Teorema 2.1.1 que la
respuesta es negativa para d = 1. Trujillo [63] estudié el caso d = 2 y
dio una respuesta parcial a esta pregunta demostrando que

A
lim  inf (n,m)

< 1,
N—oconm>N nm/ log(nm)

Aln)

Pero esto no es suficientemente para concluir que liminf;,, o, —=; 0
para toda sucesién infinita Sidon A C N2. En [9] se da respuesta a este
problema para todo d > 1.

Teorema 6.1.4. Para todo d > 1 y para toda sucesion infinita de Sidon
A C N4, se tiene que

A
Iim inf ()

— K 1.
n—00 /nd/ log n
Demostracion. Sea

.. A(n)(logn)!/?
T(N) = o —— g —
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y consideremos el conjunto (0, N2]¢. Para todo 7 = (iy,...,iq), 0 <
ij < N, escribimos C7 para designar el nimero de elementos de A en
el hipercubo N - 74 (0, N]%. Para cada [ = 0,1,..., sea D; = Zm:l Cs,
donde |7 | = méx <j<q ;. Entonces

D} <d(l+1)) ¢z
7=
asi que,
d > z+1)d <Y Gt Y GG 1),
0<I<N 0<[]<N 0<[i1<N

Por (6.6), tenemos que

Z Cy;= A(N?) <4 N%

0<|7<N

Observemos que todas las diferencias As — As’ con As # As’, ambos en
el mismo hipercubo, estdn en (—N, N )d. Esto, junto con la propiedad
de Sidon, implica que

D CHC—1) < (2N)%
Por lo tanto,

Df d
D )
d—1
0<I<N (+1)
Por otro lado podemos escribir
2

D, D? 1
2 ) <\ 2w ) | 2w

0<I<N 0<I<N

<4 N%log N. (6.7)

Ahora sumamos por partes para obtener

D D;_ N D;_
Z 1 _ Z -1 Sy Zzgt l 1dt
1

d/2 d/2+1
0<I<N (l + 1) / 1<IKN ¢ /2
A(tN) Nr(N)EN)? 1
>d /1 d/2+1 “ajz 0 > /1 (log(tN))1/2 td/2+1dt
>4 T(N)NY2(log N)'/2. (6.8)
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De (6.7) y (6.8) obtenemos que limy_,o, 7(N) <4 1. O

Para medir la densidad de sucesiones infinitas de Sidon en N%, defi-

nimos, para cualesquiera t1,...,t, reales positivos, la cantidad
o logA(nt, ... ntd
alty, ... tg) = sup l{m inf =8 (s )
A Sidon set in Nd "7 logn

Observar que a(1,...,1) = ag y que es conocido que o1 = V2 —1. El
siguiente resultado muestra que el problema de encontrar sucesiones de
Sidon infinitas es equivalente en todas las dimensiones.

Teorema 6.1.5. Para cualesquiera tq,...,tq, Teales positivos se tiene
que
Ol(tl,...,td) = (t1+"'+td)061- (69)

In particular, ag = da .

Demostracién. Para probar que a(ty,...,tq) < (t1+ -+ tg)a; es sufi-
ciente con construir una funcién inyectiva ¢ de N¢ en N con las siguientes
propiedades:

i) ¢ transforma conjuntos de Sidon en N¢ en conjuntos de Sidon en
N.

i) @(([1,n] x -+ x [1,n%]) A N?) € [1,nhrtHateM)] con e(n) — 0
cuando n — 0.

Dadas d bases nji,...,nj,... j=1,...,d, definimos por §;;(a) el
digito de a que ocupa el lugar 7 en la base j,

a = Z (5ji(a)Nji

where Nj; =1 and Nj; = [[,,_; njs for i > 2.

Ahora construimos una nueva base mq, mo, ... ms definida por ms =
2nj;, s=7+ (i —1)d, 1 <j < dy definimos la funcién

plar,....aq) =Y dilar,. .., aq)M, (6.10)



Conjuntos de Sidon 91

donde
ds(ar, ..., aq) = 6ji(aj),
para s = j+ (i —1)d, 1 <j <d, My =1and My =[], ;mu.
Observemos que si s = j + (i — 1)d entonces

0 <ds(ai,...,a;) < nj; =mg/2. (6.11)

Para probar i), demostraremos que si A € N es un conjunto de Sidon,
entonces ¢(A) también lo es. Supongamos que

" " n

olar,...,aq) + (), ...;dy) =p(d],...;a) +ed),... dYJ),

donde (a1,...,aq),(ay,...,al), (af,...,a)), (a],...,a))) € A. Thus,
Z((Ss(al,...,ad)+(55(G/1,---,a11)) M

- Z (6S(a/1/, T 7ag) + 55(0’/1//7 o 7agl)) Ms.

Usando (6.11) vemos que
0 < ds(ar,...aq) +ds(al, ... ay),ds(al, ... ,ay) +d6s(ay’, ... a) < ms.

Pero entonces ambas sumas son dos representaciones del mismo niimero
en una base y tenemos que

ds(a, ... aq) + ds(al,...ay) = ds(al,...,ay) +ds(ay’, ..., a)
para todo s. En particular, sis = j + (i — 1)d tenemos que

(5]-2-(@]-) + 5]1(0,;) = (5]'@‘(&;/) + 5ji(a;'”>

Yy
a; + a; = Z (5ji(aj) + 5ﬂ(a;)) Nj‘
i>1
= (05i(a)) + 8ji(a})) Nji = af + af"
i>1
Asi que,

(a1,...,aq) + (a},....a)) = (d},...;a})) + (a,...,d)).
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Como A es un conjunto de Sidon, tenemos que

{(a1,...,a0), (@}, ...} = {(af,....a)), (@', a})},

asi que

{¢(a1,...,ad),¢(a/1,... )}_{¢(a17" ) QZ)(G/{/,...,CL&H)},

y por lo tanto ¢(A) es un conjunto de Sidon.

Para probar ii), consideremos las bases anteriores con nj; = 2lit;].
Sea ig el mayor entero i tal que 0;;(a;) # 0 para algin j. Tenemos que

a; = Z §;1Nji > Ny, > 2ftal++lo=DtT 9idt; /2+0(io)

1<ip

Si a; < n'i entonces iy < /2logyn + O(1)
En el otro sentido, observemos que ¢(aq,...,aq) < Mg donde s =
ipd. Finalmente tenemos que

d d
Moy = T me= T TTem)< IT TT2%*

1<s—1 1<ig—15=1 1<ip—1j=1
S 2(t1+"'+td)i0(i0—1)/2+2d(i0—1) S nt1+"~td+€(n)

donde €(n) = O(1/+/logn).

La desigualdad a(ty,...,tq3) > (t1+---+tq)1 se demuestra de forma
parecida construyendo una funcién ¢ con las propiedades:

i) ¢ transforma conjuntos de Sidon en N a conjuntos de Sidon en N

i) @([1,ntr T Ha]AN) C [1,nfrta ] x. .. x[1, ntatea™] with ;(n) —
0 cuandon — oo parat=1,...,d.

Sea la sucesion ny,...,n;,... with nji = olit;] y, dado a € N, escribi-
mos a en la base Nq,...:

a= Z(SSNS
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donde N1 = 1 and Ny = Higs—l n; for ¢ > 2. Definimos la funcién
p(a) = (p1(a), ..., pi(a)) by

pi(a) = 0 raMji

donde Mjo =1 and Mji = Hsgi—1(2nj+8d)‘

Comprobar que ¢ satisface las propiedades requeridas es un problema
rutinario, similar al que se hizo anteriormente para demostrar la otra

desigualdad. O

Ejercicio 6.1.1. Demostrar que el conjunto A = {(n,n?): n € N} es
un conjunto de Sidon en N x N,

Este ejercicio demuestra que «(1,2) > 1, y por el teorema anterior,
que a1 > 1/3. Es cierto que podemos obtener esta cota interior con
la sucesién generada por el algoritmo avaricioso, pero la construccion
que nos da el teorema anterior es explicita (no necesitamos conocer los
elementos anteriores para calcular ay,).

Ejercicio 6.1.2. A partir del conjunto de Sidon {(n,n?) : n € N}
construir la sucesion infinita de Sidon explicita generada por (6.10).

En cualquier caso la sucesion infinita de Sidon que hemos construido
en el capftulo 2 también es explicita y muestra que a; > v/2—1, una cota
inferior mayor que 1/3. La demostracion consiste simplemente en hacer
explicita la construccion del teorema anterior para este caso particular.

6.2. Conjuntos de Sidon en sucesiones polinémi-
cas

La sucesion de los cuadrados no es una sucesién de Sidon, ni siquiera
es una sucesién Bs[g] para ningin g porque el nimero de representacio-
nes de n como suma de dos cuadrados no esta acotado uniformemente
en n. Se conjetura que la sucesion A = {n° : n > 1} es una sucesién
de Sidon pero ni siquiera se sabe si existe un polinomio P(x) tal que la
sucesion A = {P(n) : n > 1} sea de Sidon. Observar que se trata de
encontrar un polinomio tal que la ecuaciéon P(x) + P(y) = P(z) + P(w)
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no tenga soluciones triviales en los enteros. Por ejemplo si P(z) = z°, el
problema es, obviamente, mas dificil que el iltimo teorema de Fermat
para el exponente 5. La mejor aproximacién a una sucesion polinémica
que sea de Sidon es un resultado de Ruzsa en el que demuestra que existe
un « tal que la sucesién A = {n* 4+ |an]} es una sucesién de Sidon.

Volviendo a los cuadrados, uno de los problemas més esquivos es el
que consiste en dar estimaciones del mayor tamano de un conjunto de
Sidon en {12,...,n?}. Como el niimero de enteros (@, representables
como suma de dos cuadrados y menores que n es ~ ——— se tiene que

Vlogn
si A C {1,...,n%} es de Sidon entonces
AP = > {(a,d"): j=a+d, a,a" € A} <2/|Q2]
je{z?+y?, wy<n}
n
<

Viogn

lo que implica que |A| < n'/?(logn)~!/4. Sin embargo no se ha sabido
construir un conjunto A que se acerque a esta cota. Utilizando el método
probabilistico es posible demostrar de manera sencilla que existe un con-
junto A con |A| 3> n'/37¢ para todo € > 0. Incluso, con argumento més
complicado es posible demostrar (ver [42]) la existencia de un conjunto
con |A| > n'/3. Es decir, si A es el conjunto de Sidon de mayor cardinal
en {12,...,7n2} lo tinico que se sabe es que

n'/? < |Al < n'/?(ogn)~ V4, (6.12)
En [11], utilizando el método probabilistico se demuestra un resultado
analogo al de Erdos-Renyi:

Teorema 6.2.1. Para todo g > 1 existe una sucesion Bs[g| de cuadrados
A, tal que

11 _c
A(z) > z2 192 (logx) ™™
donde Cy = ‘(’22;%;.

En principio podria haber una subsucesién de los cuadrados con fun-
cién contadora A(x) > x'/27¢, pero es sin duda un problema muy dificil.

La sucesion de los cuadrados es la sucesién convexa por excelencia
(la sucesion formada por las diferencias de los elementos consecutivos es
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estrictamente creciente). Ello sugiere considerar sucesiones de Sidon que
ademas sean convexas.

., Qué se puede decir del mayor tamano posible de un conjunto de
Sidon en {1, ...,n} que ademés es convexo? Probablemente |A| = o(y/n)
pero todavia no hay una demostracién de este hecho.

6.3. Conjuntos de Sidon en los enteros

Vimos en el capitulo 3 que no habia ninguna sucesién de enteros no
negativos con la propiedad de que la funciéon

ra(n) ={(a,d): n=a+d, a<d, a,d € A}
fuese constante a partir de un cierto n. La posibilidad de incluir a los

enteros negativos ofrece mas flexibilidad.

Es facil construir una sucesion de enteros A con la propiedad de que
la funcién r4(n) tome el valor 1 para todo entero 1.

Sean B; = {0,1} y C1 = {—4,3} y A1 = B; UC}. En general cons-
truimos By, = {k — ng,n} donde ny es el menor entero positivo tal que

al anadir By, a
k—1
U (&Uc)
j=1

no aparece ningin entero con mas de una represntaciéon. De la misma
manera construimos Cy = {—k — my, mk} donde my, es el menor entero

positivo tal que al anadir Cy a By U ( (B U, )) no aparece ningun

entero con mas de una representacion. Es claro que el conjunto
o0
A= U (B; UCYy)
Jj=1

satisface las condiciones.

Ejercicio 6.3.1. Demostrar que existe una sucesion A de enteros po-
sitivos tal que todo n > 1 tiene una represntacion unica de la forma
n=a—d, a,d €Ay tal que A(z) > z/3.
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Es natural preguntarse por sucesiones de enteros que satisfagan la
condicién de que r(n) = 1 para todo entero n y que sean tan densas
como sean posible. En [15] se demuestra el siguiente resultado.

Teorema 6.3.1. Sea B una sucesion infinita de Sidon. Entonces existe
una sucesion de enteros A tal que ra(n) = 1 para todo n € Z y tal que
A(x) = |AN[1,z]| satisface la desigualdad A(x) > B(x/3).

En particular el teorema muestra que existe una sucesién infinita de
enteros A con |AN [—z,z]| > 2271 y tal que r4(n) = 1 para todo
n € Z.

6.4. Conjuntos de Sidon de nuimeros reales

Consideremos una sucesion finita aq, . . . , @, de nimeros reales médulo
1. Pedir que A sea una sucesién de Sidon no tiene mucho sentido porque
casi todas las sucesiones de numeros reales lo van a ser. La manera de
considerar el problema andlogo consiste en estudiar cémo distan entre
si las sumas a; + a;. Definimos

0, = min ||(aj +ag) — (ay + av)l,
Jsk,u,v<n

{5k} #{u,v}

donde ||z|| es la distancia de x a los enteros. Como hay n(n—1) diferencias
a —a', ademés del 0, dos de estas diferencias estardn a distancia menor

que m y por lo tanto

Sy < ——
"Tan—-1)+1

De hecho hay ejemplos para los que se alcanza la cota superior. Para p
primo consideramos el conjunto de Sidon de p+1 elementos en Z,2,, 1,
digamos z1, ..., Tp41. La sucesién a; = z;/(p? +p+1) es una sucesién de
nimeros reales tales que ||(aj+ay) — (ay+ay)|| > 1 para {j, k} # {u,v}.
Tomando n = p + 1 tenemos que

1 1
pPP+p+l nn-1)+1

Op = p+1 >
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Es decir, en lo que se refiere a sucesiones finitas de niimeros reales
modulo 1, el problema es equivalente a estudiar los conjuntos de Sidon
en grupos ciclicos y el problema no nos ofrece ninguna sorpresa. Muy
distinto es lo que ocurre para sucesiones infinitas.

(Existe una sucesion infinita (a,) de nimeros reales médulo 1 tal
que 0, > # Este problema se puede considerar como el problema
andlogo de encontrar una sucesion infinita de Sidon en los enteros con
A(z) > z'/2. Mientras que Erdés deostré que en este caso sabemos
que la respuesta es negativa, para las sucesiones de niimeros reales no
sabemos cudl es la respuesta.

Por el contrario, podemos construir una sucesion infinita de numeros
reales (ay,,) para la que el orden de magnitud de d,, es s6lo un poco menor.

Teorema 6.4.1. Eziste una sucesion infinita de nidmeros reales con la

propiedad de que
1

Oon > ———.
> (nlogn)?

Demostracion. Sean ¢ = 5 < ¢qo < --- al sucesién de los primos
p = 5 y escribimos de la forma p; = p;p; para el correspondiente pri-
mo Gaussiano p;. Consideremos ahora los ntimeros a; = p;/p;. Para
{j,k} # {u,v} con j,k,u,v < n estimamos la diferencia de los produc-
tos

PjPkPuP '
El numerados es un entero de Gauss distinto de cero por la factorizacién
unica de los enteros de Gauss. Por lo tanto su médulo es al menos 1 y

QO — QyQly =

tenemos que
1 1 c
lajou, — ouou| > =

>
|pjpkpupv‘ /DjiPkPuDv (n log TL)2

para alguna constante ¢ > 0, debido a que p;, pi, pu, Py < pn ~ nlogn.

Finalmente definimos a; de la forma a; = e?™4% v se tiene la de-
sigualdad

lajar —auon| = |1 = agan/(ajon)|
|1 o 627ri(au+avfajfak)|

N

27laj + ap — ay — ay).
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Sustituyendo esto en la desigualdad anterior obtenemos el teorema. [



Capitulo 7

Problemas sin resolver
sobre conjuntos de Sidon

Este capitulo esta dedicado a aquellos problemas sobre los conjuntos
de Sidon a los que todavia no se sabe dar respuesta. Muchos de ellos
ya han aparecido en capitulos anteriores. Gran parte de ellos fueron
propuestos por Erdés hace muchos afos y son, presumiblemente, muy
dificiles. Pero hay otros maés recientes que quizds no se hayan pensado
lo suficiente y sean mas asequibles. Nuestra intencion es que esta co-
leccién de problemas puede sevir de fuente de inspiraciéon para jovenes
investigadores.

7.0.1. Conjuntos de Sidon en intervalos

Erdés y Turan [29] demostraron que si A C [1,n] es un conjunto
de Sidon entonces |A| < n'/? 4+ O(n'/*). Lindstrom [43] y Ruzsa [54]
obtuvieron demostraciones més limpias que dan lugar a la cota |A| <
n'/2 4+ nl/4 4 1. Esta estimacién lleva 54 afios sin mejorarse salvo por la
insignificante mejora [9] (que ya estaba implicita en [54]) y que supone la
cota |A| < n'/24+n'/*41/2. Mejorar esta cota superior (incluso eliminar
el 1/2 a partir de un cierto n) es un problema que se resiste.

Durante mucho tiempo Erdés estuvo convencido de que las cotas
anteriores se podian sustituir por |A| < y/n + O(1). Pero, segun afirma
el propio Erdés en [26], Ruzsa y H. Talylor le convencieron de que habia

99
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razones que sugerian que podia no ser cierto. La conjetura mas plausible
es la siguiente.

Conjetura 7.0.1 (Erdds). Para todo € > 0, si A C {1,...,n} es un
conjunto de Sidon, entonces |A| < \/n+ O(nf).

Como ya hemos comentado, se cree que la conjetura anterior no es
cierta para € = 0. De otra manera:

Conjetura 7.0.2. Para todo M existe un n y un conjunto de Sidon
ACl,n] con |Al > /n+ M.

Los resultados computacionales avalan esta tltima conjetura. Pero
también existen argumentos heuristicos sélidos a su favor. Uno de ellos
esta relatado en el Ejercicio 1.3.8. Otro resultado que apoya esta conje-
tura es que la conjetura andloga en dimensién 2 si se sabe cierta [9].

Si seguimos con detalle cualquiera de los argumentos que proporcio-
nan la cota superior |A| < /n 4+ O(n'/4) cuando A es un conjunto de
Sidon en [1,7n] observamos que sélo se utiliza el hecho de que todas las
diferencias positivas @ — o’ menores que n®/* son distintas. Serfa intere-
sante estudiar si bajo estas condiciones, menos restrictivas que las de ser
conjunto de Sidon, la cota superior estd més cerca de lo mejor posible.
Un primer paso seria demostrar la siguiente conjetura, previsiblemente
maés sencilla.

Conjetura 7.0.3. Para todo M existe un n conjunto A C [1,n] con
|Al > /n+ M y con la propiedad de que todas las diferencias a —

a, a,a € A con0<a—d <n'? son distintas.

7.0.2. Conjuntos de Sidon en dimensiones superiores

Conjetura 7.0.4. Para todo ¢ > 0, si A C [1,n]¢ es un conjunto de
Sidon, entonces |A| < n¥? + O(nf).

Si esta conjetura es cierta es sin duda muy dificil de demostrar, al me-
nos en dimension d = 2. La razon es que en ese caso daria una respuesta
positiva a una antigua conjetura de Vinogradov sobre el menor residuo
no cuadratico médulo p: para todo € > 0 y p primo suficientemente
grande existe un residuo no cuadratico menor que p°.
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Conjetura 7.0.5. Para todo d > 1 y para todo M existe un conjunto
de Sidon en [1,n]¢ con |A| > n¥? + M.

Como hemos comentado anteriormente, se sabe que es cierto para
d = 2. Quizas los casos d > 3 no se hayan intentado lo suficiente.

7.0.3. Conjuntos de Sidon en grupos finitos

;,Cual es el mayor tamano de un conjunto de Sidon en Z,? Si n es
de la forma n = p(p—1), n = ¢> +q+ 1y n = ¢* — 1 entonces Z,
que contienen un conjunto de Sidén de tamano /n + O(1). Cualquier
de estas familias implica que

=1.

lim sup % (Zn)
n—00 \/ﬁ

Estas construcciones obedecen a ciertos milagros algebraicos que no tie-
nen que ocurrir para todo n. Por otra parte es claro que cualquier con-
junto de Sidon en el intervalo [1,7n/2] es en particular un conjunto de

Sidon en Z,. Este argumento implica que lim inf,, F2\(/Zﬁ”) >1/ V2.
Conjetura 7.0.6.
Fh(Z
tim inf 22(Zn)

n—o00 \/ﬁ

Probablemente este limite es en realidad 1//2.

< 1.

Los conjuntos de la forma
A={(f(2),9(z)): x €Zp} CZLyx 1Ly

donde f y g son polinomios independientes de grados 1 < deg f,deg g <
2 son conjuntos de Sidon con p elementos. La demostracion de la si-
guiente conjetura seria el primer resultado inverso cobre conjuntos de

Sidon.

Conjetura 7.0.7. Todos los conjuntos de Sidon en Z, X Z, con p ele-
mentos son de esta forma.

Se sabe que si A = {(z,g9(z)) : = € Z,} es un conjunto de Sidon en
Zy, X Zy, entonces g es un polinomio cuadratico.
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7.0.4. Sucesiones infinitas de Sidon

Al sucesién avariciosa de Sidon (la sucesién de Mian-Chowla) es aque-
lla que empezando en a; = 1, el término a,, es el menor entero positivo
que se puede elegir de tal manera que {ai,...,a,} sea un conjunto de
Sidon. Mientras que un argumento sencillo muestra que A(x) > z1/3 se
desconoce cudl es el verdadero orden de magnitud de A(z).

Conjetura 7.0.8. La funcién contadora de la sucesion de Mian-Chowla
satisface que

A(x)

21/3

De hecho, argumentos heuristicos y computacionales sugieren que
A(z) deberia tener un comportamiento asintético de la forma

A(z) ~ c(zlogz)/?.

Sin embargo se desconoce siquiera que A(z) < z1/27¢ para algin € > 0.

Los n primeros términos de la sucesién de Mian-Chowla forman una
sucesion maximal en el sentido de que no es posible anadir un elemento
entre 1y a, sin que se destruya la propiedad de ser de Sidon. Sea M (n)
el menor tamano de un conjunto de Sidon en [1,n] con la propiedadde
ser maximal. Se desconoce cudl es el orden de magnitud de M(n). Es
claro que M(n) > n'/3 y por otra parte Ruzsa [55] ha demostrado que
M (n) < (nlogn)'/3.

Problema 7.0.1. ;Es cierto que M(n)/n'/? = co?

Una respuesta afirmativa a este problema implicaria inmediatamente
la conjetura 7.0.8.

La siguiente conjetura aparece insistentemente en varios articulos de
Erdés.

Conjetura 7.0.9 (Erdds). Para todo o < 1/2 existe una sucesion infi-
nita de Sidon A con A(z) > z°.

Ruzsa demostrd la existencia de una sucesién de Sidon A con A(z) =
zV2-1+o(1) Una construccién explicita con la misma funciéon contadora
fue dada por Cilleruelo. Ver el capitulo para méas detalles.
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El propio Erdés demostré que la conjetura anterior no es cierta para
a = 1/2 pero demostro la existencia de una sucesion infinita de Sidon
con

A
lim sup (z)

T—00 \/5

con ¢ = 1/2. Posteriormente Kruckeberg [41] lo demostré para ¢ = 1//2.

>c

Conjetura 7.0.10 (Erd6és). Existe una sucesion infinita de Sidon con

A(z)
lim su
Y

Erdés también observé que la conjetura 7.0.10 seguiria de la siguiente.

= 1.

Conjetura 7.0.11 (Erd6s). Dados ay,. .. ,ay elementos de un conjunto
de Sidon, existe para todo n un conjunto de Sidon A C [1,n] con |A| ~
V/n que les contiene.

Es posible que ninguna de estas dos conjeturas sea cierta.

Sea A, = AN[1,z]. En el Ejercicio 2.1.2 se pide demostrar que si A es

c, . . s A
una sucesién infinita con |A, — A,| ~ |A;|? entonces lfminf, ., \%) =

0. Seria interesante saber si se puede conseguir la misma conclusién
asumiendo una hipdtesis andloga para A, + A,.

Problema 7.0.2. Sea A una sucesion infinita con |Ay + Ag| ~ |Az|?/2.

sFs cierto que liminf, o A\%) =0°¢

7.0.5. Sucesiones B;, y Bs[g]

La diferencia esencial entre las sucesiones de Sidon (sucesiones Bs)
y las sucesiones By con h > 3, radica que, a diferencia de las primeras,
las sucesiones By con h > 3 no se pueden caracterizar en términos de
sus diferencias. Eso hace que muchos resultados, que son conocidos para
h = 2, se desconozcan para h > 3. El primero de ellos se refiere al maximo
tamano de un conjunto By, en [1,n]. Mientras que es bien conocido que
Fy(n) ~ +/n, se desconoce el comportamiento asintético de F,(n). Ni
siquiera se sabe si tiene.

Problema 7.0.3. Hallar el valor asintdtico de Fy(n) para h > 3.
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Hay construcciones que demuestran que Fj,(n) > n'/*(1+4o0(1)), pero
las cotas superiores son bastante peores. Por ejemplo para h = 4, la
mejor cota superior se debe a Ben Green: Fy(n) < (7n)Y*(1 + o(1)).
Probablemente, Fj,(n) ~ n'/".

Merece la pena mencionar el siguiente resultado de Timmons.

Respecto a las sucesiones Bj, infinitas sucede algo parecido. Si A es
una sucesion By, con h par, entonces B = A+- - -+ A es casi una sucesiéon
de Sidon en el sentido de que |B—B| ~ | B|? y se puede demostrar que en

s A(z) . . .
ese caso liminf, — = 0. Sin embargo si h es impar ese argumento
no funciona y el resultado analogo se desconoce.

Conjetura 7.0.12. Si A es una sucesion By, infinita entonces

lim inf A(z) /2" = 0.

T—r00

Los conjuntos Ba[g] con g > 2 son mas dificiles de estudiar que los
conjuntos de Sidon.

Problema 7.0.4. Demostrar que para todo g > 2 existe el limite

Solo se conoce la existencia de este limite cuando g = 1. En ese caso,
como ya hemos visto, 1 = 1. Si definimos

FQ(ng) < limsup F2(9>N) :Ega

N—o0 \/gN - N—=o00 \ gN

g, = lim inf

se sabe que
lim o, = lim 0y =0
gHOO g*)OO

donde o es una constante explicita, aunque dificil de calcular.

7.0.6. Conjuntos de Sidon con condiciones adicionales

Erdés consider6 conjuntos A que no eran de Sidon pero que |A+ Al ~
|A]2/2. A estos conjuntos los llamé conjuntos quasi-Sidon.
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Problema 7.0.5. Dar estimaciones no triviales de

Q(n) =max|A|: AC[l,n], A es quasi-Sidon.

Se sabe que

1154, 2 (140(1)) <

V3

La cota inferior se debe a una construccién de Erdds y Freud [27] y la
cota superior a Pikhurko[52].

Qn) _ <i n (77+12)2> (1+0(1)) = 1,863....

Conjetura 7.0.13. Demostrar que si A C {1,...,n} es de Sidon y
convezo, entonces |A| = o(y/n).

Esta interesante conjetura la escuché (creo que a Ruzsa) en el works-
hop que Ruzsa organizé en Budapest en el anio 2000. Se dice que una
sucesion es convexa si las diferencias entre dos términos consecutivos de
la sucesién son crecientes. Por ejemplo, la sucesién de los cuadrados es
una sucesién convexa.

Problema 7.0.6. Construir un conjunto, lo mds grande posible, A C
{1,...,n} que sea de Sidon y convezxo.

No es dificil demostrar que si A C [1,n] es una sucesién de Sidon
formada por cuadrados entonces |A| = o(y/n).

Problema 7.0.7. s Es cierto que para todo € > 0 existe un conjunto de
Sidon en [1,n] formado por cuadrados y de tamario |A| > n'/2=€2

No es dificil demostrar que existe uno de tamafo |A| > n!/3—0),
Bastante mas complicado, aunque se sabe cierto, es la demostraciéon de
que existe un conjunto de Sidon de cuadrados A C [1,n] tal que |A| >
nl/3. Probablemente no se pueda mejorar el exponente 1 /3. La razén
para sospechar esto es un trabajo reciente de Saxton and Thomason [58].
Uno de sus corolarios es que si elegimos un conjunto de /n elementos
al azar en [1,n], con probabilidad tendiendo a 1, el mayor conjunto de
Sidon que contiene tiene tamano n'/3t°(1). Si los cuadrados en [1,7]
se comportan como un conjunto aleatorio para este problema entonces
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no se deberia esperar que contuvieran un conjunto de Sidon de tamano
n1/3+e

Komlés, Sulyok y Szemerédi [40] demostraron que cualquier conjunto

de n elementos contiene un conjunto de Sidon de tamano |A| > /n.
Erdos hizo la siguiente conjetura cn respecto a este problema.

Conjetura 7.0.14 (Erd6s). Todo conjunto de enteros de n elementos
contiene un conjunto de sidon con ~ /n elementos.

Mi opnién personal es que esta conjetura es falsa.

7.0.7. Bases y sucesiones de Sidon

Una de las conjeturas mas importantes de la teoria combinatoria de
nimeros es la que se conoce como Conjetura de Erdés-Turan.

Conjetura 7.0.15. Si A es una base asintética de orden 2 entonces su
funcion de representacion no estd acotada.

La siguiente conjetura, conocida como conjetura fuerte de Erdos Tu-
ran, implica la anterior porque si A es una base de orden 2 entonces
Az) > 212,

Conjetura 7.0.16. Si A(z) > 2'/2 entonces su funcion de representa-
cion no estdacotada. Es decir, A no es una sucesion Ba[g] para ningin

g.

En general se conjetura que si A(x) > z'/" entonces A no puede ser
una sucesién By [g] para ningin g.

En la otra direcciéon una Erdés conjeturé lo siguiente.

Conjetura 7.0.17 (Erdés). Existe alguna sucesion de Sidon que es base
asintotica de orden 3.

Esta conjetura parece dificil pero recientemente se ha demostrado
[8] que para todo € > 0 existe una sucesién de Sidon A tal que todo n
suficientemente grande se puede escribir de la forma n = a1 +ao+as+ay
con ai,as,as,aqs € Ay aqg < nt.
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