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Prefacio

Este libro expone y complementa los contenidos de un curso breve e intensi-
vo de Teoria Ergoédica en la XXVI Escuela Venezolana de Matematica. En los
primeros tres capitulos se revisan rapidamente los conceptos y resultados basi-
cos de la teoria ergédica de los sistemas dinamicos. Los ultimos tres capitulos
constituyen el objetivo principal del curso. Enfoca en las propiedades ergédicas
de los atractores topoldgicos y estadisticos.

Esta destinado a estudiantes de cursos de postgrado en Matematica. Pero no re-
quiere conocimientos previos en sistemas dindmicos. Requiere en cambio, como
prerrequisitos, algunos conocimientos béasicos de topologia en espacios métri-
cos, de la teoria de la medida abstracta e integracion abstracta, y de geometria
diferencial.

Los capitulos 1 y 2 introducen los conceptos y resultados basicos de la teoria
ergddica de los sistemas dinamicos discretos: definicién y existencia de me-
didas invariantes y ergddicas, enunciados equivalentes a la ergodicidad, y los
enunciados de los teoremas ergddicos de Birkhoff-Khinchin, de Oseledets, y
de descomposicion ergddica. El capitulo 3, introduce, esencialmente mediante
ejemplos, algunosresultados sobre sistemas dindmicos hiperbdlicos.

Los capitulos 4, 5 y 6, que son el objetivo principal de este curso, exponen
resultados de la teoria topoldgica y ergddica de los atractores. El capitulo 4
introduce las medidas Sinai-Ruelle-Bowen (SRB) o fisicas. El capitulo 5 intro-
duce las medidas de Gibbs para sistemas suaves, y una resena breve de la Teoria
de Pesin. Finalmente, el capitulo 6 estudia el caso general, no necesariamente
diferenciable, y demuestra la existencia de atractores topolégicos de Milnor y
de atractores estadisticos de Ilyashenko, y la relacién entre estos y las medidas
“SRB-like” o pseudo-fisicas.
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Capitulo 1

Dinamica medible y
topoldgica

Usaremos definiciones, notacion y algunos resultados béasicos de teoria de la
medida abstracta y de la topologia en espacios métricos compactos, cuyos enun-
ciados y demostraciones se pueden encontrar por ejemplo en [26], [80] o [91].

1.1. Dinamica de los automorfismos de medida.

Sea (X,.A) un espacio medible y sea T': X — X una transformacién medible,
es decir T7}(A) € A VA € A.

Definicion 1.1.1. Sistema dinamico discreto

Se llama sistema dindmico discreto por iterados de T hacia el futuro a la apli-
cacién que a cada n € N le hace corresponder la transformacién T" : X +— X
donde T" ;=T oT...oT nveces,sin>1yT?:=id. Esinmediato chequear
que T™ es medible para todo n € N.

Si ademas T es bi-medible (i.e. T : X — X es medible, invertible y su inversa
T~': X + X es medible), entonces el sistema dindmico discreto, por iterados
de T hacia el futuro y el pasado, se define como la aplicacién que a cadan € Z
le hace corresponder 7™, donde T~' es la inversa de Ty T" := (T~1)I"l .=
T toT b o...T7! |n| veces sin < —1.

Se observa que si T"T™ = T"oT™ V¥ n,m € N, y ademas si T’ es bi-medible se
cumple esa propiedad para todos n, m € Z. Esta propiedad algebraica (cuando
T es bi-medible) se llama propiedad de grupo. Significa que el sistema dindmico
es una accion del grupo de los enteros en el espacio X.
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Definicién 1.1.2. Se llama drbita positiva o futura o™ (z) por el punto z € X,
y x se llama estado inicial de la orbita, a la sucesion

ot (z) == {T"(2)}nen-
Si T es bi-medible se llama érbita negativa o pasada a la sucesion
o~ (z) :={T7"(@)}Inen

y se llama drbita o(x) bilateral (o simplemente érbita cuando T es bi-medible)
a la sucesion bi-infinita

o(z) == {T"(x)}nez-

Cuando T es medible pero no bi-medible, llamamos simplemente érbita a la
orbita positiva o futura.

Se observa que T"t™(x) = T™(T™(x)) y por lo tanto el iterado T™(x) es el
estado inicial de la d6rbita por x que se obtiene corriendo el instante 0 al que
antes era instante m.

Definicién 1.1.3. Punto fijo (o periddico de periodo 1) es zq tal que T'(zg) =
xg. Punto periddico es xq tal que existe p > 1 tal que T?(xg) = x¢. El periodo es
el minimo p > 1 que cumple lo anterior. Se observa, a partir de la propiedad de
grupo, que si un punto es periédico de periodo p entonces su érbita esta formada
por exactamente p puntos.

Definicién 1.1.4. Sea T medible en un espacio (X, .A). Una medida u se dice
que es invariante por T, o que T preserva p, o se dice también que T' es un
automorfismo del espacio de medida (X, A, 1)), si

(T (4)) = p(A) VA € A.

Se observa que pueden no existir medidas de probabilidad invariantes para
cierta T': X — X transformacion medible dada, como se muestra en el Ejemplo
1.1.7. Sin embargo:

Teorema 1.1.5. Existencia de medidas invariantes.

Sea X wun espacio métrico compacto, y sea T : X — X continua. Entonces
existen (usualmente infinitas) medidas de probabilidad en la sigma-dlgebra de
Borel, que son invariantes para T .

Demostraremos este teorema en la siguiente seccién 1.2.

Ejercicio 1.1.6. Sean (X, A,pu) e (Y,B,v) u espacios de medida y sea T :
X — Y medible. Se define T*p como la medida en (Y, B) tal que (T"u)(B) =
w(T~1(B)) = v(B) para todo B € B.
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(a) Encontrar un ejemplo en que T*u = v pero u(A) # v(T'(A)) para algin
A e Atal que T(A) € B.

(b) Encontrar un ejemplo en que 7' sea medible, cumpla T*u = v pero 7! no
sea medible.

(c) Demostrar que si T es medible, invertible y su inversa T~! es medible,
entonces T*u = v si y solo si (T71)*r = p. Cuando se cumplen todas esas
condiciones, se dice que T' (y por lo tanto también T—1) es un isomorfismo de
espacios de medida.

Ejemplo 1.1.7. Sea T : [0,1] — [0,1] tal que T(x) = z/2siz # 0y T(0) =
1 # 0. Afirmamos que:
No existe medida de probabilidad invariante por T'.

Demostracion: Si existiera, llamémosla u. Consideremos la particion de inter-
valo (0,1] dada por los subintervalos disjuntos dos a dos A, = (1/2"*1 1/2"]
para n € N. Se cumple T~1(A,,) = A,_1 para todo n > 1. Como p es T in-
variante se deduce p(A4,) = u(Ao) ¥Yn > 0. Se tiene pu((0,1] = >, <o pu(An) =
Ym0 (Ag) < 1. Luego p(Ag) = 0, de donde £((0,1]) =0y pu({0}) = 1. Luego
w(T~1({0})) = 1 lo cual es absurdo porque T~*({0}) = 0. O

Ejercicio 1.1.8. Probar que si T': X +— X es medible entonces T preserva la
medida p si y solo si para toda f € L!(u) se cumple

[reTau= [ i

Proposicion 1.1.9. Sea T : X — X una transformacion medible en un espacio
medible (X, A). Si u es una medida finita o sigma-finita y Ao es un dlgebra
que genera a A tal que p(T~1(A)) = p(A) VA € Ay entonces j1 es invariante
por T.

Demostracién: Sea v(A) = u(T~1(A)) definida para todo A € A. En la
subdlgebra Aj la premedida v coincide con la premedida p (ambas restringi-
das a la subélgebra son premedidas). Como existe una unica extensién de una
premedida dada en un dlgebra a la sigma algebra generada, entonces u = v en

A. O

Corolario 1.1.10. Si T : R* — RF es una transformacion Borel medible y ju es
una medida o-finita tal para todo conjunto A que sea union finita de rectangulos
de R* se cumple p(T~1(A)) = u(A) entonces pu es invariante por T en toda la
sigma-dlgebra de Borel.

1.2. Prueba de existencia de medidas invariantes

En esta seccion X denota un espacio métrico compacto y T : X +— X una
transformacion continua, a menos que se indique lo contrario.
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Introduciomos algunas definiciones y resultados del Analisis Funcional:
Notacion: El espacio de las funciones continuas y su dual.
Denotamos C?(X,R) el espacio de las funciones continuas v : X + R con
la topologia de la convergencia uniforme en X (inducida por la norma del
supremo). Es decir

dist (1, ¥2) = |91 — 2],

donde se denota
Il = méx|b(a)| ¥ 6 € CO(X, ).

Denotamos C°(X, [0,1]) al subespacio de funciones continuas ¢ : X + [0,1]
que toman valores no negativos ni mayores que 1, con la norma del supremo
definida antes (o del méximo, en nuestro caso, pues X es un espacio métrico
compacto).

El espacio C°(X,[0,1]) es métrico acotado y cerrado. En efecto, el limite de
una sucesién uniformemente convergente de funciones continuas en C°(X, [0, 1])
es continua, y pertenece a C°(X,[0,1])). Ademds C°(X,[0,1]) tiene una base
numerable de abiertos, y por lo tanto existe un subconjunto numerable {t; }ien
denso en C°(X,[0,1]) (ver por ejemplo [26, Proposition 4.40])

Denotamos como C%(X,R)* al dual de C°(X,R); es decir al conjunto (al que
luego dotaremos de una topologia adecuada) de todos los operadores lineales

A:CY%X,R) — R.

Definicién 1.2.1. El espacio M de las probabilidades y la topologia
débil* Sea X un espacio métrico compacto. Sea M el espacio de todas las
medidas de probabilidad.
En M introducimos la siguiente topologia, llamada topologia débil*:
Si fin, 1t € M decimos que la sucesién {u,} es convergente a i en la topologia
débil*, es decir

lim p, =p en M,

n—-+oo
cuando:

lim /w,m = /wdu en R V¢ € C°X,R).
n——+00

Observacion 1.2.2. Por definiciéon de convergencia en la topologia débil* de
una sucesiéon de medidas de probabilidad, la sucesiéon converge a la medida pu
si y solo si para cada funcién continua, la sucesion de integrales converge a la
integral respecto a u. Es falso que para todo A boreliano la sucesién de medidas
de A converja a u(A). En efecto, véase el ejercicio siguiente:

Ejercicio 1.2.3. Sea X = [0,1]. Para cada n > 0 sea y, la medida delta de
Dirac concentrada en el punto 1/2™.
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a) Probar que existe = lim,, 1 oop, en la topologia débil* y encontrar la
medida limite p.

b) Encontrar A C [0, 1] boreliano tal que no existe limy,_, 4 oo pin (A).
Sugerencia: A = {1/2% : j > 0}.

¢) Encontrar B C [0, 1] boreliano tal que existe 1imy,, s oo (tin (B)) # u(B).

Observacién 1.2.4. Observemos que, para cada ¢ € M, el operador A, :
CY%(X,R) — R definido por:

M) = [wdn

es lineal, positivo (es decir A, (1)) > 0 si ¢p > 0) y acotado (es decir existe
k > 0 tal que |[A,(¢)| < k para toda 1 € CO(X,R) tal que [[¢[lo < 1). Ademds
Au(¥) =1si¢: X — R es la funcién constante igual a 1.

El siguiente teorema establece el reciproco de la propiedad observada arriba,
y es un resultado cldsico de la Teoria Abstracta de la Medida y del Analisis
Funcional:

Teorema de Representacion de Riesz

Sea X un espacio métrico compacto.

Para todo operador lineal A : C°(X,R) — R que sea positivo y acotado, existe
y es dnica una medida finita p (de Borel y positiva) tal que

AW0=/wm1Vw60WKR)

Ademds si A(1) = 1 entonces p es una probabilidad. Es decir, n(X) = 1, d,
usando nuestra notacion, p € M.

Una demostracion del Teorema de Representacién de Riesz puede encontrarse,
por ejemplo, en [80, Teorema 2.3.1]
Debido al Teorema de Representacién de Riesz, el espacio M se puede identi-
ficar con el espacio de los operadores lineales de C°(X,R) que son positivos,
acotados y que valen 1 para la funcién constante igual a 1. (Recordemos que
el espacio de los operadores lineales de C°(X,R) se llama dual de C°(X,R)
y se denota como C°(X,R)*). En el An4lisis Funcional se definen diversas to-
pologias en el dual de un espacio de funciones. Una de ellas es la llamada
topologia débil*, que es la topologia de la convergencia punto a punto, definida
como sigue:
lim A, = Aen C°(X,R)*
n—-+oo
si y solo si
lim App =AY enR Vo € C°(X,R).
n—-+oo
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De las definiciones anteriores, deducimos que la topologia débil estrella en M es
la topologia inducida por la topologia débil estrella (o de la convergencia punto
a punto) en el dual CY(X,R)* del espacio funcional de las funciones continuas.
La topologia débil* puede definirse como la topologia producto de las definidas
por la convergencia de los valores numéricos A, (1)) que toman los operadores
A, para cada 1 € C°(X,R) fija.

El siguiente teorema es clasico del Analisis Funcional, y es una consecuencia
del teorema de Tichonov (ver por ejemplo [26, Teorema 4.43])que establece,
bajo ciertas hipétesis, la compacidad de la topologia producto:

Teorema 1.2.5. (Corolario del Teorema de Tichonov) Si X es un espacio
méltrico compacto, entonces para toda constante k > 0 el subconjunto de los
operadores lineales acotados por k es compacto en el espacio dual C°(X,R)*
con la topologia débil estrella.

Como caso particular, observemos que el espacio M de las probabilidades de
Borel en X (via el teorema de Representacién de Riesz) es un subconjunto
cerrado del espacio de los operadores lineales acotados con la topologia débil
estrella (es decir, si A, (1) =1y A,, — A, entonces A(1) =1).

Mas detalladamente:

Teorema 1.2.6. Compacidad y metrizabilidad del espacio de proba-
bilidades

Sea X un espacio métrico compacto. Sea M' el espacio de todas las medidas
p (de Borel, positivas y finitas)tales que u(X) < 1. Sea en M' la topologia
débil*, definida en 1.2.1. Entonces:

(a) M es compacto.

(b) M* es metrizable. (Es decir, existe una métrica dist que induce la topologia
débil*; esto es una distancia en M! x M! tal que

lim dist(pp, ) = 0 si y solo si Hmp,, = u
n n
con la topologia débil*).

(c) Si {h;}ien C C°(X,[0,1]) es un conjunto numerable denso de funciones,
entonces la siguiente métrica induce la topologia débil* en M?:

Jwsdn = [veav

(d) M! es secuencialmente compacto. (Es decir, toda sucesiéon de medidas en
M! tiene alguna subsucesiéon convergente).

+oo
1
dist(p,v) := Z o Yo, v e M (1.1)
i=1

Consecuencia: Siendo M = {u € M' : u(X) = 1} cerrado en M', se deduce
que
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(e) El espacio de probabilidades M con la topologia débil* es compacto, metri-
zable y secuencialmente compacto.

Ejercicio 1.2.7. Demostrar el Teorema 1.2.6 como consecuencia del Corolario
1.2.5, identificando el espacio M! con el dual de C°(X,R) via el Teorema de
Representacion de Riesz.

Proposicién 1.2.8. Sea {1; : i > 1} un conjunto numerable denso en C°(X,[0,1]).
Dos medidas p1 y po en ./\/ll(X) coinciden si para todo i > 1 se cumple

[ e = [ vidue

Demostracion: Por la unicidad de la medida del teorema de Riesz alcanza
probar que para toda ¢ € C°(X,R) se cumple:

/wdﬂl Z/lﬁdﬂz (1.2)

La igualdad (1.2) vale obviamente para v idénticamente nula. Si ¢ no es idénti-
camente nula, basta demostrar (1.2) para ¢/ |[1||o, donde ||¥]0 = méx,ex [¥(x)].
Entonces supongamos que |[1||p = 1. Cualquier funcién real ¢ puede escribirse
como ¢ = T —1p~, donde ¥ = mdx{t,0}, ¥~ = —min{1), 0}. Observemos
que pF,9~ € C°([0,1]). Si demostramos la igualdad (1.2) para ¥+ y )=, en-
tonces vale también para 1. Basta entonces probar la igualdad (1.2) para toda
¥ € C9(X,[0,1]). Por la densidad de las funciones {¢;} en C°(X, [0,1]), existe
una sucesion 1; convergente uniformemente (es decir con la norma del supre-
mo en C°(X,R)), a la funcién 1. Por lo tanto, converge también puntualmente
y estd uniformemente acotada por 1. Cada 1), verifica la igualdad (1.2). Luego,
por el teorema de convergencia dominada, 1 también cumple (1.2). |

Observacién 1.2.9. Sea X un espacio métrico compacto no vacio, sea B la
sigma-algebra de Borel, y sea M el espacio de todas las medidas de probabilidad
de Borel en X con la topologia débil*.

El espacio M es no vacio. Por ejemplo, si elegimos un punto z € X entonces
6 € M, donde J, es la probabilidad Delta de Dirac soportada en el punto
x € X. Esto es 0, es la probabilidad que a cada boreliano B C X le asigna
0z(B)=1six € B,y d,(B)=0siz ¢ B.

Ahora agreguemos una dindmica en X:

Definicién 1.2.10. El pull back T* : M — M

Sea (X, A) un espacio medible, sea T : X + X medible y sea M el conjunto de
las medidas de probabilidad en (X, A). Definimos el siguiente operador en M,
llamado pull back del mapa T :

T M M (T*u)(B) = W(T~X(B)) Y ue M V B eB.
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Es inmediato verificar que p es invariante por T si y solo si T*u = p, es decir,
las medidas invariantes por 7' son los puntos fijos por T en el espacio M.

Ejercicio 1.2.11. Probar que para toda ¢ € L!(u) se cumple:

/z/)dT*,u:/z/)on,u.

Sugerencia: Chequear primero para las funciones caracteristicas xyp de los bo-
relianos, luego para las combinaciones lineales de las funciones caracteristicas
(funciones simples), y luego para las funciones medibles no negativas, usando el
Teorema de convergencia monoétona. Finalmente probar la igualdad para toda
Y € L'(u) separando v en parte real e imaginaria, y cada 1 real en su parte
positiva y negativa.

Proposicion 1.2.12. Sea X espacio métrico compacto, y M el espacio de las
probabilidades de Borel en X con la topologia débil*. SiT : X — X es continuo,
entonces T* : M — M es continuo en M.

Demostracion. Basta chequear que si lim,, u,, = p en M entonces lim,, 7" u,, =
T* . En efecto, como lim,, y,, = 1, entonces, para toda 1 € C°(X,R):

lim /wdun - /wdu
n——+00

En particular, siendo T : X +— X continuo, la igualdad anterior se cumple para
1 o T. Luego deducimos que

lim /¢0Tdun:/¢onu.

n——+o0o

Usando el resultado del Ejercicio 1.2.11, deducimos que

lim /z/)dT*un = /quT*u V¢ e C'(X,R).
n—-+0oo

Por lo tanto la sucesién de medidas T™u,, converge en la topologia débil* de
M, ala medida T*pu como queriamos demostrar. O

Ahora probaremos el Teorema 1.1.5, utilizando el llamado procedimiento de
Bogliubov-Krylov [10]. Este procedimiento parte de cualquier medida de proba-
bilidad en el espacio X, toma promedios aritméticos de los iterados del operador
pull back T* de esta medida hasta tiempo n, y finalmente una subsucesién con-
vergente en la topologia débil estrella de esos promedios. Se obtienen medidas
invariantes por T' (bajo la hipétesis de que T': X +— X es continuo). El pro-
cedimiento de Bogliubov-Krylov permite “fabricar” medidas de probabilidad
invariantes, usando como “semilla” cualquier medida de probabilidad.
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Demostracion del Teorema 1.1.5 de existencia de medidas invarian-
tes:

Demostracion. Elijamos una medida de probabilidad de Borel cualquiera p €
M. Construyamos para cada 1 < n € N, la siguiente probabilidad:

n—1
1 i
Hn = n Z(T )Y p
§=0
Es inmediato probar, a partir de la definicién del operador T* (que cumple
T*u(B) = u(T~Y(B)) para todo boreliano B), que

1 n—1
T*/f('n = E Z(T*)]+1p
7=0

Como el espacio M de las probabilidades de Borel es secuencialmente compacto
con la topologia débil*, existe una subsucesién { iy, }ien ( con lim; n; = +00),
que es convergente en M. Llamemos pu € M a su limite; es decir:

1ni—1
= lfim — Y (T*)
H zﬁlgloonzo( ),0
]:

Basta demostrar ahora que T = i, es decir u es una probabilidad T-invariante.
Usando la continuidad del operador T* (Proposicién 1.2.12), deducimos que

nifl nifl

1 . 1 ,
T*u= lim T*| — Vol = lim — )7+
. i—>1+oo n; jz:(:) ( ) p i—>1+oo n; jz:(:) ( ) P

Integrando cada 1 € C°(X,R) respecto de la medida T*j, y luego respecto de
la medida p, aplicando la definicién de limite de la sucesiéon de medidas iy,
con la topologia débil*, y la continuidad del operador T* en M, obtenemos:

/wdT*M—/¢dﬂzi§I+nm (/wdT*Mm —/wdﬂni> _
i = ([amyo [va)

VWT*#/WM’ < dim_ [l (p(X) + (T~ (X)) =

Entonces

i—+00 T;
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2
lim — =0.
Jdm |yl =0
En la dltima igualdad tuvimos en cuenta que p es una probabilidad. Obtuvimos
que

‘/wdT*u—/wdu' =0 V¢ eC'X,R).

Por lo tanto los operadores lineales ¢ — [ dT*p y ¢ + [ 1 dp son el mismo.
Por la unicidad de la medida en el teorema de Riesz deducimos que T*u = p,
como queriamos demostrar. O

Ejercicio 1.2.13. Sea (X, .A) un espacio medible y sea M el conjunto de todas
las medidas de probabilidad en (X,.4). Suponga que existe u € M(X) tal que
T*u(A) < 2u(A) para todo boreliano A C X.

a) Probar que 2 — T € M(X).

b) Si X es un espacio métrico compacto, A es la sigma-algebra de Borel y si T es
continua, probar que dado g € M(X) existe p € M(X) tal que 2u—T*p = po.
Sugerencia: Para todo p € M(X) definir G(u) = 1/2 - (T*u + po),  pn =
1/n - Z;L:_Ol G7(np) y tomar una subsucesién convergente en M (X). Probar
que G es continuo en M(X). Observar que G conmuta con las combinaciones
lineales finitas convezras de probabilidades. Es decir si u = Zle Aivi, donde

v, e M(X), 0< )\ <1y Zle A = 1, entonces G(v) = Zle AiG(v;).

1.3. Ejemplos y puntos periédicos hiperbdlicos

Ejemplo 1.3.1. Seaen S* (el circulo) la rotacién T(e2™%) = ™) (@+a) 'donde
a es una constante real. Si a es racional, T' se llama rotacion racional en el
circulo, y si a es irracional, T se llama rotacion irracional. A través de la
proyeccién 1T : R +— S! dada por II(x) = e?™@ la medida de Lebesgue m
en R induce una medida m~ en S' dada por m.(A) = m(II71(A) N [0, 1]).
Esta medida m., se llama medida de Lebesgue en el circulo. Como m en R es
invariante por traslaciones, es facil probar que m., en el circulo S! es invariante
por las rotaciones.

Ejercicio 1.3.2. Probar que para la rotaciéon racional en el circulo todos los
puntos son periédicos con el mismo periodo. Probar que la rotacion irracional
en el circulo no tiene puntos periédicos. Probar que la medida de Lebesgue en
el circulo es invariante por las rotaciones.

Observacion 1.3.3. Aunque no es inmediato, se puede probar que todas las

orbitas de la rotacion irracional del circulo son densas. (Lo probaremos en
§2.4.2).
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Ejercicio 1.3.4. Tent map Sea el intervalo [0,1] dotado de la sigma &lgebra de
Borel. Sea T : [0,1] — [0,1] dada por T'(x) =2z siz € [0,1/2] y T'(z) =2 — 2z
si ¢ € [1/2,1]. Probar que T preserva la medida de Lebesgue en el intervalo.
(Sugerencia: graficar T y probar que la preimagen de un intervalo I tiene la
misma medida que I. Usar el corolario 1.1.10.

Definicion 1.3.5. Sea T : X — X Borel medible en un espacio métrico X.
Decimos que un punto periddico xy de periodo p es un atractor si existe un
entorno V de z¢ invariante hacia delante por T? (es decir T?(V) C V) y tal
que

dist (Tn(l‘o)’ Tn(y))n—H-oo —0 Vy eV

Cuando T es invertible con inversa medible decimos que un punto periédico xg
de periodo p es un repulsor si existe un entorno V' de xg invariante hacia atras
por T? (es decir T~P(V) C V) y tal que

dist (T™(20), T™ () )ns—oe — 0 Yy €V

Proposicién 1.3.6. Sea f: S' — S un difeomorfismo; es decir f es de clase
C*' (i.e. derivable con derivada continua), invertible (i.e. biyectiva; existe la
transformacién inversa f=!: St S1) y su inversa f~! es también de clase
ch)

Supongamos que el difeomorfismo f : S* v S preserva la orientacion (i.e.
f'>0). Sea xg un punto periddico de periodo p tal que la derivada (fP) (xzo) es
menor que 1. Entonces xg es un atractor. Andlogamente, si (fP) (xo) es mayor
que 1 entonces xqy es un repulsor.

Demostracion: La segunda afirmacion se obtiene de la primera usando f~P
en lugar de fP. Demostremos la primera afirmacién renombrando como f a la
transformacién fP. Entonces xq es fijo. Grafiquese f(x) para z € St ~ [0, 1] del
intervalo [0, 1] en si mismo, en el que se ha identificado el 0 con el 1 en el punto
xo. La grafica de f corta a la diagonal por lo menos en el punto 0 ~ 1 = zy Gréfi-
camente, los iterados futuros de y en un entorno de x( suficientemente pequeno,
se obtienen trazando la vertical de abscisa y, cortandola con la gréafica de f,
trazando luego la horizontal por ese punto, cortandola con la diagonal, trazan-
do la vertical por ese punto, cortandola con la grafica de f, y asi sucesivamente
(ver por ejemplo [37, Figure on page 19]). Si la funcién es continua con derivada
continua, y la derivada f/(xg) = a > 0 en el punto fijo 2y es menor que uno,
entonces los sucesivos puntos en la grafica de f obtenidos por la construccién
anterior, tienden monétonamente al punto fijo xzg. En efecto, por la definicion
de diferenciabilidad y de derivada: || f(y) — f(zo)|| < (a + (1 —a)/2) ||y — xo]]
para todo y suficientemente cercano a xg, digamos ||y — zo|| < ¢. Es decir
IIf(y) — zo|| < b|ly — o] donde 0 <b=a+ (1 —a)/2=(14+a)/2 < 1. Lue-
go, f(y) también cumple | f(y) — zo|| < J. Se puede aplicar, por induccién,
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la desigualdad anterior a todos los iterados futuros f™(y) (es decir para todo
n € N). Obtenemos || f"(y) — xo|| < b"||y — xo||. Siendo 0 < b < 1, deducimos
que f™(y) converge mondétonamente a xg. O

Definicién 1.3.7. Un punto periédico xg con periodo p de un difeormofismo f :
X — X en una variedad diferenciable X se dice hiperbdlico si los valores propios
(complejos) de la derivada dff de f? en x, tienen todos médulo diferente de
1. Se recuerda que la derivada dff es una transformacién lineal de R™ en R™,
donde m es la dimensién de la variedad X.

Consecuencia: Si xp es un punto periédico hiperbélico de un difeomorfismo
[ de clase C! del circulo S', entonces es un atractor si |(f?) (zo)] < 1, y es un
repulsor si |(fP) (zo)| > 1. (Siendo zo hiperbdlico, sabemos que |fP) (zg)] # 1
por definicién, asi que los dos casos anteriores son los tnicos posibles). En
efecto, si f preserva al orientacién del circulo, aplicamos la Proposicién 1.3.6, y
si f invierte la orientacién, aplicamos la misma Proposicién a f2 para deducir
que xo es un punto fijo atractor (resp. repulsor) de f2. Es facil probar que si zg
es un punto fijo de f que es atractor (resp. repulsor) para f2, entonces también
es atractor (resp. repulsor) para f.

Para un difeomorfismo f en el circulo S', y mds en general para un mapa de
clase C' en una variedad de dimensién 1, un punto periédico hiperbélico zq se
lama pozo si |(fP) (zo)] < 1, y se lama fuente si |(f?)'(xo)| > 1. Generalizando
este resultado cuando la variedad tiene dimensién mayor que uno, adoptamos
la siguiente definicién:

Definicion 1.3.8. Pozos, fuentes y sillas

Sea f : X +— X un difeomorfismo en una variedad diferenciable X. Sea zy un
punto periédico hiperbélico para f de periodo p (i.e. los valores propios de dff
tienen todos médulo diferente de 1). El punto zg, y también la érbita (finita)
de g, se llama pozo si los valores propios de dff  tienen todos médulo menor
que 1. Se llama fuente si todos tienen médulo mayor que 1. Y se llama silla si
alguno tiene médulo mayor que 1 y algtin otro médulo menor que 1. (Obsérvese
que las sillas solo pueden existir si la dimensién de la variedad es 2 o mayor).

Ejercicio 1.3.9. (a) Encontrar ejemplo de un difeomorfismo f : R? ~— R? con
un punto fijo hiperbdlico tipo silla, otro ejemplo con un pozo y otro con una
fuente. (b) Encontrar un ejemplo de f : R? — R? que tenga exactamente tres
puntos fijos, sean los tres hiperbdlicos, uno tipo fuente, otro pozo y otro silla.
(¢) Demostrar que para cualquier difeomorfismo f : M +— M, los pozos son
atractores, las fuentes son repulsores, y las sillas no son atractores ni repulsores.

Ejercicio 1.3.10. Encontrar un ejemplo de difeomorfismo f : R? — R2 que
tenga un punto fijo atractor que no sea pozo (i.e. que no sea hiperbdlico), otro
que tenga un punto fijo repulsor que no sea fuente (i.e. que no sea hiperbélico)
y otro que tenga un punto fijo no hiperbdlico que no sea ni fuente ni pozo pero
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que todas las Orbitas futuras en un entorno cualquiera de xz suficientemente
pequeno, o bien tiendan a zg o bien se salgan del entorno.

Exponente de Lyapounov negativo significa contraccién exponencial:
Si f: ST SYes un difeomorfismo y xo es un punto fijo atractor hiperbélico
(i.e. |f'(z0)] < 1, es decir x¢ es un pozo), entonces

lm log dist(f™(x), x0)

n—-+oo n

= -\ <0 Vzx en algin entorno de xq

donde —\ = log |f'(x0)| < 0 se llama exponente de Lyapounov en x.
Ejercicio 1.3.11. Demostrar la afirmacién anterior. Sugerencia: Probar que

dist (f*t(x), z0) )
dist (f7(x), o)
Interpretacion: La distancia de f™(x) al atractor hiperbdlico se contrae ex-

ponencialmente con coeficiente asintoticamente igual a e elevado al exponente
de Lyapounov —\ < 0.

<1

Exponente de Lyapounov positivo significa dilatacién exponencial: Si
f: St St es un difeomorfismo y xo es un punto fijo repulsor hiperbdlico (i.e.
|f'(z0)] > 1, es decir z( es una fuente) entonces

lm log dist(f™(x), x0)

n——oo n

=0 >0 Vz en algun entorno de g

donde o =log|f'(xo)| > 0 se llama exponente de Lyapounov en xy.

Ejercicio 1.3.12. Demostrar la afirmacién anterior. Sugerencia: Aplicar lo ya
probado a f~! y la férmula de derivada de la funcién inversa para deducir que

: n+1
HIn dlSt (f ('T)? 'TO)

7>1
n——oo dist (f™(z),x0) e

Interpretacién: La distancia de f™(z) al repulsor hiperbdlico (al crecer n y
mientras f™(x) esté en un entorno pequeno del repulsor) se dilata exponen-
cialmente con coeficiente asintéticamente igual a e elevado al exponente de
Lyapounov ¢ > 0.

Ejercicio 1.3.13. Flujo polo norte-polo sur Llamaremos seccion de flujo
polo norte-polo sur en el circulo S', a un difeomorfismo f : S' + S* de clase
C', que preserva la orientacién, y tal que existen solo 2 puntos fijos N y S, son
ambos hiperbdlicos, N repulsor y S atractor. Graficar f en [0, 1,041 tomando
0 ~ 1 = N. Demostrar que todas las orbitas excepto N y S son mondtonas
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y convergen a S. (Sugerencia: ver prueba de la afirmacién 1.3.6.) Demostrar
que las tnicas medidas de probabilidad invariantes son las combinaciones li-
neales convexas de dy y dg. Sugerencia: considerar una particién numerable
del intervalo (0,.5) formado por A,, = [xy, Zn4+1) para n € Z donde g se elige
cualquiera en el intervalo abierto (0,5) y @, := f™(zo) para todo n € Z. Usan-
do argumento similar a la prueba del ejemplo 1.1.7, probar que p((0,S5)) = 0.
Analogamente probar que u((S,1)) =0, de donde p({N,S}) = 1.

Definicién 1.3.14. Difeomorfismo Morse-Smale en S'. Un difeomorfismo
f: St S! se dice Morse-Smale si preserva la orientacién y existen exacta-
mente una cantidad finita de puntos periédicos (todos del mismo periodo) y
son todos ellos hiperbélicos.

Ejercicio 1.3.15. Probar que en un difeomorfismo f Morse-Smale en el circulo
las unicas medidas invariantes son las combinaciones lineales convexas de las
medidas
Ozo + 0f(wg) + -+ Opp-1(ay)
p

donde ¢ es un punto periédico de periodo p. Sugerencia: Graficar fP en S =
[0,1]/ ~ donde 0 ~ 1 es un punto periédico de perfodo p. Probar que los
atractores y los repulsores se alternan. Probar que para toda medida invariante
el arco entre un repulsor y un atractor consecutivos tiene medida cero, usando
el procedimiento del ejercicio 1.3.13.

1.4. Dinamica topologica

Definiciéon 1.4.1. Recurrencia topoldgica. Sea T : X — X una trans-
formacién Borel medible en un espacio topoldgico X. Sea x € X. Se llama
omega-limite de x al conjunto

w(z) ={y € X : In; — +o0 tal que T (z) — y}

Cuando T es bi-medible (i.e. T' es medible, invertible y con inversa medible)
se llama alfa-limite de x al conjunto

alz) ={y € X : In; — —oo tal que T (x) — y}
Un punto x se dice recurrente si
x € w(x)

Dicho de otra forma x es recurrente si existe una subsucesiéon n; — +oo tal que

T™i(xz) — x. Luego para todo entorno V' de z existe una subsucesién n; € N
tal que 7™ (V)NV 0.
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Ejercicio 1.4.2. Sea X un espacio métrico compacto y sea T : X + continua.
Probar que:

(a) w(z) es compacto no vacio para todo z € X.

(b) w(T™(z)) = w(x) para todo n € N, es decir el conjunto w(x) depende de la
orbita por x y no de qué punto en la érbita de z se elija.

(¢) T(w(z)) = w(x) C T~} (w(x)) para todo z € N. Es decir w(z) es un conjunto
invariante por T hacia el futuro.

(d) Si ademés T es un homeormorfismo (i.e. T es continua, invertible y con
inversa T—1 continua) probar que:

(i) a(x) es compacto no vacio para todo x € X, a(T"(x)) = a(x) para todo
n'eZy T(a(2)) = alz) = T-\(a(x)),

(ii) Si z € w(z) entonces a(x) C w(z). Sugerencia: Si © € w(x) entonces
T7"(x) € w(zx) para todo n € Z, luego a(zr) C w(zr) = w(x).

(iil) z € w(x) siy solo si w(x) = o(z), donde o(x) = {T™(z) : n € Z}.

Definiciéon 1.4.3. Conjunto no errante. Sea T : X — X una transfor-
macién Borel medible en un espacio topolégico X. Un punto x € X es no
errante si para todo entorno V de x existe una sucesién n; — +o0o tal que
T (V)NV # (. El conjunto de los puntos no errantes de T' (que puede ser
vacio) se denota como Q(T') y se llama conjunto no errante.

Ejercicio 1.4.4. Sea X un espacio topolégico de Hausdorff y sea T : X +— X
Borel medible.

(a) Probar que el conjunto de los puntos recurrentes esta contenido en el con-
junto no errante Q(7T') (la inclusién opuesta no es necesariamente cierta, como
se verd més adelante).

(b) Sea p una medida de probabilidad invariante por 7. Si X tiene base nume-
rable de abiertos probar (sin usar el enunciado del teorema de recurrencia de
Poincaré que viene mds adelante) que pu(2(T)) = 1, es decir: casi todo punto
es no errante para cualquier medida de probabilidad invariante por T.
Sugerencia: Probar que para todo V' de la base de abiertos que tenga medida
positiva la sucesién de conjuntos medibles T-™(V), n € N no puede ser de
conjuntos disjuntos dos a dos a partir de un cierto ng en adelante. Deducir
que existe una subsucesién n; — +oo tal que T (V) NV # () y esto implica
V' NnT™ (V) # (). Un punto es errante (no es no errante) si estd contenido en
algin V abierto tal que no cumple lo anterior. Deducir que los puntos errantes
forman un conjunto de medida nula.

Definicion 1.4.5. Transitividad topolégica Sea X un espacio topoldgico y
T : X — X Borel medible. Se dice que T es transitiva si dados dos abiertos U
v V no vacios, existe n > 1 tal que T™(U) NV # 0.

Supéngase que X es de Hausdorff sin puntos aislados. Es facil probar que si
existe una orbita positiva densa entonces T es transitiva. Y si ademas, T es
continua y el espacio topoldgico tiene base numerable de abiertos y es de Baire
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(esto es: toda interseccién numerable de abiertos densos es densa) entonces T
es transitiva si y solo si existe una orbita positiva densa.

La transitividad significa que para cualquier abierto U, por pequeno que sea,
los iterados positivos de U transitan por todo el espacio desde el punto de vista
topoldgico (es decir, por todos los abiertos del espacio).

Observacién 1.4.6. Se observa que para dos conjuntos cualesquiera U y V:
THU)YNV £Psiysolosi T "(V)NU #£0

Es facil ver que si T es continua y transitiva, entonces dados dos abiertos U y
V no vacios, existe n; — +oo tal que T~ (V)NU # 0. En particular, tomando
U =1V >z, se deduce que:

SiT: X — X es continua y transitiva entonces Q(T) = X.

Ejercicio 1.4.7. Probar las afirmaciones de la Observacién 1.4.6 y las que
estan inmediatamente después de la definiciéon de transitividad en 1.4.5.

1.5. Recurrencia y Lema de Poincaré

Sea T : X — X Borel medible en un espacio métrico compacto X. Recordando
la Definiciéon 1.4.1 y teniendo en cuenta la compacidad secuencial de X, un
punto z es recurrente si y solo si para todo entorno V de x existen infinitos
iterados hacia el futuro de x en V. Es decir, existe n; — +oo tal que 7" (z) €
V.

Definicién 1.5.1. Sea T': X — X medible en un espacio medible (X, A). Sea
E € A. Un punto « € E vuelve infinitas veces a E si existen infinitos iterados
hacia el futuro de  en E. Mejor dicho: existe n; — +o00 tal que T" (x) € E
para todo j € N.

Los siguientes dos teoremas, llamados Lemas de Recurrencia de Poincaré, se
encuentran por ejemplo en [54, pag. 32-35] (ver también [55]). En [98, §1.4] se
encuentra también la versién medible siguiente:

Teorema 1.5.2. Lema de Recurrencia de Poincaré. Version medible
Sea T : X — X medible que preserva una medida de probabilidad p. Sea E un
conjunto medible tal que p(E) > 0. Entonces p-c.t.p de E vuelve infinitas veces
aF.

Demostracion. Sea Fy := (), y T (X \ E) y sea I := |Jy~ Fn. Por cons-
truccién x € F siy solo si T"(x) ¢ E para todo n suficientemente grande. Esto
ocurre si y solo si la érbita futura {T™(z)},>0 de x no pasa infinitas veces por
E. Basta probar entonces que u(F N E) = 0.
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Por construccién T~ (Fy) = Fyy1. Como u es T-invariante, tenemos p(Fy 1) =
u(Fn) para todo N > 0. Luego u(Fn) = pu(Fp) para todo N > 0. Siendo
Fni1 D Fy para todo N > 0, entonces u(F) = limpy 400 p(Fn) = p(Fo) y
F D Fy. Luego u(F\ Fy) = 0. Como ENFy = (), deducimos que ENF C F\ Fy,
de donde p(E N F) =0, como querfamos demostrar. O

Teorema 1.5.3. Lema de Recurrencia de Poincaré. Version topolégica

Sea T : X — X Borel-medible en un espacio topologico X con base numerable.
Si T preserva una medida de probabilidad u, entonces u-c.t.p. es recurrente (es
decir x € w(x) p-c.t.p. z € X).

Demostracion: Sea {V;};en una base de abiertos. Por 1.4.1: o & w(x) si y solo
si x € J;en 4j para algin j € N, donde

Aj = {z € V; : & no vuelve infinitas veces a V;}.

Por 1.5.2 4(A;) = 0 Luego, la unién numerable de los conjuntos A;, que coincide
con el conjunto de los puntos no recurrentes, tiene p medida nula. [J

Ejercicio 1.5.4. Sea (X,.A) un espacio medible. Sea T : X — X medible que
preserva una probabilidad p. Sea E € A tal que u(E) > 0. Probar que

> xe(T"(x))

neN
diverge u- ct.px € B

Ejercicio 1.5.5. Sea T' : X +— X Borel medible en el espacio topoldgico
X compacto , y preservando una medida de probabilidad u. Sea supp (u) el
soporte compacto de 4 (i.e. el minimo compacto con medida p igual a 1). Probar
que ) # supp(p) C Rec(T) siendo Rec(T') el conjunto de los puntos recurrentes
de T.

Teorema 1.5.6. Teorema de Hopf. Sea T : R* — R* Borel bimedible (me-
dible, invertible con inversa medible) que preserva la medida de Lebesque m.
Entonces casi todo punto de R™ o bien es recurrente o bien tiene omega limite
vacio.

Ejercicio 1.5.7. Demostrar el teorema de Hopf enunciado antes. Sugerencia:
RF = UiEN X; donde X; es una bola abierta de radio r; — 400 creciente con
1. Sea

X; = {z € X, : TV (z) € X; para infinitos valores positivos de j}.

Sea i : )Z’Z — X’Z la t@nsformacién que a cada x € )Z'Z hace corresponder el
primer retorno a X;: T'(z) = T?(z) € X, para el minimo j = j(z) natural
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positivo tal que T9(z) € X,. Probar que m(T;X;) = m(X;); luego c.t.p. de
X’i esta en la imagen de ﬂ Probar que ﬂ preserva m. Aplicar el teorema de
recurrencia de Poincaré para deducir que m-c.t.p de X; es recurrente. Probar
que c.t.p. de X; o bien es recurrente o bien su omega limite no intersecta a X;.

Observacién 1.5.8. En [28], y en la bibliografia alli citada, se resefian varios
otros resultados sobre recurrencia, ademas de los lemas bésicos de recurrencia
de Poincaré. Algunos de estos resultados miden, en relacion a potencias de n,
la frecuencia con la que 6rbita futura del punto recurrente x se acerca a x, la
vinculan con las medidas ergddicas y con la entropia métrica del sistema (la
entropia métrica es, gruesamente hablando, una medicion, ponderada segiin una
probabilidad invariante p, del desorden espacial que produce f al ser iterada).

1.6. Ergodicidad

Definicién 1.6.1. Ergodicidad 1

Sea (X, A, 1) un espacio de medida de probabilidad y T : X + X medible que
preserva p. Se dice que T es ergddica respecto a la medida p, o que p es una
medida ergodica para T, si dados dos conjuntos medibles con medida positiva

Uy V existe n > 1 tal que T"(U) NV # 0.

Nota: Observar que la ergodicidad es la version en el contexto medible de
la transitividad topolégica. Se resalta que por definicién, si una medida es
ergddica para T', entonces es T-invariante. No se define ergodicidad de medidas
no invariantes.

Definicién 1.6.2. Ergodicidad 11

Sea (X, A, 1) un espacio de medida de probabilidad y T : X + X medible que
preserva pu. Se dice que T' es ergddica respecto a la medida p, o que p es una
medida ergodica para T, si todo conjunto medible A que sea invariante por T
(es decir T=(A) = A) tiene o bien medida nula o bien medida 1.

Teorema 1.6.3. T es ergodica segun la definicion I para la medida de proba-
bilidad 1 si y solo si es ergddica segun la definicion II.

Demostracion: Supongamos que no se cumple la definicion I1. Entonces, existe
un conjunto A invariante por T' que tiene medida positiva distinta de 1. Luego
el complemento A° de A es también invariante por 1" y tiene medida positiva.
Como A = T~1(A), toda érbita positiva con estado inicial en A estd contenida
en A. Deducimos que no existe n € N tal que T"(A) intersecta a A°. Concluimos
que T no es ergddica segun la definicion 1.

Reciprocamente, suponemos por hipétesis que se cumple la definicién I1. Todo
conjunto A invariante por 7' tiene medida o bien nula o bien 1. Supongamos por
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absurdo que no se cumple la definicién I. Entonces existen conjuntos medibles U
y V con medida positiva tales que (J,, .y 7" (V)NU = (). Entonces el conjunto

A= (U T17(vV)

NeN n>N

es medible, invariante por T (verificar que T—1(A4) = A) y tiene medida po-
sitiva (verificar que p(A) > w(V) usando que p es medida de probabilidad
T-invariante), pero A no intersecta a U que también tiene medida positiva. De
lo anterior se deduce que A no puede tener medida 1, con lo que encontramos
un conjunto invariante que tiene medida positiva menor que 1, contradiciendo
la hipétesis. [J

Ejercicio 1.6.4. Sea T : X — X que preserva una medida de probabilidad
u. (a) Probar que p es ergédica para T si y solo si todo conjunto A medible
invariante para el futuro (i.e. A C T71(A)) cumple u(A4) = 0 6 u(A4) = 1).
(b) Probar que p es ergddica para T si y solo si todo conjunto A medible
invariante para el pasado (i.e. T7'(A) C A) cumple p(A) = 0 6 p(A) = 1.
Sugerencias: (a) Considerar B = J,,~, 7~ "(A), probar que u(B) = u(A) y que
B es T-invariante. (b) Considerar el complemento de A.

Definiciéon: Una medida de Borel o en un espacio topolégico se dice positiva
sobre abiertos si u(V') > 0 para todo abierto V' no vacio.

Ejercicio 1.6.5. Sea X un espacio topolégico y T' : X — X Borel medible que
preserva una medida de probabilidad p que es positiva sobre abiertos. Probar
que si T es ergédica respecto de p entonces T es transitiva (topolégicamente).

Ejercicio 1.6.6. Probar que los difeomorfismos Morse-Smale en el circulo tie-
nen medidas ergddicas pero no son transitivos topolégicamente.

Observacion 1.6.7. Més adelante demostraremos que la medida de Lebesgue
es ergddica para la rotacion irracional del circulo (Teoremas 2.4.1 y 77). Luego,
como la medida de Lebesgue es positiva sobre abiertos, la rotacién irracional es
transitiva topolégicamente. Entonces existe alguna érbita densa. Es facil ver,
usando que la rotacién en el circulo conserva las distancias, que al existir una
orbita densa, todas las drbitas son densas.

También probaremos que el tent map T en el intervalo es ergddico respecto a
la medida de Lebesgue. Luego T es topoldgicamente transitivo y existe érbita
densa. Sin embargo no todas las érbitas en el futuro por T' son densas: en efecto,
existen érbitas periddicas (que, como 6rbitas en el futuro, son conjuntos finitos,
y por lo tanto no son densos).
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1.6.8. Promedios temporales asintéticos de Birkhoff

El Teorema Ergddico de Birkhoff-Khinchin, que enunciaremos completamente
més adelante (Teorema 2.1.2), establece que si T': X + X es una transforma-
cion medible que tiene medidas de probabilidad T-invariantes, entonces para
toda probabilidad u que sea T-invariante y para toda funcién ¢ € L*(u), existe
p-c.t.p. x € X el siguiente limite:

n—1
B(a) = ngrfwgz%wm
=

Teorema 1.6.9. Ergodicidad III. Sea T : X — X medible en un espa-
cio medible (X, A) y sea p una probabilidad invariante por T. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

(1) u es ergddica para T

(ii) Toda funcion v : X +— R que sea medible e invariante por T (es decir
P(z) =yY(T(z)) Vo € X), es constante p-c.t.p.

(iii) Para toda funcion medible y acotada v : X — R existe el siguiente limite
p-c.t.p y es igual a [ dp:

n—1
lim EZQ/}OTj(ZL'):/Q/}d/J, p—ctp.zeX (1.3)
7=0

n—+oo N 4

Probaremos el Teorema 1.6.9 en el paragrafo 1.6.11.

Observacion 1.6.10. Hipé6tesis de Bolzmann de la Mecanica Estadisti-
ca: Antes de demostrar el Teorema 1.6.9, interpretaremos el significado de
la afirmacién en la parte (iii) para fundamentar su relevancia. Ella es un caso
particular del Teorema Ergddico de Birkhoff, que veremos mas adelante, que
establece que para toda medida p ergddica se cumple la igualdad (1.3), no solo
cuando v es medible y acotada, sino también para toda ¢ € L'(p).

La igualdad (1.3) posee un significado relevante en la teoria ergddica, pues
afirma que el promedio espacial de cada funcién 1 con respecto a la probabilidad
w en el espacio X (i.e. el valor esperado [ du de cada variable aleatoria 1)
coincide con el promedio temporal asintotico de los valores observados de 1 a
lo largo de p-casi toda érbita. Este promedio temporal asintético es el limite
cuando n — +oo de los promedios temporales (1/n) Z?;Ol Y(T?(x)) de los
valores de 1, observados a lo largo del pedazo finito de 6rbita desde el instante
0 hasta el instante n — 1. Salvo casos excepcionales, es falso que el limite de los
promedios temporales exista para todos los puntos € M. Ademads, aunque
para toda medida invariante p ese limite existe p-c.t.p. (Teorema ergédico de
Birkhoff), es falso en general (salvo cuando p es ergddica) que coincida con el
promedio espacial de ¥ respecto a la probabilidad u. Por lo tanto las medidas



Teoria Ergddica 21

ergédicas p para T tienen un significado estadistico relevante, pues permite
estimar el promedio temporal a largo plazo (esto es el promedio estadistico de
las series de observaciones 1 (T7(z)) a largo plazo, llamésmole por ejemplo el
“clima”) en los sistemas deterministicos, para u-casi todo estado inicial z € X,
calculando el valor esperado de v respecto a la probabilidad p. Sin embargo,
aplicar la igualdad (1.3) para hacer esa estimacién, puede ser muy erréneo
cuando p no es ergddica, o cuando p no es invariante por 7', o cuando el estado
inicial  no pertenece al conjunto de p-probabilidad igual a 1.

La igualdad (1.3) de los promedios temporales asintéticos con el promedio es-
pacial (o sea el valor esperado) es lo que en la Mecénica Estadistica se llama
Hipétesis de Boltzmann. Es una hipdtesis importante para demostrar propie-
dades de la dindmica de sistemas formado por una cantidad finita pero muy
grande de particulas que evolucionan deterministicamente en el tiempo (por
iteraciones de un mapa T medible) preservando una medida de probabilidad
dada p en el espacio X de todos los estados posibles (llamado “espacio de fa-
ses”). Para los sistemas llamados conservativos esta medida de probabilidad pu
es la medida de Lebesgue, normalizada para que u(X) = 1. Aplicando el Teo-
rema 1.6.9, la hipétesis de Boltzmann se traduce en la hipétesis de ergodicidad
de esa probabilidad pu.

1.6.11. Prueba del Teorema 1.6.9:

Demostracion. (i) = (ii):

Seaa € Rysea Ay = {z € X : ¢(x) < a} C X. Como ) es medible, 4, es
medible . Siendo ¥(T'(x)) = 1 (z) para todo = € X, tenemos T~1(A,) = A,.
Como p es ergédica, entonces u(A,) vale 0 o 1. Considere la funcién g : R —
{0,1} definida como g(a) := pu(A,). Por construccién A, C Ay si a < b. Luego
g(a) < g(b) si a < b. Entonces g es creciente y solo puede tomar valores 0 6 1.
Sea

kE=inf{a € R:g(a) =1} =sup{a € R: g(a) =0} € [—o0, +0]. (1.4)

Probemos que k£ € R. En efecto ¢¥(z) € R para todo = € M; entonces
0 = MhenA-n, X = Upen An. Como A, C A,y para todo n € N, en-
tonces 1imy, oo p(An) = 1 y limy oo u(A,) = 0. Esto implica que existe
no € N tal que g(ng) = 1y g(—ng) = 0. Por lo tanto —ng < k < ng. Aho-
ra probemos que p(Ay) = 1. De (1.4) deducimos que 0 = p(Az_(1/n)) <
/,(,(Ak) < /,L(Ak+(1/n)) V1 <n € N Ademés Ak = mnoo:1 Ak:Jr(l/n) = )(7 y
Apr/n+1) C Apgyny- Luego p(Ar) = limy 1o (Agt(1/n)) = 1. Hemos
probado que p(Ax) = 1. Por otra parte By := {z € X : ¢(x) > k} =
Mozt (X\ A (1/ny); donde (X \ Ap_(1/n)) = 1. Como Ag_(1/n41) D Ak—(1/n);
obtenemos p(By) = 1. Por lo tanto p(Ar N By) = 1, es decir para p—c.t.p.
x € M se cumple ¢(z) = k.

i) = iii):
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Como p es invariante por T tenemos [t oT7dp = [ du V j € N. Luego
IE Z" 11/)0TJ dp = [v¢dp ¥V n > 1. Tomando limite cuando n — 400 y
aphcando el Teorema de Convergencia Dominada, deducimos que

n—1
1 Tidpy= 1li T’
/n—i&loonZQbo d/,L n—iToo/ Zwo d'u /¢d,u

Consideremos la siguiente funcién definida p-c.t.p:

n—1

O(z) := lim 121/)0TJ( )y —ctp.zeX.
0

Aqui, en la hipétesis de existencia p-c.t.p. de esta funcién @, es decir en la
hipotesis de existencia p-c.t.p. del limite de los promedios temporales, estamos
aplicando el Teorema Ergddico de Birkhoff (como si ya estuviera demostrado).

Entonces tenemos
/ ddu = / Y dp.

Para tener definida la funcién ® en todo punto = € X, tomemos

n—1
1 A
O(z):=0V z e X tal que A EIE - E Yo T (x).
=0

Afirmamos que ® es invariantes por T'. Basta chequear que dado € > 0 existe
N tal que para todo n > N se cumple

n—1 nl

‘—Zz/)oTJ __Z¢°T] (—

—‘ (T (x —1/)($)‘<e VaoelX.

En efecto la desigualdad anterior se verifica para todo n suficientemente grande
porque, por hipétesis, 0 < |i(x)| < k para todo x € X, para cierta constante
k > 0. Entonces, para toda sucesiéon n; — +oo tal que exista el limite del
promedio temporal hasta n; de 1, con estado inicial z, también existe ese
limite con estado inicial T'(x), y ambos limites coinciden. Deducimos que

O(z)=0(T(x)) Ve X.

Es decir, ® es funcién real invariante por 7. Aplicando la hipétesis (ii) tenemos
que @ es p-c.t.p. constante, igual a cierto nimero real K. Entonces

/z/)du:/@du:/Kdu:K.
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Deducimos que K = [ du, es decir ®(z) = [ ¢ du para p-c.t.p. z € X. Esto
implica la igualdad (1.3), probando (111)

(iii) = (1)

Sea A C X medible e invariante por 7', y consideremos la funcién caracteristica
X 4- Es una funcién medible y acotada, y como A es invariante por 7', para todo
x € X tenemos x4 o T7(x) = x7-i(4)(x) = xa(x) € {0,1}. Entonces

= lim ZXATJ xa(r) €{0,1}Vz € X.

n——+00

En particular vale la igualdad anterior para p-c.t.p. x € X. Como

(xa)(x) = /XA dp=p(A) p—ctp.xeX

deducimos que p(A) € {0,1}. Por lo tanto u es ergddica, terminando de probar
(i). O

1.7. Existencia de medidas ergoédicas

Teorema 1.7.1. Existencia de medidas ergédicas Sea X un espacio
métrico compacto y sea T : X — X continua. Entonces existen medidas de
probabilidad ergodicas para T. Ademds, toda medida T-invariante es el limi-
te en la topologia débil* de una sucesion de medidas que son combinaciones
lineales finitas de medidas ergddicas.

Demostraremos el teorema 1.7.1 de existencia de medidas ergédicas al final de
esta seccion, en el paragrafo 1.7.4.

1.7.2. Singularidad mutua y continuidad absoluta

Recordamos que dos medidas de probabilidad p y v se dicen mutuamente sin-
gulares p 1 v cuando existe algiin conjunto medible A C X tal que u(A) =1
y v(A) = 0. Entonces u(X \ A) =0y v(X \ 4) = 1 y la relacién mutuamente
singular es simétrica.

Dadas dos medidas de probabilidad p y v se dice que p es absolutamente
continua respecto de v, y se denota y < v, cuando para todo conjunto medible
A tal que v(A) = 0 se cumple p(A4) = 0.

Se dice que dos medidas p y v son equivalentes, y se denota p ~ v, cuando
pLryvLp.

Se observa que si ;1 < v entonces u f v (el reciproco es falso).

El siguiente teorema es cldsico en la Teoria abstracta de la Medida (en particular
en la Teoria de Probabilidades):
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Teorema de Descomposicion de Lebesgue-Radon-Nikodym.
Dadas dos medidas de probabilidad p y v existen dos probabilidades py y po, y
un unico real t € [0,1], tales que

w=tur+ (1 —pa, wm <<y, p2 L

Si ademds t # 0,1 entonces py y po Son unicas.

El enunciado clasico de este Teorema, establece que existen unicas las medidas
finitas tpy y (1 —t)pe (posiblemente alguna de ellas es cero) tales que sumadas
dan p, siendo tuy < vy (1 —t)us L v.

La demostracion del Teorema de Descomposicion de Lebesgue-Radon-Nikodym
se encuentra por ejemplo en [26, Theorem 3.8] 6 en [80, Teorema 6.2.3].

Del teorema de Lebesgue-Radon-Nikodym se deduce que en el caso particular
1<K v, secumple t =1, 3 = p, y po es cualquiera. Analogamente, si p L v,
entonces t = 0, pio = 'y p1 es cualquiera. En el caso que p € v, p £ v, es inica
la pareja (1, u2) de probabilidades en la descomposicién de Radon-Nikodym.
Volvamos ahora a las propiedades de las medidas de probabilidad ergddicas
para una transformacion 7'

Teorema 1.7.3. Singularidad mutua de medidas ergoddicas

Sea T : X — X medible en el espacio medible (X, A).

(a) Si existen dos medidas de probabilidad diferentes pu y v, ambas ergédicas
para la transformacion T, entonces L v.

(b) Sip yv son medidas de probabilidad ergddicas para T y si p < v, entonces
w=uv.

Demostracion. Afirmamos que, si oy v son ambas ergddicas para T, y si para
todo conjunto A invariante por T se cumple pu(A) = v(A), entonces p = v.
En efecto, sea B cualquier conjunto medible, y denotemos xp a la funcién
caracteristica de B. Aplicando la propiedad (iii) del Teorema 1.6.9 a la funcién
¥ = xB, sabemos que existe un conjunto Aj, que es T-invariante, tal que
(A1) =1, y se cumple la igualdad (1.3) para la medida p y para todo x € A;.
Anélogamente, existe un conjunto As, que es T-invariante, tal que v(As) =1,y
se cumple la igualdad (1.3) para la medida v y para todo x € As. Por hipdtesis
v(Ay) = p(41) =1 =v(A2) = u(Asz). Entonces v(A; N Ag) = p(A; N Az) =1
y para todos los puntos x € A; N Ay se cumple la igualdad

1 n—1 )
= = { — J — —
u(B) = [xmdu= lim - > xa e () [xwar=vm)
J:

Deducimos entonces que p(B) = v(B) para todo conjunto medible B, de donde
1 = v. Hemos terminado de probar la afirmacién del principio.

Demostremos ahora la parte (a) del teorema 1.7.3. Debido a la afirmacién
recién demostrada, como v # p y son ambas ergddicas, existe un conjunto



Teoria Ergddica 25

A que es T-invariante, tal que u(A) # v(A). Por definicién de ergodicidad
u(A),v(A) € {0,1}. Luego (eventualmente sustituyendo A por su complemente
en caso necesario), tenemos p(A) = 1y v(A) = 0, de donde p L v, demostrando
(a).

La parte (b) es una consecuencia inmediata de (a), pues si ;4 < v entonces
u L v. Por lo tanto, como p y v son ergddicas y u £ v, aplicando la parte (a)
deducimos que p = v, como queriamos probar. O

1.7.4. Demostracién del Teorema 1.7.1 (existencia de medidas ergé-
dicas)

El teorema 1.7.1 es un corolario inmediato del teorema 1.7.5 que demostraremos
a continuacion. Las definiciones de puntos extremales de un conjunto compacto
Y convexo en un espacio vectorial topolégico, y de envolvente compacta conveza,
se emplean en el enunciado siguiente, y se incluyen abajo del mismo.

Teorema 1.7.5. Sea T : X +— X continua en el espacio métrico compacto
X. Sea M el conjunto de medidas de probabilidad borelianas en X, con la
topologia débil*. Sea My C M el conjunto de probabilidades invariantes por T
y sea Ep C My el conjunto de las probabilidades (invariantes) ergddicas para
T.

Entonces

(a) M es compacto y convezo.

(b) &r coincide con el conjunto de puntos extremales de M.

(c) My coincide con la envolvente convexa compacta de Er.

Demostraremos el Teorema 1.7.1 més adelante en esta seccién. Para poder
demostrarlo, necesitamos definir convexidad, envolvente convexa, puntos ex-
tremales y ver las propiedades de estos conceptos:

Combinaciones convexas y puntos extremales

Recordemos las siguientes definiciones y el teorema de Krein-Milman del Anéli-
sis Funcional:

e Sea A s un conjunto no vacio de un espacio vectorial topolégico. Se llama
combinacion convexa de puntos de A a cualquier punto del espacio que pueda
escribirse como una combinacion lineal finita

tiar + toag + .. . trag,

tal que a; € A, 0<t; <lparatodol <i<k,y 22;1 t; = 1. Denotamos
como ec(A) al conjunto de todas las combinaciones convexas de puntos de A,
llamado envolvente convexa de A. Observar que A C ec(A).

e El conjunto A se dice convezxo si contiene a todas las combinaciones convexas
de sus puntos, es decir A = ec(A). Es inmediato deducir, por induccién en
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k > 2, que un conjunto A es convexo, si y solo si
ta+(1-t)hbe A Vtel0,1], Vabe A

e Se llama envolvente conveza cerrada de A a ec(A), donde — indica la clausura
(o adherencia).

e Si A es tal que ec(A) es compacto, llamaremos a este tltimo conjunto la
envolvente convexa compacta de A.

e Si IC es un subconjunto no vacio de un espacio vectorial topolégico, se llama
punto extremal de K (cuando existe) a un punto a € K tal que las tnicas
combinaciones convexas tb+ (1 —t)c=a,con 0 <t <1 b, ¢ € K, son aquellas
para las cuales b=a 6 ¢ = a.

e Teorema de Krein-Milman

Todo compacto no vacio y convero en un espacio vectorial topolégico contiene
puntos extremales y coincide con la envolvente convexa compacta del conjunto
de sus puntos extremales.

La demostracién del Teorema de Krein-Milman puede encontrarse por ejemplo
en [81, Teorema 3.21].

Ejercicio 1.7.6. Sean x;,x2 € R?. Chequear que toda combinacién convexa
de {x1,z2} estd en el segmento con extremos z1,zs y reciprocamente. Para
ilustrar el teorema de Krein-Milman, considerar un poligono regular K en R2.
(K es la unién del interior del poligono con su borde). Entonces K es compacto.
Chequear con argumentos geométricos que: (a) el poligono K es convexo; (b)
los puntos extremales de K son los vértices del poligono; (¢) todo punto de
K es una combinacién convexa de sus vértices. En el ejemplo del poligono,
la cantidad de puntos extremales es finita. Para ilustrar el teorema de Krein-
Milman cuando la cantidad de puntos extremales es infinita, considerar una
circunferencia S € R? y el compacto K que es la unién de la circunferencia S!
(borde de K) con la regién acotada encerrada por S! (interior de K). Entonces
K es compacto. Chequear con argumentos geométricos que: (d) K es convexo;
(e) el conjunto de puntos extremales de K es la circunferencia S*; (f) todo
punto de K es combinacién convexa de dos puntos extremales.

Demostracién del Teorema 1.7.5

Demostracion. (a) Es inmediato chequear que My es convexo: en efecto, si
11, ue € M entonces para todo conjunto boreliano B se cumple

pi(T~1(B)) = pi(B) i=1,2.
Luego, cualquiera sea 0 <t < 1 se tiene

[tn + (1= O (T7H(B)) = [tun + (1 = )2 (B),
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de donde tuq + (1 — t)ue € My, probando que Mp es convexo.

Ahora probemos que M es compacto. Recordemos que M es compacto con la
topologia débil* (esto fue demostrado en la seccién 1.2). Luego, para demostrar
que M es compacto, basta probar que My es cerrado en M. Sea pu, — pu
en M tales que u, € Myp. Para deducir que p € My basta recordar que es
continuo el operador T* : M ~— M, definido como [T*u](B) = u(T~1(B))
para todo boreliano B. (La continuidad de T* fue demostrada en la seccién
1.2). Entonces

T =1m Ty, = lHm py, = p,

de donde u € M. Esto termina la prueba de que My es cerrado en el espacio
métrico compacto M, y por lo tanto My es compacto.

(b) Probemos que p es ergddica para T si y solo si es punto extremal de
M. Primero asumamos que p no es ergdédica. Entonces existe un boreliano
T-invariante A C X tal que 0 < u(A) < 1. Sea A° = X \ A y considérense las
probabilidades definidas para todo boreliano B por:

_mBNA)

) (BN A°)
p(B) = 7#(14) )

p(B) == —————=
(A
Por construccién, tenemos
pw=tus + (1 —t)uz,  dondet:= p(A).

Nétese que 1 # pa, porque pi(A) = 1y pa(A) = 0. Ademds 0 < ¢t < 1, de
donde

WF s pF e

Por lo tanto p no es punto extremal de M. Hemos probado que si p no es
ergddica, entonces p no es punto extremal de M.

Ahora probemos el reciproco. Asumamos que p es ergddica y probemos que
w es punto extremal de Mp. Sea p = tpg + (1 — t)pg, donde 0 < ¢t < 1y
i, € Mp. Por un lado, sit = 0 6t = 1 entonces u = pp 6 u = ps.
Por otro lado, si 0 < ¢t < 1 entonces 1 < py pa < pu (pues si u(B) =0
siendo la suma de dos sumandos no negativos, cada sumando debe ser cero,
de dénde 0 = p1(B) = p2(B)). Sea A un conjunto T-invariante. Por hipdtesis
w es ergddica, entonces p(A) = 0 6 pu(A°) = 0. Como p; < u para i = 1,2,
deducimos que p;(A) =06 p;(A) = 1. Luego p; es ergédica. Por lo demostrado
en el Teorema 1.7.3, u; < u siendo p; y p ergddicas, implica que pu; = u. En
este caso tenemos entonces p = 1 = po. Hemos probado, en todos los casos,
que las inicas combinaciones convexas de u son aquellas para las cuales p =
6 i = po. Entonces por definicién, p es extremal como queriamos demostrar.
(c) Es consecuencia directa de a) y b), y del Teorema de Krein Milman. O
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Fin de la prueba del Teorema 1.7.1:
Existencia de medidas ergddicas

Demostracion. Por la parte ¢) del Teorema 1.7.5,
Mr =e.cEr,

donde &7 denota el conjunto de medidas ergddicas para Ty My el de todas
las medidas T-invariantes. Por el Teorema 1.1.5, M1 # (. Luego &r # ). Pa-
ra probar la tultima afirmacién del Teorema 1.1.5 aplicamos la Definicion de
la clausura e.c.Ep de la envolvente convexa del conjunto Er de probabilidades
ergbdicas. Recordamos que la envolvente convexa e.c.Ep es el conjunto de todas
las medidas que se obtienen como combinaciones lineales convexas de medidas
ergédicas. Como toda medida invariante u estd en e.c.Ep, entonces p se puede
aproximar, tanto como uno desee en la topologia débil* del espacio de probabi-
lidades, por medidas que son por combinaciones lineales finitas y convexas de
medidas ergddicas. O

Ejercicio 1.7.7. Sea T : X +— X una transformacién continua en un espacio
métrico compacto.

(I) Asuma que existe una medida p invariante por Ty positiva sobre abiertos
(no necesariamente ergddica).

(a) Probar que para cada abierto V' no vacio, existe una medida ergddica vy
tal que vy (V) > 0.

Sugerencia: Por absurdo, si v(V') = 0 para toda medida ergédica v, entonces
p(V) = 0 para toda medida de probabilidad p que sea combinacién convexa
finita de ergddicas. Probar que p(V) = 0 para toda medida p en la envolvente
convexa compacta de las ergédicas (con la topologia débil* del espacio M de
probabilidades). Usar el Teorema 1.7.5 para concluir que p(V) = 0, contradi-
ciendo la hipdtesis.

(b) Usando el Lema de Recurrencia de Poincaré demostrar que el conjunto de
los puntos recurrentes es denso en X.

(¢) Concluir que Q(T) = X.

(IT) Asuma que para todo abierto V existe una medida de probabilidad inva-
riante gy (no necesariamente ergédica), tal que py (V) > 0.

(d) Demostrar que existe una medida de probabilidad invariante vy ergddica
tal que vy (V) > 0.

(e) Demostrar que existe una medida de probabilidad invariante p positiva
sobre abiertos. Sugerencia: Tomar una base numerable de abiertos {V;};>1,
demostrar que las medidas p, := Y. ;(1/2")py, (que no son probabilidades,
pero son finitas) satisfacen 0 < p,(X) < 1, son T-invariantes y existe p =
lim}, _, , . pn en la topologia débil* del espacio M! de medidas de probabilidad
finitas uniformemente acotadas por 1.



Capitulo 2

Teoremas Ergoddicos.

Las hipotesis generales para este capitulo son las siguientes:

(X, A) es un espacio medible, T : X — X es una transformacién medible que
preserva una medida de probabilidad g, y f: X — R es una funciéon medible.
Consideremos el siguiente resultado:

Sea T : X — X medible en el espacio métrico compacto X . Sea p una medida
de probabilidad en la sigma-dlgebra de Borel. Entonces pu es T-invariante si y
solo si para toda f: X — R continua se cumple

/fdu:/fonu (2.1)

Ademds, vale la igualdad (2.1) para toda f continua si y solo si vale para toda
f € LP(u), cualquiera sea el natural p > 1.

Ejercicio 2.0.8. Probar la afirmacién anterior.

2.1. Teorema Ergddico de Birkhoff-Khinchin
Enunciado y Corolarios

Definicién 2.1.1. Promedios temporales Sea (X,.A) un espacio medible.
Sea T : X +— X medible que preserva una medida de probabilidad p (no
necesariamente ergédica). Sea f € LP(u) para 1 < p e N.

Se denota con f* o simplemente con f al limite de los llamados promedios
orbitales (o promedios temporales o promedios de Birkhoff) hacia el futuro de
f, en los puntos x € X donde exista, esto es:

Fr@) = lim ~(f(x)+ foT(@)+... 0T )

n—+oco n

29
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Si ademads T es invertible, se denota con f’ al limite de los promedios orbitales
(o temporales o de Birkhoff) hacia el pasado, en los puntos x donde exista.
Esto es:

~ 1
“(z)= lim — 71 . for~(—1)
@)= Mm —(f@)+[oT @)+ ... fo (x))
Teorema 2.1.2. Teorema ergédico de Birkhoff-Khinchin
Sea (X, A) un espacio medible. Si T : X — X es medible que preserva una
medida de probabilidad ;1 entonces:

a) Para toda f € L*(p) existe f(z) = lim, s }—LZ;:& foTi(x) p-c.t.p. en
reX.

b) f es T-invariante, es decir : fo T = fu-c.t.p. Mads precisamente, para

todo x € X existe f(x) siy solo si existe f(T'(x)) y en ese caso f(x) =
f(T(x)).

¢) Para todo natural p > 1, si f € LP(u) C L*(p), entonces fe LP(u) y la
convergencia es también en LP(yu).

d) [fdp=[Fdu

La demostracién de Birkhoff del Teorema 2.1.2 se encuentra en [9]. Otra demos-
tracion, diferente de la de Birkhoff, puede encontrarse por ejemplo, en [98, proof
of Theorem 1.14, pag. 38-39], en [41, Theorem 2.1.5] o en [54, pdg. 114-122]
Mane (ver también [55]).

El Teorema Ergodico de Birkhoff-Khinchin es un caso particular del llamado
Teorema Ergddico Subaditivo de Kingmann [43], que establece la con-
vergencia de la sucesion { f,,/n}, donde f,, en vez de ser necesariamente una
suma de Birkhoff, es una sucesion subaditiva de funciones en L'(u). Mas pre-
cisamente, se asume por hipdtesis, que

fn—i—m < fn + fm o™V n,mec N+,

donde f; € L'(x). En particular, f,, = Z;:Ol f10T7 es un ejemplo de sucesién
subaditiva.

El Teorema Ergédico Subaditivo de Kingmann establece que, para toda medida
K que sea invariante por T, para toda sucesion {f,},>1 subaditiva de funcio-
nes reales en L(p), la sucesion { f./n}, converge j-c.t.p. Luego, este Teorema
generaliza el Teorema Ergdédico de Birkhoff-Khinchin. La demostracién del Teo-
rema Subaditivo de Kingmann se encuentra en [43]. Otra demostracién, que no
usa el Teorema Ergddico de Birkhoff-Khinchin, y por lo tanto puede sustituir
la demostracién de este dltimo teorema, se encuentra en [6].
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Corolario 2.1.3. Igualdad de los promedios temporales hacia el futuro
y hacia el pasado.

Si T es medible, invertible, con inversa medible, y preserva una medida de
probabilidad 1, entonces para toda f € L*(11) se cumple f* (promedio temporal
hacia el futuro) y ]"L (promedio temporal hacia el pasado) existen p-c.t.p. y
son iguales f+ = f~ p-c.t.p.

(Ver la definicién de f*y f~ en 2.1.1.)

En el siguiente Ejercicio 2.1.4, se da una guia para la demostracién del Corolario
2.1.3.

Ejercicio 2.1.4. Probar el corolario 2.1.3 como consecuencia del Teorema de
Birkhoff-Khinchin. Sugerencias: Para demostrar que existen f*(z) y f~(x)
para p-c.t.p. x € X, aplicar el teorema de Birkhoff a T~!, probar que toda
medida z es invariante por T si y solo si lo es por T~ !, y usar que la interseccién
de dos conjuntos con p-medida igual a 1 tiene medida p-medida 1. Para probar
que f*(z) = f~(z) para p-c.t.p. z € X, para cada natural n > 1 denote
fr = (1/n) Z;:Olf oT7, f = (1/n) Z;L;Olf o T77. Por el Teorema de
Birkhoff, f, — f;F converge en L'(u) a ff — f*. Entonces para todo € > 0
existe n suficientemente grande tal que || f~ — ||z < |f7 — f:F||11 + €. Basta
probar entonces que [ |f,, — f;F|du tiende a cero cuando n — 4o00. Chequear

que para todo x € X se cumple la siguiente igualdad:
f7:+1($) - f'l—z:»l(x) = f7:+1($) + filrl(f) -2 r-:_Jrl(x) =

2 1
=P ) + 19

- 2 :+1($)

Como f;;LH converge a ft en L'(u), y ademds la medida u y la funcién f+
son invariantes por T, tenemos, para todo n suficientemente grande:

/‘f2tz+1_f+|du<€
/‘f;wrl*fﬂd/‘:/‘fggwlOT?n*JproTin‘dll:

:/‘f;;ﬁloT_"—fﬂd/x,<€
Juntando todo lo anterior, deducir, para todo n suficientemente grande, que:

||f7:+1 - frJLrJrlHLl(u) <

o F /()] r
o o T™" =gy + =07+ 20 =l

< 3e + €+ 2¢ = Ge.

2n+1
n-+1
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Corolario 2.1.5. Promedios de medida de transitividad. Para toda me-
dida p invariante por T y para todos los conjuntos A y B medibles, existe el
limite siguiente:

7(A, B) hm ZuT J B)

n—> con

Demostracion: Denotemos x¢ a la funcion caracteristica de cualquier conjunto
C. Sea
n
1
I, =—
n

(T4 B) =
7=0

n—1 n—1

1 .
_Z/XT i(AXB dp = /(EZXAOTJ)XBCW’
=0

El integrando a la derecha de la igualdad anterior estd dominado por 1 € L*(p).
Por el teorema de convergencia dominada lim I, = [ Yaxsdp O

Ejercicio 2.1.6. Probar que el limite 7(A, B) del Corolario 2.1.5 verifica las
siguientes desigualdades

p(A) = /(A1 — uw(B)] < 7(A, B) </ u(A)u(B).

Concluir que:

T(A,B) =0si u(A) =06 u(B) =0.
Si 7(A, B) = 0 entonces u(A) 4+ u(B) <
T(A,B) = 1siy solo si u(A) = u(B) = 1.

Sugerencia para la primera parte: En la demostracién del Corolario 2.1.5 se
probé que 7(A, B) = [ Xaxs,du. En L?(u) se cumple

/mwgmmwm.

Para probar la desigualdad de la derecha, aplicar lo anterior a X4 v xB, v
recordar que 0 < x4 < 1, por lo cual Y4 < Ya. Deducir que [|Xa| rz < /u(A)
aplicando el teorema de Birkhoff. Para probar la desigualdad de la izquierda,
aplicar la desigualdad de la derecha a A y B¢y probar que 7(4, B)+71(A4, B®) =
1(A).

Corolario 2.1.7. Promedios de sucesién de funciones.

Sea T : X — X medible que preserva una medida de probabilidad . Sea f, €
LY(u) una sucesion de funciones, dominada por fo € L*(n), que converge p-
c.t.p. yen LY(p) a f € LY (u). Entonces

lim Z fjo Ti=f p-c.t.p. y en L' (p).

n—-+oo n
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Ejercicio 2.1.8. Demostrar el corolario 2.1.7. Sugerencia: Basta probarlo para
fn 2 0;fn — 0 ct.p. Sea Gi(x) = sup,,>4{fu(z)}. Entonces Gy — 0 c.t.p., y

por convergencia dominada ||Gg|| L1 — 0. Sea ék = lim,, 00 (1/n) Z;:()l GroTI

que existe p-c.t.p. por el teorema de Birkhoff. La sucesién Gy es decreciente
con k, por lo que tiene limite, y por el lema de Fatou

()g/h’mékd,ugh’m/ékd,u:h’m/de,u:().

Luego ék — 0 c.t.p.. Finalmente, usar que

n—1 n—1
1 , 1 , _
lim sup — E fjoT?(x) =1lim sup — E fioT'(z) < Gi(z).
j=0 j=k

n—soo 1 < n—soo TV <

Definiciéon 2.1.9. Dado A conjunto medible, se denomina tiempo medio de
estadia T4(x) de un punto x € X en A, al siguiente limite, cuando existe:

. 1 . . ;
T4 () _ngrfooﬁ#{j eN:0<j<n—-1,T(x) € A}
Ejercicio 2.1.10. Probar el siguiente teorema, para todo conjunto medible
A C X y para toda medida p que sea invariante por T : X — X:
El tiempo medio de estadia T4 existe pu-c.t.p. y ademds la convergencia es en
LP(u) para todo p > 1 natural. Ademds [ 7a dp = p(A). Sugerencia: Observar
que el tiempo medio de estadia en A es la funcién 74 = x4, donde x4 es la
funcién caracteristica de A. Aplicar el teorema ergédico de Birkhoff-Khinchin.

Definiciéon 2.1.11. Conjuntos de probabilidad total para T Sea T :
X — X una transformacion medible tal que el conjunto Mp de las medidas
de probabilidad T-invariantes es no vacio. Un conjunto medible A C X se dice
que tiene probabilidad total para T si para toda p € My se cumple p(A) = 1.
Entonces, la primera parte del ejercicio anterior se puede enunciar de la si-
guiente forma:

Para todo conjunto medible A C X, el tiempo medio de estadia T4(x) existe para
un congunto de puntos con probabilidad total. Si ademds p(A) > 0, entonces
Ta(z) no nula p-c.t.p. (pues [ 7adp = p(A)).

En el Corolario 2.6.3 veremos un criterio para que un conjunto tenga probabi-
lidad total, que requiere solo el conocimiento de las medidas ergédicas.

Ejercicio 2.1.12. Conjuntos estables e inestables.

Sea T : X — X Borel medible e invertible con inversa medible, en un espacio
métrico compacto X, tal que el conjunto de medidas invariantes por T es no
vacio. Sea f : X — C una funcién compleja continua. Sea A C X el conjunto



34 Eleonora Catsigeras

de probabilidad total tal que existen, y son iguales entre si, los limites f*(m) y
f_ (z) de los promedios de Birkhoff hacia el futuro y hacia el pasado, respectiva-
mente. Sea xg € A. Se definen los conjuntos estable e inestable respectivamente
por el punto zp (quizéds se reducen solo a {z¢}):

We(zg) ={ye X: lfIJIrl dist (T"y, T"x¢) = 0}
n—-+0oo

W) :={ye X: lim dist(T"y,T"x0) =0}
n——oo

Probar que para todo y € W*(z) existe F(y ) FH(y) = f*(x0). Probar que
para todo y € W () existe f~(y) y f~(y) = [~ (x0).

Ejercicio 2.1.13. Promedios de Birkhoff para funciones reales fuera
de L(p).

Probar la siguiente generalizacién del teorema de Birkhoff-Khinchin: Sea (X, .A)
un espacio medible y sea Sea T : X — X medible que preserva la probabilidad
. Sea f: X — R medible.

Entonces, p-c.t.p. o bien |f| (x) = +o0 o bien f eziste y es finito.

Sugerencia: Basta probarlo para f > 0. Dado ¢ > 0 sea

X.={zreX: hmlnf—ZfoTJ ) <c}

n—+oo N

X, es T- invariante. Sea f,,(z) = min(f(z), m). Usar el teorema de Birkhoff
para probar que existe fm p-c.t.p. x € X.. Sea f|x, = xx,.f donde xx, denota
la funcién caracteristica de X.. Probar que f|x, € L'(u1) usando el teorema
de convergencia monétona y la igualdad del teorema de Birkhoff [ fo,|x, dpu =

[ fmlx. dp < c. Deducir que existe el limite f(x) para p-c.t.p. x en X.. Tomar
la unién de los X, para todo ¢ > 1 natural y concluir que en el complemento
de esa unién se cumple f = +o0.

Ejercicio 2.1.14. Sea T : X — X una transformaciéon medible en un espacio
métrico compacto X, tal que es no vacio el conjunto Ms de probabilidades
invariantes por T. Probar que el conjunto siguiente tiene probabilidad total
para T (i.e. tiene probabilidad 1 para toda p € Mr):

n—1

{ac € X : existe hmn_H_oC Zfon z) VfeC'%X,R), Vp> 1}

Sugerencia: Mrp»(X) D Mp(X).
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2.2. Otras caracterizaciones de la ergodicidad

En esta seccidn, salvo indicacién en contrario, (X, .A) denota un espacio medible
y T : X +— X una transformacién medible que preserva alguna medida de
probabilidad .

Se recuerda las Definiciones 1.6.1 y 1.6.2 de ergodicidad, y los Teoremas 1.6.3,
1.6.9y 1.7.5, en los que dimos diferentes caracterizaciones de ergodicidad. Agre-
gamos ahora las siguientes:

Teorema 2.2.1. Ergodicidad IV

Sea T : X — X medible que preserva una medida de probabilidad p. Las
siguientes propiedades son equivalentes:

a) T es ergédica respecto de .

b) Para toda f € L'(u) se cumple

:/fd,u w— c.t.p.
c) Para toda pareja de conjuntos medibles A y B se cumple:
n—1
lim Zp T79( B) = u(A)u(B).

n—+oco N

El enunciado y la prueba del Teorema 2.2.1 fueron extraidos, con leves modifi-
caciones, de [54, pags. 130-131] (ver también [55]).

Demostraciéon de que a) = b) en el Teorema 2.2.1: Por el Teorema de
Birkhoff-Khinchin [ fdp = | f du. Entonces basta demostrar que f es cons-
tante p—c.t.p.
Por el teorema de Birkhoff-Khinchin f ( ) existe p-c.t.p., f(z) existe si y solo
si eX1ste f(Ta:) y €n ese caso f(Tx) = f(). chho de otra forma, el conjunto
= {z € X : f(z) existe } cumple p(4) = 1, T-1(4) = A y para todo
zeA: flz)=f(Tz).
Sea g : X — C definida como g(x) = f(x) siz € A, g(x) =0sixz ¢ A. Entonces
para todo € X se cumple goT'(z) = g(x). Por la afirmacién demostrada antes
g = cte pu—c.t.p. Pero por construccién g = f p—c.t.p., de donde se deduce
que f = cte p—c.t.p. como queriamos. O

Demostracién de que b) = c) en el Teorema 2.2.1:
Obsérvese que u(T7ANB) = [ xr-iayxs dp = [(xa o T9)xp du, de donde:

n—1

1« 1 ,
=— ~JANB) — 77 d
z /<zx x5 du
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Por convergencia dominada (el integrando estéd acotado por la funcién constante
1 € L' (), resulta:

n—1

1 . N
lim I, = /nglfoo(ﬁ z; xaoT?)xpdu= /(XA)XB dp (2.2)
j:

Por el teorema de Bikhoff-Khinchin, observando que x4 € LP(u) y X4 es inva-
riante con 7', luego contante p — c.t.p, se tiene que

Xa(z) = /%A dp = /XA dp=p(A) p—ctpreX

Sustituyendo en (2.2) resulta lim, I,, = [(u(A))xB dp = p(A)u(B). O

Demostracién de que c) = a) en el Teorema 2.2.1: Basta demostrar que
si A, B C X son medibles con p medida positiva, entonces existe j > 1 tal que
w(T=3(A) N B) > 0 (cf. Definicién 1.6.1). Por hipétesis:

n—1 n—1

Jfm % S W(T~9(A) N B) = lim % S W(TH(A) N B) = p(A)u(B) > 0
=1 =0

Entonces Z?;ll w(T=3(A) N B) > 0 V n suficientemente grande, de donde
w(T=3(A)N B) > 0 para algtin j > 1 como queriamos probar. a

Ejercicio 2.2.2. Ergodicidad V.

Sea T : X — X que preserva una probabilidad p. Probar que:

(a) T ergddica respecto de p si y solo si para todo conjunto A medible tal que
T=YA)Cc A 6T YA) D A, se cumple u(A) es o bien cero o bien uno.

(b) T es ergédica respecto de p si y solo si para toda f € L'(p) tal que
foT < f p-ct.p., se cumple f =cte pu— c.t.p.

(c) T es ergddica respecto de p siy solo si para todos los conjuntos A medibles
que cumplen T~1(A) C A 6 A C T~ (A) se verifica u(A) =0 6 u(A) = 1.

(d) T es ergddica respecto de i si y solo si para todas las funciones f € L*(p)
tales que foT < f p-c.t.p., 6 foT > f u-c.t.p.se cumple f = cte u— c.t.p.
Sugerencia para (a): Basta probarlo cuando T~1(A) D A, pues en caso contra-
rio, sustituimos A por su complemento. Denote x4 a la funcién caracteristica
de A. Como T71(A) D A, pruebe que X7-n(a)(7) =1 para todo = € A. Luego
Xa(x) = 1 para todo © € A, y usando que x4 es constante p-c.t.p. si u es
ergddica, se deduce u(A) =16 u(A) = 0.

Ejercicio 2.2.3. Sea X un espacio métrico compacto y sea T : X +— X Borel-
medible tal que preserva una probabilidad u. Sea {g; : ¢ > 1} un conjunto
numerable denso en C°(X [0, 1]). Probar que son equivalentes las afirmaciones
siguientes:
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i) pu es ergddica.

ii) f~(y) = [ fdp p-ctp.y; VfeCy(X,R)

iii) gi(y) = [gidp pectip.y; Vi>1 -
Sugerencia: Recordar que y es ergédica si y solo si para toda h € L' (i) : h(y) =
[ hdp , pc.t.p. y; y que las funciones continuas son densas en L*(p).

Ejercicio 2.2.4. Sea X un espacio métrico compacto y sea T : X — X Borel-
medible tal que preserva una probabilidad x. Probar que T es ergddica respecto
de p siy solo si para toda funcién compleja f : X — C continua, el limite f de
los promedios de Birkhoff de f es constante u-c.t.p. Sugerencia: Usar lo probado
en el ejercicio 2.2.3 y chequear, usando el Teorema de Birkhoff-Khinchin, que
si f es una constante p-c.t.p., entonces esta constante es [ f dpu.

Volvamos al caso general de un espacio medible (X, .4) con una transformacién
medible T : X — X que preserva una medida de probabilidad u. Por el Lema
de recurrencia de Poincaré (Teorema 1.5.2) si un conjunto medible A cumple
w1(A) > 0, entonces la 6rbita futura de p-c.t.p. & € A vuelve infinitas veces a A.
Sin embargo, ese Lema no dice nada sobre la frecuencia de visita y la duracién
de las estadias de la érbita de = en el conjunto A. Las medidas ergédicas dan
exactamente el valor de la frecuencia asintética en que la Orbita de = pasa
dentro de A.

Definicion 2.2.5. Tiempo medio de estadia.
Llamamos tiempo medio de estadia T (x) de la érbita por € X en un conjunto
medible A a:

#{jeN:0<j<n—1,TI(x)ec A}

Tl =l "
n—1
1 oo
Jim 53 v o T(a) = Tala)
=

Teorema 2.2.6. Ergodicidad VI.

SeaT : X — X medible que preserva una medida de probabilidad 1. Entonces
es ergodica para T si y solo si para todo conjunto medible A el tiempo medio de
estadia Ta(x) es constante p-c.t.p. Ademds, en ese caso Ta(x) = p(A) p—c.t.p.

El enunciado y la prueba de este teorema, con leves modificaciones, fue extraido
de [54, pag. 133] (ver también [55]).

Demostracién: Por el teorema de Birkhoff-Khinchin x4 € L*(x) y cumple x4 =
XaoT p—ctp. Sixa=cte p— ct.p. entonces, aplicando nuevamente el
teorema de Bikhoff-Khinchin:

Xa(z) = /)?A dp = /XA dp = p(A) p—ectp. (2.3)
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SiTq4 = Xxa = cte p— ct.p. para todo A medible, tomemos en particular A
tal que T71(A) = A. Para demostrar la ergodicidad de p hay que probar que
1(A) es cero o uno.
1 n—1
XA = lim — oT7
XA n jz:% XA

Pero x4 0 T9 = x7-i(a) = Xa. Luego resulta:
Xa(z) = xa(x) € {0,1} p—ctp.xzeX (2.4)

Por (2.3) y (2.4) se tiene u(A) € {0,1} y u es ergddica como queriamos probar.
Reciprocamente, si p es ergédica, entonces por la parte b) del teorema 2.2.1.
TA =Xa = cte p—c.t.p. 0

Ejercicio 2.2.7. Sea T': X — X es Borel medible en un espacio topolégico
X conexo, que preserva una medida de probabilidad p positiva sobre abiertos.
Probar que:

(a) Una funcién g € L*(p) invariante con T (i.e. goT = g p-c.t.p.) es constante
p-c.t.p. siy solo si es localmente constante c.t.p. (es decir: existe un cubrimiento
de X por abiertos, tales que en cada abierto V' del cubrimiento se cumple
glv = Ky constante p-c.t.p. de V.)

(b) T es ergédica si y solo si toda funcién g € L'(u) que sea invariante con T
es localmente constante.

2.3. Ergodicidad Unica

Definicién 2.3.1. La transformacion T es unicamente ergodica si existe una
unica medida de probabilidad que es T invariante.

Por lo visto en la seccién 1.7 esta tnica medida es extremal en el conjunto de
las probabilidades invariantes; luego es ergédica.

Teorema 2.3.2. Sea T continua en un espacio métrico compacto. Las siguien-
tes afirmaciones son equivalentes:

i) T es tdnicamente ergddica

ii) Para toda f € C°(X,R), para todo x € X existe el siguiente limite y es un
numero independiente de x:
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iii) Para toda f € C°(X,R), la sucesion de funciones continuas {f,} definidas

por
n—1

1 .
== § foTl?
n -
j=0
converge uniformemente a una constante cuando n — co.

Demostracidn: 1) implica iii):

Sea 1 la tnica medida de M (X). Probaremos f,, converge uniformemente a
[ f duen X. Por absurdo, supongamos que existe € > 0, y una sucesién n; — 0o
tal que sup,cx |fn, () — [ fdu| > € para todo j > 1. Como el supremo es un
maximo, existe x; € X, donde se alcanza.

Por el teorema de Riesz, existe una medida p; (no necesariamente T- invariante)
tal que:

njfl

VgeC'X,R): /gd,uj = Z goT(x;)

J =0
Por la compacidad del espacio M(X), existe una subsucesién convergente de
esta medidas ;. Por simplicidad seguiremos usando la misma notacién para la
subsucesién que para la sucesion original.
nj — v
Afirmamos que v es T- invariante. En efecto:

nj—1

/ng*V:/QOTdV:h'm goT du; =lim — Z go T (x;)
( —

nj—1

1 )
= lim — T (z;) =1 dp,, = d
1mnlzgo (x5) nn/g L, /gl/

J =0

Como por hipétesis T' es inicamente ergddica, se tiene p = v. Entonces

/fdp = /fdz/ =lim f,,, ()
Pero por construccién
(o)~ [ Fdl = paratodoj = 1
contradiciendo la igualdad anterior.

iii) implica ii) porque la convergencia uniforme de funciones continuas en X
implica la convergencia en todo punto de X.
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ii) implica i): Sea A el funcional lineal positivo definido por

M) =1

para toda f € C°(X,R).
Para toda medida pu que sea T invariante, por el teorema de Birkhoff

[ ran= [ Fau=F=ae)

Por el teorema de Riesz, existe una unica u que cumple

[ ran=na0)

Luego existe una tnica p que es T- invariante. O
Como ejemplo, veremos en la préxima seccién que la rotacién irracional en el
circulo es unicamente ergddica.

Definicion 2.3.3. Conjuntos minimales

Sea T una transformacién continua en un espacio métrico compacto X.

Un subconjunto A C X es minimal (desde el punto de vista topoldgico) si es
compacto, no vacio, invariante hacia el futuro (es decir: A € T~(A)), y no
existe ningun subconjunto propio de A que sea compacto, no vacio e invariante
hacia el futuro.

Tenemos la siguiente caracterizacion (ver parta (a) del Ejercicio 2.3.4):

A es minimal si y solo si A es compacto, no vacio y T-invariante (es decir:
T~Y(A) = A) y no contiene subconjuntos propios que sean compactos, no vacios
e invariantes por 7" hacia el futuro.

Si ademds el mapa continuo 7' es invertible con inversa continua, entonces A
es minimal si y solo si A es compacto, no vacio y T-invariante, y no contiene
subconjuntos propios que sean también compactos, no vacios y T-invariantes
(ver parte (b) del Ejercicio 2.3.4).

Finalmente, es ficil ver que cualquiera sea T’ continua (no necesariamente in-
vertible), un conjunto A compacto, no vacio e invariante, es minimal si y solo
si todas sus érbitas hacia el futuro son densas en A. Esto es porque la clausu-
ra de cada una de ellas es un compacto no vacio, invariante hacia adelante, y
contenido en A (ver también parte (a) del Ejercicio 2.3.4).

Ejercicio 2.3.4. (a) Probar que las siguientes afirmaciones son equivalentes (y
por lo tanto cualquiera de ellas puede utilizarse como definicién de A minimal):
(i) A C X es compacto no vacio e invariante por 7" hacia el futuro, y no contiene
subconjuntos propios compactos no vacios e invariantes hacia el futuro.
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(i) A C X es compacto no vacio y T-invariante, y no contiene subconjuntos
propios compactos no vacios e invariantes por 7' hacia el futuro. (Sugerencia
para demostrar (i) = (ii): probar que si A cumple (i), entonces T-1(A) \ A
también.)

(iii) A C X es compacto no vacio, y para todo z € A la clausura de {f7(z)} ;>0
es igual a A.

(b) Asumir ahora que 7" es un homeormorfismo (es decir, T es continua, inver-
tible y su T~ es continua). Probar que las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes (y por lo tanto cualquiera de ellas puede utilizarse como definicién de A
minimal):

(i) A C X es compacto no vacio e invariante por T hacia el futuro, y no contiene
subconjuntos propios compactos no vacios e invariantes hacia el futuro.

(i) A C X es compacto no vacio y T-invariante, y no contiene subconjuntos
propios compactos no vacios y T-invariantes.

(iii) A C X es compacto no vacio, y para todo z € A la clausura de {f7(z)};>0
es igual a A.

(iv) A C X es compacto no vacio e invariante por T hacia el pasado (es de-
cir T71(A) € A), y no contiene subconjuntos propios compactos no vacios e
invariantes hacia el pasado.

(v) A C X es compacto no vacio, y para todo x € A la clausura de {f =7 (z)};>0
es igual a A.

Veamos como se vincula la ergodicidad tnica con los conjuntos minimales:

Teorema 2.3.5. Si T es continua en un espacio métrico compacto X , y unica-
mente ergodica, entonces existe un unico minimal A, y ademds A es el soporte
de la medida invariante por T'.

Ejemplo de Furstenberg: El reciproco del Teorema 2.3.5 es falso: Furnsten-
berg en [29] (ver también [54, Capitulo 2, §7, pag. 172] o [55]), dio un ejemplo
de transformacién continua en el toro que preserva la medida de Lebesgue,
para la cual todo el toro es el iinico minimal pero la medida de Lebesgue no
es ergddica. Luego, en el Ejemplo de Furstenberg, la transformacion no es tni-
camente ergddica, pero existe un inico minimal (y ademé&s este minimal es el
soporte de una medida T-invariante).

Otros ejemplos en los que se prueba la existencia de mas de una medida ergédica
para mapas con un Unico conjunto minimal, se encuentran en [7].

Demostracion del Teorema 2.3.5: Sea  la inica medida invariante de 7T'. Sea A
el soporte compacto de pu, definido como

A:={x € X :VV entorno de z u(V) > 0}.

A es cerrado en X compacto, luego es compacto.
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Veamos que A C T~1(A). Sea x € A y seay = T(z). Hay que probar que y € A.
Para todo entorno U de y, T~1(U) es entorno de z, luego 0 < u(T-1(U)) =
w(U). Esto prueba que y € A; luego A es invariante hacia adelante.

Sea Ay compacto, no vacio, invariante hacia adelante. Sea T = T|a, : Ao — Ao
Por el teorema de existencia de medidas invariantes, existe  probabilidad que
es T invariante.

Sea v probabilidad en X, definida asi:

v(A) = D(AN Ao)

El soporte de v estd contenido en Ag. En efecto, si o ¢ Ay, entonces existe V,
entorno de x disjunto con Ag. Luego v(V) = 0 y = no pertenece al soporte de
v.

Probemos que v es T-invariante:

V(T YA) = 9(T"HA) N Ag) = Pz € Ay : T(a) € A} =

DT~ (AN Ap)) = (AN Ag) = v(A).

Como T es unicamente ergédica, v = u. Luego A = sop v C Ag. Hemos pro-
bado que todo Ag compacto, no vacio e invariante hacia adelante contiene a
A. De ello se deducen dos resultados: Primero, si Ay ademas estd contenido en
A, entonces coincide con A. Luego A es minimal. Segundo: si Ay es minimal,
entonces coincide con A. Luego A es el tiinico minimal. O

Ejercicio 2.3.6. Sea X un espacio métrico compacto y sea T : X — X
medible, tal que existe alguna medida invariante u.

n—1

1 .
P={zeX: existe lim —- E hoT(z) V¥ h: X — R medible acotada}
j=0

n—o00 N

a) Probar que P es el conjunto de los puntos periédicos de T'. Sugerencia: 1)
Inventar una sucesién {a; };>o de ceros y unos tal que no exista el limite cuando
n —oodel/n- Z;L:_Ol a;. (Por ejemplo: 1 uno, 1 cero, 10 unos, 10 ceros, 100
unos, 100 ceros, 1000 unos, 1000 ceros, etc). 2) Si & no es periédico mostrar
que Y () no existe para A = {T%(x) : a; = 1}.

b) Sea A C X cualquier boreliano dado. Probar que tiene probabilidad total el
conjunto {z € X : existe lim, oo (1/n) Z;L:_ol xa(T?(z))}.

¢) Probar que si T es continua, tnicamente ergddica y existe un conjunto mini-
mal con infinitos puntos, entonces P = ). (Un ejemplo de tal T es la rotacién
irracional del circulo, como veremos a continuacién).



Teoria Ergddica 43

2.4. Ergodicidad de la rotacion irracional

Teorema 2.4.1. La rotacion irracional en el circulo es unicamente ergédica.
Luego, es ergddica respecto a la medida de Lebesgue.

Una prueba muy breve y clasica del Teorema 2.4.1 requiere la aplicacion de la
Teoria Espectral para el estudio de las propiedades de ergodicidad y de mixing
de los sistemas dindmicos. No cubriremos ese tema en este texto, por lo que
daremos otra prueba, pedestre y mas larga. La prueba breve que aplica la
Teoria Espectral puede encontrarse por ejemplo en [98, Theorem 1.8].

Demostracion. Sea T(x) = z+x¢ (méd. 1), para todo z € ST =R/ ~ (méd.1),
donde zy € (0,1) es irracional dado. Aplicando el Teorema 2.3.2 parte ii), para
probar que T es tinicamente ergédica, probaremos que para cada f € C°(S1, R)
la sucesiéon

n—1
1 .
fn:E .EOfOT]
]:

converge en todo punto a una constante cuando n — +o00.

Por el Teorema Ergédico de Birkhoff-Khinchin para Lebesgue-casi todo punto
x1 € St existe lim,, s o0 frn(71) = f(z1). Dado € > 0, como f es uniformemente
continua en S! (porque es continua en el compacto S'), existe § > 0 tal que

[z -yl <0 = [f(x) - fy)l <e

Por la definicién de la rotaciéon T' tenemos la siguiente igualdad mdéd. 1, para
todo punto y € S! y para todo j > 0:

T/ (y) =y +jzo = (y — x1) + 21 + jzo = (y — x1) + T (21).
Luego, |y —z1| <0 = [f(T7(y)) — f(T7(x1))|<e VjiEN =

[frn(y) — fu(z1)] <€ ¥YneN.

Sea N > 1 tal que |fn(x1) — f(x1)| < € para todo n > N. Obtenemos:

[fnly) — f(x1)| <26 VneNsi|ly—z| <o (2.5)

Hemos probado que para todo ¢ > 0 existe 6 > 0 (médulo de continuidad
uniforme de f, y por lo tanto independiente de 1) tal que se cumple la
desigualdad (2.5) para todo punto y a distancia menor que § de z;. Luego
limsup f,,(y) — Uminf f,,(y) < 2¢ si |y — x1] < §. Como esta desigualdad vale
para Lebesgue-c.t.p. 1 € S', dado ¢ > 0 y dado y € S, podemos siem-
pre elegir algin x; € S* tal que |y — x1| < § y tal que existe f(z1). En-
tonces podemos aplicar la desigualdad (2.5) para todo y € S! eligiendo, pa-
ra cada y, algiin x; adecuado. Deducimos que para todo y € S' se cumple
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limsup f,,(y) — liminf f,,(y) < 2¢. Como € > 0 es arbitrario, existe

Fly) =lm f,(y) Yye S

Aplicando nuevamente la desigualdad (2.5), deducimos que la funcion f es con-
tinua. Lo anterior vale para cualquier rotacion del circulo. Todavia no usamos
que la rotacién es irracional, que aplicaremos ahora para probar que f es cons-
tante. La funcién f es invariante por 7', es decir f = foT, pues el limite de los
promedios temporales de Birkhoff. Luego, f toma un valor constante para cada
6rbita. Entonces, para probar que f es constante (sabiendo ya que es continua)
alcanza con probar que existe una érbita densa. Para probar que alguna orbita
es densa alcanza con probar que existe z; € S! tal que para todo § > 0 la
érbita ot (z1) = {T"(x1) : n > 0} es d-densa (i.e. todo intervalo de longitud &
contiene algin punto de o™ (z1)). La transformaciéon T preserva la medida de
Lebesgue. Aplicando el Lema de Recurrencia de Poincaré, Lebesgue-c.t.p. es
recurrente. Elijamos un punto recurrente x. Entonces existe n; — +oo tal que

lm |[T™ (x1) — z1]| = 0.
J

Fijemos my > 1 tal que |77 (x1) — 21| < 0. Observemos que T (x1) — x1 =
mixo (todas las igualdades son mddulo 1). Como zg € (0,1) \ Q, tenemos que
mixg # 0 (méd. 1). Ademds T?™ (z1) = T™ (z1) + mixo, de donde

|72 (1) — T™ (21)] = |T™ (21) — 21| = mizo = a € (0,6) #0
Por induccion en k > 0 obtenemos
|7k () — TR () =a#0 VEeN. (2.6)

Afirmamos que el conjunto A = {Tk™1(z1) : k € N} C ot (x1) es d-denso
en S!. Por un lado, para valores diferentes de k € N, los puntos respectivos
Tkni(x1) € A son diferentes. En efecto, si TF™1(zy) = T"™ (x1), entonces
kmyxzg = hmixg, de donde |k — hlmizg = 0 (mdd. 1), donde k,h,m; € N.
Como zg € Q deducimos que h = k. Por otro lado, dos puntos consecutivos de
A cumplen la igualdad (2.6). Entonces J, o (TF™ (21) — a, TF™ (21)] = S*,
lo que demuestra que A es §-denso en S* (pues § > a). Siendo A C o™ (1),
la érbita por x1 es d-densa, para todo & > 0, luego es densa, terminando la
demostracion del Teorema 2.4.1. O

Observacion 2.4.2. En la demostracién del Teorema 2.4.1 probamos que exis-
te una orbita {f™(xo)}n>0 densa en la rotacién irracional del circulo S =
[0,1] |(méd. 1) dada por f(x) = = + a (mdd. 1) donde a es irracional. Esto
implica que

Toda orbita por la rotacion irracional del circulo es densa.
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Demostracion. Tenemos: f™(yo) = yo + na = xo +na + (yo — x0) = f"(x0) +
(yo — zo) (méd. 1). Entonces, la érbita {f™(yo)}n>0 se obtiene de la drbita
{f™(x0) }n>0 rotdndola yo — xo (mdéd. 1). Como cualquier rotacién en el circulo
es un homeomorfismo, lleva un conjunto denso a un conjunto también denso.
Por lo tanto, existe una érbita densa si y solo si todas las 6rbitas son densas. Ya
probamos (al final de la demostracién del Teorema 2.4.1), que existe una érbita
densa cuando a es irracional. Concluimos que todas las 6rbitas son densas. [

De la prueba del Teorema 2.4.1 deducimos que las rotaciones en el circulo
son ergddicas (respecto de la medida de Lebesgue) si y solo si son tinicamente
ergodicas, y esto ocurre si y solo si la rotacion es topologicamente transitiva.
Mas en general, la transitividad topoldgica es equivalente a la ergodicidad tnica
para la rotacién rigida en cualquier grupo topoldgico compacto abeliano (ver
por ejemplo [60, page 266]).

Ejercicio 2.4.3. Considérese el toro k-dimensional
T = (S1)* = [0,1]*/(méd{1}"),

y la operacién de grupo + (méd{1}*). Sea zo € T. Sea T la traslacién T'(z) =
T+ z0 (M6d{1}*) para todo x € T*.Si 7y € R™ es un representante de xq € T*
vy si <,> denota el producto interno usual en R", asuma que < xg,m >¢
Z ¥Yme zZF —{0}.

a) Demostrar que T es tnicamente ergédica.

b) Demostrar que Vo € X, la medida de Lebesgue es el limite cuando n — oo
de las medidas 1/n - Z;L;Ol 073 ()

¢) Probar que la medida de Lebesgue es la tinica medida de probabilidad en
el toro invariante por todas las traslaciones, pero que no toda traslacion es
Unicamente ergddica. Sugerencia: las traslaciones que tienen puntos periddicos
no son unicamente ergddicas.

d) Deducir que para toda traslacién ergédica del toro, éste es minimal y todas
las 6rbitas son densas.

2.5. Transformaciones Mixing.

Definiciéon 2.5.1. Sea T' : X — X medible que preserva una medida de
probabilidad p. Se dice que T es mizing respecto de p, o que p es mixing
respecto de T, si para toda pareja A, B de conjuntos medibles se cumple:

lim w(T7"ANB) = pu(A)u(B). (2.7)

n——+00

Teorema 2.5.2. Toda transformacion mizing es ergodica.
(El reciproco es falso como veremos en el Ejemplo 2.5.5.)
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Demostracion: En el teorema 2.2.1 se prueba que T es ergddica si y solo si

n—1

lim =" u(T7ANB) = u(A)u(B) (2.8)
7=0

n—-+oo N 4

Si se cumple la igualdad (2.7) de la definicién de transformacién mixing, en-
tonces se cumple la igualdad (2.8) de ergodicidad. En efecto si una sucesién
{an}nen de ntmeros reales es convergente a a € R, entonces (aplicando la de-
finicién de limite se puede chequear ficilmente): lim,,—, 1o (1/n) Z;:Ol a; = a.
O

Para probar que el reciproco del Teorema 2.5.2 es falso, basta ver que la medida
de Lebesgue para la rotacién irracional en el circulo (que ya probamos que es
ergddica en al Teorema 2.4.1) no es mixing. Probaremos que no es mixing en
el Ejemplo 2.5.5 de esta seccién.

Definiciéon 2.5.3. Sea T : X — X Borel-medible en un espacio topolégico
X. Se dice que T' es topoldgicamente mixing si y solo si para toda pareja de
abiertos U y V no vacios existe ng € N tal que

TU)NV £0 ¥n > ng

Ejercicio 2.5.4. Probar que si T' es Borel medible en un espacio topoldgico
X y es mixzing respecto a una medida de probabilidad p positiva sobre abiertos,
entonces es topoldgicamente mixing.

No toda medida ergddica es mixing. En efecto:

Ejemplo 2.5.5. La medida de Lebesque en el circulo no es mixing para la
rotacion irracional.

Demostracion: Sea la rotacién irracional T : S' — S' en el circulo S', defi-
nida por T'(z) = z + o (méd.1), donde « es un ntmero irracional (que puede
tomarse en (0,1)). Para demostrar que su tnica medida de probabilidad in-
variante (la medida m de Lebesgue) no es mixing, basta demostrar que T
no es topolégicamente mixing. Sea U C S' un intervalo abierto de longitud
€:0 <e<(1/4) min{a, 1 — a}. Probaremos que, si para cierto ng € N se cum-
ple T (U)NU # O, entonces T (U)NU = (). De lo contrario la longitud del
intervalo unién 7™ +H(U) U U U T™ (U) seria menor que 3¢ < min{a,1 — a},
pero contendria dos puntos zg y T(xg) = xo + « que distan min{a,1 —a}. O

Ejercicio 2.5.6. Sea T medible, invertible con inversa medible, que preserva
una medida de probabilidad p. Probar que T es mizing si y solo si T~ lo
es. (Sugerencia: para dos conjuntos A y B cualesquiera pu(T "(A) N B) =
u(T™(B) N A).)
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Ejemplo 2.5.7. Sea en S' = [0,1]/ ~ méd. 1 el tent map T definido por
T(x)=22xsi0<2<1/2,y T(zr) =2—2zxsi1/2 <z < 1. Probaremos el
siguiente resultado:

La medida de Lebesgue m en S es mizing para el tent map T; luego es ergddica.

Demostracion. Por definicién de mixing, debemos probar que

lim m(T~"ANB)B =m(A)m(B) (2.9)
n—-+00

para toda pareja de conjuntos medibles Ay B. Si A =0 6 B = (), entonces la
igualdad anterior es trivialmente igual a cero. Consideremos entonces el caso en
que A y B son no vacios. Fijemos el boreliano A no vacio. Primero probaremos
(2.9) cuando B es un intervalo abierto; luego cuando B es un abierto, después
para B compacto, y finalmente para B boreliano cualquiera.
Sea B es un intervalo abierto, con longitud a. Para cadan > 1, la grafica de T"
estd compuesta por 2" segmentos, con pendiente 2" (en valor absoluto) cada
uno. La imagen por T™ de cualquier intervalo de longitud 2"~! cubre todo el in-
tervalo [0, 1] (croquizar la grafica). La preimagen por T de cualquier boreliano
A no vacio estd formada por 2" copias de A, todas homotéticas a A con razén
1/2™ y equidistantes en el segmento [0, 1]. Luego, la interseccién T~-"(A) N B,
cuando B es un intervalo de longitud a, contiene k = [parte entera(a - 2)] — 1
de esas copias homotéticas a A, y menos de k + 2 de esas copias. Luego:

mA) = (4) 0 B)

(parte entera(a - 2") — 1) o =

m(A)

on
De las desigualdades anteriores se deduce que lim, m(T~"(A)NB) = a-m(A) =
m(B)m(A). Hemos probado (2.9) cuando B es un intervalo.
Ahora consideremos el caso en que B es un abierto no vacio en el circulo.
B =JI; donde {I;} es una coleccién finita o infinita numerable de intervalos
abiertos disjuntos dos a dos. Dividimos en dos subcasos: Si B es unién finita de
intervalos disjuntos dos a dos, o si es unién infinita numerable. Si B = U;VZI 1;
tenemos

< (parte entera(a - 2") + 1)

i T 05) = i S A ) -
N N
= 1nll;rfoom(T—n(A) ni;) = Zm(A)m(]j) =m(A) - m(B).
]:

Si B = U 1 I;, dado € > 0 existe NV tal que
0 <m(B)—m(Bn)=m(B\ Bn) <e, (2.10)
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donde By = U;v=1 I; Luego:
0<m(T~™(A)NB)—m(T "(A)NByx) =
=m(T " (A)N(B\ Bn)) <m(B\By)<e ¥Yn>0.
Es decir:
0<m(T ™A NB)—m(T "(A)NBy)<e Yn>0 (2.11)

Por lo probado antes lim, oo m(T~"(A) N By) = m(A)m(By). Entonces,
para todo n suficientemente grande

|m(T~"(A) N By) —m(A)m(By)| < e. (2.12)

Reuniendo las desigualdades (2.10), (2.11), (2.12), obtenemos, para todo n
suficientemente grande, la siguiente cadena de desigualdades:

Im(T~"(4) A B) — m(A)m(B)| < [m(T~"(A) N B) — m(T~"(4) N By)|+
+|m(T™"(A) N By) — m(A)m(By)| + m(A)|m(Bx) — m(B)| < 3e.

Lo anterior demuestra que lim, oo m(T"(A) N B) = m(A)m(B). Hemos
probado la igualdad (2.9) cuando B es abierto. Ahora demostremos que si la
igualdad (2.9) se cumple para un conjunto B, entonces también se cumple para
su complemento B¢. En efecto:

m(T~"(A)NB) =m(T~"(A) —m((T " (A)NB) =
=m(A) = m(T~"(A) N B) =, m(A) — m(A)m(B) = m(A)m(B°).

Entonces, como (2.9) vale para todos los abiertos B, y es una propiedad cerra-
da en complementos, se cumple también para todos los compactos B. Ahora
probémosla para cualquier boreliano B. Dado ¢, existe un compacto K y un
abierto V tales que K € BC V y m(V \ K) < e. Luego

m(V)=m(B)+m(V\B) <m(B)+m(V\K)<m(B)+e.
Analogamente
m(K)=m(B) —m(B\ K)>m(B) —m(V\K)>m(B) —e.
Entonces:
m(T"(A)NB) <m(T "(A)NV) =, m(A)m(V) < m(A)m(B) + ¢,
m(T"(A)NB)>m(T "(A)NK)—, m(A)m(K) > m(A)m(B) —
Lo anterior prueba que para todo n suficientemente grande

[m(T~"(A) N B) —m(A) m(B)| < 2e,

™

de donde se deduce que la igualdad (2.9), como queriamos demostrar. O
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2.6. Descomposicion Ergddica

El propésito de esta seccién es enunciar el Teorema 2.6.2, de descomposicién o
desintegracién ergddica. El mismo extiende el resultado de existencia de medi-
das ergddicas para transformaciones continuas en espacios métricos compactos,
probando cémo se puede descomponer o desintegrar una medida invariante p
en funcién de las que son ergddicas.

Definicion 2.6.1. Descomposicion o Desintegracion Ergddica
Sea (X,.A) un espacio medible y T': X — X una transformacién medible tal
que existe alguna medida de probabilidad p (definida en A) invariante por 7.
(i) Sea A € A. Decimos que p tiene descomposicion o desintegracion ergddica
para el conjunto A si para p-c.t.p. © € X existe una medida ergddica pu, tal
que:

(a) La funcién real definida p-c.t.p por @ — p,(A) es medible para p-c.t.p.
z € X. (Entonces estd en L(u) pues estd acotada por 1)

(b)
u = | ()

(ii) Sea h € L'(u). Decimos que p tiene descomposicion o desintegracion
ergodica para la funcién h si para p-c.t.p z € X existe una medida ergddi-
ca p, tal que h € L' () y tal que:

(c) La funcién real definida p-c.t.p por « — [ hdpu, es medible para pi-c.t.p.

r € X yestd en L(p).
/hd,u:/ (/hdﬂm) dys.
reX
Teorema 2.6.2. .

(d)
Descomposicién Ergodica en espacios métricos compactos
Sea X un espacio métrico compacto provisto de la sigma-dlgebra de Borel. Sea
T : X — X una transformacion medible que preserva una medida de probabili-
dad p.
Entonces, para todo A € A y para toda h € L*(u) existe descomposicion ergddi-
ca de .
Mas ain, para p-c.t.p. x € X existe y es dnica una medida ergddica p, (lla-
mada componente ergédica de i a la que pertenece x) tal que
1 n—1
ngr-&r-loo n z; 073 (2) = Ha>

]:

donde el limite es en la topologia débil estrella del espacio M de probabilidades.
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La demostracién del Teorema 2.6.2 para transformaciones continuas en espacios
métricos se encuentra por ejemplo en [54, Cap.II §] (ver también [55]). Una
generalizacion para transformaciones medibles que preservan una medida de
probabilidad, se encuentra en en [41, Theorem 2.3.3]. Ahora veamos alguna de
Sus consecuencias:

Recordamos la Definicién 2.1.11: Un conjunto medible A C X se dice que tiene
probabilidad total si p(A) = 1 para toda medida de probabilidad p en X que
sea invariante por T' (bajo la hipdtesis que existen medidas de probabilidad
invariantes por T').

Corolario 2.6.3. Si X es un espacio métrico compacto, y si T : X — X
es continua, entonces existen medidas ergodicas para T. Ademds un conjunto
medible A C X tiene probabilidad total si y solo si v(A) =1 para toda medida
de probabilidad v ergodica para T.

Demostracion. Usando el Teorema 2.6.2, y la definicién 2.6.1, existen medidas
ergddicas para T . Ademds, para cualquier conjunto medible A, cualquiera sea
la medida invariante p tenemos, para el complemento A¢ de A, la siguiente

igualdad:
(A%) = / (/xAc dm) du,

donde 1, es una medida ergddica, que depende del punto z y esta definida para
p-c.t.p. € X. Como x4c > 0 entonces la funcion = — [ xae dpg = pz(A°) es
no negativa. Las medidas p, son ergédicas segin enuncia el Teorema 2.6.2 y la
Definicién 2.6.1. Concluimos que p(A¢) = 0 para toda medida invariante p, si
y solo si v(A€) = 0 para toda medida ergédica v. O



Capitulo 3

Dinamica diferenciable:
Hiperbolicidad uniforme y
no uniforme

El siguiente ejemplo es conocido como .*rnold’s cat map” (el mapa del gato
de Arnold). Esto es porque su dindmica fue representada por el matemético
ruso Vladimir Arnold en [3], con un dibujo similar al de la Figura 3.1 de este
capitulo. En su dibujo (ver por ejemplo uno parecido al original en [47, Figure
2]), Arnold utiliza el contorno de la figura estilizada de un gato, en lugar de
una manzana como hacemos nosotros en la Figura 3.1 de este capitulo. En su
dibujo, Arnold “muestra” el efecto de la propiedad de mixing del mapa sobre los
trazos del contorno del gato, el cual, en pocos iterados, se vuelve irreconocible.

3.1. Ejemplo de automorfismo lineal hiperbdli-
co en el toro.

Sea el toro T? = R?/ ~ donde la relacién de equivalencia ~ estd dada por:(a, b) ~
(c,d) en T? si ¢ —a y d — b son enteros. (Otra notacién que se usa para R?/ ~
es R2|mod22 = RZ/zZ)

Sea II : R? — Z2 la proyeccién del espacio de recubrimiento R? del toro definida
por I(a,b) = (a,b)moq z2 donde esto tltimo indica la clase de equivalencia de
(a,b) € R2.

Sea f : T? — T? dada por
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. . - . 2 1
Llamaremos a f automorfismo lineal hiperbdlico de matriz < 11 ) en el

. 2 1 .,
toro, o simplemente “( 11 ) en el toro”. Abusando de la notacién, a un

punto x € T? lo denotaremos con cualquier representante suyo (a,b) € R
(a,b) € T~ ({z}).
Ejercicio 3.1.1. Probar que (0,0) es el tnico punto fijo por la transformacién

f= < ? 1 ) en el toro. Probar que

{(1/5,2/5),(4/5,3/5)} v {(3/5,1/5),(2/5,4/5)}

son dos orbitas periédicas por f y que son las tnicas de periodo 2. Probar que

{(1/2,1/2),(1/2,1),(1,1/2)}
es una 6rbita periddica de periodo 3.

La topologia en el toro es el cociente de la topologia usual en R?. Es metrizable
y la métrica esta dada por
dist (z,y) =

ml'n{\/(c —a)2+ (d—0b)2: (a,b) e T Y (x), (c,d) € T (y)}.

La medida de Lebesgue en el toro es la medida de Borel m definida por m(B) =
m(II71B N [0,1]?) donde m es la medida de Lebesgue en R2. Se observa que
la medida de Lebesgue en el toro es una medida de probabilidad. Donde no
dé lugar a confusién renombraremos como m a la medida de Lebesgue en el
toro.

Proposicion 3.1.2. La medida de Lebesgue m en el toro es invariante por la

2 1
transformacion f = ( 11
Demostracion:
2 1 . .
Denotamos A = 11 ) a la matriz de coeficientes enteros que define la

transformacién f en el toro. Observamos que det(A4) = 1.
Sea B un boreliano en el toro.

m(f~(B)) = / X1y (@) dm(z) = / x5 0 f(z) dimf(z).

Haciendo el cambio de variables lineal e invertible z = f(z) en la integral
anterior resulta

m(f~(B)) = / x5 ()7 (=) dm(z)
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donde J(z) = |detdf ~!(z)| = |detdf(z)| ! es el jacobiano del cambio de varia-
bles z = f(x). En nuestro caso una parametrizacién local de la superficie del
toro T? estd dada por II| g, (r1-1(z)), donde Bs(II"*(z)) es la bola abierta en R?
de radio ¢ > 0 (suficientemente pequeno) y centro en un punto denotado como
I~!(z) € R? que se proyecta por II : R? — T? en el punto x € T?. Calculando
la derivada df (x) y el Jacobiano con las coordenadas en esa carta local, resulta
T,T? ~R?, y
J(2) = (detA)™t =1 Vz € T?.

Entonces m(f~*(B)) = [ x5(z) dm(z) = m(B). O

Dinamica del ejemplo de automorfismo lineal hiperbdlico en el toro.
Estudiemos la dindmica por iterados de la transformacién lineal F : R? — R?

que tiene como matriz A = f } >

F se llama levantado de f a R? y f se llama proyeccién de F en el toro. La
dindmica de F' esta relacionada fuertemente con la dindmica de su proyeccién
f en el toro.

En efecto la proyeccién IT : R? — T2 cuando restringida a un entorno suficien-
temente pequeno del origen (0,0) es un homeomorfismo sobre su imagen.

II transforma la dindmica de F' en la de f. Mas precisamente

HHoF=foll

Luego, aplicando IT : R? — T? a una 6rbita de F' se obtiene una érbita de f.Y
la preimagen por II de una érbita por f es una infinidad numerable de érbitas
por F tal que una se obtiene de otra trasladdndola en R? segin un vector de
coordenadas enteras.

El comportamiento topolégico local de las 6rbitas de F' en un entorno suficien-
temente pequeno V del origen es el mismo (a menos del homeomorfismo I1|y/)
que el de las drbitas de f en el abierto II(V).

Variedades invariantes.
Los valores propios de la matriz A son

c:=B+V5)/2>1, 0<Xi:=(3-V5)/2<1.

Las direcciones propias respectivas tienen pendientes irracionales, la primera
positiva y la segunda negativa. Se deduce que las dos rectas que pasan por
el origen y tienen direcciones segun los vectores propios de la matriz A son
invariantes por F' en el plano. Entonces sus proyecciones en el toro son curvas
invariantes por f y se cortan transversalmente en el origen (y también se cortan
transversalmente en todos sus otros puntos de interseccién en el toro).

F' restringida a la recta r; que tiene direccién propia de valor propio mayor
que 1, expande las distancias exponencialmente con tasa log(3+4+/5)/2 > 0. Es
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decir, contrae distancias hacia el pasado como o™ = e~ "1087;

dist(F~"(a, b), (0,0))
dist((a, b), (0,0))

— e~ nlogo vy o N, V (a,b) € r1\ (0,0).

Proyectando r; en el toro se obtiene una curva W*(0,0) = II(r1) inmersa en el
toro, que se llama variedad inestable por (0,0).

W%(0,0) pasa por el origen, es densa en el toro (esto se puede demostrar
usando que la pendiente de 71 en el plano es irracional y usando que la rotacién
irracional en el circulo es densa en el circulo), es invariante por f y cumple:

W00 = {y €T lim_f"(y) = (0,0)}

Esto ultimo se debe a que 71 = {(a,b) € R? : lim,,,_o F"(a,b) = (0,0)}.
Observamos que la subvariedad W*(0,0) = II(r1) es inmersa y densa en T2,
pero no es subvariedad encajada en T?. Es decir, la topologia que se define a
lo largo de la subvariedad W*(0,0) no es la inducida por su inclusién en R2.
Los abiertos en W*(0,0) estan generados por los arcos abiertos (homeomorfos
a intervalos abiertos en la recta real). Estos no se obtienen como interseccién
de un abierto en T? con W“(0,0) pues cualquier abierto en T? cortado con
W®(0,0) contiene una infinidad de arcos conexos, debido a la densidad de
w*(0,0).

Variedad inestable local: En este ejemplo, existe € > 0 suficientemente pe-
quefio, tal que, denotando W} _(0,0) (variedad inestable local) a la componente
conexa de W*(0,0) intersecada con la bola de centro (0,0) y radio € en el toro
T2, se tiene:

dist(f~"(y), (0,0))
dist(y, (0,0))

_ efnlogo VneN, V (AS VV;:,C(OaO)

Esta igualdad se obtiene porque la bola de centro (0,0) y radio € > 0 en el toro
T? es difeomorfa por un preimagen de II, con la bola de centro (0,0) y radio
e >0 en R?, si e > 0 es suficientemente pequero.

Anélogamente F' restringida a la recta ro que tiene direccién propia de valor
propio menor que 1, contrae las distancias exponencialmente con tasa log(3 —
V/5)/2 < 0. Es decir, contrae distancias hacia el futuro como A" = 198

dist(F" (a, b), (0,0))
dist((a, b), (0,0))
Proyectando r2 en el toro se obtiene una curva W#(0,0) = II(r;) inmersa en el
toro, que se llama variedad estable por (0,0).

W#(0,0) pasa por el origen, es densa en el toro (porque la pendiente de ry en
el plano es irracional), es invariante por f, no encajada en R? y cumple:

WH0,0)={y €T lim f"(y) = (0,0)}

_ enlogA Vne 1\]7 \v (a’b) € 1o \ (070)
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Esto tltimo se debe a que 72 = {(a,b) € R? : lim,,_, ;oo F"(a,b) = (0,0)}.
Denotando por W _.(0,0) (variedad estable local) a la componente conexa de
W#(0,0) intersecada con la bola de centro (0, 0) y radio € en el toro T?, se tiene:

dist(f™(y), (0,0))
dist(y, (0,0))

=AY neN, VyeW;.(00).

Variedades invariantes por cualquier punto: El argumento anterior pue-
de aplicarse a cualquier punto periédico x. Deducimos que todos los puntos
periédicos son hiperbdlicos tipo silla (tienen un valor propio mayor que uno y
otro positivo menor que uno).

En general, para cualquier punto x € T2, aunque no sea periédico, la variedad
estable W*(z) y la variedad inestable W"(z) se definen como la proyecciones
sobre el toro de las rectas en R? que pasan por I17!(z), segin las direcciones
de los vectores propios de la matriz A (que son las mismas que las direcciones
de las rectas 1 y ro en R? que pasan por el origen). Argumentando como més
arriba se tiene

lim dist(f"(y), ["(z)) =0 Vye W?(x)

n——+oo
lim dist(f7"(y), f7"(2)) =0 ¥y € W(z),

y el acercamiento a cero de esas distancias se realiza como A\* o o~ respec-

tivamente. Las variedad inestable por un punto x no es invariante si el pun-
to z no es fijo por f, pero su imagen por f es la variedad inestable por el
punto f(x) (esto se chequea inmediatamente de la construccién de W*(x) y
W(f(x)) como las imdgenes por I de las rectas paralelas a 7; por II"*(z) y
O-1(f(x)) = F(IT"!(x)) respectivamente).

Foliaciones invariantes:

La familia de todas las variedades inestables, forman en el toro T2 lo que se
llama una foliacién invariante: pues cada subvariedad de la foliacién (llamada
hoja), al aplicarle f se transforma en otra hoja de la foliacién. Andlogamente,
la foliacion formada por las variedades estables, es invariante.
Interpretacion grafica del automorfismo lineal hiperbdlico: La defor-
macién que produce f en este ejemplo de automorfismo lineal hiperbélico en
el toro T?, estd representado en la figura 3.1. Esa figura es una modificacién
de la conocida llamada “gato de Arnold” (que en vez de una manzana, deforma
la imagen de un gato, figura creada por Arnold, en la década de 1960 para
ilustrar la deformacién hiperbdlica de un automorfismo lineal hiperbdlico en el
toro T?). Al iterar sucesivas veces f, la figura representada, se estira a lo largo
de la foliacién inestable y se contrae a lo largo de la foliacién estable. Como
f es invertible, los pedazos que se obtienen de identificar 0 con 1 en vertical
y horizontal, no se intersecan (provienen de subconjuntos disjuntos antes de
aplicar f).
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SISTEMA HIPERBOLICO: Dilata en una
direccion y contrae en otra.

Figura 3.1: Deformacién producida por el automorfismo lineal hiperbdlico en
el toro.

Definiciéon 3.1.3. Exponentes de Lyapunov en puntos fijos hiperbé-
licos. Los logaritmos de los médulos de los valores propios de df?(x¢) dividido
p, cuando xg es un punto periédico de periodo p, se llaman exponentes de
Lyapunov en zg. En el capitulo 3 definiremos con generalidad los exponentes
de Lyapunov de cualquier sistema dindmico diferenciable, para casi todas sus
6rbitas (no necesariamente puntos fijos ni érbitas periédicas).

En el ejemplo del < ? 1 ) f es lineal (mejor dicho F, dada por la matriz

A, es lineal), por lo tanto la matriz A es, en una base adecuada de T(O,O)’]IQ),
la derivada df(0,0) : T(O’O)']I‘2 ~ R? — T(O’O)']I‘2 ~ R2. Los logaritmos de los
valores propios de A = df(0,0) son dos, uno positivo x* = logo y el otro
negativo x~ = log A. (El origen es un punto fijo hiperbdlico tipo silla, pues
0<A<l<o).

El exponente de Lyapunov x T := log pu = log(3++/5)/2 > 0 es la tasa exponen-
cial de dilatacién al aplicar df o o), de las normas de los vectores en el subespacio
propio U, que corresponde al valor propio u de df g 0y. Precisamente:

log(lldft oyull /lull)

n—-+o0o n

=logu=x">0 VueU\{0}CT,M.

Observar que para n < 0 también se cumple la misma igualdad anterior; es
decir:

log([1df .oy ull/llwll)

n——oo n

=logp=x" VueU\{0} CT,M.
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Adems4s, el exponente de Lyapunov positivo xT es la tasa exponencial de di-
latacién de las distancias a lo largo de la variedad inestable local por el punto
fijo. Més precisamente

log dist (/" (y), (0,0))

lim =xt =logu>0 Yy cW%0,0)
n——oo n
Anélogamente, el exponente de Lyapunov x~ := log\ = log(3 — v/5)/2 < 0

negativo, se interpreta como la tasa exponencial de contraccion por f en un
entorno suficientemente pequeno del punto fijo a lo largo de la variedad estable
por ese punto. Mds precisamente

log dist (/" (y), (0,0))

n—-+oo n

=X~ =logA <0 VyeW*(0,0).

? i en el toro. Probar que
m~ c.t.p es recurrente pero que hay puntos no recurrentes (Sugerencia: y €
W+#(0,0) \ {(0,0)} no es recurrente). Probar que dados dos abiertos U y V
cualesquiera en el toro, existe una subsucesién n; de naturales tales que ™ UN
V # . (Sugerencia: Usar que W*((0,0)) es invariante por f y pruébese que
para cualquier arco compacto K C W*(0,0) la unién de sus iterados hacia el
futuro (J,,cry /" (K) es densa en el toro.)

Deducir que f es transitiva.

Probar que todo punto es no errante. Concluir que si bien todo punto recurrente
es no errante, no necesariamente todo punto no errante es recurrente.

Ejercicio 3.1.4. Sea f la transformacion (

Observacién: En el capitulo 5, Corolario 5.3.5 probaremos que la transfor-

macion
2 1
=(11)

en el toro es ergddica respecto a la medida de Lebesgue.

1 1
toro T2. Sea P el conjunto de puntos periédicos por f. Probar que P # 0,
pero u(P) = 0 para toda u invariante y ergddica para f que sea positiva sobre
abiertos.

Ejercicio 3.1.5. Sea el automorfismo lineal hiperbdlico f = ( 2 1 > del

3.2. Difeomorfismos de Anosov e hiperbolici-
dad uniforme

En esta seccién asumiremos que M es una variedad diferenciable, compacta y
conexa, provista de una estructura riemanniana (i.e. existe un producto interno
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< > TM x TM — R diferenciable, definido en el fibrado tangente T'M.
Por lo tanto, para todo z € M y para todo v € T, M, esta definida la norma
[lv]] :== /< v,v >, determinada por la métrica riemanniana en M).

Sea f: M +— M un difeomorfismo, lo que se denota f € Diff 1(M) y significa
que f es de clase C*, invertible, y su inversa f~! : M > M también es de clase
C'. Si ademds fy f~! fueran de clase C" para algtin natural » > 1, se denota
f € Diff "(M) (para lo cual se requiere que M sea una variedad de clase C”
por lo menos). En esta seccién, asumiremos que f € Diff 1(M ) e indicaremos
expresamente cuando ademds f € Diff "(M) para algin r > 1.

Definicién 3.2.1. Difeomorfismos de Anosov [2]

f € Diff 1(M) se llama difeomorfismo de Anosov si existe una descomposicién
(Namada splitting) S @ U = TM del fibrado tangente TM, no trivial (i.e. 0 <
dim(S) < dim(M)), que es invariante por df (i.e. df (2)S, = Sf), df(x)U, =
Uj(z)), v existen constantes C' > 0y 0 < A < 1 < o, tales que, para todo
x e M:

ldf" (z)s|| < CA"[|s]| Vn 20, Vse€S,, (3.1)
ldf™(z)ul| > Cto™||lul| Yn >0, YucU,. (3.2)

Para cada punto = € M, los subespacios S, y U, se llaman estable e inestable
respectivamente, en x. Los subfibrados S y U (formados por los subespacios S,
y U, al variar € M), se llaman fibrados estable e inestable respectivamente.
La constante 0 < A < 1 se llama tasa o coeficiente de contraccién (uniforme) en
el futuro a lo largo del fibrado estable, y la constante o > 1, tasa o coeficiente
de dilatacién (uniforme) en el futuro a lo largo del fibrado inestable.

Nota: En la definicién de difeomorfismo de Anosov, la constante C' no depende
de z, asi como tampoco dependen de z los coeficientes A y o de contraccién
y dilatacién respectivamente. Siendo la variedad M compacta, si se cambia la
métrica Riemanniana, la norma de los vectores en cada subespacio tangente
se cambia por una equivalente. Luego, se modifica la constante C por otra
constante C’ (que tampoco depende de x) manteniéndose las mismas tasas A y
o de contraccion y dilatacion respectivamente. Esto permite que la definicién
de difeomorfismo de Anosov sea intrinseca al difeomorfismo, y no dependa de
la métrica riemanniana elegida. Se puede probar que para todo f de Anosov
existe una métrica riemanniana (llamada métrica adaptada a f) para la cual la
constante C' puede tomarse igual a 1).

2 1
11 ) en el toro

T? es un difeomorfismo de Anosov. Sugerencia: Tomar S, y U, las direcciones

propias de la matriz A que define a f, X\ y p los valores propios respectivos y
C=1.

Ejercicio 3.2.2. Probar que el autormorfismo lineal f = <
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Ejercicio 3.2.3. Sea f un difeomorfismo de Anosov. Probar que la inversa
0 < 07! <1 de la tasa o de dilatacién hacia el futuro a lo largo del fibrado
inestable, es una tasa de contraccién hacia el pasado a lo largo del mismo
fibrado. Precisamente:

ldf 7" (z)ul| < Co™|lu|| Vn>0, Yuel,, VYVzelM. (3.3)

Anélogamente, probar que la inversa A~! > 1 de la tasa contraccién A hacia el
futuro a lo largo del fibrado estable, es una tasa de dilatacion hacia el futuro a
lo largo del mismo fibrado estable.

Deducir que f : M + M es un difeomorfismo de Anosov, si y solo si f~!
también lo es.

Ejercicio 3.2.4. Mostrar que el splitting S, ® U, es tinico. Sugerencia: Probar,
para todas las direcciones [s] C S, y [v] C T, M \ S,, las siguientes desigualda-
des:

lim sup,,_, | o, +log [|df™s|| < 0 < limsup,,_, |, +log||df"v]|.

Ejercicio 3.2.5. Probar que las aplicaciones = +— S, y = — U, son continuas
y deducir que si M es conexa, entonces dimS, y dimU, son constantes.
Sugerencia: Considerar una sucesién {z,} convergente a x y tomar una sub-
sucesién de ella tales que S;, y U,, tengan dimensiones constantes con n y
sean convergentes. Mostrar que los subespacios lim,, S;, y lim,, U, satisfacen
las desigualdades de hiperbolicidad uniforme, y forman un splitting de T, M.
Finalmente, usar la unicidad del splitting hiperbdlico en el punto = € M.

Ejercicio 3.2.6. Probar que en la Definicién 3.2.1, la condicién 0 < dim(S,) <
dim(M) es redundante.

Sugerencia: Por absurdo, si dim(S,) = dim(M), elegir N > 1 tal que CAY <
1/4. Usando la definicién de diferenciabilidad de f en el punto z, probar que
existe 0, > 0 tal que:

dist(ry) < 0, = dist(/(@), S(y) < Y.

Cubrir M con una cantidad k finita de bolas abiertas { Bs, (x;) }1<i<k de centros
Z1y..., T, ... ¢ v radios §; 1= d,. Probar que para todo y € M, y para todo
n € N existe z; (que depende de y y de n) tal que dist(f™V (z;), f*N (y)) < e.
Deducir que f™V (M) se puede cubrir con k bolas de radio e. Siendo f™V un
difeomorfismo, toda la variedad M se puede cubrir con k bolas de radio € > 0,
siendo k constante y € > 0 arbitrario. Deducir que diam(M) < ke para todo
€ > 0, lo cual es una contradiccion pues el didmetro de M es positivo.

Ejercicio 3.2.7. Sea f : M +— M un difeomorfismo de Anosov con tasa A < 1
de contraccion a lo largo del fibrado estable S, y tasa o > 1 de dilatacién a lo
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largo del fibrado inestable U. Probar que para todo = € M:

h'msupM <logA<0VseS,
n—-+o00 n
h'msupM <logA<0VseS,
n——oo —-n
lim inf M >logo >0Vue U,
n—-+oo n

n
lim inf M >logo >0Vue U,
n——00 -n

Exponentes de Lyapunov para difeomorfismos de Anosov:

En las préximas secciones enunciaremos el teorema de Oseledets que establece
que los limites superior e inferior de las desigualdades de arriba, son limites
que existen para p-casi todo punto x € M (donde u es cualquier medida de
probabilidad invariante por f). Esos limites se llaman exponentes de Lyapunov
(en el futuro) para la érbita de x € M.

Por lo tanto, admitiendo el teorema de Oseledets, de las desigualdades de arri-
ba se deducen los siguientes enunciados, que satisface todo difeomorfismo de
Anosov f para toda medida de probabilidad p que sea f-invariante:

(a) Los exponentes de Lyapunov de la drbita por u- casi todo punto x € M,
correspondientes a las direcciones u del subespacio inestable, son positivos y
mayores o iguales que el logaritmo del coeficiente de dilatacion o > 1 del difeo-
morfismo de Anosov.

(b) Los exponentes de Lyapunov de la drbita por u- casi todo punto x € M,
correspondientes a las direcciones s del subespacio estable, son negativos y me-
nores iguales que el logaritmo del coeficiente de contraccion X < 1 del difeo-
morfismo de Anosov.

De los enunciados (a) y (b), teniendo en cuenta que por definicién de difeomor-
fismo de Anosov, el espacio tangente T, M es la suma directa de los subespacios
estable S, e intestable Uy, se deduce el siguiente enunciado (para una demos-
tracién del mismo usar el teorema de Oseledets, que probaremos en el préoximo
capitulo, y ver Ejercicio 3.8.5):

(c) Los exponentes de Lyapunov para un difeormorfismo de Anosov no son cero,
y estdn “bounded away from zero” (i.e. estdan fuera de un entorno de cero).

Observacién 3.2.8. .

Sobre la transitividad de los difeomorfismos de Anosov. Una conjetura
cuya demostracion es aiin un problema abierto es la siguiente:

Conjetura: Los difeomorfismos de Anosov en variedades compactas y conexas
son transitivos.
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Se conocen pruebas parciales: si la variedad M donde actia el difeomorfismo
de Anosov es un toro T™, entonces f es transitivo. Otro caso conocido: si la
dimensién del fibrado inestable o la del estable es uno (de un difeomorfismo f
de Anosov), entonces f es transitivo. En general, no se conocen ejemplos de
difeomorfismos f de Anosov que no sean transitivos.

Observacion 3.2.9. .

Sobre la ergodicidad de los difeomorfismos de Anosov.

Sea M una variedad compacta y conexa de dimensién n > 2. Si f € Diff (M)
es un difeomorfismo de Anosov (de clase C?), si f es transitivo y si f pre-
serva la medida de Lebesgue m, entonces m es ergddica. Demostraremos este
resultado en el Corolario 5.3.5, al definir y estudiar las medidas invariantes de
probabilidad llamadas SRB (Sinai-Ruelle-Bowen) para los difeomorfismos de
Anosov.

3.3. Conjuntos uniformemente hiperbdlicos

Definicion 3.3.1. Sea f: M +— M y sea A C M un subconjunto compacto e
invariante (i.e. f~1(A) = A). El conjunto A se llama uniformemente hiperbélico
(en breve, hiperbdlico) si para todo x € A existe un splitting S, ® U, = T, M
del espacio tangente T,,M a M en x, que dependen continuamente de x € A, y
constantes C' >0y 0 < A < 1 < 0, que verifican las desigualdades (3.1) y (3.2)
para todo x € A.

Nota: La condicién de dependencia continua de S, y U, al variar x € A es
redundante. Se puede demostrar esta continuidad a partir de las invariancia
de esos subespacios, de las desigualdades de hiperbolicidad uniforme y de la
compacidad del conjunto A (ver Ejercicios 3.2.4 y 3.2.5 y generalizarlos susti-
tuyendo M por A).

Sobre las dimensiones de S, y U,: Son complementarias (su suma es
dimM ), pero no necesariamente son ambas mayores que cero. Es decir, al-
guno de los dos subespacios puede tener dimensién cero, y el otro coincidir con
T.M. Las dimensiones pueden depender de x € A. La dependencia continua
de los subespacios invariantes implica que las dimensiones de S, y U, sean
localmente constantes. Como A es compacto, si existen varios subconjuntos de
A para los cuales S, y U, tienen dimensiones diferentes, entonces son dos a dos
aislados.

De las definiciones anteriores, es inmediato deducir que f : M — M es un difeo-
morfismo de Anosov, si y solo si la variedad M es un conjunto uniformemente
hiperbdlico (con dimensiones estable e inestable no nulas).

Ejercicio 3.3.2. Sea f : M — M. Probar que un punto periédico x de periodo
p (i.e. fP(z) = @, fi(x) # x V1 < j < p es hiperbdlico (i.e. los valores
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propios de dfP tienen mdédulo diferente de 1), si y solo si su érbita (finita)
{z, f(z),..., fP"Y(z)} es un conjunto uniformemente hiperbélico. Probar que
si « es punto silla (es decir, df?(x) tiene valores propios con médulo menor que
uno y también con médulo mayor que uno), entonces los subespacios propios de
df?(z) son los subespacios estable S, e inestable U,, respectivamente. Probar
que si z es un pozo hiperbdlico (i.e. dfP(x) tiene todos sus valores propios con
moédulo menor que uno), entonces S, = T, M y U, = 0. Enunciar y probar
resultado dual si x es una fuente hiperbdlica (i.e. dfP(x) tiene todos sus valores
propios con médulo mayor que uno).

3.4. Ejemplo: Herradura de Smale lineal

Un ejemplo paradigmético de conjunto hiperbdlico (transitivo) que no es toda
la variedad, es el siguiente, debido a Smale [89] (ver también, por ejemplo, [37,
pages 97-98]):

Definiciéon 3.4.1. Herradura de Smale lineal.

Se llama herradura de Smale lineal (en dimensién 2 y con 2 patas) a un di-
feomorfismo T : @ = [0,1]> € R?  T(Q) C R? que satisface las siguientes
condiciones (ver Figura 3.2):

a) T(Q)NQ = QoUQ: donde Q = [0,1]?,
QO = [1/572/5] X [07 1]7 Ql = [3/574/5] X [071}

b) T7HQo) =1[0,1] x [1/5,2/5], T~H(Q1) = [0,1] x [3/5,4/5].

¢) Paraj=0,1, larestriccion T'|p-1(q,)(7,y) es una transformacién afin en
(x,y) con direcciones propias (1,0) y (0,1) y valores propios A y p reales
tales que [A| = 1/5y || = b respectivamente. Por ejemplo:

T‘T’I(Qo)(x?y) = ((1/5)($ + 1)’5y - l)a
T|r-1(Q.)(,y) = ((=1/5)(x — 4), =5y + 4)

Para comprender como es la transformacién 7', ver la figura 3.2 e imaginar T’
como la composicién de dos transformaciones: Primero considerar una trans-
formacion afin que lleva el cuadrado Q = [0,1]? a un rectangulo 5 veces mas
alto y 5 veces menos ancho que el cuadrado @ (contrae en horizontal y dilata en
vertical). Después aplicar una transformacién que ”dobla” en forma biyectiva al
rectangulo alto y flaco, ddandole forma de herradura, superponiendo esta sobre
el cuadrado @ en Qo y @1 (sin deformar Qo ni Q).

Se observa que hemos restringido la definicién eligiendo valores numéricos fijos
para |\| y |p|, iguales a 1/5 y 5 respectivamente. Sin embargo, si se toman otros
valores numéricos, 0 < [A| < 1/2 y 2 < |o|, y se definen (coherentemente con
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esos nuevos valores numéricos) los rectangulos compactos Qo y (1 disjuntos,
como en la Figura 3.2, y tales T(Q) N Q = Qp U Q1; vy si las transformaciones
T|r-1(Qy) ¥ Tlr-1(q,) son afines con valores propios £\ y +o, entonces T
también se llama herradura de Smale lineal.

7(Q)
//\ T@Q)NQ=QUs
1 Q:[O,l}X[O,l]
—
0,8
‘ 0,6
‘ 0.4 QO Ql >
0,2 > A(®)
0 02] 04] 06 08 1

Figura 3.2: Herradura de Smale

Ejercicio 3.4.2. Sea T : R? - R? una herradura de Smale lineal. Sea Q =
[0, 1]

(a) Dibujar esqueméticamente T'(T(Q)NQ) C T(Q), T*(Q) y NN_,T™(Q) para
N =2,3.

(b) Dibujar esquemdticamente) T-1(Q) N Q, y NY_T~"Q para N = 2, 3.

(c) Dibujar esquematicamente) el conjunto “estable” W*NQ de todos los puntos
de @ cuyas érbitas futuras permanecen en ) para todos los iterados n > 0.
(Sugerencia: Ver que W* N Q = NFXT7(Q).)

(d) Calcular el exponente de Lyapunov negativo (tasa exponencial de
contraccién hacia el futuro) de la herradura de Smale:

ngrfoo(l/n) log || DT, (1,0)||, para todo punto = € ﬂNT*”(Q).
ne

(d) Definir el conjunto “inestable” W*NQ y el exponente de Lyapunov positivo
(tasa exponencial de dilatacién hacia el futuro.) Calcularlo.

Definicién 3.4.3. Sea T : Q = [0,1]> C R? ~ R? es la herradura de Smale
lineal. Se llama conjunto invariante mazximal de T en @ a

A= ()T7"Q.

neZ
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Obsérvese que por la propiedad de intersecciones finitas no vacias de compactos,
el conjunto A es compacto no vacio.

Ejercicio 3.4.4. Probar que el maximal invariante A de una herradura de
Smale lineal, es un conjunto hiperbdlico. Probar que A es el producto cartesiano
de dos conjuntos de Cantor en el intervalo [0, 1].

3.5. Variedades invariantes de conjuntos hiper-
bdlicos

A continuacién enunciamos algunos teoremas sobre dindmica diferenciable, que
generalizan propiedades de los difeomorfismos de Anosov en una variedad com-

pacta M, y en particular algunos de los resultados vistos en el ejemplo del
2

automorfismo lineal hiperbdlico f = < 1 1 en el toro T2.

Teorema 3.5.1. Variedades invariantes para A unif. hiperbdlico Sea
f+ M — M un difeomorfismo y A C M un conjunto invariante, compacto
y uniformemente hiperbdlico. Para x € M denotemos U, S, los subespacios
inestable y estable respectivamente. Entonces, para cada x € A existen y son
unicas:

A) Una subvariedad conexa W*(z), C'-inmersa en M (pero no necesariamente
“embedded”, i.e. no encajada en M, ni necesariamente compacta), llamada
variedad estable por x, tal que:

zeW(z), [fW(x)) =W?(f(z)), To(W?(z))=Sa (3.4)

B) Una subvariedad C' coneza W¥(z), C-inmersa en M (pero no necesa-
riamente encajada en M ni compacta), llamada variedad inestable por x, tal
que:

veW(z), [fW"x))=W"(f(z)), T.W"(z))="U.. (3.5)

tales que:
nglfoo dist(f"(y), f"(z)) =0 < yeWx), (3.6)
ngrzloo dist(f"(y), f"(x)) =0 & ye W ). (3.7)

Si ademéds f es un difeomorfismo C" para algin r > 1 entonces W7 y W} son
subvariedades de clase C".

Una prueba del teorema de existencia de variedades estable e inestable puede
encontrarse en [34].
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Observacién 3.5.2. Sea f : M — M un difeomorfismo de Anosov con coefi-
ciente A < 1 de contraccién en el fibrado estable S, y coeficiente o > 1 de dila-
tacion en el fibrado inestable U. Admitiendo la existencia de C!-subvariedades
Wé(z) y W¥(x) conexas, que cumplen las condiciones (3.4) y (3.5) respectiva-
mente, y sabiendo que los subespacios S, y U, dependen continuamente de x,
se puede demostrar que

i sup ORI W), ()

n——+oo n

<logA <0 VyeW?(z) (3.8)

o 1B (). 7 (2)

n——oo n

>logo >0 VyeW"(x). (3.9)

Observacién 3.5.3. Volvamos a los difeomorfismos de Anosov, como caso
particular de sistema uniformemente hiperbélico:

El Teorema o Lema de Franks [27] (ver también [53] para difeomorfismos de
Anosov en el toro n-dimensional, para todo n > 2) establece que:

Teorema o Lema de Franks Las unicas superficies compactas, conexas, sin
borde y orientables que soportan un difeomorfismo de Anosov f son homeomor-
fas al toro T?, y f es conjugado a un automorfismo lineal hiperbdlico.

La demostracién del Lema de Franks se encuentra en [27]. En [53], Manning
generaliza la iltima parte del Lema de Franks, probando que los difeomorfismos
de Anosov en el toro de dimensién n son conjugados a automorfismos lineales.
Recientemente, en [33] se obtiene el mismo resultado que Manning, pero para
difeomorfismos de Anosov en nilmanifols de dimensién 3, y no solo para el toro.
Nota: Dos homeomorfismos f: X — X y g : Y — Y, en respectivos espacios
topologicos X e Y, se dice que son conjugados o topologicamente equivalentes
si existe un homeormorfismo h : X — Y llamado conjugacion tal que g o
h = ho f. La conjugacién implica que cada una de las propiedades de la
dindmica topolégica de [ (transitividad, conjunto no errante, omega y alfa
limites, recurrencia) se satisface para f si y solo si se satisface para g.

Debido al teorema de Franks los automorfismos lineales en el toro T? son el
paradigma de los difeomorfismos de Anosov en superficies, y entre ellos en

particular el < ? 1 > en el toro T2.

En cambio, conjuntos hiperbdlicos como la herradura de Smale, o topolégica-
mente conjugadas a ella, se pueden construir en un abierto homeormorfo a un
cuadrado de R?, en cualquier superficie (variedad de dimensién dos).

Se puede generalizar la herradura de Smale a dimensiones mayores que dos, to-
mando un cubo n-dimensional en el rol de cuadrado @, y eligiendo dimensiones
complementarias de contracciéon uniforme y de dilataciéon uniforme.
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3.6. Expansividad o caos topoldégico.

Se han dado varias definiciones precisas de caos en la literatura matemati-
ca. Pero estas definiciones no son equivalentes entre si (ver por ejemplo [16]).
Entonces cuando uno se refiere a sisterna cadtico deberia siempre incluir la de-
finicién que estd utilizando, con precisién, y observar que los resultados que se
obtengan con esa definicién, no son necesariamente ciertos si se hubiese adop-
tado otra. Segun sea el objetivo de investigacién de quien estudia el sistema
dindmico (por ejemplo, su objetivo puede ser estudiar la dindmica topolégica
de un conjunto abierto y denso de orbitas, o solo estudiar la de p-casi toda
orbita cuando p es invariante, o la de Lebesgue-casi toda érbita, cuando la
medida de Lebegue no es invariante, etc), adopta una u otra definicién.

El estudio de las propiedades topoldgicas de los difeomorfismos lineales en el
toro T? es paradigmatico para estudiar més en general, los sistemas cadticos
desde el punto de vista topoldgico. En efecto:

Definiciéon 3.6.1. Sea T : X — X un homeomorfismo en un espacio métrico
compacto X. Se dice que T es cadtico (topolégicamente) o expansivo, si existe
una constante o > 0 (llamada constante de expansividad) tal que

sup dist (T"(z),T"(z)) > a Ve £y € X
<A

Interpretacion: El caos topoldgico o expansividad es una versién de “hiper-
bolicidad topolégica.” Significa que la dindmica es a-sensible a las condiciones
iniciales: dos érbitas con estados iniciales x # y diferentes se separan mas que
la distancia «, hacia el futuro 6 hacia el pasado. Podra haber parejas de orbitas,
con estados iniciales proximos = # y, que se separan solo para el futuro pero
no para el pasado, o al revés. Generalmente (por ejemplo en un difeomorfismo
de Anosov), para la mayor parte de las parejas de estados iniciales x # y, sus
orbitas se separan en el futuro y en el pasado.

La separacion hacia el futuro o hacia el pasado, més que una constante uniforme
«, de dos Orbitas con estados iniciales x # y (por més que = e y estén tan cerca
entre si como se desee) implica lo siguiente:

Si uno aproxima con error € > 0, aunque sea arbitrariamente pequeno, el estado
inicial x sustituyéndolo por y tal que 0 < dist (z,y) < ¢, entonces el estado
del sistema T™(y) en algun instante n € Z, se modificard mas que o > 0
respecto del estado T™(z) que tendria si no se hubiese cometido el error en el
estado inicial. La sensibilidad a las condiciones iniciales, o expansividad, o caos
topoldgico, se llama también “efecto mariposa”: la leve modificacién del estado
inicial producido por el aleteo de una mariposa, por més leve que esta sea (es
decir por mds pequenio que sea la diferencia € > 0 provocada en ese estado
inicial) produce una modificacién “drastica” (es decir mayor que una constante
uniforme a > 0) en el estado del sistema en otro instante).
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Ejercicio 3.6.2. Demostrar que la rotacién del circulo (racional o irracional)
no es expansiva (i.e. no es topolégicamente caética).

Ejercicio 3.6.3. Demostrar que el tent map f : [0,1] — [0, 1] es expansivo
para el futuro, esto es, existe una constante a > 0 tal que

Si dist(f7(x), f/(y)) <@V j €N entonces = =1y.

Sugerencia: Probar que la derivada |(f™)’| tiende uniformemente a +o0o con n
y usar o = 1/4.

Ejercicio 3.6.4. Demostrar que la transformaciéon f = ( 21 > en el toro

1 1
T? es expansiva.

Observacién 3.6.5. En [51], Lewowicz demostré los siguientes resultados:

Teorema de Lewowicz Las tnicas superficies (variedades de dimensién dos)
compactas y conezras donde ezisten homeomorfismos expansivos, son homeo-
morfas al toro T?.

Todos los homeomorfismos expansivos en el toro T? son conjugados a un Anosov
(y por el teorema de Franks son conjugados a un difeomorfismo de Anosov
lineal). Por eso resulta paradigmético estudiar los difeomorfismos lineales, y el

21 n particular
1 1 ) ew particular.

3.7. Foliaciones invariantes para dif. de Anosov.

La unicidad de las variedades invariantes para los difeomorfismos de Anosov,
implica que la siguiente coleccién no numerable de subconjuntos (subvarieda-
des) {W?},enm, sea una particién de M. En efecto:

Proposicion 3.7.1. Sea f : M — M wun difeomorfismo de Anosov, y sean
z,y € M. Entonces o bien W;NW/ = 0, o bien W2 = W
Andlogamente para W' y Wt

Demostracion. Debido a (3.6) y (3.7),y € Wy siy solosi z € W;. Supongamos
que existe z € W7 N Wy. Sea 2’ € W;. Usando nuevamente (3.6) y (3.7) y la
propiedad triangular, deducimos que

lim_dist(f" (y), f"(2')) = 0

n—-+oo

En efecto:

dist(f"(y), f"(2') <
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dist(f" (), ["(2)) + dist(f"(2), f" (x)) + dist(f" (x), " (2")),

y estos tres sumandos tienden a cero cuando n — +o0o. Luego 2’ € W, para
todo x' € Wy, probando que W C Wy Simétricamente, W, C W;. Hemos
demostrado que si existe z € W N W, entonces Wy = W7, O

Definicién 3.7.2. Foliaciones estable e inestable.

Se llama foliacion estable a la particion {W2},car de M en variedades estables.
Andlogamente, se llama foliacion inestable a la particion {W*},cp de M en
variedades inestables.

Nota sobre la definicién geométrica de “foliacién”: Por definicidn,
una foliacién tiene una estructura geométrica precisa que transciende a la mera
particion del espacio M en subvariedades inmersas disjuntas dos a dos todas de
la misma dimensién 1 < k; < dimM . Estas variedades inmersas se llaman hojas
de la foliacién. La estructura geométrica de foliacion consiste en la existencia
de un atlas de cartas locales & de M que son “trivializadoras” de las hojas
de la foliacién: i.e. la imagen de cada & es el producto cartesiano By, X By,,
donde By, es la bola unitaria de R* (ki + ko = dimM), tal que transforma
la componentes conexas locales de cada hoja, en las secciones By, x {v2} (con
Vg € Bk2 ﬁJO)

En general, para las foliaciones dindmicamente definidas (por ejemplo, las folia-
ciones estable e inestable de un f de Anosov), las cartas locales trivializadoras
¢ existen, pero son solo homeormofismos sobre sus imdgenes (no son siquiera
C1). Como las hojas de la foliacién son subvariedades inmersas de clase C*,

entonces las restricciones de las cartas trivializadoras a las hojas locales, son
Cct.

Definicion 3.7.3. Regularidad de foliaciones invariantes.

Un particion W := {W, },en del espacio M en subvariedades diferenciables
inmersas en M y disjuntas dos a dos, todas de la misma dimension, se dice que
es una foliacion invariante CY (desde el punto de vista dindmico) si:

(1) f(Wz) = Wy ¥V x € M (invariancia),

(2) cada hoja W, es de clase C!, y

(3) la aplicacién z € M — T,W, que lleva cada punto = en el subespacio
tangente T, W, en x a la hoja W, es continua (es decir, el subespacio tangente
a la hoja varfa en forma C° con z € M).

Nota: La condicién (2) de que cada hoja sea de clase C!, implica que su
subespacio tangente varie en forma C° con x variando a lo largo de la hoja
respectiva. Pero no implica que ese subespacio tangente varie ademds en for-
ma C° con x en todas las direcciones transversales a la hoja. Por lo tanto la
condicién (3) no es redundante: es mas fuerte que la condicién (2).
Andlogamente, para todo r € N, la particion W es una foliacion invariante
C" (desde el punto de vista dindmico) si cada hoja W, € W es de clase C" 1!
y la aplicacion x € M — T,W, es de clase C" . Para que esta definicién sea
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aplicable, hay que asumir que la variedad ambiente M es de clase C"*! por lo
menos.
Sea 0 < a < 1. Una foliacién invariante W es a-Hoélder continua y se denota de
clase C®, si cada hoja W, € W es de clase C' y la aplicacién x € M — T, W,
satisface:

dist(W,, W) < K [dist(z, y)]* (3.10)

para cierta constante K. Se dice que la foliacion es Lipschitz y se denota como
CL i es 1-Hélder continua (es decir vale la desigualdad (3.10) para o = 1.

Debido al Teorema 3.5.1, tenemos el siguiente resultado:

Corolario 3.7.4. Si f es difeomorfismo de Anosov de clase C*, entonces las
foliaciones estable e inestable son de clase C° .

Demostracion. T,W; = Sy, T,W = U, y los subespacios S, y U, dependen
continuamente de x. [l

Uno podria esperar que si f es difeomorfismo de Anosov de clase C™+! con
r > 0, entonces las foliaciones invariantes estable e inestables sean foliaciones de
clase C". Este tltimo resultado es FALSO. En general, cada hoja es C"*!. Pero
no se puede mejorar casi nada la regularidad C° de las foliaciones invariantes
simplemente aumentando la regularidad de f.

Teorema 3.7.5. Hoélder continuidad de foliaciones invariantes para
difeomorfismos de Anosov.

Si f: M M es un difeomorfismo de Anosov de clase C* con k > 2, entonces
las variedades estables e inestables de f son subvariedades C*, y las foliaciones
estables e inestables que forman son a— Hélder continuas para cierto 0 < a < 1.

Una prueba de este teorema se puede encontrar en [8, Theorem 2.3.1, pag. 48].

3.8. Exponentes de Lyapunov

A lo largo de las proximas secciones asumiremos las siguientes hipétesis:

e M es una variedad diferenciable, compacta, conexa y provista de una estruc-
tura riemanniana.

o f: M+ M es de clase C! (es decir f es diferenciable y su derivada df es
continua). El mapa f no es necesariamente invertible.

Notacién 3.8.1. .

e f: M + M es un difeomorfismo si de clase C'!, invertible y ademas su inversa
también es de clase C'. Denotamos f € Diff ' (M).

e Si ademds [ y su inversa son de clase C" para algin r > 2 (para lo cual

la variedad M también debe ser de clase C" por lo menos), indicaremos f €
Diff "(M).
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e Denotaremos f € Diff '7* cuando f € Diff '(M) y ademés df : TM — TM
es a-Holder continua para cierta constante 0 < o < 1; i.e. existen constantes
6 >0y K >0 tales que

lldfz — dfy|| < K(dist(z,y))* V x,y € M such that dist(z,y) < 0.

En el primer miembro de la desigualdad anterior, ||A| denota la norma de
la transformacién lineal A € L(RF) donde k = dim(M), es decir ||A] =
méx{||Av| : v € RE ||v|| = 1}.

e Denotaremos f € Diff 1"'Li”(M) si f € Diff *(M) y ademds df es Lipschitz,
i.e. existen constantes 6 > 0y K > 0 que satisfacen la desigualdad de a-Holder
continuidad con a = 1.

Definicion 3.8.2. Exponentes de Lyapunov
Sea f € Diff 1(M) Un punto x € M se llama débilmente regular si existen los
siguiente limites para todo v € T, M \ {0}:

n —n
o 2E@D o log(ld" @)
n—+oo n n—+oo -n

Estos dos limites (ndmeros reales), se llaman exponentes de Lyapunov en el
futuro y en el pasado respectivamente, de la orbita por x correspondientes a la
direccion [v].

No se definen los exponentes de Lyapunov en los puntos no regulares.

Se puede definir también puntos débilmente regulares y exponentes de Lyapu-
nov (en el futuro) para f € C*(M) aunque f no sea un difeomorfismo.

Maés adelante veremos el Teorema de Oseledets, que demuestra, entre otros
resultados, lo siguiente:

Para toda medida de probabilidad v que sea f-invariante, u-casi todo punto
x € M es regular.

Dicho de otra forma, el conjunto de los puntos no regulares tiene medida nula
para toda medida de probabilidad p invariante por f.

Nota sobre el concepto de regularidad: En la literatura, suele llamarse
punto regular a aquellos puntos x que cumplen una condicién maés fuerte que
la que hemos adoptado nosotros en la Definicién 3.8.2. En efecto, se definen
condiciones adicionales de existencia de subespacios invariantes tales que para
todo vector en ellos el exponente de Lyapunov en el futuro coincide con el
exponente de Lyapunov en el pasado. A los puntos regulares que cumplen
esa condicién mas fuerte, los llamaremos Lyapunov-regulares (ver Definicién
3.8.6). El teorema de Oseledets establece que p-casi todo punto = € M no solo
es débilmente regular segin nuestra definicién 3.2.7, sino también Lyapunov-
regular segtin la Definicién 3.8.6.
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Los exponentes de Lyapunov dependen de la 6rbita de x, pero no dependen de
cual punto se tome en la misma érbita. En efecto:

Ejercicio 3.8.3. Probar que si x es débilmente regular, entonces para todo
k € Z fijo, el punto y = f*(x) (es decir, cualquier punto en la érbita de z) es
también débilmente regular y que el conjunto de los exponentes de Lyapunov
en y coincide con el de los de z.

El siguiente ejercicio tiene como objetivo adelantarse al enunciado del teorema
de Oseledets (que enunciaremos al final de esta seccién).

Ejercicio 3.8.4. Sea z un punto débilmente regular.

(a) Sean 0 # v € T, M, x el exponente de Lyapunov en el futuro (o en el
pasado) de la drbita de = correspondiente a una direccién u # 0. Sea [u] C T, M
el subespacio de dimensién 1 generado por w. Demostrar que para todo 0 #
u’ = [u] el exponente de Lyapunov en el futuro (o en el pasado respectivamente)
correspondiente a u es el mismo que el de u’.

(b) Sean x; y x{ los exponentes de Lyapunov en el futuro de dos direcciones
Li. 0 # u,v € T, M. Sean x,, y X, los exponentes de Lyapunov en el pasado de
esas dos mismas direcciones u y v. Asuma x;7 # x.7, x5 # X v. Seaw = u+v.
Probar que x3; = max{x;, X7} ¥ x5 = min{xg, x5 }.

Sugerencia: Asuma x; > . Use el primer l{mite de 3.8.2 con los vectores u
y v, para probar que para todo € > 0 existe N € N tal que:

ldf* ()| = ldf* ()l = lldf* ()] =

€m0 (|[u| — €08 X2 ly) ¥ m > N

Fije ¢ < (xi7 — xi7)/2. Tome logaritmo, divida entre n y luego n — +oo0.

(¢) Como en la parte (b) asuma ahora x;F = x y x; = X, . Pruebe que
Xop S X =X Xa = Xo = Xy -
(d) Sea una base uq,...,u, de T, M. Asuma que los exponentes de Lyapunov

en el futuro X?_ y en el pasado x; en las direcciones u;, cumplen X;r # Xj_ para

todo ¢ # j. Probar que para todo 0 # u = Zle b;u; € T, M, se cumple:

+ +
= max P
Xu 1<i<k; b;#£0 Xi
= min o
Xu 1<i<k; b;#£0 Xi

Sugerencia: usar induccién en la cantidad de coeficientes b; # 0, y la parte (b).

Ejercicio 3.8.5. Sea z un punto débilmente regular.
Para cada k > 0 sean E}k(m) y E?k(m) dos subespacios L.I. (de dimensiones no

nulas) de Ty ()M, invariantes por f (es decir E}kﬂ(m) = dffk(m)E;k(m) para
todo k > 0 y para i = 1,2). Asuma la siguiente hipétesis:
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Hipétesis I Para cada ¢ coinciden los exponentes de Lyapunov en el futuro y
en el pasado entre si y en todas las direcciones del subespacio E’. Lldmelo x*.
Ademsés para todo 0 # v € EL @ E2, el exponente de Lyapunov en el futuro de
v es mayor o igual que el exponente de Lyapunov en el pasado de v.

(a) Probar que

(i) Para todo k > 0 y para cada ¢ = 1,2, los exponentes de Lyapunov en el
futuro y en el pasado en f*(x), correspondientes a la direccién E;k(x), coinciden

entre si y con x*.

(ii) Probar que para todo 0 # v € E}k(z) @ E;k(x) tal que v &€ E}k(z),E;k(x),
el exponente de Lyapunov x; (z) de [v] en el futuro es igual a max{x!, x?}, y
el exponente de Lyapunov x, (z) de [v] en el pasado, es igual a min{x!, x*}.
(iii) Deducir que si x1 = x2 = X, entonces el subespacio Eyr(,) = E}k(x) @
E;k(z) es invariante, de dimensién mayor que los subespacios E}k(x) y E?k @)
que lo generaron, y los exponentes de Lyapunov en el futuro y en el pasado
para todos los vectores 0 # v € F coinciden con Y.

(b) Extender (enunciar y demostrar) los resultados de la parte a), asumiendo
que existe un splitting T,M = E! ® E2 @ ... ® E" que verifica la Hipdtesis L.
(¢) Deducir, asumiendo (b), que el conjunto de exponentes de Lyapunov dife-
rentes en cualquier punto regular que cumpla la Hip6tesis I es finito, y menor
o igual que dim(M).

FEl ejercicio anterior motiva preguntarse cuando se cumple la hipdtesis asumida
sobre la existencia de los subespacios E! invariantes para los cuales los expo-
nentes de Lyapunov en el futuro y en el pasado existen y son iguales entre
si, y diferentes para diferentes valores de i. Esta pregunta motiva la siguiente
definicién de regularidad:

Definicion 3.8.6. Puntos Lyapunov-regulares
Un punto x € M se llama Lyapunov regular si existe un splitting del espacio
tangente

T.M = EL ® E? ® EX@

(que puede reducirse como caso particular a k(z) =1, T,M = E}), tal que
existen y coinciden entre si los exponentes de Lyapunov en el futuro y en el
pasado x;(x) en toda direccién [v] C E’, y ademds

x1(z) < xao(x) < ... < xn(x)(x).
En otras palabras:

o Tog(ldrz @) _ . o(ldf (o))

= xi(z) ¥V {0} #£[v] C EL.

n——+00 n n——00 n

Los subespacios E% en un punto Lyapunov regular, se llaman subespacios de
Oseledets.
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Nota: El Ejercicio 3.8.5 muestra que todo punto Lyapunov-regular es regular
en el sentido de la Definicién 3.8.2. El reciproco es falso (ver el ejemplo del
Ejercicio 1.3.13).

En el enunciado del siguiente ejercicio se establece que la regularidad Lyapu-
nov, el splitting y los exponentes de Lyapunov dependen de la érbita y no de
qué punto z en cada érbita se elija.

Ejercicio 3.8.7. Sea x un punto Lyapunov-regular.

(a) Demostrar que el splitting T, M = @f:(? Ei(x) y el conjunto de exponentes
de Lyapunov, son tinicos.

(b) Demostrar que para todo k € Z el punto f¥(x) también es Lyapunov
regular, y ademads El, ) = dfFEi(z)V 1 < i < h(f¥(@)) = h(z), y xi(z) =

Xi(f*(x))-

Pregunta: ;Existen abundantes puntos Lyapunov regulares?

El siguiente resultado es un teorema fundamental en la Teoria Ergddica Di-
ferenciable y responde afirmativamente a la pregunta anterior, por lo menos
desde el punto de vista medible, y con respecto a las medidas invariantes:

Teorema 3.8.8. de Oseledets

Sea M wuna variedad compacta riemanniana de dimension finita. Sea f €
Diff }(M). Entonces

(a) El conjunto R de puntos Lyapunov regulares para f es medible.

(b) Las funciones que a cada punto x € R asignan los exponentes de Lyapunov
son medibles.

(¢) El conjunto R tiene probabilidad total (para toda medida de probabilidad
f-invariante p, se cumple p(R) = 1).

La demostracién de V.I. Oseledets del Teorema 3.8.8 se encuentra en [61] para
difeomorfismos que preservan la medida de Lebesgue ergédica, y en [62], en
general. Otras demostraciones del teorema de Oseledets pueden encontrarse
por ejemplo en [8], en [54, Cap. IV §10] (ver también [55] y [95]) y en [?].
Generalizaciones del Teorema de Oseledets, llamados Teoremas Ergddicos Mul-
tiplicativos, enuncian resultados en los cuales df, es sustituido por una aplica-
cién lineal que depende de x en un espacio vectorial finito dimensional, o incluso
por un cociclo en ciertos espacios de Banach infinito dimensionales. Por ejem-
plo, en [39], se prueba un Teorema Ergédico Multiplicativo que generaliza al
Teorema de Oseledets a ciertos cociclos en espacios de Banach uniformemente
CONVEXOs.

3.9. Hiperbolicidad no uniforme

Interpretacién de los exponentes de Lyapunov no nulos:
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Veremos por qué los exponentes de Lyapunov, cuando no son nulos, se interpre-
tan como la tasa exponencial asintdtica de crecimiento (dilatacidn) o decreci-
miento (contraccion) en el futuro de la norma de los vectores en el subespacio
tangente, por iteracion del diferencial, es decir al aplicar df™ En efecto, su-
pongamos que un exponente de Lyapunov en el futuro y en el pasado, para la
direccion [s] C T M de la érbita por x, es x(z) < 0. Entonces, de la definicién
del limite en 3.8.2, para todo € > 0 existe N > 1:

ldfy ()] < "™+l ¥ n > N

Luego, para ciertos nimeros reales C(x) > 0, A\(z) = eX(®*te < 1 (si se fija
0 < e< —x(z)), se cumple

ldf™ (s)|| < C(z)[AM)]"||sll Vn >0, donde0< A(z) <1, (3.11)

(Demostramos con detalle la existencia de C'(z) > 0 y la desigualdad anterior
en el Lema 3.9.3.) La desigualdad anterior significa que, en la direccién [s], el
diferencial n-ésimo contrae exponencialmente las normas de los vectores hacia
el futuro con coeficiente 0 < A = eX™¢ < 1. Este coeficiente tiende a eX cuando
e — 0™ (y por lo tanto cuando n — +00). Entonces un exponente de Lyapunov
negativo x es asintéticamente igual a log A\. Decimos asi que un exponente de
Lyapunov negativo x(x) es la tasa exponencial asintdtica de contraccion en el
futuro (o de dilatacién hacia el pasado) por la derivada de f™ en la direccion
Anélogamente, si para la misma érbita de x existe alguna direccién [u] C T, M,
para la cual el exponente de Lyapunov en el pasado y en el futuro es x(x) > 0,
entonces existen un niimero real C(z) > 0 y un valor real o(z) = eX(®)=¢ > 1
(si se fija 0 < e < x(z)) tales que:

lldf =" (w)|| < C(2)[o(z)]""||lul] Vn >0, dondeo(z)>1, (3.12)

(Demostraremos la existencia de la constante C'(z) > 0 y la desigualdad an-
terior en el Lema 3.9.3.) Siendo o asintéticamente igual a eX, decimos que un
exponente de Lyapunov positivo x(z) es la tasa exponencial asintdtica de cons-
traccidn hacia el pasado (o de dilatacion hacia el futuro) por la derivada de
f™ en la direccion [u].

Observemos las similitudes y diferencias entre las desigualdades (3.11) y (3.12)
y las de la Definicién 3.3.1 de hiperbolicidad uniforme (desigualdades (3.1) y
(3.2)) Las similitudes justifican la siguiente definicién:

Definicién 3.9.1. Hiperbolicidad no uniforme Sea A C M un conjunto
medible f-invariante: f~!(A) = A (A no es necesariamente compacto).

Decimos que f es no uniformemente hiperbolico en A, (o que A es un conjunto
no uniformemente hiperbdlico para f), si para todo punto x € A existe un
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splitting T, M = S, ® U, que depende mediblemente de z € A y que es df-
invariante, i.e.

o dfS, = Sf(x), afUu, = Uf(gc) VaxeA,

y existen numeros reales C(x) > 0y 0 < Az) < 1 < o(z), que dependen
mediblemente de = € A, tales que

e (@) = A(z), o(f(x)) = o),

e se verifican las dos desigualdades (3.11) y (3.12); es decir, para todon >0y
para todos u € U, y s € Sy:

ldf"sl| < C@)A@)" [Isll,  [ldf " ull < Clx)o(z)™"[|u]

Observacién 3.9.2. Hiperbolicidad No Uniforme. A diferencia de la De-
finicién 3.3.1 de hiperbolicidad uniforme en compactos, la hiperbolicidad no
uniforme no implica la continuidad del splitting .S, @ U, al variar € A. Pero
si exige, por definicién, que el splitting sea medible.

Nota: Si C(z), A(z) y o(x) son constantes independientes de z € A, y ademés
A es compacto, se dice que f es uniformemente hiperbdlico en A, o que A es un
conjunto uniformemente hiperbdlico para f, de acuerdo con la definicién 3.3.1.

Lema 3.9.3. Sea A un conjunto f-invariante, medible tal que todo © € A es
un punto Lyapunov regular cuyo splitting B} ® E2 @ ... ® E" = T, M depende
mediblemente de x (r = r(z) también), y cuyos exponentes de Lyapunov respec-
tiwos x1(z) < x2(z) < ... < xi(z) < ...xr(z) son todos diferentes de cero
y dependen mediblemente de x. Entonces A es un conjunto no uniformemente
hiperbdlico.

En extenso, existe un splitting medible T,,M = S, @ U, invariante por df y
funciones medibles C'(z) > 0y 0 < A(x) < 1 < o(z), tales que A\(f(x)) = A(z)
y o(f(x)) = o(z) y tales que se verifican las desigualdades (3.11) y (3.12) para
todo n > 0, para todo u € U, y todo s € S,, y para todo x € A.

Demostracion. Sean: a:=méx{x;(z): 1 <i<r yx(r) <0} <0,

B :=min{x;(z): 1 <i<r xi(z) >0} >0.
Como a y  son maximo y minimo de funciones medibles, son medibles. Fijemos
un valor constante ¢ > 0 suficientemente pequeno tal que a+¢€ < 0, 3 —¢ > 0.
Denotamos

0<A=Aa)=e?TEC<1, o=0() e

Como A(z) y o(z) son composicién de funciones continuas con funciones medi-
bles, son medibles. Por construccién, como los exponentes de Lyapunov son los
mismos para x que para f(z), tenemos A(z) = A\(f(z)), o(x) = o(f(x)). Sean

Se = ®{EL(x) : 1 <i <7, yi(z) <0},

Uy :=@{E (x): 1 <i<r xi(z) >0},
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donde @_,E!(x) = T,M es el splitting en los subespacios de Oselecs del
espacio tangente en el punto z. Estos subespacios existen por la Definicién
3.8.6 de punto Lyapunov regular; y por hipétesis dependen mediblemente de
x. Las funciones x;(x) son medibles. Luego las preimagenes por y; : TA — R
de RT y de R~ son conjuntos medibles. Finalmente, la suma directa de un
conjunto finito de subfibrados medibles, es un subfibrado medible. Concluimos
que S, y U, son subfibrados medibles de T'A.

Por construccién, como los subespacios de Oseledets son invariantes por df,
tenemos

dfSe = Sy(ey,  AfUr = Up(y)-

Aplicando el resultado del Ejercicio 3.8.5, tenemos:

Para todo s € S, el exponente de Lyapunov en el futuro (y también en el pa-
sado) es menor o igual que « < 0. Para todo u € U, el exponente de Lyapunov
en el pasado (y también en el futuro) es mayor o igual que § > 0. En extenso:

log ||df™

Xi (z,8) = EIE M§a<a+ezlog)\<0 VO0<seS,; (3.13)
log ||df™

x; (z,u) = EIE] w26>6—ezloga>ovogue&, (3.14)

Probemos que para cada 0 < s € S, y para cada 0 < u € U,, existen los
siguientes ntmeros reales H(z, s) , K(z,s) > 0:

H(z,s) = sup =221 dfm(s)|| K(z,u) = sup 19" [dfz " (w)]]

3.15
SN sl o ey T S

En efecto, fijemos z,u, s. En las igualdades (3.13) y (3.14), aplicamos la defi-
nicién de limite, multiplicamos por n (con |n| suficientemente grande), y apli-
camos la exponencial. (Hay que cuidar que cuando n es negativo, al multipli-
car por n se invierten el sentido de las desigualdades). Concluimos que existe
N = N(z,u,s) >0 tal que

ldf™ () /A" sl < 1, ldf =" ()]l / o™ Jull <1,

para todo n > N > 0. Entonces, el supremo que define H(z, s), asi como el
supremo que define K(z,s), existe y es un ntimero real no negativo (porque
para |n| > N, todos los cocientes cuyo supremo buscamos son menores que 1;
y para 0 < \n| < N los cocientes a maximizar son positivos y una cantidad
finita). Afirmamos que existen los nimeros reales K(z), H(z) > 0, definidos
por:

H(x):=sup{H(z,s): s€ S, |s]|=1}, (3.16)

K(z):=sup {K(z,u): uelU,, |u=1} (3.17)
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Probaremos que existe K (z) real (la prueba de que existe H (z) real es similar).
Tomemos una base uq, ..., u, de U, donde k = dim(U,,), formada por vectores
u; de norma 1, que se encuentran todos en los subespacios de Oseledets, segiin
la definicién 3.8.6 de punto Lyapunov regular. Entonces, dado u € U, se puede
escribir: u = Zfil biu;. Si |Ju|| = 1, entonces existe M (x) tal que 0 < |b;| <
M(z) ¥ 1 < i < k. En efecto, fijada la base, cada |b;| es una funcién real
continua del vector u € U, (pues es la norma de la proyeccién ortogonal del
vector u sobre el subespacio generado por u;). Por el teorema de Weierstrass,
la funcién continua u; tiene un méximo M; en el subconjunto compacto {u €
U, : |lul| = 1} € T, M. Entonces basta tomar M (z) := max‘_, M;.
Tenemos:
k
de (u < Z b |||df ()] < M (z) ZK(w,ui) = Ki(z) Vn>0.
i=1

(3.18)
Para la primera desigualdad usamos la propiedad triangular de la norma. Para
la ltima desigualdad, usamos que |b;| < M(z) y la definicién de K(z,u;).
Esto prueba que existe K;(z) < 4oo definido por la igualdad (3.18). Como
la desigualdad a la izquierda en (3.18) vale para todo u € U, con |jul| = 1,
entonces el supremo K (z) definido en (3.17) cumple K(x) < Ki(z) < +o0.
Andlogamente se prueba que existe H(x) < +oo definido por (3.16).
De las definiciones de los nimeros H(x, s), K (z,u), H(z), K(z) en las igualda-
des (3.15), (3.16) y (3.17), definiendo C(z) = max{K (z), H(z)}, deducimos:

ldf™(s)|| < C(x)A ()" ||s]| Vn >0, V s € Sy,
|df " (u)|| < C(z)o(x)™" ||lul| Vn >0, ¥V u € Us.

En efecto, estas desigualdades valen cuando ||s|]| = 1y ||u| = 1 por la definicién
de H(z) y K(z). Entonces valen para todo s € S, y para todo u € U, por la
linealidad de df™. Esto termina de probar el Lema 3.9.3. O

3.10. Regioén de Pesin y medidas hiperbdlicas

En esta seccion f € Diff 1(M ) y M es una variedad compacta y riemanniana.

Definicién 3.10.1. La regién de Pesin Py C M es el conjunto de los pun-
tos ¥ € M Lyapunov-regulares tales que los exponentes de Lyapunov y. <

X2 ) son todos diferentes de cero.

Observar que por el Teorema 3.8.8 de Oseledets, la region de Pesin es medible.
Para algunos difeomorfismos la regién de Pesin puede ser vacia. Por ejemplo,
trivialmente, si f es la identidad Py = (). Otro ejemplo: las rotaciones de la
esfera S? (f es la rotacién de la esfera, de dngulo constante alrededor de un
didmetro de S?, llamado eje polo norte-polo sur): Py = ().
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Ejercicio 3.10.2. (a) Construir un difeomorfismo f : S' — S! en el circulo
St que preserve la orientacion, tal que Py = ) y tal que en todo abierto V C S*
la derivada f’ no sea idénticamente igual a 1.

(b)Idem en la esfera S? con la condicién de que en todo abierto V C S? la
derivada df no es idénticamente igual a la identidad Id, ni a —Id.

(c) Construir un ejemplo en el circulo S! que cumplan las condiciones de la
parte (a) y ademads tal que el conjunto de puntos Lyapunov regulares sea finito.
(d) {Existen ejemplos en el circulo que cumplan las condiciones de la parte (a)
y ademas tal que el conjunto de los puntos Lyapunov-regulares sea infinito?
(e) Construir un difeomorfismo f : S* + S tal que la regién de Pesin Py # 0
pero que no coincida con el conjunto de todos los puntos Lyapunov-regulares.
(f) Probar que para todo difeomorfismo f del circulo, o bien la regién de Pesin
Py es vacia o bien es finita o bien es infinita numerable, y encontrar ejemplos
de los tres casos (sugerencia: probar que todo x € Py es aislado en Py).

(g) Demostrar que existen difeomorfismos f : S? + S? en la esfera tal que la
regién de Pesin Py es no numerable (sugerencia: la Herradura de Smale definida
en 3.4.1).

Definicién 3.10.3. (Medida hiperbdlica)

Una medida de probabilidad f-invariante p se dice hiperbolica si p(Py) = 1,
donde Py es la regién de Pesin. En otras palabras, ;1 es hiperbdlica si y solo si
los exponentes de Lyapunov son diferentes de cero p-c.t.p.

Para demostrar el siguiente resultado, utilizaremos el Teorema 3.8.8 de Osele-
dets.

Teorema 3.10.4. Medidas hiperbdlicas y conjuntos no uniformemente
hiperbdlicos

(a) Si p es medida de probabilidad hiperbdlica entonces existe un conjunto
invariante A (no necesariamente compacto) tal que p(A) =1y f es hiperbdlica
(unif. o0 no unif.) en A.

(b) Si A es un conjunto invariante tal que f es (unif. o no unif.) hiperbdlica
en A, y si i es una probabilidad f-invariante tal que pu(A) = 1, entonces u es
medida hiperbdlica.

(c) Si A es un conjunto invariante y compacto tal que f es (unif. o no unif.)
hiperbolica en A, entonces existen medidas de probabilidad p tales que u(A) = 1.
Luego, por la parte (b), todas estas medidas son hiperbdlicas. En particular
existen medidas de probabilidad hiperbdlicas y ergddicas soportadas en A.

Demostracion. (a) Sea A la regién de Pesin. Por definicién de puntos regulares,
A es f-invariante, y por el Teorema 3.8.8 de Oseledets, A es medible. Por
definicién de medida hiperbdélica p(A) = 1. Por el Teorema 3.8.8 de Oseledets,
los exponentes de Lyapunov y el splitting en subespacios correspondientes, son
funciones medibles. Debido al Lema 3.9.3, como los exponentes de Lyapunov
de todo punto z € A son no nulos, A es (unif. o no unif.) hiperbdlico.
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(b) De la desigualdad (3.11), tomando logaritmo, dividiendo entre n y haciendo
n — 400, se deduce que para p-c.t.p. x € A, y para toda direccién [s] € S,, los
exponentes de Lyapunov hacia el futuro (segin Definicién 3.8.2) son menores
que log A(z) < 0. Andlogamente, de la desigualdad (3.12), tomando logaritmo,
dividiendo entre —n < 0 (se invierte el sentido de la desigualdad), y haciendo
n — oo, deducimos que para toda direccién [u] € U, los exponentes de
Lyapunov hacia el pasado son mayores que logo(z) > 0.

Por el teorema de Oseledets, p-casi todo punto es Lyapunov regular. Entonces
para p-casi todo punto existen los subespacios de Oseledets para los cuales
los exponentes de Lyapunov hacia el pasado son iguales a los exponentes de
Lyapunov hacia el futuro. A priori, hay tres casos: el subespacio de Oseledets E’
estd contenido en S, o esta contenido en U,, o ninguna de las dos cosas. En el
primer caso, el exponente de Lyapunov hacia el futuro y hacia el pasado en E? es
negativo (porque es negativo hacia el futuro por estar contenido en .S, y coincide
con el exponente hacia el pasado por ser un subespacio de Oseledets). En el
segundo caso, el Lyapunov hacia el futuro y hacia el pasado en E! es positivo
(porque es positivo hacia el pasado por estar contenido en U, y porque coincide
con el exponente hacia el futuro por ser un subespacio de Oseledets). Probemos
que el tercer caso es vacio; es decir todo subespacio de Oseledets estd contenido
en S, o en U,. Por absurdo, sea una direccién [v] € Ef, [v] € S, U,. Como
T.M =U,®S,, entonces v =u+scon0 #u € U, 0# s € S,. Como x+ <0,
aplicando lo probado en el Ejercicio 3.8.5, el exponente de Lyapunov y; hacia el
futuro en E¢ es menor o igual que Y < 0. Entonces es negativo. Andlogamente,
como Yy, > 0 (porque u € U, y en U, los exponentes de Lyapunov hacia el
pasado son positivos), aplicamos lo probado en el Ejercicio 3.8.5 y deducimos
que el exponente de Lyapunov x; hacia el pasado en E es mayor o igual que
X» > 0. Entonces es positivo. Pero en un subespacio de Oseledecs, el exponente
de Lyapunov hacia el futuro y hacia el pasado coincide. No puede ser negativo y
positivo a la vez. Entonces no hay subespacio de Oseledets que no esté incluido
en S, o en U,.

Concluimos que en todos los subespacios de Oseledets, los exponentes de Lya-
punov son no nulos. Por lo probado en el ejercicio 3.8.5, todos los exponentes de
Lyapunov en cualquier direccién, hacia el futuro o hacia el pasado, son iguales a
algtin exponente de Lyapunov en los subespacios de Oseledecs. Entonces son no
nulos. Esto vale para p-c.t.p. z € M. Entonces p-c.t.p no tiene exponentes de
Lyapunov iguales a cero; es decir, 4 es una medida de probabilidad hiperbdlica.
(c) Sea f = f|a : A — A. Siendo A un espacio métrico compacto y f continua en
A, el Teorema 1.7.1 asegura que existen medidas de probabilidad u soportadas
en A invariantes y ergddicas para f. Es inmediato chequear que p, como medida
de probabilidad en M, es invariante y ergédica para f. Por la parte b) toda tal
medida es hiperbdlica. O
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Observacién 3.10.5. Medidas hiperbdlicas ergédicas: Si una medida es
ergddica, entonces los exponentes de Lyapunov son constantes p-c.t.p. (pues
son funciones medibles invariantes c.t.p.). Por el mismo motivo, las dimensiones
de los subespacios del splitting en la definiciéon de Lyapunov regularidad son
constantes p-c.t.p. Por lo tanto, para las medidas hiperbdlicas ergddicas, la
definicién del conjunto no uniformemente hiperbélico A, tal que u(A) = 1,
adquiere las particularidades siguientes:

(i) En las desigualdades (3.11) y (3.12), las tasas de contraccién y dilatacién
0 < A < 1 < o son constantes independientes de x € A (mientras que en
general el coeficiente C'(z) > 0 varfa con x).

(ii) Las dimensiones de los subespacios estable S, e inestable U,, son cons-
tantes, independientes de x € A.

3.11. Variedades estable e inestable en la regién de Pe-
sin

En esta seccién, M es una variedad compacta y riemanniana y f € Diff' ™ (M),
es decir f es difeomorfismo C'' méds Hoélder. Recordamos que esto significa que
f € Diff '(M) y tanto df, como df; ! son funciones Hélder-continuas del punto
x € M, i.e. existen constantes a, K > 0 tales que

ldfe —dfy| < K [dist(z, y)]?,

y analogamente para df; .

El siguiente teorema, generaliza al caso no uniformemente hiperbélico, el Teore-
ma 3.5.1 de existencia de variedades invariantes para conjuntos uniformemente
hiperbdlicos (en particular para difeomorfismos de Anosov). Sin embargo, la
validez de la siguiente generalizacién, asi como la de los resultados que funda-
mentan la Teoria de Pesin, est4 restringida a difeomorfismos de clase C*+<.

Teorema 3.11.1. Variedades Estable e Inestable locales (Pesin)
Sea f : M+ M un difeomorfismo C' mds Hélder en una variedad riemannia-
na compacta M tal que la region de Pesin P(f) es no vacia. Para x € P(f)
denotamos S, y U, los subespacios estable e inestable, respectivamente, corres-
pondientes a los exponentes de Lyapunov negativos y positivos de x € A. (Notar
que S, ®U, =T, M).
Entonces, para todo x € P(f) existen subvariedades locales W} (x) y W} (),
C'-encajadas en M, a las que llamamos variedad estable e inestable local res-
pectivamente, tales que:
(a)

T,WE (x) =8, ToWi(x) =U,.

(b)
FWipe(@)) Wi (f(2), F(Wige()) D Wig.(f (2))-
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(c¢) Para todo z € P(f) y para todo y € M se cumple:

lmdist(f"(2), " (y)) =0 si y € Wi (2),

n——+00

m dist(f (), £ ) =0 sy € W (a).
El teorema anterior y su demostracién se encuentran en Pesin [64]. La demos-
tracién puede encontrarse también en [8, Theorem 4.1.1, pag.81] o en [34].
Se observa, en el Teorema 3.11.1, que la hipétesis f de clase C' mas Holder es
necesaria. En efecto, Pugh en [68] construyé un ejemplo f € Diff '(M) cuya
derivada df es continua pero no es Holder continua, con regién de Pesin no vacia,
para el que no vale el Teorema 3.11.1 de existencia de variedades invariantes.






Capitulo 4

Atractores topoldgicos y
ergodicos

4.1. Atractores topologicos

A lo largo de esta seccién f : X — X es una transformacién continua en un
espacio métrico compacto X.

Definicion 4.1.1. Estabilidad Lyapunov y orbital.
Sea K C X un conjunto compacto no vacio invariante por f (es decir f~1(K) =
K.)
K se dice orbitalmente estable (hacia el futuro) si para todo € > 0 existe § > 0
tal que

dist(p, K) < = dist(f"(p),K) <e Vn>0.

K se dice Lyapunov estable (hacia el futuro) si para todo € > 0 existe § > 0 tal
que

dist(p, K) < d = 3¢ € K tal que dist(f"(p), f"(q)) <e Vn>0.

De las definiciones anteriores se deduce que si K es Lyapunov estable, entonces
es orbitalmente estable. Sin embargo el reciproco no es cierto en general.

Definicion 4.1.2. Atractor topolégico I
Un atractor topoldgico es un conjunto K compacto y no vacio tal que
1) K = 1K) = [(K).
2) Existe un abierto V' O K, llamado cuenca local de atraccion topoldgica de
K, tal que
lim dist(f"(z),K)=0 Yz eV. (4.1)

n—-+oo

83
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Consideramos, de particular importancia, los atractores topolégicos que sean
orbitalmente estables (para los cuales daremos una definicién equivalente en
4.1.10).

Un atractor topolégico K se llama minimal (como atractor topoldgico) si el
tinico compacto no vacio K’ C K que cumple 1) y 2) es K’/ = K.

Observacién 4.1.3. Muchos autores requieren ademds de las condiciones 1)
y 2), que el compacto no vacio K sea orbitalmente estable o Lyapunov estable,
para llamarse atractor topoldgico. La condicién de estabilidad orbital en la
Definicién 4.1.2 no es redundante con las otras dos condiciones 1) y 2). En el
ejemplo 4.1.8 parte (B), se muestra un conjunto compacto {pg} formado por
un solo punto fijo py que cumple las condiciones 1) y 2) de la definicién 4.1.2,
pero que no es orbitalmente estable.

Ejemplo: En el capitulo 1 vimos que toda o6rbita periddica hiperbdlica tipo
pozo (de un difeomorfismo f : M — M en una variedad M), es un atractor
topoldgico.

Ejercicio 4.1.4. Probar que una 6rbita periédica hiperbdlica tipo pozo es un
atractor topologico Lyapunov estable.

Ejercicio 4.1.5. (a) Sea f : M — M un homeomorfismo transitivo en una
variedad compacta M. Probar que M es un atractor topolégico y que es minimal
(como atractor topoldgico). Deducir que M es el tnico atractor topoldgico.
Sugerencia: De la transitividad deducir que existe alguna érbita futura densa
en M. Para probar que M es minimal como atractor topoldégico y el tnico
atractor asumir que K C M es un atractor topolégico. Su cuenca local de
atraccién topoldgica V' contiene algin punto x de una drbita futura densa.
Probar que la orbita futura de x es densa. Usando la definicién de atractor,
probar que el omega-limite de = para cualquier z € V' debe estar en K. Deducir
que K = M.

(b) Probar que el unico atractor topolégico del autormorfismo lineal f =
< ? 1 > en el toro T2 es todo el toro.

Ejercicio 4.1.6. Sea K C X un atractor topolégico. Sea en K la topologia
inducida por su inclusion en el espacio métrico X. Suponga que existe z € K
tal que la orbita futura de x es densa en K. Demostrar que K es minimal como
atractor topolégico.

Ejercicio 4.1.7. Sea X C R? ~ C un disco compacto de centro en el origen
y radio 1 < r < 2. Consideremos en X coordenadas polares p = pe'¥ € X :
(pyp): 0<p<r, 0<¢p<2m Sea f:X — X el homeomorfismo dado por
las siguientes ecuaciones

f(p) = f(pe'?) = p*e'*, donde
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pr=mm ¢i=pta

donde a es una constante 0 < a < 27.

(a) Dibujar algunas de las dérbitas y probar que la circunferencia K de centro
en el origen y radio 1 es un atractor topoldgico Lyapunov estable. (Sugerencia:
ver la demostracién de que K es atractor topolégico en el ejemplo 4.1.8).

(b) Probar que si a/(27) es irracional entonces K es minimal como atractor
topolégico. (Sugerencia: usar el ejercicio 4.1.6)

(c) Si a/(27) es racional, jes K minimal como atractor topolégico?

Ejemplo 4.1.8. .

Sea X C R? ~ C el disco compacto de centro en el origen y radio 1 < r < 2,
como en el ejercicio 4.1.7.

(A) Sea, en coordenadas polares, el siguiente homeormorfismo f:

f(p) = f(pe'?) = p*e*”, donde

p=%, er=p+(p-1)

Tenemos p* —1=(3—p)(p—1)/3. Luego |[p* — 1| < A|p—1|sip>3-(1-})
donde 0 < A < 1. Entonces, por induccién en n se deduce que lim,, 1+ \,0(”) —
1| = 0 donde p(™ es la distancia al origen de f™(p) para cualquier p # (0,0).
Deducimos que la distancia de f™(p) a la circunferencia K de centro 0 y radio
1 tiende a cero con n — 400, para cualquier punto inicial 0 # p € X. Ademas
p* =1sip=1, de donde p™ =1 si p(® = 1. Entonces la circunferencia K
de centro en el origen y radio 1 es invariante por T y por lo probado antes
dist(f™(p), K) — 0. Luego K es un atractor topoldgico de acuerdo con la
definicién 4.1.2. Ademds K es orbitalmente estable porque |[p* — 1] < |p — 1].
Entonces |p(™ —1] es decreciente con n si p # 0. Luego, la distancia de f"(p) ala
circunferencia K decrece con n. Por lo tanto, es menor que € > 0 si inicialmente
es menor que d = €. Esto prueba la estabilidad orbital de K.

(B) Sea ahora g : X — X dado por las ecuaciones

g(p) = f(pe'?) = p*e¥”, donde

. _ pA—p)

= B
En la figura 4.1 se representan algunas de las érbitas. Como en la parte (A),
se prueba que la circunferencia K de centro en el origen y radio 1, es un
atractor topolégico orbitalmente estable. Ademas, si graficamos ¢* en funcién
de ¢ para todo ¢ € [0,27], observamos que es creciente, con puntos fijos en
0 y 2m, siendo 0 repulsor (a la derecha de 0) y 27 atractor (a la izquierda de
27). Entonces, si 0™ es el dangulo en coordenadas polares del punto f™(p),

p P =0 (2 — £) para ¢ € [0, 27).
27
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Figura 4.1: Algunas 6rbitas del Ejemplo g en 4.1.8 (B). El punto 1 es fijo, es
un atractor topolégico no orbitalmente estable

para p = pe'®, se tiene que lim,_, o @™ = 27 ~ 0. Luego, en este ejemplo,
1 = 1€2" es un punto fijo, y lim,, 1 f™(p) = 1 para todo p # 0. Entonces
{1} C K también es atractor topoldgico segin la definicién 4.1.2. Pero {1} no es
orbitalmente estable: Por un lado 1 es un punto fijo, por lo tanto, si {1} fuera
orbitalmente estable, toda Orbita futura con punto inicial p suficientemente
cercano a 1, deberfa mantenerse arbitrariamente cerca de 1. Consideremos la
érbita futura o := {f™(p)}n>o por 0 # p = pe’¥ & K con 0 < ¢ < § (para
0 > 0 suficientemente pequeno). Aunque o se acerca a K cuando n crece, y
ademds lfm,, f™(p) = 1, el angulo (™ (esto es la coordenada angular de f™(p)
en polares) no se mantiene a distancia menor que € > 0 de 0. Dicho de otra
forma, la érbita {f™(p)}n, para algunos n > 1, se aleja del punto fijo 1 més
que una constante positiva (digamos 1/6, si § > 0 es suficientemente pequeno),
aunque finalmente tiende a 1 cuando n — 400 (ver Figura 4.1).

El siguiente resultado da una caracterizacion de los atractores topoldgicos or-
bitalmente estables. Debido a este resultado algunos autores definen atractor
topoldgico agregando, a las condiciones 1) y 2) de la Definicién 4.1.2, la condi-
cién de que sea orbitalmente estable.

Proposicién 4.1.9. .

Caracterizacion de atractores topologicos orbitalm. estables
Sea f: X — X un homeomorfismo en un espacio métrico compacto X .
(a) SiV es un abierto no vacio tal que f(V) CV y si

+oo
K= (), (4.2)
n=0

entonces K es compacto no vacio, es un atractor topolégico orbitalmente estable
y V es cuenca local de atraccion de K.

(b) Reciprocamente, si K es un atractor topoldgico orbitalmente estable,
entonces existe un abierto V que es cuenca local de atraccion de K, tal que
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fV)cVyK=N" ).

Definicion de conjunto maximal invariante: Si K es compacto invariante
no vacfo que satisface la igualdad (4.2) para un abierto V' O K, entonces K se
llama conjunto maximal invariante (hacia el futuro) de V.

La Proposicién 4.1.9 justifica la siguiente definicién:

Definicion 4.1.10. Atractor topolégico I1

Sea f: X — X es un homeomorfismo en un espacio métrico compacto X. Un
subconjunto no vacio, compacto e invariante K C X se llama atractor topologico
orbitalmente estable o también atractor topoldgico mazrimal invariante si existe
un entorno abierto V' O K, llamado cuenca local de atraccién topoldgica de K,
tal que

+oo
fVycv. y K={)fv).

n=0

Demostracion. de la Proposicion 4.1.9:
(a) Como f(V)C Vy f es un homeomorfismo, tenemos, por induccién:

YY) C (V) C (V) Y neN.

K=" (V) =vn (2" (V) cvn (g2 fr(v)) =

n=1 n=1

= M2 (V) c Mz (V) = K.

Luego, todas las inclusiones anteriores son igualdades y tenemos
+o0 +N N
K= m fn(V)’ m fn(V) — fN(V)7 ﬂ f”(V) _ fN(V) VN >1.
n=1 n=1 n=1

Por la propiedad de intersecciones finitas no vacias de compactos, deducimos
que K es compacto no vacio. Ademas

FUE) =i (v) = i fr(V) = VN K = K,
pues, por construccién K C V. Hemos probado que K es compacto no vacio e
invariante con f.
Para e > 0, denotamos B (K) := {z € X : dist(z, K) < €}.

Afirmacién A: Para todo € > 0 existe N > 1 tal que fN(V) C B.(K).

Por absurdo, si existe € > 0 y para todo n > 1 existe z, € f?(V) tal que
dist(x,,, K) > €, entonces tomando una subsucesién de {x,} convergente a un
punto z, tenemos dist(z, K) > e. Ademds = € fN(V)V N > 1 (pues zy €

fNWV) =nd_, f(V), de donde z,, € fN(V) para todo m > N). Entonces
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x € Ny>1fN(V) = K, lo cual contradice que dist(x, K') > €. Hemos probado
la afirmacion A.

Para probar que K es un atractor topolégico, y que V es cuenca local de
atraccién de K, basta probar que si y = lim; . ™ (z) para algin z € V
y para alguna subsucesion n; — 400, entonces y € K. En efecto para todo
e > 0, tenemos dist(y, f(V)) < e para todo j suficientemente grande. Luego,
usando la afirmacién (A), como f7 (V) C B¢(K) para todo n; suficientemente
grande, deducimos: dist(y, ) < 2e. La desigualdad anterior vale para todo
e > 0. Entonces dist(y, K) = 0; es decir y € K, como queriamos demostrar.
Ahora resta probar que K es orbitalmente estable. Dado € > 0 sea N > 1 como
en la afirmacién (A). Siendo f un homeomorfismo, f¥ (V) es abierto. Ademds
K C fN(V) porque K := Ny [V (V). Como K es compacto, existe § > 0
tal que Bs(K) C fN(V). Si # € Bs(K) entonces, para todo m > 0 se cumple
f(x) € f(Bs(K)) C fr(fN(V)) C fraN(V) C fN(V) C Be(K). Hemos
probado que si dist(z, K') < ¢ entonces dist(f™(x), K) < € para todo m > 0.
Luego K es orbitalmente estable, terminando la demostracién de la parte (a).

(b) Sea K un atractor topolégico orbitalmente estable y sea V'’ un abierto
que es cuenca local de atraccién de K, segin la condicién 2) de la Definicién
4.1.2. Sea € > 0 tal que

B, (K) C V/,
donde B((K) := {x € X : dist(z, K) < €}. Por la definicién de estabilidad
orbital de K existe 0 < 0 < € tal que f™(Bqs(K)) C B.(K) para todo m > 0.
Como Bs(K) C Baos(K), tenemos

f™(Bs(K)) C B(K) ¥ m >0.

Afirmacién (B): Existe N > 1 tal que

[™(x) € BA(K)Ym >N, Va € By (K).

En efecto, como B (K) C V' y V' satisface la condicién 2) de la Definicién
4.1.2, para cada x € Ba (K) existe N, > 1 tal que dist(f"=(z), K) < §. Como
f es continua, existe un entorno abierto U, de z tal que dist(f"=(y), K) < &
para todo y € U,. Siendo Ba (K) compacto, existe un subcubrimiento finito
{Usz,,Usy, ..., Us, }. Deducimos que para todo y € Ba(K) existe Ny, > 1 tal
que dist(fNei (y), K) < 6. Por la construccién de § se tiene dist(f™(y), K) < €
para todo m > N,,. Luego, si N = max{N,, : 1 <i < h}, se cumple f™(y) €
B.(K) para todo m > N y para todo y € Ba(K), terminando la prueba de la
Afirmacién (B).

Definimos el abierto V' de la siguiente manera:

V=B (K) U f(Be(K)) U f*(Bg,(K)) U
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U f2(Be(K)) U ... U fN(Bey(K)),
donde 612=€<1+2LN><26 YV 0<i<N.

Probemos que f(V) C V. En efecto, por un lado si 0 < i < N — 1 entonces

J({(Be,(K))) € [HH(Be,(K)) € [ (Bey, (K) C V.

Por otro lado, si i = N entonces

FUN(Bey (K)) € F(fN (Bae(K)) = 7 (Bae(K)) € Be(K) C V,

debido a la construccién del natural N segin la afirmacién (B).

Ahora probemos que V' es cuenca local de atraccion de K. Sea = € V. En-
tonces © € f!(Ba(K)) para algin 0 < i < N, es decir x = fi(y) para
algin y € Ba(K) C V', donde V' es por hipdtesis una cuenca local de
atraccion de K. Entonces, por la propiedad 2) de la Definicién 4.1.2, tenemos
limy, - 4 oo dist(f"(y), K) = 0. Luego

lim  dist(f™(z), K) = lim dist(f™ “(y),K) = 0, para todo z € V.
m——+0oo m—+0o0o

Hemos probado que V satisface la condicién 2) de la Definicién 4.1.2. Entonces,

por definicién V' es cuenca local de atraccién topologica de K.

Para terminar la demostracién solo falta probar que K = N f*(V). Por un

lado como f(K) = K (porque por hipétesis K es invariante con f), y como

K C V por construccién, entonces K = f"(K) C f"(V) para todo n > 0.

Luego K C Nf20 (V).

Ahora probemos la inclusién opuesta. Sea y € N9 f*(V). Entonces

Vn>1 3 z,€ f(V)tal quey = f" ().
Sea x el limite de una subsucesién convergente de {z,} C f(V), es decir

= lim x,,, n;— 4oo.
j——+oo ’

Tenemos z € f(V)C V.

Dado ¢ > 0, por la estabilidad orbital de K, existe 6’ > 0 tal que f*(Bs/ (K)) C
B (K) para todo n > 0. Como V es cuenca local de atracciéon de K,y x € V,
deducimos que existe N tal que dist(f™(z), K) < §’ ¥V m > N, en particular

dist(fN(z),K) < ¢'.
Por la continuidad de fV, existe un entorno abierto U, de z, tal que

dist(fN(2),K) < &'V 2z € U,.
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Por construccién del punto x, x,, € U, para todo j suficientemente grande.
Luego:
dist (N (zn,), K) < &' V j suficientemente grande.

Por la construcciéon del ntimero 4’ a partir de la estabilidad orbital de K,
deducimos que
dist(f™(xn,),K) <€ ¥V m>N.

Luego, en particular, para m = n; — 1, si elegimos j suficientemente grande tal
que
nj Z N —+ ].,

tenemos
dist(f™ ! (2y,), K) < €.

Por construccién de la sucesion {2y} tenemos y = f"~!(zy,). Deducimos
que dist(y, K) < €. Como ¢ > 0 es arbitrario, concluimos que y € K como
queriamos demostrar. O

4.2. Cuenca global de atracciéon topolégica

Definicion 4.2.1. Cuenca global de atraccién topolégica

Sea f: X — X continua en un espacio métrico compacto X. Sea K C X (no
vacio, compacto e invariante) un atractor topoldgico segin la Definicién 4.1.2.
Se llama cuenca de atraccion topoldgica (global) de K al siguiente conjunto:

CK)={zeX: nglfoo dist(f"(x), K) = 0}. (4.3)

Nota: Dado un compacto K no vacio e invariante cualquiera, aunque el conjunto
C(K) construido mediante la igualdad (4.3) resulte no vacio, en general no se
llama a este conjunto “cuenca de atraccion topoldgica’de K, si K no es un
atractor topoldgico. Es decir, cuando se usa el nombre “cuenca de atraccién
topoldgica”, previamente sabemos que K satisface todas las condiciones de
la Definicién 4.1.2, en particular la condicién 2) de existencia de un entorno
abierto de K contenido en la cuenca global de atracciéon topoldgica.

Proposicién 4.2.2. .

Propiedades de la cuenca global de atraccion topolégica.

Sea f: X — X continua en un espacio métrico compacto X. St K C X es un
atractor topoldgico, entonces su cuenca (global) de atraccion topoldgica C(K),
tiene las siguientes propiedades:

(a) C(K) es abierto y no vacio.

(b) C(K) es invariante con f, es decir f~1(C(K)) = C(K).

(¢) K cCC(K).
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Como consecuencia de (a) y (b) si X es conexo, entonces o bien K = X (en
cuyo caso C(K) = K = X), o bien la cuenca de atracciéon C(K) contiene
propiamente a K (no coincide K con su cuenca).

Demostracion. (b) Sixz € C(K) entonces, por la igualdad (4.3):
lim,, s 4 oo dist(f(x), K) = 0. Luego,
lim_dist("(f(@). K) = lim_dist(f"" ((2)). K) =

n——+o0o
— 7. H n _
= nhrf dist(f"(z), K) = 0.

Esto muestra que f(x) € C(K) para todo z € C(K) Hemos probado que
f(C(K)) c C(K), o lo que es lo mismo, C(K) C f~(C(K)).

Sea ahora y € f~1(C(K)). Entonces f(y) = x € C(K). Luego, para todo n > 0
tenemos f"(x) = f"!(y). Entonces:

lim dist(f"(y), K) = lim dist(f""'(y), K) =

n—-+oo n—-+oo

= nll)riloo dist(f"(x), K) = 0.

Se deduce que y € C(K) paratodoy € f~(C(K)), probando que f~1(C(K)) C
C(K).

(a) y (c) Por hipétesis K es un atractor topolégico. Entonces existe V' O K
abierto, cuenca local de atraccién topoldgica de K, de acuerdo a la condicién 2)
de la Definicién 4.1.2. De la definicién de C'(K') en (4.3), junto con la igualdad
(4.1), tenemos V' C C(K), probando que K C C(K) y, por lo tanto, C'(K) es no
vacio. Si x € C(K), entonces lim,, dist(f"(x), K) = 0. Como V es un entorno
abierto de K, deducimos que existe N > 1 (que depende de z € C(K)), tal que

ff(x) eV ¥V n>N.

En particular, la afirmacién de arriba vale para n = N. Luego, por la continui-
dad de f y la apertura de V, existe un entorno abierto U, de x tal que

Nx)eV ¥V zel,.

Como V C C(X), deducimos que fV(U,) C C(X), o dicho de otra forma
U, C f~N(C(X)) = O(X). Luego C(X) es abierto. O

Proposicion 4.2.3. Sea [ : X — X continua en un espacio métrico compacto
X. Sea K C X un atractor topolégico con cuenca global de atraccion topoldgica
C(K). Entonces:

(a) Ezisten medidas de probabilidad invariantes para f|c (k-

(b) Existen medidas de probabilidad ergédicas para f|c (k).

(c) Toda medida de probabilidad invariante para f|cky estd soportada en el
atractor K (es decir p(K) =1).
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Demostracion. (a) y (b) Consideremos f|x : K — K. Es la restriccién al
atractor K C C(K) de f|ox) : C(K) = C(K). Como f es continua y K es
compacto, entonces, por lo demostrado en el capitulo 1, existen medidas de
probabilidad invariantes para f|x, y también existen medidas de probabilidad
ergddicas para f|x. Tomemos una de estas medidas v invariante para f|g.
Definamos la medida de probabilidad p en los borelianos B de C(K) de la
siguiente forma:

w(B):=v(BNK) V BC C(K) boreliano .

(Observar que u(C(K)) = v(C(K)NK) = v(K) = 1, porque K C C(K).)
Veamos que la probabilidad s es invariante para f|c(x). Sea B C C(K) un
boreliano cualquiera:

p(f7H(B) =v(f T (B)NK) = v(f~1(B)N fTH(K)) =

— u(f N (BNK)) = (BNK) = u(B),

pues v es invariante con f|x. Ahora veamos que si v es ergddica para f|x
entonces y es ergédica para f|o(x). Sea B C C(K) boreliano tal que f~1(B) =
B. Tenemos que f~Y(BNK) = f~YB)n f~}(K) = BN K. Luego, como v es
ergddica para f|x, se cumple v(BNK) € {0,1}.. Entonces u(B) = v(BNK) €
{0,1}, lo que prueba la ergodicidad de p.

(c) Sea puna medida de probabilidad invariante para f|c(x); asi u(C(K)) = 1.
Debemos probar que p(K) = 1 (lo cual implica que p(C(K) \ K) = 0). Por
el Lema de Recurrencia de Poincaré, p-c.t.p. es recurrente; es decir € w(z)
para p-c.t.p. € C(K). Para probar que p(K) = 1 basta probar que z € K
para cualquier x € C(K) tal que z € w(z). Para esto, alcanza demostrar que
w(z) C K para todo x € C(K). En efecto, por la definicién de omega-limite, si
y € w(x) entonces

y= lim f"(z), n; = +oc.

J—+o0

Luego:

dist(y, K) = lim dist(f™ (z), K) < limsup dist(f"(z), K).

J—+too n—+o00

Como z € C(K), por la definicién de cuenca de atraccién topoldgica dada en
(4.3), tenemos:

limsup dist(f"(x),K) = lim dist(f"(z), K) = 0.

n——+o0 n—r+00

Luego dist(y, K) = 0, o lo que es lo mismo y € K para todo y € w(z), como
queriamos demostrar. O
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4.3. Atractores hiperbdlicos cadticos

En esta seccién consideramos el caso particular en que X = M es una variedad
diferenciable compacta y riemanniana, y f € Diff 1(M ).

Se llaman atractores hiperbolicos, a aquellos atractores topolégicos K que estan
soportados en las variedades inestables de un conjunto compacto no vacio (unif.
o no unif.) hiperbélico A C K. Més precisamente: K es un atractor hiperbélico
si es un atractor topoldgico y existe un conjunto invariante compacto y (unif.
o no unif.) hiperbélico A C K tal que K C [J,c, W*(p).

El caso no trivial es cuando la dimensién de estas variedades inestables es mayor
o igual que 1, para p- casi todo punto x € K para alguna medida invariante p,
soportada en el atractor K. Como son variedades inestables de puntos de un
conjunto hiperbdlico, los exponentes de Lyapunov en las direcciones tangentes
a estas variedades (tangentes al atractor) son positivos. Llamaremos a tales
atractores topolégicos, atractores hiperbdlicos cadticos.

La busqueda de variedades inestables que soporten el atractor, es una de las
motivaciones mas relevantes de la teoria de sistemas dindmicos diferenciables.
Significa que la dindmica dentro de un atractor topolégico K (es decir la dindmi-
ca de f|x) puede ser expansiva en el futuro, o en otras palabras, caética; por
tener exponentes de Lyapunov positivos. Dicho de otra forma, veamos el caso
en que el atractor K sea orbitalmente estable (6 Lyapunov estable, respec-
tivamente). La estabilidad orbital (de Lyapunov, resp.) rige en la cuenca de
atraccién C(K). En efecto, por definicién, la estabilidad orbital (de Lyapunov
resp.) tiene significado no trivial solo para las érbitas de C(K) fuera de K. Sin
embargo, no es contradictoria con una dinamica inestable y expansiva, dada
por los exponentes de Lyapunov positivos, dentro del atractor K (ver el ejemplo
de siguiente ejercicio).

El siguiente ejercicio muestra un ejemplo en el que la dindmica dentro del
atractor topoldgico es expansiva o cadtica: el atractor estd formado por las
variedades inestables de puntos con exponentes de Lyapunov positivos:

Ejercicio 4.3.1. Atractor Solenoide (Smale-Williams)
Sea S C R? el toro sélido compacto, definido como la imagen en R? de la si-
guiente parametrizacién con tres pardmetros reales (en coordenadas cilindricas)

(r,p,0) €10,a] x [0,27] x [0, 27],
donde 0 < a < 1/2 es una constante real:
x = (r—1/2)cosfcosp
= rcosfseny

z = rsenf

(a) Interpretar el significado geométrico de los pardmetros (r,p,0) en R? y
dibujar el toro sélido S. (Sugerencia, dibujar primero el disco circular de radio
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a en el plano xz (es decir el plano {¢ = 0}). Luego, observar que S es el sélido
de revoluciéon que se obtiene haciendo girar ese disco alrededor del eje de las
(b) Sea f : S +— int(S) continua, tal que lleva cada disco circular D, que se
obtiene cortando S con el plano ¢ constante, en un disco circular f(D,) de
radio a/4, contenido en la seccién Ds,,, de modo que f\D¢ = f3o0 foo fi donde:
e f1 es una rotacién con eje z de dngulo ¢ (esto implica que f1(D,) = Day;
cuando escribimos 2¢ nos referimos a este dngulo médulo 27).

e f> es una homotecia de razén 1/4 que lleva el centro del disco Ds, al punto,
en el interior de Dy, con pardmetros (a/2,2¢,0)

e f3 es una rotacién de dngulo ¢ alrededor del eje perpendicular al plano del
disco Dy, que pasa por el centro del circulo Dy,.

Verificar que f : S +— f(S) es inyectiva, y que f(S) es un compacto contenido
en el interior de S. Dibujar f(.9). Sugerencia: f(5) da dos vueltas alrededor del
eje de las z. Ver por ejemplo [47, Figure 1].

(c) Sea K = (>0 f"(S) el atractor topoldgico con cuenca local de atraccion

S. Sea, para cada N > 0 el compacto Ky = ﬂnNZO f™(S). Sea Ay = Ky N
{(r,p,0) € S: ¢ =0}. Dibujar Ay, Ag, K1, Ko, y probar que Kn41 C int(K )
para todo N > 0. (Sugerencia: induccién en N).

(d) Para cada punto p € K se define la variedad inestable de p como:

W(p)={g€5:3/"(@)eSYn=0y lm dist(f"(q),/"(p)) = 0}.

Probar que W*(p) es una variedad inmersa en R? de dimensién 1. Sugerencia:
Fijar un punto cualquiera ¢ € W"(p). No es restrictivo asumir que la coorde-
nada ¢ de ¢ es cero. Usando las secciones Ay definidas en la parte (c¢) probar
que la componente conexa de la interseccién de W*(p) con un entorno pequeno
de punto g en R3, es un arco diferenciable.

(e) Probar que el atractor K es:

K =) w"(p).

peEK

(f) Probar que K es un atractor topoldgico cadtico. Esto significa que para
alguna medida invariante p soportada en K, para u-c.t.p. p € K y para toda
direccién tangente inestable 0 # v € T,(W"(p)) = T,(K) el exponente de
Lyapunov de v hacia el futuro es positivo. Alcanza con probar que:

oo log 4 @)

n—-+oo n

>log2>0 Vpe K, VO#veT,(W“p)).

(Sugerencia: probar que ||df,(v)||/|lv]] > 2 para todo p € K y para todo 0 #
veT,(W"(p)).)
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4.4. Atractores ergodicos

En esta seccién consideraremos f: M — M continua en una variedad compacta
y riemanniana M. Por el teorema ergédico de Birkhoff-Khinchin, cualquiera sea
la medida invariante y, para p-c.t.p. € M y para toda funcién ¢ € L'(u) (en
particular para toda funcién continua v) existe el promedio temporal asintético
¥ (en el futuro) definido por:

nl

)=t S

n——+oo 1

Es decir, para p-c.t.p. « fijo en la variedad M, esta definido el funcional lineal
¥ € COMR) — (a).

Por el teorema de Representacién de Riesz, existe una medida de probabilidad
1o tal que

x):/wduw para p—ct.p.x € M, Ve My,

donde My denota el espacio de todas las medidas de probabilidad en la sigma-
algebra de Borel de M que son f-invariantes. En los capitulos anteriores pro-
bamos que p, € My. Ademds, dotando el espacio M de probabilidades (no
necesariamente f-invariantes) de la topologia débil-estrella, tenemos:

fe = lim Z5fj(x) para 1 —ct.p.x € M, V ue€ My,

n—-+oo n

donde el limite es tomado en M con la topologia débil* y d,, denota la proba-
bilidad Delta de Dirac soportada en el punto y € M.

En las secciones anteriores vimos ademds que p, es ergddica para p-c.t.p. x €
M, para toda p € My. Luego, el promedio temporal asintético ¥(x) coincide
con el valor esperado de ¢ con respecto a la probabilidad p,.

Por un lado, notamos que la teoria ergddica desarrollada hasta ahora es valida
para p-c.t.p. © € M, y en general, no para cualquier punto x € M. Dicho de
otra forma, si el criterio de seleccién de los puntos iniciales x € M no es p.c.t.p.
para alguna medida p € M, entonces no necesariamente existen los prome-
dios asintéticos de Birkhoff J(w) Y si existen, en general, no coinciden con el
promedio espacial que resulta de integrar ¢ respecto a una medida ergddica.
Por otro lado, cuando se tiene un atractor topolégico K con cuenca local V
(abierta), el criterio de seleccién de los estados iniciales, por la propia definicién
de atractor topoldgico, reside en tomar los puntos x € V para algun abierto V.
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El criterio topoldgico de relevancia u “observabilidad” de conjuntos de érbitas,
es que estos conjuntos sean abiertos, o mas en general, con interior no vacio.
Sin embargo, en la mayoria de los ejemplos de atractores topoldgicos que vimos
en la seccién anterior, el atractor K (que estd contenido en su cuenca local
V) tiene interior vacio. Ademds vimos (Proposicién 4.2.3), que las medidas u
invariantes por f |v (que siempre existen) estan soportadas en K. Entonces
p-c.t.p. x de la cuenca V, estd en K. Luego, el teorema ergédico de Birkhoff,
y el teorema de existencia de medidas invariantes y ergddicas, no aseguran la
existencia de los promedios temporales asintoticos, para las érbitas con punto
inicial en un conjunto de estados iniciales relevante u “observable”, desde el
punto de vista topoldgico.

Notamos que, en general, no hay esperanza que los promedios temporales
asintéticos existan para las érbitas con punto inicial en un conjunto de es-
tados iniciales con interior no vacio (es decir, relevante u “observable”, desde
el punto de vista topolégico). En efecto, si K es un atractor topolégico con
cuenca de atraccién C(K) (abierta), se puede demostrar que si f|o(x) no es
tnicamente ergddica (y en general no lo es), entonces el conjunto de estados
iniciales # € C(K) para los cuales no existe el promedio asintético de Birk-
hoff, es denso. Luego, el conjunto de estados iniciales para los cuales existe ese
promedio temporal asintotico, tiene interior vacio.

Por estos motivos, entre otras razones, se adopta otro criterio de “observa-
bilidad” de las 6rbitas o de seleccion de los estados iniciales. Es un criterio
medible en vez de topoldgico, pero que considera a la mayoria de los puntos de
la cuenca C(K).

Definicién 4.4.1. Criterio de observabilidad medible

Cuando el espacio es una variedad riemanniana M, el criterio medible de “ob-
servabilidad” de las orbitas, es que formen un conjunto con medida de Lebesgue
positiva.

Lo anterior justifica las siguientes definiciones:

Definicion 4.4.2. Atractor ergdédico

Sea f : M — M continua en una variedad compacta y Riemanniana M de
dimensioén finita. Denotamos con m a la medida de Lebesgue en M. Notamos
que m no es necesariamente f-invariante.

Un conjunto compacto no vacio K se llama atractor ergddico si:

o [UK) = K = f(K)

e Existe un abierto V' O K tal que

lim dist(f"(z), K) =0 para Lebesgue-c.t.p. x € V. (4.4)

n—-+oo

3 p ergédica tal que: p(K) =1y
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nl

3 J(m = lim Z’(/J iz /’(/Jd/,(, (4.5)

n—+o0o N

para Lebesgue-c.t.p. t €V y V1 € CO(M,R).

Un abierto V' O K que satisface las condiciones anteriores, se llama cuenca
local de atraccion del atractor ergddico K.

Nota: No todos adoptan la Definicién 4.4.2. Algunos autores exigen que K sea,
por definicién, un atractor topoldgico que satisface ademads la condicién (4.5),
para llamarlo atractor ergédico (ver por ejemplo [69]).

Medida SRB o fisica soportada en un atractor ergdédico:

Se observa que cuando existe una medida u (ergddica; soportada en el atractor
ergddico K) que satisface la igualdad (4.5) para Lebesgue-c.t.p. x € V| entonces
esta medida es dnica. Tal medida u se llama medida SRB ergddica o también
medida fisica ergodica, del atractor ergédico K.

En 4.5.6 definiremos medida SRB o medida fisica i, en un contexto mas general,
aunque g no esté soportada en un atractor ergddico.

Observacion: Dado cualquier atractor topolégico K con cuenca local V,
debido a la Proposicion 4.2.3 siempre existen medidas invariantes y ergédicas
para f|y, y estan soportadas en K. Si alguna de estas medidas ergddicas
satisface la condicién (4.5) para Lebesgue-casi todo punto x € V', entonces K
es un atractor ergddico.

Observacion 4.4.3.

A diferencia de los atractores topoldgicos, para los atractores ergédicos K la
atraccién a K de las érbitas en su cuenca V' dada por la igualdad (4.4) es solo
para Lebesgue c.t.p. x € V, y no necesariamente para todo punto z € V. Es
un criterio de observabilidad medible Lebesgue-c.t.p. de la cuenca. Entonces un
atractor ergddico no es necesariamente un atractor topolégico. En el Ejercicio
4.4.5 se muestra un ejemplo de atractor ergédico que no es topolégico.

Por otra parte, un atractor topoldgico satisface la igualdad (4.1) para todo
x € V. Luego satisface (4.4). Pero no necesariamente satisface la condicién de
existencia de una medida SRB ergédica para la cual valga la igualdad (4.5).
Entonces un atractor topoldgico no es necesariamente un atractor ergodico.
En el ejercicio 4.4.4 se muestra un ejemplo de atractor topolégico que no es
ergédico.

Ejercicio 4.4.4. Sea en Q = [0, 1]? la aplicacién T'(x,y) = ((1/2)ac7 y) Probar
que el segmento K = {0} x[0, 1] es un atractor topolégico pero no es un atractor
ergbdico. Sugerencia: para probar que K no es atractor ergédico, demostrar que
toda medida p ergédica es delta de Dirac en un punto fijo y que el conjunto de
puntos z € @ para los cuales vale la igualdad (4.4) tiene medida de Lebesgue
cero.
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Ejercicio 4.4.5. Sea en el disco D = {z € C : |z| < 1} la transformacién
f D — D que deja fijo el origen y tal que para todo z # 0 expresado en
polares, f(z) estda dado por la siguiente férmula:

f(pe'®) = pe'?,

donde 3
Q= 2% si 0 < ¢ < m(méd2n),

p=m+ % sim < ¢ < 2m(mdéd2m),

N P
- 1——) .
P ( 27rp

(a) Bosquejar las érbitas (Sugerencia: los puntos ¢ = 0 son fijos, y las deméds
orbitas son tales que el argumento tiende a 27 por abajo y el médulo tiende a
cero).

(b) Probar que toda 6rbita con punto inicial z que no se encuentre en el seg-
mento ¢ = 0 es tal que la distancia al origen tiende a cero y la sucesiéon de
promedios de Birkhoff de las funciones continuas ¢ tiende a [ ¢ ddy, donde &y
es la Delta de Dirac soportada en el origen.

(¢) Concluir que K = {0} es un atractor ergédico pero no es atractor topoldgico.
Nota: En este ejemplo f es discontinuo en el semieje real positivo. Sin embargo,
puede construirse un ejemplo continuo con bosquejo similar de érbitas.

Observacion 4.4.6. Por un lado tenemos el criterio de observabilidad de la
cuenca local V' del atractor. O bien la atraccién se produce para todo estado
inicial 2 en el abierto V' (criterio de observabilidad topoldgica) o bien la atrac-
cién se produce solo para Lebesgue c.t.p. € V (criterio de observabilidad
Lebesgue-medible). El criterio de observabilidad de la cuenca es entonces el
criterio con el cual se eligen los estados iniciales para observar a donde son
atraidas las orbitas.

Definicion 4.4.7. Atraccién topolégica En forma independiente al criterio
de observabilidad de los estados iniciales en la cuenca local, la atracciéon en
s{ misma, definida por la igualdad (4.1) para los atractores topolégicos, y por
la igualdad (4.4) para los atractores ergddicos se llama atraccion topoldgica.
Esta significa, por definicién, que el limite de la distancia al atractor K existe
y es cero, desde los puntos iniciales elegidos segin el criterio de observabilidad
que corresponda.

Definiciéon 4.4.8. Atraccién estadistica. Esta significa, por definicidn,
que los promedios de Birkhoff de las funciones continuas convergen (o por
lo menos, en un contexto més general, tienen subsucesiones convergentes) al
valor esperado respecto a alguna medida invariante u soportada en el atractor
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K, desde los puntos iniciales elegidos segun el criterio de observabilidad que
corresponda. En un contexto més general, ;1 no es necesariamente ergddica.
Lo usual es que cuando se estudia la atraccién estadistica, el criterio de seleccién
de puntos iniciales sea el de observabilidad medible Lebesgue c.t.p.

En los proximos ejemplos veremos casos particulares de existencia y de no
existencia de atractor ergddico.

Ejemplo 4.4.9. En el tent map del intervalo, todo el intervalo es un atractor
topoldgico y ergédico a la vez, cuya medida ergédica SRB (o fisica) es la medida
de Lebesgue (ver por ejemplo [16]).

Ejemplo 4.4.10. En el flujo Polo Norte-Polo Sur, el Polo Sur es atractor
ergddico y topolégico a la vez, cuya media ergédica SRB (o fisica) es la delta
de Dirac soportada en el Polo Sur.

Ejemplo 4.4.11. .

Contraejemplo: Rotacion irracional de la esfera.

En este ejemplo no existen atractores ergédicos. Sea f : S? — S? continua,
definida en la superficie esférica S? por la siguiente parametrizacién en coor-
denadas “esféricas”:

S?: {(z,y,2) ER3: x =cosgsend, y=senpsend, z=cosf, 0<p<
2, 0<0<w}

f esté definida por las siguientes ecuaciones en coordenadas esféricas:

~

flp,0) = (p,0) donde:

0 =0
¢ = ¢+ta

siendo a € (0, 27) una constante tal que a/2w es irracional.

Es inmediato chequear que los polos Cy = {# = 0} y Cr = {0 = 7} son
puntos fijos por f, y que cada circunferencia Cy, con 6 constante diferente
de 0 y de 7, es invariante por f. Ademds, f|c, es una rotacién irracional si
0 # 0,m. Por lo tanto toda érbita por f es densa en la seccién Cy donde
esta contenida. Deducimos que no hay érbitas densas en S2. Luego, f : S? — 52
no es transitivo.

Sea m la medida de Lebesgue bidimensional en la esfera S? (normalizada para
que sea una probabilidad, es decir, dividimos la medida de Lebesgue en la esfera,
entre el drea de toda la esfera, para que m(S?) = 1). Esta medida es invariante
con f, pues el Jacobiano |detdf| es idénticamente igual a 1. Sin embargo m no
es ergodica, pues m es positiva sobre abiertos pero f no es transitivo.

Afirmacién: No existen atractores ergodicos para la rotacion irracional f en
la esfera S?.
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Demostracion. Por absurdo, supongamos que existe un atractor ergédico K y
llamemos V' a su cuenca local de atracciéon. Entonces K es compacto no vacio
e invariante por f y V es abierto que contiene a K. Sea p € V. Vimos que
w(p) = Cy, donde Cy, es la seccion horizontal de la esfera que contiene al
punto p. De la igualdad (4.4) deducimos w(p) C K para Lebesgue c.t.p. p € V.
Entonces Cp, C K, y como p € (g, deducimos que p € K. Hemos probado
que, bajo la hipotesis de absurdo, Lebesgue c.t.p. p € V esta contenido en K.
Como K es compacto, tenemos V' C K. Pero por definicién de atractor ergédico
K C V. Entonces K =V es compacto y abierto a la vez, y es no vacio. Como
52 es conexo concluimos que, si existiera un atractor ergédico K, éste seria
toda la esfera K = S2. B

Por (4.5), el promedio temporal asintético ¢ (p) deberia ser constante para m-
c.t.p. p € V = S2, para cualquier funcién continua v : S? — R. Como en este
ejemplo m es invariante, entonces m seria una medida ergddica, contradiciendo
que m es positiva sobre abiertos y f no es transitivo. O

Nota: FEn este ejemplo 4.4.11 toda la esfera es un atractor topoldgico (en
realidad es el dnico atractor topoldgico). Luego, este ejemplo prueba que no
todo atractor topolégico es un atractor ergddico.

2 1 }

Lol med(r, 1)
pecto a la medida de Lebesgue m. Todo el toro T? es un atractor ergédico y m
es la medida ergddica SRB o fisica.

Ejemplo 4.4.12. Sea f = [ en el toro T?. Es ergédico res-

4.5. Atracciéon estadistica y medidas SRB o fi-
sicas

Independientemente de si existe o no un atractor ergédico, dada un medida de
probabilidad p (no necesariamente ergdédica ni invariante) definimos el siguiente
conjunto B(u) en el espacio X donde actia f:

Definicién 4.5.1. Cuenca de atraccion estadistica

Sea f: X — X una transformacién continua en un espacio métrico compacto.
Sea € M una probabilidad.

Se llama cuenca de atraccion estadistica de p al siguiente conjunto:

+oo
1 .
— . : — J — 0
Bl = {reXs |l 23 () Jwdu voecoxmy.
J:
Usando la caracterizaciéon de la topologia débil* en el espacio M obtenemos:
B(p)={z e X: limyi000n, =p}, dénde (4.6)

On,x = %Z;l;ol 6ff(x)- (47)
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Observacion: La cuenca de atraccion estadistica de cualquier medida de pro-
babilidad p es un conjunto medible. En efecto, tomando una familia numerable
{1 }ien de funciones reales continuas 1 : X +— [0, 1] que sea denso en el espacio
C°(X,[0,1]), la igualdad dentro de la definicién de la cuenca B(u), se verifica
para toda ¢ € CY(X,R) si y solo si se verifica para v; para todo i € N. Para
cada i fijo, la igualdad se satisface para un conjunto medible, pues el limite
puntual de una sucesién de funciones continuas es medible. Luego, B(u) es la
intersecciéon numerable de conjuntos medibles; es decir, es medible.

Definicion 4.5.2. Probabilidades empiricas

Se observa que oy, 5, definida por la igualdad (4.7), es una medida de probabi-
lidad, para todo n > 1y para todo € X (en general o, , no es f invariante).
Es la probabilidad promedio concentrada en los puntos de tramos finitos de la
orbita futura por x.

Las probabilidades o, , (para cualquier n > 1, con € X fijo) se llaman
probabilidades empiricas de la érbita futura por x. Este nombre proviene de
que un experimentador no puede observar los promedios temporales asintoticos
(en tiempo infinito), sino que observa los promedios hasta tiempo n finito.
Estos promedios se pueden calcular como el valor esperado integrando respecto
a las probabilidades empiricas. Mds precisamente, debido a la igualdad (4.7)

tenemos:
n—1
1

=Y w) = /wdon,z v € CO(X,R).

Jj=0

Observacion 4.5.3. Si u es una probabilidad tal que su cuenca de atracciéon
estadistica B(u) es no vacia, entonces p es invariante con T (Ejercicio 4.5.5
a)). Se puede caracterizar a una medida ergddica por la siguiente afirmacién
(Ejercicio 4.5.5 b)):

1 es invariante y ergddica si y solo si u(B(u)) = 1.

Para cualquier medida de probabilidad i no invariante, y para cualquier medida
de probabilidad invariante no ergédica, se cumple p(B(p)) = 0 (Ejercicio 4.5.5
¢)), aunque B(u) puede ser no vacio.

Observacién 4.5.4. La cuenca de atraccion estadistica B(u) de una medida
invariante p no ergodica, puede ser no vacia, y ademds puede cubrir Lebesgue
c.t.p.

En efecto, un ejemplo de homeomorfismo no diferenciable en un disco bidi-
mensional compacto D (que es adaptacién de un difeomorfismo en el disco
compacto, atribuido a Bowen) exhibe una medida invariante y no ergddica u
tal que B(p) # 0 (ver [20, Example 7.2, case B]). Més atin, en este ejemplo,
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B(u) contiene Lebesgue casi todo punto @ € D a pesar que u(B(p)) = 0, es
decir, el soporte de p tiene medida de Lebesgue nula. Luego, en este ejem-
plo, existe una medida SRB p no ergédica, la medida de Lebesgue m no es
invariante, existe un atractor topolégico no ergédico cuya cuenca de atraccién
topoldgica es abierta y cubre Lebesgue casi todo punto, y no existen atractores
ergodicos.

En la versién C'! del ejemplo atribuido a Bowen (ver [30]), se cumple m(B(u)) =
0 para toda medida de probabilidad p invariante soportada en el atractor to-
polégico. Luego, no existen medidas SRB. Ademas en este ejemplo, toda medida
invariante es hiperbdlica (tiene exponentes de Lyapunov no nulos) y tiene ex-
ponentes de Lyapunov positivos. Como no existen medidas SRB, no existen
atractores ergddicos. Sin embargo, existe un atractor topolégico cuya cuenca
es abierta y cubre Lebesgue casi todo punto.

Ejercicio 4.5.5. Sea f : X — X continua en un espacio métrico X. Deno-
tamos M el espacio de todas las probabilidades de Borel (no necesariamente
f-invariantes), dotado de la topologia débil*. Sea u € M.

a) Probar que si la cuenca de atraccién estadistica B(u) es no vacia, entonces
1 es f-invariante.

b) Probar que pu es invariante y ergédica si y solo si pu(B(u)) = 1.

c) Probar que si p no es invariante, o si p es invariante pero no ergddica,
entonces

u(B(n)) = 0.

(Sugerencias: B(u) es siempre un conjunto f-invariante. En el caso p invariante,
aplicar el teorema de descomposicién ergddica).

De la parte c) del Ejercicio 4.5.5 deducimos:

Una medida de probabilidad 1 es f-invariante y ergddica si y solo si

donde B(u) denota la cuenca de atraccion estadistica de pu.

Definicién 4.5.6. Medidas SRB o fisicas (Sinai [86]- Ruelle [82]-Bowen
[12, 15))

Sea f : M +— M continua en una variedad compacta y riemanniana M. Sea
m la medida de Lebesgue en M, normalizada para que sea una probabilidad:
m(M) = 1. (En general, m no es necesariamente f-invariante.) Sea u € M.
Decimos que la medida de probabilidad p es SRB (Sinai-Ruelle-Bowen) o,
indistintamente, que es fisica, si

m(B(u)) >0,

donde B(pu) es la cuenca de atraccién estadistica de p, definida en 4.5.1.
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Nota: Si p es SRB, entonces B(u) # (), y por lo observado en la parte (a) del
Ejercicio 4.5.5, 1 € My (es decir las medidas SRB son invariantes con f).

De acuerdo a la Definicién 4.5.6, una medida SRB puede no ser ergédica. En
efecto, en el ejemplo mencionado en 4.5.4, que es adaptacién C° de un ejemplo
atribuido a Bowen, existe medida SRB no ergddica.

Sobre la nomenclatura “SRB” y “fisica”. La Definicién 4.5.6 de medida
SRB no es adoptada por todos los autores. En general se utiliza esta definicion
que solo requiere m(B(u)) > 0, solo para llamar fisica a la medida p. Pero,
para una parte importante de matemadticos (por ejemplo [16], [99]), medida
SRB no es sinénimo de medida fisica. Llaman fisica a cualquier probabilidad p
cuya cuenca de atraccién estadistica B(u) tenga medida de Lebesgue positiva.
Pero para llamar SRB a u, requieren que la probabilidad u sea ergddica, tenga
exponentes de Lyapunov positivos, y tenga medidas condicionales inestables
absolutamente continuas (veremos mds adelante qué significa esta propiedad
adicional, al introducir las medidas de Gibbs, mediante las Definiciones 5.1.9,
5.2.1y 5.2.3). Esto es debido a que, entre otros motivos, en el contexto restrin-
gido de los difeomorfismos de clase C''*t* uniformemente hiperbélicos, ambas
definiciones son equivalentes (ver Teorema 5.3.4).

Nosotros adoptamos la definicién de, por ejemplo, [11, Definition 1.9] o [37,
Definition 22]. Aqui, en la Definicién 4.5.6, no estamos asumiendo ninguna
condicién adicional a la fisicalidad de la medida para llamarla SRB o fisica (ni
la ergodicidad, ni la positividad de exponentes de Lyapunov, ni la continuidad
absoluta condicionada inestable). En resumen, usamos ambas palabras “SRB
76 “fisica”, como sinonimos.






Capitulo 5

Teoria de Pesin

5.1. Desintegracién en medidas condicionales

En esta seccién asumimos que X es un espacio métrico compacto, provisto
de la sigma-algebra de Borel B, y que i es una medida de probabilidad en
(X, B). Expondremos el enunciado de un resultado de la teoria de la medida
(el Teorema de Rohlin), valido aunque no exista una dindmica definida en el
espacio X . En la secciéon siguiente veremos el uso del Teorema de Rohlin, junto
con la Teorfa de Pesin, en sistemas dindmicos de clase C'-mds Holder (cuando
X tiene ademds, una estructura de variedad).

Definicién 5.1.1. Particion medible
Se llama particion en X a una coleccién (puede ser finita, infinita numerable o
infinita no numerable)

P = {W(z)}rex

de subconjuntos W(x) C X (pueden ser medibles o no medibles) tales que:
(a) € W(x) para todo € X (esto implica que |J,.x W(z) = X)

(b) Los conjuntos W (z) son dos a dos disjuntos; es decir, para toda pareja de
puntos x # y en X, 6 bien W(z) = W(y) 6 bien W, N W, = 0.

La particién P se dice medible, si sus piezas W(z) son todas medibles y P
estd generada por una coleccién numerable de particiones finitas con piezas
medibles. Esto es:

(c) Existe una colecciéon numerable {P,,},>1 donde:

(c1) Pu:={En;}i1<i<k,

es una particion finita de X para todo n > 1, con exactamente k, piezas
E, ; C X medibles (disjuntas dos a dos al cambiar j con n fijo, y cuya unién

105
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en j es X para todo n fijo).
(c2) Ppy1 <Pn Vn>1.

Esto significa que cada pieza de la particién P, 11 estd contenida en alguna
pieza de la particién P, (Se dice que Pp41 es mds fina que P, y se denota
Pn+1 =< Pn).

(C3) VeeX: W(l’) = ﬂ En,jn(z) epP

n>1

donde 1 < j,(z) < k, es el tnico indice, para cada n fijo, tal que =z €
Eyj. (@) Y n =1 Observar que esta tltima condicién implica que para todo
z € X yparatodosn>1y1<j<k,, obienx &E,;, obien W(z) C E, ;.
En otras palabras, cada conjunto medible F,, ; estan formado por piezas enteras
de la particién P. Dicho de otra forma: P < P,, para todo n > 1.

La condicién (3) establece una condiciéon més fuerte que P < P, para todo
n > 1: La “interseccién” decreciente de las particiones P,, es P. Esto se denota
como

+o0o
P=\/Pu
n=1
donde para cualquier pareja R,S de particiones finitas se define
RVvS:={RNS: ReR, SeS&}

La condicién (¢3) (junto con la propiedad de medibilidad de las piezas de cada
particién P,,) implica, en particular, la medibilidad de las piezas de P. Sin
embargo el reciproco es falso, como veremos en el ejemplo del Ejercicio 5.1.5:
existen particiones P cuyas piezas son todas medibles y que no cumplen la
condicién (c). Estas particiones, no son particiones medibles, de acuerdo a esta
definicién, a pesar que sus piezas son todas medibles, porque no esta generada
por ninguna colecciéon numerable de particiones con piezas medibles.

Ejercicio 5.1.2. Probar que si P es una particiéon con piezas medibles, y si P
es finita o infinita numerable, entonces P es una particién medible.

En los siguientes ejercicios veremos ejemplos de particiones medibles y no me-
dibles, con una cantidad no numerable de piezas:

Ejercicio 5.1.3. Sea X = [0, 1]2. Para cada (7o,%0) € X se denota S(zo, yo) :=
{(z,y) € X : © = x0} al segmento vertical de X que se obtiene seccionando X
con la recta x = x¢ constante.

(a) Probar que la foliacion F := {S(x,9)} (4,y)ex €s una particién medible de
X. (Sugerencia: considerar la colecciéon numerable {E), ;}n>1,1<i<n de borelia-
nos B, ; = [(i —1)/n,i/n) x [0,1] sii <n, E,,:=[n—-1)/n,1]x[0,1].)
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(b) En el intervalo [0,1] sea K = NI K, el conjunto de Cantor de los
“tercios mitad”, i.e. Ko = [0,1] y K41 se obtiene de K,, retirando de cada
intervalo cerrado I que forma a K, el subintervalo abierto con punto medio en
el punto medio de I y con longitud (1/3)long(I). Sea en X, la particién {P} =
{P(2,y)}(z,y)ex definida por P(xo,y0) = S(x0,%0) si o € K,y P(xo,y0) :=
{(z,y) e X : v ¢ K} sizg¢& K. Probar que P es una particién medible en X.
(c¢) Sea ¢ :X +— Y un homeomorfismo. Sea en Y la foliacién

G = {&(S(E (2, ¥))}wyev- (Se dice que 71 es una trivializacién C° de la
foliacién G). Probar que G es una particién medible.

(d) Sean X e Y espacios métricos compactos, y sea en X x Y la particién
F ={8(2,9)}(z,y)ex xy por secciones verticales S(xo,%0) := {(v,y) € X x Y :
x = zp}. Probar que F es una particién medible.

Ejercicio 5.1.4. Sean (X, .A) e (Y, B) dos espacios medibles. Sea £ : X — YV
una transformacién bimedible. Sea en X una particién
P = {P(z)}rex cualquiera (no necesariamente medible). Sea en Y la particién
Q = {¢(S(¢71(y)))}yey. Probar que P es particién medible si y solo si Q lo
es.
Ejercicio 5.1.5. Sea f : Diff ®°(T?) en el toro T? el autormorfismo lineal
f= < ? 1 > ( méd. Z?). Sea W¥(p) la variedad inestable (global) por cada
punto p € T?, i.e.:

We(p) ={geT*: lim dist(f~"(p).f "(q)) = 0}.

n—-+o0o

(a) Probar que W"(p) es un conjunto medible para todo p € T?.
(b) Probar que la particién P := {W"(p)} er2 no es medible.
Sugerencia: Considerar la medida de Lebesgue m en el toro. Chequear que
m(W"(p)) = 0 para todo p. Sea E C T? medible con m(E) > 0 y tal que si
p € E entonces W (p) C E. Probar que m(E) = 1 (Recordar que T? = R?/Z2.
Tomar un levantado E a R? del conjunto E: si p € E entonces toda la recta
con direccién inestable en R? que pasa por D estd contenida en E. Mirar la
interseccién de E con cada recta horizontal de altura entera en R2. Proyectar
todas esas intersecciones, siguiendo las verticales en R2, sobre una sola recta
horizontal. Observar que esa proyeccién (méd. 1) en [0,1] = R/Z, es invariante
con la rotacién irracional y tiene medida de Lebesgue positiva en el intervalo.)
De la propiedad m(E) = 0 6 m(E) = 1, deducir que para m-c.t.p. p € T? no se
puede verificar la condicién (c3) de la Definicién 5.1.1) de particién medible.

Ejercicio 5.1.6. (a) Probar que si P y Q son dos particiones medibles, entonces
PV Q es una particién medible. (Sugerencia, construir P, V Q,, donde P,, y
Q,, son las particiones finitas que satisfacen, para P y Q respectivamente, la
condicién (c) de la Definicién 5.1.1.)
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(b) Probar que si Q es medible, entonces P es medible si y solo si PV Q es
medible.

Espacio cociente por una particion medible.

Dada una particién medible P = {W(z)},cx de (X, B) consideramos el conjun-
to cociente X/ ~ por la relacién de equivalencia x ~ y siy solo si W(x) = W(y).
Denotando [z] a la clase de equivalencia que contiene a x, tenemos

X/ ~={[al}sex donde [2] = W(a)

Dotamos el conjunto X/ ~ de la estructura medible cociente, definiendo la
sigma-dlgebra:

(X)~, Al ~): Ae A/~ siysolosi

A={zeX:W()c A} c A

Para cada W (z) € X/ ~, es decir, en cada pieza W (z) de la particién medible
P, definimos la sigma-algebra Ay () que resulta de restringir la sigma-algebra
A a W(x). Esto es:

(W(x), Aw)): YVACW(x), A€ Ay siysolosi Ac A

Teorema 5.1.7. Desintegracién Medible (Teorema de Rohlin)

Sea X un espacio métrico compacto y sea A la sigma-dlgebra de Borel. Sea
{W(x)}zex una particion medible. Sea p una medida de probabilidad en (X, A).
Entonces:

(1) Euwiste una medida de probabilidad [i en el espacio medible cociente X/ ~,
tal que para fi-c.t.p. W(z) € X/ ~, existe una medida de probabilidad p"®)
en el espacio medible (W (x), Aw (), tal que:

e Para todo A € A:

[owan=[ (] W™ @)di (5.)
X [z]€X/~ yElz]=W(x)

e Mds en general, para toda ¢ € L*(p):

/X = /[af]EX/N " </yé[x]=W(af) v dluW(x)) ' o2

(ii) La medida de probabilidad [1, y para [i-casi todas las piezas W (z) € X/ ~,
las medidas de probabilidad V" ®) que verifican las igualdades (5.1) y (5.2),
son unicas.
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La prueba original del Teorema de Rohlin se encuentra en [79], o también en
[78]. La demostracién se encuentra reformulada también, por ejemplo, en [48]
o en [96].

El teorema de Rohlin generaliza a un contexto medible, y para cualquier medida
de probabilidad, el teorema de Fubini que vale para la medida de Lebesgue en
un rectangulo de R* x R?. En efecto, por el Teorema de Fubini en un rectangulo,
la integral con respecto a la medida de Lebesgue se obtiene como la integral
doble en una seccién “horizontal” del rectangulo, de las integrales sobre las
secciones “verticales,” con respecto a las medidas de Lebesgue a lo largo de
dichas secciones, respectivamente.

Definicion 5.1.8. Medidas condicionales

En las hipStesis y conclusiones del Teorema 5.1.7 de Rohlin, las medidas p"
se llaman medidas condicionales de p a lo largo de las piezas W de la particion
P.

También las llamamos, en breve medidas P-condicionales de p, o si la particion
estd clara en el contexto, simplemente medidas condicionales de p.

Observar que cada medida condicionada p" estd soportada en una pieza W,
es una probabilidad (es decir "' (W) = 1). Ademéds, u"V estd definida para
ji-casi todas las piezas W de la particién P, y no necesariamente para todas
las piezas.

Continuidad absoluta de las medidas condicionales.

Cuando el espacio métrico X tiene una estructura de variedad compacta y
riemanniana M (es decir X = M), y si las piezas W de la particién medible P
son subvariedades de M, se considera, como medida privilegiada a lo largo de
cada una de estas subvariedades, la medida de Lebesgue en W, que denotamos
m".

En un contexto general, las medidas condicionales "' de p a lo largo de las
piezas W de la particién P, podrian no tener relaciéon con las medidas de
Lebesgue m" a lo largo de estas piezas. Sin embargo, dentro de la Teoria
de Pesin que veremos en la préxima seccién, tienen especial importancia las
medidas g que cumplen la siguiente definicion:

Definicién 5.1.9. Se dice que p tiene medidas P-condicionales absolutamente
continuas cuando para [i- casi toda pieza W de la particién P, se cumple:

V< m", e pV(4) =0sim"(A) =0,

donde A C W es medible, W es una subvariedad u-dimensional de M, y m"
es la medida de Lebesgue u-dimensional a lo largo de la subvariedad W.
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5.2. Medidas de Gibbs

Definicién 5.2.1.

Medidas condicionales inestables

Sea M una variedad compacta y riemanniana y sea f :€ Diff *(M ) tal que el
siguiente conjunto

Wh(z) = {y € M ln_dist(f ™" (z), /" (y)) = 0} (5.3)

es, por hipétesis, una subvariedad C! inmersa en M para p-casi todo punto
x € M, para cierta medida de probabilidad p invariante con f. Bajo esta
hip6tesis W (z) se llama subvariedad inestable global por el punto x. Debido
a la continuidad de f, es inmediato chequear que f~*(W¥(z)) = W“(f~!(z))
para todo x € M.

Sea Bj una bola (compacta) de radio suficientemente pequeno con u(Bj) > 0,
y sea en ella la particion F§ = {Wy*(x)}zenm definida como sigue:

o Wi(z) = c.cy(W"(xz) N Bs(x)) es la componente conexa que contiene al
punto z de la interseccién W*(x) N Bs(z), para todo punto « tal que W"(z) es
una subvariedad C'-inmersa en M (es decir para p-c.t.p x € M). Por hipétesis,
esta subvariedad W (z) estd C'-encajada en M para p-c.t.p. x € Bs. Se llama
subvariedad inestable local por el punto x.

e Abusando de la notacién, para los restantes puntos x € Bs, denotamos
Wi(z) = {y € Bs: no existe subvariedad inestable por el punto y}. Por
construccién, esta unica pieza de la particion F* (que no es necesariamente
una variedad) tiene p-medida cero.

Rescalando p para que u(Bjs) = 1, tenemos lo siguiente:

Si la particion F* = {W3(p) }pe, de subvariedades inestables locales asi cons-
truida, fuera una particiéon p-medible, llamamos medidas condicionales ines-
tables de p, a las medidas condicionales Vs ®) de 1 a lo largo de las piezas
Wi (p) de esa particién, es decir a lo largo de las variedades inestables locales.
Por simplicidad en la notacién escribiremos pu* = p"s' a las medidas condi-
cionales inestables, y m* = m"s a las medidas de Lebesgue a lo largo de las
subvariedades inestables Wy'.

Definicion 5.2.2. Medidas condicionales inestables absolutamente con-
tinuas. En el contexto de la Definicién 5.2.1, una medida u se dice que tiene
medidas condicionales inestables absolutamente continuas cuando

Mu<<mu

para [i- casi toda variedad inestable local Wj* de la particién F*, donde i y p*
son las medidas del Teorema 5.1.7 de desintegracién de Rohlin en la particiéon
de variedades inestables locales.
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Se recuerda que, por definicién, dadas dos medidas vy y 1o, se dice que 14
es absolutamente con respecto de vo, y se denota v1 < v cuando para todo
boreliano A se cumple

VQ(A) =0 = Vl(A) =0.

Dos medidas finitas vy y v cumplen v; < vo si y solo si existe una funcién
h € L'(vy), lamada derivada de Radon-Nikodym de vy con respecto de vy, tal
que para todo conjunto medible A se cumple

n(A) = /A hdus.

(Ver por ejemplo [26, page 85] o [80, page 113].)

Luego, si p tiene medidas condicionales inestables absolutamente continuas,
entonces para j-c.t.p. * € M existe una funcién h, € L'(m¥), donde mY es la
medida de Lebesgue a lo largo de la variedad inestable local Wj(z), tal que la
medida condicional inestable p% a lo largo de Wi (x) cumple:

(AN Wi(z)) = / e )XA(?J) ha (y) dmz (y)

para todo boreliano A C M.

Definicion 5.2.3. Medidas de Gibbs

Sea M una variedad compacta y riemanniana y sea f € Diff * (M). Una medida
de probabilidad p f-invariante se dice que es medida de Gibbs cuando cumple:
(i) Para p-c.t.p. & € M el conjunto definido por la igualdad (5.3) es una
subvariedad C'-inmersa en M (subvariedad inestable global por el punto z).
(i) Para § > 0 suficientemente pequenio, si Bs C M es una bola compacta
de radio radio ¢ tal que u(Bs) > 0, entonces la siguiente familia de variedades
inestables locales, es una particién u-medible

Fo={Ws'(x)}gep,, donde Wg'(x) := c.c.e(W“(z) N Bs).

(c.c., denota la componente conexa que contiene al punto ).
(iii) p tiene medidas condicionales inestables absolutamente continuas, de
acuerdo a la definiciéon dada en el tdltimo parrafo de 5.2.1

Veamos ahora que la propiedad de tener medidas condicionales absolutamente
continuas a lo largo de las piezas de una particién, se transmite de una medida
invariante p a sus componentes ergddicas, y reciprocamente. Por lo tanto una
medida invariante p es de Gibbs, si y solo si sus componentes ergédicas son
medidas de Gibbs.
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Corolario 5.2.4. del Teorema de Rohlin

Sea f: X — X continua en el espacio métrico compacto, sea p una medida
de probabilidad f-invariante y sea P = {W(x)}rex una particion medible y
[-invariante (i.e. f~1 (W (z)) = W(f~!(x)) para todo x € X).

Entonces:

(a) Las medidas condicionales "V de p a lo largo de las piezas W de P, y
la medida inducida [ por p en el espacio cociente X/ ~ de la particion, son
medidas invariantes con f.

(b) ,uzv(x) =@ para p— ctp. x € M, donde W(x) denota la pieza de
la particion P que contiene al punto x, y p, denota la componente ergddica
de la medida 1 a la que pertenece el punto x segin el Teorema 2.6.2 (es decir,
lim,, 400 (1/n) Z;l;()l d¢i(x) = Mz en la topologia débil estrella).

(c) Si ademas X = M es una variedad compacta y riemanniana, f € Diff *(M),
y P = {Ws(x)}zem es una particién medible de la bola Bs(x) formada por
subvariedades Ws(x) C' inmersas en M para p-c.t.p. z € X, entonces:

e Las medidas condicionales "V de u son absolutamente continuas a lo largo
de las subvariedades W € P si y solo si para p-c.t.p. ¢ € X las medidas
condicionales p}¥ de las componentes ergédicas p, de u, son absolutamente
continuas.

e 1, es una medida de Gibbs si y solo si las componentes ergddicas i, de p
son medidas de Gibbs para p-c.t.p. x € M.

Demostracion. (a) Por el Teorema 5.1.7 de Rohlin y la f-invariancia de
tenemos, para todo conjunto medible A:

1(A) :/ dﬁ/ xa(x)dp™W®) =
[x]eX/~ z€[z]

- / (uW(I)(W(x)ﬂA) dji =
[z]eX/~
= u(f1(A) = / di / Xty () AV @ =
[z]eX/~ z€x]

_ /MEX/N (W (W) 0 5 (4)) dp. (5.4)

Las medidas de probabilidad "' (*) estan definidas para fi-casi toda pieza de la
particién P. Para las otras piezas tomamos por convencion cualquier medida de
probabilidad soportada en ellas. De esta forma tenemos definidas p"V'(*) para
todo z € M.

Debido a la f-invariancia de las piezas W € P, se cumple:

W(z) N f7H(A) = fFTHW(f(2)) N A)
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Definimos la siguiente medida (V' ®))* a lo largo de la pieza W (y) para todo
ye M:
(W) (B) = p IO (F7H(B)) ¥ B € A,

donde A denota la sigma-dlgebra de Borel en X. Entonces:
p O W (@) fHA) = (W)W (f(2) 0 A),

y sustituyendo en (5.4) obtenemos

p = [ () W) 0 ) di =
[z]e X/~

- /MEX/N (@) (W) 0 4)) @), (5.5)

donde (f2)* es la medida de probabilidad en X/ ~ definida por

[edi = [eosin v oeri@,

(En la tltima igualdad f : X ~— X ~ denota la aplicacién que lleva la pieza
W € P en la pieza f~1(W)). De (5.5) deducimos

p= [ (e na) e =

—[ @[ @)y vaca
[ylex/~ y€Ely]

Luego hemos encontrado otra desintegracion de Rohlin de la medida g con
respecto a la particiéon P. Por la unicidad de las medidas de probabilidad i y
" de la desintegracion de Rohlin, se cumple

@) =g, p=Erde)s

demostrando la f-invariancia de i y de p".
(b) Para todo conjunto A € A, por el Teorema de Descomposicién Ergddica
(Teorema 2.6.2) tenemos:

n() = [ o) d.

Por el Teorema de Descomposiciéon de Rohlin, aplicado a cada medida ergddica
e, s€ cumple:

M(A) = /,uac(A) du :/ d/},/ dﬁw/ XA du‘;‘/(y) _
zeX lylex/~ y€ly]
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—[ @ add, (5.6)
[ylex/~ y€E(y]

donde la medida de probabilidad 7 en el espacio cociente X/ ~, A estd definida

por:
[oear=[ ([ elbhdn) du ¥ eeLi@.
X/~ z€X lylex/~

Luego, la igualdad (5.6) es una descomposicién de Rohlin de la medida p con
respecto a la particiéon P. Por la unicidad de las probabilidades de la descom-
posicién de Rohlin, concluimos que i = 7y pulV = p'.

(¢) Como consecuencia de la parte (b) p"V < m"W siy solo si /v < mW.
En el caso particular en que la particion medible P es la particién de una bola
B C M en variedades inestables locales, obtenemos que i es medida de Gibbs
siy solo si i, lo es para p-c.t.p. x € M. O

5.3. Relaciéon entre medidas de Gibbs y SRB

En esta seccién asumimos que M es una variedad compacta y riemanniana y
que f € Diff "**(M). Algunos de los teoremas que veremos en esta seccién
se obtienen de resultados de la Teoria de Pesin, bajo la hipétesis de que f
es de clase C'T, Pero son falsos si f es solo de clase C''. En particular las
condiciones de continuidad absoluta de las medidas condicionales inestables
(existencia de medida ergédica de Gibbs que es también SRB) no rige para
todo f € Diff '(M).

Mas adelante, en las secciones posteriores de este capitulo, veremos algunas
formas de reformular los resultados de esta seccion, generalizando algunas de-
finiciones (mediante la introduccién de las medidas SRB-like) y modificando
adecuadamente los enunciados, para que sean aplicables a todo difeomorfis-
mo de clase C! en la variedad M (y més atn, algunos de ellos son aplicables
también a transformaciones continuas f : M — M).

Teorema 5.3.1. de Gibbs implica SRB o fisica

Sea f € Diff "T*(M) y sea p una medida invariante hiperbdlica.

St es una medida de Gibbs, entonces las componentes ergédicas de p son
medidas SRB o fisicas.

En el parrafo 5.5.3 veremos la demostracion de este Teorema, reduciéndola a
resultados de la Teoria de Pesin. También se puede encontrar la demostracién
del teorema 5.3.1 en [69] o en [11, Proposition 11.24].

Es cierto también el reciproco del Teorema 5.3.1, bajo hipdtesis de O+
hiperbolicidad uniforme: si las componentes ergddicas de una medida invariante
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w1 son medidas SRB o fisicas, entonces 1 es una medida de Gibbs. Més preci-
samente:

Teorema 5.3.2. SRB ergddica implica de Gibbs

Sea f € Diff 1+°‘(M), sea N C M wun atractor ergddico uniformemente hi-
perbdlico, y sea pu la medida ergddica SRB o fisica soportada en A (de acuerdo
a la Definicién 4.4.2 de atractor ergédico).

Entonces p es medida de Gibbs.

El Teorema 5.3.2 es consecuencia del siguiente Teorema de Pesin-Sinai, que de-
muestra la existencia de medida SRB ergddica, bajo hipdtesis de hiperbolicidad
uniforme en el contexto O+

Teorema 5.3.3. [Pesin-Sinai, [67]]

Sea f € Diff 1+°‘(M). Sea A un atractor topoldgico uniformemente hiperbdlico.
Entonces:

Ezxisten medidas SRB-ergddicas soportadas en A. Toda medida SRB ergédica
soportada en A es de Gibbs. Reciprocamente, toda medida ergodica de Gibbs
soportada en A es SRB. (cf. Teorema 5.3.1).

En el caso particular que f sea Anosov, demostraremos este resultado més
adelante en esta seccién (Teorema 5.3.4).

Generalizacién del Teorema 5.3.3 para difeomorfismos C'T® no uni-
formemente hiperbdlicos

La implicacion SRB-ergddica = Gibbs, como en el Teorema 5.3.3 de Pesin-
Sinai, rige atn en hipotesis més generales que la hiperbolicidad uniforme que
nosotros enunciamos en ese Teorema, asumiendo siempre que f € Diff 1+O‘(M ).
En efecto, el atractor topolégico A puede no ser hiperbdlico, sino que alcanza
que sea parcialmente hiperbdlico (ver Definicién, por ejemplo en [11, Definition
B.3, page 289]). Puede ser no uniformemente hiperbdlico con singularidades,
como el atractor de Lorenz [66], por ejemplo.

Para los difeomorfismos parcialmente hiperbdlicos, las medidas invariantes
no son necesariamente hiperbodlicas, sino que puede existir un subespacio de
Oseledets con exponente de Lyapunov igual a cero. Sin embargo, puede existir
una separacion acotada uniformemente lejos de cero, entre los exponentes de
Lyapunov positivos y los no positivos.

La demostracién de Pesin-Sinai del Teorema 5.3.3 se encuentra en [67] para
difeomorfismos C't-parcialmente hiperbdlicos; en particular para los que son
uniformemente hiperbdlicos 6 Anosov. También puede encontrarse la demos-
tracién general para difeomorfismos C1T® parcialmente hiperbdlicos, en [11,
Theorem 11.16].

Observemos que la hiperbolicidad parcial no implica que la medidas invariantes
sean hiperbdlicas, y por lo tanto, aunque existan medidas de Gibbs ergddicas, no
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podremos aplicar el Teorema 5.3.1 para deducir que estas son SRB. En general,
el problema de existencia de medidas SRB para difeomorfismos parcialmente
hiperbdlicos, estd esencialmente abierto. Recientemente, en [97] se demuestra
que los difeomorfismos parcialmente hiperbdlicos con dimensién central 1 (1
es la dimension del subespacio de Oseledets con exponente de Lyapunov igual
a cero), O genéricamente existe una, y a lo sumo una cantidad finita, de
medidas ergédicas SRB cuyas cuencas de atraccién estadistica cubren Lebesgue
c.t.p.

Los difeomorfismos hiperbdlicos son un caso particular de los llamados difeo-
morfismos con splitting dominado. La definicién, los enunciados y las demostra-
ciones de propiedades dindmicas topoldgicas de los difeomorfismos con splitting
dominado se encuentran en [71]. El problema de existencia de medidas SRB
para los difeomorfismos con splitting dominado, salvo en casos particulares,
estd esencialmente abierto.

Otro caso en el que la existencia de medidas SRB se ha estudiado, es el de los
llamados difeomorfismos derivados de Anosov. La demostracion de la misma
tesis del Teorema 5.3.3 para difeomorfismos derivados de Anosov transitivos
con exponente de Lyapunov positivo y de clase C'T®, v ademds la unicidad
de su medida SRB, fueron dadas por M.F. Carvalho en [19] (o también, més
detalladamente explicadas, en [18]).

También existen otras generalizaciones del Teorema 5.3.3 para ciertas clases de
difeomorfismos no uniformemente ni parcialmente hiperbélicos ni derivados de
Anosov y que no tienen splitting dominado (por ejemplo en [31], [25] ¥ [22]).
Estas clases de difeomorfismos tienen C" regularidad para valores de r > 2
suficientemente grande y se componen de ciertos difeomorfismos f1 llamados
casi-Anosov, que estén en el borde de los de Anosov en el espacio Diff " (M) para
cierto r > 1 suficientemente grande. Por definicién, un difeomorfismo f; es casi
Anosov, o almost Anosov, si f1 se obtiene por medio de una isotopia (es decir,
por medio de una deformacién continua f; € Diff "(M) para t € [0,1] C R),
tal que f; es de Anosov transitivo para todo 0 < ¢ < 1. La isotopia en un
casi-Anosov debe cumplir la siguiente condicién: el splitting 7, M = S. & U}
es un splitting uniformemente hiperbélico de f; para todo t € [0, 1) fijo, y para
todo € M. Ademds, por hipdtesis, existe una érbita o(xg) tal que para todo
x & o(xp) existe un splitting S! @ U} invariante por f1, obtenido como el limite
cuando ¢ — 1 del splitting hiperbélico de St @ U?. Finalmente, el difeomorfismo
f1, o bien posee también un splitting (no hiperbélico) definido como S* & U?,
donde S! = lim,_,;- S', U! = lim,_,;- U? (cuando existen dichos limites en
la 6rbita de zp y son mutualmente transversales); o bien existen dichos limites
pero son tangentes; o bien no existen.

La existencia de una tnica medida de Gibbs ergédica que es SRB, en ejemplos
del primer caso de difeomorfismos C? casi-Anosov, es demostrada en [19], donde
x es un punto fijo por f; para todo 0 <t < 1, y los exponentes de Lyapunov
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en U;o (para t = 1) son estrictamente positivos. En cambio, en el ejemplo
de casi-Anosov también del primer caso, estudiado en [35], se prueba que no
existe ninguna medida de probabilidad de Gibbs, si se toma como foliacién
inestable, la formada por las C''-subvariedades que son tangentes a E! en todo
punto € M. En este ejemplo, el difeomorfismo fi, de clase C? casi-Anosov, se
construye tomando xg en un punto fijo, pero tal que los exponentes de Lyapunov
en U;o son nulos. Sin embargo, atin en este ejemplo, en [35] se demuestra que
existe una tnica medida SRB ergddica y que su cuenca de atraccién estadistica
cubre Lebesgue casi todo punto.

En el segundo caso de difeomorfismos casi-Anosov, en el toro T2, [25] prueba
la existencia de la medida de Gibbs ergédica que es SRB, cuando o(xg) es una
6rbita no peridédica (mds precisamente una 6rbita de tangencia heteroclinica).
También en el segundo caso (cuando S; y U son tangentes) y en T2, la
existencia y unicidad de una medida SRB ergddica con cuenca de atraccion
que cubre Lebesgue-c.t.p., es demostrada en [22], cuando zg es un punto fijo
(no hiperbélico) para f; de clase C2, y ademds una de las derivadas segundas
parciales de f1 en xzq se anula. Este caso incluye los ejemplos de difeomorfismos
casi-Anosov en el toro bidimensional introducidos por Lewowicz en [50], en los
que las direcciones estable e inestable en un punto fijo zy para t < 1, se hacen
tangentes cuando el pardmetro ¢ de la isotopia alcanza el valor 1 (sin saber a
priori si los exponentes de Lyapunov en casi todo punto diferente de xg, son o
no son, diferentes de cero).

El tercer caso de difeomorfismos casi-Anosov, en que los limites S3 vy Uz, no
existen, es estudiado en [31] cuando zg es un punto fijo, f es de clase C" para
r > 2 suficientemente grande, y se cumplen ciertas hipdtesis sobre las derivadas
de orden mayor que 1 en xg.

Estos resultados parciales, fueron obtenidos en subclases muy particulares de
difeomorfismos casi-Anosov. La dificultad grande para demostrar la existencia
de medidas SRB, cuando no se tienen a priori hipdtesis de existencia de una
constante uniforme que separe los exponentes de Lyapunov positivos de los no
positivos, provoca que el problema general de existencia de medidas SRB para
los casi-Anosov, permanezca ain mayormente abierto.

Ahora re-enunciamos el Teorema 5.3.3 en el caso particular de
f € Diff ' (M) difeomorfismo de Anosov. Més precisamente:

Teorema 5.3.4. .

(Sinai-Pesin para difeomorfismos de Anosov de clase C'T%)

Sea f € Diff "t*(M) un difeomorfismo de Anosov. Entonces:

(a) Euxisten medidas ergddicas SRB (o fisicas).

(b) Toda medida SRB (o fisica) es de Gibbs ergddica, y reciprocamente

(c) La union de las cuencas de atraccion estadistica de las medidas SRB cubren
Lebesgue c.t.p. © € M.
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(d) Si ademds f es topoldgicamente transitivo, entonces existe una Unica
medida SRB, es ergddica y de Gibbs, y su cuenca de atraccion estadistica cubre
Lebesgue c.t.p. © € M.

Demostraremos el Teorema 5.3.4 mas adelante en esta seccién, en el parrafo
5.7.2.

Corolario 5.3.5. Sea f € Diff 1"’0‘(M) de Anosov transitivo que preserva la

medida de Lebesque m. Entonces, m es ergodica, es la unica medida SRB de f
y es de Gibbs.

Demostracion. Por la parte (d) del Teorema 5.3.4, Lebesgue c.t.p. x € M

cumple
n—1

, 1
5 2 Ot = i

j=0
donde p es la tnica medida SRB de f, es ergddica y de Gibbs.
Por el Teorema 2.6.2, como la medida de Lebesgue m es invariante, entonces
para m-c.t.p. x € M

1 n—1
ngl-ir-loc E Z;) 5fj(ﬂlf) = My,
Jj=

donde m, es la componente ergddica de m a la que pertenece f.

Cuando existe, el limite de una sucesién de medidas de probabilidad en la to-
pologia débil estrella, es tinico (esta es una propiedad de todo espacio métrico).
Concluimos que m, = pu para m-c.t.p. x € M. Dicho de otra forma, la descom-
posiciéon ergddica de m tiene una tinica componente ergddica que es p. Entonces
m = u, como queriamos demostrar. O

Observacion 5.3.6. En la demostracion del Teorema 5.3.4, probaremos ademas
los siguientes resultados:

Las medidas condicionales inestables pl de cualquier medida j1 que sea SRB
(para un difeomorfismos de Anosov de clase C1T) no solo son absolutamente
continuas respecto a las medidas de Lebesgue inestables mY (a lo largo de las
respectivas variedades inestables locales W' (x) para p-c.t.p. & € M), sino que
son ademdas equivalentes a estas; es decir:

e < my, pe<<my p—ctp.x € M.

Ademds, la derivada de Radon-Nikodym dul/dm? (es decir la densidad de las
medidas condicionales inestables) es una funcion continua hy(y) y positiva, y
esta definida por:

u +0o 14 j "
(;lm%(y) = hx(y) Izg% c CO(M,R+) 4 —ctp. z €M,
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donde J*(x) := |det(df,|pv

se llama Jacobiano inestable de f en el punto x.

Cuando intentamos generalizar el Corolario 5.3.5 a difeomorfismos no unifor-
memente hiperbdlicos que preservan la medida de Lebesgue, el método de de-
mostracién que usamos para los Anosov transitivos no funciona si uno no sabe
a priori, o demuestra primero, la existencia de una medida SRB:

Conjetura 5.3.7. (Viana [94]) Sea [ un difeomorfismo que preserva la me-
dida de Lebesgue m. Si m es una medida hiperbélica (cf. Definicién 3.10.3)
entonces existe alguna medida SRB.

La demostracién de la conjetura de Viana, o el hallazgo de un contraejemplo,
es un problema abierto.

5.4. Sobre la Formula de Pesin para la entropia

Como consecuencia de los teoremas 5.3.1 y 5.3.2, la bisqueda de medidas SRB
o fisicas en el caso de difeomorfismos de clase C'' mds Holder, se centra en la
busqueda de medidas de Gibbs, o sea, de medidas invariantes cuyas medidas
condicionales inestables sean absolutamente continuas (ver Definiciones 5.2.1
y 5.2.3). Por ese motivo, la caracterizacién de las medidas invariantes que son
medidas de Gibbs, adquiere en el contexto C1T® especial relevancia. Una tal
caracterizacién estd dada por la igualdad del siguiente Teorema 5.4.1, llamada
Formula de Pesin para la entropia.

Entropia métrica Para poder enunciar la Férmula de Pesin, introducimos
brevemente el concepto de entropia métrica h,(f) de una transformacién con-
tinua f : M — M con respecto a una medida de probabilidad p invariante con
f. La definicion de entropia métrica, y el estudio de las primeras propiedades
que dan su forma de calculo para difeomorfismos de Anosov, son debidos a
Kolmogorov [46] y a Sinai [85]. La definicién precisa y sus propiedades, puede
encontrarse ademds, por ejemplo en [98, §4.4], [54, Capitulo 4], [40, pag. 168-
170], [88], [87, pag. 55-76], [37, §4.1-4.2], [41, Chapter 3], o [42], entre muchos
otros textos que tratan matemdticamente el concepto de la entropia métrica
para los sistemas dinamicos.

Para comprender los enunciados siguientes, admitase que tenemos definido un
ndmero real no negativo h,(f) > 0, llamado entropia métrica de f con respecto
de la medida de probabilidad f-invariante u, que depende solo de f y de uy
tal que h,(f) es invariante por isomorfismos de espacios de medida. El nimero
hu(f), por la forma en que se define, mide con respecto a la probabilidad
1, la tasa exponencial maximal en que los iterados futuros de f desordenan
los pedazos de cualquier particion finita P del espacio M, ponderados con la
probabilidad p.
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M4s precisamente, consideremos la particién P,, := \/;-:01 f77(P), definida por
la siguiente condicién: x,y € A € P, si y solo si para todo 0 < j < n —1
existe Pj € P tal que =,y € P;. Cada pedazo diferente de esta particién P,,, es
el conjunto de puntos x que mutuamente se acompanan dentro de un mismo
pedazo de P, al ser iterados hacia el futuro. Cuando mayor es la cantidad de
pedazos diferentes de la particién P,, al crecer n, mas desordena el iterado f"
a las orbitas en el espacio, en relacién a la particién inicial P.

Se define

1
hu(f,P) :=limsup — Z 1(A)log u(A).

n
n—-+oo AEP,

> aep, H(A)log u(A) es un promedio ponderado de logaritmos. Luego, se in-
terpreta como un exponente (ponderado). Entonces, al dividirlo entre n, da
una tasa o coeficiente de crecimiento exponencial con n. Por este motivo, ese
cociente se interpreta como la tasa o velocidad de crecimiento exponencial con
n (hasta el instante n), del “desorden espacial” que producen los iterados de
f, ponderado con la medida de probabilidad u. Por lo tanto, intuitivamente
hablando, h,(f,P) es la tasa exponencial, y-ponderada y asintética, en que
los iterados de f (mejor dicho p-casi toda érbita de f) desordenan a la parti-
cion inicial P con la que mirabamos, como referencia, la distribucién de puntos
iniciales.

Finalmente, se define la entropia métrica

hlt(f) ‘= sup hu(f? P),
PeP

donde P denota el conjunto de todas las particiones finitas de M en piezas
medibles.

Luego h,(f) > 0 puede interpretarse como la tasa exponencial asintética ma-
ximal de crecimiento del desorden espacial de f™ al hacer n — 400, ponderada
con la probabilidad . Si h,(f) > 0, el sistema restringido al soporte de p se
llama cadtico en sentido medible. Cuanto mayor es h,,(f), mds rapidamente se
desordena el espacio al iterar f.

Luego, al observador que quiera cuantificar el caos, interesan, si existen, aque-
llas medidas de probabilidad invariantes p que maximicen la entropia métrica
h,(f) en relacién al valor esperado de cierta funcién real, llamada potencial (el
cual, gruesamente hablando, cuantifica el significado de “optimizar la observa-
cién del caos”). Estas medidas que maximizan la diferencia entre la entropia
métrica y el valor esperado de una funcién potencial, se llaman estados de equi-
librio. Su estudio se constituye en la sub-teoria, dentro de la teoria ergédica de
los sistemas dindmicos, llamada formalismo termodindmico (ver por ejemplo
[41, Chapter 4]).
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Teorema 5.4.1. [Pesin] Férmula de Pesin para la entropia
Sea f € Diff 1""X(M) que preserva una medida p hiperbolica y de Gibbs. En-

tonces
dim(M)

/ Z X7 (x) dp, (5.7)

donde h,(f) es la entropia métrica de f con respecto de i, y

Xi () = mdx{0, xi(x)},

siendo {Xi}1<i<dim(am) l0s exponentes de Lyapunov de f en el punto x, repetido
cada uno de ellos tantas veces como la dimension del espacio de Oseledets E
correspondiente.

Se recuerda que, por el Teorema de Oseledets, p-c.t.p. es regular. Por lo tanto

dim(M)

existe la funcién real no negativa » . Xi (z) y es medible. Si ninguno de

los exponentes de Lyapunov y;(x) positivo, resulta Z?IT(M) Xi (z) =0.

La demostracién de la Férmula de Pesin se encuentra en [65]. Una prueba di-
ferente que prescinde de la propiedad de continuidad absoluta de la foliacién
estable se encuentra en [56]. La demostracién también se encuentra, por ejem-
plo, en [8, Theorem 5.4.5]. Finalmente, en [93] se generaliza el Teorema 5.4.1
para difeomorfismos C'-genéricos.

Si una medida p satisface la férmula de Pesin, entonces ella mide 6ptimamente
el caos medible del sistema en relaciéon al valor esperado de la suma de los
exponentes de Lyapunov positivos. En efecto, la igualdad (5.7) da el maximo
posible de la entropia métrica h,(f) en relacién a ese valor esperado, ya que
para toda aplicacién de clase C' rige la siguiente cota superior de hu(f):

Teorema 5.4.2. Desigualdad de Margulis-Ruelle [57], [83]
Sea f: M v+ M de clase C'. Sea p una medida de probabilidad invariante por

f. Entonces
dim (M)

ne | > @ (5.8)

donde h,(f) es la entropia métrica de f con respecto de i, y

Xi (@) = mix{0, xi(=)},

donde {Xi}1<i<dim(nm) s0n los exponentes de Lyapunov de f en el punto x, repe-
tido cada uno de ellos tantas veces como la dimension del espacio de Oseledets
E? correspondiente.

La demostracién de la Desigualdad (5.8) de Margulis-Ruelle se puede encontrar
en [83], o también en [8, Theorem 5.4.1].
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La férmula de Pesin, caracteriza a las medidas de Gibbs, debido al siguiente
reciproco del Teorema 5.4.1:

Teorema 5.4.3. [Ledrappier-Young, [49]]
Sea f € Diff >(M) y sea pu una medida invariante tal que

dim(M)
Z Xi(z) >0 p—ctp ze M.

i=1

Si se verifica la Formula de Pesin (5.7) de la entropia métrica h,(f), entonces
la medida 1 es de Gibbs, es decir, p tiene medidas condicionales inestables
absolutamente continuas.

La demostracién del Teorema 5.4.3 se encuentra en [49], y también en [48] con
la hipotesis adicional de g hiperbdlica.

Corolario 5.4.4. Sea A un atractor topologico uniformemente hiperbolico de
fe Dz’ﬁz(M). Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) p es una medida ergédica SRB (o fisica).

(ii) p es una medida ergddica de Gibbs.

(iii) p es una medida ergddica que satisface la Formula (5.7) de Pesin para la
entropia.

Demostracion. Se obtiene inmediatamente de reunir los Teoremas 5.3.3, 5.4.1
y 5.4.3. |

5.5. Demostracion del Teorema 5.3.1

Para poder demostrar los Teoremas 5.3.1 y 5.3.4, necesitamos introducir algu-
nos resultados relevantes de la llamada Teoria de Pesin: Esta teoria estudia el
comportamiento de pi-casi toda érbita, para f € Diff 1T (M) donde p es una
medida de probabilidad f-invariante e hiperbdlica. Es decir, la regiéon de Pesin
Y (i.e. el conjunto de los puntos regulares cuyos exponentes de Lyapunov son
todos diferentes de cero) tiene p-probabilidad igual a 1.

Definicién 5.5.1. Holonomia

Sea p una medida de probabilidad invariante hiperbdlica de

f € Diff ""*(M). Es decir, la regién de Pesin ¥ cumple u(¥) = 1. Tomemos
xo € ¥ tal que para todo § > 0 la bola Bs(z9) C M de centro xy y radio
0 > 0 cumple u(Bs(zp)) > 0. Por el Teorema 3.11.1, existen para p-c.t.p. z €
Bj(x0) las variedades estables e inestables locales por el punto z, que denotamos
W3 (x), Wi(x) C Bs(xo) (Si fuera necesario tomamos la componente conexa
que contiene al punto x de la interseccién de la variedad estable o inestable
local por el punto = con la bola Bs(zo)).



Teoria Ergddica 123

Definimos la holonomia
hs : B (o) — W§'(xo),

donde

Bj (o) ={y € Bs(xo) N1 # (W5 (y) N Wi'(xo)) =1
como la transformacién que a cada punto y € B*d(xg) hace corresponder el
unico punto hy(y) € Wg(y) N Wi (zo). Debido al Teorema 3.11.1, si 6 > 0 es
suficientemente pequeno, entonces hy existe, pues el conjunto Bj(xg) contiene
por lo menos a la variedad estable local W (x0) que interseca transversalmente
a Wi'(zo) en el punto zo.
La transformaciéon hs se llama holonomia a lo largo de las variedades estables
locales en la bola Bs(xzg) sobre la variedad inestable local del punto zg, o en
breve, holonomia local estable.

Decimos que la holonomia estable hs es absolutamente continua si para
p-c.t.p. xg € Xy para todo boreliano A C Bs(xg) se cumple:
m(h; (A) =0 < m“(ANW(z)) =0, (5.9)

donde m es la medida de Lebesgue en la variedad M y m" es la medida de
Lebesgue a lo largo de la subvariedad inestable local W§*(z).

Anélogamente se define holonomia inestable y continuidad absoluta de la holo-
nomia inestable, intercambiando entre si los roles de las variedades estables e
inestables locales en la definicién anterior.

Teorema 5.5.2. [Pesin] [64]

(Teorema fundamental de la Teoria de Pesin)

Sea [ € Diff 1+a(M) y sea i una medida ergédica e hiperbolica. Entonces existe
6 > 0 suficientemente pequenio, tal que la holonomia estable y la holonomia
inestable en las bolas Bs(xo) para p-c.t.p. xg € M son absolutamente continuas.

La prueba del Teorema 5.5.2 se encuentra en [64], y también, por ejemplo, en
[Theorem 4.3.1][8].

Observamos que el Teorema 5.5.2 es falso en la topologia C'. En efecto, en
[13] ¥ [77] (y también en [90] para endomorfismos) se construyen ejemplos de
atractores hiperbdlicos para los cuales la holonomia a lo largo de las variedades
estables locales no es absolutamente continua.

Por ese motivo la demostracién del Teorema 5.3.1 no funciona para difeomorfis-
mos de clase C' que no sean C1T%. En particular, la demostracién que daremos
del Teorema 5.3.4 no funciona para difeomorfismos de clase C* que no sean de
clase C'to. M4és adelante expondremos algunos resultados utilizando las me-
didas “SRB-like” (ver Definicién 6.6.4), que no son necesariamente medidas de
Gibbs, pero que existen para difeomorfismos y endomorfismos sin més regula-
ridad que C! manteniendo propiedades de atraccién estadistica similares a las
medidas SRB.
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Ahora, veremos que la demostracion del Teorema 5.3.1, que relaciona para
difeomorfismos de clase C'* las medidas de Gibbs hiperbdlicas y ergédicas
con las medidas SRB o fisicas, se reduce al Teorema fundamental de la Teoria
de Pesin que establece la continuidad absoluta de la holonomia estable local.

5.5.3. Demostracién del Teorema 5.3.1

Demostracion. Por la parte (c) del Corolario 5.2.4 si u es medida de Gibbs,
entonces p-casi toda componente ergédica u, de p es medida de Gibbs. Ademds
como f es hiperbdlica por hipétesis, entonces p(X) = 1, donde 3 es la regién
de Pesin. Luego, por el Teorema 2.6.2 de descomposicion ergddica p-casi toda
componente ergddica p, de p cumple p,(X) = 1; es decir p, es hiperbdlica y
de Gibbs, ademas de ser ergddica. Tomemos una tal p, y renombremosla como
1.
Para probar el Teorema 5.3.1, aplicando la Definicién 4.5.6 de medida SRB o
fisica, debemos probar que la cuenca B de atraccién estadistica de u, definida

por:
n

—1
, 1
B={zxeM: ngg}ooﬁ 22510:(1) = p}
=

tiene medida de Lebesgue m(B) positiva.
Como p es ergédica, pu(B) = 1. Por el Teorema 5.1.7 de Descomposicién de
Rohlin en una bola Bs(zg) con p-medida positiva, se cumple:

B (B AW (2)) = 1

para p-c.t.p. xg, donde u" es la medida condicionada inestable de p. Como p es
medida de Gibbs, por la Definicién 5.2.3, se cumple p* < m", para p-c.t.p. xo,
donde m* es la medida de Lebesgue a lo largo de la variedad W;*(xo). Luego
deducimos

m"(BNWs(xg)) >0

Aplicando el Teorema 5.5.2 de la Teor{a de Pesin, obtenemos:
m(h; (BN WE(x0)) > 0.

Entonces, para terminar de demostrar que p es una medida SRB, es decir
para terminar de probar que m(B) > 0, basta demostrar ahora que h; (B N
W(xo)) C B. En efecto, sea y € hy (BN W (x¢)). Probemos que y € B. Por
definicién de la holonomia estable hg, se cumple y € B} tal que hy(y) = z :=
Wi (y) N Wi (zo) € B. Entonces, como z € BN W3 (y), obtenemos

n—1

, . n n 7. 1
lim dist(f"(2), ") =0, lm =Y 60 =p.
j=0

n—-+o00 n——+oo N
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Aplicando el resultado probado en el Ejercicio 2.1.12, resulta

1 n—1

nETx;{§%5ﬁw>:l%
=

es decir y € B, como queriamos probar. O

5.6. Lema de Distorsiéon Acotada

Al final de este capitulo probaremos el Teorema 5.3.4 que establece, en el con-
texto C't-Anosov, la equivalencia entre las medidas SRB ergédicas y las me-
didas de Gibbs ergédicas, y la existencia de estas.

La demostracién del Teorema 5.3.4 estd fuertemente basada en el siguiente

Lema 5.6.1 de Distorsién Acotada. La prueba de este lema se basa en la hip6tesis
f € Diff " (M).

Lema 5.6.1. Lema de Distorsién Acotada Sea f € Diff ***(M) de Anosov.
Sea TM = E* @ E? el splitting uniformemente hiperbolico del fibrado tangente,
y sea Wi'(x) la variedad inestable local por el punto x para 6 > 0 constante,
suficientemente pequeno. Denotamos con

JU(x) = ’det dfz|gs| >0

al Jacobiano inestable en el punto x. Sean z,y € M dos puntos tales que
y € Wi(x) y sean, para todo n > 1, las funciones

[T, /()

T, 7479 ())
£ T (7 ()
X))

definidas solo para las parejas (x,y) de puntos en el conjunto:

ho(x,y) ==

(0, +00)

h(z,y) == € [0, +o0],

Hs :={(z,y) € M tales que y € Wg'(z)}.

Entonces:
(i) Ewiste una constante real K > 0 tal que

1
174 < h(z,y) < K ¥V (x,y) € Hs

(ii) La funcién h: Hs — R es continua.
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(iii) Para todo ¢ > 0 existe N > 1 (independiente de la pareja de puntos
(x,y) € Hs) tal que:

—e _ hn(z,y)
e < —=<e® V (x,y) € Hs, Yn>N.
h(z,y) )
Demostracion. (i) Definamos log : [0,+00] — [—o0,+00] acordando que
log0 = —oo y log(+00) = +00. Para demostrar la afirmacién (i) basta probar

que existe una constante real ¢ > 0 tal que |logh(x,y)| < c. Por construccién
de la funcién h : Hs — [0, +00] tenemos:

+o00
[log h(z,y)| = | 3_ (log J* (£ () —log J*(f ()] <
+OO . .
> log J*(f 7 () —log J*(F ~ (9))]- (5.10)

J% : M — R* es continuo (porque df, es continuo pues f es de clase C! y
EY depende continuamente de z). Entonces la funcién J* estd uniformemente
acotada superiormente e inferiormente por constantes reales positivas. Luego,
por el Teorema del valor medio del célculo diferencial aplicado a la funcién real
logt de variable real positiva ¢, existe una constante ¢; > 0 tal que

|log J“(21) — log J"(22)| < e1]|J"(21) — J"(22)]

para toda pareja (z1,z2) de puntos en la variedad M. Sustituyendo en (5.10)

resulta:
—+00

log h(a,y)| < e Y [J“(f (@) = T“(f ()] (5.11)

Jj=1

Siendo f de clase C'*®, las variedades inestables son de clase C'*® (cf. la
dltima parte del enunciado del Teorema 3.5.1). Entonces el subespacio tangente
T,Wi(x) = E;} depende a-Holder continuamente del punto y cuando y varifa a
lo largo de la subvariedad W' (z). Es decir, para cada x existe una constante
ca(z) > 0 tal que

dist(E,, EY) < ca(x)dist(y, 2)* V y,z € Wy'(z). (5.12)

Afirmamos que para § > 0 fijo suficientemente pequeno, existe una constante
co uniforme tal que
co(x) <co VaeM.

En efecto, fijando zy € M y una constante C(z1) > co(x1), la desigual-
dad (5.12) se satisface para cualquier punto Z en un entorno suficientemente
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pequeno de x7, sustituyendo co(z) por C(z1). Luego, cubriendo la variedad
compacta M con una cantidad finita de tales entornos, centrados en puntos

X1,..., Ty, respectivamente, y tomando ca = méax;~; C(z;), deducimos que se
satisface la desigualdad (5.12) para todo « € M, con la constante ¢z en lugar
de o ().

Por otra parte, como f es de clase C''*%, su derivada df, depende a-Hélder
continuamente del punto x. Es decir, existe una constante cs > 0 tal que

lldf, — df.|| < csdist(y, 2)* Vy,z€ M.
Por otra parte existe una constante ¢4 > 0 tal que
|det A| < cq| Al

para toda aplicacién lineal A de un espacio vectorial de dimensién igual a
dim(E"™) en otro de la misma dimensién. Reuniendo las cuatro ultimas de-
sigualdades que involucran las constantes ca(x), co, 3 y ¢4, obtenemos

[T (y) = J"(2)| = | | det(dfy|py] — | det(df:|p: || <

| [det(dfy|py| — | det(df. |y || + | | det(df:|py | — | det(df:| x| <
| < calldfy — df-|| + ca(méx||df. [ dist(E}, EX) <

(cacs + 04(rréz%\>4(||dfz||)02) - dist(y, 2)* V (y,2) € Ws'(z), VzeM.

Sustituyendo en la desigualdad (5.11), obtenemos una constante c; > 0 tal que

+oo
[log h(x,y)| < e5 > dist(f (), f 7 (y))* ¥ (w,y) € Hs (5.13)

Jj=1

Nota: Para obtener la desigualdad (5.13) observamos que no necesariamente
se cumple f~IW(z) C W¥(f(x)), y por lo tanto, aunque (z,y) € Hs no
necesariamente son aplicables directamente todas las desigualdades anteriores
para la pareja de puntos (f~7(z), f 7 (y)) para cualquier j > 1. Sin embargo,
fijado § > 0 suficientemente pequeno, aplicamos la parte B) del Teorema 3.5.1,
y observamos que hay convergencia uniforme a cero de las distancias a lo largo
de las variedades inestables locales al iterar hacia el pasado, pues los vectores
tangentes u € EY se contraen uniformemente hacia el pasado segin la Defini-
cién 3.2.1 de difeomorfismo de Anosov. Luego, existe N > 1 uniforme tal que
Wi (x) € Wi (f~™(x)) para todo n > N para todo « € M. Entonces, basta
elegir 0 < ¢ < ¢ tal que fIW¥(z) C WE(f7(x)) para j € {0,...,N — 1},
para que esa misma inclusién valga también para todo j > 0. Finalmente re-
nombramos ¢’ como § para deducir la desigualdad (5.13).
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Por la Definicién 3.2.1 tenemos:
dist“(f 7 (z), f 7 (y)) < Co P dist"(z,y), (5.14)

donde C > 0y o > 1 son las constantes dadas en la Definicién 3.2.1, y
dist“(z,y) es la distancia entre los puntos z e y a lo largo de la variedad
inestable local Wi'(z). Ademads la distancia dist en la variedad ambiente M
entre dos puntos que estan en la misma variedad inestable local, es siempre
el minimo de las longitudes de curvas que unen esos puntos (con la métrica
riemanniana dada en M). Por lo tanto es menor o igual que la distancia dist"
a lo largo de la variedad inestable local. Sustituyendo en la desigualdad (5.13)
resulta:

+o0o
[log h(z,y)| < ¢5 C* Y 0™ (dist"(2,9))™ < co(dist"(z,9))”

j=1
vV (z,y) € Hs, (5.15)

donde ¢ = ¢ C*1/(1 — o~®) (observar que 0 < 0~ < 1 porque ¢ > 1y
a>0).
Como W§'(z) es una variedad Ci-encajada en M que depende continuamente
de x, existe

Diam(W{(z)) := sup dist"(x,y) € RT

yeWy ()

y es una funcién continua real de z € M. Luego, estda acotada superiormente
por una constante uniforme ¢; > 0. Sustituyendo en (5.15), concluimos:

[log h(z,y)| < ¢ (dist"(z,y))* < csc? =c V (z,y) € Hs, (5.16)
terminando la demostracién de la parte (i) del Lema 5.6.1.

(iii) Fijemos n > 1. Por la definicién de las funciones h y h,, tenemos

hn(2,y) j:OZH T (y)
hwy) 1 T @)

Luego, aplicando la férmula (5.15) a los puntos f~"~(z) y f~""1(y), en lugar
de = e y respectivamente, obtenemos

g (| < o )£ 0)

Usando ahora la desigualdad (5.14), deducimos:

h7 ('Tay) —(n . a —lr
‘log (m)‘ =< ¢C% (n+1)a (dlst (x,y)) < ¢ CC?O‘ (n+1a
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Como o > 1y a > 0, el término de la derecha tiende a cero cuando n — +oc.
Luego, existe N > 1, independiente de (x,y) tal que

hn (2, y)
log7’<e Vn>N,
h(z,y)

terminando de probar la afirmacién (iii) del Lema 5.6.1.

(ii) Debido a la afirmacién (ii), la sucesién de funciones hy,(x,y) converge
uniformemente a h(z,y) para todo (x,y) € Hs. Ademas hy(z,y) es continua
en Hs, porque el Jacobiano inestable J"(z) = ’det dfy'|gu| es una funcién
continua de z, pues df, es continuo y E¥ también. El limite uniforme de una
sucesion de funciones continuas es continuo. Concluimos que h es una funcién
continua, finalizando la prueba del Lema 5.6.1. O

5.7. Demostracion del Teorema 5.3.4

En la demostraciéon del Teorema 5.3.4, usaremos, ademdas del Lema de Dis-
torsion Acotada, el siguiente resultado, valido para cualquier difeomorfismo
de Anosov (no necesariamente de clase C17%), y generalizable también (refor-
mulando adecuadamente el enunciado) para los entornos locales de atractores
topolégicos uniformemente hiperbdlicos.

Teorema 5.7.1. Estructura de producto local Sea f € Diff 1(M) Anosov.
Existen constantes 0 < &' < § suficientemente pequenas, tales que f tiene
estructura de producto local en entornos de radio ¢'.

La estructura de producto local significa, por definicién, que para toda pare-
ja de puntos (x,y) tales que dist(x,y) < ¢, existen, son unicos y dependen
continuamente de (z,y) los puntos [z,y] y [y, 2] definidos por:

[, y] = W5t (@) N W5 (), ly, =] = Wi'(y) N W5 (),

donde W;"*(z) denota la componente conexa de W**(x) N Bs(x) que contiene
al punto .

Una prueba del Teorema 5.7.1 puede encontrarse en [14, Theorem 3.12] o en [40,
Proposition 6.4.21]. El Teorema 5.7.1 es consecuencia del llamado “shadowing
lemma” (lema de sombreado).

Ahora estamos en condiciones de demostrar el Teorema 5.3.4 que establece la
existencia, y mutua equivalencia, de las medidas ergddicas de Gibbs y de las
medidas SRB, para los difeomorfismos de Anosov de clase C'+<.
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5.7.2. Demostracion del Teorema 5.3.4
Esta prueba consta de tres partes:

Afirmacidon I: Existen medidas de probabilidad p de Gibbs tales que:

e Las probabilidades condicionales inestables u* son equivalentes a las medidas
de Lebesgue m™ a lo largo de las respectivas variedades inestables locales Wi (x)
para p-c.t.p. x € M. (Nota: La equivalencia entre p* y m" se define como
pt << mty m* < pt).

e La deriwada de Radon-Nikodym du™/dm™ (la densidad de las medidas condi-
cionales inestables p*) es una funcion real continua y estrictamente positiva.

Una vez probada la Afirmacién I, como consecuencia, debido al Teorema 2.6.2
de Descomposicién en componentes ergddicas, y por las partes (b) y (c¢) del
Corolario 5.2.4 del Teorema de Rohlin, concluimos que existen medidas de
probabilidad ergédicas de Gibbs p tales que pu es equivalente a m" para -
c.t.p. Aplicando entonces el Teorema 5.3.1 ya demostrado, toda medida de
probabilidad ergédica y de Gibbs, es SRB. Deducimos que existen medidas
SRB ergédicas, es decir, concluimos la parte (a) del Teorema 5.3.4. Ademds la
Afirmacién T implica que existen medidas SRB ergddicas, que son de Gibbs,
cuyas probabilidades condicionales inestables son equivalentes a la medida de
Lebesgue a lo largo de las variedades inestables respectivas para p-c.t.p., y
cuyas densidades son funciones reales continuas y estrictamente positivas.

Afirmacion II: Sea p una medida de Gibbs ergodica i tal que la derivada
de Radon-Nikodym (densidad dp*/dm" de las medidas condicionales inesta-
bles p™) es una funcidn continua (no necesariamente estrictamente positiva).
Entonces la cuenca de atraccion estadistica de p cubre Lebesgue c.t.p. de un
entorno abierto de su soporte.

De esta propiedad, una vez demostrada, deducimos que dos medidas de Gibbs
ergddicas diferentes cuyas densidades inestables sean continuas (en particular
dos medidas de Gibbs ergddicas que satisfagan la Afirmacién I), deben te-
ner soportes disjuntos a distancia positiva. En efecto, por la Definicién 4.5.1,
las cuencas de atraccion estadistica de medidas diferentes deben ser disjuntas.
Debido a la Afirmacion II los soportes de esas dos medidas estdn mutuamente
aislados. De aqui deducimos (usando que M es un espacio métrico compacto
y por lo tanto existe base numerable de abiertos) que las medidas de Gibbs
ergddicas que satisfacen la Afirmacion I (y por lo tanto también la II) son a lo
sumo una cantidad numerable.

Afirmacion III: Lebesgue casi todo punto de la variedad M pertenece a la
union de las cuencas de atraccion estadistica de las medidas de Gibbs ergddi-
cas cuyas medidas condicionales inestables cumplen las dos propiedades de la
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Afirmacion 1.

Supongamos probada la afirmacién III. Tomando en particular una medida
SRB o fisica cualquiera v, con cuenca de atraccién estadistica A, deducimos
que A estd contenido en la unién de las cuencas de atraccién estadistica (que son
disjuntas dos a dos) de una coleccién finita o infinita numerable de medidas de
Gibbs ergddicas que satisfacen la Afirmacién I. Como las cuencas de atraccién
estadistica de medidas diferentes son disjuntas, deducimos que toda medida
SRB o fisica es de Gibbs ergddica y satisface la Afirmaciéon I, y por lo tanto
también la II. Esto, junto con el Teorema 5.3.1, prueba la parte (b) del Teorema
5.3.4.

Ademsds, la afirmacién III implica inmediatamente la parte (¢) del Teorema
5.3.4, y méas ain, toda medida SRB no solo es de Gibbs ergddica, sino que
ademads satisface las afirmaciones I y II.

Supongamos ahora ademas que f es topoldgicamente transitivo. Si hubiera dos
medidas SRB (ergddicas) diferentes p y v, entonces sus cuencas de atraccién
estadistica B(u) y B(v) serfan disjuntas. Como p y v satisfacen la Afirmacién
II, existen abiertos disjuntos U y V tales que Lebesgue c.t.p. de U pertenece
a B(u) y Lebesgue c.t.p. de V pertenece a B(v). Como B(u) es f-invariante,
entonces m(f™(U) \ B(u)) = 0 para todo n > 1. Como [ es topoldgicamente
transitivo existe n > 1 tal que el abierto f*(U) NV # (). Todo abierto (en
particular f™*(U)NV) tiene medida de Lebesgue positiva, y Lebesgue c.t.p. de
f™(U) NV pertenece a B(u) (por pertenecer a f™(U)), y pertenece también a
B(v) (por pertenecer a V). Luego las cuencas de atraccién estadistica B(u) y
B(v) no son disjuntas, de donde i = v. Esto prueba la unicidad de la medida
SRB, es decir, la parte (d) del Teorema 5.3.4.

En resumen, para demostrar completamente el Teorema 5.3.4, basta probar las
Afirmaciones I, IT y III.

Primera parte de la demostracion del Teorema 5.3.4
(Prueba de la Afirmacién I de §5.7.2)

Demostracion. .

Paso 1: Construccion de candidata a medida de Gibbs

Elijamos una variedad inestable local cualquiera Wy y consideremos la medida
m{ de Lebesgue a lo largo de Wy. Tenemos m{(Wy) > 0. Definimos la siguiente
medida de probabilidad p en la variedad ambiente M:

_ m“(A n W())

pol(A) = TSt YA€ A

donde A es la sigma-dlgebra de Borel. Para todo n > 1 definimos las siguientes
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medidas de probabilidad v,, y fi,:

vn(A) = po(f~(A)), =1 i vi(A) VA€ A (5.17)
7=0

3

Finalmente tomamos una subsucesion {i,,, }ien convergente a p en el espacio M
de las medidas de probabilidad en (M, .A) con la topologia débil*. Probaremos
que la medida p satisface la Afirmacion 1.

Paso 2: Descomposicion de Rohlin de las medidas v,.

Consideremos un punto xy en el soporte de p tal que existe una bola B =
Bs(xg) € M de radio § > 0 suficientemente pequerno, tal que u(B) > 0.
Entonces, por la definicién de la topologia débil estrella (tomando por ejemplo
una funcién continua no negativa que vale 1 en zy y estd soportada en B),
existe N > 1 tal que un(B) > 0, de donde deducimos que, para todo n > N
existe j € {0,...,n — 1} tal que v;(B) > 0, y por lo tanto

fin(B) >0 ¥V n>N. (5.18)

Esto implica, por la definicién de la medida v; que f/(Wy) N B # . Fijemos
n > 1 tal que
F(Wo) 1 B £ 0.

Por construccion, para todo boreliano A C M, se cumple:

1
vn(ANB) = (V) /Xf—n(A)(y)Xwomf—n(B)(y) dmg (y)-
0

Haciendo el cambio de variable x = f™(y) y denotando J"(y) al Jacobiano
inestable en el punto y definido por

Ju(y) = |det dfy Eu(y)|,
donde Ey = T,W*"(y), obtenemos:
1
(AN B) = W/XA(x)an(Wo)mB 2) | det d(f~™)| gy (z)] dm® (x)

donde m"(x) denota la medida de Lebesgue a lo largo de la variedad inestable
local W§*(z) por el punto x. Tenemos

1 1
|det d(fM)|ea(v)]  TTimo J“(fi(y)

| det d(f~™)|gs ()] =
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de donde:

1 1 .
AN ) = s [ Xales s 0 ey o)

Denotamos k, el nimero de componentes conexas de f"(Wy) N B (por con-
vencién, k, = 0 si el conjunto es vacio y Z?=1~ = 0). Para cada n > 1 fijo,
si kp, > 1 denotamos {W; n}i<i<k, al conjunto de componentes conexas de
f™"(Wy) N B. Observamos que para todo z € W, , la medida m"(x) es la de
Lebesgue a lo largo de la subvariedad W ,,. Entonces:

. 1 .
vn(ANB) = Z/ Hh ) dm*(z).  (5.19)

Fijamos n > 1 tal que k,, > 1, es decir f™(Wy)NB # 0. Luego, por construccién
de la medida v, mediante la igualdad (5.17), tenemos v, (B) > 0. Tomemos
una subvariedad cualquiera V', encajada en By, de dimensién complementaria
a la inestable, que interseque en un solo punto cada una, a todas las variedades
estables locales inestables W"§(z) (para todo z € B). Por el Teorema 5.7.1
de estructura de producto local, tal variedad topolégicamente transversal V'
existe, ya que puede tomarse igual a una variedad estable local.

Para cada i € {1,...,k,} consideremos el punto z;, = W;, N V. Construi-
mos, para cada x € Uf;l Wi n, el siguiente valor real positivo h,(x) de la que
llamaremos funcién h,,:

ey S " (@in))
[Ty TP (2))

donde i € {1,...,n} es el tnico indice tal que z € W, ,,.
Consideramos la particién P,, de la bola B cuyas piezas son {W; ,}1<i<k, ¥

ho(z) == (5.20)

ademads el complemento en B de Ufngi’n. Denotamos con p, la siguiente
medida (finita) en el espacio medible cociente formado por las piezas de la
particion P,,:
1 kn fWi . hn dm¥ 5
o mg0) & Ty 70 T (i)

(5.21)

i=1

donde 6, , denota la Delta de Dirac soportada en la pieza W, (representada
por el punto z; ,,). Sustituyendo (5.20) y (5.21) en la igualdad (5.19), obtenemos
para todo boreliano A la siguiente descomposicion de la medida de probabilidad
v, restringida a la bola B:

5 oy ] e e e 62

ndmb

in
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Laigualdad anterior da la descomposicién de Rohlin con respecto de la particion
Py, de la medida de probabilidad v, /v, (B) en la bola B. En efecto, la medida
de probabilidad v* condicionada a lo largo de las piezas de la particién (i.e. a
lo largo de las variedades inestables locales W; ,,) estd dada por la integral de
la derecha en la igualdad (5.22). Esta medida condicionada ¥ cumple

h
o qunhndmu "

y por lo tanto

vy L mt.

Decimos entonces que las medidas condicionales inestables de v, son absolu-
tamente continuas (atin cuando v, no es necesariamente invariante con f). La
integral de la izquierda en (5.22) da la medida de probabilidad 7, en el espacio
cociente de la bola B con respecto a la particiéon P,,. Esta medida cociente 7,
es

N 1

Un = l/n(B) Pn-

El objetivo en los siguientes pasos de la demostracion es usar la descompo-
sicién de Rohlin de las medidas v; dada por la igualdad (5.22) para todo
j € {0,...,n — 1}, para encontrar la descomposicién de Rohlin de la medi-
da p, = Z;:Ol . Luego, pasando al limite para una subsucesién {n;};en,
encontraremos la descomposiciéon de Rohlin de la medida p construida en el
Paso 1, para demostrar que es medida de Gibbs y satisface la Afirmacién 1. El
punto dificil en este argumento es justificar rigurosamente el pasaje al limite
de los promedios de las medidas 7,, y de las medidas condicionales vyr. Para
ello, necesitamos e-aproximar la descomposicién de Rohlin dada por la igual-
dad (5.22), para todo € > 0 arbitrariamente pequeno, y para n suficientemente
grande.

Paso 3: ¢- aproximaciéon de la descomposicién de Rohlin de v,
Fijemos, como en el paso 2, n > 1 tal que f*(Wy) N B # (). Recordamos que
{Win}t1<i<k, denota a las componentes conexas de f(Wy)N B, que son por lo
tanto, variedades inestables locales contenidas en la bola B. Recordemos que
para obtener la descomposicién de Rohlin de v,, dada por la igualdad (5.22),
hemos elegido y dejado fijo un punto y uno solo z; ,, € W; ,,. Definimos ahora,
para todo = € Uf;l Wi el siguiente valor h(z) € [0, +o0] de la que llamaremos
funcién h restringida a Uf;l Wi n:

P2 T @)

h(x) =
) oS Ju(fh(x))

, (5.23)
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donde 7 es el tnico indice en {1,...,k,} tal que x € W; , Ahora aplicamos el
Lema 5.6.1 de Distorsién Acotada que establece que: Existe una constante real
K >0 tal que

+00 kn

1 1
T <hle) < VeecH:= U U Win (5.24)
n>1i=1
h:H — R" es continua (5.25)

Para todo € > 0 existe N > 1 (independiente de x € H) tal que:

k
han, "
e ‘< (z) <e* Vze U Win VY n>N. (5.26)

i=1

Aplicando la afirmacién (5.24) del Lema de Distorsién Acotada, construimos,
para cada n > 1 fijo tal que f™(Wy) N B # 0, la siguiente medida finita 7,,:

donde p,, es la medida definida en la igualdad (5.21). Comparando las igualda-
des (5.22) y (5.27), obtenemos, para todo boreliano A la siguiente igualdad:

w(ANB) dpn, dm* =
: /P/MXA Wi.hdm“m

Ry w——
Pn “LXAhfW h(hn /Ry dme

Usando la propiedad (5.26) del Lema de Distorsién Acotada, deducimos, para
todo n > N tal que f™(Wy) N B # () y para todo Boreliano A:

e_ZEI,L(A) <vp(ANB) < eZEI,L(A)

En conclusién:

/dp”/ e dm"(x) < v, (AN B) <

W h dmv

/dpn/m G B (5.28)

W hdm"

Paso 4: Descomposicion de Rohlin de la medida u
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Sea la medida de probabilidad p construida en el Paso 1:
= 1, . 2

p=lm (5.29)
donde el limite es en la topologia débil estrella, y p,, esta definida para todo n >
1 por la igualdad (5.17), como el promedio aritmético de las medidas v; para
j€{0,...,n—1}. Consideremos n > N fijo y la particién medible Q de la bola
B formada por las variedades inestables locales. Denotemos B/ ~ el espacio
medible cociente de B con respecto a esa particion. Usando las desigualdades
(5.28) obtenemos, para todo boreliano A C M la siguiente e-aproximacion de

1220 (A)

n—1
1 h
6726/ d( — 12 /X ——dm"(z) < pur(ANDB) <
B/m (nJZO J) w Ty hdme () ( )

n—1
1 h
2¢e - . -~ u >
e /dn(g pj>/ XAf hdm“dm () VAe A, ¥Yn>N. (5.30)
=0 w w

donde, por convencién, p; estd definida por la igualdad (5.21) si
JPWo) N B # 0,y p;j := 0 en caso contrario.
Denotamos

n—1
1
Foi=— E i 5.31
pn n g p] ( )

Por construccién pf, es una medida finita en el espacio cociente B/ ~ de la
bola B con respecto a la particién Q en subvariedades locales inestables. Por
la igualdad (5.18) p,(B) > 0 para todo n suficientemente grande (digamos
n > N). Entonces, debido a las desigualdades (5.30), p} es una medida no nula
para todo n > N. Probemos que la sucesién de medidas {p} },>n estd uni-
formemente acotada superiormente por e¢. En efecto, por un lado la medida
n, construida por la igualdad (5.17) es una medida de probabilidad en toda
la variedad M, y por otro lado, de la desigualdad a la izquierda en (5.30),
obtenemos
1> u(B) = e / dps, = p*(B] ~).
B/~

El espacio de todas las medidas finitas en el espacio medible B/ ~ que estan
uniformemente acotadas por e>¢, provisto de la topologia débil estrella, de se-
cuencialmente compacto. Luego, existe una subsucesion {n;, }ren de {n;}ien
(que por simplicidad seguimos denotando como n;), tal que {p;, }; es conver-
gente a una medida finita p*. En resumen, hemos demostrado la existencia de
una medida finita p* en el espacio medible cociente B/ ~, tal que:

T'Lifl

1
pt= lim p; = lim — Z Pjs (5.32)
j=0

i— 00 u—+00 N;
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donde el limite de medidas es en la topologia débil estrella.
Consideremos una funcién real continua no negativa ¢ : M +— [0,1]. Las de-
sigualdades (5.30) y la igualdad (5.31) implican

h
e [, [t < [ wdu, <
B/~ w Jy hdm B '

h
2e * u
e dp,,. / ) ————dm" V¥V n; > N. 5.33
/B/~ Ylw [y hdme (5.33)

Aplicando la propiedad (5.25) del Lema de Distorsién Acotada, deducimos
que el producto ¢ - h es una funcién continua en B. Luego, como también
m"(Wj'(x)) depende continuamente de x (porque el subespacio tangente E
depende continuamente de ), deducimos que la integral a la derecha en (5.33)
es un numero real positivo que depende continuamente de la variedad inestable
W € B/ ~. Entonces, por la igualdad (5.32) y por la definicién de la topologia
débil estrella, deducimos que:

u

h
If dp? L - -
imo0 Jp,. P /Wwfwhdm“ "

h
= d*/ pe——
/B/~ g w Jy hdm®

Tomando limite en las desigualdades (5.33) y recordando (5.29), obtenemos:

h
6_26/ d,o*/ widmug/wdug
B/N w fwhdm“ B

h
626/ d,o*/ ) ———+——dm* 5.34
B/N w fW hdm“ ( )

Por linealidad, la integral de la derecha en (5.34) define un funcional lineal
acotado y positivo en el espacio C°(M,R) de todas las funciones continuas ) :
M +— R. Luego, por el Teorema de Representacién de Riesz, define una medida
finita /2. Como las desigualdades (5.34) valen para toda v € C°(M,[0,1], y la
funcién caracteristica y 4 de cualquier boreliano A puede aproximarse en L*(p)
y en L'(j1) por una funcién continua 1 € C°(M, [0, 1]), obtenemos, para todo
boreliano A las siguientes desigualdades:

h
6_26/ dp*/ XA —————dm" < u(ANB) <
B/N w Afthm“ ( )

h
d / —dm". 5.35
/B/~ P XA T (5.35)
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Por construccién, las medidas involucradas en las desigualdades (5.35) son in-
dependientes del nimero € > 0, pero valen para todo ¢ > 0 suficientemente
pequeiio. Luego, haciendo € — 0%, deducimos:

wans) = [

dp* / ok dm" V A e A (5.36)
B/~ w

AT hdme

Dividiendo la igualdad (5.36) entre p(B) > 0, hemos encontrado la descompo-
sicion de Rohlin de la medida de probabilidad p restringida a la bola B, con
respecto a la particién Q de B en subvariedades inestables locales. En efecto, la
medida [i en el espacio cociente B/ ~ con respecto a esa particién es p*/u(B)
(es inmediato chequear que esta es una medida de probabilidad en B/ ~); y
las medidas condicionales inestables p* de p estan definidas por las integrales
de la derecha en la igualdad (5.36). Luego,

Mu < mt
para ji-casi toda variedad inestable W € B/ ~. Ademas, la derivada de Radon-
Nikodym de u* con respecto a m* (la densidad) es:
du*
dm®

(x) = h.
Usando las propiedades (5.24) del Lema de Distorsién Acotada, 1/h es una

funcién continua y acotada superiormente. Entonces

dm*

dp

(0) =3,

lo cual implica que

m* < ",
terminando de demostrar que i es una medida de Gibbs, que sus medidas
condicionales inestables p* son equivalentes a las medidas de Lebesgue m* a
lo largo de las variedades inestables, para p-c.t.p., y que su funcién densidad

inestable h es continua y estrictamente positiva. Esto completa la prueba de la
Afirmacién 1 del paragrafo §5.7.2. O

Nota: Ademds, usando la igualdad (5.23) hemos probado que la densidad de
las medidas condicionales inestables de p a lo largo de la variedad inestable
local W§'(z;), es
noo T (i)
noo J" ()

demostrando también lo afirmado en la Observacién 5.3.6.

h(z) =

i
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Segunda parte de la demostracion del Teorema 5.3.4
(Prueba de la Afirmacion II de §5.7.2)

Ejercicio 5.7.3. Probar la Afirmacién II de §5.7.2.

Sugerencia: Sea dada u, una medida de probabilidad de Gibbs ergddica con den-
sidad inestable continua. Hay que probar que existe un conjunto medible con
p-medida 1 y un abierto que lo contiene, tal que Lebesgue c.t.p. de ese abierto
estd en la cuenca de atraccion estadistica B de p. Para p-c.t.p. o € M, toda
bola Bs(zp) tiene p-medida positiva. Probemos que Lebesgue casi todo punto
de Bs(z), para 6 > 0 suficientemente pequeno que depende de z, pertenece
a la cuenca B. Consideremos la densidad h(zo) de py, respecto la medida de
Lebesgue inestable my . Cualquier funcién densidad es no negativa. Por de-
finicién de la funcién densidad inestable h = du*/dm", y por el teorema de
descomposicién de Rohlin, hy, > 0 para p-c.t.p. o € M. Como por hipdtesis
h es continua, entonces h, > 0 para todo x € W' (xo), si tomamos § > 0
suficientemente pequernio (dependiendo del punto zg). Ahora podemos aplicar
los mismos argumentos de la demostracion del Teorema 5.3.1, usando la condi-
ci6én (5.9) de continuidad absoluta de la holonomia h a lo largo de la foliacién
estable, establecida en el Teorema 5.5.2 de la Teoria de Pesin. En extenso, por
la construccién sugerida antes, la medida condicionada inestable p* a lo largo
de la variedad Wi (zo) tiene densidad estrictamente positiva. Entonces es equi-
valente a la medida de Lebesgue m™ en esa variedad inestable local. Usar esta
propiedad, y la ergodicidad de p para probar que m™ c.t.p. de Wi (xg) perte-
nece a B (i.e. p-c.t.p. pertenece a la cuenca B, lo cual implica que p* c.t.p. de
Wit(xo) pertenece a B debido al Teorema 5.1.7). Usar (5.9) en ambas direc-
ciones, para deducir que la medida de Lebesgue m de hys—1(Wy'(z9) \ B) C M
es cero. Finalmente aplicar el Teorema 5.7.1 de estructura de producto local
del difeomorfismo de Anosov f, para deducir que hy'(W§(zo)) = Bs(zo), y
el mismo argumento que en la prueba del Teorema 5.3.1 para demostrar que
hy (BN W(zy)) C By concluir que m-c.t.p. de Bs(zg) pertenece a B. Con-
cluimos que para p-c.t.p. g € M existe § > 0 (que puede depender de x)
tal que m-c.t.p. de Bs(xp) pertenece a la cuenca de atraccién estadistica B de
la medida de Gibbs ergddica pu. Tomando la unién de esas bolas abiertas, se
obtiene un abierto que contiene al soporte de p y tal que m-c.t.p. de ese abierto
estd contenido en la cuenca B.

Tercera y dltima parte de la demostracién del Teorema 5.3.4
(Prueba de la Afirmacion III de §5.7.2)

Demostracion. Debido a la Afirmacién I ya probada, existen medidas de Gibbs
1 cuyas medidas condicionales inestables p* satisfacen las dos propiedades
en dicha afirmacién. Aplicando el Teorema 5.3.1, la parte (b) del Corolario
5.2.4, y la Definicién 4.5.6, deducimos que la cuenca de atraccion estadistica
de las componentes ergédicas de p tienen medida de Lebesgue positiva, y estas
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componentes ergédicas son medidas de Gibbs ergddicas cuyas condicionales
inestables satisfacen las dos propiedades de la Afirmacion I. Por lo tanto, el
conjunto B formado por todos los puntos que pertenecen a las cuencas de
atraccion estadistica de medidas de Gibbs ergddicas que satisfacen esas dos
propiedades, cumple

m(B) > 0.

Nota: B es medible: En efecto, , las medidas de Gibbs ergédicas son a lo sumo,
una cantidad numerable, porque por el Teorema 5.3.1 y la Definicién 4.5.6, sus
cuencas de atraccién estadistica son disjuntas dos a dos y tienen medida de
Lebesgue positiva. La cuenca de atraccion estadistica de cualquier medida de
probabilidad, por su construcciéon dada en la Definicién 4.5.1, es un conjunto
medible. Luego, la unién numerable B de conjuntos medibles, es medible.
Queremos probar que m(B) = 1, es decir m(C) = 0 donde

C=M\B.

Como la cuenca de atraccién estadistica de cualquier medida de probabilidad
es invariante con f, tenemos:

f(B)=B, [f(C)=C.
Tomemos § > 0 suficientemente pequenio. Como m(B) > 0, deducimos que:

Eziste una bola Bs(xo) tal que m(B N Bs(xg)) > 0.

Afirmamos que
A probar: YV xzg € M, m(BNBs(zg)) >0 = m(CNBs(xg) =0. (5.37)

Primero veamos que una vez probada la afirmacion (5.37), se deduce la afirma-
cién (III). En efecto, si la variedad M fuera conexa, entonces la afirmacion (I11)
implica que las bolas abiertas de radio J se clasifican en dos clases disjuntas:
la de aquellas bolas tales que Lebesgue-c.t.p. de ella pertenece a B, y la de
aquellas bolas tales que Lebesgue c.t.p. pertenece al complemento de B, o sea
a C. Como la variedad es conexa, una de las dos clases es vacia. Como existe un
bola Bs(xg) en la primera clase, entonces la segunda clase es vacia. Esto prueba
que para toda bola de radio §, m(C N Bs) = 0. Luego 0 = m(C) = m(M \ B),
de donde deducimos que m(B) = 0, concluyendo la Afirmacién III, cuando
la variedad M es conexa. Y si la variedad M no es conexa, como es com-
pacta por hipétesis, tiene una cantidad finita & > 2 de componentes conexas
My, ..., My. Siendo f un difeomorfismo de clase C'*%, en particular, es conti-
nuo. Entonces existe un p > 1 tal que fP : M; — M, paratodo 1 <i < k,y
fPlu, € Diff't*(M;). Como f es Anosov, fP|ur, es Anosov, donde M; es una
variedad compacta y conexa. Por lo probado antes m(C N M;) = 0 para todo
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1 < ¢ < k. Luego m(C) = 0, terminando de probar la Afirmacién III de §5.7.2,
a partir de (5.37).
Ahora solo resta demostrar (5.37). Supongamos por absurdo que

m(B N Bs(zo)) >0, m(C N Bs(xp)) > 0.

Denotemos
Wo = Wi (x0)

a la variedad inestable local por z en la bola Bs(xo) (es decir, Wj'(xg) es
la componente conexa que contiene al punto zg de la interseccion W*(zg) N
Bs(xp)).

Debido a la propiedad (5.9), establecida en el Teorema 5.5.2 de continuidad
absoluta de la holonomia estable, tenemos

m“(WoﬂB)>0, m“(WoﬂC)>O

donde m" es la medida de Lebesgue inestable a lo largo de la variedad inestable
local Wy. Construyamos, como en el paso 1 de la demostracion de la Afirma-
cién I en §5.7.2; las siguientes medidas de probabilidad en M. Para cualquier
boreliano A C M, definimos:

w A
p) = ") — o m(4) + (1= A c4),
donde
e m*(B N W) 1o\ o— m*(C NWy)
m(Wo) - ome(Wo)
A m“(WoNANB) m“(WonNANC)
mos(A) = =B e (Won0)
vn(A) = po(f"(A)) = Avp,B(A) + (1 = Nvn,c(4),
donde
V?L,B(A) = ,U/O,B(f_n(A))a V?L,C(A) = ,U/O,C'(f_n(A))v
n—1
o, i= % Z Vi = Min,B + (1 = Npin,c,
j=0
donde

1 n—1 1 n—1
Hn,B = " Z Vi,Bs  Hn,C = " Z vj,C-
j=0 7=0
Tomamos una subsucesién {n;};>1 tal que las sucesiones de medidas de pro-
babilidad {fin; }i>1, {fns,B}i>1 ¥ {#n:,c }i>1 son convergentes en la topologia
débil estrella. Es decir, existen medidas de probabilidad p, up v pc tales que:

p= Hm pn,, pp= Um pn, g, pe= Hm p,,c.
1— 400 11— 400 1— 400
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Entonces:
= lm p,, = lm Aun, B+ (1 —Npn,.c =
1—+00 1—+00
=X lm pp,p+1—=X) lm pn, o=+ (1 —Nuc.
1—+00 1—+00
Luego

pe <K f.

Por el teorema de Descomposiciéon Ergddica, como pc < p, deducimos que:
Las componentes ergodicas pc,, de pc coinciden con las componentes ergodicas
W de p, para pc-c.t.p. x € M.

Por lo demostrado en la Afirmacién I de §5.7.2, la medida de probabilidad p es
de Gibbs y sus medidas condicionales inestables satisfacen las dos propiedades
de la Afirmacién I. Luego, usando las partes (b) y (d) del Corolario 5.2.4,
obtenemos:

Las componentes ergodicas pi, de jn son medidas ergddicas de Gibbs y sus medi-
das condicionales inestables p% satisfacen las dos propiedades de la Afirmacion
I, para p-c.t.p. x € M.

De las dos enunciados probados arriba, concluimos que:

Las componentes ergddicas de pc con medidas ergodicas de Gibbs cuyas con-
dicionales inestables satisfacen las dos propiedades de la Afirmacion 1, para
te-c.t.p. x € M.

Ahora aplicamos la Afirmacién II ya probada, para deducir el siguiente resul-
tado:

Enunciado (a) ya probado: Lebesgue c.t.p. de un abierto V. que contiene
al soporte de pc, pertenece al conjunto B = M\ C.

Pero, por construccién de la medida pc = lim; pin,, ¢, si tomamos una funcién
real continua no negativa ¢ : M — [0, 1] soportada en V' y tal que ¥y > 0, se
cumple:

0< /xw/)duc =/¢duc =i§3rnoc/wdum,c =
T'Li*l

1
= lim — E i.C-
Z—HFHOC n; “ 0 /'(/)dV],C
j:

Entonces, existe j > 1 tal que
0< /wdvj,c = /wof_jd,uo,c = /(XV ) o f dpo.c-

(La tltima igualdad proviene de que 1) estd soportada en V', es decir yy ) = ).
Por la construccién de pg,c, y debido a la positividad establecida en la dltima
desigualdad, deducimos que

m*“(f2(V)NnCnNWy) > 0.



Teoria Ergddica 143

Como f es un difeomorfismo y f7(C) = C, deducimos
m*(VNCn f(Wy)) > 0. (5.38)

Ahora tomamos una bola abierta Bs(xz1) C V, de radio § > 0 suficientemente
pequerio, centrada en un punto x; € VN C N f7(W)) tal que

m(C N WE(z1)) > 0, (5.39)

donde W§'(z1) es la componente conexa que contiene a z7 de la interseccién
Bs(z1) N fI(W*(zp)), quien a su vez contiene a la componente conexa por el
punto z; de Bs(z1) N f7(Wy), cuya interseccién con C, debido a (5.38), tiene
medida de Lebesgue m" positiva.

Aplicamos la propiedad (5.9) de continuidad absoluta de la holonomia estable
hs : Bs(x1) — W§' (1), establecida en el Teorema 5.5.2. De (5.39) deducimos

m(h; (CNWE(x1))) > 0.

Como h;1(C) C Cy hy* (W (z1)) C Bs(x1) C V, deducimos que m(CNV) >
0, lo cual contradice el enunciado (a) probado antes. Esta contradiccion termina
de demostrar (5.37) por absurdo, y por lo tanto, con ella termina la prueba de
la Afirmacién IIT de §5.7.2 y del Teorema 5.3.4. O






Capitulo 6

Atractores estadisticos y
medidas SRB-like

A lo largo de este capitulo f : M — M es una transformacién continua en una
variedad compacta riemanniana M de dimensién finita. Denotamos con m a
la medida de Lebesgue en M, re-escalada para que sea una medida de proba-
bilidad: m(M) =1 (i.e. si 0 < m(M) # 1, sustituimos m por la probabilidad
m/m(M)).

Definiremos primero atractor de Milnor. Este no es en general un atractor
estadistico. Sin embargo, la demostracién de su existencia es practicamente la
misma que la demostracion de existencia de atractores estadisticos, que veremos
en la seccién siguiente.

6.1. Atractores de Milnor

Definicién 6.1.1. Atractor de Milnor [58] Se llama atractor de Milnor a
un conjunto compacto no vacio K C M, invariante por f (i.e. f71(K) = K),
tal que

donde el conjunto Ex C M, llamado cuenca de atraccion (topoldgica) de K,
estd definido por

Ex :={xeM: ,LEdeiSt(fn(x)’K) =0}. (6.1)

Ejercicio 6.1.2. Probar que para cualquier conjunto compacto K no vacio, el
conjunto Ex definido por la igualdad (6.1) es medible. Sugerencia: La funcién

145
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d : M +— R definida por d(z) = dist(z, K) es medible, y f : M + M es medible
porque es continua. El limite superior de una sucesién de funciones medibles
es medible.

Ejercicio 6.1.3. Sean K C K’ dos atractores de Milnor. Probar que Ex C
Ex.

En la Definicién 6.1.1 observamos que para un atractor de Milnor, el criterio
de observabilidad de su cuenca es el criterio Lebesgue-medible (cf. Observacién
4.4.6), mientras que el tipo de atraccién es topolégica (cf. Definiciones 4.4.7 y
4.4.8).

Es inmediato chequear que todo atractor topolégico es de Milnor. Sin embargo,
no todo atractor de Milnor es topolégico, como veremos en los Ejemplos 6.1.7
v 6.1.9.

También es inmediato chequear que todo atractor ergddico es de Milnor. Pero
no todo atractor de Milnor es ergddico, como muestra el Ejemplo 4.4.11, en
que toda la esfera S? es un atractor topoldgico, y por lo tanto un atractor de
Milnor, pero no existen atractores ergddicos.

Definicién 6.1.4. a-obs. minimalidad de un atractor de Milnor [20] Sea
dado un numero real 0 < o < 1. Un atractor de Milnor K se dice c-observable
(escribimos “K es a-0bs”.) si su cuenca Ex de atraccién (topolégica) cumple

m(Ek) > a.

Un atractor K de Milnor a-obs. se dice a-0bs. minimal si no contiene subcon-
juntos compactos propios no vacios que sean atractores de Milnor a-obs. para
el mismo valor de a.

En particular, cuando o = 1, tenemos definidos los atractores de Milnor 1-
observables y 1-observables minimales.

Se observa que todo atractor de Milnor 1-observable es a-observable para cual-
quier 0 < a < 1. Pero un atractor de Milnor 1-obs. minimal no tiene por qué ser
a-obs. minimal para todo 0 < a < 1 (ver Ejemplos 6.1.7 y 6.1.9).

Teorema 6.1.5. Existencia de atractores de Milnor

Sea f : M — M continua en una variedad compacta y riemanniana M, de
dimension finita. Sea 0 < a < 1 dado. Entonces existen atractores de Milnor c-
obs. minimales para f. Ademds, si « = 1, el atractor de Milnor 1-obs. minimal
es unico.

La prueba del Teorema 6.1.5, en una versién mads restringida que enuncia solo
la existencia y unicidad del atractor de Milnor 1-observable minimal, fue dada
primeramente en ([58]). En el apéndice de [20] se define a-obs. minimalidad
de atractores de Milnor para 0 < a < 1, y se observa que la demostracién
de existencia de atractor de Milnor dada en ([58]) puede aplicarse, con una
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inmediata adaptacién, para probar la existencia de atractores de Milnor a-obs.
minimales, para cualquier 0 < o < 1.

Demostracion. del Teorema 6.1.5: Sea N, la familia de los atractores de Milnor
a-obs. (no necesariamente minimales). Esta familia no es vacia pues, trivial-
mente, M es un atractor de Milnor 1-obs. En N, consideramos la relacién de
orden parcial K; C K». Entonces, las cuencas de atraccion topoldgica Ex, y
FEx, cumplen

EK1 - EKQ, a < m(EKl) < m(EKZ).

Sea en R, una cadena { K, };cs (no necesariamente numerable). Es decir, { K; }ier
es un subconjunto totalmente ordenado de N, con la relacién de orden C.
Probemos que:

Afirmacién (i) (A probar) Eziste en X, un elemento K minimal de la cadena
{K}ier. Es decir, probemos que existe K € R, K C K; para todo i € I.

En efecto, el conjunto K = (,.; K; es compacto no vacio, porque cualquier
subcoleccién finita Ky D Ko D ... D K; de la cadena dada {K,}icr, tiene
interseccién K que es un compacto no vacio. Para probar que K € X, debemos
probar ahora que m(Ek) > a. Sea j € N y sea V; D K el abierto formado
por todos los puntos de M que distan de K menos que 1/j. Afirmamos que
existe

K;; C Vj para algin i; € I. (6.2)

Por absurdo, supongamos que para cierto j € N fijo, para todo i € I, el
compacto K; \ V;) es no vacio. Luego, como {K;};ex es totalmente ordenado
con la relacién de orden C, obtenemos que la familia de compactos {K; \V; }ier
es totalmente ordenada. Argumentando como hicimos maés arriba, pero con
esta nueva familia totalmente ordenada de compactos, en vez de con la familia
{Ki}icr, deducimos que el siguiente compacto es no vacio

NENV) = () \ Vs = K\ V,

el i€l

contradiciendo que K C V;. Hemos probado la afirmacién (6.2).
Como todo punto x € Ef, cumple limy, dist(f™(x), K;;) = 0, entonces f"(z) €
V; para todo n suficientemente grande (que depende del punto z). Este argu-
mento vale para cualquier j € NT. Concluimos que todo punto en () jen+ Ex

iy
pertenece a Fx. Reciprocamente, todo punto de E, por definicién de la cuen-
ca de atraccién topoldgica, estd contenido en Ef, para todo i € I (porque
K C K;). En particular, esta afirmacién se satisface para i;, para todo j € NT.

Luego:

EK = ﬂ EK7J
JENT
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Como la coleccién numerable E, esta totalmente ordenada, obtenemos
J

m(Ek) =m( ﬂ EKij) = lim m(EKij) > a,
jeN+ Jj—+oo

terminando de demostrar la afirmacién (i).

De la afirmacién (i) se deduce que para toda cadena en R, existe algin ele-
mento K € W, minimal de la cadena. Aplicando el Lema de Zorn, existen en
N, elementos minimales de N,. Es decir, existe K € N, que no contiene sub-
conjuntos propios que pertenezcan a N,. Esto es, existe K atractor de Milnor
«a-obs. minimal.

Ahora probemos la unicidad del atractor de Milnor 1-obs. minimal. Si existieran
dos atractores de Milnor K7 y K5 que fueran 1-obs. minimales, entonces la
intersecciéon E de sus cuencas de atraccién topologica E := Ex, N Ex, cumple

m(E) =1,

porque m(Eg,) = m(Eg,) = 1. Todo punto x € E verifica, por la definicién
de la cuenca Ek, y Ek,, la siguiente propiedad:
Para todo € > 0 existe N > 1 tal que

dist(f"(x), K1), dist(fn(x),K2) <e Vn>N

Luego dist(K1, K3) < 2¢ Ve > 0, de donde K := K[| K3 # 0. Es estdndar
chequear que, siendo K7 y Ko compactos no vacios con interseccién no vacia,
si un punto z cumple

lim dist(f"(x), K1) = lm dist(f"(x), K1) =0,

It
n—-+oo n—-+oo
entonces
lim  dist(f"(z), K1 N K3) = 0.
n—-+oo

(Chequear esta tltima afirmacién en la parte (a) del Ejercicio 6.1.6.) Luego

E = EKI nEK2 C EK1ﬁK2

y como m(E) = 1, deducimos que m(Fx,nk,) = 1. Entonces K; N K3 es
un atractor de Milnor 1-obs. Como K7 y K5 eran atractores de Milnor 1-obs.
minimales, concluimos que K7 N Ky = K1 = Ks, terminando de demostrar la
unicidad del atractor de Milnor 1-obs. minimal, y el Teorema 6.1.5. O

Ejercicio 6.1.6. (a) Demostrar que si K7 y K2 son compactos no vacios, y si
existe una sucesién de puntos x, € M tal que

lim dist(zy,, Ki) = lim dist(x,, K3) =0,

n—-+oo n—-+oo
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entonces K1 N Ky # 0y
lim dist(x,, K1 N K3) = 0.

n——+00

(b) Demostrar que si K; y K3 son dos atractores de Milnor tales m(FEg, N
Ek,) > 0, entonces K1 N K3 es no vacio, y es un atractor de Milnor cuya
cuenca de atraccion topoldgica es

EKlsz = EK1 ﬂEKz.

Ejemplo 6.1.7. Sea X = [0,47] x [0,1] el rectdngulo compacto de ancho
47 y altura 1, con un vértice en el origen, cuyo interior estd contenido en el
primer cuadrante y tiene lados paralelos a los ejes. Sea en el intervalo [0, 47] la
transformacién

filx) =14z —cosz Vxe€0,4n]

y sea en X la transformacion
fly) = (f1(@),y/2) ¥ (z,y) € [0, 4] x [0,1].
Sea m la medida de Lebesgue en X, re-escalada para que
m(X) = 1.
Es estandar chequear (ver Ejercicio 6.1.8), que
Ky :={(2m,0)}
es un atractor de Milnor con cuenca de atraccién topoldgica
Ey, = (0,27] x [0,1],
y por lo tanto K es 1/2-obs. minimal como atractor de Milnor.
Ky :={(4r,0)}
es otro atractor de Milnor con cuenca de atraccién topologica
Ex, = (2m,4n] x [0,1],

y por lo tanto K5 es también 1/2-obs. minimal como atractor de Milnor.

K7 no es atractor topoldgico, porque todo entorno de K7 contiene puntos de
la cuenca de atraccién topoldgica de Ko.

K> es atractor topoldgico.

K1 U K5 es el unico atractor de Milnor 1-obs. minimal, y también es el tnico
atractor a-obs, si 1/2 < a < 1.

K7 y K son los tnicos atractores de Milnor a-obs. si 0 < o < 1/2 (y como
contienen un solo punto cada uno, son a-obs. minimales).

K7 U K5 es atractor topoldgico, pero no es minimal como atractor topolédgico,
pues contiene a Ks que también es atractor topoldgico.
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Ejercicio 6.1.8. Probar todas las afirmaciones del Ejemplo 6.1.7.

Ejemplo 6.1.9. Sea en el cuadrado X = [0, 1]? la transformacién

flay) = (2, (1/2)y) V (z,y) € [0,1]%.

Es inmediato chequear que todos los puntos del segmento [0, 1] x {0} son puntos
fijos y que lim,, 10 f™(z,y) = (2,0) V (x,9) € [0,1]%. Entonces, para todo
0 < a < 1, cualquier segmento compacto I x {0} tal que la longitud del intervalo
compacto I C [0, 1] sea exactamente «, es un atractor de Milnor a-observable
minimal. Sea K = (I; UL U...UI;) x {0} donde I}, C [0,1] es un intervalo
compacto con interior no vacio, la coleccién de los intervalos [ es disjunta dos
a dos y tal que la suma de las longitudes de los [ es exactamente «. Entonces,
K también es un atractor de Milnor a-obs. minimal. Ademas, si 0 < a < 1
y si I C [0,1] es un conjunto de Cantor con medida de Lebesgue igual a «
(tales conjuntos de Cantor siempre existen), entonces I x {0} es también un
atractor de Milnor a-obs. minimal. Ninguno de los atractores a-obs. minimales
construidos anteriormente, si 0 < o < 1, es atractor topolédgico, pues las cuencas
de atracciéon topoldgica no contienen ningin entorno del atractor. El tnico
atractor 1-observable minimal es el intervalo [0,1] x {0}, que si es atractor
topolégico.

6.2. Atractores estadisticos o de Ilyashenko

En esta seccion, al igual que en la anterior, f : M — M es una transformacién
continua en una variedad compacta riemanniana M de dimensién finita. De-
notamos con m a la medida de Lebesgue en M, re-escalada para que sea una
medida de probabilidad: m(M) = 1, i.e. si 0 < m(M) # 1, sustituimos m por
la probabilidad m/m(M).

Definicién 6.2.1. Atractor estadistico o de Ilyashenko [36], [32] Se

llama atractor estadistico o de Ilyashenko a un conjunto compacto no vacio
K C M, invariante por f (i.e. f~}(K) = K), tal que

m(AK) = 1,
donde el conjunto Ax C M, llamado cuenca de atraccion estadistica de K,
estd definido por

n—1

Ax=f{zecM: lm % S dist(f (x), K) = 0}. (6.3)
=0

n—-+00

Ejercicio 6.2.2. Probar que para cualquier conjunto compacto K no vacio, el
conjunto Ak definido por la igualdad (6.1) es medible. Sugerencia: La misma
que para el Ejercicio 6.1.2.



Teoria Ergddica 151

Ejercicio 6.2.3. Sean K C K’ dos atractores estadisticos. Probar que Ax C
AK/.

Es estandar chequear que todo atractor de Milnor (y en particular todo atractor
topolégico y todo atractor ergddico) es estadistico o de Ilyashenko (Ejercicio
6.2.4). Sin embargo, no todo atractor estadistico es de Milnor, como veremos
en el Ejemplo 6.5.3. Ademds, no todo atractor estadistico es ergddico, como
muestran los Ejemplos 4.4.11 y 6.1.9.

Ejercicio 6.2.4. (a) Sea {ay }nen una sucesion de reales que converge a a € R.
Probar que la sucesion de promedios % ;:01 aj converge a .

(b) Probar que todo atractor de Milnor K es atractor estadistico o de Ilyas-
henko. Sugerencia: probar, usando la parte (a), que la cuenca de atraccién
topologica de K esta contenida en la cuenca de atraccién estadistica de K.
(c) Probar que en los Ejemplos 4.4.11 y 6.1.9, los atractores de Milnor K
(que por la Parte (b) son también atractores estadisticos) no son atractores
ergédicos. Sugerencia: el unico atractor de Milnor K que cumple la condicion
(4.4) de la Definicién 4.4.2 de atractor ergédico, no cumple la condicién (4.5)
de esa definicion.

(d) Probar que en el Ejemplo 6.1.7, los atractores de Milnor K (que por la parte
(b) también son atractores estadisticos) no son atractores ergddicos, aunque
para dos de ellos se cumple la condicién (4.5) de la Definicién 4.4.2 de atractor
ergodico.

6.3. Atracciéon estadistica de un compacto

En la Definicién 6.2.1 observamos que para un atractor estadistico, el criterio
de observabilidad de su cuenca es el criterio Lebesgue-medible (cf. Observacién
4.4.6), mientras que la atraccién es estadistica (cf. Definiciones 4.4.7 y 4.4.8).
En efecto:

Proposicion 6.3.1. Caracterizacion de la atraccién estadistica
Sea K un atractor estadistico o de Ilyashenko, y sea Ak su cuenca de atraccion
estadistica. Entonces, para todo x € M se cumple v € Ax si y solo si toda
medida de probabilidad p que sea limite de alguna subsucesion convergente en
la topologia débil estrella de las probabilidades empiricas o, := }—LZ;L;Ol 013 (a)
(cf. Definicién 4.5.2), cumple

wK)=1.

Demostracion. Demostracion del “solo si”: Sea r € Ak y sea

n—1

1

— 1m =34,

b=t - Oéff(m)’
]:
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para una cierta subsucesion {n;};cn de los naturales tal que ese limite p existe
en la topologia débil estrella del espacio de probabilidades. Debemos probar
que u(K) = 1.

Por la definicién de la topologia débil estrella, para toda funcién continua
¥ : M — R se cumple

n;—1

z—lg‘rnoo n; Z ¢ fJ /¢d'u

§=0
En particular, la igualdad anterior se cumple para la funcién continua
P(x) = dist(z, K).

Por la Definicién 6.2.1, como x € A, existe n > 0 tal que

n—1
% ; dist(f (), K) < ¢

En particular, para n = n; para todo i suficientemente grande, tenemos:

n;—1

_waj

De las igualdades anteriores, deducimos que [t dp = 0, es decir

/dist(x, K)du=0

y como dist(-, K) es una funcién no negativa, deducimos que dist(z, K) = 0
para p-c.t.p. x € M. Como K es compacto, deducimos que x € K para pu-c.t.p.

x € M, luego
u(K):/xK(w)du:/Mﬂ:L

como queriamos probar.

Demostracion del “si”: Sea dado x € M tal que toda medida p de proba-
bilidad que sea el hmlte débil estrella de una subsucesién convergente de las
probablhdades empiricas o, (x), estd soportada en K. Tenemos que probar que
limy, 400 & Zn ! dist(f7(z), K) = 0. Sea una subsucesién n; tal que existe el
limite

lim Z dist(f7 (z), K) =

No es restrictivo suponer que la subsucesion o,,(z) es convergente (en caso
contrario, reemplazamos {n;} por una subsucesién adecuada de ella). Entonces,
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llamando g al limite de o,,, e integrando la funcién continua ¢ = dist(-, K)
obtenemos:

n;—1
— .7 — —
0=l g 3 ) =l [ 400 -

= /ﬁ)dlu: /dist(y,K) du(y). (6.4)

Pero la ultima integral en (6.4) es igual a cero, pues de la hipétesis p(K) =1
deducimos que y € K para p-c.t.p. Luego dist(y, K) = 0 para p-c.t.p. y € M.
Entonces, la igualdad (6.4) implica que

lim,, ndlStZ ( J(x),K) = 0 (pues el limite de cualquier subsucesién con-
vergente es a = O) Entonces x € Ak, terminando de demostrar la Proposicién
6.3.1. [l

Definicion 6.3.2. Sea p una medida de probabilidad en los borelianos de M.
Se llama soporte compacto de p al minimo compacto K C M tal que u(K) = 1.
El soporte compacto existe, debido al Lema de Zorn y a la propiedad de que
cualquier familia de compactos tiene interseccién no vacia si las intersecciones
de todas las subfamilias finitas son no vacias. El soporte compacto de u es
unico, pues si existieran dos diferentes K7 y Ks, entonces u(K; N Ky) =1y ni
K1 ni K5 tendrian la propiedad de minimalidad.

Proposiciéon 6.3.3. Medidas SRB y atractores estadisticos

Sea f: M — M continua en la variedad compacta M. Si existe una medida
que es SRB para [ (cf. Definicién 4.5.6), entonces el soporte compacto K de
es un atractor estadistico o de Ilyashenko.

Observacién 6.3.4. El reciproco de la Proposicién 6.3.3 es falso. En efecto,
las medidas SRB no siempre existen (cf. Ejemplos 4.4.11 y 6.1.9), pero los
atractores de Ilyashenko siempre existen, como demostraremos en el Teorema
6.4.3.

A pesar de que el reciproco de la Proposicién 6.3.3 es falso, se puede generalizar
el enunciado de esta Proposicién de forma que su reciproco es verdadero. Més
precisamente, un compacto K no vacio e invariante es atractor estadistico o
de Tlyashenko, si y solo si, es el minimo soporte compacto de una coleccién
adecuada de medidas invariantes, que llamamos SRB-like, y que describen en
forma optima la estadistica de las érbitas de un conjunto de medida de Le-
besgue positivo. En efecto, en la proxima seccién definiremos las medidas de
probabilidad “SRB-like” o “pseudo-fisicas”, que incluyen a las medidas SRB
o fisicas (cuando éstas existen), pero también pueden incluir a otras medidas
de probabilidad invariantes que no son necesariamente SRB. El nuevo enun-
ciado generalizado de la Proposicion 6.3.3 utilizando las medidas SRB-like, en
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lugar de las medidas SRB, y su reciproco, sera establecido y demostrado en el
Teorema 6.7.2.

Demostracion. de la Proposicion 6.3.3

Para probar que K es atractor estadistico, por la Definicién 6.2.1, hay que
probar que m(Ag) > 0, donde m denota la medida de Lebesgue y Ax denota
la cuenca de atraccién estadistica de K definida en (6.3). Como p es medida
SRB, por la Definicién 4.5.6, la cuenca de atraccién estadistica B(u) de p,
dada en la Definicién (4.5.1), cumple m(B(u)) > 0. Luego, basta probar que
B(p) € Ag. Sea x € B(u). Entonces, por la Definicién 4.5.1, para cualquier
funcién continua v : M +— R se cumple:

n—1 )
j=

En particular si tomamos ¢ (z) = dist(z, K) tenemos:

R = .

ngrfoo - jzzzo dist(f7(z), K) = /dlst(y,K) du

Para concluir que x € A basta probar que la integral en la igualdad anterior
es cero, y para ello basta chequear que dist(y, K') = 0 para p-c.t.p. y € M. En
efecto, p-c.t.p. y € M pertenece a K porque u(K) = 1. Luego, hemos probado
que x € Ag para todo & € B(u), y por lo tanto m(Ax) > m(B(n)) >0,y K
es un atractor de Ilyashenko. O

Definiciéon 6.3.5. Tiempo medio de estadia Sea V C M un conjunto
medible no vacio. Sea x € M cualquiera. Llamamos frecuencia de visitas a V'
de la drbita por = hasta tiempo n, al siguiente nimero o, (V) (cf. (4.7) en la
Definicién 4.5.2 de las probabilidades empiricas oy, 4):

O’n,z(V) = /XV dan,x - %EXV(J”(@) =
=0

_#0<j<n—1:fi@) eV}
n )

(6.5)

donde xy denota la funcién caracteristica de V' y #A denota cantidad de
elementos de un conjunto finito A.

El dltimo término de la igualdad (6.5) indica que el tiempo medio de estadia
en V de la 6rbita por x hasta tiempo n es la cantidad relativa de iterados del
punto = que caen dentro del conjunto V. Por el teorema ergddico de Birkhoff,
si p es una medida invariante, entonces para p-c.t.p. © € M el tiempo medio
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de estadia en V' de la érbita por = hasta tiempo n, converge cuando n — +o0,
a Xv, cuyo valor esperado [ Xy du es igual a p(V'). Ademds si la medida p es
ergddica, el tiempo medio de estadia en V tiende a (V') para p-c.t.p. © € M.
Sin embargo, el enunciado del Teorema de Birkhoff y las propiedades de las me-
didas invariantes ergédicas, no nos seran ttiles a los propdsitos en esta seccion.
Nos interesa considerar el tiempo medio de estadia en V' para Lebesgue c.t.p.,
aunque la medida de Lebesgue no sea invariante con f, y aunque los puntos
considerados z no pertenezcan al soporte de ninguna medida invariante p.

Proposicién 6.3.6. .

Caracterizacion de atraccion estadistica por el tiempo medio de es-
tadia en un entorno

Sea K un compacto no vacio invariante con f. Para todo € > 0 denotamos con
V(e) al conjunto de puntos en la variedad M que distan de K menos que €.
Entonces, la cuenca de atraccion estadistica Ak del conjunto K (definida en la
igualdad (6.3) de la definicién 6.2.1) estd caracterizada por la siguiente igualdad:

Ag=(V{zeM: lim o,.(V(e) = 1}. (6.6)

n——+00
e>0

Notas: La igualdad (6.6) implica que € Ag si y solo si, cuando n es
suficientemente grande, la probabilidad (la frecuencia relativa) del suceso de
encontrar al iterado f7(x), para algin 0 < j < n — 1, en un entorno V (¢) dado
fijo arbitrariamente pequeno del atractor de Ilyashenko K, es 1. Sin embargo,
la atraccién de la érbita por x al conjunto K, no es necesariamente atraccién
topolégica. Para ser atraccion topolégica, debe cumplirse con total certeza (no
solo con probabilidad cercana a 1, ni tampoco solo con probabilidad 1) el suceso
de encontrar al iterado f7(z) en el entorno V (e), para todo j suficientemente
grande.

La igualdad (6.6) da por lo tanto, la siguiente interpretacién intuitiva del signi-
ficado de la atraccién estadistica a un atractor de Ilyashenko K. Las érbitas en
su cuenca de atraccién estadistica Ax se acercan al conjunto K tanto como se
desee cuando el iterado n tiende a infinito, pero se admite que existan iterados
excepcionales, con una frecuencia relativa despreciable para n arbitrariamen-
te grande, en que la 6rbita “se toma una excursién relativamente muy breve
(de vacaciones)” alejéndose del atractor K durante la excursién (ver Ejemplo
6.5.3).

Demostracion. de la Proposicion 6.3.6: (i) Probemos que si x € Ax entonces
limy,—s oo 0,2 (V(€)) para todo € > 0. Fijemos € > 0. Por simplicidad, escribi-
mos V' en lugar de V' (¢€), ya que € estd fijo. Tenemos:

e xm\v(y) <dist(y, K) VyeM,
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pues, cuando y € V el término de la izquierda es cero, y cuando y ¢ V, el
término de la izquierda es e < dist(y, K). Entonces:

n—1

OSE'%Z(l—XV o (x Zdlstfj K).

Jj=0

Como x € Ak por hipétesis, el limite cuando n — +o0o del término a la derecha
en la desigualdad anterior, es cero. Concluimos que

n—1 n—1
0= i D30 () = e (1= 03 @) -

=e- lim o,.(V).

n—-+oo

Como € > 0, concluimos que lim,, 1 o 05, (V') = 0, como queriamos demostrar.
(ii) Probemos que si lim, 40 0y (V (€)) para todo € > 0 entonces x € Ag.
Fijemos € > 0 y por simplicidad denotemos V' = V (¢). Sea

D := diam(M) = méx{dist(z,y): z,y € M} > 0.
Luego:
dist(y, K) < D xanv(y) Yy ¢V,
dist(y, K) <e-xv(y) VyeV.

Entonces
dist(y, K) < e-xv(y) + D xanwv(y) Vye M.

Consideramos x que satisface las hipétesis. De la tltima desigualdad obtenemos:

n—1 n—1

n—1
Og%Zdist(fj(x),K)SE'%ZXV(J” ZXM\V (f (=
j=0 Jj=0

=¢e 0nz(V)+D-(1-0,2(V)).

Por hipétesis lim, 400 0p(V) = 1. Como los nimeros reales positivos ¢ y D
estén fijos (son independientes de n), deducimos que

lim Z dist(f7(z), K) =

n—+oo n

La tltima igualdad significa, debido a la condicién (6.3) de la Definicién 6.2.1,
que x € Ag como queriamos demostrar. O
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6.4. Existencia de atractores de Ilyashenko

Definicion 6.4.1. .
a-obs. minimalidad de un atractor estadistico [20]
Sea dado un numero real 0 < o < 1. Un atractor estadistico o de Ilyashenko K
se dice a-observable (escribimos “K es a-0bs”.) si su cuenca Ax de atraccién
estadistica cumple

m(Ag) > a.

Un atractor K estadistico o de Ilyashenko a-obs. se dice a-obs. minimal si
no contiene subconjuntos compactos propios no vacios que sean atractores es-
tadisticos o de Ilyashenko a-obs. para el mismo valor de a.

En particular, cuando a = 1, tenemos definidos los atractores estadisticos o de
Ilyashenko 1-observables y 1-observables minimales.

Se observa que todo atractor estadistico o de Ilyashenko 1-observable es a-
observable para cualquier 0 < o < 1. Pero un atractor estadistico o de Ilyas-
henko 1-obs. minimal no tiene por qué ser c-obs. minimal para todo 0 < o < 1.

Observacion 6.4.2. Sobre conjuntos minimales

Recordemos la caracterizacién de los conjuntos minimales desde el punto de
vista topoldgico, dada en la Definiciéon 2.3.3: un conjunto K compacto, no
vacio y f-invariante es minimal para f, desde el punto de vista topolédgico, si
no contiene subconjuntos propios compactos no vacios que sean invariantes por
f hacia el futuro.

Observamos que no todo compacto K minimal para f desde el punto de vista
topolégico es un atractor de Ilyshenko a-obs. minimal para algin 0 < a <1
(ver Ejemplo 6.5.3 o también [44]).

Reciprocamente, no todo atractor de Ilyshenko a-obs. minimal es necesaria-
mente un compacto minimal para f desde el punto de vista topoldgico (ver
Ejemplo 6.5.1).

En [32] y [44] se estudian relaciones entre minimalidad para f desde el punto
de vista topolédgico y los atractores estadisticos o de Ilyashenko de f.

Teorema 6.4.3. Existencia de atractores de Ilyashenko

Sea f: M — M continua en una variedad compacta y riemanniana M, de
dimension finita. Sea 0 < o < 1 dado. Entonces existen atractores estadisticos
o de Ilyashenko a-obs. minimales para f. Ademds, si « = 1, el atractor de
Ilyashenko 1-0bs. minimal es unico.

La prueba del Teorema 6.4.3 sigue los mismos argumentos de la prueba del
Teorema 6.1.5 de existencia de atractores de Milnor, con leves adaptaciones.

Demostracion. Sea N, la familia de los atractores de Ilyashenko a-obs. (no
necesariamente minimales). Esta familia no es vacia pues, trivialmente, M es un
atractor de Ilyashenko 1-obs, y por lo tanto es a-obs. para cualquier 0 < o < 1.
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En R, consideramos la relacién de orden parcial K; C Ks. De la condicién
(6.3), teniendo en cuenta que dist(y, K2) < dist(y, K1) para todo y € M, las
cuencas de atraccién estadistica Ax, y Ax, cumplen

AKI c Asz a < m(AKl) < m(AKz)'

Sea en Y, una cadena { K; };c; (no necesariamente numerable). Es decir, { K, };er
es un subconjunto totalmente ordenado de XN,, con la relaciéon de orden C.
Probemos que:

Afirmacién (i) (A probar) Eziste en R, un elemento K minimal de la cadena
{K}ier. Es decir, probemos que existe K € 8, K C K; para todo i € I.

En efecto, el conjunto K = (,.; K; es compacto no vacio, porque cualquier
subcoleccién finita K1 D Ko D ... D K| de la cadena dada {K;};es, tiene
interseccién K que es un compacto no vacio. Para probar que K € X, debemos
probar ahora que m(Ag) > «a. Sea j € NT y sea V; D K el abierto formado
por todos los puntos de M que distan de K menos que 1/j. En la prueba del
Teorema 6.1.5 demostramos la afirmacién (6.2):

K;; C Vj para algtn i; € I.

Como todo punto x € AKij se cumple lim,, 0, (V;) = 0 (cf. Proposicién 6.3.6),
y este argumento vale para todo j € NT, entonces todo punto en ﬂjeN+ AKij
pertenece a Ax. Reciprocamente, todo punto de A estd contenido en Ag;,
para todo i € I (porque K C K;). En particular esta afirmacién se satisface
para i;, para todo j € NT. Luego:

AK = ﬂ AKij'
JENT

Como la coleccion numerable Ag, esta totalmente ordenada, obtenemos
J

m(Ag) =m( ﬂ AKij) = lim m(AKij) > a,

J—+o0
jeNt

terminando de demostrar la afirmacién (i).

De la afirmacién (i) se deduce que para toda cadena en R, existe algin elemento
K € N, minimal de la cadena. Debido al Lema de Zorn, existen en N, elementos
minimales de N,. Es decir, existe K € X, que no contiene subconjuntos propios
que pertenezcan a N, . Esto es, existe K atractor de Ilyashenko a-obs. minimal.
Ahora probemos la unicidad del atractor de Ilyashenko 1-obs. minimal. Si exis-
tieran dos atractores de Ilyashenko K7 y K5 que fueran 1-obs. minimales, en-
tonces la interseccion A de sus cuencas de atraccién estadistica A := A, NAk,

cumple
m(A4) =1,



Teoria Ergddica 159

porque m(Ag,) = m(Ag,) = 1. Todo punto = € A verifica, por la Proposicién
6.3.6 que caracteriza las cuencas Ax, v Ak,, la siguiente propiedad:
Para todo 0 < € < 1/2 existe N > 1 tal que

Ona(Ve(K1)), 0na(Ve(Ky)) >1—(€/2) Vn> N,

donde V.(K;) denota el conjunto de puntos de la variedad M que distan del
compacto K; menos que €, y 0, , denota la probabilidad empirica definida en
la igualdad (4.7), Definicién 4.5.2.

Luego existen més de N :=n-(1— (¢/2)) > (3/4)n iterados f7(x) con tiempos
j €10,1,...,n — 1} tales que fi(z) € V.(K1). En efecto, si la cantidad de
iterados f7(z) con tiempos j € {0,1,...,n — 1} fuera menor o igual que N,
entonces tendriamos o, ,(Vo(K1) < N/n =1 — (¢/2). Anédlogamente, existen
més de N iterados f"(x) con tiempos h € {0,1,...,n — 1} tales que f"(z) €
Ve(K7). Como la cantidad de iterados posibles con tiempos en {0,1,...,n—1}
es a lo sumo n, y como 2N > (3/2)n > n, deben existir algunos iterados
comunes fI(z) = f*(x) € V.(K;) N V.(K3). Tomemos alguno de esos iterados
comunes f7(x). Tenemos

dist(K1, Ko) < dist(f7 (), K1) + dist(f7 (x), Ka) < 2e.

Entonces dist(K7, K2) < 2¢ V0 < e <1/2, de donde

K::KlﬂKQ;é@.

Aunque no es inmediato, es estdndar chequear que, siendo K7 y Ko compactos
no vacios con intersecciéon no vacia, si un punto x cumple

lm 0, ,Ve(K1)= lm 0,,Ve(K2)=0 Ve>D0,
n——+o0o n——+o0o
entonces
im0,V (K1 NKy) =0 Ve>0.

n—-+oo

(Chequear esta tdltima afirmacién en la parte (a) del Ejercicio 6.4.4.) Luego
A:= Ag, mAK? C AkinK,

y como m(A) = 1, deducimos que m(Ax,nk,) = 1. Entonces K; N K3 es un
atractor de Ilyashenko 1-obs. Como K; y K9 eran atractores de Ilyashenko 1-
obs. minimales, concluimos que K1 N Ky = K1 = K», terminando de demostrar
la unicidad del atractor de Ilyashenko 1-obs. minimal, y el Teorema 6.4.3. O

Ejercicio 6.4.4. Para un conjunto compacto no vacio K C M, y para € > 0,
denotamos V,(K) al conjunto de puntos de M que distan de K menos que e.
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Denotamos oy, , las probabilidades empiricas de la érbita con estado inicial
hasta tiempo n, segtn la igualdad (4.7), dada por la Definicién 4.5.2.

(a) Demostrar que si K7 y K son compactos no vacios, y si existe un punto
r € M tal que

lim o0, (Ve(K1))= lm o0,,(Ve(K1)) =0 YVe>0

n—-+00 n—-+o00

entonces K1 N Ky # () y

lim 0, ,(Voe(KiNKy))=0 Ve>0
n—-+00
(b) Demostrar que si K7 y K2 son dos atractores de Ilyashenko tales m(Ag, N
Ag,) > 0, entonces K1 N K5 es no vacio, y es un atractor de Ilyashenko cuya
cuenca de atraccion estadistica es

Arini, = Ak, N Ak, .

6.5. Ejemplos de atractores estadisticos

Ejemplo 6.5.1. Sea f, € Diff *°(T?) el mapa “Arnold’s cat ” en el toro
bidimensional dado en el ejemplo de la Secciéon 3.1, como el automorfismo
lineal hiperbdlico con matriz asociada

(7 1)
1 1 /lméd.(1,1)

Recordando lo expuesto en la Seccién 3.1: fy es un difeomorfismo de Anosov
lineal, tiene a (0,0) como punto fijo y preserva la medida de Lebesgue m (re-
escalada para que m(T?) = 1).

Probemos que el tnico atractor estadistico (en particular el tnico atractor
estadistico a-obs. minimal para cualquier 0 < a < 1), es K = T2. En efecto,
en el Corolario 5.3.5 probamos que m es ergédica para f. Entonces, m-c.t.p.
x € M estd en la cuenca de atraccién estadistica B(m) de m. (Recordar que
una medida de probabilidad invariante u es ergddica si y solo si u(B(p)) = 1).
Sea K un atractor estadistico. Por definicién, su cuenca de atraccién estadistica
Aj tiene medida de Lebesgue positiva. Luego

x € B(m) param —c.t.p. x € Ag.

Tomemos y dejemos fijo x € B(m) N Ag. Como = € B(m) tenemos:

1 n—1
lim — Z (Sfj(x) =m,
7=0

n—+oo N
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en la topologia débil* del espacio M de las probabilidades. Entonces para toda
funcién continua 1 se cumple

En particular si elegimos la funcién continua v definida por
Y(x) = dist(z, K) Ve M,
se cumple

n—1
1 .
m = iat( 9 _
nhrf njgzo dist(f7(x), K) /wdm

Como = € A, por la Definicién 6.2.1, el limite de la izquierda es cero. Entonces

deducimos que
/ Pvdm = 0.

Pero 1) > 0. Entonces su integral da cero si y solo si ¢ = 0 para m-c.t.p. Una
funcién continua que es cero para Lebesgue casi todo punto, es idénticamente
nula. Deducimos que

0= (z) = dist(z, K) Va2 ecT2

Como K es compacto, dist(z, K) = 0 si y solo si € K. Concluimos que
2 € K para todo z € T?, es decir K = T?, probando que el tinico atractor de
Ilyashenko en este ejemplo es todo el toro.

Entonces el conjunto Kq := {(0,0)} no es atractor de Ilyashenko. Pero Ky es
minimal para f desde el punto de vista topolégico porque (0,0) es un punto fijo
por f (i.e. Ky es compacto no vacio, f-invariante, y no contiene subconjuntos
propios con esas tres propiedades). Luego, en este ejemplo, hay un minimal
(desde el punto de vista topolégico) que no es atractor de Ilyashenko. M4s
aun, ningun minimal desde el punto de vista topoldgico puede ser atractor de
Ilyashenko. En efecto, méas arriba probamos que el tinico atractor estadistico es
todo el toro. Pero todo el toro no es minimal desde el punto de vista topolégico,
pues contiene propiamente a {(0,0)} que es f-invariante.

Observacion 6.5.2. La demostracion que hicimos en el Ejemplo 6.5.1 de exis-
tencia de atractores de Ilyashenko a-obs. minimales que no son minimales desde
el punto de vista topoldgico, se basé en el uso del Corolario 5.3.5, que a su vez
se obtiene de la Teoria de Pesin y de la Teoria de medidas SRB para difeo-
morfismos de clase C'T. M4s precisamente, el argumento que utilizamos en el
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Ejemplo 6.5.1, pas6 por deducir la convergencia de la sucesion de probabilidades

empiricas
1 n—1
On,xz = ﬁ E (st(x)
Jj=0

para m-c.t.p. x en la cuenca de atraccion estadistica Ay del atractor de Ilyas-
henko K. Sin embargo, en general (cuando no sean aplicables los argumentos de
la Teoria de Pesin), no es necesario que la sucesion {on 5 }n>1 Sea convergente,
para un conjunto de medida de Lebesgue positiva contenido en la cuenca Ay
de atraccién estadistica de K (ver por ejemplo [30]).

En la préxima seccion, tendremos en cuenta la posible no convergencia de la
sucesion de probabilidades empiricas para definir las medidas SRB-like (Defini-
cién 6.6.4) Finalmente, caracterizaremos a los atractores de Ilyashenko 1-obs.
minimales, estudiando las medidas SRB-like. Otras relaciones entre la eventual
convergencia o no convergencia de la sucesion de probabilidades empiricas, y
los atractores estadisticos o de Ilyashenko se encuentran por ejemplo en [38].

Ejemplo 6.5.3. Hu-Young [35]
Sea f € Diff *°(T?) el Anosov lineal en el toro bidimensional dado en el ejemplo
de la Seccién 3.1, con matriz asociada

(7 1)
1 1 /lméd.(1,1)

En [35] se construye una isotopfa { f; }+c[0,1) de difeomorfismos f; € Diff 2(T?)
que transforma continuamente en el espacio Diff *(T?) el difeomorfismo de
Anosov lineal fy en f; de modo que:
e f; es un difeomorfismo de Anosov para todo 0 < ¢ < 1.
e f:(0,0) = (0,0) para todo 0 <t < 1.
e f; es conjugado a fy para todo 0 <t < 1, es decir existe un homeomorfismo
hy : T2 — T2 tal que

feohy=hyo fo.

e Para t = 1 la derivada df;(0,0) en el punto fijo (0,0) tiene matriz asociada
diagonalizable, con un valor propio igual a 1, y el otro positivo, pero menor
estrictamente que 1. Esto implica que el punto fijo (0,0) no es hiperbdlico para
f1 (para el pardmetro ¢t = 1). Pierde hiperbolicidad en la direccién que era
expansora para valores del pardmetro t < 1, pero no la pierde en la direccién
contractiva.

Ademds, en la construccién de [35] se imponen otras condiciones a fi; que
permiten deducir la llamada quasi-hiperbolicidad en T? \ {(0,0)}.

En este ejemplo construido en [35], los autores muestran que la medida §g,0)
concentrada en el origen (que es fi-invariante porque el (0,0) es punto fijo) es
SRB o fisica para f1 (de acuerdo a nuestra Definicién 4.5.6, pero no de acuerdo
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con lo que los autores en [35] llaman medida SRB). Ademds muestran que
la cuenca de atraccion estadistica B(d(g,0)) cubre Lebesgue c.t.p. del toro T2.
Entonces, d(g,0) es la tinica medida SRB o fisica, ya que ninguna otra medida
puede tener cuenca de atraccion estadistica con medida de Lebesgue positiva
(recordar que las cuencas de atraccién estadistica de medidas diferentes, por la
Definicién 4.5.1, son disjuntas).

Aplicando la Proposicién 6.3.3, deducimos que {(0,0)} es el dnico atractor de
Ilyashenko de fy. Por lo tanto {(0,0)} es el unico atractor de Ilyashenko a-obs.
minimal para cualquier 0 < a < 1.

Como f1 es conjugado a fo y fo es transitivo, entonces f; es transitivo. Apli-
cando lo probado en el Ejercicio 4.1.5, el tnico atractor topolégico para fi es
T2. Luego {(0,0)} es un atractor estadistico o de Ilyashenko, que no es atractor
topoldgico.

Por la Proposicion 6.3.6, la frecuencia de visita a un entorno arbitrariamen-
te pequeno del origen, para Lebesgue-casi toda orbita, tiende a 1, cuando el
numero n de iterados tiende a infinito. Sin embargo, el origen no es un atractor
topolodgico. Es decir, no es un pozo. Por el contrario, la dindmica en un entorno
del origen es localmente conjugado a la de un punto fijo hiperbdlico tipo silla,
pues el origen es una silla hiperbdlica para t = 0 y fi es conjugado con fo.
Entonces a pesar de que la frecuencia de estadia en un entorno del origen, para
Lebesgue casi toda o6rbita, tiende a 1, todo punto que no esté en la variedad
estable local del origen, termina saliendo de ese entorno, para hacer excursiones
breves alejado de él.

Concluimos: Si el experimentador de la dindmica tiene como objetivo observar
la estadistica de Lebesgue casi toda 6rbita (es decir los promedios temporales
de las distancias al atractor), entonces observara que el sistema dindmico por
iterados de f1 se comporta con un punto fijo atractor, que atrae Lebesgue casi
toda oOrbita, como si fuera un pozo.

En cambio si el experimentador de la dindmica tiene como objetivo observar la
topologia dindmica de Lebesgue casi toda érbita (es decir los conjuntos w-limite
a donde estas drbitas tienden al iterar hacia el futuro), entonces observara que el
sistema dindmico por iterados de fi se comporta como el automorfismo lineal
hiperbdlico en el toro, en que todo el toro es el unico atractor transitivo de
Lebesegue casi toda érbita.

En el primer caso, el experimentador estadistico, no calificard este sistema f;
como cadtico, pues es altamente previsible, desde el punto de vista estadistico
(i.e. de los promedios temporales) para Lebesgue-casi toda oérbita. En el se-
gundo caso, el experimentador topoldgico, lo calificard como cadtico, pues le
resultard imposible predecir en qué abierto del espacio estara el iterado n-ésimo
para Lebesgue-casi toda érbita.
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6.6. Medidas SRB-like o pseudo-fisicas

En esta seccién, como en las dos anteriores, M es una variedad compacta y
riemanniana, de dimensién finita, y f : M — M es continua (no necesariamente
invertible).

Definicién 6.6.1. El conjunto pw limite de probabilidades

Sea x € M, sea M el espacio de medidas de probabilidad de Borel en M
con la topologia débil estrella, y sea {0y 4 }n>1 C M la sucesion de probabi-
lidades empiricas de la 6rbita futura de = hasta tiempo n, definida en (4.7) y
Definicién 4.5.2. Como M es secuencialmente compacto, existen subsucesiones
convergentes de {0y, ¢ fn>1-

Llamamos p-omega-limite de la 6rbita de x, u omega-limite en el espacio de
probabilidades de la érbita de x al conjunto pw(z) formado por los limites de
todas las subsucesiones convergentes de {0, 4 }n>1. Es decir

pw(x) :={p e M: In; - +oo tal que h’gl Oniw = b} (6.7)
1—>+00

donde el limite a la derecha es en la topologia débil* del espacio M de proba-
bilidades.

Es estandar chequear que, para todo x € M, pw(x) C M es un conjunto
no vacfo y débil*-cerrado (y por lo tanto débil*-compacto, pues M es débil*-
compacto)

Ejercicio 6.6.2. Probar las dos tltimas afirmaciones de la Definicién 6.6.1.

Recordemos la Definicién 4.5.1 de cuenca de atraccién estadistica B(u) de una
medida de probabilidad pu, y la Definicién 4.5.6 de medida SRB o fisica. Ahora
generalizaremos esas dos definiciones, agregando una e- aproximacién. Para ello
elegimos y dejamos fija una métrica dist* en el espacio M de probabilidades,
que induzca la topologia débil* (cf. Teorema 1.2.6).

Definicion 6.6.3. Cuenca de atraccion estadistica e-débil
Dada una medida de probabilidad p y dado € > 0, llamamos cuenca de atraccion
estadistica e-débil al conjunto A.(u) definido por:

Ac(p) == {x € M : dist(pw(zx), pu) < €}. (6.8)

Comparemos esta Definicion 6.6.3 con la Definicién 4.5.1 de la cuenca de atrac-
cién estadistica (fuerte) B, de una medida p. En efecto, combinando las igual-
dades (6.7) y (4.6), obtenemos:

Bu)i={zeM: pwl@)={u}}.

Luego
B(p) C Ac(n) V e>0. (6.9)
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En el segundo término de la Igualdad (6.8), observamos que la distancia entre
el conjunto compacto pw(z) y el punto u € M es menor que e. Pero esto no
implica que todo el conjunto pw(z) (cuando contiene méas de un punto) deba
estar contenido en la bola de centro p y radio €. Por lo tanto, aunque [, o Ac(x)
pueda ser no vacio, este conjunto contiene a, pero no necesariamente coincide
con B(u), quien aun, puede ser vacio.

Definicion 6.6.4. Medida SRB-like o pseudo-fisica

Llamaremos a una medida de probabilidad p SRB-like o fisica si para todo
€ > 0 su cuenca de atraccion estadistica e-débil A.(u) tiene medida de Lebesgue
positiva. En breve:

m(Ac(p)) >0 Ve>0,

donde m denota la medida de Lebesgue en la variedad M.

Comparando la Definicién 6.6.4 con la Definiciéon 4.5.6 de medida SRB, obser-
vamos que debido a la inclusién (6.9):

Toda medida SRB es SRB-like.

Sin embargo el reciproco es falso. En efecto, toda f continua tiene medidas SRB-
like (cf. Teorema 6.6.6 que demostraremos més adelante en esta seccién). Sin
embargo existen ejemplos para los que no existen medidas SRB (cf. Ejemplos
4.4.11 y 6.1.9, y en el caso hiperbélico, el mapa C' en un disco, atribuido a
Bowen y estudiado en [30]).

Ejercicio 6.6.5. .

(a) Probar que toda medida SRB-like es invariante por f.

(b) Probar que la definicién de medida SRB-like no depende de la métrica
elegida en el espacio M de probabilidades con la topologia débil*.

Notacién: Denotamos con Oy al conjunto de todas las medidas SRB-like para
/. Esta notacién proviene de [23], que introduce la definicién de medidas SRB-
like, llamandolas también medidas observables.

Observaciones: Oy estd contenido en el conjunto My de medidas de pro-
babilidad f-invariantes, pero usualmente difiere mucho de My, como veremos
en el Ejemplo 6.8.1 C' genérico. Sin embargo, en el caso C, y para los que
llamamos endomorfismos expansores de Misiurewicz en el circulo S* (para los
que no existen medidas SRB), el conjunto de medidas SRB-like coincide con el
conjunto My de todas las medidas invariantes (ver [59], o también el Corolario
6.6.11 y el Ejemplo 6.8.2 mds adelante en esta seccién).

Algunas propiedades que distinguen a las medidas SRB-like son:
e Existen medidas SRB-like, sin necesidad de agregar hipétesis adicionales a la
continuidad de f (Teorema 6.6.6).
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e El conjunto de medidas SRB-like describen en forma éptima (con un minimo
posible de medidas invariantes) la estadistica en el futuro de Lebesgue casi toda
érbita (Teorema 6.6.7).

e El minimo soporte compacto comin de medidas SRB-like (cf. Definiciones
6.3.2 y 6.7.1) caracteriza a los atractores estadisticos o de Ilyashenko a-obs.
minimales. (Teorema 6.7.2).

e Bajo hipétesis adicionales de C! hiperbolicidad, las medidas SRB-like, sa-
tisfacen la Férmula (5.7) de Pesin de la Entropia (cf. Ejemplos 6.8.1 y 6.8.3),
aunque en el contexto general de regularidad C'' no necesariamente tienen pro-
piedades de continuidad absoluta respecto a Lebesgue.

Teorema 6.6.6. Existencia de medidas SRB-like [23]

Sea f: M w— M continua. Entonces:

(a) Ezisten medidas de probabilidad SRB-like para f.

(b) El conjunto Oy de las medidas SRB-like es débil*-compacto en el espacio
de las probabilidades invariantes por f.

Extraemos la prueba de [23]:

Demostracion. (a) Supongamos por absurdo que Oy es vacio. Entonces toda
probabilidad p es no SRB-like. Es decir, p no satisface la Definiciéon 6.6.4.
Recordamos la Definicién 6.6.1 del conjunto pw(z) (p-omega-limite de la érbita
por cada punto x € M). Luego, toda u € M estd contenida en un entorno
abierto B(u) C M (con la topologia débil* del espacio de probabilidades M)
tal que

m({x € M: pw(x)NB(u) # @}) =0
Como M es débil* compacto, existe un subcubrimento finito de M

{BlaBQ? ey Bk}
tal que B; = B(p;) para alguna medida de probabilidad ;. Luego:
k
m({m EM: pw(w)ﬂ ( U B;) # @}) =
i=1
k
:m<U{x€ M: pw(z)N B; #@}) <
i=1
k
< Zm({x eM: pw(z)NB; # @}) =0.
i=1
Como Ule B; = M, deducimos que

m({xeM: pw(z) N M 75@}) =0.
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Como pw(z) C M para todo x € M, deducimos que para Lebesgue c.t.p.
x € M, pw(z) = 0, lo cual es una contradiccién porque toda sucesién de
probabilidades tiene alguna subsucesién convergente.

(b) Para probar que O es débil* compacto, basta probar que es débil* cerrado
(pues O C M y M es un espacio metrizable débil* compacto). Sea ,, € Oy
convergente a . Debemos probar que p € Oy.

Sea e > 0 arbitrario. Sea B.(u) la bola de centro p y radio e. Sea n tal que
Un € Be(p) y sea €, > 0 tal que la bola B, (i) de centro p, y radio €,
satisface

Be, (1tn) C Be(p)-
Como p,, € Oy, por la Definicién 6.6.4 de medida SRB-like, se cumple

m({z € M : po(a) N Be, () #0}) > 0.
Como
{z e M: pw(z)N Be,(un) # 0} C {z€M: pw(x) N Be(n) # 0},

deducimos que
m({z €M : po(e) N Bo(u) #0}) > 0.

Siendo € > 0, esto prueba que p es SRB-like, como queriamos demostrar. [

Para enunciar el siguiente teorema, recordamos la Definicién 6.6.1 del conjun-
to pw(x) (p-omega-limite de la érbita por el punto z). De la igualdad (6.7),
observamos que pw(z) es el minimo conjunto de probabilidades que describen
completamente la estadistica (es decir los promedios temporales asintéticos) de
la 6rbita por el punto x.

Teorema 6.6.7. .

Optimalidad estadistica del conjunto de medidas SRB-like [23]

Para toda f : M — M continua el conjunto Oy de las medidas SRB-like para f
es el minimo conjunto débil*-compacto K del espacio de probabilidades tal que

pw(z) C K para Lebesgue-c.t.p. z € M.

Demostracion. Por la parte (b) del Teorema 6.6.6, el conjunto Oy de todas las
medidas SRB-like para f es no vacio y débil*-compacto.

Primero probemos que pw(xz) C Oy para Lebesgue c.t.p. ¢ € M. Para e > 0
arbitrario, denotamos con B.(Oy) al conjunto abierto de todas las probabili-
dades v que distan del compacto no vacio Oy menos que e. Consideremos el
complemento

C.=M \ Bg(Of).
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El conjunto C es compacto porque es el complemento del abierto B.(Oy) en el
espacio compacto M. Por construccién C N Oy = (). Luego, toda v € C es no
SRB-like. Entonces existe un entorno abierto B(v) de v tal que:

m({m € M: pw(z)NB(v) # @}) =0.

Al igual que al final de la demostracién de la parte (a) del Teorema 6.6.6,
pero escribiendo C en el rol de M, deducimos que existe un cubrimiento finito
{Bi1,Ba,...,By} de C tal que

m({xeM: pw(m)ﬂ(GBi)#Q)}) =0

i=1

Como Ule B; O C, deducimos
m({x eM: pw(x)NC # @}) =0.

Dicho de otra forma, para Lebesgue-casi todo punto x € M, el conjunto pw(z)
estd contenido en M \ C = B(Oy). Luego, tomando € = 1/h para h € N,
hemos probado que

VheNT: pu(z)C Bi/p(Of) m —ct.p. x € M.

Como la unién numerable de conjuntos con medida de Lebesgue nula, tiene
medida de Lebesgue nula, la interseccién numerable de conjuntos con medida
de Lebesgue total, tiene medida de Lebesgue total. Concluimos que:

—+oo
pw(x) C ﬂ By/p(Of) =0p m —ctp.xeM,
h=1

como queriamos demostrar.

Segundo, probemos que Oy es minimal en el conjunto de compactos no vacios
K C M que tienen la propiedad pw(z) C K para Lebesgue-casi todo punto
x € M. Tomemos cualquier compacto no vacio K C Oy, tal que K # Oy.
Probemos que tal K no tiene la propiedad mencionada. Es decir, probemos que

m(pw(x) N M\ zc)) > 0.
En efecto, como I C# Oy, existe una medida p € Of \ K. Sea € > 0 tal que

la bola Bc(u) es disjunta con el compacto K. Como u es SRB-like, por las
Definiciones 6.6.4 y 6.6.3, se cumple:

m({m € M: pw(z)N Be(u) # @}) > 0. (6.10)
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Siendo B (p)NK = 0, deducimos que B (1) C (M\K). Entonces, sustituyendo
en (6.10) concluimos:

m({x €M: pw(x)n(M\K)# @}) >0,
como queriamos demostrar. O

Corolario 6.6.8. Sea f: M +— M continua.

(a) Sila medida SRB-like |1 es tnica, entonces p es SRB y su cuenca de
atraccion estadistica (fuerte) B(p) cubre M Lebesgue c.t.p.

(b)  Reciprocamente, si existe una medida SRB p cuya cuenca de atraccion
estadistica (fuerte) B(p) cubre M Lebesgue c.t.p., entonces p es la unica medida
SR B-like.

(c) Si el conjunto de medidas SRB-like es finito, entonces todas las medidas
SRB-like son SRB y la union de las cuencas de atraccion estadistica de las
medidas SRB cubre M Lebesque c.t.p.

(d) Reciprocamente, si existe una cantidad finita de medidas SRB tales que la
union de sus cuencas de atraccion estadistica cubre M Lebesgue c.t.p., entonces

estas son las unicas medidas SRB-like, y por lo tanto el conjunto de medidas
SRB-like es finito.

Ejercicio 6.6.9. Probar el Corolario 6.6.8. Sugerencia: Basta probar (c¢) y
(d), pues estas implican (a) y (b). Probar primero que una medida SRB-like es
aislada en el conjunto de las medidas SRB-like si y solo si es SRB. Combinar las
Definiciones 4.5.6 y 6.6.4 de medidas SRB y SRB-like respectivamente, junto
con las Definiciones 4.5.1 y 6.6.3 de las cuencas de atraccién estadistica fuerte
y e-débil, respectivamente.

Conjetura 6.6.10. Palis [63] Para r > 1 suficientemente grande C"-genéri-
camente en Diff "(M) existe una cantidad finita de medidas SRB tales que la
union de sus cuencas de atraccion estadistica cubre M Lebesgue c.t.p.

Del Corolario 6.6.8 deducimos el siguiente enunciado equivalente de la Conje-
tura de Palis:

C"-genéricamente para f € Diff "(M) el conjunto débil* no vacio Oy de medi-
das de probabalidad SRB-like para f, carece de puntos de acumulacion.

Corolario 6.6.11. (del Teorema 6.6.7)

Sea f: M — M continua, no unicamente ergddica. Si para Lebesgue c.t.p.
x € M el conjunto de probabilidades pw(z) (cf. Definicién 6.6.1) coincide con
el conjunto de todas las medidas invariantes, entonces no existen medidas SRB
y el conjunto de las medidas SRB-like coincide con el conjunto de todas las
medidas invariantes.
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Nota: Existen transformaciones f que cumplen las hipétesis del Corolario
6.6.11. En efecto, el mapa C° expansor en el circulo construido por Misiu-
revicz en [59], y los mapas C%-expansores genéricos encontrados recientemente
por Abdenur y Andersson en [1], satisfacen las hipétesis de este Corolario. Ver
también el Ejemplo 6.8.2 mas adelante en esta seccién.

Demostracion. del Corolario 6.6.11:

Por hipdtesis, el minimo conjunto compacto K de medidas de probabilidad tal
que pw(z) C K es el conjunto My de todas las medidas f-invariantes. Por el
Teorema 6.6.7, K es el conjunto Oy de las medidas SRB-like. Luego O = M
como queriamos demostrar. O

6.7. Relacion entre atractor estadistico y medi-
das SRB-like

Definicién 6.7.1. Sea K un conjunto no vacio de medidas de probabilidad. Se
llama soporte compacto de KC al minimo compacto K C M tal que

wK)=1Vuek.

El minimo soporte compacto existe como resultado de aplicar el lema de Zorn a
la familia de compactos no vacios con p-medida igual a 1 para toda pu € K,y de
usar también la propiedad de que es no vacia la intersecciéon de una familia de
compactos tal que toda subfamilia finita tiene interseccion no vacio. El soporte
compacto de K es tnico, debido a su propiedad de minimalidad y a que la
interseccién de dos compactos con p-medida igual a 1 es un compacto con
p-medida igual a 1.

Teorema 6.7.2. .

Medidas SRB-like y atractores de Ilyashenko

Para toda f: M — M continua, el atractor 1-obs. minimal de Ilyashenko K (cf.
Theorem 6.4.3) es el soporte compacto del conjunto Oy de medidas SRB-like

para f.

Nota: El Teorema 6.7.2 puede generalizarse, adaptando el enunciado adecua-
damente para caracterizar todo atractor de Ilyashenko a-obs. minimal (para
cualquier 0 < a < 1) como el soporte compacto de un subconjunto adecuado
de medidas SRB-like para f (ver [20]).

Demostracion. del Teorema 6.7.2: Sea K el atractor de Ilyashenko 1-obs.
minimal. Por el Teorema 6.4.3, el compacto K; # () existe y es tnico. Sea
K el soporte compacto del conjunto Oy de medidas SRB-like para f, segin
la Definicién 6.7.1. De acuerdo a lo observado al final de dicha definicién, el
compacto Ks # () existe y es tinico.



Teoria Ergddica 171

Demostracion de Ky C Ko: Como K; es 1-obs. minimal, por la Definicién 6.4.1
basta probar que

A probar: hm Z dist(f?(z), K3) = 0 param —c.t.p. x € M. (6.11)

Para todo € M consideremos la sucesién {o,, ; }n>1 de probabilidades empiri-
cas de la orbita por x, segun la Definicién 4.5.2. Aplicando el Teorema 6.6.7,
tenemos para m-c.t.p. x € M la siguiente propiedad:

lim oy, . € Of (6.12)

i—>+00

para toda subsucesién n; — +oo tal que existe ese limite (donde dicho limite
se toma en la topologia débil* del espacio de probabilidades).
Consideremos la funcién continua 1 definida por

Y(x) = dist(z, K3) Vo€ M. (6.13)

Integrando ¢ en la inclusién (6.12), y teniendo en cuenta la definicién de la
topologia débil*, deducimos que para m-c.t.p. x € M, y para toda subsucesién
convergente {0, , }ien de probabilidades empiricas, existe p € O tal que

n;—1
/@Ddu = i_l)fi_noo/wd(crnw) = lim Z dist(f7(x), K3). (6.14)

i—>+00 n,

Pero p(K3) = 1, porque por hipétesis, K5 es soporte compacto comin de todas
las medidas de probabilidad en O;. Luego 9 (y) = dist(y, K2) = 0 para p-c.t.p.
y € M, de donde [ dp = 0. Sustituyendo en la igualdad (6.14) obtenemos

n;—1
Ii dist( ] 6.15
EN LR 619

para m-c.t.p. x € M, para toda subsucesién n; — +o0 tal que {op, » lien sea
convergente.

Fijado un tal punto z, sea dada una sucesion cualquiera n; — +oo tal que la
subsucesion {d,, }ien de promedios de distancias a K», dada por

n;—1

dp, == — Z dist( f] Ks),

es convergente. Por la compacidad del espacio de probabilidades, siempre exis-
te una subsucesién de esta subsucesién {d,,}; (para indices i = ip) tal que
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{on,, «}n es también convergente. Entonces, la igualdad (6.15) aplicada a n;,
en lugar de n;, implica (para la subsucesién de indices {n;};), que el limite
del promedio d,,, de las distancias a K5 es cero. Concluimos que toda sub-
sucesién convergente de {d,},>1 converge a cero. Luego, la afirmacién (6.11)
esté probada.

Demostracion de Ko C Ki: Por hipétesis Ko es el minimo compacto tal que
w(Ks2) =1 para toda p € Oy. Luego, basta demostrar que
A probar: (K1) =1 VY ue Oy. (6.16)

Sean dados pu € Of y € > 0 arbitrario. Sea ¢ la funcién continua no negativa
definida por
e(y) = dist(y, K1). (6.17)

Por la definicién de la topologia débil*, con la métrica dist™ que se haya elegido
en el espacio M de las probabilidades, existe § > 0 tal que

dist™ (v, u) < = ‘/gpduf/godz/‘ < e (6.18)

Por la Definicién 6.6.4 de medida SRB-like, la medida de Lebesgue m de la
cuenca As(u) de atraccién estadistica 6-débil de p, es positiva. Como K es un
atractor de Ilyashenko 1-obs., su cuenca de atraccién estadistica A(K7) tiene
medida de Lebesgue total. Luego deducimos que

m(A(K1) N As(p)) > 0.

Tomemos un punto z € A(K;)NAs(p). Por la igualdad (6.3) que define A(K7)
tenemos:

n—-+o0o N 4 n—-+00

n—1
1 .

0= lim —E dist(f7(x), K1) = lim wd(on,z), (6.19)
j=0

donde oy, ; es la probabilidad empirica dada definida por (4.7). Por la Definicién
6.6.3 de As(p), existe una subsucesién n; — 400 tal que {0y, }ien converge a
una medida v € pw(z) tal que dist™(u, ) < 0. Luego, combinando la afirmacién
(6.18) con la igualdad (6.19), deducimos:

0= lm [ pdop,.= /godl/, dist™ (v, u) < 4, =

1—+o00

/godV:O, ‘/g@du—/g@du‘<e -
‘/godu‘<e.
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Como esta desigualdad vale para todo e > 0, deducimos que 0 = [ ¢ dpu. Siendo
© > 0, concluimos que (y) = dist(y, K1) = 0 para p-c.t.p. y € M. Como K;
es compacto, la distancia de un punto y a K es cero si y solosi y € K;. Hemos
probado que y € K para u-c.t.p. y € M, o dicho de otra forma, pu(K;) =1
como queriamos demostrar. O

6.8. Ejemplos de medidas SRB-like

Ejemplo 6.8.1. Endormofirsmos C'-expansores en S!
Sea f:S' = S' en el circulo S' un endomorfismo de clase C'' expansor, esto
es, existe una constante o > 1 tal que |f/'(2)| > o >1 V z € S. Por ejemplo
en el circulo

St:={zeC: |z|=1}

la transformacién f(z) = 22 es expansora. Un resultado cldsico de dindmica

topolégica (ver por ejemplo [40, Theorem 2.4.6]), establece que todo endor-
mofismo expansor en el circulo es sobreyectivo, el nimero de preimédgenes de
cualquier punto z € S* es constante igual a k& > 2 (llamado grado de f)
y f es topolégicamente conjugado a gy definido por gi(z) = 2* para todo
ze St={]z|=1}.

El endomorfismo expansor, puede mirarse como un endomorfismo (no inverti-
ble) uniformemente hiperbdlico (cf. Definition 3.2.1), en que el subespacio ines-
table U, es todo el espacio tangente T,.S!, y el subespacio estable E, = {0}.
La variedad inestable W*(zo) por un punto cualquiera zo € S* se define por

W (o) := { yoeSt: Ja_,, y_, €S tales que

f@—n) =2 ny1, f(Y-n) =Y-nt1 ¥V >0,
lfm  dist(y_n,z_n) =0 }
—Nn——00
La variedad inestable de cualquier punto coincide con todo S':
W (xo) = Sty Ty € St
Por esta razén, para los endomorfismos expansores en el circulo, la medida con-
dicional inestable de p (cf. Definicién 5.2.2) es la misma p. Entonces, definimos:

Definicién (medida de Gibbs): Si f es un endomorfismo C! expansor en
el circulo S, decimos que una medida f-invariante u es de Gibbs si p < m,
donde m es la medida de Lebesgue en S*.

Si f es de clase C1T2, se tiene el siguiente resultado cldsico, que da una versién
del Teorema 5.3.4 aplicable a los endomorfismos expansores del circulo (en vez
de a los difeomorfismos de Anosov en variedades de dimensién mayor que 1).
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Teorema (Ruelle):

Sea f: S+ St de clase C' expansor en el circulo S*. Entonces:

(a) Erxiste una unica medida de Gibbs p (i.e. v absolutamente continua respecto
a la medida de Lebesgue) y esta medida p es ergddica.

(b) Toda medida SRB es de Gibbs y reciprocamente. (Por lo tanto existe una
tinica medida SRB y es ergédica).

(¢) La medida de Gibbs p es equivalente a la medida de Lebesgue m (i.e. p < m
y m << ).

(d) La cuenca de atraccion estadistica de p cubre Lebesgue c.t.p. z € S*.

La prueba de este Teorema de Ruelle para mapas C't® expansores en S,
puede encontrarse por ejemplo en [40, Theorem 5.1.16].

Nota: Un resultado mas general, que establece la existencia de medidas de
Gibbs para mapas C! a trozos en el circulo, que sean expansores en cada trozo,
y que cumplan hipétesis de variacién acotada, fue demostrado recientemente
por Liverani en [52].

Como consecuencia de la parte (d) del Teorema de Ruelle, en el caso C'+e
expansor, no existen otras medidas SRB-like que no sean la medida SRB. En
efecto, otra medida v # u tendria una cuenca de atraccion estadistica e-débil
Ac(v) que debe ser disjunta con la cuenca de atraccién estadistica (fuerte) B(u)
de p (porque v # ). Pero como m(M \ B(p)) = 0, entonces m(Ac(v)) =0y
v no puede ser SRB-like.

Ahora veremos que la relacién entre medidas de Gibbs y la Férmula (5.7)
de Pesin para la entropfa (que vale para difeomorfismos de clase C**% segtin
vimos en el Teorema 5.4.1 de la seccién anterior), también se generaliza para
endormorfismos expansores de clase C'® en el circulo.

Teorema

Férmula de Pesin para la Entropia. Endomorfismos expansores Sea
f S S expansor de clase C?. Entonces, la tinica medida SRB u para
f (que por el teorema de Ruelle es de Gibbs y equivalente a la medida de
Lebesgue), satisface la Formula (5.7) de Pesin para la Entropia, y es la dnica
medida que satisface tal formula.

Una prueba de este Teorema, fue dada en [65] por Pesin. Una versién para
endomorfismos de clase C? se encuentra en [72] o en [70]. Mds atin, en [72] se
prueba la versién del Teorema de Ledrappier-Young [49] para endomorfismos,
que establece la equivalencia, para todo endomorfismo de clase C?, entre las
medidas de Gibbs y las medidas que satisfacen la Férmula de Pesin para la
Entropia (cf. Teorema 5.4.3).

En el caso que el endormorfismo f sea de clase C! pero no C1*<, las afirmacio-
nes del Teorema de Ruelle fallan. En efecto, en [5] se prueba que los endormor-
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fismos expansores C'-genéricos no poseen medidas invariantes absolutamente
continuas respecto de m (no poseen medidas de Gibbs). Mds en general, en [90]
se prueba (con un ejemplo explicito) que, aunque f sea discontinua, si f es C*
expansora a trozos, entonces la existencia de medidas invariantes absolutamen-
te continuas respecto de m no es necesaria.

Sin embargo, en [17] Campbell y Quas probaron que C'-genéricamente, un
endomorfismo expansor en el circulo (que es C' pero no C'*?), posee una
tnica medida SRB p y que esta medida es ergddica, satisface la Férmula de
Pesin para la Entropia (5.7) y tiene cuenca de atraccién estadistica que cubre
Lebesgue c.t.p. Pero en vez de ser p absolutamente continua respecto a la
medida de Lebesgue m, se cumple todo lo contrario:

L m,

es decir, p es mutuamente singular respecto a la medida de Lebesgue m.

Del resultado de Campbell y Quas deducimos que C'-genéricamente para los
endomorfismos expansores en el circulo, existe una tinica medida SRB-like que
es la medida SRB g encontrada por Campbell y Quas. En efecto, argumenta-
mos igual que antes, como lo hicimos a partir del Teorema de Ruelle para los
expansores de clase C17. Como la cuenca de atraccién estadistica B(u) de
la medida SRB p cubre Lebesgue c.t.p., entonces ninguna otra medida v # pu
puede ser SRB-like.

Sin necesidad de asumir hipétesis de C'-genericidad, todo endormorfismo ex-
pansor de clase C' en el circulo tiene medidas SRB-like, todas sus medidas
SRB-like satisfacen la Férmula de Pesin para la Entropia (5.7), y la unién de
sus cuencas de atraccién estadistica e-débil cubre Lebesgue c.t.p. para todo
e > 0. Estos resultados fueron probados en [24]. Sin embargo, la unicidad de
la medida SRB-like (que es cierta para los expansores de clase C1T® debido al
Teorema de Ruelle), es falsa en general para los expansores de clase C! que no
son C1T% ni son C'-genéricos. En efecto, en [74] Quas construyé un expansor
de clase C' que exhibe més de una medida SRB-like.

Ejemplo 6.8.2. Endormofirsmos C’-expansores en S!

Un mapa continuo f : S* + S! en el circulo S* se llama endomorfismo C°-
expansor (cf. [40, Definition 2.4.1]), si existen constantes 6 > 0y o > 1 tales
que

dist(f(z), f(y)) > odist(z,y) V z,y € St tales que dist(z,y) < 6.

En [59], Misiurewicz construyé un endormofismo C%-expansor f en S!, que
satisface las hipétesis del Corolario 6.6.11. Por lo tanto, en ese ejemplo no
existen medidas SRB y toda medida f-invariante es SRB-like. Existe entonces
una cantidad infinita no numerable de medidas SRB-like. Llamaremos a los
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endomorfismos que tienen esta propiedad endomorfismos de Misiurewicz. En
[1] se prueba que los endomorfismos de Misiurewicz son C°-genéricos en el
espacio de los endomorfismos C%-expansores del circulo S*.

Ejemplo 6.8.3. Anosov (!

Sea f un difeomorfismo de Anosov transitivo en una variedad compacta y
Riemanniana M (cf. Definition 3.2.1).

Primero repasemos el caso en que f es ademds de clase C'*% o en particular
si es de clase C?:

En el Teorema 5.3.4 de Sinai [86], vimos que si f es un difeomorfismo de Anosov
de clase C'*%, entonces existe una tinica medida de probabilidad SRB p, es
de Gibbs ergddica, y su cuenca de atraccion estadistica cubre Lebesgue c.t.p.
Deducimos que tal medida 1 es la inica medida SRB-like, argumentando de
igual forma que en el ejemplo 6.8.1.

Ademaés, debido al Teorema 5.3.1, la tnica medida SRB-like de un difeomor-
fismo de Anosov transitivo de clase C1T%, satisface la Férmula (5.7) de Pesin
para la Entropia.

Si el difeomorfismo f de Anosov transitivo es de clase C?, entonces su tini-
ca medida SRB p, es también la tinica medida de probabilidad que satisface
la Férmula de Pesin para la Entropia. En efecto, por el Teorema 5.4.3 de
Ledrappier-Young [49], toda medida v que satisfaga la Férmula de Pesin para
la Entropia es de Gibbs. Y por el Teorema 5.3.1 las componentes ergddicas v,
de toda medida de Gibbs es SRB, y por lo tanto es SRB-like. Luego, como
existe una unica medida SRB-like p, v tiene una tnica componente ergédica
que es f, y por lo tanto v es ergddica y coincide con pu.

Ahora pasemos al caso de difeomorfismo de Anosov transitivo f de clase C!
pero no C''*%. En este caso las demostraciones conocidas de los teoremas men-
cionados en el repaso anterior, no son aplicables, porque utilizan la Teoria de
Pesin. Por ejemplo, las pruebas utilizan el Teorema 5.5.2 que establece la con-
tinuidad absoluta de la holonomia de la foliacién estable. Este resultado seria
falso si f no fuera de clase C*** (ver [77], o también [13]).

Sin embargo, en los tltimos anos se han obtenido algunos resultados parcia-
les, aplicables a los difeomorfismos de Anosov de clase C'!, que generalizan el
Teorema 5.3.4:

En [73] Qiu y Zhu demostraron que C'-genéricamente los difeomorfismos de
Anosov transitivos tienen una unica medida SRB, esta medida es ergddica,
satisface la Férmula de Pesin para la Entropia, es la inica medida que satisface
tal formula, y su cuenca de atraccion estadistica cubre Lebesgue c.t.p. de la
variedad. Por lo tanto p es la tinica medida SRB-like. La prueba de Qiu y Zhu
no pasa (a diferencia de la prueba del Teorema 5.3.4) por la construccién de
medidas de Gibbs. M4s atin (tanto como la autora de este libro conoce) no se
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sabe si la tnica medida SRB p de un difeomorfismo de Anosov transitivo y
C'-genérico, es medida de Gibbs. Pero se sabe que tal ; no es absolutamente
continua respecto a la medida de Lebesgue m en toda la variedad, pues Avila
y Bochi [4] probaron que C! genéricamente no existen medidas invariantes
absolutamente continuas respecto de m.

Cuando la medida SRB-like x4 es tinica deducimos, como consecuencia del Teo-
rema 6.6.7, que pu es SRB y que su cuenca de atraccién estadistica B(u) cubre
Lebesgue c.t.p. En este caso, por ejemplo para los difeomorfismos de Anosov
transitivos C!-genéricos del Teorema de Qiu y Zhu [73], es valido un teoremas
ergddico, probado recientemente por Kleptsyn y Ryzhov en [45], que estima la
velocidad de convergencia de las probabilidades empiricas o, 5 (en la topologia
débil*) a la medida SRB-pu, para Lebesgue c.t.p. x € M.

En el caso de difeomorfismo de Anosov C' no genérico y no C'*%, cuando f
preserva una medida invariante p absolutamente continua respecto a la medi-
da de Lebesgue, Sun y Tian probaron en [92] que esta medida p satisface la
Foérmula de Pesin para la entropia. Esto implica que, bajo las hipotesis adicio-
nal de existencia de medida invariante p equivalente a la medida de Lebesgue
m, toda medida SRB-like satisface tal férmula. En efecto, por el Teorema 2.6.2
de Descomposicion Ergddica, u-c.t.p. « pertenece a la cuenca de atraccion es-
tadistica B(u,) de una componente ergddica u, de u. Como p es equivalente
a la medida de Lebesgue, deducimos que Lebesgue c.t.p. x pertenece a B(fiy).
Luego, por el Teorema 6.6.7, estas componentes ergédicas p, son las medidas
SRB-like. Como g satisface la Férmula de Pesin para la entropia, entonces toda
componente ergddica i, de p también satisface tal formula (cf. [41]). Luego, del
resultado de Sun y Tian concluimos que toda medida SRB-like para f, satisface
la Férmula de Pesin para la Entropia, si f es un difeomorfismo de Anosov de
clase C'' que preserve una medida equivalente a la medida de Lebesgue.

Maés en general, sin necesidad de asumir hipétesis de C'-genericidad ni de
existencia de medida invariante absolutamente continua respecto a la medida
de Lebesgue, en [21] se prueba que para todo f de Anosov de clase C*, toda
medida SRB-like p satisface la Férmula de Pesin para la Entropia. Pero no
sabemos si es necesario que ademas j sea medida de Gibbs, ni que sea ergédica.
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