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Prefacio

Este libro de texto contiene una gama relativamente amplia de conceptos
y resultados sobre optimizacién, y ha sido disenado como un apoyo para
el curso

Sistemas Dindmicos y Minimizacion Convexa en FEspacios
de Hilbert,

parte de la XXVI Escuela Venezolana de Matematicas y EMALCA -
Venezuela, 2013.

Si bien el curso se centra en la minimizacién de funciones convexas en
espacios de Hilbert, una parte importante de este libro texto se sitiia en
un contexto mas general. En él abordamos tres grandes temas, a saber:

1. Existencia de solucién. Comenzamos por presentar un resultado
abstracto que garantizan la existencia de solucion para el problema
de minimizacién en espacios topoldgicos, para luego estudiar lo
que sucede en el caso convexo en espacios reflexivos. Si bien nos
enfocamos en el problema de minimizacién, el de maximizacién se
puede tratar de manera muy similar, usando las ideas presentadas
aqui.

2. Condiciones de optimalidad. Presentamos una condicién necesaria
de optimalidad, basada en la primera derivada, para el caso de
funciones diferenciables definidas en un espacio vectorial normado.
Esta condicién se generaliza después para funciones convexas, no
necesariamente diferenciables. Gracias a la convexidad, ademds de
necesaria, la condicion es suficiente.
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3. Aproximacién de las soluciones mediante sistemas dindmicos. Es-
tudiamos algunos sistemas dindmicos, a tiempo continuo y discre-
to, que producen trayectorias o sucesiones que convergen a solucio-
nes del problema de minimizacién convexa en espacios de Hilbert.
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Capitulo 1

Introduccion

Sean X un conjunto, C C X y f: X — R una funcién. En este curso
consideraremos el problema de minimizacion con restricciones, que con-
siste en encontrar, si existe, el menor valor que f toma en C' (llamado
valor del problema) y determinar en qué elementos de C' alcanza dicho
valor. Para referirnos a este problema solemos escribir:

P) { Minimizar f(x)

Sujeto a x € C,|

o también

min{ f(z) : x € C}.

Un punto z* € C es un minimizador de f en C'si f(z*) < f(x) para todo
x € C. El conjunto de los minimizadores se llama argumento del minimo
y lo denotamos indistintamente por argmin{f(z) : z € C'}, argming(f),
o simplemente argmin(f), si el conjunto factible C esté sobreentendido.
En este contexto nos referiremos a f como la funcidn objetivo.

Surgen inmediatamente dos preguntas: ;Cémo sabemos si una funcién
tiene minimizadores? ;Como los encontramos? En este curso intentare-
mos responder a estas preguntas en el caso en que C' es un subconjunto
de un espacio de Hilbert real y f : C' — R es una funcién convexa, propia
e inferiormente semicontinua (daremos las definiciones oportunamente).

Comencemos por observar que si C' es un subconjunto de R, hay dos
resultados elementales que se estudian en la mayoria de los cursos de
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Calculo en Varias Variables, y que permiten responder total o parcial-
mente estas preguntas. El primero tiene que ver con la existencia de
minimizadores bajo hipdtesis esencialmente topoldgicas:

Teorema 1.1 (Teorema de Weierstrass). Si C' es un subconjunto cerra-
do, acotado y no vacio de RN y f : C — R es una funcién continua,
entonces f alcanza su mdzximo y su minimo en C.

El segundo nos da una condicion necesaria de optimalidad; es decir, una
propiedad que deben satisfacer todos los minimizadores:

Teorema 1.2 (Regla de Fermat). Sea A un subconjunto abierto de RN .
Six* € A es un minimizador de f : A — R en A y f es diferenciable
en x*, entonces V f(z*) = 0.

La Regla de Fermat es una condicion necesaria. Otros resultados, basa-
dos tipicamente en la segunda derivada, entregan condiciones suficientes
de optimalidad. Veremos mas adelante que, en el caso convexo, una con-
dicién andloga a la que entrega el Teorema 1.2 es, en efecto, suficiente.
Pospondremos las demostraciones del Teorema de Weierstrass y la Re-
gla de Fermat, pues los presentaremos en versiones mas generales. Sin
embargo, los utilizaremos para estudiar en detalle un ejemplo sencillo
y muy conocido, que nos permitird presentar algunas de las ideas que
desarrollaremos mas adelante:

Ejemplo 1.3. Supongamos que se cuenta con una muestra (T, Yx)p-,
obtenida mediante m mediciones experimentales de las variables z e
y. Supongamos, ademds, que hay buenas razones para sospechar que
entre dichas variables existe una relacion lineal-afin: y = ax + b, donde
los pardmetros a y b son desconocidos. La aprorimacion por minimos
cuadrados es una herramienta estadistica que consiste en determinar los
valores de a y b que mejor se ajustan a la muestra, en el sentido de que
el error cuadrdtico medio:

E(a,b) =

1 m
p” Z(axk +b—yp)?
k=1

sea lo menor posible. Observemos que la funcién F : R?> — R es infini-
tamente diferenciable (en particular, es continua).
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Existencia de minimizadores: Si bien la funcién E es continua, su
dominio R? no es acotado. Por lo tanto, no se puede utilizar directamente
el Teorema de Weierstrass. Para solventar esta situacion, restringiremos
la funcién F a un conjunto C' cerrado y acotado que nos permita utilizar
el Teorema. Primero notemos que

inf{E(a,b) : (a,b) € R*} < E(0,0)
y escribamos
C = {(a,b) € R?: E(a,b) < E(0,0)}.
Si denotamos por E|¢ la restriccién de E a C, es claro que
argmin(F) = argmin(F|¢).

Como FE es continua, C es cerrado. Por otra parte, tengamos en cuenta
que 1mjj(q 4[| —+o0 £(a,b) = +00. Luego, existe N > 0 tal que E(a,b) >
E(0,0) si ||(a,b)]| > N. En otras palabras, existe N > 0 tal que si
E(a,b) < E(0,0), entonces ||(a,b)|| < N. Esto nos dice que C' es acota-
do. Concluimos entonces que argmin(FE) # ().

Condicién necesaria de optimalidad: Si (a*,b*) es un minimizador
de E, el Teorema 1.2 nos dice que
(0,0) = VE(a*,b")
2 * >k * >k
= E(a HxH2+b (x-1)— (x-y),a"(x-1)+b m—(y-l)).

Aqui el simbolo - denota el producto escalar en R™ y hemos escrito

x=(z1,...,Zm), Yy = (W1,.-.,ym) y 1 = (1,...,1) € R™, para simpli-
ficar la notacién.

Lo anterior es equivalente al sistema de ecuaciones
Ix|I?a* + (x-1)b* = x-y
(x-1) a* + mb* = y-1,

que tiene solucién unica (salvo si todos los xj son iguales, lo cual no
tiene sentido experimental) dada por

_mx-y)—(x-1)(y-1) g D)x|* — (x-1)(xy)
mlx|* = (x-1)* ml|x[* — (x- 1)
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Como FE tiene al menos un minimizador y que hay un solo elemento de
R? que satisface la condicién necesaria de optimalidad, concluimos que

argmin{E(a,b) : (a,b) € R?} = {(a*,b")},

con lo cual hemos resuelto completamente el problema.

Organizacion del texto:

La Parte I corresponde al problema de minimizacién en un marco mas
bien abstracto. En el Capitulo 2 presentaremos los conceptos bésicos
relacionados con el problema de minimizacién en general, y de mini-
mizacién convexa en particular. El Capitulo 3 contiene los resultados
de existencia de solucion para el problema de minimizacién, con o sin
convexidad. En el Capitulo 4 discutiremos sobre condiciones de optima-
lidad bajo hipétesis de diferenciabilidad (condiciones necesarias) o de
convexidad (condiciones necesarias y suficientes) de la funcién objetivo.
Terminamos esta parte con el Capitulo 5, que contiene problemas con-
cretos en espacios de dimension infinita, para los cuales se puede aplicar
la teoria antes descrita. Algunas referencias ttiles sobre optimizacién
convexa y no lineal sin [2, 3, 7, 12].

En la Parte II estudiaremos algunos sistemas dindmicos que pueden
utilizarse para encontrar soluciones para el problema de minimizacién
convexa en espacios de Hilbert. El Capitulo 6 contiene una breve intro-
duccién al estudio asintético de sistemas dindmicos clasicos, a tiempo
continuo y discreto, que se pueden aplicar para resolver el problema de
minimizacién convexa. Dichos sistemas de estudian detalladamente en
los Capitulos 7, 8 y 9. Para terminar esta parte, en el Capitulo 10 pre-
sentamos algunas relaciones entre los sistemas estudiados antes.

Para comodidad del lector, incluimos ademas una breve discusion sobre
las principales propiedades de los espacios de Hilbert en el Apéndice A.



Parte 1

El Problema de

Minimizacion






Capitulo 2

Conceptos generales

2.1 Funciones en los Reales Extendidos

El conjunto de los reales extendidos es una ampliacién de R, agregando
el simbolo +o0, y extendiendo el orden de manera que v < +oo para todo
v € R. Esto nos permite definir funciones con valores en RU {400}. El
ejemplo més sencillo es la llamada funcidn indicatriz de un subconjunto
C' de otro conjunto X, definida como

0 sizeC
+o00  sino.

dc(z) = {
Claramente, si f : X — R, los problemas
min{f(z):x € C} y min{f(x) + dc(z) : x € X}

son equivalentes. La ventaja del segundo es que nos permite aprovechar
diversos aspectos estructurales (que pueden ser geométricos, topoldgicos
o de otra indole) de X.

Sea f : X — RU{+4o00} una funcién. El dominio efectivo o, simplemente,
dominio de f es el conjunto

dom(f)={zx e X : f(x) < +oo}.

Diremos que f es propia si dom(f) # (). En caso contrario, f = +o0, lo
que no es muy interesante.
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Dado v € R definimos el conjunto de subnivel v de f como

Ly (f) ={x e X: f(z) <~}

\ /
AN e

T

Si x € dom(f), claramente x € T'y(,,)(f). Por lo tanto,
dom(f) = [ T(/).
7ER

Por otra parte, recordemos que
argmin(f) ={z* € X : f(z¥) < f(z) para todo x € X}.

Dado que = € argmin(f) si, y solo si, € I, (f) para todo v > inf(f),
tenemos que

argmin(f) = (1) T,(f). (2.1)

v>inf(f)

Finalmente, el epigrafo de f es el subconjunto del producto cartesiano

X x R definido por
epi(f) = {(z,0) € X xR : f(x) <al},

Este conjunto incluye al grafico de f y a todos los puntos que estan “por
encima”de dicho gréfico.

2.2 Convexidad

Sea X un espacio vectorial. Un conjunto C' C X es convezo si para cada
par de puntos de C, el segmento que los une también pertenece a C.
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En otras palabras, si el punto Az + (1 — \)y pertenece a C' siempre que
z,ye Cy e (0,1).

Una funcién f : X — R U {400} es conveza si para cada z,y € X y
cada A € (0,1) se cumple que

f(Aw+ (1= Ny) S Af@) + (1= N f(), (2:2)

o, de manera equivalente, si su epigrafo epi(f) es un subconjunto convexo
de (X x R).

S — —

\
\

| |

! |

x Az + (1= Ay

Por otra parte, una funcién f : X — RU{+oc0} es cuasiconveza si para
cada v € R, el conjunto de subnivel I, (f) es convexo.

Proposicion 2.1. Toda funcion convezra es cuasiconveza.

Demostracion. Sea f : X — R U {+oo} una funcién convexa y sea
v € R. Debemos probar que para cada z,y € I'y(f) y cada A € (0,1) se
cumple que Az + (1 — A)y € I'y(f). En efecto,

F (2w + 1 =Ny) S M@ +0-NfE) <M+ 1= Ny =7,
de donde se obtiene el resultado. O

El reciproco, sin embargo, es falso.

Ejemplo 2.2. Entre muchas otras, las funciones f1,...,fs : R = R,
definidas, respectivamente, por:

L fi(z) =%,
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2. fo(z) = ]zl

3. fa(x) =exp(—31), ¥

4. fa(z) = |z] =méx{k € Z: k <z},
son cuasiconvexas pero no convexas.

Proposicién 2.3. Si f : X — R U {400} es cuasiconveza, entonces
dom(f) y argmin(f) son conjuntos convezxos.

Demostracion. Sean z,y € dom(f) y sea A € (0,1). Tenemos que

f (e + 1= Ny) M@ + (1= NF(y) < mix{ @), fy)} < +oo,

y asi Ax + (1 — Ay € dom(f).
De manera similar, si z,y € argmin(f) y A € (0,1), entonces

f(Ar+ (1 =Ny) < Af@) + (1 =N/ (y) = min(f).
Esto prueba que Az + (1 — \)y € argmin(f). O

Diremos que la funcién f: X — R U {400} es estrictamente conveza si
la desigualdad (2.2) es estricta siempre que x # y, con x,y € dom(f).

Proposicion 2.4. Una funcion propia y estrictamente convexa tendrd,
a lo mds, un minimizador.

Demostracion. Supongamos que x,y € argmin(f). Si x # y, entonces

() < Lo 10)

=min{f(z):z € X},

lo cual es imposible. O

2.3 Minimizaciéon Local y Global

Si (X, 7) es un espacio vectorial topoldgico, la nocién de vecindad nos
permite distinguir entre minimizadores locales y globales. En efecto, sea
f: X — RU{+o0} una funcién propia. Un punto z* € dom(f) es un
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minimizador global de f si f(x*) < f(x) para todo z € X.! Por otra
parte, diremos que x* es un minimizador local de f si existe una vecin-
dad V de z* tal que f(x*) < f(x) para todo = € V.

Claramente, todo minimizador global es también un minimizador local.
El reciproco, en general, no es cierto.

Ejemplo 2.5. Todo ntimero entero es minimizador local de la funcién
f R — R definida por f(z) = 27z + 2sen(2rz — 2F), pero ninguno de
ellos es minimizador global pues lim,_,_ f(z) = —c.

Sin embargo, para las funciones convexas no hay distincién entre mini-
mizadores locales y globales.

Proposicién 2.6. Sea (X, 7) un espacio vectorial topoldgico y sea f :
X — RU{+o0} una funcion convexa y propia. Si x* es un minimizador
local de f, entonces también es un minimizador global.

Demostracion. Sea V una vecindad de z* tal que f(z*) < f(x) para
todo x € V, y supongamos que z* no es un minimo global. Es decir,
existe y € X tal que f(y) < f(z*). Como (X, 7) es un espacio vectorial
topoldgico, existe A € (0,1) tal que zy = Ay + (1 — A\) z* € V. Entonces

f@n) SAf() + (1= Nf (%) <Af(2) + (1= A f (%) = f(a7),

lo que es una contradiccion. O

10, de manera equivalente, para todo z € dom(f).
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Capitulo 3

Existencia de Soluciones

3.1 El Teorema de Weierstrass-Hilbert-Tonelli

El Teorema de Weierstrass (Teorema 1.1) se apoya en dos hip6tesis sobre
el problema: la continuidad de la funcién objetivo y la compacidad del
dominio. En esta seccion estudiaremos una versién més general de ese
resultado.

A lo largo de esta seccién, (X,7) es un espacio de Hausdorff!. Sea
f: X — RU/{+o0} una funcién y sea zyp € X. Diremos que f es
inferiormente semicontinua en xo si para cada a < f(z¢) existe una
vecindad V de z( tal que f(y) > « para todo y € V. Si f es inferior-
mente semicontinua en cada punto de X, diremos simplemente que f es
inferiormente semicontinua.

Proposicién 3.1. Sea f : X — RU{+o00}. Las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

i) La funcion f es inferiormente semicontinua;
i1) El conjunto epi(f) es cerrado en X x R; y
iii) Para cada v € R, el conjunto de subnivel I'y(f) es cerrado.

Demostracion. Probaremos que i) = ii) = iii) = i).
Suponagmos que f es inferiormente semicontinua y sea (xo, ) ¢ epi(f).

1Un espacio topoldgico en el que puntos distintos admiten vecindades disjuntas.

13
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Entonces a < f(z). Tomemos cualquier 5 € («, f(x¢). Sabemos que
existe una vecindad V de z( tal que f(y) > [ para todo y € V. El
conjunto V x (—o0, 3) es una vecindad de (zg,®) que no intersecta a
epi(f), lo que prueba ii).

Supongamos ahora que epi(f) es cerrado. Es fécil ver que para cada
v € R, el conjunto I'y(f) es homeomorfo a epi(f) N [X x {v}] y, por lo
tanto, es cerrado.

Finalmente, supongamos que I'y(f) es cerrado y probemos que f es
inferiormente semicontinua. Para ello, escojamos zg € X y a € R tales
que a < f(zo). Entonces zg ¢ I'4(f). Como este conjunto es cerrado,
existe una vecindad V de xg que no intersecta a I, (f). En otras palabras,
f(y) > a para todo y € V. O

Una funcién f: X — RU {400} es inf-compacta si para cada v € R el
conjunto de subnivel I', (f) es relativamente compacto.

Corolario 3.2. Una funcién propia f : X — RU{+o0} es inferiormente
semicontinua e inf-compacta si, y solo si, I'\(f) es compacto y no vacio
para cada v > inf(f).

Teorema 3.3 (Teorema de Weierstrass-Hilbert-Tonelli). Sea f : X —
RU{+00} una funcion propia, inferiormente semicontinua e inf-compacta.
Entonces el conjunto argmin(f) es compacto y no vacio.

Demostracion. En virtud de (2.1), basta observar que cada I',(f) es
compacto y no vacio, y recordar que la interseccion decreciente de com-
pactos no vacios da un conjunto compacto y no vacio. U

Inmediatamente obtenemos el Teorema 1.1:

Corolario 3.4 (Teorema de Weierstrass). Si C' es un subconjunto ce-
rrado, acotado y no vacio de RN y f : C — R es una funcién continua,
entonces f alcanza su mdzximo y su minimo en C.

Demostracién. La funcién g : RY — R U {+o0}, definida por

g@):{ f(z) sizecC

+00  si no,

es propia, inferiormente semicontinua e inf-compacta para la topologia
definida por la norma en RY. El Teorema 3.3 garantiza la existencia de
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un minimizador para g en RY, el cual es también un minimizador para
f en C. Para el maximizador, basta aplicar el mismo argumento con — f
en lugar de f. O

Entre las hipdtesis de Teorema 3.3 se produce una tensién: mientras
mas conjuntos abiertos tenga la topologia 7, habrd méds funciones infe-
riormente semicontinuas, pero menos subconjuntos compactos y, por lo
tanto, menos funciones inf-compactas. Mas adelante veremos que, para
el caso convexo, hay una topologia que hace més sencilla la verificacién
de las hipédtesis del Teorema 3.3 (ver Teorema 3.13).

3.2 Breve Repaso de Analisis Funcional

FEn esta seccion recordaremos, sin entrar en demasiados detalles, algunos
conceptos y resultados de Andlisis Funcional que utilizaremos mas ade-
lante. En particular, omitiremos las demostraciones de los Teoremas 3.5
y 3.9 pues van mas all& de los objetivos de este curso. Una presentacién
mas exhaustiva se puede encontrar, por ejemplo, en [5].

Sea (X, || - ||) un espacio vectorial normado. En lo que sigue llamaremos
topologia fuerte a la topologia definida en X por la norma || - ||

El dual topoldgico de X es el espacio vectorial X* de las funciones, tam-
bién llamadas funcionales, que son lineales y continuas de X (con la
topologia fuerte) en R (con la topologia usual). Denotemos por (L, x)
la accién de L € X* sobre x € X. En X* se puede definir la norma
|L|l« = supjg=1(L,x), de manera que (L,x) < |L[.[z| para cada
x € X yLeX* Conesto, (X*, | -]+) es un espacio vectorial normado.
Miés aun, siempre es un espacio de Banach?.

Por definicién, cada elemento de X* es continuo como funcién de X (con
la topologia fuerte) en R (con la topologia usual). Sin embargo, podrian
existir otras topologias en X que también hagan continuos a todos los
elementos de X*. A la més gruesa (aquella que tenga menos abiertos)
entre todas ellas la llamaremos topologia débil. Dados =g € X, L € X*

2Aunque (X, - ||) no sea completo.
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y € > 0, cada conjunto de la forma
Vi(ro)={z € X : (L,x —x0) <&}

es abierto para la topologia débil y contiene a xy. Mas aun, ellos generan
una base de vecindades para xg en el siguiente sentido: Si Vy es una
vecindad de x(, entonces existen Li,...,Ly € X* y ¢ > 0 tales que

N
o € [ Vi, (20) C Vo
k=1

Se puede demostrar que si la dimensién de X es finita, la topologia débil
coincide con la fuerte. Sin embargo, si la dimension es infinita, la topo-
logia débil es estrictamente mas gruesa que la fuerte. En otras palabras,
todo conjunto que sea abierto para la topologia fuerte es también abierto
para la topologia débil, pero existen conjuntos que son abiertos para la
topologia fuerte, y que no lo son para la topologia débil. Un ejemplo es
la bola unitaria B(0, 1). Por supuesto, lo mismo vale para los conjuntos
cerrados. En la Proposicion 3.7 veremos que para los conjuntos convexos,
en cambio, no hay distincién entre ser cerrados para la topologia fuerte
o la débil. Comenzaremos por enunciar el siguiente resultado clésico de
Anélisis Funcional:

Teorema 3.5 (Teorema de Hahn-Banach). Sean A y B subconjuntos
convexos, no vacios y disjuntos de un espacio vectorial normado X.

i) Si A es abierto, entonces existe L € X*\{0} tal que (L,z) < (L,y)
para cada v € A ey € B.

i1) Si A es compacto y B es cerrado, entonces existen L € X*\ {0} y
e >0 tales que (L,z) + ¢ < (L,y) para cada x € A ey € B.

Veremos dos consecuencias importantes:

Proposicion 3.6. Sea X un espacio vectorial normado. La topologia
débil es de Hausdorff.

Demostracion. Sean 1 # 9. La parte ii) del Teorema 3.5 asegura la

existencia de L € X* tal que (L,z1) +¢ < (L, x2> Entonces VL% (x1) es
vecindad de x, V? L(xg) es vecindad de zo y V7 (21) ﬂV p(x2)=0. O
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Proposicion 3.7. Sea C' un subconjunto convexo de un espacio vectorial
normado X . Entonces C es cerrado para la topologia fuerte si, y solo si,
es cerrado para la topologia débil.

Demostracion. Como la topologia débil es mas gruesa que la fuerte, todo
cerrado débil es también cerrado fuerte. Para el reciproco, supongamos
que C es convexo y cerrado fuerte. Dado xg ¢ C, aplicamos la parte
ii) del Teorema 3.5 con A = {xg} y B = C para deducir que existen
L e X*\ {0} y e >0 tales que (L,x0) +¢ < (L,y) para todo y € C.
El conjunto V = {x € X : (L, — x0) < €} es una vecindad de z( para
la topologia débil y no intersecta a C'. Como esto se puede hacer para
cualquier zy ¢ C, concluimos que C' es cerrado débil. O

Una ventaja de las funciones cuasiconvexas respecto de la semicontinui-
dad inferior viene dada por la siguiente:

Proposiciéon 3.8. Sea (X,| - ||) un espacio vectorial normado y sea
f: X = RU{+o0} una funcion cuasiconvexa. Entonces f es inferior-
mente semicontinua para la topologia fuerte si, y solo si, es inferiormente
semicontinua para la topologia débil.

Demostracion. Es inmediato de las Proposiciones 3.1 y 3.7. U

En particular, si una funcién cuasiconvexa es continua para la topologia
fuerte, ella es inferiormente semicontinua para la topologia débil.

En general, la compacidad es una propiedad dificil de verificar. Sin em-
bargo, el siguiente resultado nos da una caracterizacién 1util, cuando
el espacio es reflexivo. Una sucesién (z,)nen en X converge débilmen-
te a T si limy, oo (L,2, —Z) = 0 para cada L € X*. En cambio, si
limy, 00 ||zn, — Z|| = 0 diremos que la sucesién converge fuertemente a .

Teorema 3.9 (Teorema de Kakutani-Eberlein-Smulian). Sea (X, || - ||)
un espacio de Banach. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) El espacio X es reflexivo.

ii) La bola unitaria cerrada B(0,1) es compacta para la topologia débil.
En particular, todo conjunto acotado es relativamente compacto
para la topologia débil.
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i11) Toda sucesion acotada en X tiene alguna subsucesion débilmente
convergente.

Corolario 3.10. Sea (X, | - ||) un espacio de Banach reflexivo y sea
y : Ry — X wuna funcion acotada. Entonces y(t) converge débilmente
st, y solo si, tiene un unico punto de acumulacion débil, cuando t — oo.

Demostracion. Siy(t) converge débilmente a § cuando ¢t — oo, entonces
7/ es su unico punto de acumulacion débil. Para el reciproco, sea 4 el iinico
punto de acumulacién débil de y(t) y supongamos que y(t) no converge
débilmente a ¢ cuando ¢ — oo. Entonces existe una vecindad débil V
de ¢ y una sucesién (t,)nen tal que y(t,) ¢ V para todo n € N. Como
(y(tn))nen es acotada, tiene una subsucesién que converge débilmente
cuando n — oo a un ¢ # . Esto contradice la unicidad de 4. O

Diremos que f es coerciva si para cada v € R el conjunto de subnivel
I, (f) es acotado. Dado que los conjuntos compactos son acotados, toda
funcién inf-compacta es coerciva. El reciproco no es cierto en general,
pero tenemos el siguiente resultado, consecuencia del Teorema 3.9:

Corolario 3.11. En un espacio de Banach reflexivo, toda funcion coer-
civa es inf-compacta para la topologia débil.

3.3 Minimizaciéon Convexa

Sea f : X — R U{+oo} una funcién propia definida sobre cualquier
conjunto X, y sea (x,) una sucesién en dom(f). Diremos que (z,) es
una sucesion minimizante para f si lim, o f(x,) = inf(f). De acuerdo
con la definicién de infimo, siempre existe alguna sucesién minimizante,
entendiéndose que el lim,,_, f(x,) puede ser —oo. Claramente, si (x,)
es una sucesiéon minimizante para f, entonces existe v € R tal que
xn € I'y(f) para todo n € N.

Proposicién 3.12. Sea (X, || - ||) un espacio vectorial normado y sea
f:X — RU{4+o0} una funcion cuasiconvezra, propia e inferiormente
semicontinua. Sea (r,) una sucesion minimizante para f.

i) Si x, converge débilmente a T, entonces T € argmin(f).

i1) Si X es un espacio de Banach reflexivo y (x,) es acotada, entonces

argmin(f) # 0.
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Demostracion. Como f es cuasiconvexa e inferiormente semicontinua, f
también es inferiormente semicontinua para la topologia débil, en vir-
tud de la Proposicién 3.8. Para probar i), supongamos que x,, converge
débilmente a z. Entonces

F(7) < liminf f(za) = lim f(z,) = inf(f)
n—o0 n—,oo

y T € argmin(f). Para la parte ii), si (x,) es acotada, El Teorema 3.9

nos dice que ella tiene una subsucesién (zy,) que converge débilmente

a algtin #. Como dicha subsucesién también es minimizante, la parte i)

nos dice que & € argmin(f). O

Estamos ahora en posicién de demostrar nuestro principal resultado de
existencia de soluciones para el problema de minimizacién de una funcién
cuasiconvexa:

Teorema 3.13. Sea (X,|| - ||) un espacio de Banach reflexivo y sea
f:+ X = RU{+o0} una funcion cuasiconvera, propia, inferiormente
semicontinua y coerciva. Entonces argmin(f) es débilmente compacto,
no vacio y convexo.

Presentaremos dos demostraciones: la primera se basa en el Teorema
3.3 y la segunda en el llamado método directo, que consiste en encontrar
minimizadores como puntos de acumulacién de sucesiones minimizantes.

Primera Demostracion. Como f es cuasiconvexa e inferiormente semi-
continua, para cada v € R el conjunto de subnivel I',(f) es convexo
y cerrado. Luego también es cerrado para la topologia débil. Por otra
parte, como f es coerciva, I', (f) es acotado. Dado que el espacio es refle-
xivo, Iy (f) es compacto para la topologia débil. Basta usar el Teorema
3.3 en el espacio topoldgico (X,7), donde 7 es la topologia débil. La
Proposicién 2.3 establece que argmin(f) es convexo. O

Segunda Demostracion. Sea () una sucesiéon minimizante. Como f es
coerciva, (x,) es acotada. La parte ii) de la Proposicién 3.12 nos dice
que argmin(f) # (). Se concluye como en la primera demostraciéon. [J
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De acuerdo con la Proposicién 3.8 y el Teorema 3.13, es importante tener
condiciones que garanticen la semicontinuidad inferior de las funciones
convexas y cuasiconvexas, al menos para la topologia fuerte. Daremos
una respuesta en la Proposicion 4.15.

Finalmente, presentamos un resultado que establece existencia y unici-
dad de solucién para el problema de minimizacién:

Corolario 3.14. Sea X un espacio de Banach reflexivo y sea f : X —
R U {+0o0} una funcion estrictamente conveza, inferiormente semicon-
tinua, propia y coerciva. Entonces f tiene exactamente un minimizador.

Demostracion. La existencia se obtiene de aplicar la Proposicién 2.1 y
el Teorema 3.13. La unicidad se deduce de la Proposicién 2.4. O



Capitulo 4

Optimalidad

En todo este capitulo, (X, | - ||) un espacio vectorial normado sobre R.
Dados xg € X y r > 0, denotaremos por B(xg,r)y B(xg, ), respectiva-
mente, las bolas abierta y cerrada con centro x( y radio r.

4.1 Caso Diferenciable

Sea A un subconjunto no vacio de X. Una funcién f : A — R es continua
en a € A si para cada € > 0 existe 6 > 0 tal que |f(z) — f(a)| < € para
todo = € A tal que ||z — al| < §. Si f es continua en todo punto de A
decimos simplemente que f es continua en A. Diremos ademés que f es
Lipschitz-continua con constante M > 0 si

|f(x) = f(y)] < M|z -yl

para todo x,y € A. Toda funcién Lipschitz-continua es continua.

Supongamos ahora que A es abierto. Una funcién f : A — R es dife-
renciable en el sentido de Fréchet (o simplemente diferenciable) en un
punto a € A si existe un funcional lineal continuo' L € X* tal que

o @t h) = f(0) = (L b))

m = 0.
= Al

'Recordemos la notacién de la Seccién 3.2.

21
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En ese caso, decimos que L es la derivada de Fréchet de f en a y la
denotamos por Df(a). Si f es diferenciable en todo punto a de A de-
cimos que f es diferenciable en A. Una consecuencia inmediata de la
diferenciabilidad es la siguiente:

Proposicion 4.1. Si f es diferenciable en a, también es continua en a.

Demostracion. Simplemente notemos que si D f(a) = L entonces

[fla+h) = fla) = (L, )]

fa+h) - fla)] < o

1] LA 7

El lado derecho tiende a 0 cuando ||A|| tiende a 0. O

Esta definicién de diferenciabilidad nos permite extender el Teorema 1.2
a cualquier espacio vectorial normado:

Teorema 4.2 (Regla de Fermat). Sea (X,| - ||) un espacio vectorial
normado y sea A un subconjunto abierto de X. Si x* € A es un mi-
nimizador local de f : A — R y si f es diferenciable en z*, entonces
Df(z*) =0.2

Demostracion. Sea r > 0 tal que B(z*,r) C Ay f(z*) < f(z) para
todo x € B(x*,r). Sea h € B(0,1). Dado que Df(z*) es lineal, para
cada p € (0,r) se cumple que

gy =L
(Df(x )7h>—p p

Tomando el limite cuando p tiende a 0 vemos que (D f(z*),h) > 0 para
todo h € B(0,1). Cambiando h por —h se demuestra que (D f(z*),h) <0
para todo h € B(0,1) y concluimos que D f(x*) = 0. O

Observacién 4.3. Si X = RV, la definicién de diferenciabilidad dada
arriba coincide con la definicién usual que se estudia en los cursos de
Célculo en Varias Variables. Si f : A C RN — R es diferenciable en
a€Ay

of _ of of
Vi) = (@ @ )

2Esto quiere decir que (Df(z*),h) = 0 para toda h € X.
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es el gradiente de f en a, entonces

(Df(a),h) =V f(a)-h
para cada h € RV.

Teniendo en cuenta lo anterior, el Teorema 1.2 es un caso particular del
Teorema 4.2:

Corolario 4.4 (Regla de Fermat en RY). Sea A un subconjunto abierto
de RN. Si x* € A es un minimizador de f : A — R en A y f es
diferenciable en x*, entonces V f(z*) = 0.

Demostracion. En virtud del Teorema 4.2 y la Observacion 4.3, tenemos
que Vf(z*) - h =0 para todo h € RN y, por lo tanto, Vf(z*) =0. O

4.2 Caso Convexo, no Diferenciable

Los resultados de la seccién anterior pueden aplicarse cuando el minimi-
zador local se encuentra en el interior del conjunto factible y la funcién
objetivo es diferenciable en dicho punto. Sin embargo, este no siempre
es el caso. Veremos ahora una generalizacién del concepto de derivada
que es especialmente 1til para caracterizar minimizadores de funciones
convexas.

4.2.1 Subdiferencial y Regla de Fermat Generalizada

Sea f: X — RU{+00} una funcién convexa y propia. El subdiferencial
de f en x es el conjunto

Of(x) ={2* € X* : f(y) > f(x) + (z",y — z) para todo y € X}.

Los elementos de df (z) se llaman subgradientes de f en x. Si df(x) # ()
decimos que f es subdiferenciable en x. El dominio del subdiferencial es
el conjunto

dom(df) ={x € X :9f(x) # 0}.

Claramente, dom(0f) C dom(f). Ademds, el subdiferencial extiende la
nocion de derivada en el siguiente sentido:
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Proposicién 4.5. Sea f : X — R U {+0o0} una funcion convexa y
propia. Si f es diferenciable en x, entonces x € dom(0f) y Of(x) =

{Df(x)}.

Demostracion. Sea z* € df(x). Como f es diferenciable en z, para cada
€ > 0 existe § > 0 tal que

fly) < f@) +(Df(x),y —z) +elly —

para cada y € B(x,d). Por otra parte, como z* € df(x), tenemos que
fy) =z f(z) + (2", y — )
para todo y € X. Por lo tanto,
(#* = Df(z),y — ) < elly — |
para cada y € B(z,d). Esto implica que
(z* = Df(x),h) <¢

para cada h € B(0,1). Por lo tanto, ||z* — Df(x)|« < e. Como esto es
vélido para cada € > 0 concluimos que z* = D f(x). ]

Observacién 4.6. Para fijar ideas, los subgradientes de una funcién
f : R — R son las pendientes de las rectas que tocan al grafico de f en
el punto (z, f(x)) y que estan siempre por debajo de dicho gréifico.

De la definicién se desprende inmediatamente el siguiente resultado:

Teorema 4.7 (Regla de Fermat Generalizada). Sea f : X — RU{+o0}
una funcion convexa. Entonces T es un minimizador global de f si, y sdlo

si, 0 € Of(z).

Este resultado generaliza la Regla de Fermat usual a funciones convexas,
pero no diferenciables, en cualquier espacio vectorial normado

Observacion 4.8. Siademas f es diferenciable en Z, teniendo en cuenta
la Proposicién 4.5, vemos que & es un minimizador global de f si, y solo
si, 0 = Df(z). Esto nos dice que para funciones convexas, la condicién
necesaria de optimalidad que establece la Regla de Fermat es también
suficiente.
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Veamos algunos ejemplos sencillos:
Ejemplo 4.9. Para la funcién f : R — R dada por f(x) = |z|, tenemos

{1} si <0
Of(x)=4q [-1,1] si =0
{1} si z>0.

Ejemplo 4.10. Sea g : R = R U {400}, la funcién definida mediante
g(x) =+ocosix <0y g(r) = —/x, si x > 0. Entonces

1) si <0

Gg(:n):{ {—ﬁ} si x>0.

Notemos que 0 € dom(g) pero dg(0) = (). Vemos aqui un caso donde
dom(dg) & dom(g).

Ejemplo 4.11. Si definimos h : R — R U {+00} como h(z) = 400 si
x # 0y h(0) = 0, entonces

i 0
oo ={r 5170

Ejemplo 4.12. M4&s generalmente, sea C' un subconjunto convexo, ce-
rrado y no vacio de X y sea ¢ : X — R U {+0o0} la funcién indicatriz
del conjunto C' (ver Seccién 2.1):

50(1’)2{ 0 sizel

+o00 sino.
El conjunto N¢(z) = 0dc(z) es el cono normal a C en x. Esta dado por
No(z) ={2" € X*: (x*,y —x) <0 para todo y € C}

siz € C,y No(z) = 0siz ¢ C. Intuitivamente, el cono normal continene
las direcciones que apuntan “hacia afuera’de C.

Proposicién 4.13. Para cada © € X, el conjunto Of(x) es convero y
cerrado (posiblemente vacio).
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Demostracion. Sean z7,x5 € Of(z) y A € (0,1). Para cada y € X
tenemos que

f()
f()

Combinando adecuadamente estas dos desigualdades obtenemos

fy) = f(@) + Azt + (1= Nz, y — )

para cada y € X, lo que nos dice que Az} + (1 — A\)z5 € 9f(x).
Para ver que 9f(x) es cerrado, tomemos una sucesion (z}) de elementos
de 0f(x), que converge a algin &*. Tenemos que

fy) > f(x) + (@3, y —2)

f@) + {21,y — )
f@) + x5,y — )

(AVANAY]

para cada y € X y cada n € N. Cuando n — oo obtenemos

fly) = fle) + (@7 y — o).
Concluimos que #* € 9f(x). O

Recordemos que si f : R — R es una funciéon convexa y diferenciable,
entonces su derivada es una funcién creciente. El siguiente resultado
generaliza esta propiedad.

Proposicién 4.14. Sea f : X — R U {400} una funcion convexa y
sean x,y € dom(9f). Entonces

<x*—y*,fb—y> 20
para cada z* € Of (x) y cada y* € Of (y).

Demostracion. Siz* € Of(z) y y* € df(y), de acuerdo con la definicién
del subdiferencial, tenemos que

fly) > flz)+ @y —2)
flx) > fly)+@"2—y).

Sumando estas dos desigualdades y agrupando los términos obtenemos
(x* —y*, x —y) > 0, como querfamos. ]



Optimalidad 27

4.2.2 Continuidad y Subdiferenciabilidad

Presentaremos ahora algunas propiedades de continuidad y subdiferen-
ciabilidad, que revelan lo notablemente regulares que son las funciones
convexas. Algunas demostraciones son un poco més sofisticadas, por lo
que pueden omitirse en una primera lectura.

Proposicién 4.15. Sea f: X — RU {400} una funcion convezra y sea
xg € X. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) f estd acotada superiormente en alguna vecindad de xq;
it) f es Lipschitz-continua en alguna vecindad de xq;
i11) f es continua en xo; y

iv) (xo,A) € int(epi(f)) para cada X\ > f(xo).

Demostracion. Probaremos que i) = ii) = iii) = iv) = i).

i) = ii): Si f estd acotada superiormente en una vecindad de zg, existen
r >0y K > f(xg) tales que f(z) < K para todo z € B(xo,2r).
Probaremos que existe M > 0 tal que |f(z) — f(y)| < M|z — y| para
cada x,y € B(xg,r). En primer lugar, consideremos el punto

y—x

ri”y I (4.1)

y=y+
Por una parte, tenemos que || — x| < ||y — xol| + 7 < 2r, por lo que
f(g) < K. Por otra parte, despejando y en (4.1), vemos que

ly ==l _ lly—=l

=X+ (1—XNx, con A= <
y=M+({1-A) fy—al+7 = 1

Por la convexidad de f,

Fy) = F(@) S Af(@) = f(2)] S AK = f(2)]. (4.2)

Como zg = 37+ (239 — ), tenemos que f(zo) < 1 f(2)+ 3 f(2z0 — z).
Luego,
—f(z) < K —2f(x9). (4.3)
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Combinando (4.2) y (4.3), deducimos que

[ = yl-

Intercambiando los roles de x e y vemos que |f(z) — f(y)| < M|z — y||
con M = M > 0.

ii) = iii): Es inmediato.

iii) = iv): Si f es continua en xo y A > f(z¢), entonces existe § > 0 tal
que f(z) < % para todo z € B(xg,d). Por lo tanto,

(xo, ) € B(xg,0) X (%,+oo) C epi(f),
con lo cual (zg, ) € int(epi(f)).

iv) = 1): Si (o, A) € int(epi(f)), entonces existen r > 0y K > f(xo),
tales que B(xzg,r) x (K,+00) C epi(f). Esto dice que f(z) < K para
todo z € B(xg, ). O

Observacion 4.16. Se puede demostrar, usando la Proposiciéon 4.15,

que si f: RV — R U {+00} es convexa, entonces ella es continua en
int(dom(f)).

Ya hemos visto, en la Proposicién 2.6 que algunas propiedades locales
se vuelven globales cuando las funciones son convexas. Veremos ahora
dos ejemplos mas:

Corolario 4.17. Sea f : X — R U {400} una funcion conveza. Si f
es continua en algin xog € dom(f), entonces xo € int(dom(f)) y f es
continua en todo int(dom(f)).
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Demostracion. Si f es continua en xq, la Proposicién 4.15 nos dice que
xo € int(dom(f)) y que existen r > 0y K > f(zo) tales que f(x) < K
para todo = € B(xg,r). Sea yo € int(dom(f)) y escojamos p > 0 de
manera que el punto zp = yo+ p(yo — o) pertenezca a dom(f). Tomemos

y € B(yo, %) y definamos w = xg + (HT”)(y —10). En otras palabras,

p n 1
= _ w E— Z0-
4 1+p 1+p 0

lw = zoll = (X52) lly = woll <,

Por otra parte,

con lo cual w € B(xo,7)y f(w) < K.

) < (£5) Fw) + (£5) £z0) < max{K, f(z0)}.

Como esto vale para cada y € B(yo, %), concluimos que [ estd acotada
superiormente en una vecindad de yg. La Proposiciéon 4.15 nos garantiza
que f es continua en . O

Proposiciéon 4.18. Sea f : X — R U {400} una funcion conveza.
Entonces =* € 0f (x) si, y solo si, f(y) > f(z)+ (x*,y — ) para todo y
en una vecindad de x.

Demostracion. Si z* € df(z), claramente se tiene que f(y) > f(x) +
(x*,y — ) para todo y en una vecindad de x (todo el espacio). Para
el reciproco, podemos suponer que existe r > 0 tal que f(y) > f(z) +
(x*,y — x) para todo y € B(x,r). Debemos probar que z* € Jf(z).
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Sea z € X y tomemos A € (0,1) tal que A||z — z|| < r, de manera que
Az + (1 =Nz € B(z,r). Asi,

M)+ A =N f(x) > fAz+ (1 =Nz) > f(z)+ (", 2+ (1= Nz —x).

Esto nos dice que
f(z) 2 f(x) + (=% 2 — 2).

Como esto es valido para cada z € X, concluimos que z* € df(x). O

Proposicién 4.19. Sea f : X - RU{+00} una funcion conveza. Si f
es continua en x, entonces df(x) es acotado y no vacio.

Demostracién. De acuerdo con la Proposicién 4.15, int(epi(f)) # 0. Uti-
lizamos la parte i) del Teorema de Hahn-Banach (Teorema 3.5) con
A = int(epi(f)) y B = {(z, f(x))}. Luego, existen L € X* y s € R, no
ambos nulos, tales que

Ly+ sA < Lz + sf(x)

para todo (y,\) € int(epi(f)). Tomando y = z, concluimos que s < 0.
Si s = 0 tendremos que L(y — z) < 0 para todo y en una vecindad de z.
Esto nos dice que L = 0, lo cual es una contradiccién. Concluimos que
s < 0. Tenemos entonces que

A > f((l?)+ <£7y_x>7
con ¢ = —L/s, para cada A > f(y). Pasando al limite, vemos que

fy) > f(x) + {{,y — 2).

La Proposicién 4.18 nos dice que £ € df(x) # 0. Por otra parte, como
f es continua en x, la Proposicién 4.15 garantiza que ella es Lipschitz-
continua en una vecindad de z. Si z* € Jf(z) tenemos que

fl)+ @y —x) < fly) < flz) + My — |,

y, por lo tanto, (z*,y — x) < M||y — z|| para todo y en una vecindad de
x. Concluimos que ||z*|| < M y asi, 0f(x) C B(0, M). O
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Recordemos que la Proposicion 4.5 establece, en particular, que si f es
diferenciable en x, entonces f es subdiferenciable en dicho punto. La
Proposicion 4.19 va mas alla, pues senala que basta que f sea continua
en x para ser subdiferenciable alli.

Terminamos esta subseccién con una importante regla de calculo que
establece condiciones suficientes para que el subdiferencial de la suma
de dos funciones coincida con la suma de los subdiferenciales. Notemos
primero que esto no siempre ocurre.

Ejemplo 4.20. Sean f,g: R — R U {400} las funciones definidas por

f(x):{ 0 S%CCSO v g(x):{vLoo s.i:z:<0
400 siz>0 Va sixz>0.
Tenemos que

{0} S%ZE<O 0 siz <0
=0 a0y o= (o 50

Por lo tanto,
Of(x) +0g(x) =0
para todo x € R. Por otra parte,

0 siz=0

gra@={ % 520

con lo cual
R siz=0
0 = .
dra@={ 7§ 5520
El problema con las funciones del ejemplo anterior es, en términos sim-
ples, que sus dominios no se intersectan suficiente. Tenemos lo siguiente:

Teorema 4.21 (Teorema de Moreau-Rockafellar). Sean f,g: X — RU
{+0o0} dos funciones convexas, propias e inferiormente semicontinuas.
Para cada x € X, se tiene que

Of () + 9g(x) C A(f + g) ().

La igualdad se cumple para todo x € X si ademds [ es continua en algin
punto xo € dom(g).
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Demostracion. Siz* € df(x) y 2* € dg(x), entonces

f()
9(y)

f(@) + (2% y — x)

>
> g(z) + (" y —x)

para cada y € X. Sumando ambas desigualdades, concluimos que

fy)+9(y) > f(z) +g(x) + (=" + 2",y — )

para todo y € X y, por lo tanto, * + z* € 9(f + g)(x).
Supongamos ahora que u* € 9(f + g)(x). Es decir,

fy) +9(y) > f(z) +g(x) + (u',y — ) (4.4)

para todo y € X. Encontraremos z* € df(z) y z* € 9dg(x) tales que
z* 4+ z* = u*. Definamos los conjuntos convexos

B = {(yy)A) e X xR : g(y) —g(x) < -7}
C = {yN)eX xR : fy)—(u'y—z)— flz) <AL

Definimos h : X — R U {400} como h(y) = f(y) — (u*,y — x) — f(z).
Luego, h es convexa, es continua en algin punto zg, y C = epi(h). La
Proposicién 4.15 nos dice que el conjunto A = int(C') es un abierto no
vacio (también es convexo). Ademés AN B = () en virtud de la desigual-
dad (4.4). El Teorema de Hahn-Banach (Teorema 3.5) nos garantiza la
existencia de (L,s) € X* x R\ {(0,0)} tales que

(L,y) + sA < (L, 2) + sp

para cada (y,\) € Ay cada (z,u) € B. En particular, tomando (y, \) =
(x,1) € Ay (z,u) = (x,0) € B, deducimos que s < 0. Por otra parte,
si s = 0, tomando z = x vemos que (L,z —y) > 0 para todo y en
una vecindad de x. Esto dice que L = 0, lo cual contradice el Teorema
de Hahn-Banach pues (L, s) # (0,0). Por lo tanto, s < 0, y podemos
escribir

(") + A< (2%, 2) +

con z* = —L/s. Tomando de nuevo (z,u) = (z,0) € B, y recordando
que C = epi(h), deducimos que

(z%,y —x) + h(y) <0.
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Usando la desigualdad (4.4) vemos que

9(y) > g(x) + (", y — x)

para todo y € dom(g), y, por lo tanto, para todo y € X. Esto nos dice
que z* € dg(x). De manera similar mostramos que z* = u* —z* € df(x),
de donde obtenemos el resultado. O

Corolario 4.22. Sea C' C X un conjunto convexo cerrado y mo vacio.
Supongamos que f: X — R es una funcion propia, convexa y diferen-
ciable. Entonces T minimiza f sobre C si, y solo si,

—Df(z) € No().

Demostracion. De acuerdo con la Regla de Fermat Generalizada (Teo-
rema 4.7) y el Teorema de Moreau-Rockafellar (Teorema 4.21) tenemos
que T minimiza f sobre C si, y solo si,

0€d(f+dc)(x) =0f(T) + doc(T).

Como 0f(z) = {Df(z)} y 0dc(Z) = Nc(Z), lo anterior es equivalente a
—Df(Z) € Ne(z). O

Para fijar ideas (pensar en X = RY ), el corolario anterior nos dice que
el gradiente de f en & debe apuntar hacia adentro de C; o, en otras
palaras, que f solamente puede decrecer hacia afuera de C.

Curvas de nivel de f
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Capitulo 5

Ejemplos

5.1 Operador de Proximidad

Sea H un espacio de Hilbert.! Dados A > 0y & € H, la Regularizada
de Moreau-Yosida de f con pardmetro (A, z) es la funcién f(, ;) : H —
R U {+00}, definida mediante

1
fina)(2) = F(2) + 5l = 2
Una propiedad importante es la siguiente:

Proposicién 5.1. Para cada (N, x), la funcién J(\x) tiene exactamente
un minimizador T, el cual estd caracterizado por la relacion

r—x

A

Demostracion. Dado que f es propia, convexa e inferiormente semicon-
tinua, tenemos que f( A,z) €8 Propia, estrictamente convexa, inferiormente
semicontinua y coerciva. Obtenemos la existencia y unicidad gracias al
Corolario 3.14. Finalmente, la Regla de Fermat Generalizada (Teorema
4.7) y el Teorema de Moreau-Rockafellar (Teorema 4.21) nos dicen que
el tnico minimizador z de la funcién f, ;) estd caracterizado por

€ 0f ().

r—x

0 € 0fr0)(a) = 0 (@) +

lo que nos permite concluir. O

1Las principales propiedades se presentan en el Apéndice A.
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Utilizaremos este hecho en el Capitulo 8 cuando estudiemos el algoritmo
del punto proximal.

Despejando Z, podemos escribir
T = (I+M0f) a,

donde I : H — H denota la funcién identidad. En vista de la Proposicién
5.1, la expresién Jy = (I + A9f)~! define una funcién Jy : H — H, que
se llama operador de proximidad de f, con pardmetro \.?

Proposicion 5.2. Jy es Lipschitz-continua, con constante M = 1.

Demostracion. Supongamos que T = Jy(z) y § = Jx(y), de manera que

oot v - leorw.

De acuerdo con la Proposicién 4.14, tenemos que

(z—-2)=@—-y),T-7) <0,

de donde |7 — g||> < (y — 2,7 — §) < ||z — y|| |z — 7||. Concluimos que
1z =gl < [lz =yl O

Ejemplo 5.3. Si C es un subconjunto convexo, cerrado y no vacio de H,
entonces la funcion indicatriz de C' (ver Seccién 2.1) es propia, convexa
e inferiormente semicontinua. Dados A > 0y x € H, Jy(x) es la dnica
solucién de

1
min {50(2) + ﬁHz —z|?:z € H} =min{||z —z| : z € C}.

Independientemente de A, Jy(z) es el punto de C' que estd més cerca
de z. En otras palabras, es la proyeccion ortogonal de x sobre C. De
acuerdo con la Proposicién 5.2, la funcién Proy. : H — H, definida por
Proy~(x) = Jx(x), es Lipschitz-continua con constante M = 1.

2 .z .
También se conoce como la resolvente del operador Of con pardmetro A.
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5.2 Calculo de Variaciones

Sea L :[0,7] x R x R — R una funcién continuamente diferenciable.
C= {:z: e C! ([O,T];R) . 2(0) = zo, 2(T) = :z:T} .

Para x € C definamos

y consideremos el problema
(cV) min{f(z):x € C}.

La funcién f es diferenciable y

T
Df(x)h = /0 [82L(t,x(t),:t(t))h(t)+63L(t,:c(t),33(t))h(t) dt.

Antes de presentar las condiciones necesarias de optimalidad, mostrare-
mos el siguiente resultado auxiliar:

Lema 5.4. Sean o, 8 € C° ([O,T];R) tales que

T
/ [aOh(t)dt + B(0)h() di = 0
0

para toda h € C* ([0,T];R) tal que h(0) = h(T) = 0. Entonces f3 es
continuamente diferenciable y B =a.

Demostracion. Analicemos primero el caso en que o = 0. Debemos pro-

bar que [ es constante. Para ello definamos la funcién H : [0,7] - R
como

t T
H(t):/o [8(s) — B]ds,  con B:%/O B(t) dt.
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Claramente, H es continuamente diferenciable y H(0) = H(T) = 0.
Luego
T
0 = / B(t)H (t) dt

=/ﬁ B) dt
:/Ova() dt+B/

Como [ es continua, tenemos que 8 = B.

Pasemos ahora al caso general. Para ello, definamos

Usando integracién por partes vemos que, para cada h € C! ([O,T];R)
tal que h(0) = h(T") = 0, se cumple que

0= /O ' [a(t)h(t)dt + 5(75)5(15)} dt = /0 ! [5(15) - A(t)} h(t) dt.

De acuerdo con lo que demostramos antes, la funcién 8 — A es constante.
En otras palabras, § es una primitiva de «. Esto nos dice que S es
continuamente diferenciable y 8 = a. O

Estamos listos para presentar las condiciones necesarias de optimalidad:

Teorema 5.5 (Ecuacién de Euler-Lagrange). Sea z* una solucion de
(CV). Entonces la funcion 8 :[0,T] — R, definida por

B(t) = OsL(t,z"(t), #*(1)),

es continuamente diferenciable y

& [ostta 0. @)] = 22,27 (1), (1)

para todo t € (0,T).
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Demostracion. En el subespacio
Co = {x ec! ([o,T];R) . 2(0) = 2(T) = o} :
de C! ([O,T I; R), definamos la funcién g : Cy — R mediante

g(h) = f(z" + D).
Claramente, tenemos que
min{f(z): x € C} = min{g(h) : h € Cop}.
Sabemos que 0 € argming, (g) pues z* € argming(f). Por otra parte,

Dg(0) = Df(z*). El Teorema 4.2 nos dice que D f(z*)h = Dg(0)h =0
para toda h € Cy. Es decir,

/OT [82L(t,x(t),33(t))h(t) + 05 L(t, x(t), 2 (¢)h(t)| dt =0

para toda h € Cjy. El resultado se obtiene utilizando el Lema 5.4 con
a(t) = o L(t,x*(t),2*(t)) v B(t) = OsL(t, z*(t),z*(t)). O

5.3 Algunas Ecuaciones Elipticas

Sea 2 un subconjunto abierto y acotado de R y consideremos el espacio
de Hilbert

X =HY O R) = {uec L} (R) : Vu € LRV}
con el producto interno

() = [ [Tu©)- Voe) + u(e)o(e)] de

y la norma asociada

full = | [ [I9a©F + 1)) "

3Fl gradiente se toma en el sentido de distribuciones.
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Dada h € L?(R), definamos f : X — R mediante

) = 5l = | hiyute) de

La funcion f es estrictamente convexa, coerciva y diferenciable con
D (o = (u.0) = [ hE(E)ds.

De acuerdo con el Corolario 3.14, f tiene un tinico minimizador 4 en X
y, gracias a la Regla de Fermat (Teorema 4.2), se cumple que

D@ = [ [Vie) - 9u(©) +a(epu(e) ~ Hewle)] ds =0 ()

para toda v € X. Se puede demostrar (ver [5, Teorema 9.26]) que si 2
y h son suficientemente regulares, entonces @ € C?(€2).* Utilizando (5.1)

y la Férmula de Green® vemos que
[ - s +u©] v+ [ SH@uerdot©) = [ neyore) de
Q Q

o0 871

para toda v € X, en particular para aquellas que son continuas y se
anulan en la frontera. Esto nos dice que

—Aa(§) + u(§) = h(¢)
para todo & € (o casi todo, segun la regularidad de h). Luego,

ou
—(&)v(&)do(€) =0
IIGECEEG
para toda v € X y, por lo tanto,
ou
8_n(§) =0

en 0F2. Hemos resuelto la ecuacién con condicién de Neumann:

{—Au—i—u = h enf)

g—g = 0 en 0N.

Con argumentos similares se pueden resolver otras ecuaciones, por ejem-
plo, con condiciones de Dirichlet (ver [5, Capitulo 9]).

4Esto quiere decir que @ es dos veces continuamente diferenciable en Q y la segunda,
derivada es uniformemente continua, por lo que @, Vu y A% se pueden extender
continuamente a la frontera.

? [Ll(Au)v + Vu- Vo] = [, 2%y, donde n denota la normal unitaria exterior a €.
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Capitulo 6

Sistemas Dinamicos

Lo que queda de este curso estd dedicado al estudio de algunos sistemas
dindmicos que permiten resolver problemas de minimizacién convexa
en espacios de Hilbert.! En este capitulo entregaremos las principales
definiciones, asi como algunos ejemplos abstractos; mencionaremos los
sistemas clasicos utilizados en minimizacién convexa; y presentaremos
las principales herramientas que se utilizan para verificar la convergencia,
fuerte o débil, de las trayectorias y sucesiones generadas a partir de estos
sistemas.

6.1 Aspectos Generales

En términos muy generales, un sistema dindmico es una serie de reglas
que rigen el movimiento de un objeto. En este curso nos interesaremos
en dos tipos de sistemas:

Ecuaciones de Evolucion: Son sistemas dindmicos a tiempo continuo,
donde la transicion estd gobernada por una ecuacién diferencial ordina-
ria o, mas generalmente, una inclusion diferencial: Consideremos una
funcién F : [0,00) x H — 2 (nétese que los valores de la funcién son
subconjuntos de H). Una solucion de la inclusién diferencial

{a‘:(t) € F(t,z(t)), t>0

1Las principales propiedades se presentan en el Apéndice A.
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es una funcién absolutamente continua x : [0,00) — H tal que 2(0) =
y @(t) € F(t,z(t)) para casi todo t > 0. Diremos que xg es la condicion
inicial, que z(t) es el estado del sistema en el instante t, y que x es la
trayectoria que parte desde xg.

Si F':[0,00) x H — H obtenemos una ecuacién diferencial ordinaria:

{x'(t) = F(t,z(t)), t>0

Algoritmos Iterativos: Son sistemas dindmicos a tiempo discreto,
donde el estado del sistema en un tiempo dado se obtiene a partir del
estado en el tiempo anterior al aplicar un procedimiento definido a prio-
ri. Mas precisamente, partimos de una condicion inicial to € H. En
la etapa o iteracion n, dado el estado z,, determinamos el estado x,41
mediante

Tn+1 = F(n,xn),

donde F : N x H — H es una funcién conocida de antemano.

6.2 Sistemas Dinamicos y Minimizacion

Comentaremos ahora algunos sistemas dindmicos bésicos que pueden
aplicarse para resolver problemas de minimizacién convexa. Para fijar
ideas, comencemos por estudiar el caso diferenciable. Sea f : H — R
una funcién continuamente diferenciable, tal que Vf es (globalmente)
Lipschitz-continuo. Para cada z¢ € H la ecuacién diferencial

o(t) = =V f(xz(t))
&P) Lo .
tiene una unica solucion, en el sentido clasico; es decir, existe una fun-

cién continuamente diferenciable x : [0,00) — H tal que z(0) = zo y
z(t) = F(t,z(t)) para todo t > 0.

En primer lugar, notemos que los puntos estacionarios de este sistema
son exactamente los puntos criticos (aquellos donde el gradiente es cero)
de f. Por otra parte, tenemos que

%f(w(t)) = (Vf(x(1),2(t)) = =V @O = ~[l&@)]*.
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Esto nos dice que los valores de f decrecen estrictamente a lo largo de
la solucién z, salvo en aquellos instantes en que el punto z(t) es critico.
Finalmente, recordemos de la Observacién 4.8, que si f es convexa, los
Unicos puntos criticos son los minimizadores globales. Intuitivamente, la
trayectoria se moverd en direcciones que hagan decrecer el valor de f y
no se dentendrad a menos que se acerque a un minimizador global.

Si la funcién f no es diferenciable, la ecuacién diferencial (€D) deja de
tener sentido. Sin embargo, si f es una funciéon convexa, inferiormente
semicontinua y propia, podemos considerar una versién mas general de la
ecuacién diferencial (£D) reemplazando V f por df. Con esto se obtiene
la inclusién diferencial

—&(t) € Of(z(t)), para casitodot >0
{ z(0) = x.

En el Capitulo 7 presentaremos una nocién de solucién para (ZD) y
enunciaremos el resultado de existencia y unicidad para cada condicion
inicial g € dom(f). Posteriormente, estudiaremos las principales pro-
piedades de dichas soluciones y demostraremos que, cuando t — oo,
cada una de ellas converge a algin minimizador de f. Esto nos da una
manera, al menos tedrica, de aproximar dichos puntos.

En los Capitulos 8 v 9 estudiaremos dos algoritmos que se definen, de
manera muy intuitiva, a partir de (£D). Ellos nos daran métodos imple-
mentables, que nos permitirdn aproximar los minimizadores de f desde
un punto de vista préactico. La idea general es discretizar la ecuacién
diferencial, reemplazando la derivada por la “pendiente” de una secante.
En otras palabras, aproximamos

donde A\, > 0 es el paso de la discretizacion (la longitud del enésimo
subintervalo).
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Tn41
Tn

Para aproximar V f(z(t)) hay dos opciones evidentes:

1. La primera es tomar V f(z,+1), que corresponde al valor del lado

derecho del subintervalo. En este caso obtenemos una expresién
implicita para z,.1 en funcién de zy:

Tnt1 + AV (Xnt1) = zp.

Para determinar z,,; es necesario resolver una ecuacién, lo que
tipicamente aumenta el costo computacional de cada iteracién. Sin
embargo, veremos que este algoritmo converge bajo hipdtesis muy
generales respecto de la funcién f. Este enfoque da origen al algo-
ritmo del punto prorimal, que se presenta en el Capitulo 8.

. La segunda opcién consiste en aproximar V f(z(t)) por V f(z,),

que corresponde al valor del lado izquierdo del subintervalo. La
ventaja de este enfoque es que se obtiene una férmula explicita
para calcular z,11 en funcién de z,:

Tpt1 = Tn — AV f(xp).

Sin embargo, solamente podremos demostrar la convergencia de es-
te algoritmo bajo algunas hipdtesis de regularidad sobre f y siem-
pre que los pasos de la discretizacion no sean demasiado grandes.
Estudiaremos el algoritmo del gradiente, basado en este enfoque,
en el Capitulo 9.

6.3 Analisis Asintdtico

En los capitulos que siguen estudiaremos el comportamiento asintético
de los sistemas dinamicos descritos arriba. Mas precisamente, los Teo-
remas 7.3, 8.3 y 9.6 contienen los resultados de convergencia débil para
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los tres sistemas, mientras que los Teoremas 7.4, 8.4 y 9.7 establecen la
convergencia fuerte (cuando t — +00 0 n — 400, segin corresponda).

Veremos ahora algunos conceptos y herramientas que utilizaremos para
comprobar la convergencia, débil o fuerte, a algiin minimizador de la
funcién objetivo.

6.3.1 Convergencia Débil

Presentaremos aqui un resultado muy 1til para demostrar la convergen-
cia débil, sin conocer el limite a priori.

Lema 6.1. Sea F' un subconjunto no vacio de un espacio de Hilbert H
y sea y : Ry — H. Supongamos que

i) Para cada u € F existe limy_,o |ly(t) — ul|; v
it) Todo punto de acumulacion débil de y(t), con t — oo, estd en F'.
Entonces y(t) converge débilmente cuando t — oo a algin u € F.

Demostracion. En vista de i), a partir de cierto 7' podemos suponer que
y(t) es acotada. En vista del Corolario 3.10, basta demostrar que no pue-
de tener més de un punto de acumulacién débil. Supongamos entonces
que (t,) v (sn) son sucesiones tales que lim,, ;o0 t,, = limy, o0 $, = 00,
y(tn) = x y y(sn) = z cuando n — oo. Por ii), x,z € F. Luego, por i),
existen £(z) = limy_, ||y(t) — || v £(2) = lim; 0 ||y(t) — z||. Pero, dado
que

2 2 2
ly(t) = zlI” = lly(t) — 2l + ]z — 2] + 2(y(t) — 2,2 — @),
pasando al limite en ambas subsucesiones obtenemos, respectivamente,
Ua)=L(z) = |lz—x|® v Lz) =)+ ||z — 2|
Concluimos que z = . O

Dada una sucesion (y,,) en H podemos definir una interpolacién cons-
tante por tramos, mediante

y(t) = yn para ten,n+1).

Esto nos permite obtener el siguiente resultado, cuya demostracion se
deja como ejercicio.
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Corolario 6.2 (Lema de Opial). Sea F' un subconjunto no vacio de un
espacio de Hilbert H y sea (y,) una sucesion en H. Supongamos que

i) Para cada uw € F existe imy, o0 ||yn — ul|; y
ii) Todo punto de acumulacion débil de (yy) pertenece a F.

Entonces y, converge débilmente cuando n — oo a algun u € F'.

6.3.2 Convergencia Fuerte

Para la convergencia fuerte se requieren hipodtesis adicionales sobre la
funcion objetivo. Comentaremos algunas de ellas:

Convexidad fuerte. Una funcién f : H — R U {+00} es fuertemente
convexa con pardmetro a > 0 si para cada x € dom(9f) y para cada
x* € df(z) se cumple que

f@) = f@) + @y — o) + Sy — 2l (6.1)

para todo y € H. En otras palabras, esto quiere decir que f estd por
encima de la funcién cuadratica ) : H — R definida por

Qy) = f(@) + @,y —2) + Sy — o

Toda funcién fuertemente convexa es a la vez estrictamente convexa y
coerciva. Por lo tanto, el Corolario 3.14 nos dice que si f es propia,
inferiormente semicontinua y fuertemente convexa, entonces debe tener
exactamente un minimizador.
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Paridad. Una funcién f: H - RU {400} es parsi f(—z) = f(x) para
todo = € H. Notemos que esto implica que 0 € argmin(f), pues

F(0) < 55@) + 35(~2) = () + 5 (x) = f(2)

2

l\DI»—\

para cada z € H.

Conjunto de minimizadores con interior no vacio. Supongamos
que int(argmin(f)) # 0. Entonces, existen @ € argmin(f) y r > 0 tales
que B(u,r) C argmin(f). En particular, para cada h € H con |h| =1
se tiene que @ + rh € argmin(f). Dados x € dom(9f) y z* € 9f(x),
sabemos que

fu+rh) > f(z) + (", u+rh —x).

Como u + rh € argmin(f), lo anterior nos dice que
r{x* h) < (%, — ).
En consecuencia,

rl|z*|| = sup (z*, h) < (2", 2 — ). (6.2)
Il1=]
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Capitulo 7

Método del Maximo
Descenso

El método del maximo descenso se basa en la inclusién diferencial

(ID) —i(t) € Of(z(t)), para casitodot >0
z(0) = m.

Observemos que los puntos estacionarios para esta inclusién diferencial

son precisamente los minimizadores de f.

Para cada condicién inicial, existe una tinica solucién de esta inclusién
diferencial. Mas precisamente, tenemos el siguiente:

Teorema 7.1. Sea f : H — R U {400} una funcion convezxa, infe-
riormente semicontinua y propia. Para cada xy € dom(f) existe una
unica funcion absolutamente continua x : [0,00) — X, que satisface la
inclusion diferencial (D).

Existen dos demostraciones clasicas y bien conocidas de este resultado:

1. La primera se basa en un proceso de regularizacién: se sustituye
la funcién f por una funcién continuamente diferenciable fy y se
encuentra la solucién zy de la ecuacién diferencial

—&x\(t) = Va(xa(t)).

Luego, se prueba que cuando A — 0, la familia (x)) converge
uniformemente en cualquier intervalo acotado a una trayectoria x
que es solucién de (ZD). Este enfoque se puede encontrar en [4].

o1
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2. La segunda consiste en dividir un intervalo de la forma [0,7] en
n subintervalos y construir una funcién z,, (que pueden escogerse,
por ejemplo, constante o lineal-afin en cada subintervalo) para
encontrar la solucién de (ZD) por aproximacién. Este enfoque tiene
su origen en [6] (ver también [8] y [11]).

Ambas estrategias tienen complejidades técnicas que preferimos omitir
en este curso.

7.1 Propiedades del Sistema

Las principales propiedades de las soluciones de (ZD) se encuentran en
la siguiente:

Proposicién 7.2. Sea z : [0,00) — X una solucién de (ID).
i) La funcion t — f(x(t)) es decreciente.

ii) Para cada uw € H se tiene que limy_,o f(2(t)) < f(u).! En parti-
cular, limy_, o0 f(x(t)) = nf{f(u) :u € H}.

i11) Todo punto de acumulacion débil de x(t) cuando t — oo debe
pertenecer a argmin(f).

w) Siu € argmin(f), la funcion t — ||z(t) — al| es decreciente.
v) La trayectoria z(-) es acotada si, y solo si, argmin(f) # (.

Demostracion. Dado que —z(t) € 0f(z(t)), la definicién de subgradiente
nos dice que para todo u € H se cumple que

fu) = fla(t) + (@), 2(t) — u). (7.1)

Evaluando esta desigualdad en u = z(s) con s < t y dividiendo por ¢t — s
deducimos que

s L 28) = 0

- < —Ja@®)* <o,
s—t—

!Entendiéndose que el limite puede ser —oo.
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lo que nos da i). Por otra parte, como

52 () = ull® = (&(t), 2(t) — u), (7.2)

Fw) > () + 52 lat) — ul?
Integrando entre 0 y 7" vemos, gracias a i), que
1 1
Tf(u) 2 Tf(@(T)) + S lla(T) ~ ul? — S llz(0) = ul|.

Esto implica que

de donde inmediatamente obtenemos ii). Para la parte iii), supongamos
que x(t,) converge débilmente a z. Como f es inferiormente semiconti-
nua para la topologia débil, tenemos que

£(@) < lminf f(x(tn) = M f(x(t)) < f{f(u) : v € H),

n—oo
con lo cual £ € argmin(f). La parte iv) se obtiene utilizando (7.1) y

(7.2) con u = u € argmin(f) pues

5= lle(t) —all? = (@(t), 2(t) — ) < f(a) - f(z(t) < 0.

Finalmente, la parte v) se deduce de las partes iii) y iv), junto con el
Teorema 3.9. O

7.2 Convergencia

El siguiente resultado establece la convergencia débil de las trayectorias
de (ZD):

Teorema 7.3. Sea x : [0,00) — X una solucion de (ID) y supongamos
que argmin(f) # (). Entonces x(t) converge débilmente, cuando t — oo,
a algin elemento de argmin(f).
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Demostracion. Es directo a partir del Lema 6.1, en vista de los puntos
iii) y iv) de la Proposicién 7.2. O

Para la convergencia fuerte tenemos el siguiente:

Teorema 7.4. Sea x : [0,00) — X wuna solucion de (D) y supongamos
que argmin(f) # 0. Entonces x(t) converge fuertemente, cuando t — o,
a algin elemento de argmin(f), en cualquiera de los siguientes casos:

i) Si f es fuertemente conveza;
ii) Si f es par; o
iii) St int(argmin(f)) # 0.
Demostracion. Supongamos primero que f es fuertemente convexa y

tomemos @ € argmin(f). Dado que 0 € df(u), la desigualdad (6.1), con
y=ux(t), x =uy z* =0, nos dice que

_ 2 _
la()) = all? < = | f(=(t) - £(@)]
Concluimos usando la parte ii) de la Proposicién 7.2.
Supongamos ahora que f es par. Dados ¢t > 0y s € [0,t], definamos
1
(8) = llu(s)|? = u®)]* - g llu(t) = u(s)|*.

Usando la parte i) de la Proposicién 7.2, vemos que
Y(s) = (@(s),z(s) + x(t)) < f(—x(t)) — f(a(s)) = f(a(t)) — f(z(s)) <0
Esto nos dice que v es decreciente. Asi, y(s) > v(t) =0y
1
Sllu®) = w(s)I* < Jlu(s) = 0 = [lu(t) - O]*.
Como 0 € argmin(f), la parte iv) de la Proposicién 7.2 nos dice que

(x(t))s>0 tiene la propiedad de Cauchy. Luego, es convergente porque el
espacio H es completo.
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Finalmente, supongamos que int(argmin(f)) # (). Entonces existen @ €
argmin(f) y r > 0 tales que B(u,r) C argmin(f). Utilizando la desigual-
dad (6.2) con z = z(t) y «* = &(t) vemos que

/s Ci(r) dr

rllz(t) —z(s)l = r

IN
-

IN
=
\]
:—/
1
\]
S~—
|
=
ISH
\]

La parte iv) de la Proposicién 7.2 nos dice que (z(t))¢>0 tiene la propie-
dad de Cauchy y, por lo tanto, converge. O
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Capitulo 8

Algoritmo del Punto
Proximal

En lo que sigue, f: H - R U {400} es una funcién propia, convexa, e
inferiormente semicontinua. Consideramos una sucesion (A,) de nime-
ros positivos, siguiendo la notacion de la Seccion 6.2. Estudiaremos el
algoritmo del punto proximal, propuesto en [9].

Algoritmo del Punto Proximal: Partimos de g € H. Para cadan >
0, dados el paso A, y el estado z,,, definimos el estado x,+1 como el inico
minimizador de la Regularizada de Moreau-Yosida f(y, »,), estudiada en
la Seccién 5.1. Es decir,

n,Tn

{1} = argmin{f(z) +orlle - m?}. (8.1)

El algoritmo esta bien definido, gracias a la Proposicién 5.1. Més aun,

Tn+1 — Tn

0 € af(/\n7$n) (mn"l‘]-) = af($n+1) + )\

Es decir,

—”“’”“AJ € 0f (Tni1). (8.2)

Esto es precisamente una discretizacién de la (ZD), como adelantamos
en la Seccién 6.2.

o7



58 Juan Peypouquet U

8.1 Propiedades del Sistema

Las principales propiedades de las sucesiones generadas por el algoritmo
del punto proximal se resumen en la siguiente:

Proposicién 8.1. Sea (x,,) una sucesion generada por el algoritmo del
punto prozimal con (\,) ¢ ¢*. Tenemos lo siguiente:

i) La sucesion (f(xy,)) es decreciente.

ii) Para cada v € H se tiene que lim, o0 f(7,) < f(u).! En particu-
lar, imy o0 f(zy) = f{f(u) :u € H}.

iii) Todo punto de acumulacion débil de la sucesion (x,) debe perte-
necer a argmin(f).

w) Six* € argmin(f) entonces la sucesion (||x, —z*||) es decreciente.

En consecuencia, existe lim,_, ||z, — z*]|.
v) La sucesion (x,) es acotada si, y solo si, argmin(f) # (.

Demostracion. Una consecuencia directa de (8.1) es que para cadan > 0
se tiene que

F@nsn) + gy lnis = 2l < Flan),

lo que inmediatamente implica i). Si nos permitimos un pequeno abuso
de terminologia, pordemos decir que lim,_, f(x,) existe en [—o0, 00).
En el caso lim,, o f(2,) = —00, el punto ii) se cumple de manera trivial.

Por otra parte, la inclusién (8.2) y la definicién del subdiferencial impli-
can que para cada u € H se tiene que

fw) > f(zng1) + <—x"+3\7_x",u - xn+1> )

Es decir,

22X\, [f($n+1) - f(u)] < 2<$n+1 — Tp, U — $n+1>
20 — ull® = [|Zns1 — wll* = |21 — 2] *(8.3)

< lan = ull?* = llna — uf?. (8:4)

!Entendiéndose que el limite puede ser —oo.
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Sumando paran =0,..., N vemos que
N
2 M lf(@ni1) = F(W)] < flwo = uf® = lznsr — uf® < [|lzo — ul|?
n=0

para cada N € N.

Si limy, 00 f(25,) > f(u) entonces existe & > 0 tal que f(x,) — f(u) > 9§
para todo n suficientemente grande. Esto dice que 26 )7 (A, < +00,
lo que contradice el que (\,) ¢ ¢'. Luego, lim, o f(7,) < f(u). Para
la parte iii), supongamos que z, converge débilmente a z. Como f es
inferiormente semicontinua para la topologia débil, tenemos que

f(z) <liminf f(zg,) = lim f(x,) < f{f(u):ue H},
n—,oo n—oo
con lo cual # € argmin(f). El punto iv) se obtiene reemplazando u =
z* en (8.4) pues f(z,) > f(z*) para todo n € N. Finalmente, para
probar v), notemos primero que si argmin(f) # (), entonces la parte
iv) implica que (x,) tiene que ser acotada. Reciprocamente, si (z,) es
acotada, entonces tiene alguna subsucesion débilmente convergente. El
limite débil debe pertenecer a argmin(f), en virtud de la parte iii). O

Observacién 8.2. Si ()\,) € £}, las sucesiones generadas mediante el
algoritmo del punto proximal siempre convergen fuertemente. Sin em-
bargo, el limite puede no ser un minimizador de f (ver [10, Seccién 3]).

8.2 Convergencia

El siguiente resultado establece la convergencia débil de las sucesiones
generadas por el algoritmo del punto proximal:

Teorema 8.3. Sea (x,) una sucesion generada por el algoritmo del
punto prozimal con (\,) & £* y sea argmin(f) # (. Entonces x,, converge
débilmente, cuando n — oo, a algun elemento de argmin(f).

Demostracion. Basta combinar los puntos iii) y iv) de la Proposicién 8.1
con el Lema de Opial (Corolario 6.2). O

Para la convergencia fuerte, tenemos el siguiente:
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Teorema 8.4. Sea (x,) una sucesion generada por el algoritmo del pun-
to proximal con (\,) & ¢* y sea argmin(f) # 0. Entonces x, converge
fuertemente, cuando n — oo, a algin elemento de argmin(f), en cual-
quiera de los siguientes casos:

i) Si f es fuertemente conveza;
it) Si f es par; o
iii) Si int(argmin(f)) # 0.

Demostracion. Comencemos por suponer que f es fuertemente convexa
y sea @ € argmin(f). Como 0 € df(u), podemos utilizar la desigualdad
(6.1), con y =z, x =uy x* = 0, para deducir que

_ 2 _
o = al < = [f(on) — £@)] .
Concluimos usando la parte ii) de la Proposicién 8.1.

Supongamos ahora que f es par. Tomemos m > n y utilicemos la de-
sigualdad (8.3) con u = —z,, para obtener

|l Tn1 + me2 < lzn + me2

Por lo tanto, para m fijo, la funcién n + |2, 4+ .,||? es decreciente. En
particular,
4H$mH2 = ||lzm + meZ < Jlon + meZ

Por otra parte, la Identidad del Paralelogramo (Proposicién A.6) nos da
20+ @ml|* + |20 — 2 |? = 2]lm|* + 2]z,
Sumando obtenemos
20 = 2m|? < 2]lzal® - 2llm)?.

Como 0 € argmin(f), la parte iv) de la Proposicién 8.1 nos dice que (z,)
es una sucesién de Cauchy y, por lo tanto, converge.

Finalmente, supongamos que int(argmin(f)) # (. Es decir, existen @ €
argmin(f) y 7 > 0 tales que B(u,r) C argmin(f).
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Podemos usar la desigualdad (6.2) con x = x,11 y ¥ =
concluir que

Tn—Tn+1
7)\’” para

2rl|zy — Tpy1ll < 2(Tn — Tpg1, Tny1 — W)
= |lzn —alf® = |lzps1 — 4l® = |lZps1 — zal?

< lan = all? = llznsr — al®.

De alli vemos que para cada m > n,

m—1
2r >l — wjpll
j=n

lzn — @l = l|zm —all.

IN

2r||xn — ||

IN

Como antes, la parte iv) de la Proposicién 8.1 nos dice que (z,,) es una
sucesién de Cauchy y, por lo tanto, converge. O

8.3 Consistencia de las Direcciones

Presentamos ahora otra propiedad importante de las sucesiones genera-
das utilizando este algoritmo. Mostraremos que las direcciones corres-
pondientes a pasos sucesivos forman un angulo agudo. En otras palabras,
que el algoritmo “no se devuelve”. Esta consistencia entre las direcciones
de avance del algoritmo explica, en parte, su gran estabilidad.

Proposicién 8.5. Supongamos que (z,) es una sucesion generada me-
diante el algoritmo del punto proximal. Si x, 1 # xn, entonces

(" — 2™ 2" — ") > 0.

Demostracion. De acuerdo con (8.2), tenemos que

Tpil — Tp Ty — Ty
— " e Of(war) ¥y — = € Of(zn).
An An—l

La Proposicion 4.14 nos dice que

Tn+l — T Tpn — Tpn—1
as Lo = s g1 — T ) < 0.
An An—l
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Es decir,

An—l
An

|Znt1 — $nH2

<xn+1 — Tp, Tp — xn71> >

n—1>

En particular, ("t — 2™ 2" — ¢ > (0 siempre que Tp11 # Tp. U
p 3 ) p q +

o



Capitulo 9

Algoritmo del Gradiente

En esta seccién consideraremos el algoritmo del gradiente, definido por

Zntl = 2Zn— M Vf(zn)
zg € H.

Notemos que la expresién z,41 = 2, — A,V f(25) es equivalente a

_W =V f(zn),

con lo cual es una discretizacion explicita de la ecuacién diferencial (ED).

El andlisis de convergencia para este algoritmo es méas delicado que pa-
ra el algoritmo del punto proximal. Comencemos por estudiar un caso
sencillo en que el algoritmo del gradiente no converge.

Ejemplo 9.1. Consideremos la funcién f : R — R, definida por f(z) =
2%, Tomemos \,, = A para todo n y veamos qué ocurre con el algoritmo
partiendo desde el punto zy = 1. Es facil ver que z, = (1 — 2)\)" para
cada n. Luego

e Si A =1, (z,) se mantiene acotada pero no existe lim,_, o 2y.
e Si A > 1, entonces lim,,_,o 2, = +00.

e Si A < 1, entonces lim,, .o 2, = 0, Gnico minimizador de f.

63
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Esto nos dice que para garantizar la convergencia de las sucesiones gene-
radas por el algoritmo, tendremos que hacer alguna hipétesis adicional.
Veremos que es suficiente suponer que la funcién es diferenciable con
gradiente Lipschitz continuo, y que los pasos no son demasiado grandes.

9.1 Preliminares

Antes de dedicarnos a estudiar las propiedades del algoritmo, presen-
taremos dos resultados auxiliares que utilizaremos mas adelante en el
analisis:

Lema 9.2 (Lema de Descenso). Si f : H — R es continuamente dife-
renciable y V f es Lipschitz-continuo con constante L, entonces

F() < F(@)+ (V5 @),y —2) + 2y —
para cada x,y € H.

Demostracion. Escribamos h = y — z y definamos ¢ : [0,1] — R me-
diante g(t) = f(x + th). La Regla de la Cadena nos da

9(t) = (Vf(x +th), h),

de manera que

1 1
| Vs e = [ gte)de = g1) ~ 90) = ) - £(2)
0 0
Luego
1 1
fy) — fla) < / (Vf(x), B dt + / (Vf(x+ th) — ¥ f(x), by dt
0 0
1
< (V@) )+ /0 IV £z + th) — V()] |12l dt
1
< (V). k) + LIAJ? /0 Lt

= (Vi@ —a)+ Sy,

como queriamos. O
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Recordemos también el siguiente resultado sobre sucesiones reales:

Lema 9.3. Sean (ay) y (en) Sucesiones de nimeros no negativos tales
que (e,) € 01 y apy1 — an < &, para cada n € N. Entonces eriste
lim,,— o0 Ay, -

iy -1

Demostracion. Dado n > 2, definamos w,, = a, — Z:l ek. La su-
cesién (wy,) estd acotada inferiormente y es decreciente. Luego, existe
lim;, 00 Wy, Asi, también existe Hmy, o0 an = Y poq e+ 1my oo wy. O

9.2 Propiedades del Sistema

De acuerdo con el Ejemplo 9.1, es natural esperar que la convergencia de
las sucesiones generadas por el algoritmo dependa de alguna hipétesis
adicional que relacione los pasos de la discretizacion con el crecimiento
de la funcién objetivo. Supondremos lo siquiente:

Hipdétesis 9.4. La funcién V f es Lipschitz-continua con constante L y
2
)\nﬁ)\<f para todo n € N.

Las sucesiones generadas por el algoritmo del gradiente tienen las si-
guientes propiedades:

Proposicion 9.5. Supongamos que se cumple la Hipotesis 9.4 y sea
(2n) una sucesion generada por el algoritmo del gradiente con (\,) ¢ ¢*.
Tenemos lo siguiente:

i) La sucesion (f(zyn)) es decreciente.
i) Si inf(f) > —oo, la serie Y oo o |znt1 — 2nl|? es convergente.

iti) Siinf(f) > —oo, entonces limy, o0 f(2,) = Inf(f) y todo punto de
acumulacion débil de la sucesion (z,) debe pertenecer a argmin(f).

i) Siinf(f) > —oc0 y (2,,) es acotada, entonces argmin(f) # 0.

v) Siz* € argmin(f) entonces existe lim,_, ||2n—2*||. En particular,
si argmin(f) # 0, entonces (z,,) es acotada.
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Demostracion. Del Lema 9.2 tenemos que
L
fznt1) = f(zn) < (Vf(2n), 2041 — 20) + EHZ'nJrl - Zn”2

Zn — Znal L
= (B = ) + e - P

An
L 1 9
= |=— —| |lznet1 — 2znl|*-
55 I = =
Teniendo en cuenta que A\, < A < % para todo n € N y escribiendo
0= % > 0, concluimos que

f(znt1) = f(2n) < =dlzns1 — Zn||2'

Los puntos i) y ii) son inmediatos, a partir de esta desigualdad. Para
probar iii), de acuerdo con la definicién del subdiferencial, deducimos
que

F0) > F o) + (V) — zn) = Flza) + <‘A7+1u _ > |

para cada u € H. De alli,

2An[f(zn)'_ f(u)] < 2<Zn+4,_'zn;u'_'zn>
= lzn — ull® = [lzng1 — ul® + lza41 — zal*. (9.1)

Sumando para n =0, ..., N vemos que
N N

2Y Mlf(z) = F@W] < llzo—ull® = laven =l + ) llzns1 — 2ol
n=0 n=0

IN

o0
o = wl® + > lzn1 — zal®

n=0

Como imnf(f) > —oo, la parte i) nos dice que existe lim,_,~ f(z,). Da-
do que (A\,) ¢ ¢!, deducimos que lim,, o f(2,) = inf(f), siguiendo un
razonamiento anélogo al de la demostracién de la parte ii) de la Proposi-
ci6n 8.1. Después usamos la parte i) de la Proposicién 3.12. El punto iv)
se obtiene de la parte anterior extrayendo una subsucesion débilmente
convergente. Finalmente, para verificar v), sustituimos u = z* en (9.1)
y usamos el Lema 9.3 con a, = ||z, — 2*|| ¥ €n = ||2nt1 — 2al/?; que es
sumable en virtud del punto ii). O
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9.3 Convergencia
Ahora estamos listos para establecer el resultado de convergencia débil
para el algoritmo del gradiente:

Teorema 9.6. Supongamos que argmin(f) # 0 y que se cumple la
Hipdtesis 9.4. Entonces cada sucesion (zn)neN generada por el algo-
ritmo del gradiente con (\,) & £* converge débilmente, cuando n — oo,
a algin elemento de argmin(f).

Demostracion. Basta combinar los puntos iii) y v) de la Proposicién 9.5
con el Lema de Opial (Corolario 6.2). O

Para la convergencia fuerte tenemos:

Teorema 9.7. Supongamos que argmin(f) # 0 y que se cumple la
Hipdtesis 9.4. Entonces cada sucesion (zn)neN generada por el algo-
ritmo del gradiente con (\,) & £* converge fuertemente, cuando n — oo,
a algin elemento de argmin(f), en cualquiera de los siguientes casos:

i) Si f es fuertemente conveza;
it) Si f es par; o
iii) Si int(argmin(f)) # 0.

Demostracién. En primer lugar, supongamos que f es fuertemente con-
vexa y sea 4 € argmin(f). Como 0 € Jf(u), podemos utilizar la de-
sigualdad (6.1), con y = z,,, * = u y * = 0, para deducir que

lon —al < 2 [£0) - (@)

Concluimos usando la parte iii) de la Proposicién 9.5.

Supongamos ahora que f es par. Tomemos m > n y utilicemos la de-
sigualdad (9.1) con u = —z,, para obtener

| znt1 + Zm”2 < lzn + Zm”2 + llznt1 + Zn”z»

en vista de la parte i) de la Proposicién 9.5. De alli,

m—1
Azl = llzm + 2mll* < 2 + zml* + Z 241 + ZjHQ-

Jj=n
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Por otra parte, la Identidad del Paralelogramo (Proposicién A.6) nos da
l2n + 2ml® + 20 = 2m[? = 2ll2m1* + 2] 201

Sumando obtenemos

oo
20 = zmll® < 2llzall® = 20zml® + D 251 + 2117,

j=n

por la parte ii) de la Proposicién 9.5. Como 0 € argmin(f), la parte iv)
de la Proposicién 8.1 nos dice, como antes, que (z,) es una sucesién de
Cauchy.

Finalmente, supongamos que int(argmin(f)) # (. Es decir, existen @ €
argmin(f) y r > 0 tales que B(u,r) C argmin(f). Usamos la desigualdad
(6.2) con & = 2, y a* = 2222+ para concluir que

n
2T||Zn - ZnJrlH < 2<Zn — Zn+1,%n — ﬂ>
= |lza = @ll* = l2ns1 — @l + 2041 — 2]l
De alli vemos que para cada m > n,

m—1

ol|zn — 2mll < 20 llz — 2zl

j=n

oo
< len = all® = llom = all® + D Iz — 211

j=n

Como antes, la parte v) de la Proposicién 9.5 nos dice que (z,) es una
sucesion de Cauchy y, por lo tanto, converge. O



Capitulo 10

Comentarios Finales

Comentaremos brevemente algunas relaciones entre los sistemas des-
critos en los capitulos precedentes. En primer lugar, veremos cémo se
pueden aplicar al caso sencillo de una funcién cuadratica y destacaremos
algunos aspectos positivos y negativos de cada método. Para terminar,
mencionaremos cémo se pueden combinar los algoritmos del punto pro-
ximal y del gradiente para obtener un método de descomposiciéon cuando
la funcién objetivo se expresa como suma de dos funciones.

10.1 Caso de una Funcion Cuadratica

Consideremos una funcion cuadrdtica f : H — R definida mediante
1
Fla) = 3o, Az) — (b,2) + e

donde A : H — H es un operador lineal y continuo, b € H y ¢ € R.
Suponemos ademds que A es simétrico (autoadjunto, por ser continuo)
y semidefinido positivo. La funcién f es convexa y diferenciable con

Vf(x)=Ax —b.
Maés aun, la funcién V f es Lipschitz-continua con constante

M = [|A]l = sup [|Az].

[lz]l=1
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Como f es convexa, sus puntos criticos son, a la vez, sus minimizadores
globales. Es decir,

argmin(f) = {x € H : Az = b}.

10.1.1 Meétodo del Maximo Descenso

La ecuacién diferencial (ED)! es
(t) + Az(t) = b, (10.1)

cuyas soluciones (una para cada condicién inicial z() existen y estin
definidas en todo R. Si la ecuacién Az = b no tiene solucién, la parte v)
de la Proposicién 7.2 nos dice que las soluciones de la ecuacién (10.1) no
son acotadas. Si, por el contrario, AZ = b para algin Z € H, el Teorema
7.3 nos dice que cada solucién z(+) de (10.1) converge débilmente a algin
Z tal que AZ = b. Sin embargo, podemos hacer el cambio de variable
u(t) = z(t) — z en (10.1) y obtenemos

a(t) + Au(t) = 0.
Esta ecuacion se puede escribir como
—u(t) = Vg(u(t)),

con g(z) = &(z, Az). Como la funcién g es par, el Teorema 7.4 nos dice
que u(t) converge fuertemente cuando ¢ — oo a algin Z que satisface
0 = Vg(z) = AZ. Deducimos que z(t) converge fuertemente a & = Z +Z,
que, en efecto, es solucién de Ax = b.

10.1.2 Algoritmo del Punto Proximal

El algoritmo del punto proximal queda descrito por

ro € H
Tppr = (L+MA) (@ +Mad), n>0.

Al igual que antes, la parte v) de la Proposicién 8.1 nos dice que si
Az = b no tiene solucién, entonces la sucesién (z,) no es acotada. En

1 . . . .2 . . . .
No es necesario considerar la inclusién diferencial (ZD) pues f es diferenciable.
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caso contrario, de acuerdo con el Teorema 8.3 converge débilmente a
algtin £ tal que A% = b, siempre que ()\,) ¢ ¢!. La convergencia fuerte
es un tema mds delicado (ver, por ejemplo, [1]).

Si bien la convergencia del algoritmo ocurre bajo hipdtesis muy gene-
rales, su principal desventaja es que para calcular z,1; a partir de =,
es necesario invertir el operador I + A\, A. Esto supone un costo compu-
tacional elevado y, posiblemente, la aparicion de errores de calculo, es-
pecialmente cuando la dimensién del espacio es grande o infinita.

10.1.3 Algoritmo del Gradiente

El algoritmo del gradiente queda descrito por

zZ0 € H
Zntl = 2Zn— M(Az, —0), n>0.

La convergencia débil estd dada por el Teorema 8.3 si (A\,) ¢ ¢!y
A AL % para todo n € N. Si M es muy grande, es necesario
tomar A, muy pequeno. En algunos casos, esto provoca que el algoritmo
avance muy lentamente. Otro factor que puede afectar la rapidez de con-
vergencia de este algoritmo es el efecto zigzag, que ya hemos encontrado
en el Ejemplo 9.1. Este fenémeno puede afectar especialmente al siste-
ma cuando A\, es muy cercano a % La convergencia también es lenta
cuando A es una matriz cuyos autovalores tienen escalas muy distintas

(en R?, cuando las curvas de nivel son elipses muy “aplastadas”).

Por otra parte, un punto a favor es que la formula para calcular z,.1 a
partir de z, es explicita y, por lo tanto, facil de implementar.
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10.2 Estrategias de Descomposicion

Supongamos que queremos encontrar algin minimizador de una funcién
f+ H— RU {400}, que se descompone como f = g + h, donde g es
convexa, propia e inferiormente semicontinua, mientras que h es convexa,
diferenciable y con gradiente Lipschitz-continuo. Es posible pensar en un
algoritmo mixto, que combine una subiteraciéon de tipo gradiente para
la funcién que es regular, y otra de tipo proximal para la funcién que no
es diferenciable. Esto permite aprovechar la regularidad para disminuir
el costo computacional de cada iteracién. Mas precisamente, dado x,,
calculamos

Wy, = Ty, — A VR(2y)
(subiteracién de tipo gradiente) y luego determinamos z,,;1 resolviendo
Tpy1 + An09(Tni1) 3 wy
(subiteracién de tipo proximal). En otras palabras, podemos escribir
Tnt1 + A09(Tnt1) D Ty — A VA(zy),

0, de manera equivalente,

1
{onea) = argunin {g(2) + 31l — MTh(e,) = 212}

Dejamos como ejercicio encontrar condiciones bajo las cuales las sucesio-
nes generadas por este algoritmo mixto convergen, fuerte o débilmente,
a algtin minimizador de f.

Un caso especial es cuando g = ¢ es la funcién indicatriz de un conjunto

convexo, cerrado y no vacio, C' C H. Se obtiene el algoritmo del gradiente
proyectado, cuyas iteraciones estan definidas por

ZTnt1 = Proys (aﬁn — /\th(xn)> ,

en vista del Ejemplo 5.3.



Apéndice A

Espacios de Hilbert

A continuacién presentamos algunos conceptos y resultados importantes
relacionados con los espacios de Hilbert. No se pretende hacer una ex-
posicién exhaustiva, sino simplemente recordar aquellos puntos que son
necesarios para seguir este curso.

A.1 Conceptos Basicos

Un producto interno en un espacio vectorial real H es una funcién
(,-): Hx H— R que es

Simétrica:
(z,y) = (y,z) para cada z,y € H;

Sesquilineal (lineal en la primera componente):

(ax +y,z) = afx,z) + (y,z) paracada a € Ry x,y,z € H;
Definida positiva:

(x,z) > 0 para todo x € H y (x,z) = 0 si, y solo si, z = 0.

Observacion A.1. En virtud de la simetria, el producto interno tam-
bién es lineal en la segunda componente.

Las propiedades del producto interno nos permiten definir una funcién
|- |l - H— R mediante ||z|| = \/(z,z). Claramente, ||z|| > 0 para todo
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x € Hy ||z|| =0si, y solo si, z = 0. Ademds, paracadaa € Ry z € H
se tiene que |laz|| = |a|||z|]. Para comprobar que esta funcién es una
norma en H, basta verificar que cumple la desigualdad triangular.

Proposicion A.2. Para cada x,y € H se cumple
i) La Desigualdad de Cauchy-Schwartz: {(x,y) < ||z ||y
i) La Desigualdad Triangular: ||z + y|| < ||z| + ||yl

Demostracion. Claramente la Desigualdad de Cauchy-Schwartz es cierta
si y = 0. Si y # 0 notemos que para cada « > 0 se cumple que

0 < [lz — ayl® = Jz|* - 2a(z,y) + o?|ly]*.
Por lo tanto,
1 2 Q2
< i
(@.9) < olall + 21wl
para cada a > 0. En particular, tomando o = ||z||/||y||, vemos que

1 1
{,y) < Sllzllyll + Sl iyl = =l iyl

lo que demuestra i). Finalmente, utilizamos i) para deducir que

le+yl* = lll® + 2z, y) + Iyl
<l + 2l iyl + lly]®
= (=l + lly)?,
de donde obtenemos ii). O
Decimos entonces que || - || es la norma asociada al producto interno

(+,+). De aqui en adelante, cada espacio donde esté definido un producto
interno, serd para nosotros un espacio vectorial normado (con la norma
asociada a dicho producto interno).

Un espacio de Hilbert real es un espacio vectorial sobre R, donde se ha

definido un producto interno, y que es completo para la topologia defi-
nida por la norma asociada. Todo espacio de Hilbert es de Banach.

Ejemplo A.3. El espacio euclideano R con el producto escalar.
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Ejemplo A.4. El espacio de las sucesiones a cuadrado sumable £2(N; R)
con el producto interno (a,b) = 3" anby.

Ejemplo A.5. El espacio de las funciones medibles a cuadrado integra-
ble L*(9;R) con el producto interno (¢, 9) = [, #(¢) ¥(¢) d¢.

Otra propiedad geométrica importante de los espacios de Hilbert viene
dada por la siguiente:

Proposiciéon A.6 (Identidad del Paralelogramo). Para cada x,y € H
se cumple que

o+l + lle = g = 2 (Jle) + y)?)
Demostracion. Tenemos que
lz+yl* = 2l + lyl* + 20z, 9) v o=yl = =+ lyl* - 2(z, 9).
Basta sumar ambas igualdades para obtener el resultado. O

La Proposicién A.6 entrega una relacién entre las longitudes de los lados
v las diagonales de un paralelogramo.

Iyl

]

También se puede demostrar que, si en un espacio de Banach se cumple
la identidad del paralelogramo, entonces se puede definir un produc-
to interno de manera que la norma asociada es precisamente la norma
original. Esto se logra mediante la llamada Identidad de Polarizacion:

1
(@y) =5 (Il +yl? = =2 = ly))



76 Juan Peypouquet U

A.2 Proyecciéon Ortogonal y Dualidad

Proposicion A.7. Sea K un subconjunto convexo, cerrado y no vacio
de H y sea x € H. Entonces existe un unico Pk (z) € K tal que

-P = min ||z — y||.
|z = P ()l = min [}z — y|

Demostracion. Sea d = minycg ||z — y|| y consideremos una sucesién
(yn) € K tal que lim, ;0 [|[yn — z|| = d. Tenemos que

”yn_ymHZ = H(yn—flf)Jr(fI?—ym)Hz
= 2 (llyn — 1+ llym — 2I12) = 1y + ) = 2211,

en virtud de la Identidad del Paralelogramo (Proposicién A.6). Como K
es convexo, tenemos que W% € K, con lo cual

Yn + Ym

2
—z|| >4d?,
2

|5 + ym) — 22]2 = 4]

de acuerdo con la definicién de d. Deducimos que
9 = ymll? <2 (1l = 212 + llym — l* - 2d2).

Esto nos dice que la sucesién (y,) es de Cauchy y por lo tanto converge
a algin y*. Dado que K es cerrado, y* € K. Finalmente, como la norma

es continua, concluimos que d = lim,,_, ||y, — || = ||y* — z||, por lo que
basta definir P (z) = y*. Para ver la unicidad, supongamos que z* € K
es tal que ||z — 2*|| = ||z — Pk (z)|| = d. La Proposicién A.6 nos dice que

1P (2) — 2*||* = 4d® — || Pxc(2) + 2" — 22>,

P *
Como K es convexo, tenemos que W € K. Luego,

2
—z|| >4d?,

P *
IPic(o) + 5 = 20l = 4 [ LS

y concluimos que z* = Pk (x). O

Con la notacién de la Proposicién A.7, decimos que Pk (x) es la proyec-
cton ortogonal de x sobre K.
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Proposicion A.8. Sea M un subespacio vectorial cerrado de H. En-
tonces,

(o — Ppr(mo),u) =0

para cada xg € H y cada uw € M.

Demostracion. Sea xg € H y definamos f: H — RU {+o0} por
1 2
f(h) = 5llh = 2oll” + dar(h).

Como f es convexa y Pys(zp) minimiza f, la Regla de Fermat Genera-
lizada (Teorema 4.7) nos dice que

0 € 8f(Pa(w0)) = Par(wo) — 20 + Nar (P (0)),
donde Njs(z) denota el cono normal a M en z. Es decir,
<.CCO - PM(.T()), h — PM(.TO» < 0

para todo h € M. Como M es subespacio vectorial y Pys(xg) € M, esto
es equivalente a que

<x0 — PM(.T()),U> = 0

para cada u € M. O

Si (z,y) = 0, decimos que x e y son ortogonales y escribimos x L y.

Dado y € H, podemos definir L, : H — R mediante L,(h) = (y, h).
Claramente, la funcién L, es lineal. También es continua, en virtud de
la Desigualdad de Cauchy-Schwartz. Asi, cada elemento de H define un
elemento del dual topolégico H*. El reciproco también es cierto:

Teorema A.9 (Teorema de Representacion de Riesz). Sea H un espacio
de Hilbert y sea L € H* un funcional lineal continuo en H. Entonces
existe yr, € H tal que

L(h) = {yL, h)
para todo h € H.



78 Juan Peypouquet U

Demostracion. Sea M = Ker(L). Si M = H, entonces L(h) = 0 para
todo h € H y basta tomar y;, = 0. Si M # H, escojamos cualquier
xg ¢ M y definamos

r1 = Xy — PM({L'())

Observemos que z1 # 0y 1 ¢ M. Dado cualquier h € H, definamos
u = L(x1)h — L(h)z1, de modo que u € M. Por la Proposicién A.8,
tenemos que (r1,u) = 0. Es decir,

0= (z1,u) = (x1, L(x1)h — L(h)x1) = L(x1)(z1,h) — L(h)||a:1\|2.
Basta definir

yrL = L(xl) X1
212

para obtener el resultado. ]

Por medio del Teorema de Representacién de Riesz (Teorema A.9) se
puede identificar el dual topoldgico H* con el propio H, mediante la
funciéon ® : H — H*, definida por ®(y) = Ly, la cual es un isomorfismo
isométrico. Cuidando algunos detalles tedricos, esto ademads implica que
todo espacio de Hilbert es, a su vez, un espacio de Banach reflexivo.
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