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Prefacio

Este libro de texto contiene una gama relativamente amplia de conceptos
y resultados sobre optimización, y ha sido diseñado como un apoyo para
el curso

Sistemas Dinámicos y Minimización Convexa en Espacios
de Hilbert,

parte de la XXVI Escuela Venezolana de Matemáticas y EMALCA -
Venezuela, 2013.

Si bien el curso se centra en la minimización de funciones convexas en
espacios de Hilbert, una parte importante de este libro texto se sitúa en
un contexto más general. En él abordamos tres grandes temas, a saber:

1. Existencia de solución. Comenzamos por presentar un resultado
abstracto que garantizan la existencia de solución para el problema
de minimización en espacios topológicos, para luego estudiar lo
que sucede en el caso convexo en espacios reflexivos. Si bien nos
enfocamos en el problema de minimización, el de maximización se
puede tratar de manera muy similar, usando las ideas presentadas
aqúı.

2. Condiciones de optimalidad. Presentamos una condición necesaria
de optimalidad, basada en la primera derivada, para el caso de
funciones diferenciables definidas en un espacio vectorial normado.
Esta condición se generaliza después para funciones convexas, no
necesariamente diferenciables. Gracias a la convexidad, además de
necesaria, la condición es suficiente.

v
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3. Aproximación de las soluciones mediante sistemas dinámicos. Es-
tudiamos algunos sistemas dinámicos, a tiempo continuo y discre-
to, que producen trayectorias o sucesiones que convergen a solucio-
nes del problema de minimización convexa en espacios de Hilbert.
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Caṕıtulo 1

Introducción

Sean X un conjunto, C ⊂ X y f : X → R una función. En este curso
consideraremos el problema de minimización con restricciones, que con-
siste en encontrar, si existe, el menor valor que f toma en C (llamado
valor del problema) y determinar en qué elementos de C alcanza dicho
valor. Para referirnos a este problema solemos escribir:

(P)

{

Minimizar f(x)
Sujeto a x ∈ C,

o también
mı́n{ f(x) : x ∈ C }.

Un punto x∗ ∈ C es un minimizador de f en C si f(x∗) ≤ f(x) para todo
x ∈ C. El conjunto de los minimizadores se llama argumento del mı́nimo
y lo denotamos indistintamente por argmin{f(x) : x ∈ C}, argminC(f),
o simplemente argmin(f), si el conjunto factible C está sobreentendido.
En este contexto nos referiremos a f como la función objetivo.

Surgen inmediatamente dos preguntas: ¿Cómo sabemos si una función
tiene minimizadores? ¿Cómo los encontramos? En este curso intentare-
mos responder a estas preguntas en el caso en que C es un subconjunto
de un espacio de Hilbert real y f : C → R es una función convexa, propia
e inferiormente semicontinua (daremos las definiciones oportunamente).

Comencemos por observar que si C es un subconjunto de RN , hay dos
resultados elementales que se estudian en la mayoŕıa de los cursos de

1
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Cálculo en Varias Variables, y que permiten responder total o parcial-
mente estas preguntas. El primero tiene que ver con la existencia de
minimizadores bajo hipótesis esencialmente topológicas:

Teorema 1.1 (Teorema de Weierstrass). Si C es un subconjunto cerra-
do, acotado y no vaćıo de RN y f : C → R es una función continua,
entonces f alcanza su máximo y su mı́nimo en C.

El segundo nos da una condición necesaria de optimalidad; es decir, una
propiedad que deben satisfacer todos los minimizadores:

Teorema 1.2 (Regla de Fermat). Sea A un subconjunto abierto de RN .
Si x∗ ∈ A es un minimizador de f : A → R en A y f es diferenciable
en x∗, entonces ∇f(x∗) = 0.

La Regla de Fermat es una condición necesaria. Otros resultados, basa-
dos t́ıpicamente en la segunda derivada, entregan condiciones suficientes
de optimalidad. Veremos más adelante que, en el caso convexo, una con-
dición análoga a la que entrega el Teorema 1.2 es, en efecto, suficiente.
Pospondremos las demostraciones del Teorema de Weierstrass y la Re-
gla de Fermat, pues los presentaremos en versiones más generales. Sin
embargo, los utilizaremos para estudiar en detalle un ejemplo sencillo
y muy conocido, que nos permitirá presentar algunas de las ideas que
desarrollaremos más adelante:

Ejemplo 1.3. Supongamos que se cuenta con una muestra (xk, yk)
m
k=1,

obtenida mediante m mediciones experimentales de las variables x e
y. Supongamos, además, que hay buenas razones para sospechar que
entre dichas variables existe una relación lineal-af́ın: y = ax+ b, donde
los parámetros a y b son desconocidos. La aproximación por mı́nimos
cuadrados es una herramienta estad́ıstica que consiste en determinar los
valores de a y b que mejor se ajustan a la muestra, en el sentido de que
el error cuadrático medio:

E(a, b) =
1

m

m
∑

k=1

(axk + b− yk)
2

sea lo menor posible. Observemos que la función E : R2 → R es infini-
tamente diferenciable (en particular, es continua).
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Existencia de minimizadores: Si bien la función E es continua, su
dominioR2 no es acotado. Por lo tanto, no se puede utilizar directamente
el Teorema de Weierstrass. Para solventar esta situación, restringiremos
la función E a un conjunto C cerrado y acotado que nos permita utilizar
el Teorema. Primero notemos que

ı́nf{E(a, b) : (a, b) ∈ R2} ≤ E(0, 0)

y escribamos

C = {(a, b) ∈ R2 : E(a, b) ≤ E(0, 0)}.

Si denotamos por E|C la restricción de E a C, es claro que

argmin(E) = argmin(E|C).

Como E es continua, C es cerrado. Por otra parte, tengamos en cuenta
que ĺım‖(a,b)‖→+∞ E(a, b) = +∞. Luego, existe N > 0 tal que E(a, b) >
E(0, 0) si ‖(a, b)‖ > N . En otras palabras, existe N > 0 tal que si
E(a, b) ≤ E(0, 0), entonces ‖(a, b)‖ ≤ N . Esto nos dice que C es acota-
do. Concluimos entonces que argmin(E) 6= ∅.

Condición necesaria de optimalidad: Si (a∗, b∗) es un minimizador
de E, el Teorema 1.2 nos dice que

(0, 0) = ∇E(a∗, b∗)

=
2

m

(

a∗‖x‖2 + b∗(x · 1)− (x · y), a∗(x · 1) + b∗m− (y · 1)
)

.

Aqúı el śımbolo · denota el producto escalar en Rm y hemos escrito
x = (x1, . . . , xm), y = (y1, . . . , ym) y 1 = (1, . . . , 1) ∈ Rm, para simpli-
ficar la notación.

Lo anterior es equivalente al sistema de ecuaciones
{

‖x‖2 a∗ + (x · 1) b∗ = x · y
(x · 1) a∗ + m b∗ = y · 1,

que tiene solución única (salvo si todos los xk son iguales, lo cual no
tiene sentido experimental) dada por

a∗ =
m(x · y)− (x · 1)(y · 1)

m‖x‖2 − (x · 1)2 , b∗ =
(y · 1)‖x‖2 − (x · 1)(x · y)

m‖x‖2 − (x · 1)2 .
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Como E tiene al menos un minimizador y que hay un solo elemento de
R2 que satisface la condición necesaria de optimalidad, concluimos que

argmin{E(a, b) : (a, b) ∈ R2} = {(a∗, b∗)},

con lo cual hemos resuelto completamente el problema.

Organización del texto:

La Parte I corresponde al problema de minimización en un marco más
bien abstracto. En el Caṕıtulo 2 presentaremos los conceptos básicos
relacionados con el problema de minimización en general, y de mini-
mización convexa en particular. El Caṕıtulo 3 contiene los resultados
de existencia de solución para el problema de minimización, con o sin
convexidad. En el Caṕıtulo 4 discutiremos sobre condiciones de optima-
lidad bajo hipótesis de diferenciabilidad (condiciones necesarias) o de
convexidad (condiciones necesarias y suficientes) de la función objetivo.
Terminamos esta parte con el Caṕıtulo 5, que contiene problemas con-
cretos en espacios de dimensión infinita, para los cuales se puede aplicar
la teoŕıa antes descrita. Algunas referencias útiles sobre optimización
convexa y no lineal sin [2, 3, 7, 12].

En la Parte II estudiaremos algunos sistemas dinámicos que pueden
utilizarse para encontrar soluciones para el problema de minimización
convexa en espacios de Hilbert. El Caṕıtulo 6 contiene una breve intro-
ducción al estudio asintótico de sistemas dinámicos clásicos, a tiempo
continuo y discreto, que se pueden aplicar para resolver el problema de
minimización convexa. Dichos sistemas de estudian detalladamente en
los Caṕıtulos 7, 8 y 9. Para terminar esta parte, en el Caṕıtulo 10 pre-
sentamos algunas relaciones entre los sistemas estudiados antes.

Para comodidad del lector, incluimos además una breve discusión sobre
las principales propiedades de los espacios de Hilbert en el Apéndice A.



Parte I

El Problema de

Minimización

5





Caṕıtulo 2

Conceptos generales

2.1 Funciones en los Reales Extendidos

El conjunto de los reales extendidos es una ampliación de R, agregando
el śımbolo +∞, y extendiendo el orden de manera que γ < +∞ para todo
γ ∈ R. Esto nos permite definir funciones con valores en R ∪ {+∞}. El
ejemplo más sencillo es la llamada función indicatriz de un subconjunto
C de otro conjunto X, definida como

δC(x) =

{

0 si x ∈ C
+∞ si no.

Claramente, si f : X → R, los problemas

mı́n{f(x) : x ∈ C} y mı́n{f(x) + δC(x) : x ∈ X}

son equivalentes. La ventaja del segundo es que nos permite aprovechar
diversos aspectos estructurales (que pueden ser geométricos, topológicos
o de otra ı́ndole) de X.

Sea f : X → R∪{+∞} una función. El dominio efectivo o, simplemente,
dominio de f es el conjunto

dom(f) = {x ∈ X : f(x) < +∞}.

Diremos que f es propia si dom(f) 6= ∅. En caso contrario, f ≡ +∞, lo
que no es muy interesante.

7
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Dado γ ∈ R definimos el conjunto de subnivel γ de f como

Γγ(f) = {x ∈ X : f(x) ≤ γ}.

γ

f

Γγ(f)

Si x ∈ dom(f), claramente x ∈ Γf(x)(f). Por lo tanto,

dom(f) =
⋃

γ∈R
Γγ(f).

Por otra parte, recordemos que

argmin(f) = {x∗ ∈ X : f(x∗) ≤ f(x) para todo x ∈ X}.

Dado que x ∈ argmin(f) si, y solo si, x ∈ Γγ(f) para todo γ > ı́nf(f),
tenemos que

argmin(f) =
⋂

γ>ı́nf(f)

Γγ(f). (2.1)

Finalmente, el eṕıgrafo de f es el subconjunto del producto cartesiano
X ×R definido por

epi(f) = {(x, α) ∈ X ×R : f(x) ≤ α}.

Este conjunto incluye al gráfico de f y a todos los puntos que están “por
encima”de dicho gráfico.

2.2 Convexidad

Sea X un espacio vectorial. Un conjunto C ⊆ X es convexo si para cada
par de puntos de C, el segmento que los une también pertenece a C.
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En otras palabras, si el punto λx+ (1− λ)y pertenece a C siempre que
x, y ∈ C y λ ∈ (0, 1).

Una función f : X → R ∪ {+∞} es convexa si para cada x, y ∈ X y
cada λ ∈ (0, 1) se cumple que

f
(

λx+ (1− λ)y
)

≤ λf(x) + (1− λ)f(y), (2.2)

o, de manera equivalente, si su eṕıgrafo epi(f) es un subconjunto convexo
de (X ×R).

x λx+ (1− λ)y y

f

b

b

Por otra parte, una función f : X → R∪ {+∞} es cuasiconvexa si para
cada γ ∈ R, el conjunto de subnivel Γγ(f) es convexo.

Proposición 2.1. Toda función convexa es cuasiconvexa.

Demostración. Sea f : X → R ∪ {+∞} una función convexa y sea
γ ∈ R. Debemos probar que para cada x, y ∈ Γγ(f) y cada λ ∈ (0, 1) se
cumple que λx+ (1− λ)y ∈ Γγ(f). En efecto,

f
(

λx+ (1 − λ)y
)

≤ λf(x) + (1− λ)f(y) ≤ λγ + (1− λ)γ = γ,

de donde se obtiene el resultado.

El rećıproco, sin embargo, es falso.

Ejemplo 2.2. Entre muchas otras, las funciones f1, . . . , f4 : R → R,
definidas, respectivamente, por:

1. f1(x) = x3,
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2. f2(x) =
√

|x|,

3. f3(x) = exp(− 1
x2 ), y

4. f4(x) = ⌊x⌋ = máx{k ∈ Z : k ≤ x},

son cuasiconvexas pero no convexas.

Proposición 2.3. Si f : X → R ∪ {+∞} es cuasiconvexa, entonces
dom(f) y argmin(f) son conjuntos convexos.

Demostración. Sean x, y ∈ dom(f) y sea λ ∈ (0, 1). Tenemos que

f
(

λx+ (1− λ)y
)

≤ λf(x) + (1− λ)f(y) ≤ máx{f(x), f(y)} < +∞,

y aśı λx+ (1− λ)y ∈ dom(f).
De manera similar, si x, y ∈ argmin(f) y λ ∈ (0, 1), entonces

f
(

λx+ (1− λ)y
)

≤ λf(x) + (1− λ)f(y) = mı́n(f).

Esto prueba que λx+ (1− λ)y ∈ argmin(f).

Diremos que la función f : X → R ∪ {+∞} es estrictamente convexa si
la desigualdad (2.2) es estricta siempre que x 6= y, con x, y ∈ dom(f).

Proposición 2.4. Una función propia y estrictamente convexa tendrá,
a lo más, un minimizador.

Demostración. Supongamos que x, y ∈ argmin(f). Si x 6= y, entonces

f

(

x+ y

2

)

<
f(x) + f(y)

2
= mı́n{f(z) : z ∈ X},

lo cual es imposible.

2.3 Minimización Local y Global

Si (X, τ) es un espacio vectorial topológico, la noción de vecindad nos
permite distinguir entre minimizadores locales y globales. En efecto, sea
f : X → R ∪ {+∞} una función propia. Un punto x∗ ∈ dom(f) es un
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minimizador global de f si f(x∗) ≤ f(x) para todo x ∈ X.1 Por otra
parte, diremos que x∗ es un minimizador local de f si existe una vecin-
dad V de x∗ tal que f(x∗) ≤ f(x) para todo x ∈ V.

Claramente, todo minimizador global es también un minimizador local.
El rećıproco, en general, no es cierto.

Ejemplo 2.5. Todo número entero es minimizador local de la función
f : R → R definida por f(x) = 2πx+ 2 sen(2πx− 5π

6 ), pero ninguno de
ellos es minimizador global pues ĺımx→−∞ f(x) = −∞.

Sin embargo, para las funciones convexas no hay distinción entre mini-
mizadores locales y globales.

Proposición 2.6. Sea (X, τ) un espacio vectorial topológico y sea f :
X → R∪{+∞} una función convexa y propia. Si x∗ es un minimizador
local de f , entonces también es un minimizador global.

Demostración. Sea V una vecindad de x∗ tal que f(x∗) ≤ f(x) para
todo x ∈ V, y supongamos que x∗ no es un mı́nimo global. Es decir,
existe y ∈ X tal que f(y) < f(x∗). Como (X, τ) es un espacio vectorial
topológico, existe λ ∈ (0, 1) tal que xλ = λ y + (1− λ)x∗ ∈ V. Entonces

f(xλ) ≤ λf(y) + (1− λ)f(x∗) < λf(x∗) + (1− λ)f(x∗) = f(x∗),

lo que es una contradicción.

1O, de manera equivalente, para todo x ∈ dom(f).
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Caṕıtulo 3

Existencia de Soluciones

3.1 El Teorema de Weierstrass-Hilbert-Tonelli

El Teorema de Weierstrass (Teorema 1.1) se apoya en dos hipótesis sobre
el problema: la continuidad de la función objetivo y la compacidad del
dominio. En esta sección estudiaremos una versión más general de ese
resultado.

A lo largo de esta sección, (X, τ) es un espacio de Hausdorff1. Sea
f : X → R ∪ {+∞} una función y sea x0 ∈ X. Diremos que f es
inferiormente semicontinua en x0 si para cada α < f(x0) existe una
vecindad V de x0 tal que f(y) > α para todo y ∈ V. Si f es inferior-
mente semicontinua en cada punto de X, diremos simplemente que f es
inferiormente semicontinua.

Proposición 3.1. Sea f : X → R∪{+∞}. Las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

i) La función f es inferiormente semicontinua;

ii) El conjunto epi(f) es cerrado en X ×R; y

iii) Para cada γ ∈ R, el conjunto de subnivel Γγ(f) es cerrado.

Demostración. Probaremos que i) ⇒ ii) ⇒ iii) ⇒ i).
Suponagmos que f es inferiormente semicontinua y sea (x0, α) /∈ epi(f).

1Un espacio topológico en el que puntos distintos admiten vecindades disjuntas.

13



14 Juan Peypouquet U

Entonces α < f(x0). Tomemos cualquier β ∈ (α, f(x0). Sabemos que
existe una vecindad V de x0 tal que f(y) > β para todo y ∈ V. El
conjunto V × (−∞, β) es una vecindad de (x0, α) que no intersecta a
epi(f), lo que prueba ii).
Supongamos ahora que epi(f) es cerrado. Es fácil ver que para cada
γ ∈ R, el conjunto Γγ(f) es homeomorfo a epi(f) ∩ [X × {γ}] y, por lo
tanto, es cerrado.
Finalmente, supongamos que Γγ(f) es cerrado y probemos que f es
inferiormente semicontinua. Para ello, escojamos x0 ∈ X y α ∈ R tales
que α < f(x0). Entonces x0 /∈ Γα(f). Como este conjunto es cerrado,
existe una vecindad V de x0 que no intersecta a Γα(f). En otras palabras,
f(y) > α para todo y ∈ V.

Una función f : X → R ∪ {+∞} es inf-compacta si para cada γ ∈ R el
conjunto de subnivel Γγ(f) es relativamente compacto.

Corolario 3.2. Una función propia f : X → R∪{+∞} es inferiormente
semicontinua e inf-compacta si, y solo si, Γγ(f) es compacto y no vaćıo
para cada γ > ı́nf(f).

Teorema 3.3 (Teorema de Weierstrass-Hilbert-Tonelli). Sea f : X →
R∪{+∞} una función propia, inferiormente semicontinua e inf-compacta.
Entonces el conjunto argmin(f) es compacto y no vaćıo.

Demostración. En virtud de (2.1), basta observar que cada Γγ(f) es
compacto y no vaćıo, y recordar que la intersección decreciente de com-
pactos no vaćıos da un conjunto compacto y no vaćıo.

Inmediatamente obtenemos el Teorema 1.1:

Corolario 3.4 (Teorema de Weierstrass). Si C es un subconjunto ce-
rrado, acotado y no vaćıo de RN y f : C → R es una función continua,
entonces f alcanza su máximo y su mı́nimo en C.

Demostración. La función g : RN → R ∪ {+∞}, definida por

g(x) =

{

f(x) si x ∈ C
+∞ si no,

es propia, inferiormente semicontinua e inf-compacta para la topoloǵıa
definida por la norma en RN . El Teorema 3.3 garantiza la existencia de
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un minimizador para g en RN , el cual es también un minimizador para
f en C. Para el maximizador, basta aplicar el mismo argumento con −f
en lugar de f .

Entre las hipótesis de Teorema 3.3 se produce una tensión: mientras
más conjuntos abiertos tenga la topoloǵıa τ , habrá más funciones infe-
riormente semicontinuas, pero menos subconjuntos compactos y, por lo
tanto, menos funciones inf-compactas. Más adelante veremos que, para
el caso convexo, hay una topoloǵıa que hace más sencilla la verificación
de las hipótesis del Teorema 3.3 (ver Teorema 3.13).

3.2 Breve Repaso de Análisis Funcional

En esta sección recordaremos, sin entrar en demasiados detalles, algunos
conceptos y resultados de Análisis Funcional que utilizaremos más ade-
lante. En particular, omitiremos las demostraciones de los Teoremas 3.5
y 3.9 pues van más allá de los objetivos de este curso. Una presentación
más exhaustiva se puede encontrar, por ejemplo, en [5].

Sea (X, ‖ · ‖) un espacio vectorial normado. En lo que sigue llamaremos
topoloǵıa fuerte a la topoloǵıa definida en X por la norma ‖ · ‖.

El dual topológico de X es el espacio vectorial X∗ de las funciones, tam-
bién llamadas funcionales, que son lineales y continuas de X (con la
topoloǵıa fuerte) en R (con la topoloǵıa usual). Denotemos por 〈L, x〉
la acción de L ∈ X∗ sobre x ∈ X. En X∗ se puede definir la norma
‖L‖∗ = sup‖x‖=1〈L, x〉, de manera que 〈L, x〉 ≤ ‖L‖∗ ‖x‖ para cada
x ∈ X y L ∈ X∗. Con esto, (X∗, ‖ · ‖∗) es un espacio vectorial normado.
Más aun, siempre es un espacio de Banach2.

Por definición, cada elemento de X∗ es continuo como función de X (con
la topoloǵıa fuerte) en R (con la topoloǵıa usual). Sin embargo, podŕıan
existir otras topoloǵıas en X que también hagan continuos a todos los
elementos de X∗. A la más gruesa (aquella que tenga menos abiertos)
entre todas ellas la llamaremos topoloǵıa débil. Dados x0 ∈ X, L ∈ X∗

2Aunque (X, ‖ · ‖) no sea completo.



16 Juan Peypouquet U

y ε > 0, cada conjunto de la forma

Vε
L(x0) = {x ∈ X : 〈L, x− x0〉 < ε}

es abierto para la topoloǵıa débil y contiene a x0. Más aun, ellos generan
una base de vecindades para x0 en el siguiente sentido: Si V0 es una
vecindad de x0, entonces existen L1, . . . , LN ∈ X∗ y ε > 0 tales que

x0 ∈
N
⋂

k=1

Vε
Lk
(x0) ⊂ V0.

Se puede demostrar que si la dimensión de X es finita, la topoloǵıa débil
coincide con la fuerte. Sin embargo, si la dimensión es infinita, la topo-
loǵıa débil es estrictamente más gruesa que la fuerte. En otras palabras,
todo conjunto que sea abierto para la topoloǵıa fuerte es también abierto
para la topoloǵıa débil, pero existen conjuntos que son abiertos para la
topoloǵıa fuerte, y que no lo son para la topoloǵıa débil. Un ejemplo es
la bola unitaria B(0, 1). Por supuesto, lo mismo vale para los conjuntos
cerrados. En la Proposición 3.7 veremos que para los conjuntos convexos,
en cambio, no hay distinción entre ser cerrados para la topoloǵıa fuerte
o la débil. Comenzaremos por enunciar el siguiente resultado clásico de
Análisis Funcional:

Teorema 3.5 (Teorema de Hahn-Banach). Sean A y B subconjuntos
convexos, no vaćıos y disjuntos de un espacio vectorial normado X.

i) Si A es abierto, entonces existe L ∈ X∗\{0} tal que 〈L, x〉 ≤ 〈L, y〉
para cada x ∈ A e y ∈ B.

ii) Si A es compacto y B es cerrado, entonces existen L ∈ X∗ \ {0} y
ε > 0 tales que 〈L, x〉+ ε ≤ 〈L, y〉 para cada x ∈ A e y ∈ B.

Veremos dos consecuencias importantes:

Proposición 3.6. Sea X un espacio vectorial normado. La topoloǵıa
débil es de Hausdorff.

Demostración. Sean x1 6= x2. La parte ii) del Teorema 3.5 asegura la

existencia de L ∈ X∗ tal que 〈L, x1〉 + ε ≤ 〈L, x2〉. Entonces V
ε

2

L (x1) es

vecindad de x1, V
ε

2

−L(x2) es vecindad de x2 y V
ε

2

L (x1)∩V
ε

2

−L(x2) = ∅.
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Proposición 3.7. Sea C un subconjunto convexo de un espacio vectorial
normado X. Entonces C es cerrado para la topoloǵıa fuerte si, y solo si,
es cerrado para la topoloǵıa débil.

Demostración. Como la topoloǵıa débil es más gruesa que la fuerte, todo
cerrado débil es también cerrado fuerte. Para el rećıproco, supongamos
que C es convexo y cerrado fuerte. Dado x0 /∈ C, aplicamos la parte
ii) del Teorema 3.5 con A = {x0} y B = C para deducir que existen
L ∈ X∗ \ {0} y ε > 0 tales que 〈L, x0〉 + ε ≤ 〈L, y〉 para todo y ∈ C.
El conjunto V = {x ∈ X : 〈L, x − x0〉 < ε} es una vecindad de x0 para
la topoloǵıa débil y no intersecta a C. Como esto se puede hacer para
cualquier x0 /∈ C, concluimos que C es cerrado débil.

Una ventaja de las funciones cuasiconvexas respecto de la semicontinui-
dad inferior viene dada por la siguiente:

Proposición 3.8. Sea (X, ‖ · ‖) un espacio vectorial normado y sea
f : X → R ∪ {+∞} una función cuasiconvexa. Entonces f es inferior-
mente semicontinua para la topoloǵıa fuerte si, y solo si, es inferiormente
semicontinua para la topoloǵıa débil.

Demostración. Es inmediato de las Proposiciones 3.1 y 3.7.

En particular, si una función cuasiconvexa es continua para la topoloǵıa
fuerte, ella es inferiormente semicontinua para la topoloǵıa débil.

En general, la compacidad es una propiedad dif́ıcil de verificar. Sin em-
bargo, el siguiente resultado nos da una caracterización útil, cuando
el espacio es reflexivo. Una sucesión (xn)n∈N en X converge débilmen-
te a x̄ si ĺımn→∞〈L, xn − x̄〉 = 0 para cada L ∈ X∗. En cambio, si
ĺımn→∞ ‖xn− x̄‖ = 0 diremos que la sucesión converge fuertemente a x̄.

Teorema 3.9 (Teorema de Kakutani-Eberlein-Šmulian). Sea (X, ‖ · ‖)
un espacio de Banach. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) El espacio X es reflexivo.

ii) La bola unitaria cerrada B̄(0, 1) es compacta para la topoloǵıa débil.
En particular, todo conjunto acotado es relativamente compacto
para la topoloǵıa débil.
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iii) Toda sucesión acotada en X tiene alguna subsucesión débilmente
convergente.

Corolario 3.10. Sea (X, ‖ · ‖) un espacio de Banach reflexivo y sea
y : R+ → X una función acotada. Entonces y(t) converge débilmente
si, y sólo si, tiene un único punto de acumulación débil, cuando t→ ∞.

Demostración. Si y(t) converge débilmente a ȳ cuando t→ ∞, entonces
ȳ es su único punto de acumulación débil. Para el rećıproco, sea ŷ el único
punto de acumulación débil de y(t) y supongamos que y(t) no converge
débilmente a ŷ cuando t → ∞. Entonces existe una vecindad débil V
de ŷ y una sucesión (tn)n∈N tal que y(tn) /∈ V para todo n ∈ N. Como
(y(tn))n∈N es acotada, tiene una subsucesión que converge débilmente
cuando n→ ∞ a un y̌ 6= ŷ. Esto contradice la unicidad de ŷ.

Diremos que f es coerciva si para cada γ ∈ R el conjunto de subnivel
Γγ(f) es acotado. Dado que los conjuntos compactos son acotados, toda
función inf-compacta es coerciva. El rećıproco no es cierto en general,
pero tenemos el siguiente resultado, consecuencia del Teorema 3.9:

Corolario 3.11. En un espacio de Banach reflexivo, toda función coer-
civa es inf-compacta para la topoloǵıa débil.

3.3 Minimización Convexa

Sea f : X → R ∪ {+∞} una función propia definida sobre cualquier
conjunto X, y sea (xn) una sucesión en dom(f). Diremos que (xn) es
una sucesión minimizante para f si ĺımn→∞ f(xn) = ı́nf(f). De acuerdo
con la definición de ı́nfimo, siempre existe alguna sucesión minimizante,
entendiéndose que el ĺımn→∞ f(xn) puede ser −∞. Claramente, si (xn)
es una sucesión minimizante para f , entonces existe γ ∈ R tal que
xn ∈ Γγ(f) para todo n ∈ N.

Proposición 3.12. Sea (X, ‖ · ‖) un espacio vectorial normado y sea
f : X → R ∪ {+∞} una función cuasiconvexa, propia e inferiormente
semicontinua. Sea (xn) una sucesión minimizante para f .

i) Si xn converge débilmente a x̄, entonces x̄ ∈ argmin(f).

ii) Si X es un espacio de Banach reflexivo y (xn) es acotada, entonces
argmin(f) 6= ∅.
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Demostración. Como f es cuasiconvexa e inferiormente semicontinua, f
también es inferiormente semicontinua para la topoloǵıa débil, en vir-
tud de la Proposición 3.8. Para probar i), supongamos que xn converge
débilmente a x̄. Entonces

f(x̄) ≤ ĺım inf
n→∞

f(xn) = ĺım
n→∞

f(xn) = ı́nf(f)

y x̄ ∈ argmin(f). Para la parte ii), si (xn) es acotada, El Teorema 3.9
nos dice que ella tiene una subsucesión (xkn) que converge débilmente
a algún x̂. Como dicha subsucesión también es minimizante, la parte i)
nos dice que x̂ ∈ argmin(f).

Estamos ahora en posición de demostrar nuestro principal resultado de
existencia de soluciones para el problema de minimización de una función
cuasiconvexa:

Teorema 3.13. Sea (X, ‖ · ‖) un espacio de Banach reflexivo y sea
f : X → R ∪ {+∞} una función cuasiconvexa, propia, inferiormente
semicontinua y coerciva. Entonces argmin(f) es débilmente compacto,
no vaćıo y convexo.

Presentaremos dos demostraciones: la primera se basa en el Teorema
3.3 y la segunda en el llamado método directo, que consiste en encontrar
minimizadores como puntos de acumulación de sucesiones minimizantes.

Primera Demostración. Como f es cuasiconvexa e inferiormente semi-
continua, para cada γ ∈ R el conjunto de subnivel Γγ(f) es convexo
y cerrado. Luego también es cerrado para la topoloǵıa débil. Por otra
parte, como f es coerciva, Γγ(f) es acotado. Dado que el espacio es refle-
xivo, Γγ(f) es compacto para la topoloǵıa débil. Basta usar el Teorema
3.3 en el espacio topológico (X, τ), donde τ es la topoloǵıa débil. La
Proposición 2.3 establece que argmin(f) es convexo. �

Segunda Demostración. Sea (xn) una sucesión minimizante. Como f es
coerciva, (xn) es acotada. La parte ii) de la Proposición 3.12 nos dice
que argmin(f) 6= ∅. Se concluye como en la primera demostración. �
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De acuerdo con la Proposición 3.8 y el Teorema 3.13, es importante tener
condiciones que garanticen la semicontinuidad inferior de las funciones
convexas y cuasiconvexas, al menos para la topoloǵıa fuerte. Daremos
una respuesta en la Proposición 4.15.

Finalmente, presentamos un resultado que establece existencia y unici-
dad de solución para el problema de minimización:

Corolario 3.14. Sea X un espacio de Banach reflexivo y sea f : X →
R ∪ {+∞} una función estrictamente convexa, inferiormente semicon-
tinua, propia y coerciva. Entonces f tiene exactamente un minimizador.

Demostración. La existencia se obtiene de aplicar la Proposición 2.1 y
el Teorema 3.13. La unicidad se deduce de la Proposición 2.4.



Caṕıtulo 4

Optimalidad

En todo este caṕıtulo, (X, ‖ · ‖) un espacio vectorial normado sobre R.
Dados x0 ∈ X y r > 0, denotaremos por B(x0, r) y B̄(x0, r), respectiva-
mente, las bolas abierta y cerrada con centro x0 y radio r.

4.1 Caso Diferenciable

Sea A un subconjunto no vaćıo deX. Una función f : A→ R es continua
en a ∈ A si para cada ε > 0 existe δ > 0 tal que |f(x)− f(a)| < ε para
todo x ∈ A tal que ‖x − a‖ < δ. Si f es continua en todo punto de A
decimos simplemente que f es continua en A. Diremos además que f es
Lipschitz-continua con constante M > 0 si

|f(x)− f(y)| ≤M‖x− y‖

para todo x, y ∈ A. Toda función Lipschitz-continua es continua.

Supongamos ahora que A es abierto. Una función f : A → R es dife-
renciable en el sentido de Fréchet (o simplemente diferenciable) en un
punto a ∈ A si existe un funcional lineal continuo1 L ∈ X∗ tal que

ĺım
‖h‖→0

|f(a+ h)− f(a)− 〈L, h〉|
‖h‖ = 0.

1Recordemos la notación de la Sección 3.2.
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En ese caso, decimos que L es la derivada de Fréchet de f en a y la
denotamos por Df(a). Si f es diferenciable en todo punto a de A de-
cimos que f es diferenciable en A. Una consecuencia inmediata de la
diferenciabilidad es la siguiente:

Proposición 4.1. Si f es diferenciable en a, también es continua en a.

Demostración. Simplemente notemos que si Df(a) = L entonces

|f(a+ h)− f(a)| ≤ |f(a+ h)− f(a)− 〈L, h〉|
‖h‖ ‖h‖ + ‖L‖∗‖h‖.

El lado derecho tiende a 0 cuando ‖h‖ tiende a 0.

Esta definición de diferenciabilidad nos permite extender el Teorema 1.2
a cualquier espacio vectorial normado:

Teorema 4.2 (Regla de Fermat). Sea (X, ‖ · ‖) un espacio vectorial
normado y sea A un subconjunto abierto de X. Si x∗ ∈ A es un mi-
nimizador local de f : A → R y si f es diferenciable en x∗, entonces
Df(x∗) = 0.2

Demostración. Sea r > 0 tal que B(x∗, r) ⊂ A y f(x∗) ≤ f(x) para
todo x ∈ B(x∗, r). Sea h ∈ B(0, 1). Dado que Df(x∗) es lineal, para
cada ρ ∈ (0, r) se cumple que

〈Df(x∗), h〉 = 1

ρ
〈Df(x∗), ρh〉 ≥ 〈Df(x∗), ρh〉 + f(x∗)− f(x∗ + ρh)

ρ
.

Tomando el ĺımite cuando ρ tiende a 0 vemos que 〈Df(x∗), h〉 ≥ 0 para
todo h ∈ B(0, 1). Cambiando h por−h se demuestra que 〈Df(x∗), h〉 ≤ 0
para todo h ∈ B(0, 1) y concluimos que Df(x∗) = 0.

Observación 4.3. Si X = RN , la definición de diferenciabilidad dada
arriba coincide con la definición usual que se estudia en los cursos de
Cálculo en Varias Variables. Si f : A ⊆ RN → R es diferenciable en
a ∈ A y

∇f(a) =
(

∂f

∂x1
(a),

∂f

∂x2
(a), · · · , ∂f

∂xN
(a)

)

2Esto quiere decir que 〈Df(x∗), h〉 = 0 para toda h ∈ X.
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es el gradiente de f en a, entonces

〈Df(a), h〉 = ∇f(a) · h

para cada h ∈ RN .

Teniendo en cuenta lo anterior, el Teorema 1.2 es un caso particular del
Teorema 4.2:

Corolario 4.4 (Regla de Fermat en RN ). Sea A un subconjunto abierto
de RN . Si x∗ ∈ A es un minimizador de f : A → R en A y f es
diferenciable en x∗, entonces ∇f(x∗) = 0.

Demostración. En virtud del Teorema 4.2 y la Observación 4.3, tenemos
que ∇f(x∗) · h = 0 para todo h ∈ RN y, por lo tanto, ∇f(x∗) = 0.

4.2 Caso Convexo, no Diferenciable

Los resultados de la sección anterior pueden aplicarse cuando el minimi-
zador local se encuentra en el interior del conjunto factible y la función
objetivo es diferenciable en dicho punto. Sin embargo, este no siempre
es el caso. Veremos ahora una generalización del concepto de derivada
que es especialmente útil para caracterizar minimizadores de funciones
convexas.

4.2.1 Subdiferencial y Regla de Fermat Generalizada

Sea f : X → R∪{+∞} una función convexa y propia. El subdiferencial
de f en x es el conjunto

∂f(x) = {x∗ ∈ X∗ : f(y) ≥ f(x) + 〈x∗, y − x〉 para todo y ∈ X}.

Los elementos de ∂f(x) se llaman subgradientes de f en x. Si ∂f(x) 6= ∅
decimos que f es subdiferenciable en x. El dominio del subdiferencial es
el conjunto

dom(∂f) = {x ∈ X : ∂f(x) 6= ∅}.

Claramente, dom(∂f) ⊂ dom(f). Además, el subdiferencial extiende la
noción de derivada en el siguiente sentido:
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Proposición 4.5. Sea f : X → R ∪ {+∞} una función convexa y
propia. Si f es diferenciable en x, entonces x ∈ dom(∂f) y ∂f(x) =
{Df(x)}.

Demostración. Sea x∗ ∈ ∂f(x). Como f es diferenciable en x, para cada
ε > 0 existe δ > 0 tal que

f(y) ≤ f(x) + 〈Df(x), y − x〉+ ε‖y − x‖

para cada y ∈ B(x, δ). Por otra parte, como x∗ ∈ ∂f(x), tenemos que

f(y) ≥ f(x) + 〈x∗, y − x〉

para todo y ∈ X. Por lo tanto,

〈x∗ −Df(x), y − x〉 ≤ ε‖y − x‖

para cada y ∈ B(x, δ). Esto implica que

〈x∗ −Df(x), h〉 ≤ ε

para cada h ∈ B(0, 1). Por lo tanto, ‖x∗ −Df(x)‖∗ ≤ ε. Como esto es
válido para cada ε > 0 concluimos que x∗ = Df(x).

Observación 4.6. Para fijar ideas, los subgradientes de una función
f : R → R son las pendientes de las rectas que tocan al gráfico de f en
el punto (x, f(x)) y que están siempre por debajo de dicho gráfico.

De la definición se desprende inmediatamente el siguiente resultado:

Teorema 4.7 (Regla de Fermat Generalizada). Sea f : X → R∪{+∞}
una función convexa. Entonces x̂ es un minimizador global de f si, y sólo
si, 0 ∈ ∂f(x̂).

Este resultado generaliza la Regla de Fermat usual a funciones convexas,
pero no diferenciables, en cualquier espacio vectorial normado

Observación 4.8. Si además f es diferenciable en x̂, teniendo en cuenta
la Proposición 4.5, vemos que x̂ es un minimizador global de f si, y sólo
si, 0 = Df(x̂). Esto nos dice que para funciones convexas, la condición
necesaria de optimalidad que establece la Regla de Fermat es también
suficiente.
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Veamos algunos ejemplos sencillos:

Ejemplo 4.9. Para la función f : R → R dada por f(x) = |x|, tenemos

∂f(x) =







{−1} si x < 0
[−1, 1] si x = 0
{1} si x > 0.

Ejemplo 4.10. Sea g : R → R ∪ {+∞}, la función definida mediante
g(x) = +∞ si x < 0 y g(x) = −√

x, si x ≥ 0. Entonces

∂g(x) =

{

∅ si x ≤ 0
{

− 1
2
√
x

}

si x > 0.

Notemos que 0 ∈ dom(g) pero ∂g(0) = ∅. Vemos aqúı un caso donde
dom(∂g)  dom(g).

Ejemplo 4.11. Si definimos h : R → R ∪ {+∞} como h(x) = +∞ si
x 6= 0 y h(0) = 0, entonces

∂h(x) =

{

∅ si x 6= 0
R si x = 0.

Ejemplo 4.12. Más generalmente, sea C un subconjunto convexo, ce-
rrado y no vaćıo de X y sea δC : X → R ∪ {+∞} la función indicatriz
del conjunto C (ver Sección 2.1):

δC(x) =

{

0 si x ∈ C
+∞ si no.

El conjunto NC(x) = ∂δC(x) es el cono normal a C en x. Está dado por

NC(x) = {x∗ ∈ X∗ : 〈x∗, y − x〉 ≤ 0 para todo y ∈ C}

si x ∈ C, y NC(x) = ∅ si x /∈ C. Intuitivamente, el cono normal continene
las direcciones que apuntan “hacia afuera”de C.

Proposición 4.13. Para cada x ∈ X, el conjunto ∂f(x) es convexo y
cerrado (posiblemente vaćıo).
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Demostración. Sean x∗1, x
∗
2 ∈ ∂f(x) y λ ∈ (0, 1). Para cada y ∈ X

tenemos que

f(y) ≥ f(x) + 〈x∗1, y − x〉
f(y) ≥ f(x) + 〈x∗2, y − x〉

Combinando adecuadamente estas dos desigualdades obtenemos

f(y) ≥ f(x) + 〈λx∗1 + (1− λ)x∗2, y − x〉

para cada y ∈ X, lo que nos dice que λx∗1 + (1− λ)x∗2 ∈ ∂f(x).
Para ver que ∂f(x) es cerrado, tomemos una sucesión (x∗n) de elementos
de ∂f(x), que converge a algún x̂∗. Tenemos que

f(y) ≥ f(x) + 〈x∗n, y − x〉

para cada y ∈ X y cada n ∈ N. Cuando n→ ∞ obtenemos

f(y) ≥ f(x) + 〈x̂∗, y − x〉.

Concluimos que x̂∗ ∈ ∂f(x).

Recordemos que si f : R → R es una función convexa y diferenciable,
entonces su derivada es una función creciente. El siguiente resultado
generaliza esta propiedad.

Proposición 4.14. Sea f : X → R ∪ {+∞} una función convexa y
sean x, y ∈ dom(∂f). Entonces

〈x∗ − y∗, x− y〉 ≥ 0

para cada x∗ ∈ ∂f(x) y cada y∗ ∈ ∂f(y).

Demostración. Si x∗ ∈ ∂f(x) y y∗ ∈ ∂f(y), de acuerdo con la definición
del subdiferencial, tenemos que

f(y) ≥ f(x) + 〈x̂∗, y − x〉
f(x) ≥ f(y) + 〈ŷ∗, x− y〉.

Sumando estas dos desigualdades y agrupando los términos obtenemos
〈x∗ − y∗, x− y〉 ≥ 0, como queŕıamos.
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4.2.2 Continuidad y Subdiferenciabilidad

Presentaremos ahora algunas propiedades de continuidad y subdiferen-
ciabilidad, que revelan lo notablemente regulares que son las funciones
convexas. Algunas demostraciones son un poco más sofisticadas, por lo
que pueden omitirse en una primera lectura.

Proposición 4.15. Sea f : X → R∪ {+∞} una función convexa y sea
x0 ∈ X. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) f está acotada superiormente en alguna vecindad de x0;

ii) f es Lipschitz-continua en alguna vecindad de x0;

iii) f es continua en x0; y

iv) (x0, λ) ∈ int(epi(f)) para cada λ > f(x0).

Demostración. Probaremos que i) ⇒ ii) ⇒ iii) ⇒ iv) ⇒ i).

i) ⇒ ii): Si f está acotada superiormente en una vecindad de x0, existen
r > 0 y K > f(x0) tales que f(z) ≤ K para todo z ∈ B(x0, 2r).
Probaremos que existe M > 0 tal que |f(x) − f(y)| ≤ M‖x − y‖ para
cada x, y ∈ B(x0, r). En primer lugar, consideremos el punto

ỹ = y + r
y − x

‖y − x‖ . (4.1)

Por una parte, tenemos que ‖ỹ − x0‖ ≤ ‖y − x0‖ + r < 2r, por lo que
f(ỹ) ≤ K. Por otra parte, despejando y en (4.1), vemos que

y = λỹ + (1− λ)x, con λ =
‖y − x‖

‖y − x‖+ r
≤ ‖y − x‖

r
.

Por la convexidad de f ,

f(y)− f(x) ≤ λ[f(ỹ)− f(x)] ≤ λ[K − f(x)]. (4.2)

Como x0 =
1
2x+

1
2(2x0 −x), tenemos que f(x0) ≤ 1

2f(x)+
1
2f(2x0 −x).

Luego,

−f(x) ≤ K − 2f(x0). (4.3)
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b

b

b

b

b

x
y

ỹx0

2x0 − x

Combinando (4.2) y (4.3), deducimos que

f(y)− f(x) ≤ 2λ[K − f(x0)] ≤
2(K − f(x0))

r
‖x− y‖.

Intercambiando los roles de x e y vemos que |f(x)− f(y)| ≤ M‖x− y‖
con M = 2(K−f(x0))

r > 0.

ii) ⇒ iii): Es inmediato.

iii) ⇒ iv): Si f es continua en x0 y λ > f(x0), entonces existe δ > 0 tal

que f(z) < λ
2 para todo z ∈ B(x0, δ). Por lo tanto,

(x0, λ) ∈ B(x0, δ) ×
(

λ
2 ,+∞

)

⊂ epi(f),

con lo cual (x0, λ) ∈ int(epi(f)).

iv) ⇒ i): Si (x0, λ) ∈ int(epi(f)), entonces existen r > 0 y K > f(x0),
tales que B(x0, r) × (K,+∞) ⊂ epi(f). Esto dice que f(z) ≤ K para
todo z ∈ B(x0, r).

Observación 4.16. Se puede demostrar, usando la Proposición 4.15,
que si f : RN → R ∪ {+∞} es convexa, entonces ella es continua en
int(dom(f)).

Ya hemos visto, en la Proposición 2.6 que algunas propiedades locales
se vuelven globales cuando las funciones son convexas. Veremos ahora
dos ejemplos más:

Corolario 4.17. Sea f : X → R ∪ {+∞} una función convexa. Si f
es continua en algún x0 ∈ dom(f), entonces x0 ∈ int(dom(f)) y f es
continua en todo int(dom(f)).
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Demostración. Si f es continua en x0, la Proposición 4.15 nos dice que
x0 ∈ int(dom(f)) y que existen r > 0 y K > f(x0) tales que f(x) ≤ K
para todo x ∈ B(x0, r). Sea y0 ∈ int(dom(f)) y escojamos ρ > 0 de
manera que el punto z0 = y0+ρ(y0−x0) pertenezca a dom(f). Tomemos
y ∈ B(y0,

ρr
1+ρ) y definamos w = x0 + (1+ρ

ρ )(y − y0). En otras palabras,

y =

(

ρ

1 + ρ

)

w +

(

1

1 + ρ

)

z0.

Por otra parte,

‖w − x0‖ =
(

1+ρ
ρ

)

‖y − y0‖ < r,

con lo cual w ∈ B(x0, r) y f(w) ≤ K.

b b b

b

b

x0

w

y0 z0

y

dom(f)

Aśı,

f(y) ≤
(

ρ
1+ρ

)

f(w) +
(

1
1+ρ

)

f(z0) ≤ máx{K, f(z0)}.

Como esto vale para cada y ∈ B(y0,
ρr
1+ρ), concluimos que f está acotada

superiormente en una vecindad de y0. La Proposición 4.15 nos garantiza
que f es continua en y0.

Proposición 4.18. Sea f : X → R ∪ {+∞} una función convexa.
Entonces x∗ ∈ ∂f(x) si, y solo si, f(y) ≥ f(x) + 〈x∗, y − x〉 para todo y
en una vecindad de x.

Demostración. Si x∗ ∈ ∂f(x), claramente se tiene que f(y) ≥ f(x) +
〈x∗, y − x〉 para todo y en una vecindad de x (todo el espacio). Para
el rećıproco, podemos suponer que existe r > 0 tal que f(y) ≥ f(x) +
〈x∗, y − x〉 para todo y ∈ B(x, r). Debemos probar que x∗ ∈ ∂f(x).
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Sea z ∈ X y tomemos λ ∈ (0, 1) tal que λ‖z − x‖ < r, de manera que
λz + (1− λ)x ∈ B(x, r). Aśı,

λf(z)+ (1−λ)f(x) ≥ f(λz+(1−λ)x) ≥ f(x)+ 〈x∗, λz+(1−λ)x−x〉.

Esto nos dice que

f(z) ≥ f(x) + 〈x∗, z − x〉.

Como esto es válido para cada z ∈ X, concluimos que x∗ ∈ ∂f(x).

Proposición 4.19. Sea f : X → R∪ {+∞} una función convexa. Si f
es continua en x, entonces ∂f(x) es acotado y no vaćıo.

Demostración. De acuerdo con la Proposición 4.15, int(epi(f)) 6= ∅. Uti-
lizamos la parte i) del Teorema de Hahn-Banach (Teorema 3.5) con
A = int(epi(f)) y B = {(x, f(x))}. Luego, existen L ∈ X∗ y s ∈ R, no
ambos nulos, tales que

Ly + sλ ≤ Lx+ sf(x)

para todo (y, λ) ∈ int(epi(f)). Tomando y = x, concluimos que s ≤ 0.
Si s = 0 tendremos que L(y− x) ≤ 0 para todo y en una vecindad de x.
Esto nos dice que L = 0, lo cual es una contradicción. Concluimos que
s < 0. Tenemos entonces que

λ ≥ f(x) + 〈ℓ, y − x〉,

con ℓ = −L/s, para cada λ > f(y). Pasando al ĺımite, vemos que

f(y) ≥ f(x) + 〈ℓ, y − x〉.

La Proposición 4.18 nos dice que ℓ ∈ ∂f(x) 6= ∅. Por otra parte, como
f es continua en x, la Proposición 4.15 garantiza que ella es Lipschitz-
continua en una vecindad de x. Si x∗ ∈ ∂f(x) tenemos que

f(x) + 〈x∗, y − x〉 ≤ f(y) ≤ f(x) +M‖y − x‖,

y, por lo tanto, 〈x∗, y − x〉 ≤M‖y − x‖ para todo y en una vecindad de
x. Concluimos que ‖x∗‖ ≤M y aśı, ∂f(x) ⊂ B̄(0,M).
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Recordemos que la Proposición 4.5 establece, en particular, que si f es
diferenciable en x, entonces f es subdiferenciable en dicho punto. La
Proposición 4.19 va más allá, pues señala que basta que f sea continua
en x para ser subdiferenciable alĺı.

Terminamos esta subsección con una importante regla de cálculo que
establece condiciones suficientes para que el subdiferencial de la suma
de dos funciones coincida con la suma de los subdiferenciales. Notemos
primero que esto no siempre ocurre.

Ejemplo 4.20. Sean f, g : R → R ∪ {+∞} las funciones definidas por

f(x) =

{

0 si x ≤ 0
+∞ si x > 0

y g(x) =

{

+∞ si x < 0√
x si x ≥ 0.

Tenemos que

∂f(x) =







{0} si x < 0
[0,+∞) si x = 0

∅ si x > 0
y ∂g(x) =

{

∅ si x ≤ 0
{

− 1
2
√
x

}

si x > 0.

Por lo tanto,
∂f(x) + ∂g(x) = ∅

para todo x ∈ R. Por otra parte,

(f + g)(x) =

{

0 si x = 0
+∞ si x 6= 0,

con lo cual

∂(f + g)(x) =

{

R si x = 0
∅ si x 6= 0.

El problema con las funciones del ejemplo anterior es, en términos sim-
ples, que sus dominios no se intersectan suficiente. Tenemos lo siguiente:

Teorema 4.21 (Teorema de Moreau-Rockafellar). Sean f, g : X → R∪
{+∞} dos funciones convexas, propias e inferiormente semicontinuas.
Para cada x ∈ X, se tiene que

∂f(x) + ∂g(x) ⊂ ∂(f + g)(x).

La igualdad se cumple para todo x ∈ X si además f es continua en algún
punto x0 ∈ dom(g).
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Demostración. Si x∗ ∈ ∂f(x) y z∗ ∈ ∂g(x), entonces

f(y) ≥ f(x) + 〈x∗, y − x〉
g(y) ≥ g(x) + 〈z∗, y − x〉

para cada y ∈ X. Sumando ambas desigualdades, concluimos que

f(y) + g(y) ≥ f(x) + g(x) + 〈x∗ + z∗, y − x〉

para todo y ∈ X y, por lo tanto, x∗ + z∗ ∈ ∂(f + g)(x).
Supongamos ahora que u∗ ∈ ∂(f + g)(x). Es decir,

f(y) + g(y) ≥ f(x) + g(x) + 〈u∗, y − x〉 (4.4)

para todo y ∈ X. Encontraremos x∗ ∈ ∂f(x) y z∗ ∈ ∂g(x) tales que
x∗ + z∗ = u∗. Definamos los conjuntos convexos

B = {(y, λ) ∈ X ×R : g(y)− g(x) ≤ −λ}
C = {(y, λ) ∈ X ×R : f(y)− 〈u∗, y − x〉 − f(x) ≤ λ}.

Definimos h : X → R ∪ {+∞} como h(y) = f(y) − 〈u∗, y − x〉 − f(x).
Luego, h es convexa, es continua en algún punto x0, y C = epi(h). La
Proposición 4.15 nos dice que el conjunto A = int(C) es un abierto no
vaćıo (también es convexo). Además A∩B = ∅ en virtud de la desigual-
dad (4.4). El Teorema de Hahn-Banach (Teorema 3.5) nos garantiza la
existencia de (L, s) ∈ X∗ ×R \ {(0, 0)} tales que

〈L, y〉+ sλ ≤ 〈L, z〉 + sµ

para cada (y, λ) ∈ A y cada (z, µ) ∈ B. En particular, tomando (y, λ) =
(x, 1) ∈ A y (z, µ) = (x, 0) ∈ B, deducimos que s ≤ 0. Por otra parte,
si s = 0, tomando z = x vemos que 〈L, x − y〉 ≥ 0 para todo y en
una vecindad de x. Esto dice que L = 0, lo cual contradice el Teorema
de Hahn-Banach pues (L, s) 6= (0, 0). Por lo tanto, s < 0, y podemos
escribir

〈z∗, y〉+ λ ≤ 〈z∗, z〉+ µ

con z∗ = −L/s. Tomando de nuevo (z, µ) = (x, 0) ∈ B, y recordando
que C = epi(h), deducimos que

〈z∗, y − x〉+ h(y) ≤ 0.
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Usando la desigualdad (4.4) vemos que

g(y) ≥ g(x) + 〈z∗, y − x〉

para todo y ∈ dom(g), y, por lo tanto, para todo y ∈ X. Esto nos dice
que z∗ ∈ ∂g(x). De manera similar mostramos que x∗ = u∗−z∗ ∈ ∂f(x),
de donde obtenemos el resultado.

Corolario 4.22. Sea C ⊂ X un conjunto convexo cerrado y no vaćıo.
Supongamos que f : X → R es una función propia, convexa y diferen-
ciable. Entonces x̄ minimiza f sobre C si, y solo si,

−Df(x̄) ∈ NC(x̄).

Demostración. De acuerdo con la Regla de Fermat Generalizada (Teo-
rema 4.7) y el Teorema de Moreau-Rockafellar (Teorema 4.21) tenemos
que x̄ minimiza f sobre C si, y solo si,

0 ∈ ∂(f + δC)(x̄) = ∂f(x̄) + ∂δC(x̄).

Como ∂f(x̄) = {Df(x̄)} y ∂δC(x̄) = NC(x̄), lo anterior es equivalente a
−Df(x̄) ∈ NC(x̄).

Para fijar ideas (pensar en X = RN ), el corolario anterior nos dice que
el gradiente de f en x̄ debe apuntar hacia adentro de C; o, en otras
palaras, que f solamente puede decrecer hacia afuera de C.

b

x̄

∇f(x̄)
C

Curvas de nivel de f
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Caṕıtulo 5

Ejemplos

5.1 Operador de Proximidad

Sea H un espacio de Hilbert.1 Dados λ > 0 y x ∈ H, la Regularizada
de Moreau-Yosida de f con parámetro (λ, x) es la función f(λ,x) : H →
R ∪ {+∞}, definida mediante

f(λ,x)(z) = f(z) +
1

2λ
‖z − x‖2.

Una propiedad importante es la siguiente:

Proposición 5.1. Para cada (λ, x), la función f(λ,x) tiene exactamente
un minimizador x̄, el cual está caracterizado por la relación

− x̄− x

λ
∈ ∂f(x̄).

Demostración. Dado que f es propia, convexa e inferiormente semicon-
tinua, tenemos que f(λ,x) es propia, estrictamente convexa, inferiormente
semicontinua y coerciva. Obtenemos la existencia y unicidad gracias al
Corolario 3.14. Finalmente, la Regla de Fermat Generalizada (Teorema
4.7) y el Teorema de Moreau-Rockafellar (Teorema 4.21) nos dicen que
el único minimizador x̄ de la función f(λ,x) está caracterizado por

0 ∈ ∂f(λ,x)(x̄) = ∂f(x̄) +
x̄− x

λ
,

lo que nos permite concluir.

1Las principales propiedades se presentan en el Apéndice A.

35
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Utilizaremos este hecho en el Caṕıtulo 8 cuando estudiemos el algoritmo
del punto proximal.

Despejando x̄, podemos escribir

x̄ = (I + λ∂f)−1x,

donde I : H → H denota la función identidad. En vista de la Proposición
5.1, la expresión Jλ = (I + λ∂f)−1 define una función Jλ : H → H, que
se llama operador de proximidad de f , con parámetro λ.2

Proposición 5.2. Jλ es Lipschitz-continua, con constante M = 1.

Demostración. Supongamos que x̄ = Jλ(x) y ȳ = Jλ(y), de manera que

− x̄− x

λ
∈ ∂f(x̄) y − ȳ − y

λ
∈ ∂f(ȳ).

De acuerdo con la Proposición 4.14, tenemos que

〈(x̄− x)− (ȳ − y), x̄− ȳ〉 ≤ 0,

de donde ‖x̄ − ȳ‖2 ≤ 〈y − x, x̄− ȳ〉 ≤ ‖x − y‖ ‖x̄ − ȳ‖. Concluimos que
‖x̄− ȳ‖ ≤ ‖x− y‖.

Ejemplo 5.3. Si C es un subconjunto convexo, cerrado y no vaćıo deH,
entonces la función indicatriz de C (ver Sección 2.1) es propia, convexa
e inferiormente semicontinua. Dados λ > 0 y x ∈ H, Jλ(x) es la única
solución de

mı́n

{

δC(z) +
1

2λ
‖z − x‖2 : z ∈ H

}

= mı́n{‖z − x‖ : z ∈ C}.

Independientemente de λ, Jλ(x) es el punto de C que está más cerca
de x. En otras palabras, es la proyección ortogonal de x sobre C. De
acuerdo con la Proposición 5.2, la función ProyC : H → H, definida por
ProyC(x) = Jλ(x), es Lipschitz-continua con constante M = 1.

2También se conoce como la resolvente del operador ∂f con parámetro λ.
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5.2 Cálculo de Variaciones

Sea L : [0, T ] ×R×R → R una función continuamente diferenciable.

C =
{

x ∈ C1
(

[0, T ];R
)

: x(0) = x0, x(T ) = xT

}

.

Para x ∈ C definamos

f(x) =

∫ T

0
L(t, x(t), ẋ(t)) dt

y consideremos el problema

(CV ) mı́n{f(x) : x ∈ C}.

La función f es diferenciable y

Df(x)h =

∫ T

0

[

∂2L(t, x(t), ẋ(t))h(t) + ∂3L(t, x(t), ẋ(t)) ḣ(t)
]

dt.

Antes de presentar las condiciones necesarias de optimalidad, mostrare-
mos el siguiente resultado auxiliar:

Lema 5.4. Sean α, β ∈ C0
(

[0, T ];R
)

tales que

∫ T

0

[

α(t)h(t)dt + β(t)ḣ(t)
]

dt = 0

para toda h ∈ C1
(

[0, T ];R
)

tal que h(0) = h(T ) = 0. Entonces β es

continuamente diferenciable y β̇ = α.

Demostración. Analicemos primero el caso en que α ≡ 0. Debemos pro-
bar que β es constante. Para ello definamos la función H : [0, T ] → R

como

H(t) =

∫ t

0
[β(s)−B] ds, con B =

1

T

∫ T

0
β(t) dt.
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Claramente, H es continuamente diferenciable y H(0) = H(T ) = 0.
Luego

0 =

∫ T

0
β(t)Ḣ(t) dt

=

∫ T

0
β(t)[β(t) −B] dt

=

∫ T

0
[β(t)−B]2 dt+B

∫ T

0
[β(t) −B] dt

=

∫ T

0
[β(t)−B]2 dt.

Como β es continua, tenemos que β ≡ B.

Pasemos ahora al caso general. Para ello, definamos

A(t) =

∫ t

0
α(s) ds.

Usando integración por partes vemos que, para cada h ∈ C1
(

[0, T ];R
)

tal que h(0) = h(T ) = 0, se cumple que

0 =

∫ T

0

[

α(t)h(t)dt + β(t)ḣ(t)
]

dt =

∫ T

0

[

β(t)−A(t)
]

ḣ(t) dt.

De acuerdo con lo que demostramos antes, la función β−A es constante.
En otras palabras, β es una primitiva de α. Esto nos dice que β es
continuamente diferenciable y β̇ = α.

Estamos listos para presentar las condiciones necesarias de optimalidad:

Teorema 5.5 (Ecuación de Euler-Lagrange). Sea x∗ una solución de
(CV). Entonces la función β : [0, T ] → R, definida por

β(t) = ∂3L(t, x
∗(t), ẋ∗(t)),

es continuamente diferenciable y

d

dt

[

∂3L(t, x
∗(t), ẋ∗(t))

]

= ∂2L(t, x
∗(t), ẋ∗(t))

para todo t ∈ (0, T ).
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Demostración. En el subespacio

C0 =
{

x ∈ C1
(

[0, T ];R
)

: x(0) = x(T ) = 0
}

,

de C1
(

[0, T ];R
)

, definamos la función g : C0 → R mediante

g(h) = f(x∗ + h).

Claramente, tenemos que

mı́n{f(x) : x ∈ C} = mı́n{g(h) : h ∈ C0}.

Sabemos que 0 ∈ argminC0
(g) pues x∗ ∈ argminC(f). Por otra parte,

Dg(0) = Df(x∗). El Teorema 4.2 nos dice que Df(x∗)h = Dg(0)h = 0
para toda h ∈ C0. Es decir,

∫ T

0

[

∂2L(t, x(t), ẋ(t))h(t) + ∂3L(t, x(t), ẋ(t))ḣ(t)
]

dt = 0

para toda h ∈ C0. El resultado se obtiene utilizando el Lema 5.4 con
α(t) = ∂2L(t, x

∗(t), ẋ∗(t)) y β(t) = ∂3L(t, x
∗(t), ẋ∗(t)).

5.3 Algunas Ecuaciones Eĺıpticas

Sea Ω un subconjunto abierto y acotado deRN y consideremos el espacio
de Hilbert

X = H1(Ω;R) = {u ∈ L2(Ω;R) : ∇u ∈ L2(Ω;RN )}3

con el producto interno

〈u, v〉 =
∫

Ω

[

∇u(ξ) · ∇v(ξ) + u(ξ)v(ξ)
]

dξ

y la norma asociada

‖u‖ =

[
∫

Ω

[

|∇u(ξ)|2 + |u(ξ)|2
]

dξ

]1/2

.

3El gradiente se toma en el sentido de distribuciones.
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Dada h ∈ L2(Ω), definamos f : X → R mediante

f(u) =
1

2
‖u‖2 −

∫

Ω
h(ξ)u(ξ) dξ.

La función f es estrictamente convexa, coerciva y diferenciable con

Df(u)v = 〈u, v〉 −
∫

Ω
h(ξ)v(ξ) dξ.

De acuerdo con el Corolario 3.14, f tiene un único minimizador ū en X
y, gracias a la Regla de Fermat (Teorema 4.2), se cumple que

Df(ū)v =

∫

Ω

[

∇ū(ξ) · ∇v(ξ) + ū(ξ)v(ξ) − h(ξ)v(ξ)
]

dξ = 0 (5.1)

para toda v ∈ X. Se puede demostrar (ver [5, Teorema 9.26]) que si Ω
y h son suficientemente regulares, entonces ū ∈ C2(Ω).4 Utilizando (5.1)
y la Fórmula de Green5 vemos que
∫

Ω

[

−∆ū(ξ) + u(ξ)
]

v(ξ) dξ +

∫

∂Ω

∂ū

∂n
(ξ)v(ξ) dσ(ξ) =

∫

Ω
h(ξ)v(ξ) dξ

para toda v ∈ X, en particular para aquellas que son continuas y se
anulan en la frontera. Esto nos dice que

−∆ū(ξ) + u(ξ) = h(ξ)

para todo ξ ∈ Ω (o casi todo, según la regularidad de h). Luego,
∫

∂Ω

∂ū

∂n
(ξ)v(ξ) dσ(ξ) = 0

para toda v ∈ X y, por lo tanto,

∂ū

∂n
(ξ) = 0

en ∂Ω. Hemos resuelto la ecuación con condición de Neumann:
{ −∆u+ u = h en Ω

∂u
∂n = 0 en ∂Ω.

Con argumentos similares se pueden resolver otras ecuaciones, por ejem-
plo, con condiciones de Dirichlet (ver [5, Caṕıtulo 9]).

4Esto quiere decir que ū es dos veces continuamente diferenciable en Ω y la segunda
derivada es uniformemente continua, por lo que ū, ∇ū y ∆ū se pueden extender
continuamente a la frontera.

5
∫
Ω
[(∆u)v+∇u · ∇v] =

∫
∂Ω

∂ū

∂n
v, donde n denota la normal unitaria exterior a Ω.
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Caṕıtulo 6

Sistemas Dinámicos

Lo que queda de este curso está dedicado al estudio de algunos sistemas
dinámicos que permiten resolver problemas de minimización convexa
en espacios de Hilbert.1 En este caṕıtulo entregaremos las principales
definiciones, aśı como algunos ejemplos abstractos; mencionaremos los
sistemas clásicos utilizados en minimización convexa; y presentaremos
las principales herramientas que se utilizan para verificar la convergencia,
fuerte o débil, de las trayectorias y sucesiones generadas a partir de estos
sistemas.

6.1 Aspectos Generales

En términos muy generales, un sistema dinámico es una serie de reglas
que rigen el movimiento de un objeto. En este curso nos interesaremos
en dos tipos de sistemas:

Ecuaciones de Evolución: Son sistemas dinámicos a tiempo continuo,
donde la transición está gobernada por una ecuación diferencial ordina-
ria o, más generalmente, una inclusión diferencial: Consideremos una
función F : [0,∞) ×H → 2H (nótese que los valores de la función son
subconjuntos de H). Una solución de la inclusión diferencial

{

ẋ(t) ∈ F (t, x(t)), t > 0
x(0) = x0

1Las principales propiedades se presentan en el Apéndice A.
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es una función absolutamente continua x : [0,∞) → H tal que x(0) = x0
y ẋ(t) ∈ F (t, x(t)) para casi todo t > 0. Diremos que x0 es la condición
inicial, que x(t) es el estado del sistema en el instante t, y que x es la
trayectoria que parte desde x0.

Si F : [0,∞) ×H → H obtenemos una ecuación diferencial ordinaria:
{

ẋ(t) = F (t, x(t)), t > 0
x(0) = x0.

Algoritmos Iterativos: Son sistemas dinámicos a tiempo discreto,
donde el estado del sistema en un tiempo dado se obtiene a partir del
estado en el tiempo anterior al aplicar un procedimiento definido a prio-
ri. Más precisamente, partimos de una condición inicial x0 ∈ H. En
la etapa o iteración n, dado el estado xn, determinamos el estado xn+1

mediante
xn+1 = F (n, xn),

donde F : N×H → H es una función conocida de antemano.

6.2 Sistemas Dinámicos y Minimización

Comentaremos ahora algunos sistemas dinámicos básicos que pueden
aplicarse para resolver problemas de minimización convexa. Para fijar
ideas, comencemos por estudiar el caso diferenciable. Sea f : H → R

una función continuamente diferenciable, tal que ∇f es (globalmente)
Lipschitz-continuo. Para cada x0 ∈ H la ecuación diferencial

(ED)

{

ẋ(t) = −∇f(x(t))
x(0) = x0

tiene una única solución, en el sentido clásico; es decir, existe una fun-
ción continuamente diferenciable x : [0,∞) → H tal que x(0) = x0 y
ẋ(t) = F (t, x(t)) para todo t > 0.

En primer lugar, notemos que los puntos estacionarios de este sistema
son exactamente los puntos cŕıticos (aquellos donde el gradiente es cero)
de f . Por otra parte, tenemos que

d

dt
f(x(t)) = 〈∇f(x(t)), ẋ(t)〉 = −‖∇f(x(t))‖2 = −‖ẋ(t)‖2.
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Esto nos dice que los valores de f decrecen estrictamente a lo largo de
la solución x, salvo en aquellos instantes en que el punto x(t) es cŕıtico.
Finalmente, recordemos de la Observación 4.8, que si f es convexa, los
únicos puntos cŕıticos son los minimizadores globales. Intuitivamente, la
trayectoria se moverá en direcciones que hagan decrecer el valor de f y
no se dentendrá a menos que se acerque a un minimizador global.

Si la función f no es diferenciable, la ecuación diferencial (ED) deja de
tener sentido. Sin embargo, si f es una función convexa, inferiormente
semicontinua y propia, podemos considerar una versión más general de la
ecuación diferencial (ED) reemplazando ∇f por ∂f . Con esto se obtiene
la inclusión diferencial

(ID)

{

−ẋ(t) ∈ ∂f(x(t)), para casi todo t > 0
x(0) = x0.

En el Caṕıtulo 7 presentaremos una noción de solución para (ID) y
enunciaremos el resultado de existencia y unicidad para cada condición
inicial x0 ∈ dom(f). Posteriormente, estudiaremos las principales pro-
piedades de dichas soluciones y demostraremos que, cuando t → ∞,
cada una de ellas converge a algún minimizador de f . Esto nos da una
manera, al menos teórica, de aproximar dichos puntos.

En los Caṕıtulos 8 y 9 estudiaremos dos algoritmos que se definen, de
manera muy intuitiva, a partir de (ED). Ellos nos darán métodos imple-
mentables, que nos permitirán aproximar los minimizadores de f desde
un punto de vista práctico. La idea general es discretizar la ecuación
diferencial, reemplazando la derivada por la “pendiente”de una secante.
En otras palabras, aproximamos

ẋ(t) ∼ xn+1 − xn
λn

,

donde λn > 0 es el paso de la discretización (la longitud del enésimo
subintervalo).
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b

b

x(·)

λn

xn
xn+1

Para aproximar ∇f(x(t)) hay dos opciones evidentes:

1. La primera es tomar ∇f(xn+1), que corresponde al valor del lado
derecho del subintervalo. En este caso obtenemos una expresión
impĺıcita para xn+1 en función de xn:

xn+1 + λn∇f(xn+1) = xn.

Para determinar xn+1 es necesario resolver una ecuación, lo que
t́ıpicamente aumenta el costo computacional de cada iteración. Sin
embargo, veremos que este algoritmo converge bajo hipótesis muy
generales respecto de la función f . Este enfoque da origen al algo-
ritmo del punto proximal, que se presenta en el Caṕıtulo 8.

2. La segunda opción consiste en aproximar ∇f(x(t)) por ∇f(xn),
que corresponde al valor del lado izquierdo del subintervalo. La
ventaja de este enfoque es que se obtiene una fórmula expĺıcita
para calcular xn+1 en función de xn:

xn+1 = xn − λn∇f(xn).
Sin embargo, solamente podremos demostrar la convergencia de es-
te algoritmo bajo algunas hipótesis de regularidad sobre f y siem-
pre que los pasos de la discretización no sean demasiado grandes.
Estudiaremos el algoritmo del gradiente, basado en este enfoque,
en el Caṕıtulo 9.

6.3 Análisis Asintótico

En los caṕıtulos que siguen estudiaremos el comportamiento asintótico
de los sistemas dinámicos descritos arriba. Más precisamente, los Teo-
remas 7.3, 8.3 y 9.6 contienen los resultados de convergencia débil para
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los tres sistemas, mientras que los Teoremas 7.4, 8.4 y 9.7 establecen la
convergencia fuerte (cuando t→ +∞ o n→ +∞, según corresponda).

Veremos ahora algunos conceptos y herramientas que utilizaremos para
comprobar la convergencia, débil o fuerte, a algún minimizador de la
función objetivo.

6.3.1 Convergencia Débil

Presentaremos aqúı un resultado muy útil para demostrar la convergen-
cia débil, sin conocer el ĺımite a priori.

Lema 6.1. Sea F un subconjunto no vaćıo de un espacio de Hilbert H
y sea y : R+ → H. Supongamos que

i) Para cada u ∈ F existe ĺımt→∞ ‖y(t)− u‖; y

ii) Todo punto de acumulación débil de y(t), con t→ ∞, está en F .

Entonces y(t) converge débilmente cuando t→ ∞ a algún ū ∈ F .

Demostración. En vista de i), a partir de cierto T podemos suponer que
y(t) es acotada. En vista del Corolario 3.10, basta demostrar que no pue-
de tener más de un punto de acumulación débil. Supongamos entonces
que (tn) y (sn) son sucesiones tales que ĺımn→∞ tn = ĺımn→∞ sn = ∞,
y(tn) ⇀ x y y(sn) ⇀ z cuando n → ∞. Por ii), x, z ∈ F . Luego, por i),
existen ℓ(x) = ĺımt→∞ ‖y(t)−x‖ y ℓ(z) = ĺımt→∞ ‖y(t)−z‖. Pero, dado
que

‖y(t)− x‖2 = ‖y(t)− z‖2 + ‖z − x‖2 + 2〈y(t)− z, z − x〉,
pasando al ĺımite en ambas subsucesiones obtenemos, respectivamente,

ℓ(x) = ℓ(z)− ‖z − x‖2 y ℓ(x) = ℓ(z) + ‖z − x‖2.
Concluimos que z = x.

Dada una sucesión (yn) en H podemos definir una interpolación cons-
tante por tramos, mediante

y(t) = yn para t ∈ [n, n+ 1).

Esto nos permite obtener el siguiente resultado, cuya demostración se
deja como ejercicio.
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Corolario 6.2 (Lema de Opial). Sea F un subconjunto no vaćıo de un
espacio de Hilbert H y sea (yn) una sucesión en H. Supongamos que

i) Para cada u ∈ F existe ĺımn→∞ ‖yn − u‖; y

ii) Todo punto de acumulación débil de (yn) pertenece a F .

Entonces yn converge débilmente cuando n→ ∞ a algún ū ∈ F .

6.3.2 Convergencia Fuerte

Para la convergencia fuerte se requieren hipótesis adicionales sobre la
función objetivo. Comentaremos algunas de ellas:

Convexidad fuerte. Una función f : H → R ∪ {+∞} es fuertemente
convexa con parámetro α > 0 si para cada x ∈ dom(∂f) y para cada
x∗ ∈ ∂f(x) se cumple que

f(y) ≥ f(x) + 〈x∗, y − x〉+ α

2
‖y − x‖2 (6.1)

para todo y ∈ H. En otras palabras, esto quiere decir que f está por
encima de la función cuadrática Q : H → R definida por

Q(y) = f(x) + 〈x∗, y − x〉+ α

2
‖y − x‖2.

f

Q

Toda función fuertemente convexa es a la vez estrictamente convexa y
coerciva. Por lo tanto, el Corolario 3.14 nos dice que si f es propia,
inferiormente semicontinua y fuertemente convexa, entonces debe tener
exactamente un minimizador.
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Paridad. Una función f : H → R∪ {+∞} es par si f(−x) = f(x) para
todo x ∈ H. Notemos que esto implica que 0 ∈ argmin(f), pues

f(0) ≤ 1

2
f(x) +

1

2
f(−x) = 1

2
f(x) +

1

2
f(x) = f(x)

para cada x ∈ H.

Conjunto de minimizadores con interior no vaćıo. Supongamos
que int(argmin(f)) 6= ∅. Entonces, existen ū ∈ argmin(f) y r > 0 tales
que B̄(ū, r) ⊂ argmin(f). En particular, para cada h ∈ H con ‖h‖ = 1
se tiene que ū + rh ∈ argmin(f). Dados x ∈ dom(∂f) y x∗ ∈ ∂f(x),
sabemos que

f(ū+ rh) ≥ f(x) + 〈x∗, ū+ rh− x〉.
Como ū+ rh ∈ argmin(f), lo anterior nos dice que

r〈x∗, h〉 ≤ 〈x∗, x− ū〉.

En consecuencia,

r‖x∗‖ = sup
‖h‖=|

〈x∗, h〉 ≤ 〈x∗, x− ū〉. (6.2)
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Caṕıtulo 7

Método del Máximo

Descenso

El método del máximo descenso se basa en la inclusión diferencial

(ID)

{

−ẋ(t) ∈ ∂f(x(t)), para casi todo t > 0
x(0) = x0.

Observemos que los puntos estacionarios para esta inclusión diferencial
son precisamente los minimizadores de f .

Para cada condición inicial, existe una única solución de esta inclusión
diferencial. Más precisamente, tenemos el siguiente:

Teorema 7.1. Sea f : H → R ∪ {+∞} una función convexa, infe-
riormente semicontinua y propia. Para cada x0 ∈ dom(f) existe una
única función absolutamente continua x : [0,∞) → X, que satisface la
inclusión diferencial (ID).

Existen dos demostraciones clásicas y bien conocidas de este resultado:

1. La primera se basa en un proceso de regularización: se sustituye
la función f por una función continuamente diferenciable fλ y se
encuentra la solución xλ de la ecuación diferencial

−ẋλ(t) = ∇fλ(xλ(t)).
Luego, se prueba que cuando λ → 0, la familia (xλ) converge
uniformemente en cualquier intervalo acotado a una trayectoria x
que es solución de (ID). Este enfoque se puede encontrar en [4].
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2. La segunda consiste en dividir un intervalo de la forma [0, T ] en
n subintervalos y construir una función xn (que pueden escogerse,
por ejemplo, constante o lineal-af́ın en cada subintervalo) para
encontrar la solución de (ID) por aproximación. Este enfoque tiene
su origen en [6] (ver también [8] y [11]).

Ambas estrategias tienen complejidades técnicas que preferimos omitir
en este curso.

7.1 Propiedades del Sistema

Las principales propiedades de las soluciones de (ID) se encuentran en
la siguiente:

Proposición 7.2. Sea x : [0,∞) → X una solución de (ID).

i) La función t 7→ f(x(t)) es decreciente.

ii) Para cada u ∈ H se tiene que ĺımt→∞ f(x(t)) ≤ f(u).1 En parti-
cular, ĺımt→∞ f(x(t)) = ı́nf{f(u) : u ∈ H}.

iii) Todo punto de acumulación débil de x(t) cuando t → ∞ debe
pertenecer a argmin(f).

iv) Si ū ∈ argmin(f), la función t 7→ ‖x(t)− ū‖ es decreciente.

v) La trayectoria x(·) es acotada si, y solo si, argmin(f) 6= ∅.

Demostración. Dado que−ẋ(t) ∈ ∂f(x(t)), la definición de subgradiente
nos dice que para todo u ∈ H se cumple que

f(u) ≥ f(x(t)) + 〈ẋ(t), x(t)− u〉. (7.1)

Evaluando esta desigualdad en u = x(s) con s < t y dividiendo por t− s
deducimos que

ĺım sup
s→t−

f(x(t))− f(x(s))

t− s
≤ −‖ẋ(t)‖2 ≤ 0,

1Entendiéndose que el ĺımite puede ser −∞.
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lo que nos da i). Por otra parte, como

1

2

d

dt
‖x(t)− u‖2 = 〈ẋ(t), x(t) − u〉, (7.2)

la desigualdad (7.1) nos dice que para cada u ∈ H se tiene

f(u) ≥ f(x(t)) +
1

2

d

dt
‖x(t)− u‖2.

Integrando entre 0 y T vemos, gracias a i), que

Tf(u) ≥ Tf(x(T )) +
1

2
‖x(T )− u‖2 − 1

2
‖x(0) − u‖2.

Esto implica que

f(x(T )) ≤ f(u) +
1

2T
‖x(0) − u‖2,

de donde inmediatamente obtenemos ii). Para la parte iii), supongamos
que x(tn) converge débilmente a x̄. Como f es inferiormente semiconti-
nua para la topoloǵıa débil, tenemos que

f(x̄) ≤ ĺım inf
n→∞

f(x(tn)) = ĺım
t→∞

f(x(t)) ≤ ı́nf{f(u) : u ∈ H},

con lo cual x̄ ∈ argmin(f). La parte iv) se obtiene utilizando (7.1) y
(7.2) con u = ū ∈ argmin(f) pues

1

2

d

dt
‖x(t) − ū‖2 = 〈ẋ(t), x(t) − ū〉 ≤ f(ū)− f(x(t)) ≤ 0.

Finalmente, la parte v) se deduce de las partes iii) y iv), junto con el
Teorema 3.9.

7.2 Convergencia

El siguiente resultado establece la convergencia débil de las trayectorias
de (ID):

Teorema 7.3. Sea x : [0,∞) → X una solución de (ID) y supongamos
que argmin(f) 6= ∅. Entonces x(t) converge débilmente, cuando t → ∞,
a algún elemento de argmin(f).
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Demostración. Es directo a partir del Lema 6.1, en vista de los puntos
iii) y iv) de la Proposición 7.2.

Para la convergencia fuerte tenemos el siguiente:

Teorema 7.4. Sea x : [0,∞) → X una solución de (ID) y supongamos
que argmin(f) 6= ∅. Entonces x(t) converge fuertemente, cuando t→ ∞,
a algún elemento de argmin(f), en cualquiera de los siguientes casos:

i) Si f es fuertemente convexa;

ii) Si f es par; o

iii) Si int(argmin(f)) 6= ∅.

Demostración. Supongamos primero que f es fuertemente convexa y
tomemos ū ∈ argmin(f). Dado que 0 ∈ ∂f(ū), la desigualdad (6.1), con
y = x(t), x = ū y x∗ = 0, nos dice que

‖x(t)− ū‖2 ≤ 2

α

[

f(x(t)) − f(ū)
]

.

Concluimos usando la parte ii) de la Proposición 7.2.

Supongamos ahora que f es par. Dados t > 0 y s ∈ [0, t], definamos

γ(s) = ‖u(s)‖2 − ‖u(t)‖2 − 1

2
‖u(t)− u(s)‖2.

Usando la parte i) de la Proposición 7.2, vemos que

γ̇(s) = 〈ẋ(s), x(s) +x(t)〉 ≤ f(−x(t))− f(x(s)) = f(x(t))− f(x(s)) ≤ 0.

Esto nos dice que γ es decreciente. Aśı, γ(s) ≥ γ(t) = 0 y

1

2
‖u(t)− u(s)‖2 ≤ ‖u(s)− 0‖2 − ‖u(t)− 0‖2.

Como 0 ∈ argmin(f), la parte iv) de la Proposición 7.2 nos dice que
(x(t))t≥0 tiene la propiedad de Cauchy. Luego, es convergente porque el
espacio H es completo.
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Finalmente, supongamos que int(argmin(f)) 6= ∅. Entonces existen ū ∈
argmin(f) y r > 0 tales que B̄(ū, r) ⊂ argmin(f). Utilizando la desigual-
dad (6.2) con x = x(t) y x∗ = ẋ(t) vemos que

r‖x(t)− x(s)‖ = r

∥

∥

∥

∥

∫ t

s
ẋ(τ) dτ

∥

∥

∥

∥

≤ r

∫ t

s
‖ẋ(τ)‖ dτ

≤
∫ t

s
〈ẋ(τ), x(τ) − ū〉 dτ

=
1

2

∫ t

s

d

dτ
‖x(τ)− ū‖2 dτ

=
1

2
‖x(t)− ū‖2 − 1

2
‖x(s)− ū‖2.

La parte iv) de la Proposición 7.2 nos dice que (x(t))t≥0 tiene la propie-
dad de Cauchy y, por lo tanto, converge.
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Caṕıtulo 8

Algoritmo del Punto

Proximal

En lo que sigue, f : H → R ∪ {+∞} es una función propia, convexa, e
inferiormente semicontinua. Consideramos una sucesión (λn) de núme-
ros positivos, siguiendo la notación de la Sección 6.2. Estudiaremos el
algoritmo del punto proximal, propuesto en [9].

Algoritmo del Punto Proximal: Partimos de x0 ∈ H. Para cada n ≥
0, dados el paso λn y el estado xn, definimos el estado xn+1 como el único
minimizador de la Regularizada de Moreau-Yosida f(λn,xn), estudiada en
la Sección 5.1. Es decir,

{xn+1} = argmin

{

f(z) +
1

2λn
‖z − xn‖2

}

. (8.1)

El algoritmo está bien definido, gracias a la Proposición 5.1. Más aun,

0 ∈ ∂f(λn,xn)(xn+1) = ∂f(xn+1) +
xn+1 − xn

λn
.

Es decir,

−xn+1 − xn
λn

∈ ∂f(xn+1). (8.2)

Esto es precisamente una discretización de la (ID), como adelantamos
en la Sección 6.2.
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8.1 Propiedades del Sistema

Las principales propiedades de las sucesiones generadas por el algoritmo
del punto proximal se resumen en la siguiente:

Proposición 8.1. Sea (xn) una sucesión generada por el algoritmo del
punto proximal con (λn) /∈ ℓ1. Tenemos lo siguiente:

i) La sucesión (f(xn)) es decreciente.

ii) Para cada u ∈ H se tiene que ĺımn→∞ f(xn) ≤ f(u).1 En particu-
lar, ĺımn→∞ f(xn) = ı́nf{f(u) : u ∈ H}.

iii) Todo punto de acumulación débil de la sucesión (xn) debe perte-
necer a argmin(f).

iv) Si x∗ ∈ argmin(f) entonces la sucesión (‖xn−x∗‖) es decreciente.
En consecuencia, existe ĺımn→∞ ‖xn − x∗‖.

v) La sucesión (xn) es acotada si, y solo si, argmin(f) 6= ∅.

Demostración. Una consecuencia directa de (8.1) es que para cada n ≥ 0
se tiene que

f(xn+1) +
1

2λn
‖xn+1 − xn‖2 ≤ f(xn),

lo que inmediatamente implica i). Si nos permitimos un pequeño abuso
de terminoloǵıa, pordemos decir que ĺımn→∞ f(xn) existe en [−∞,∞).
En el caso ĺımn→∞ f(xn) = −∞, el punto ii) se cumple de manera trivial.

Por otra parte, la inclusión (8.2) y la definición del subdiferencial impli-
can que para cada u ∈ H se tiene que

f(u) ≥ f(xn+1) +

〈

−xn+1 − xn
λn

, u− xn+1

〉

.

Es decir,

2λn [f(xn+1)− f(u)] ≤ 2〈xn+1 − xn, u− xn+1〉
= ‖xn − u‖2 − ‖xn+1 − u‖2 − ‖xn+1 − xn‖2(8.3)
≤ ‖xn − u‖2 − ‖xn+1 − u‖2. (8.4)

1Entendiéndose que el ĺımite puede ser −∞.
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Sumando para n = 0, . . . , N vemos que

2
N
∑

n=0

λn [f(xn+1)− f(u)] ≤ ‖x0 − u‖2 − ‖xN+1 − u‖2 ≤ ‖x0 − u‖2

para cada N ∈ N.

Si ĺımn→∞ f(xn) > f(u) entonces existe δ > 0 tal que f(xn)− f(u) ≥ δ
para todo n suficientemente grande. Esto dice que 2δ

∑∞
n=0 λn < +∞,

lo que contradice el que (λn) /∈ ℓ1. Luego, ĺımn→∞ f(xn) ≤ f(u). Para
la parte iii), supongamos que xkn converge débilmente a x̄. Como f es
inferiormente semicontinua para la topoloǵıa débil, tenemos que

f(x̄) ≤ ĺım inf
n→∞

f(xkn) = ĺım
n→∞

f(xn) ≤ ı́nf{f(u) : u ∈ H},

con lo cual x̄ ∈ argmin(f). El punto iv) se obtiene reemplazando u =
x∗ en (8.4) pues f(xn) ≥ f(x∗) para todo n ∈ N. Finalmente, para
probar v), notemos primero que si argmin(f) 6= ∅, entonces la parte
iv) implica que (xn) tiene que ser acotada. Rećıprocamente, si (xn) es
acotada, entonces tiene alguna subsucesión débilmente convergente. El
ĺımite débil debe pertenecer a argmin(f), en virtud de la parte iii).

Observación 8.2. Si (λn) ∈ ℓ1, las sucesiones generadas mediante el
algoritmo del punto proximal siempre convergen fuertemente. Sin em-
bargo, el ĺımite puede no ser un minimizador de f (ver [10, Sección 3]).

8.2 Convergencia

El siguiente resultado establece la convergencia débil de las sucesiones
generadas por el algoritmo del punto proximal:

Teorema 8.3. Sea (xn) una sucesión generada por el algoritmo del
punto proximal con (λn) /∈ ℓ1 y sea argmin(f) 6= ∅. Entonces xn converge
débilmente, cuando n→ ∞, a algún elemento de argmin(f).

Demostración. Basta combinar los puntos iii) y iv) de la Proposición 8.1
con el Lema de Opial (Corolario 6.2).

Para la convergencia fuerte, tenemos el siguiente:
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Teorema 8.4. Sea (xn) una sucesión generada por el algoritmo del pun-
to proximal con (λn) /∈ ℓ1 y sea argmin(f) 6= ∅. Entonces xn converge
fuertemente, cuando n → ∞, a algún elemento de argmin(f), en cual-
quiera de los siguientes casos:

i) Si f es fuertemente convexa;

ii) Si f es par; o

iii) Si int(argmin(f)) 6= ∅.

Demostración. Comencemos por suponer que f es fuertemente convexa
y sea ū ∈ argmin(f). Como 0 ∈ ∂f(ū), podemos utilizar la desigualdad
(6.1), con y = xn, x = ū y x∗ = 0, para deducir que

‖xn − ū‖2 ≤ 2

α

[

f(xn) − f(ū)
]

.

Concluimos usando la parte ii) de la Proposición 8.1.

Supongamos ahora que f es par. Tomemos m > n y utilicemos la de-
sigualdad (8.3) con u = −xm para obtener

‖xn+1 + xm‖2 ≤ ‖xn + xm‖2.

Por lo tanto, para m fijo, la función n 7→ ‖xn + xm‖2 es decreciente. En
particular,

4‖xm‖2 = ‖xm + xm‖2 ≤ ‖xn + xm‖2.
Por otra parte, la Identidad del Paralelogramo (Proposición A.6) nos da

‖xn + xm‖2 + ‖xn − xm‖2 = 2‖xm‖2 + 2‖xn‖2.

Sumando obtenemos

‖xn − xm‖2 ≤ 2‖xn‖2 − 2‖xm‖2.

Como 0 ∈ argmin(f), la parte iv) de la Proposición 8.1 nos dice que (xn)
es una sucesión de Cauchy y, por lo tanto, converge.

Finalmente, supongamos que int(argmin(f)) 6= ∅. Es decir, existen ū ∈
argmin(f) y r > 0 tales que B̄(ū, r) ⊂ argmin(f).
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Podemos usar la desigualdad (6.2) con x = xn+1 y x∗ = xn−xn+1

λn
para

concluir que

2r‖xn − xn+1‖ ≤ 2〈xn − xn+1, xn+1 − ū〉
= ‖xn − ū‖2 − ‖xn+1 − ū‖2 − ‖xn+1 − xn‖2
≤ ‖xn − ū‖2 − ‖xn+1 − ū‖2.

De alĺı vemos que para cada m > n,

2r‖xn − xm‖ ≤ 2r

m−1
∑

j=n

‖xj − xj+1‖

≤ ‖xn − ū‖2 − ‖xm − ū‖2.

Como antes, la parte iv) de la Proposición 8.1 nos dice que (xn) es una
sucesión de Cauchy y, por lo tanto, converge.

8.3 Consistencia de las Direcciones

Presentamos ahora otra propiedad importante de las sucesiones genera-
das utilizando este algoritmo. Mostraremos que las direcciones corres-
pondientes a pasos sucesivos forman un ángulo agudo. En otras palabras,
que el algoritmo “no se devuelve”. Esta consistencia entre las direcciones
de avance del algoritmo explica, en parte, su gran estabilidad.

Proposición 8.5. Supongamos que (xn) es una sucesión generada me-
diante el algoritmo del punto proximal. Si xn+1 6= xn, entonces

〈xn+1 − xn, xn − xn−1〉 > 0.

Demostración. De acuerdo con (8.2), tenemos que

−xn+1 − xn
λn

∈ ∂f(xn+1) y − xn − xn−1

λn−1
∈ ∂f(xn).

La Proposición 4.14 nos dice que

〈

xn+1 − xn
λn

− xn − xn−1

λn−1
, xn+1 − xn

〉

≤ 0.
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Es decir,

〈xn+1 − xn, xn − xn−1〉 ≥
λn−1

λn
‖xn+1 − xn‖2.

En particular, 〈xn+1 − xn, xn − xn−1〉 > 0 siempre que xn+1 6= xn.

x0

x1

b

b

b
bb



Caṕıtulo 9

Algoritmo del Gradiente

En esta sección consideraremos el algoritmo del gradiente, definido por

{

zn+1 = zn − λn∇f(zn)
z0 ∈ H.

Notemos que la expresión zn+1 = zn − λn∇f(zn) es equivalente a

−zn+1 − zn
λn

= ∇f(zn),

con lo cual es una discretización expĺıcita de la ecuación diferencial (ED).

El análisis de convergencia para este algoritmo es más delicado que pa-
ra el algoritmo del punto proximal. Comencemos por estudiar un caso
sencillo en que el algoritmo del gradiente no converge.

Ejemplo 9.1. Consideremos la función f : R → R, definida por f(z) =
z2. Tomemos λn ≡ λ para todo n y veamos qué ocurre con el algoritmo
partiendo desde el punto z0 = 1. Es fácil ver que zn = (1 − 2λ)n para
cada n. Luego

• Si λ = 1, (zn) se mantiene acotada pero no existe ĺımn→∞ zn.

• Si λ > 1, entonces ĺımn→∞ zn = +∞.

• Si λ < 1, entonces ĺımn→∞ zn = 0, único minimizador de f .
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Esto nos dice que para garantizar la convergencia de las sucesiones gene-
radas por el algoritmo, tendremos que hacer alguna hipótesis adicional.
Veremos que es suficiente suponer que la función es diferenciable con
gradiente Lipschitz continuo, y que los pasos no son demasiado grandes.

9.1 Preliminares

Antes de dedicarnos a estudiar las propiedades del algoritmo, presen-
taremos dos resultados auxiliares que utilizaremos más adelante en el
análisis:

Lema 9.2 (Lema de Descenso). Si f : H → R es continuamente dife-
renciable y ∇f es Lipschitz-continuo con constante L, entonces

f(y) ≤ f(x) + 〈∇f(x), y − x〉+ L

2
‖y − x‖2

para cada x, y ∈ H.

Demostración. Escribamos h = y − x y definamos g : [0, 1] → R me-
diante g(t) = f(x+ th). La Regla de la Cadena nos da

ġ(t) = 〈∇f(x+ th), h〉,

de manera que

∫ 1

0
〈∇f(x+ th), h〉 dt =

∫ 1

0
ġ(t) dt = g(1) − g(0) = f(y)− f(x).

Luego

f(y)− f(x) ≤
∫ 1

0
〈∇f(x), h〉 dt +

∫ 1

0
〈∇f(x+ th)−∇f(x), h〉 dt

≤ 〈∇f(x), h〉+
∫ 1

0
‖∇f(x+ th)−∇f(x)‖ ‖h‖ dt

≤ 〈∇f(x), h〉+ L‖h‖2
∫ 1

0
t dt

= 〈∇f(x), y − x〉+ L

2
‖y − x‖2,

como queŕıamos.
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Recordemos también el siguiente resultado sobre sucesiones reales:

Lema 9.3. Sean (an) y (εn) sucesiones de números no negativos tales
que (εn) ∈ ℓ1 y an+1 − an ≤ εn para cada n ∈ N. Entonces existe
ĺımn→∞ an.

Demostración. Dado n ≥ 2, definamos wn = an − ∑n−1
k=1 εk. La su-

cesión (wn) está acotada inferiormente y es decreciente. Luego, existe
ĺımn→∞wn. Aśı, también existe ĺımn→∞ an =

∑∞
k=1 εk+ĺımn→∞wn.

9.2 Propiedades del Sistema

De acuerdo con el Ejemplo 9.1, es natural esperar que la convergencia de
las sucesiones generadas por el algoritmo dependa de alguna hipótesis
adicional que relacione los pasos de la discretización con el crecimiento
de la función objetivo. Supondremos lo siquiente:

Hipótesis 9.4. La función ∇f es Lipschitz-continua con constante L y

λn ≤ λ <
2

L
para todo n ∈ N.

Las sucesiones generadas por el algoritmo del gradiente tienen las si-
guientes propiedades:

Proposición 9.5. Supongamos que se cumple la Hipótesis 9.4 y sea
(zn) una sucesión generada por el algoritmo del gradiente con (λn) /∈ ℓ1.
Tenemos lo siguiente:

i) La sucesión (f(zn)) es decreciente.

ii) Si ı́nf(f) > −∞, la serie
∑∞

n=0 ‖zn+1 − zn‖2 es convergente.

iii) Si ı́nf(f) > −∞, entonces ĺımn→∞ f(zn) = ı́nf(f) y todo punto de
acumulación débil de la sucesión (zn) debe pertenecer a argmin(f).

iv) Si ı́nf(f) > −∞ y (zn) es acotada, entonces argmin(f) 6= ∅.

v) Si z∗ ∈ argmin(f) entonces existe ĺımn→∞ ‖zn−z∗‖. En particular,
si argmin(f) 6= ∅, entonces (zn) es acotada.
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Demostración. Del Lema 9.2 tenemos que

f(zn+1)− f(zn) ≤ 〈∇f(zn), zn+1 − zn〉+
L

2
‖zn+1 − zn‖2

=

〈

zn − zn+1

λn
, zn+1 − zn

〉

+
L

2
‖zn+1 − zn‖2

=

[

L

2
− 1

λn

]

‖zn+1 − zn‖2.

Teniendo en cuenta que λn ≤ λ < 2
L para todo n ∈ N y escribiendo

δ = 2−λL
2λ > 0, concluimos que

f(zn+1)− f(zn) ≤ −δ‖zn+1 − zn‖2.
Los puntos i) y ii) son inmediatos, a partir de esta desigualdad. Para
probar iii), de acuerdo con la definición del subdiferencial, deducimos
que

f(u) ≥ f(zn) + 〈∇f(zn), u− zn〉 = f(zn) +

〈

zn − zn+1

λn
, u− zn

〉

,

para cada u ∈ H. De alĺı,

2λn[f(zn)− f(u)] ≤ 2〈zn+1 − zn, u− zn〉
= ‖zn − u‖2 − ‖zn+1 − u‖2 + ‖zn+1 − zn‖2. (9.1)

Sumando para n = 0, . . . , N vemos que

2
N
∑

n=0

λn [f(zn)− f(u)] ≤ ‖z0 − u‖2 − ‖zN+1 − u‖2 +
N
∑

n=0

‖zn+1 − zn‖2

≤ ‖z0 − u‖2 +
∞
∑

n=0

‖zn+1 − zn‖2.

Como ı́nf(f) > −∞, la parte i) nos dice que existe ĺımn→∞ f(zn). Da-
do que (λn) /∈ ℓ1, deducimos que ĺımn→∞ f(zn) = ı́nf(f), siguiendo un
razonamiento análogo al de la demostración de la parte ii) de la Proposi-
ción 8.1. Después usamos la parte i) de la Proposición 3.12. El punto iv)
se obtiene de la parte anterior extrayendo una subsucesión débilmente
convergente. Finalmente, para verificar v), sustituimos u = x∗ en (9.1)
y usamos el Lema 9.3 con an = ‖zn − z∗‖ y εn = ‖zn+1 − zn‖2, que es
sumable en virtud del punto ii).
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9.3 Convergencia

Ahora estamos listos para establecer el resultado de convergencia débil
para el algoritmo del gradiente:

Teorema 9.6. Supongamos que argmin(f) 6= ∅ y que se cumple la
Hipótesis 9.4. Entonces cada sucesión (zn)n∈N generada por el algo-
ritmo del gradiente con (λn) /∈ ℓ1 converge débilmente, cuando n → ∞,
a algún elemento de argmin(f).

Demostración. Basta combinar los puntos iii) y v) de la Proposición 9.5
con el Lema de Opial (Corolario 6.2).

Para la convergencia fuerte tenemos:

Teorema 9.7. Supongamos que argmin(f) 6= ∅ y que se cumple la
Hipótesis 9.4. Entonces cada sucesión (zn)n∈N generada por el algo-
ritmo del gradiente con (λn) /∈ ℓ1 converge fuertemente, cuando n→ ∞,
a algún elemento de argmin(f), en cualquiera de los siguientes casos:

i) Si f es fuertemente convexa;

ii) Si f es par; o

iii) Si int(argmin(f)) 6= ∅.
Demostración. En primer lugar, supongamos que f es fuertemente con-
vexa y sea ū ∈ argmin(f). Como 0 ∈ ∂f(ū), podemos utilizar la de-
sigualdad (6.1), con y = zn, x = ū y x∗ = 0, para deducir que

‖zn − ū‖2 ≤ 2

α

[

f(zn) − f(ū)
]

.

Concluimos usando la parte iii) de la Proposición 9.5.

Supongamos ahora que f es par. Tomemos m > n y utilicemos la de-
sigualdad (9.1) con u = −zm para obtener

‖zn+1 + zm‖2 ≤ ‖zn + zm‖2 + ‖zn+1 + zn‖2,

en vista de la parte i) de la Proposición 9.5. De alĺı,

4‖zm‖2 = ‖zm + zm‖2 ≤ ‖zn + zm‖2 +
m−1
∑

j=n

‖zj+1 + zj‖2.
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Por otra parte, la Identidad del Paralelogramo (Proposición A.6) nos da

‖zn + zm‖2 + ‖zn − zm‖2 = 2‖zm‖2 + 2‖zn‖2.

Sumando obtenemos

‖zn − zm‖2 ≤ 2‖zn‖2 − 2‖zm‖2 +
∞
∑

j=n

‖zj+1 + zj‖2,

por la parte ii) de la Proposición 9.5. Como 0 ∈ argmin(f), la parte iv)
de la Proposición 8.1 nos dice, como antes, que (zn) es una sucesión de
Cauchy.

Finalmente, supongamos que int(argmin(f)) 6= ∅. Es decir, existen ū ∈
argmin(f) y r > 0 tales que B̄(ū, r) ⊂ argmin(f). Usamos la desigualdad
(6.2) con x = zn y x∗ = zn−zn+1

λn
para concluir que

2r‖zn − zn+1‖ ≤ 2〈zn − zn+1, zn − ū〉
= ‖zn − ū‖2 − ‖zn+1 − ū‖2 + ‖zn+1 − zn‖2.

De alĺı vemos que para cada m > n,

2r‖zn − zm‖ ≤ 2r

m−1
∑

j=n

‖zj − zj+1‖

≤ ‖zn − ū‖2 − ‖zm − ū‖2 +
∞
∑

j=n

‖zj − zj+1‖2.

Como antes, la parte v) de la Proposición 9.5 nos dice que (zn) es una
sucesión de Cauchy y, por lo tanto, converge.



Caṕıtulo 10

Comentarios Finales

Comentaremos brevemente algunas relaciones entre los sistemas des-
critos en los caṕıtulos precedentes. En primer lugar, veremos cómo se
pueden aplicar al caso sencillo de una función cuadrática y destacaremos
algunos aspectos positivos y negativos de cada método. Para terminar,
mencionaremos cómo se pueden combinar los algoritmos del punto pro-
ximal y del gradiente para obtener un método de descomposición cuando
la función objetivo se expresa como suma de dos funciones.

10.1 Caso de una Función Cuadrática

Consideremos una función cuadrática f : H → R definida mediante

f(x) =
1

2
〈x,Ax〉 − 〈b, x〉 + c,

donde A : H → H es un operador lineal y continuo, b ∈ H y c ∈ R.
Suponemos además que A es simétrico (autoadjunto, por ser continuo)
y semidefinido positivo. La función f es convexa y diferenciable con

∇f(x) = Ax− b.

Más aun, la función ∇f es Lipschitz-continua con constante

M = ‖A‖ = sup
‖x‖=1

‖Ax‖.
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Como f es convexa, sus puntos cŕıticos son, a la vez, sus minimizadores
globales. Es decir,

argmin(f) = {x ∈ H : Ax = b}.

10.1.1 Método del Máximo Descenso

La ecuación diferencial (ED)1 es

ẋ(t) +Ax(t) = b, (10.1)

cuyas soluciones (una para cada condición inicial x0) existen y están
definidas en todo R. Si la ecuación Ax = b no tiene solución, la parte v)
de la Proposición 7.2 nos dice que las soluciones de la ecuación (10.1) no
son acotadas. Si, por el contrario, Ax̄ = b para algún x̄ ∈ H, el Teorema
7.3 nos dice que cada solución x(·) de (10.1) converge débilmente a algún
x̂ tal que Ax̂ = b. Sin embargo, podemos hacer el cambio de variable
u(t) = x(t)− x̄ en (10.1) y obtenemos

u̇(t) +Au(t) = 0.

Esta ecuación se puede escribir como

−u̇(t) = ∇g(u(t)),

con g(x) = 1
2〈x,Ax〉. Como la función g es par, el Teorema 7.4 nos dice

que u(t) converge fuertemente cuando t → ∞ a algún x̃ que satisface
0 = ∇g(x̃) = Ax̃. Deducimos que x(t) converge fuertemente a x̂ = x̄+ x̃,
que, en efecto, es solución de Ax = b.

10.1.2 Algoritmo del Punto Proximal

El algoritmo del punto proximal queda descrito por

{

x0 ∈ H
xn+1 = (I + λnA)

−1(xn + λnb), n ≥ 0.

Al igual que antes, la parte v) de la Proposición 8.1 nos dice que si
Ax = b no tiene solución, entonces la sucesión (xn) no es acotada. En

1No es necesario considerar la inclusión diferencial (ID) pues f es diferenciable.
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caso contrario, de acuerdo con el Teorema 8.3 converge débilmente a
algún x̂ tal que Ax̂ = b, siempre que (λn) /∈ ℓ1. La convergencia fuerte
es un tema más delicado (ver, por ejemplo, [1]).

Si bien la convergencia del algoritmo ocurre bajo hipótesis muy gene-
rales, su principal desventaja es que para calcular xn+1 a partir de xn
es necesario invertir el operador I + λnA. Esto supone un costo compu-
tacional elevado y, posiblemente, la aparición de errores de cálculo, es-
pecialmente cuando la dimensión del espacio es grande o infinita.

10.1.3 Algoritmo del Gradiente

El algoritmo del gradiente queda descrito por
{

z0 ∈ H
zn+1 = zn − λn(Azn − b), n ≥ 0.

La convergencia débil está dada por el Teorema 8.3 si (λn) /∈ ℓ1 y
λn ≤ λ < 2

M para todo n ∈ N. Si M es muy grande, es necesario
tomar λn muy pequeño. En algunos casos, esto provoca que el algoritmo
avance muy lentamente. Otro factor que puede afectar la rapidez de con-
vergencia de este algoritmo es el efecto zigzag, que ya hemos encontrado
en el Ejemplo 9.1. Este fenómeno puede afectar especialmente al siste-
ma cuando λn es muy cercano a 2

M . La convergencia también es lenta
cuando A es una matriz cuyos autovalores tienen escalas muy distintas
(en R2, cuando las curvas de nivel son elipses muy “aplastadas”).

b

b

b

b

z0

z1

Por otra parte, un punto a favor es que la fórmula para calcular zn+1 a
partir de zn es expĺıcita y, por lo tanto, fácil de implementar.
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10.2 Estrategias de Descomposición

Supongamos que queremos encontrar algún minimizador de una función
f : H → R ∪ {+∞}, que se descompone como f = g + h, donde g es
convexa, propia e inferiormente semicontinua, mientras que h es convexa,
diferenciable y con gradiente Lipschitz-continuo. Es posible pensar en un
algoritmo mixto, que combine una subiteración de tipo gradiente para
la función que es regular, y otra de tipo proximal para la función que no
es diferenciable. Esto permite aprovechar la regularidad para disminuir
el costo computacional de cada iteración. Más precisamente, dado xn,
calculamos

wn = xn − λn∇h(xn)
(subiteración de tipo gradiente) y luego determinamos xn+1 resolviendo

xn+1 + λn∂g(xn+1) ∋ wn

(subiteración de tipo proximal). En otras palabras, podemos escribir

xn+1 + λn∂g(xn+1) ∋ xn − λn∇h(xn),

o, de manera equivalente,

{xn+1} = argmin

{

g(z) +
1

2λn
‖xn − λn∇h(xn)− z‖2

}

.

Dejamos como ejercicio encontrar condiciones bajo las cuales las sucesio-
nes generadas por este algoritmo mixto convergen, fuerte o débilmente,
a algún minimizador de f .

Un caso especial es cuando g = δC es la función indicatriz de un conjunto
convexo, cerrado y no vaćıo, C ⊂ H. Se obtiene el algoritmo del gradiente
proyectado, cuyas iteraciones están definidas por

xn+1 = ProyC

(

xn − λn∇h(xn)
)

,

en vista del Ejemplo 5.3.



Apéndice A

Espacios de Hilbert

A continuación presentamos algunos conceptos y resultados importantes
relacionados con los espacios de Hilbert. No se pretende hacer una ex-
posición exhaustiva, sino simplemente recordar aquellos puntos que son
necesarios para seguir este curso.

A.1 Conceptos Básicos

Un producto interno en un espacio vectorial real H es una función
〈·, ·〉 : H ×H → R que es

Simétrica:
〈x, y〉 = 〈y, x〉 para cada x, y ∈ H;

Sesquilineal (lineal en la primera componente):

〈αx+ y, z〉 = α〈x, z〉 + 〈y, z〉 para cada α ∈ R y x, y, z ∈ H;

Definida positiva:

〈x, x〉 ≥ 0 para todo x ∈ H y 〈x, x〉 = 0 si, y solo si, x = 0.

Observación A.1. En virtud de la simetŕıa, el producto interno tam-
bién es lineal en la segunda componente.

Las propiedades del producto interno nos permiten definir una función
‖ · ‖ : H → R mediante ‖x‖ =

√

〈x, x〉. Claramente, ‖x‖ ≥ 0 para todo
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x ∈ H y ‖x‖ = 0 si, y solo si, x = 0. Además, para cada α ∈ R y x ∈ H
se tiene que ‖αx‖ = |α|‖x‖. Para comprobar que esta función es una
norma en H, basta verificar que cumple la desigualdad triangular.

Proposición A.2. Para cada x, y ∈ H se cumple

i) La Desigualdad de Cauchy-Schwartz: 〈x, y〉 ≤ ‖x‖ ‖y‖.

ii) La Desigualdad Triangular: ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖.

Demostración. Claramente la Desigualdad de Cauchy-Schwartz es cierta
si y = 0. Si y 6= 0 notemos que para cada α > 0 se cumple que

0 ≤ ‖x− αy‖2 = ‖x‖2 − 2α〈x, y〉 + α2‖y‖2.

Por lo tanto,

〈x, y〉 ≤ 1

2α
‖x‖2 + α

2
‖y‖2

para cada α > 0. En particular, tomando α = ‖x‖/‖y‖, vemos que

〈x, y〉 ≤ 1

2
‖x‖ ‖y‖ + 1

2
‖x‖ ‖y‖ = ‖x‖ ‖y‖,

lo que demuestra i). Finalmente, utilizamos i) para deducir que

‖x+ y‖2 = ‖x‖2 + 2〈x, y〉+ ‖y‖2

≤ ‖x‖2 + 2‖x‖ ‖y‖ + ‖y‖2

= (‖x‖ + ‖y‖)2,

de donde obtenemos ii).

Decimos entonces que ‖ · ‖ es la norma asociada al producto interno
〈·, ·〉. De aqúı en adelante, cada espacio donde esté definido un producto
interno, será para nosotros un espacio vectorial normado (con la norma
asociada a dicho producto interno).

Un espacio de Hilbert real es un espacio vectorial sobre R, donde se ha
definido un producto interno, y que es completo para la topoloǵıa defi-
nida por la norma asociada. Todo espacio de Hilbert es de Banach.

Ejemplo A.3. El espacio euclideano RN con el producto escalar.
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Ejemplo A.4. El espacio de las sucesiones a cuadrado sumable ℓ2(N;R)
con el producto interno 〈a,b〉 = ∑

n∈N anbn.

Ejemplo A.5. El espacio de las funciones medibles a cuadrado integra-
ble L2(Ω;R) con el producto interno 〈φ,ψ〉 =

∫

Ω φ(ζ)ψ(ζ) dζ.

Otra propiedad geométrica importante de los espacios de Hilbert viene
dada por la siguiente:

Proposición A.6 (Identidad del Paralelogramo). Para cada x, y ∈ H
se cumple que

‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = 2
(

‖x‖2 + ‖y‖2
)

.

Demostración. Tenemos que

‖x+ y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2 +2〈x, y〉 y ‖x− y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2 − 2〈x, y〉.

Basta sumar ambas igualdades para obtener el resultado.

La Proposición A.6 entrega una relación entre las longitudes de los lados
y las diagonales de un paralelogramo.

‖x‖

‖y‖

‖x+ y‖

‖x− y‖

También se puede demostrar que, si en un espacio de Banach se cumple
la identidad del paralelogramo, entonces se puede definir un produc-
to interno de manera que la norma asociada es precisamente la norma
original. Esto se logra mediante la llamada Identidad de Polarización:

〈x, y〉 = 1

2

(

‖x+ y‖2 − ‖x‖2 − ‖y‖2
)

,
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A.2 Proyección Ortogonal y Dualidad

Proposición A.7. Sea K un subconjunto convexo, cerrado y no vaćıo
de H y sea x ∈ H. Entonces existe un único PK(x) ∈ K tal que

‖x− PK(x)‖ = mı́n
y∈K

‖x− y‖.

Demostración. Sea d = mı́ny∈K ‖x − y‖ y consideremos una sucesión
(yn) ∈ K tal que ĺımn→∞ ‖yn − x‖ = d. Tenemos que

‖yn − ym‖2 = ‖(yn − x) + (x− ym)‖2

= 2
(

‖yn − x‖2 + ‖ym − x‖2
)

− ‖(yn + ym)− 2x‖2,

en virtud de la Identidad del Paralelogramo (Proposición A.6). Como K
es convexo, tenemos que yn+ym

2 ∈ K, con lo cual

‖(yn + ym)− 2x‖2 = 4

∥

∥

∥

∥

yn + ym
2

− x

∥

∥

∥

∥

2

≥ 4d2,

de acuerdo con la definición de d. Deducimos que

‖yn − ym‖2 ≤ 2
(

‖yn − x‖2 + ‖ym − x‖2 − 2d2
)

.

Esto nos dice que la sucesión (yn) es de Cauchy y por lo tanto converge
a algún y∗. Dado que K es cerrado, y∗ ∈ K. Finalmente, como la norma
es continua, concluimos que d = ĺımn→∞ ‖yn−x‖ = ‖y∗−x‖, por lo que
basta definir PK(x) = y∗. Para ver la unicidad, supongamos que z∗ ∈ K
es tal que ‖x− z∗‖ = ‖x−PK(x)‖ = d. La Proposición A.6 nos dice que

‖PK(x)− z∗‖2 = 4d2 − ‖PK(x) + z∗ − 2x‖2.

Como K es convexo, tenemos que PK(x)+z∗

2 ∈ K. Luego,

‖PK(x) + z∗ − 2x‖2 = 4

∥

∥

∥

∥

PK(x) + z∗

2
− x

∥

∥

∥

∥

2

≥ 4d2,

y concluimos que z∗ = PK(x).

Con la notación de la Proposición A.7, decimos que PK(x) es la proyec-
ción ortogonal de x sobre K.
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Proposición A.8. Sea M un subespacio vectorial cerrado de H. En-
tonces,

〈x0 − PM (x0), u〉 = 0

para cada x0 ∈ H y cada u ∈M .

Demostración. Sea x0 ∈ H y definamos f : H → R ∪ {+∞} por

f(h) =
1

2
‖h− x0‖2 + δM (h).

Como f es convexa y PM (x0) minimiza f , la Regla de Fermat Genera-
lizada (Teorema 4.7) nos dice que

0 ∈ ∂f(PM (x0)) = PM (x0)− x0 +NM (PM (x0)),

donde NM (z) denota el cono normal a M en z. Es decir,

〈x0 − PM (x0), h− PM (x0)〉 ≤ 0

para todo h ∈M . Como M es subespacio vectorial y PM (x0) ∈M , esto
es equivalente a que

〈x0 − PM (x0), u〉 = 0

para cada u ∈M .

Si 〈x, y〉 = 0, decimos que x e y son ortogonales y escribimos x ⊥ y.

Dado y ∈ H, podemos definir Ly : H → R mediante Ly(h) = 〈y, h〉.
Claramente, la función Ly es lineal. También es continua, en virtud de
la Desigualdad de Cauchy-Schwartz. Aśı, cada elemento de H define un
elemento del dual topológico H∗. El rećıproco también es cierto:

Teorema A.9 (Teorema de Representación de Riesz). Sea H un espacio
de Hilbert y sea L ∈ H∗ un funcional lineal continuo en H. Entonces
existe yL ∈ H tal que

L(h) = 〈yL, h〉

para todo h ∈ H.
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Demostración. Sea M = Ker(L). Si M = H, entonces L(h) = 0 para
todo h ∈ H y basta tomar yL = 0. Si M 6= H, escojamos cualquier
x0 /∈M y definamos

x1 = x0 − PM (x0).

Observemos que x1 6= 0 y x1 /∈ M . Dado cualquier h ∈ H, definamos
u = L(x1)h − L(h)x1, de modo que u ∈ M . Por la Proposición A.8,
tenemos que 〈x1, u〉 = 0. Es decir,

0 = 〈x1, u〉 = 〈x1, L(x1)h− L(h)x1〉 = L(x1)〈x1, h〉 − L(h)‖x1‖2.

Basta definir

yL =
L(x1)

‖x1‖2
x1

para obtener el resultado.

Por medio del Teorema de Representación de Riesz (Teorema A.9) se
puede identificar el dual topológico H∗ con el propio H, mediante la
función Φ : H → H∗, definida por Φ(y) = Ly, la cual es un isomorfismo
isométrico. Cuidando algunos detalles teóricos, esto además implica que
todo espacio de Hilbert es, a su vez, un espacio de Banach reflexivo.
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Caṕıtulo de Los Andes Caṕıtulo de Oriente
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Ciencia, Tecnoloǵıa e Innovación

Guillermo Barreto
Juan Luis Cabrera
Representante del Ministerio del Poder Popular para la

Educación Universitaria

Prudencio Chacón
Representantes Laborales
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Sirvia Ávila (Suplente)
Gerencia General

Lira Parra

Comisión Editorial

Eloy Sira (Coordinador)
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