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Prefacio

La teoria de eleccién social estudia los procedimientos electorales y
sus propiedades. Este libro trata de los modelos matematicos de tales
procedimientos.

El estudio sistemético de estos procedimientos comienza a mediados
del siglo XX con los trabajos del economista Kenneth John Arrow. In-
fluenciado por los trabajos de los logicos de los inicios del siglo XX y en
particular por la revolucién gédeliana, Arrow hace un estudio axiomé-
tico de los procesos electorales. En su tesis doctoral publicada en 1951
demuestra su famoso teorema de imposibilidad. Este resultado puede
interpretarse como la prueba mateméatica de la no existencia de siste-
mas electorales perfectos. Justamente en este libro veremos en detalle el
contenido matematico de este teorema y de otros teoremas mayores en
el dominio. En particular, veremos que los buenos sistemas electorales
se pueden siempre manipular en un sentido que precisaremos en detalle
en el capitulo dedicado a la manipulabilidad. La intuicién es que en los
buenos sistemas electorales siempre existe un individuo (un votante) que
mintiendo en la manera de expresar su voto logra un resultado maés sa-
tisfactorio de acuerdo a sus preferencias verdadaderas. Esto tiene lugar
cuando hay més de 3 candidatos y en general méas de 3 votantes.

Muchos de nosotros tiene familiaridad con los procesos electorales ma-
yoritarios. Cada individuo escoge uno de los candidatos y al final del
proceso se cuentan los votos que obtiene cada candidato. El ganador
cuando existe es quien obtiene més votos (mayoria simple); o bien quien
obtiene méas de la mitad (mayoria absoluta) o alguna mayoria califica-
da. Veremos que estos procesos son robustos y justos sobre todo cuando
hay dos candidatos. Pero cuando hay més de dos candidatos puede ser
electo por mayoria simple un candidato que la mayorfa de la poblacién
detesta. En el primer capitulo daremos un ejemplo preciso de esta si-
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tuacion. Ahora bien el estudio fino de los procesos electorales se vuelve
interesante cuando hay mas de dos candidatos (3 o méas) y los votantes
pueden expresar sus preferencias relativas entre los candidatos. Esto es
justamente lo que ocuparé la mayor parte de este trabajo.

Quisiera comentar el origen de mi interés por estos temas. En reali-
dad vienen de una observacion de David Makinson sobre un trabajo en
colaboracion con mi colega Sebastien Koniezny (entonces mi estudiante)
sobre la fusion de la informacion representada en logica proposicional.
Makinson observo similitudes grandes entre la manera de abordar la fu-
sién logica y la teorfa de elecccion social. En realidad la parte comiin
en ambos enfoques viene de la manera de agregar preferencias. Esa es la
parte central en ambas areas. En logica sin embargo hay que hacer surgir
las preferencias mediante alguna métrica entre los mundos. Estas simili-
tudes han dado origen a trabajos en légica que usan técnicas de elecciéon
social y a trabajos en eleccién social que usa técnicas de inspiradas de
la fusién logica. Parte de ello sera visto en uno de los capitulos de estas
notas.

Organizamos este libro en 6 capitulos. El primero es una introduc-
cion a los sistemas electorales; sus conceptos béasicos; sus propiedades.
Daremos unos ejemplos de sistemas electorales e indicaremos sus propie-
dades. El segundo capitulo estd dedicado al Teorema de imposibilidad
de Arrow. El tercer capitulo al teorema de imposibilidad de Gibbard et
Satterthwaite y algunas de sus variantes. El cuarto capitulo a estudiar
preferencias estructuradas y algunas versiones de imposibilidad en este
contexto. El quinto capitulo sera dedicado a estudiar versiones generales
de manipulabilidad basadas en levantamientos de preferencias, i.e. ex-
tensiones de las preferencias sobre los candidatos a preferencias sobre los
conjuntos de candidatos. El sexto y tltimo capitulo mostrara una apertu-
ra sobre definiciones de reglas de eleccién por aproximacién a situaciones
de consenso.

Agradezco infinitamente a mis estudiantes (muchos de ellos actualmen-
te profesores) quienes han trabajado en estos temas y han contribuido
con su interés, sus discusiones, sus ideas y su entusiasmo a enriquecer el
material de este libro: Franklin Leal, Dubraska Salcedo, Amilcar Mata,
Anthonny Arias y Bolivia Salcedo. Sin ellos, realmente creo, que este
libro no hubiera sido posible.

Ramoén Pino Pérez
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Capitulo 1

Sistemas electorales

Los ingredientes esenciales en un sistema electoral son los individuos
(los votantes) y los candidatos o alternativas. Llamaremos a N el conjun-
to de individuos. Supondremos, en general, que N es un conjunto finito
con n elementos, digamos N = {1...,n}. El conjunto de alternativas sera
denotado X y también supondremos que es un conjunto finito. En gene-
ral, usaremos las primeras o las ultimas letras del alfabeto a, b, ¢, d, x, y, z
para denotar a los candidatos (con subindices cuando sea necesario).

Cuando hay un solo candidato no hay mucho que decir sobre el resul-
tado. Cuando hay dos, todo sistema electoral razonable sera un tipo de
sistema mayoritario. De igual manera cuando hay un tnico elector pues
tampoco hay mucho que decir pues el resultado de la eleccién sera lo que
él decida. Cuando hay dos electores cualquier sistema razonable tiene
problemas pues un elector puede querer justo lo contrario del otro y en
esa situacion no hay una opcién razonable como resultado. Asi que en
general supondremos que hay 3 o mas alternativas y también en general
supondremos que hay 3 o més electores. Pero el ingrediente principal en
lo que nos va a ocupar es la expresion concreta del voto de cada votante.
Para tomar en cuenta de manera mas precisa la opinién de cada votante
se pensard que cada uno de ellos daré sus preferencias relativa entre los
candidatos. En lo que sigue daremos una representaciéon matematica de
las preferencias.
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1.1. Preferencias

Vamos a suponer que cada individuo (votante) i sabe como compa-
rar dos candidatos a y b cualesquiera del conjunto de alternativas. El
individuo ¢ prefiere estrictamente uno de esos candidatos o bien le son
indiferentes. Esa preferencia de i sobre los individuos debe ser coherente
en el sentido de que si él prefiere a a b y b a ¢, necesariamente debe pre-
ferir a a c. Estas preferencias tienen una representaciéon matematica bien
precisa son relaciones binarias sobre el conjunto de alternativas llamadas
predrdenes totales: relaciones binarias < que satisfacen la propiedad de
totalidad |Va,y € X (z <y V y < z)] y la propiedad de transitividad
Va,y,ze X (z SyANy=2z = x <2)|.

Asi, para ser honestos, debemos decir, méas bien, que el ingrediente
principal de una votacién es el conjunto de las preferencias de los indi-
viduos.

Las preferencias de un individuo i seran denotadas por =;, lo cual
siempre serd un preorden total sobre X, es decir una relaciéon total y
transitiva.

La relacién estricta < asociada a una relaciéon de preferencia se define
por x <y ssiz Xyyy Az Larelacion estricta asociada a un preorden
total es lo que se conoce como una relacion modular, i.e. irreflexiva (z 4
x) y negativamente transitiva (r A y Ay £z — = £ y); la prueba de
esto es un excelente ejercicio. La relacion de indiferencia ~ asociada a un
preorden total se define por x ~ y ssi x < yAy =< z. Es facil ver que esa
relacién es de equivalencia. La relacién de indiferencia ~~ asociada a una
relacion modular < se define por & ~ y ssi z £ yA g < x. Esa relacion
es de equivalencia también. Si uno parte de una relacion modular (una
preferencia estricta) < puede definir una preferencia (laxa) asociada < de
la siguiente manera: x < yssiz <y V x ~ y. Se puede ver que la relacion
asi definida es un preorden total. De hecho para los efectos de representar
las preferencias de un individuo las relaciones < y < vehiculan la misma
informaciéon. Mas precisamente dejamos al lector el siguiente ejercicio
que precisa matematicamente lo que queremos decir.

Ejercicio 1.1.1 Dé€ las pruebas de las siguientes afirmaciones.

1. Sea =< un preorden total. Sea < su relacion estricta asociada. En-
tonces < es una relacion modular.
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2. Sea < una relacion modular. Sea < su relacion laxa asociada. En-
tonces = es un preorden total.

3. Sea < la relacion estricta asociada un preorden total <. La relacion
laza asociada a < es exactamente el preorden toal original <.

4. Sea = el preorden total asociado a una relacion modular <. La
relacion estricta asociada a =< coincide con la relacion original <.

5. < es una relacion modular sobre X ssi existe un conjunto I estric-
tamente ordenado por una relacion < (irreflexiva, transitiva y tal
que para todo par de elementos diferentes x y y se tiene x < y 0
bien y < x) y una funcion (de rango) r: X — I tal que x <y ssi
r(z) <r(y) (una tal funcion r se llama funcion de rango).

Cuando = es preorden total sobre X definimos los minimales de un
subconjunto V' de X con respecto a <, denotado por min(V, <)

min(V,X)={z eV :VYyeVa <y}

Cuando < es una relaciéon modular sobre X definimos los minimales de
un subconjunto V' de X con respecto a <, denotado por min(V, <)

min(V,<)={z eV :Vy e V\{z}, =z <y}

Usaremos una representacion grafica de predrdenes totales por niveles.
Por ejemplo si X = {a1, as,as, a4, as, ag, az,as, ag} un preorden total <
puede ser representado por el siguiente diagrama

ay a2 ay ag
a3 a4 as
as  ae

Esto quiere decir que los minimales son exactamente las alternativas
as v ag y ellos son todos igualmente preferidos; luego viene el nivel ag, a4
y ag, equivalentes entre ellos; finalmente los menos preferidos son a1, ao,
a7 y ag todos ellos igualmente preferidos. De hecho la relacion modular
asociada viene dada por la funcion de rango r : X — {1,2,3}, (el
conjunto {1,2,3} ordenado con el orden natural <) definida por r~1(1) =

{615,616}, T_1(2) = {(13,(14,(18} y 7"_1(3) = {a17a27a77a9}'
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Cuando se tiene una preferencia < y un subconjunto A de X no vacio
denotamos por <[ 4 alarelaciéon =< restringida al conjunto A. Por ejemplo
si consideramos la relacion anterior y A = {aq, a9, a4, ag} la relacion <[4
luce de la manera siguiente:

ap a2
a4
ag

Al conjunto de predrdenes totales sobre X lo denotaremos P. Llama-
remos perfil a un elemento de P", es decir a un vector de predrdenes
totales de tamano n. Se piensa que un perfil resume el resultado de un
voto de la poblaciéon N; la i-ésima componente de un perfil es la prefe-
rencia del individuo 4. Los perfiles seran denotados con las letras u, v, w,
con subindices cuando sea necesario. Denotaremos por L al conjunto de
ordenes lineales, es decir los preérdenes totales que satisfacen ademas
la antisimetria (z < yAy < = x = y). A los perfiles restringidos a
ordenes lineales los llamaremos L", i.e. un perfil u = (<Xq,...,=,) esta
en L™ cuando cada componente <; es un orden lineal.

Llamaremos P*(X) al conjunto P(X) \ {0}, es decir al conjunto de
subconjuntos no vacios de X. Llamaremos agenda a los elementos de
P*(X), i.e. alos conjuntos no vacios de candidatos.

1.2. Funciones de eleccion social

En muchas situaciones la eleccién no se hace sobre todos los candida-
tos sino sobre un subconjunto de ellos. Ya sea porque algunos candidatos
se retiran de la eleccion o porque quedan inhabilitados. Asi, el mecanis-
mo mas general del que queremos dar cuenta es el siguiente: dado una
votacion, es decir un perfil, como seleccionar los mejores candidatos de
un subconjunto de candidatos, es decir de una agenda.

El diagrama siguiente ilustra el mecanismo de las funciones de eleccion.
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Agenda
1%

resultado de
Perfil la eleccién
de preferencias fuV)
u funcién N
de eleccion
social f

Mas precisamente tenemos la siguiente definicién de funciones de elec-
cion social:

Definicion 1.2.1 Una funcion de eleccion social es una funcion f tal
que:

[P xPY(X) — P(X), y
f(u,V)CV, para cualquier (u,V) € P*x P*(X)

f(u,V) es el conjunto de las mejores alternativas de la agenda V,
segun las preferencias expresadas en el perfil u.

Algunas veces, f es una funcién parcial.

Escribimos f,, (V') en lugar de f(u, V') y algunas veces nos referiremos
a una funcién de eleccion social diciendo simplemente una funcién de
eleccion.

Veamos algunos ejemplos.

1.2.1. Regla por Mayoria Simple

A veces a ciertas funciones de eleccion social se les llama reglas y se le
acompana el con el nombre del proceso que define la regla (v.g. regla por
simple) o el inventor del proceso (v.g. regla de Condorcet). Sin embargo
més adelante usaremos el nombre de regla de voto para distinguir ciertos
procesos bien precisos y un poco diferentes de las funciones de eleccion
social.

Sean X = {x,y} y N={1,...,n}. Definimos f solo para los pares
de la forma (u, X) con u € P, porque en los casos de las agendas V' = {z}
y V = {y} el resultado es trivial.
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{z} si|l{ieN:z=<;y}>{ieN:y=<;z}
fu(X) = {y} si{ieN:y=<;z}|>|{ieN:z=<;y}
x,y} en otro caso

Esta regla de eleccion se llama Regla por Mayoria Simple.

Ejemplo 1.2.2 Sea n = 3. Considere el siguiente perfil u:

x x Y
= X

U Y y o A
=1 =2 =3

{u({x,y}) = {y}, porque |[{i e N:y <;2}| =2>1=|{ie N:z <,
Y-

Ahora, si
Y x
U= x T
y Xy )
=1 =2 =3

entonces f,({z,y}) = {z,y}.

1.2.2. Regla por Mayoria Absoluta

Sean X = {x,y} y N ={1,...,n}. De nuevo definimos f, la regla
de Mayoria Absoluta, sélo para los pares de la forma (u, X) con u € P.

{z} si|{ie N:z=;y} >n/2

L) ={ g} sillie Niy<ia}| > n/2
{z,y} en otro caso

Ejemplo 1.2.3 Sea n = 4. Consideremos el siguiente perfil w:

) Y z )

u= x x Y x ,
< = o =~
=1 =2 <3 =4

entonces fu({z,y}) = {z}, porque [{i € N:z <; y}| =3 > 2.
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Notemos que en este caso obtenemos el mismo resultado si usamos Ma-
yoria Simple o Mayoria Absoluta. También esto ocurre en las situaciones
del ejemplo 1.2.2.

Ahora, si
Y Y x
= x x
u L. , Yy Yy )
5% X

entonces segun la Regla por Mayoria Absoluta x e y son escogidos,
mientras que la Regla por Mayoria Simple da como ganadora a la alter-
nativa z.

En resumen, cuando z es escogido por Mayoria Absoluta también es
escogido por Mayoria Simple, pero la reciproca no es cierta.

1.2.3. Una Generalizacion de Mayoria Simple, Ganadores
de Condorcet y La Paradoja del Voto

En general, el conjunto de alternativas tiene més de dos elementos,
y dada la aceptacion de la Regla por Mayoria Simple, surge la idea de
generalizar esta regla para mas de dos alternativas.

Veamos una manera de generalizar para X = {x,y, z}. La idea central
es aplicar Mayoria Simple a cada par de alternativas posible, es decir,
aplicar Mayoria Simple a {z,y}, {y,z} v {x,z}.

Definicién 1.2.4 Una alternativa es llamada Ganador de Condorcet!
st gana o al menos empata en cada votacion de pares en la cual participa.
Ast, definimos una nueva regla de la manera siguiente:

fu(V)={x € V :z es ganador de Condorcet}

Mas adelante veremos que se puede aplicar esta regla a conjuntos de
alternativas X de cualquier cardinalidad finita.

Ejemplo 1.2.5 Sean N ={1,2,3} yv X ={z,y,2}.

!Condorcet fue uno de los primeros a contribuir a la teoria de elecciéon social (ver
[10, 31, 32])
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Supongamos V- = {x,y,z} y

Yy Yy Yy
z xT T
u =
T z ¥4
L S N
=1 =2 =3

Aplicamos Mayoria Simple a los pares {x,y},{y,z} y {x, 2} y tenemos
que:

» x le gana a vy, pero x pierde con z. Asi, x no es ganador de Con-
dorcet.

= Como x le gana a vy, y no puede ser ganador de Condorcet.

s 2z le gana a y. También z le gana a x. Asi, z es el unico ganador
de Condorcet.

Por lo tanto, f,(V) = {z}.

Ejemplo 1.2.6 Consideremos ahora

z T Y
Y z x
u =
x Y z
< o =~
=1 =5 =3

Al aplicar Mayoria Simple a {x,y},{y, 2} y {x, 2z} tenemos que x le
gana a y, y le gana a z, pero z la gana a x.

Esta es una situacion, que nos genera una cierta idea de contradiccion,
puesto que esperariamos, por transitividad, que que x le ganase a z ya
que x le gana a y que a su vez le gana a z. Pero como vimos, en realidad,
2 le gana a x. Esta situacion es conocida como La Paradoja del Voto?.

El ejemplo precedente nos muestra una regla que es parcial.

Otro paradoja interesante que podemos observar es que si se vota por
un sélo candidato, por mayoria simple podemos elegir el candidato menos
preferido. El siguiente ejemplo con tres alternativas ilustra esta situacion.

*Ver [24]
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Ejemplo 1.2.7 Sea X = {x,y,z} y |[N| = 7. Considere u el siguiente
perfil que representa las preferencias completas de los electores

T T X z z z z

_ Yy Yy Yy z z Yy Yy
u =

z z z Y Y x x
P N N PN ;N
=1 =2 =3 =<y <5 =6 =7
Si cada elector vota por su candidato mds preferido gana z pues obtiene
8 votos mientras que x obtiene 2, igual que el candidato y. Sin embargo
se puede observar que hay 4 electores para quienes el candidato z es el
menos preferido.

Para paliar los efectos de la paradoja del voto, Borda? [7] (ver también
[32]) propone una nueva regla, que lleva su nombre y que presentaremos
en la siguiente seccion.

1.2.4. Otros ejemplos de reglas de eleccion

En esta seccion continuaremos dando algunos ejemplos de reglas de
eleccion.

Definiciéon 1.2.8 (Regla de la Identidad.) Ella es la regla f : P* x
P*(X) — P*(X) definida por por
fu(V)=V

Esta funcion es poco interesante porque, a pesar de estar bien definida,

es una regla que no considera la opinién de los votantes, dando como
ganadores a todas las alternativas de la agenda.

Definiciéon 1.2.9 (Regla de la Proyeccion.) Ella es la regla f : P* x
P*(X) — P*(X) definida por
fu(V) = min(V,=4)

Esta regla de eleccion es llamada Regla de la Proyeccion.

Esta regla no parece ser muy buena, ya que s6lo toma en cuenta las
preferencias de un solo individuo, el individuo 1.

3Jean-Charles de Borda, matematico francés (1733-1799) a quien se le debe el
ejemplo de la Paradoja del voto (ver [30]).
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Definiciéon 1.2.10 (Regla de Condorcet.) Dado un perfil

u= (=1 ,=2 ,...,=n), un conjunto finito de alternativas X = {x,y,...}

y una agenda V', definimos Ny, = |{i : © <; y}|. Decimos que x es un

Ganador de Condorcet de V' relativo a w si para todoy € V, Ny > Ny ..
Notemos que esta definicion es consistente con la definicion 1.2.4
Definimos

ew) = {z € V : 2 es ganador de Condorcet de V relativo au}.

Esta funcion de eleccion es llamada Regla de Condorcet.

Ejemplo 1.2.11 Sean N={1,2,3} y X ={t,z,y,z2}.
SiV=Xy

t T Y
z z T
u = Yy Y z )
T t t
~ N~~~
=1 =2 =3

como,
s Nyt =1< Nip=2,
s Ny =1< Ny =2,
s Ny =1< N, =2,

entonces t es el inico ganador de Condorcet. Ast, f€(V) = {t}.
El ejemplo 1.2.6 nos muestra que f€ es una regla parcial.

Definiciéon 1.2.12 (Regla de Pareto.) Sean x,y € X y u un perfil.
Decimos que x es Pareto superior a y en w st para todo i, x =; y y existe
J tal que z <, y.

Definimos

fu(V)={x €V :Vy € V,y # x,x es pareto superior ay enu}.

Esta regla de eleccion es llamada Regla de Pareto.
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Ejemplo 1.2.13 Sean N={1,2,3} yv X ={xz,y,z}.

St
z Y
y z
u =
x T xzy
N = o ,
=1 =2 <3

entonces, x es Pareto Superior a y en u; también x es Pareto superior a
z en u, por lo tanto, f,(V) = {x}.

Notemos que esta regla tampoco esta definida para la situacion del
ejemplo 1.2.6.

Podemos forzar cada regla a ser total, dando como ganadores a todas la

alternativas de la agenda, en los casos en que la funcién no esté definida.
Las reglas que definiremos a continuaciéon son funciones totales.

Definiciéon 1.2.14 (Regla de Condorcet Ordenada.) Consideremos

X ={x1,29,...,21} un conjunto de preferencias ordenado (con el orden
natural de los subindices). Las agendas son de la forma
V =A{xiy, Tiyy. .., i, } conig <iy <...<ip. Definimos
y o= Lig ST Nmi07$i1 > Nwilﬂﬂio
T4y en otro caso
Yo = Y1 st Nylyxig 2 Nriz W1
T en otro caso

Ym =

)

Ym—-1 S Nymflymim 2 Nwimvymfl
T, en otro caso

y finalmente fu(V) = {ym}.

Notemos que esta regla es una generalizaciéon de Mayoria Simple que
siempre da como resultado un tnico ganador y es llamada Regla de
Condorcet Ordenada.

Ejemplo 1.2.15 Sean N = {1,2,3,4} yv X = {w,x,y,z} ordenado
alfabéticamente.
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SiV=Xy
z w w
Yz z Y Y
u = xr w z z ,
w Y x T
~— - PR S
=1 ) =3 =4

veamos como se obtiene f, (V).
s Npyz=2=Npw=>y=w
8 Nyy=1<3=Nyy=>%=y
s Ny.=1<2=N,y=y3=2
Por lo tanto, f,(V) = {z}.

Definiciéon 1.2.16 (Regla de Borda.) Dado un perfil u digamos u =
(=1,-.,=2n), a cada © € X podemos asociarle un nimero natural r;(x),
que corresponde al nivel donde x se encuentra en el preorden total =<;.
Formalmente, r;(x) es una funcion definida de la manera siguiente:
ri(x) = m ssim es el mayor entero tal que existen Ty, x1, ..., Ty en X
con Tj =i Tjy1 Y Tm = . Ahora definimos

r(@) = S (@), v
i=1
ff(V) ={z eV :ry(z) <r,(y),Vy e V}

Esta regla de eleccion es llamada Regla de Borda.

Ejemplo 1.2.17 Sean N={1,2,3} y X = {z,y,z}.

Supongamos
z Yy
Y z
u =
x T T2y
N M~ ,
—<1 52 ‘<3

Veamos como se obtiene fB(X).
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w ry(z) =0
» 7y (y) =3
w 7y(2) =3

Por lo tanto, f2(X) = {z}.

Ejemplo 1.2.18 FEsta regla da como ganadores a todas la alternativas
de la agenda en la situacion de ejemplo 1.2.6.

Ejemplo 1.2.19 (1) Consideremos la siguiente situacion:

N=1{1,2,3} v X ={w,x,vy,z}.

SiV=Xy
w w w
z Y T
u = Y X z
x z Y
L SN ,
=1 =2 <3

tenemos que:

® Ty
® 7Ty
® 7Ty

® 7y

Por lo tanto, f2(X) = {z,y,z}.

Por otro lado,

o Nyo=N.y=N,.=1
L4 N:c,w: y,w:Nzw:3

)

® Nyz=DNyy=Ny.=0

Ast, tenemos que no hay Ganador de Condorcet.
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(2) Tomemos ahora, N={1,2,3} y X ={t,w,z,y,z}.

SiV=Xy
w w X
t t t
z z w
u =
Y ) z
x T Y
L N ,
=1 =2 <3

tenemos que:

o 7,(t)=9
o 7, (w) =10
o ry(z) =14
o ruly) =2
o r,(2) =5

Por lo tanto, fP(X) = {y}.

Por otro lado,

e Npy=2>1=N,,
e N,.=2>1=N,,
¢ Now=2>1= Ny,

° Nr,t:2>1:Nt,z

Por lo tanto, f¢(V) = {x}.

Asi, x € V, es un Ganador de Condorcet, pero y x ¢ fB(V), es

decir, un ganador de Condorcet no es necesariamente un ganador
de Borda.

Esto nos dice que los ganadores de Condorcet no son necesaria-
mente elegidos por Borda, es decir muchas veces se tiene fuC(V) Z

fEW).
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1.3. Postulados

En esta seccion vamos a introducir algunos postulados que una regla
de eleccidon “justa” deberia satisfacer. Los ilustraremos con ejemplos.
En lo que sigue f denota una regla de eleccion.

Definicién 1.3.1 f satisface el postulado de Dominio Estdindar(DE)
84!

i) Hay al menos tres elementos en X,
ii) Hay al menos tres elementos en N, y

iit) f estd definida para todos los posibles pares de P" x P*(X).

Definiciéon 1.3.2 f satisface el postulado de Anonimato (A) si, dados
dos perfiles u,u’ tales que v’ es una permutacion de u entonces f, (V) =

fuw(V),YV € P*(X).

Es bastante claro que todas las reglas que hemos definido hasta ahora,
excepto la Regla de la Proyeccién, satisfacen este postulado.

Definicion 1.3.3 i es dictador si para todo uw € P* y todo V € P*(X)

r=<y NzeV=yé fu(V)

Diremos que f es Dictatorial si existe © € N tal que © es dictador.

Algunas veces, en lugar de escribir que f no es dictatorial escribiremos
simplemente f es ND.

Que f sea mo dictatorial es por supuesto el postulado deseable para una
regla de eleccion.

Ejemplo 1.3.4 La Regla de la Proyeccion, es claramente una regla dic-
tatorial. Alli el individuo 1 es el dictador.

Veremos inmediatamente que una regla de eleccién no puede al mismo
tiempo satisfacer el postulado de anonimato y ser dictatorial.

Proposicion 1.3.5 Sea f es una regla de eleccion total, | X| > 1 y |N| >
1. Si f es dictatorial entonces f no satisface el postulado de Anonimato.
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Demostracion: f dictatorial significa que existe ¢ € N tal que ¢ es
un dictador. Sin pérdida de generalidad supongamos i = 1.

Sean x,y € X tales que x # y. Ellos existen porque |X| > 1. Sea
u=(=1,...,=y) definido por

w— y x x
N i ~~
=1 =2 =n

Como |N| > 1, por lo menos los dos primeros individuos del perfil existen.

Como el individuo 1 es un dictador entonces y ¢ f,({z,y}). Como f es
total f,({z,y}) = {z}.

Tomemos u' = (=X2,=1,...,=,) el perfil que resulta de permutar los
dos primeros elementos de u. Luego, como el primer individuo es un
dictador entonces = ¢ f/({z,y}). Como f es total f,({z,y}) = {y}.
Asi, fu{z,y}) # fw({z,y}). De donde se deduce que f no satisface el
postulado de Anonimato.

Definiciéon 1.3.6 f satisface el postulado de Pareto Fuerte (PF) si,
para todo perfil u y para toda agenda V' si se cumplen las tres propiedades
siguientes:

(i) zeV,y

(ii) Vi,x <; y
(1it) 3j tal que x <; y,
necesariamente y ¢ fu (V).

Definicion 1.3.7 f satisface el postulado de Pareto Débil (PD) si,
para todo perfil u y para toda agenda V' si se cumplen las dos propiedades
siguientes:

(i) zeV,y
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(ii) Vz’,x =i Y,
necesariamente y ¢ fu (V).

Notemos que Pareto Fuerte implica Pareto Débil. Estas propiedades
han sido también consideradas en la fusion logica 35, 36].

Ejemplo 1.3.8 (1) La Regla de la Proyeccion no satisface PF.
En efecto, sean X = {t,z,y}, N ={1,2,3}, y

t t
_ t Yy Yy
u =
Yy T T
\ A N
=<1 =2 =3

Luego, fu(X)={x,y}. Pero observe que

mx eV =X,
Vi7xjiy;

djlx <; y], por ejemplo j = 2. Ademds
y € fu(V)

Por lo tanto (PF) no se cumple.

(2) La Regla de la Proyeccion satisface PD.

Sean w = (X1,...,=2p) un perfil, x,y € X y V una agenda, tales
que:

i)xeV,y
ii) Vi,x <; y

Por (ii) tenemos que © <1 y. Luego, por i) tenemos que y ¢
min(V,=<1). Es decir, y ¢ f,(V). Por lo tanto, f satisface PD.

3) La Regla de Borda, f?, satisface los postulados de Pareto.

En efecto, sean u un perfil y V una agenda tales que se cumplen:

(i) €V,
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(i) Yi,x =iy, y
(111) 3j tal que x < y

Debemos mostrar que y ¢ fE(V).

Por (ii) tenemos que ri(x) < r;i(y),Vi € N. Luego, por (iii), pa-
ra algin j, rj(x) < r;(y). Asi, por propiedades estindares de la
suma X7 ri(x) < X q1i(y), es decir ry(x) < ry(y). Por (i) y la
definicion de fB(V) tenemos lo deseado.

Definicion 1.3.9 u [y denota el perfil u restringido a la agenda V.

Ejemplo 1.3.10 Si X = {t,w,z,y,z}, V ={t,w,} y

w w T
t t t
z z w
u =
Y Y z
T T Y
~—~ ~— ,
=1 =2 <3
tenemos que:
w w t
u [y= t t w
~ O~
=1 =2 =3

Definicion 1.3.11 f satisface el postulado de Independencia de Al-
ternativas Irrelevantes(IAI) si, para cada par de perfiles u y u' y
cada agenda V tales que u [y=1u' [y se tiene [, (V) = fu (V).

Ejemplo 1.3.12 (1) La Regla de la Proyeccion satisface IAIT

Seanu = (=1,...,=3), v = (=,...,=20) perfiles y V una agenda,
tales que u [y= ' |v. Luego, para cada i <;[v==%]v, en particu-
lar, <1ly==)v. De donde, min(=<1,V) = min(V,=<}). O lo que
es equivalente, f, (V') = fu(V). Por lo tanto, f satisface TAI

(2) La Regla de Borda, f?, no satisface IAI
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En efecto, sean X = {t,w,z,y,2}, V ={z,t,w} yu, v’ los perfiles

stguientes:
w w Y Y z z Y Y
t t T T Y Y z z
z z z z / w w T T
U = , U =
Y Y w w t t w w
x T t t x T t t
~ =~ =~ ~ =~ =~
=1 =2 =3 =4 =1 =2 =3 =4

Claramente u |y= ' [y. Sin embargo, vamos a ver que f, (V) #
fuw (V). En efecto, tenemos por una parte

ru(z) = 6
ra(t) = 6 o= fI(V)={at}
ru(w) = 10

Por otra parte tenemos
rw(z) = 4
rw(t) = 2 »= fB(v)={t}.
ry(w) = 6

Ast, claramente f, (V) # fu (V).

Definicion 1.3.13 f satisface el postulado de Explicaciones Transi-
tivas (ET) si para cada perfil u existe un preorden total <, tal que para
cada agenda V', f,(V) = min(V,=,).
Ejemplo 1.3.14 (1) La Regla de la Proyeccion satisface ET
Tomamos para cada uw = (=X1,...,=p), Su==1.
Luego, trivialmente, f,,(V) = min(V,=,). Ast, f satisface ET.
2) La Regla de Borda, 7, satisface ET
Sea u = (=1,=2,...,=%p) €P.

Definimos <! de la siguiente manera:

x =2,y <= ru(z) < ruly)

La relacion <!, es refleviva y transitiva porque < es reflexiva y
transitiva. Luego, para mostrar que <. es un preorden total solo
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falta ver que es total. En efecto, sean x,y € X. Luego, ry(x) <
ru(y) 6 ru(y) < ru(z). Bs decir, v 2,y 6 y <, x.

Finalmente que f2(V) = min(V, <)) se deduce inmediatamente de
la definicion de fP y la definicion de <!,.

La proposicién siguiente es una herramienta fundamental en la prueba

del teorema central del capitulo 2.

Proposicion 1.3.15 Si f satisface Explicaciones Transitivas (f, (V) =

min(V, =<y)) entonces =, es unico y estd caracterizado por

T, Y= € fu({x>y})

Demostracion:  Sea f una funcion de elecciéon social que satisface el

postulado de Explicaciones Transitivas (f, (V) = min(V, <,)).

. ., ’ .
Definimos para cada perfil u, la relacion <,, como sigue:

T j;y<:>33 € fu{z,y})

Sea u € P. Veamos que j; es un preorden total.

s Totalidad.

Sean z,y € X.

Consideremos la agenda {z,y}. = € min({z,y},=<,) 06 y €
min({z,y}, Zu).

Como f satisface el postulado de Explicaciones Transitivas enton-
cesz € fu{z,y}) 6 ye ful{z,y}). Esdecir,z <,y 6 y =, .
Reflexividad.

Para cada x € X, {z} = min({z}, <,). Luego, = € f,({z}). Por
lo tanto, = <., .

Transitividad.

Supongamos que <., y y y =, z. Es decir, z € f,({z,y}) y
y € ful{y,z}). Y veamos que z <., z, es decir, que = € f,({z,z}).
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Como f satisface Explicaciones Transitivas entonces

x € min({x,y}, <y )y y € min({y, z}, <y). Es decir, z <, y ¥y
y =y 2. Luego, por la transitividad de =<, tenemos que x =, z.
Asi, x € min({xz, z}, 2y). Luego, z € f,({x, z}).

Asi, hemos mostrado que j; es un preorden total.

Veamos ahora que min(V,<.) = f,(V) y que es el tnico preorden con
esta propiedad.

x min(V,<,) = fu(V)
Seaz € X.

zemin(V,=<)) & x=lyVyeV

v € ful{z,y}),Vy €V

z e min({z,y},=u),Yy eV
T2,y YVyev

xz € min(V, =)

z € fu(V)

teo e

» <! es Unico.
Sea <!, un preorden total tal que f, (V) = min(V,=!). Veamos
que j;:ju
Sean x,y € X.

r =,y & zemin({z,y}, =) = ful{z,y}) = min({z, y}, Zu)
< T =Y

Es natural preguntarse si hay una caracterizacién de la propiedad
(ET). La respuesta a esta pregunta es positiva y damos la caracteri-
zacion que conocemos de inmediato (estas técnicas ya aparecen en los
trabajos sobre la fusion logica [27]).

Proposicién 1.3.16 (Caracterizaciéon de Explicaciones Transitivas?)
La funcion f satisface Explicaciones Transitivas si y solo si f es total v,
para cada perfil u y cada par de agendas V y V' tales que VNV’ #£ () se
cumple:
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(i) fuV)NV' C fu(VOV'), y

(1) fu(VNOV)C fu,(V)NV', sieste iltimo conjunto no es vacio.

Demostracion:

(«<=) Sea u € P. Debemos mostrar que existe un preorden total =<, tal
que para toda agenda V se tiene f,(V) = min(V,=,). Definimos =<, de
la manera siguiente:

Ty =€ fu({x>y})

Veamos que =<, es un preorden total.

(1) Totalidad.

Sean z,y € X. Como f,({z,y}) # 0y ful{z,y}) C {z,y} entonces
r e ful{z,y}) 6y € ful{z,y}). Luego, x =, y 6y =y .

(2) Transitividad.

Supongamos que * =,y A y =<, 2. Veamos que = =<, 2, lo cual
es equivalente a z € f,({z,z}). Notemos que si z € f,({z,y,z})
entonces = € f,({z, z}). En efecto, por (i), fu({z,y,2}) N{z, 2} C
fu({z, z}). Asi, basta mostrar que x € f,({z,y,z}). Por reduc-
cion al absurdo, supongamos que = ¢ f,({z,y,2}). Luego, = ¢
ful{z,y,2}) N {z,y}. Como f,({z,y,z}) N{z,y} es una de las si-
guientes opciones {z,y}, {z}, {y} o bien (), necesariamente se tiene

que f,({z,y,z}) N{z,y} es {y} o bien 0.

3.1) Si ful{z,y, 2}) N{=z,y} = {y}, por (i) y (#) {y} = ful{z,y}).
Esto contradice la hipotesis de que x <, .

3.2) Suponga fu({z,y,z}) N {z,y} = 0. Como f,({z,y,2}) #0y
ful{m,y,2}) N {y, 2} = {z}. Por () y (i) {2} = fu({y,z}).

Esto contradice la hipotesis de que y = z.

Hemos mostrado que =<, es un preorden total. Falta ver que f, (V) =
min(V,=,) para cualquier V. Sea V € P*(X).
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(1) fu(V) Cmin(V,=,):
Por reduccién al absurdo, supongamos que f,(V) € min(V, <),
es decir, que 3z € fu(V)[z ¢ min(V,=,)]. Pero z ¢ min(V, =,)
significa que Jy € V [:17 Au y} Lo que estamos suponiendo es que,

Jz,yeViz € fu(V) Az £y y).

Consideremos la agenda {x,y}.

Por (i) y (4i) tenemos que f,(V)N{z,y} = fu(V N{z,y}), es
decir, que f, (V)N {z,y} = fu({z,y}). Por lo tanto, z € f,({z,y}).

Esto contradice que z 24, y.

(2) min(V,=y) C fu(V):

Por reduccion al absurdo, supongamos que min(V,=<,) € fu(V

es decir, que 3z € min(V,=,)[z ¢ fu(V)]. Ahora b1en x 6
min(V,=,) significa que = =<, y,Vy € V. Asi, estamos supo-
niendo que, 3z € V]z 2, y, Yy € V Az ¢ fu(V)]. Consideremos
z € fu(V), ylaagenda {z,z}. Luego, f,(V)N{z,x2} # () porque z €
fu(V). Por (i) y (it) tenemos que f,(V)N{z, 2} = fu(V N {zz}).
Por lo tanto, f,(V) N {z,z} = fu({z,2}). Como = ¢ f,({z,x})
entonces {z} = f,({z,2}). Es decir, z <, z. Esto contradice que
x € min(V,=,) porque z € V.

(=) Sean w un perfil, V' y V' agendas tales que VNV’ # (). Mostra-
remos que se satisfacen (i) y (i4).

(i) fuV)NV'C fu(VOV).
Debemos mostrar que min(V, <,) NV’ Cmin(V NV’ <,).
Observemos que

min(V,2,) NV = {ze(VnV):iz=Z,y,VyeV} y
min(VNV',<,) = {aeVnV):z=x,y,Vye (VNV}

De aqui, obtenemos facilmente lo deseado.

(i) fu(VNV)C fu(V)NV/ st fu(V)NV £ 0.

Supongamos que f, (V) NV’ # 0. Es decir, 3y € V]y € fu(V) A
y € V']. De alli tenemos que y < 2,Vz € V. A y € (VNV).
Debemos mostrar que min(V NV’ <,) C min(V,=,) N V'. Sea
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x € min(VNV’' =<,). Es claro que z € V', asi, basta mostrar que
x € min(V, <,). En efecto, Sea w € V. Como x € min(VNV' <,)
y y € (VNV’'), entonces z <, y. Por otro lado, y <, w. Luego,
por la transitividad, x <, w.

Analisis de los Postulados sobre algunas Re-
glas de Elecciéon

Ya hemos analizado la satisfaccion o no de algunos postulados por

algunas de las reglas definidas. Ahora vamos a estudiar el resto de pos-
tulados de la seccién anterior que no han sido analizados atn.

» La Regla de Condorcet, f¢, satisface los postulados de

Pareto.

En efecto, sean w un perfil, z,y € X y V una agenda tales que:
(i) z eV,

(ii) Vi,z =iy, y

(iii) Jj tal quez <y

Debemos mostrar que y ¢ f$ (V).

De las hipétesis es facil ver que N, > Ny ., por lo tanto y no es
ganador de Condorcet de V relativo a u. Asi, y ¢ f< (V).

La Regla de Condorcet, €, satisface IAI

En efecto, sean u = (=1, =g,...,<,) y v’ = (=], =25,..., =) per-
files y V una agenda tales que u [yv= v’ [v. Note que x es Ganador
de Condorcet en V respecto a u significa que

{ieN:z <y} >[{ieN:y=;a}|,vyeV

Como u [y=u |y entonces

[{ieN:z <y} > [{ieN:y=; 2}
[{ieN:z <]y} > |{ieN:y=<}a}
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y la ltima desigualdad significa que x es Ganador de Condorcet
en V con respecto al perfil v’. Esto muestra lo deseado.

» La Regla de Condorcet, f¢ no satisface ET porque no es
total. Aun si forzaramos esta regla a ser total (dando como resul-
tado, por ejemplo, toda la agenda en los casos de indefinicion) la
regla no puede satisfacer ET. Esto se puede ver facilmente como
consecuencia del teorema de Imposibilidad de Arrow el cual sera
demostrado en el capitulo siguiente.

= La Regla de Pareto satisface, evidentemente, los postula-
dos de Pareto.

= La Regla de Pareto satisface IAI.

Sean u = (=1,...,=p), v’ = (=],..., =) perfiles y V una agenda,
tales que u [y= ' |y. Luego, para cada i, <;ly==![y. Basta
mostrar que x es Pareto superior a y en u ssi z es Pareto superior
a y en u’/. Ahora bien notemos que
T es pareto superior a y en u <= Vi,x = y A Jjlz <5 vl
= Vi, z <}y A Jjlr <y
<= 1 es pareto superior a y en u’

= La Regla de Pareto no satisface ET porque no es total. Aun si
forzaramos esta regla a ser total (dando como resultado, por ejem-
plo, toda la agenda en los casos de indefinicion) la regla no puede
satisfacer ET. Esto se puede ver facilmente como consecuencia del
teorema de Imposibilidad de Arrow probado en el capitulo siguien-
te.

= La Regla de Condorcet Ordenada no satisface los postula-
dos de Pareto.

Basta observar el ejemplo 1.2.15, alli tenemos f, (V) = {z}. Sin
embargo, para todo i, x <; z y x € V. Asi el postulado de Pareto
Débil no se cumple para esta regla.

= La Regla de Condorcet Ordenada satisface IAI:

Sean u = (=1,...,=p), v = (=],...,=}) perfiles y V una agenda,
tales que u [y= v [y. Luego, para cada i <;]y==}[y. Pongamos

Nw,y,u = HZ HER y}| Yy N:c,y,u’ = HZ ‘T <§ y}|
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Como u [y= ' [y entonces Vz,y € V,Ny,, = Ny Luego,
fuV) = fu (V).
La Regla de Condorcet Ordenada no satisface ET.

Por reduccién al absurdo. Supongamos que la Regla de Condorcet
Ordenada (f), satisface ET. Por la proposicion 1.3.15 la relacion
< definida por

T2y uzwxc fu({$ay})

es el unico preorden total que satisface f, (V') = min(V, <,). Sean
N={1,2,3}, X ={z,y,2} y

Yy Yy Yy
z X X
xr z z
N = =~
=1 =2 =3

Luego,

ful{z,y}) ={z} =2 <uy

fully,2}) ={y} =y <u 2

ful{z,2}) ={z} <=2z =<y
Esta situacién contradice que la relacién <, sea un preorden total,
porque no es una relaciéon transitiva. Por lo tanto, concluimos que
f no satisface ET.
La Regla de Borda, fZ, satisface ET.

En la seccion anterior mostramos que f? satisface ET. Presenta-
mos a continuacién otra demostraciéon del mismo hecho, usando la
proposiciéon 1.3.16.

Asi, debemos mostrar que f es total y, que para cada perfil u y
cada par de agendas V' y V' tales que V NV’ # () se cumple:

(i) fZWV)nvV' Cfivnv)y
(i) fE(vnV') C fB(V)NV’, sieste tltimo conjunto no es vacio.
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Tenemos que f2 es total por su definicion.
Sean u = (=1,=9,...,3p) € Py V, V' € P*(X) tales que VNV’ #£
(). Tenemos que

ff(V) NV ={ze(VnV):irgz) <r.(y),YyeV} y

Bvnv)={ze(VnV):rz) <r,y),Yy € (VNV},

de donde, se satisface ().

Supongamos ahora que f2(V) NV’ # . Es decir,
3t ¢ X[t e{z e (VAV):ry(z) < ruly),Vy € V}]

Sea h € fu (VNV'). Es decir, h € {z € (VNV') : ry(z)
ru(y),Yy € (VNV} Como t € (V NV') entonces r,(h)
ru(t). Luego, usando la transitividad de < tenemos que ry(h)
ru(y),Vy € V. Por lo tanto, h € f,(V). Lo que muestra que s
satisface (i7).

IAIN A

@

A continuacién presentamos una tabla que resume las propiedades de
las funciones definidas.

Regla \Postulado A | DE | ET | IAl | PF | PD | ND

de la Proyeccion X | v v v X v X

de Condorcet v | X X v v v v

de Pareto V| x X v v v v

de Borda V|V v X v v v

de Condorcet Ordenada | v/ | v X v X X v

Note que las cuatro tltimas reglas satisfacen claramente el anonimato,
por consiguiente no pueden ser dictatoriales.

Notemos también que ninguna de las reglas estudiadas satisface todos
los postulados a la vez. Entonces, es natural preguntarse si existe una
regla de eleccion que si los satisface todos al mismo tiempo. La respuesta
negativa a esta pregunta la encontraremos en el capitulo siguiente.
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1.5. Caracterizaciéon de reglas mayoritarias

Vamos a ubicarnos de nuevo en el caso de dos alternativas x y y y
n votantes. Vamos a definir el voto mayoritario de una manera muy
simple. Para ello codificamos la votacion dentro del conjunto (de codigos)
C = {-1,0,1} de la manera siguiente: si un individuo prefiere a = vota
1, si prefiere a y vota —1 y si los candidatos le son indiferentes vota
0. Un perfil serd entonces un vector de tamafo n con las entradas en
el conjunto C. Asi el conjunto de perfiles es C™ y la regla de mayoria
simple se puede definir asi:

1 s E?:l ¢ >0
fms(c) = 0 sid>r,¢=0

-1 s E?:l ¢ <0

La convencion es que si fps(c) = 1 gana x; si fps(c) = —1 gana y
y si fms(c) = 0 hay empate. Claramente esta es la regla de mayoria
simple codificada. La pregunta es qué propiedades “racionales"debe tener
una funcién C™ en C para ser exactamente la funciéon f,,s previamente
definida.

La respuesta la dio May en 1952 [37]. La primera propiedad es llamada
dominio universal y significa que la funcion es total (tiene el dominio mas
amplio).

La segunda propiedad es el anonimato, la cual ya fue vista y aqui
puede expresar de la manera siguiente: si el perfil ¢ es una permutaciéon
del perfil ¢ entonces f(c) = f(c).

La tercera propiedad es la de neutralidad. Para ello necesitamos una

pequena notacion. Si ¢ = (eq,...,¢,) es un perfil llamamos —c al perfil
definido por —¢ = (—c¢1, ..., —¢,). Entonces la neutralidad establece que
para cualquier perfil ¢ se tiene f(c) = —f(—c).

La cuarta propiedad es la positividad. Sea ¢ un perfil e ¢ un ntumero
entre 1 y n (un votante cualquiera). Para un ¢ € C denote c[v/i] el perfil
obtenido a partir de ¢ substituyendo la i-ésima coordenada de ¢ (¢;) por
v. Una funcién f satisface positividad si cada vez que f(c) > 0 se tiene
que para cualquier ¢ € {1,...,n}, f(c[v/i])=1 siempre que v > ¢;.

Es relativamente sencillo ver que f,,,s satisface esta cuatro propiedades.
El teorema de May establece que en realidad son también condiciones
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suficientes. Mas precisamente tenemos el siguiente resultado.

Teorema 1.5.1 (May [37]) Sea f : C" — C. Entonces f = fms ssi
f satisface dominio universal, anonimato, neutralidad y positividad.

La prueba de este teorema, dejada al lector, es un excelente ejercicio.
Observemos que de una manera parecida Fishburn en 1973 [19] carac-
teriza la regla de mayoria absoluta.
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Capitulo 2
Imposibilidad

Aqui damos el primer teorema importante en Teoria de eleccion social
debido a Kenneth J. Arrow [2].

Este célebre teorema nos dice que no existe una regla de eleccién que
satisface a la vez, los siguientes postulados:

1. Dominio Esténdar,

2. Explicaciones Transitivas,

3. Independencia de Alternativas Irrelevantes,
4. Pareto Débil, y

5. Ausencia de dictador.

Como parece que cada uno de estos postulados es “sensato”; se tiende
a pensar que una buena regla de eleccion debe satisfacerlos. Lo sorpren-
dente! del Teorema de Arrow es que nos dice que no hay reglas com-
pletamente razonables en este sentido. Debido a esto, se hace referencia
a este teorema diciendo que es imposible la existencia de una regla de
eleccion “perfecta’”. Vamos a probar el Teorema de Arrow en la forma
més precisa que aparece en la seccién siguiente. La prueba que damos es
clasica y puede ser consultada en el libro de Kelly [24] o de Taylor [50].

LA nosotros no deja de sorprendernos; sin embargo hay autores como Vincke [51]
que piensan que no tiene nada de sorprendente.

31
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2.1. El teorema de imposibilidad

Teorema 2.1.1 (Teorema de Imposibilidad de Arrow.)
Sea f una funcion de eleccion social que satisface:

1. Dominio Estandar,

2. FEaxplicaciones Transitivas,

3. Independencia de Alternativas Irrelevantes, y
4. Pareto Débil.

Entonces [ es dictatorial.

Comenzamos definiendo ciertas propiedades respecto a algunos sub-
conjuntos especiales del conjunto de votantes, para demostrar un par de
lemas y finalmente un teorema que refleja la fortaleza de las hipétesis
del Teorema de Imposibilidad.

Definicion 2.1.2 Un subconjunto S de N, no vacio, es localmente de-
cisivo para r contra y, si para cada perfil u y cada agenda V' si:

i) x <;y,Vi €S,
i) y <k x,Vk € N\ S, y
iWi) x €V,

entonces y & fu(V).
En tal caso, escribimos xS*y.

Definicion 2.1.3 Un subconjunto S de N, no vacio, es globalmente
decisivo para r contra y (o oligarquia de x contra y ), si para cada
perfil uw y cada agenda V' si:

i) x <;y,Vi €S,y
ii) eV,

entonces y & fu(V).
En tal caso, escribimos xSy.

St xSy para cualquier par de alternativas x,y, diremos simplemente
que S es decisivo (o bien una oligarquia).
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Notemos que:
= Si xSy entonces xS*y.
= Si f satisface Pareto Débil entonces N es decisivo.

= Si S es decisivo y S = {i} entonces i es un dictador.

Lema 2.1.4 (Primer Resultado de Contagio) .
Sea f una funcion de eleccion social que satisface DE, ET, IAI y PD.
Entonces, si xS*y se tiene xSz, para cualquier z € X tal que z & {x,y}.

Demostracion:

Sean SC N, S#¢yzx,y€ X conx #y tales que £S5*y.
Por DE podemos considerar z € X tal que z 2z y 2z #y.
Mostraremos que xS'z.

Sean u un perfil y V € P*(X) tal que:
i) 2 <;2,Y¥ies,y
i) zeV.

Asi tenemos,

z
LR CIE Al INCPRNGS
S NS

lo cual significa que para los elementos de S, z es mejor que z y fuera
de S no escribimos cémo es la relacién entre x y z porque puede variar
segin los individuos.

Debemos ver que z ¢ f,(V).

Por DE podemos considerar un perfil v’ = (=</,...,=<!) tal que
(a) u r{m,z}: u r{m,z}a
(b) 2 <jy =iz VieS,y

() y<pz N y=<pz,Vee N\S.
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z Ty z
i B Yy  COmo en u
{z,y,2}— x Y
~~ ~—
S N\S

Por PD z ¢ f.({y,z}). Luego, por ET, y <. z.

Como zS*y entonces y ¢ f./({y,z}). Luego, por ET, z <, y.
Tenemos entonces, por transitividad, que x <,/ z, lo cual es equivalente
az¢ ful{z 2})

Por TAl y (a) tenemos que f,({z,z}) = fuw({z,2}).

Por lo tanto, z ¢ f,({z, z}), es decir,  <,, z. De donde, z ¢ min(V, <,,).
Es decir, z ¢ fu (V).

Lema 2.1.5 (Segundo Resultado de Contagio) .
Sea f una funcion de eleccion social que satisface DE, ET, IAI y PD.
Entonces, si xS*y necesariamente wSy, para cualquier w € X tal que

w ¢ {z,y}.

Demostracion:

Sean SCN,S#¢ y =z,y€ X conx # y tales que £S5*y.
Consideremos w € X tal que w # z y w # y.

Mostraremos que wSy.

Sean u un perfil y V € P*(X) tales que:
i) w=;y,VieSy
i) weV.

Asi,

Y
u r{y,w}: \u,)/ ~—
S N\S

Debemos ver que y ¢ f, (V).

Por DE podemos considerar un perfil v’ = (=},...,=<]) tal que:
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(a) u [{yw}= u’ [{y,w}>
(b) w=lax <Ly VieS, y

() y<px AN w=<) z,Vke N\S.

Yy x
. x y N w
2,2} — w  como en u
~ N———

S N\S

u' ]

Por PD z ¢ f,/({z,w}). Luego, w <,/ x.
Como zS*y entonces y ¢ fu/({y,z}). Luego, x <, .
Tenemos entonces, por transitividad, que w < y, i.e. y & fu({y, w}).

Como f,({y,w}) = fu{y,w}), se tiene y ¢ min(V,=,). Por lo tanto,
y & fulV).

Teorema 2.1.6 (Teorema General de Contagio) Sea f una funcion
de eleccion social que satisface DE, ET, IAI y PD. Entonces, si ©S™y
para algin par x,y € X, necesariamente wSz, para cualquier par w,z
con w # z, es decir, S es decisivo.

Demostracion: Sean SC N, S# ¢ y =z,y € X con z # y tales
que .S*y.

Afirmaciéon 1 wSz, para cualquier par w,z € {x,y,t} y cualquier t €
X, t£xyt#y.

Consideremos t € X tal quet #z y t#y.
Estudiaremos la agenda {z,y,t} C X.

Por el Lema 2.1.4 tenemos que xSt.

Por el Lema 2.1.5 tenemos que ySt.

Por el Lema 2.1.4 tenemos que ySx.

Por el Lema 2.1.5 tenemos que tSz.
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Por el Lema 2.1.4 tenemos que tSy.

Por el Lema 2.1.5 tenemos que xSY.

Asi, queda demostrada la afirmaciéon 1.

Consideremos ahora w, z € X tal que w # z. Debemos ver que wSz.

Siw 6 zesigualax 06 y se cumple lo deseado por la afirmacion
anterior.

En otro caso, consideramos {z,y,w} y tenemos que wSz. Ahora, consi-
deramos {w, z, 2z} y tenemos que wSz.

Ahora podemos dar la prueba del teorema de Arrow.

Demostracién del teorema 2.1.1:
Por PD, N es decisivo.

Sea §:={M C N : M es decisivo}.
S # ¢ porque N € S.

Consideremos S € S tal que |S| < |M|, VM € S, es decir S es de tamano
minimal.

Si |S| = 1, entonces S = {i} para algin ¢ € N y el individuo 7 es un
dictador.

Mostraremos que |S| = 1 por reducciéon al absurdo.
Supongamos que |S| > 2.

Tomemos ¢ € S y consideremos S\{i} C N.

S\{i} # ¢ porque suponemos que |S| > 2.

Por DE consideremos la agenda V' = {x,y,z} y el perfil u tal que u
restringido a V este definido asf:

u |

{zy,2}—

Examinemos f,({y, z}).
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Como S es decisivo entonces z ¢ f,({y,z}). Asi tenemos que y <, z.
Veamos ahora que = =<, y.
Por reduccion al absurdo.

Supongamos que y <, x, es decir, = ¢ f,({z,y}).

Y Zz Y
= | G B L

{i3 s\{iy N\S
Como x <, y,Vk € (N\S)U {i} ANy <; 2,Vj € S\{i} Az ¢ ful{z,y})
entonces yDg\ (2.
Por el teorema general de contagio S\{i} es decisivo.
Esto contradice la minimalidad de S, es decir que |S| < |[M|, VM € S.
Por lo tanto, x <, ¥.

Como y <, z A x =<, y entonces z <, z. Lo que significa que

z & ful{z, 2}).
Ahora bien,

z x x
lea=| L &
fit  S\{i} N\S
Como z < z,Vk € N\{i}) A x <; 2 A z & fu({w, 2}) entonces xDy; 2.
Por el teorema general de contagio {i} es decisivo.
Esto contradice la minimalidad de S, es decir que |S| < |M|, VM € S.
De esta manera queda demostrado que |S| = 1, es decir existe un dicta-

dor.

Para otras prueba de este teorema el lector puede consultar el trabajo
de Geneakoplos [20]. Una linda prueba que usa ultrafiltros para casos de
perfiles lineales y poblaciones que pueden ser infinitas se puede encontrar
en el trabajo de Komjath y V. Totik [26].

Notemos que las funciones de eleccion social que satisfacen explicacio-
nes transitivas pueden verse como funciones cuyo codominio es el con-
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junto de preérdenes totales y su dominio son simplemente perfiles. Ese
tipo de funciones se llaman en la literatura funciones de bienestar social.
Para ellas existe un teorema de imposibilidad que es en realidad equiva-
lente al teorema 2.1.1 (el lector interesado puede ver la tesis de Bolivia
Cuevas [12] para mas detalles).

El caso de funciones mas simples (dominio perfiles y codominio agen-
das) -las cuales seran estudiadas en el capitulo siguiente- es curiosamente
més complejo en lo que se refiere a la imposibilidad. Para un estudio de
este problema el lector puede consultar los trabajos de Cuevas y de Reny
[12, 42].



Capitulo 3

Manipulabilidad

En este capitulo mostramos que casi siempre se puede manipular, en
un sentido muy preciso, el resultado de una eleccion.

Vamos primero a definir unas funciones que modelizan procesos elec-
torales menos complejos,llamadas reglas de voto. Para esas funciones la
nociéon de manipulacién es mas sencilla de enunciar y los teoremas de
manipulacién tienen demostraciones relativamente simples.

La prueba que damos usa las técnicas de Makinson [33| donde abs-
trae el contenido combinatorio de las prueba. Es similar a la del teorema
de imposibilidad del capitulo 2. Asi que uno podria preguntarse si hay
una equivalencia entre los teoremas imposibilidad y los teoremas de ma-
nipulabilidad. Con relacién a esta pregunta, el lector interesado puede
consultar la tesis de Bolivia Cuevas [12] donde se encuentra un estudio
amplio sobre el tema.

3.1. Definiciones basicas

Definicion 3.1.1 Una regla de voto f es una funcion del tipo
f:Pt— P (X)

Una regla de voto le asocia a un perfil las mejores alternativas.

Comencemos por definir algunas notaciones tutiles.

Definiciéon 3.1.2 Dado un perfil u = (=1, -+ , Sk, , Zp) Y un preor-
den total <, podemos definir un nuevo perfil u[=X /k] como el perfil que

39
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resulta de reemplazar la k-ésima coordenada de u por <. Mds precisa-
mente:

U[j /k] = (jlv"' 751@'—17575/@—&-17"' >jn)

Ahora definamos algunas propiedades.

Un individuo 7 es dictador-rv si para todo perfilu € P*y xz,y € X con
x <; y entonces y ¢ f(u). Una regla de voto f es dictatorial-rv si existe
un individuo 7 que sea dictador-rv.

Una regla de voto f : P* — P*(X) satisface Pareto-rv si para todo
perfil u y cualesquiera x,y € X si: Para todo ¢ € Nx <; y entonces
y ¢ flu).

Una regla de voto f : P* — P*(X) satisface Independencia de Alter-
nativas Irrelevantes-rv si para cualesquiera perfiles u y v’ y cualquier par
de alternativas x,y € X con x € f(u) y y ¢ f(u) si <il(z3==<i {20}
para todo i entonces y ¢ f(u').

De particular interés son las reglas de voto llamadas deterministas:
una regla de voto f: P* — P*(X) es determinista si |f(u)|= 1. En ese
caso podemos pensar que el codominio de esas reglas es X.

Para este tipo de reglas hay una nocién muy natural de manipulacion:

Definicion 3.1.3 Una regla de voto determinista f : P* — X es
manipulable-rv si existe un individuo i, un perfil u y un preorden <*

tales que f(u[g* /i]) <i f(u).

Lo que esta definicién captura es que hay un individuo i el manipu-
lador que expresando unas preferencias falsas (una mentira) <* obtiene
un resultado que es estrictamente mejor respecto a sus verdaderas pre-
ferencias <;.

Una regla de voto f : P* — P*(X) satisface no imposicion-rv si para
todo x € X existe u tal que f(u) = {x}. Cuando eso pasa decimos que
f es mo impositiva o que satisface la condicién de Gibbard .

Un individuo 7 es un dictador inclusivo-rv (o dictador Gibbard) para
una regla de voto f si para todo perfil u € P"* se tiene que min(=;) C
f(u). Cuando eso ocurre decimos que f es inclusivamente dictatorial-ro.

Un individuo ¢ es un dictador débil inclusivo-rv si para todo perfil
u € P" se tiene que min(=;) () f(u) # 0. Cuando eso ocurre decimos que
f es inclusivamente débil dictatorial-rv.
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3.2. Manipulaciéon para reglas de voto primera
version

Vamos a enunciar el primer teorema que probaremos acerca de mani-
pulacién el cual es una variante del teorema de Gibbard- Satterhtwaite
[21, 46]:

Teorema de Manipulabilidad de Gibbard-Satterthwaite
Sea [ : L™ — X una regla de voto determinista que satisface:

. No-manipulabilidad y

= Pareto-rv
Entonces f es una regla de voto dictatorial-rv.

Con el fin de demostrar el teorema precedente, vamos a establecer al-
gunos lemas y proposiciones que seran los ingredientes fundamentales de
la prueba.

En lo sucesivo vamos a suponer que f es una regla de voto. Mas atn,
vamos a suponer que f es una regla de voto determinista y los érdenes
son lineales, para denotar esto usaremos f : L' — X donde L son los
ordenes lineales y X como antes. También supondremos que | X| > 3.

Definicion 3.2.1 Sean a,b € X, a#b y S C N. Decimos que S puede
usar a para bloquear b, denotado aSb, si para todo perfil u en el cual
a <; b para todo i € S se tiene que f(u) # b. El conjunto S es una
oligarquia si aSb para cualesquiera a,b € X.

Notemos que esto fue lo que llamamos decisivo (global) de a contra b
en el capitulo 2. Aqui simplemente damos las definiciones adaptadas al
marco de reglas de voto deterministas. Oligarquia es exactamente lo que
llamamos decisivo en el capitulo 2. Notemos que una oligarquia de un
s6lo elemento corresponde a la nocién de dictador.

Definicion 3.2.2 Sean z,y € X,z < y si y sélo si x <y, y no existe z
tal que x <z y z < y.
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Definicién 3.2.3 Sea < un orden lineal. Si b < ¢ definimos <> de la
stguiente manera:

w <0y =<y si{z,y} #{bc}

¢ <bep.

Lo tinico que cambia entre el orden < 1y el orden <%¢ es la relacion
entre b y c. Diremos que el orden <%¢ se obtiene de < mediante un flip
entre b y c.

Definicion 3.2.4 Decimos que una regla de voto determinista f satisfa-
ce monotonia hacia arriba si para todo perfilu € L™ con f(u) =a, b <; ¢
con b # a se tiene que f(u[g>¢ /i]) = a.

En otras palabras monotonia hacia arriba significa que si una alterna-
tiva perdedora se mueve hacia arriba (desmejora) en el orden de algin

individuo 4, esto no afecta el resultado.

Ejemplo 3.2.5 Consideremos el perfil u de la siguiente manera

Aplicando la regla de Borda se tiene que f(u) = a. Ahora, si ponemos

<i’b en el individuo 1 obtenemos

De donde, por Borda nuevamente se obtiene que f(u[<%® /1]) = a.

Lema 3.2.6 Toda regla de voto determinista que no es manipulable sa-
tisface monotonia hacia arriba.
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Demostracion:  Supongamos que falla monotonia hacia arriba. Asi,
existen un perfil u, alternativas z,y,v,w € X y un individuo ¢ tales que
Y w, v £ w,y <o con flu) =wy f(u) = v para o = u[<P" /i] y
u = U,[#ix’y /’L]

Vamos a considerar varios casos.

Caso 1: v <; w en el perfil u. Notemos que f(u) = wy f(u') = v por
hipétesis, y como v <; w en u, eso representa claramente una situacién de
manipulacién pues el individuo ¢ obtiene mejores resultados mintiendo.

Caso 2: w <} v en el perfil u/. Consideremos a </ como las preferencias
i
. o, . AN / x,y . _
verdaderas de i. Por hipotesis f(u') = vy f(¢[g,"Y /i]) = w, y como
w <% v en v, eso representa claramente una situacion de manipulacion
pues el individuo ¢ obtiene mejores resultados mintiendo.

Caso 3: w <; v en el perfil u y v <} w para el perfil v'.

Notemos que en este caso necesariamente v = x y w = y, pero esto
contradice la hipétesis de que y # w.

Por lo tanto, toda regla de votaciéon que no es manipulable satisface mo-
notonia hacia arriba. 1

Notacion: Sea u un perfil cualquiera, en lo sucesivo denotaremos por
u[f.] al perfil en el cual se coloca a c en el nivel menos preferido (mas
alto) en cada preferencia individual, es decir
U [{z 3= u[le] [{ay sic & {7,y} v para todo z diferente de c se tiene
que x <; ¢ para todo individuo i.

Vamos a suponer en adelante (durante estos lemas que nos llevaran a
la prueba del primer teorema de manipulacion) que | X| = m.

Lema 3.2.7 Sean f : L — X wuna regla de voto que satisface mono-
tonia hacia arriba tal que f(u) = x, entonces para cualquier individuo
i € N y cualquier orden lineal X tal que x < 1 < X2 < ... < Ty—1, S€
tiene f(u[x /i]) = x.

Demostracion:

Por monotonfa hacia arriba, si x,,—1 no esta en el el dltimo lugar, se
puede subir de un nivel sin alterar el resultado. Iterando este proceso se
puede cambiar el orden <; hasta tener a x,,_1 en el altimo lugar sin alte-
rar el resultado. Aplicamos este mismo procedimiento para llevar ahora
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Tym—o al pentltimo lugar sin alterar el resultado. Iteramos este proceso
y asi obtenemos la tesis del lema. .

Lema 3.2.8 Sean f : " — X wuna regla de voto que satisface mo-
notonia hacia arriba tal que f(u) = x, entonces para cualquier indi-
viduo © € N para el cual y <; x y cualquier orden lineal < tal que
Y=< <x] <To < ... < T2, se tiene f(u[x /i]) = x.

Demostracion:

Se aplica una técnica muy similar a la del lema anterior. i

Lema 3.2.9 (Lema de existencia) Sean f : L™ — X una regla de
voto determinista, que satisface monotonia hacia arriba y Pareto, S C
Nya,b € X con a # b. Entonces aSb si existe un perfil u tal que las
stquientes condiciones se cumplen:

m a <; b para todo i € S
» b=<ja para todo j € N\ S
. f(u)=a.

Demostracion: Sea u = (=1,...,=y) un perfil que satisface las
hipotesis del lema.

Consideremos un perfil v’ tal que aSb falla, es decir para todoi € S, a </
by f(u') =b. Usando los lemas 3.2.7 y 3.2.8 podemos suponer que u y
u’ coinciden en los elementos de S. De igual manera, por el lema 3.2.8
podemos suponer que las coordenadas <; de u para j € N\ S son todas
de la forma b <; a < x1 <j -+ < Tym—2.

Llamemos I = {j € N\ S : a <} b}. En los elementos de (N\ S)\ [
también podemos suponer por el lema 3.2.7 que los elementos de v’ y
u también coinciden y son de la forma b <; a <; x1 <j -+ <j Tm—2.
Para v/ tenemos que a <;- b para algunos j € N\ S. Ahora definamos
un perfil v” de la manera siguiente: para i € N\ I, x/=<!=<; y para

/
jelr <I=<"

;- Como [ satisface monotonia hacia arriba se tiene que
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F(u") = F(/[<* /5]) = b para todo j € I.

Finalmente podemos en virtud del lema 3.2.7 cambiar todos los elemen-
tos 4;’ para j € I en los elementos b <; a <j 1 <j -+ <j Tm—2 ¥
obtener el mismo resultado. Llamemos ese nuevo perfil u/”. Asf tenemos
f(@") = b. Pero notemos que u” = u, entonces f(u”) = a, una contra-
diccion. 1

Lema 3.2.10 (Lema de particién) Sean f : L™ — X wuna regla de
voto determinista que satisface monotonia hacia arriba y Pareto, S C N
y a,b,c € X alternativas distintas dos a dos. Si aSb y S =T UU con
TNU =0 entonces aTc 6 cUb.

Demostracion:

Consideremos un perfil u tal que a <; b <; cparatodoi € T', ¢ <; a <; b,
para todo j € U y b < ¢ <k a para todo k € N\ S y tal que para todo
x € X\ {a,b,c} y para todo i € N se tiene a <; z, b <; x y ¢ <; z. La
figura siguiente ilustra al perfil:

c b a
u = b a c
a c b

—~ =~ —~—

T U N\ S

Como a <; x,b <; xy ¢ <; x para todo: € Ny para todo z € X\{a,b,c}
por Pareto se tiene que f(u) ¢ X \ {a,b,c}. Asi f(u) € {a,b,c}.

Por hipotesis tenemos que aSb de donde f(u) # b, de donde f(u) =a 6
flu)=c

Si f(u) = a, por el lema 3.2.9 (lema de existencia) tenemos que aT'c pues
para todo ¢ € T' se tiene a <; ¢ y para todo j € N\ T se tiene ¢ <; a.

Si f(u) = ¢, por el lema 3.2.9 (lema de existencia) tenemos que cUb pues
para todo j € U se tiene ¢ <; by para todo i € N\ U se tiene b <; ¢. g
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Definicion 3.2.11 Una regla de voto f : P* — P*(X) satisface una-
nimidad si para todo perfil u y todo i € N con min(=X;) = {z} entonces

f(u) = {x}.

Proposicion 3.2.12 Toda regla de voto f : P* — P*(X), total, que
satisface Pareto, satisface unanimidad.

Demeostracion:

Sea u un perfil tal que para todo i € N, min(=;) = {z} y supongamos
por el absurdo que f(u) # {z}. Como f es una funcioén total tenemos que
f(u) # 0. Por hipotesis existe y € X con y # x tal que y € f(u). Pero
por hipotesis tenemos que min(=;) = {z} lo que implica que x <; y para
todo 7, de donde, por Pareto, se tiene que y ¢ f(u), lo cual contradice la
suposicion que y € f(u). .

Lema 3.2.13 Sea S C N. Para ningiin par a,b € X se tiene alb si
Pareto se cumple.

Demostracion:

Consideremos un perfil u de la siguiente forma

()

Como f satisface Pareto, en virtud de la proposicién 3.2.12 f satisface
unanimidad, asi f(u) = b. Note que para todo i € () se tiene que si a <; b
(esto se cumple vaciamente). Ahora bien, si se cumpliera af)b tendriamos
b # f(u), lo cual es una contradiccion.

Por lo tanto, ab no se cumple para ningin par a,b € X. i

Lema 3.2.14 Sea S C N y a,b,c € X alternativas distintas dos a dos.
St aSb entonces aSc y ¢Sb.

Demostracion:
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Consideremos S = S U (. Asi, por el lema 3.2.10 (lema de particion) se
tiene que aSc 6 cb pero por el lema 3.2.13. cflb no ocurre, luego se tiene
que aSc.

Analogamente, poniendo S = () U S, del lema 3.2.10 (lema de particion)
y del lema 3.2.13 se obtiene ¢Sb. I

Lema 3.2.15 Sea S C N tal que aSb para algin par a,b € X, entonces
S es una oligarquia.

Demostracion:

Consideremos z,y € X. Mostraremos que zSy. Para esto estudiaremos
los siguientes tres casos.

Caso 1: y # a. Como aSb y y # a, tenemos que aSy en virtud del lema
anterior. Nuevamente por el lema anterior como x # ¥ se tiene que z.Sy.

Caso 2: x # b. Como aSb y x # b, tenemos que xSb en virtud del lema
anterior. Nuevamente por el lema anterior como x # y se tiene que x.SY.

Caso 3: y = ay x = b. Como X tiene al menos tres elementos, considere-
mos ¢ # a # b. Como aSbh, en virtud del lema anterior se tiene que aSc.
Aplicando nuevamente el lema anterior se tiene que bSc. Nuevamente
por el lema anterior se llega a que bSa, es decir xSy. i

Lema 3.2.16 Si S es una oligarquia y S = T UU con TNU = (),
entonces 6T 6 U es una oligarquia.

Demostracion: Consideremos a, b, c € X alternativas distintas dos
a dos. Como S es una oligarquia se tiene que aSbh. Por el Lema 3.2.10
(lema de particion) se tiene que aT'c 6 cUb. Entonces se concluye usando
el lema 3.2.15: si aT'c se tiene que T' es una oligarquia y cuando cUb se
tiene que U es una oligarquia. 1

Lema 3.2.17 Sea f : " — X una regla de voto determinista que
satisface Pareto. Si S es una oligarquia, entonces existe i € S tal que {i}
es una oligarquia.
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Demostracion:

Por induccién en el tamaio de S. Si |S| = 1 el lema es evidente. Suponga
que el lema es verdad para las oligarquias S tal que |S| = k. Veamos que
vale para una oligarquia S tal que |S| = k + 1. Considere un elemento
i se Sy la particion S = S\ {i} U {i}. Tenemos que o bien {i} es una
oligarquia o bien S\ {i} es una oligarquia. En el primer caso ya tenemos
la conclusion del lema en el segundo caso aplicamos la hipotesis de in-
duccion a S\ {i} el cual tiene cardinalidad k.

Como corolario del lema anterior tenemos el teorema buscado, el cual
es una variante -un poco mas simple- del Teorema de Manipulabilidad
de Gibbard-Satterthwaite:

Teorema 3.2.18 Sea f : L" — X una regla de voto determinista que
satisface:

» No-manipulabilidad y
= Pareto-rv
Entonces f es una regla de voto dictatorial-rv.

Demostracion: Observe que la no manipulabilidad se usé para poder
probar el lema precedente. Ahora bien, por Pareto, N es una oligarquia.
Asi, aplicando el lema anterior tenemos que existe un singleton {i} que
es una oligarquia es decir, para todo v y todo par a,b € X, sia <; b
entonces f(u) # b lo que indica que i es un dictador para f. 1

Debemos destacar que a pesar de la naturaleza negativa de este re-
sultado, en realidad resulta muy dificil manipular (ver el trabajo de
Conitzer, Lang y Sandholm [11]).

3.3. Otras versiones del Teorema de Manipulabi-
lidad de Gibbard-Satterthwaite para Reglas
de Voto

Vamos a dar unas versiones un poco mas generales que las del teorema
3.2.18. Comenzamos con la siguiente observacién cuya prueba es evidente
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de la definicion de dictador-rv.

Observacion 3.3.1 Si f : P" — P*(X) es una regla de voto total y
dictatorial-rv con dictador i entonces para todo perfil u = (=1,...,=p)
se tiene que f(u) C min(=;)

Ahora daremos otro teorema de manipulabilidad. Por el resto de esta
seccién supondremos que las reglas de voto son totales.

Teorema 3.3.2 Una regla de voto f : L™ — P*(X) es no-manipulable,
no-impositiva y determinista si y sélo si es dictatorial.

Demostracion:  (Si:) Mostraremos que si f es dictatorial-rv entonces
f es no-manipulable, determinista y no-impositiva.

Veamos que f es determinista. Por hipodtesis f es dictatorial. Supongamos
que i es dictador. Por la observacion 3.3.1 f(u) C min(=;). Ahora bien
como el dominio de f son ordenes lineales se tiene que |min(=;)| =1
de donde, como f es total, necesariamente |f(u)| = 1. Por lo tanto, f es
determinista.

Veamos que f es no-manipulable. Consideremos un dictador i (de he-
cho es trivial ver que cuando hay dictador este es tnico). Supongamos
que f es manipulable con j (el manipulador), u y <* (la mentira de j)
una situacion de manipulaciéon. Notemos que hay dos casos: j =1y j # i.

Caso 1: j # i. Como i es dictador se tiene que f(u) = min(=;). Por otra
parte, para j se tiene que f(u[<* /j]) <; f(u) lo cual es una contradic-
cion pues f(ul<* /1]) = min(<).

Caso 2: j = i. Notemos que f(u[g* /i]) = min(x*) v f(u) = maz(;).
Supongamos que f(u[g* /i]) = b. Por la hipotesis de que 7, u y <* es
una situacién de manipulacion se tiene que f(u[<* /i]) <; f(u) 6 lo que
es lo mismo b <; min(=;) lo cual es una contradiccion. Por lo tanto f es
no-manipulable.

Veamos que f es no-impositiva. Por hipotesis f es dictatorial. Suponga-
mos que ¢ es dictador. Por definicion f(u) = min(=;). Asi, dado =z € X,
basta tomar un perfil u con min(=;) = x, para ver que f(u) = z. Luego,
f es no-impositiva.



50 Ramoén Pino Pérez

(Sélo si:) Mostraremos que si f es no-manipulable, no-impositiva y de-
terminista entonces es dictatorial. Para esto probaremos que f satisface
la propiedad de Pareto y asi podremos aplicar el Teorema 3.2.18.

Supongamos, por reducciéon al absurdo, que Pareto falla. Asi, existe un
perfil u tal que a <; b para todo i € N pero con f(u) = b. Como f es
no-impositiva, existe un perfil v’ tal que f(u’) = a. En virtud del lema
3.2.7, partiendo desde u’ se llega a un perfil u” de la forma

Im—2 Tm—-2 .- Tm-2
" __ ’
- T T I
b b b
a a a

con f(u") = a.

Por otra parte, del lema 3.2.8, partiendo desde u se llega al mismo perfil
a u” y ademéas f(u"”) = b, lo cual es una contradiccion pues f es una
funcién. Por lo tanto, f satisface la propiedad de Pareto.

Finalmente, por el Teorema 3.2.18 f es dictatorial. i
Note que la parte no trivial del teorema 3.3.2 es el siguiente resultado:

Teorema 3.3.3 Sea f : L™ — X wuna regla de voto determinista que
satisface:

» No-manipulabilidad y
s No-imposicion
Entonces f es una regla de voto dictatorial.

La siguiente observacion es tutil.

Observacion 3.3.4 Toda regla de voto f : P* — P*(X) total que
satisface unanimidad satisface no-imposicion.
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Demostracion: Para cada z € X consideremos un perfil u tal que
min(=;) = x. Como f es unanime tenemos que f(u) = {x} como que-
riamos. i

Ahora vamos a establecer el resultado que establecieron Gibbard y
Satterthwaite separadamente [21, 46].

Teorema 3.3.5 (Gibbard-Satterthwaite) Sea f: P* — X una re-
gla de voto determinista que satisface:

. No-manipulabilidad y
= No-imposicion
Entonces f es una regla de voto inclusivamente dictatorial-rv.

Demostracion:  Consideremos f’, la restriccion a érdenes lineales de
f. Como f’ es la restricciéon de f que es no-manipulable, se tiene que f’
es no-manipulable.

Queremos probar ahora que f’ es no-impositiva, para lo cual primero
mostraremos que f’ satisface unanimidad, pues unanimidad implica no-
imposicion en virtud de la proposiciéon 3.3.4. Supongamos por reduccion
al absurdo que f’ no satisface unanimidad, es decir que existe un perfil
u = (<1,<2,...,<n) con =; lineal para todo i, para el cual min(=;) =
{z} para todo i pero tal que f'(u) # x.

Como f es no-impositiva se tiene que existe un perfil v’ = (4, g5, ..., <)
con = preorden total para todo i tal que f(u') = {z}.

Ahora consideramos la siguiente sucesion de perfiles: ug, uy, ..., u, defi-
nida recursivamente asi: ug = u 'y up = up_1[<}, /k] desde k =1,...,n.
Note que u, = v’ asi f(ug) #xy f(un) = .

Luego existe un primer k < n tal que f(ux) = x. Entonces f(ux—1) = 2z
con z # x. Ahora notemos que

flup—1[=% JR]) = flugp) =2 < 2 = flug—1),

lo cual representa una situacion de manipulaciéon (k el manipulador con
mentira <) y uj,_, el verdadero perfil ) en contradiccion con la hipotesis
de que f es no-manipulable.
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En consecuencia f’ satisface unanimidad y por lo tanto en virtud del
lema 3.3.4 es no-impositiva . Luego, como f’ es no-manipulable y no-
impositiva por el corolario 3.3.2 se tiene que f’ es dictatorial.

Sea 7 un dictador para f’. Queremos ver que i es un dictador inclusivo
para f. Supongamos, por reducciéon al absurdo, que no lo es. Asi, existe
un perfil u tal que f(u) = x pero x ¢ min(=;).

Para cada k diferente de i sea <} un orden lineal tal que min(=}) = {z}.
Defina una sucesiéon de perfiles ug, . . ., u,—1 de la manera siguiente: ug =
u, desde j =1 hasta j =4 — 1 ponemos u; = uj_l[j;- /il y desde j =1
hasta j = n—1 ponemos uj = u;j_1[=}, /j+1]. Asiu,_1 es el perfil que
se obtiene de u donde cada coordenada k diferente de 7 fue reemplazada
por el orden lineal <} . La i-ésima coordenada de u,_; es =;, la La i-ésima
coordenada de u. Afirmamos que para todo k = 0,...,n— 1, se tiene que
f(ug) = z. Esta afirmacion puede ser vista por induccion en k. Si k =0
se tiene que f(up) = f(u) = z. Suponga que f(uy) = x y veamos que
flugs1 = ). Sino es el caso, se tiene f(ur11) =y con y # x. Note que
Up1 = Uy [k + 1] sik+1<4—1o0 bien upy1 = up[=} o /k + 2]
si k+ 1 > 4. Entonces, en el primer caso (k+ 1 <i— 1) tenemos

flug) =2 <4yy vy = flupgr)

Pero esto es una situacion de manipulacion, pues uy = ug11[=<g+1 /k+1],
asi k+ 1 es el manipulador con mentira <;11 y su verdadera preferencia
es =}y, (el perfil verdadero es uy1). Asi llegamos a una contradiccion
pues f no es manipulable. En el segundo caso (k 4+ 1 > i) la prueba es
analoga.

Sea ahora = un orden lineal tal que min(=<) = z donde z € min(=;).
Asi z # x. Sea v/ = wu,_1[= /i]. Claramente v/ € L", asi como i es
dictador para f’ se tiene, f'(u') = z. Pero f'(v') = f(u') y esto nos da
una situaciéon de manipulacion para f. En efecto tenemos,

fluna[= /i) = () = 2 <5 2 = f(un—1)

Asi el manipulador es ¢ con mentira < y sus preferencias verdaderas =<;
(el perfil verdadero es u,_1). De nuevo una contradiccion pues f es no
manipulable. En consecuencia i es un dictador inclusivo para f. i
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Vamos a terminar esta seccién con una versién general de manipulabi-
lidad de la cual no daremos la prueba. El teorema presentado a continua-
cién fue enunciado y probado por John Duggan y Thomas Schwartz en
el ano 1993. Dicho trabajo fue publicado en el ano 2000 [16] (ver también
el trabajo de Benoit [6] y de Barbera, Duta y Sen [5]). .

Antes de enunciar el teorema necesitamos unas definiciones.

Una regla de voto es manipulable de manera optimista si existe un
individuo 4, un perfil u y un orden <* con z € f(u[g* /i]) tales que para
todo y € f(u) se tiene que x <; y.

Una regla de voto es manipulable de manera pesimista si existe un
individuo 4, un perfil u, un orden <* y y € f(u) tales que =z <; y para
todo z € f(u[x* /i]).

Teorema 3.3.6 (version general para reglas de voto)
Sea f: P* — P*(X) una regla de voto que satisface las dos condiciones

siguientes:

s f no es manipulable de manera optimista ni de manera pesimista;

= f es no impositiva
Entonces f es una regla de voto débilmente inclusiva dictatorial-rv.

Una prueba diferente a la de Duggan-Schwartz puede encontrarse en
el trabajo de Rodriguez-Alvarez [43].
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Capitulo 4

Estructura e imposibilidad

Hasta el momento hemos simplemente considerado el marco mas abs-
tracto de la teoria de eleccién social. En este marco general las alterna-
tivas son simplemente elementos de un subconjunto, elementos que no
tienen estructura o bien no se ha tomado en cuenta. Ahora bien, muchas
veces las alternativas tienen estructura. Por ejemplo las alternativas pue-
den ser funciones que representan politicas como en teoria de decisiéon
(ver la obra de Savage [47] o de Gilboa [22]), o bien vectores de ceros
y unos que representan modelos como en la logica de la fusion (ver el
trabajo de Konieczny y Pino Pérez [27]). Cuando las alternativas tienen
estructura interna ella puede ser usada para construir perfiles de manera
muy natural.

En este capitulo estudiamos brevemente las alternativas sobre las cua-
les hay una distancia (esto esta inspirado por las alternativas que vienen
de la logica, los vectores de ceros y unos). En particular nos restrin-
giremos a ciertos perfiles que llamamos estructurados los cuales seran
definidos més adelante.

Muchos de los resultados aqui expuestos aparecen en la tesis de Du-
braska Salcedo [44] (también se puede consultar el trabajo de Salcedo y
Pino Pérez [45]).

4.1. Perfiles Estructurados y Teorema de Arrow

Como ya dijimos, en muchas situaciones las preferencias que se con-
sideran, y por ende los perfiles considerados, tienen cierta estructura.

55
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Entonces cabe preguntarse si para ese tipo de perfiles el teorema de
Arrow sigue siendo valido.

En esta secciéon vamos a estudiar ciertos perfiles estructurados y la
validez del teorema de Arrow para esos perfiles.

Vamos a distinguir un subconjunto del conjunto de los perfiles, dado
un conjunto de alternativas X con cierta “estructura”’. Tal “estructura”
estard dada por una distancia definida sobre X. Para ello, recordamos
la definicién de una funcién de distancia.

Definicién 4.1.1 Sea X un conjunto. d : X x X — R, con RT =
{z € R:z >0}, es una funcion de distancia sobre X si satisface las tres
propiedades siguientes:

» d(z,y) =d(y, z),
= d(z,y) =0 2=y,
v d(x,y) <d(x,z) +d(z,y).

Definicion 4.1.2 Sea X = {0,1}" conn € N. Definimosd : X x X —»
RT asi:

d(z,z) = # de coordenadas en que difieren x y z.

Es facil ver que estd funcion es una distancia. Ella es llamada distancia
de Hamming.

Definicién 4.1.3 Sea RT los reales no negativos. Decimos que

g: U(R+)” — R*

n>1

es una funcion de agregacion si satisface: g(0) = 0y ¢g(T) = g(¥) cuando
Yy es una permutacion de T.

Definicién 4.1.4 Sea d : X x X — RT una distancia sobre X. Pode-
mos definir ahora d? : X x P*(X) — RT una “distancia™ entre ele-
mentos de X y subconjuntos no vacios de X a partir de d y una funcion
de agregacion g : U (RT)" — R de la manera siguiente:

n>1

!Estrictamente hablando esto no es una distancia, pero por abuso de lenguaje
llamaremos a este tipo de funciones distancias.
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dg(l‘,V) = g(d(l’,’[}l), ...,d(:L',’Un))
donde V = {vy, ..., v, }.

Notemos que como g es una funcién de agregacion(en particular no
depende del orden en que se presentan sus argumentos), dJ esta bien

definida.

Ejemplo 4.1.5 Presentamos algunas de las mds comunes:

w dF(z,V) Zda:y
yev

dondes =g : U (RT)* — RY esta dada por g(x1, ..., x sz

n>1
s A" (2, V) = min{d(z,y) :y €V},

donde min = g : U (RT)Y* — RT esta dada por g(x1,...,7,) =
n>1
min{z; : 1 <i<n}

w A" (2, V) = max{d(z,y) :y € V},

donde max = g : U (RT)" — RT esta dada por g(z1,...,2,) =
n>1
max{z; : 1 <i<n}

Definicion 4.1.6 Sea X un conjunto de alternativas y d una distancia
sobre X . Un preorden total < es d9—consistente si existe A € P*(X) tal
que

xRy<—=d(z,A) < d(y,A)

Ejemplo 4.1.7 Sean X = {0,1}® y d la distancia de Hamming.

» El preorden total siguiente es d™"— consistente, con A = {(0,0,0)}.

) )

71)
,0,0)

/\/‘\

)

(1,1
(1,1,0) (1,0,
(77)(071
(0,0

)

S O = =
— N — ~—
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» El preorden total siguiente es d®— consistente, con con testigo

A ={(0,0,0),(0,0,1)}.

(1,1,1) (1,1,0)
(1,0,1) (0,1,1) (0,1,0) (1,0,0)
(0,0,1) (0,0,0)

» El preorden total siguiente es d®— consistente, con testigo

A={(0,0,0),(1,0,0),(1,1,1)}.

(0,1,1)
(0,0,1) (1,1,1) (0,1,0)
(0,0,0) (1,1,0) (1,0,1)
(1,0,0)
Definicion 4.1.8 Un perfil u = (=1,=92,...,=3,) es d9—consistente si

para cada i, <; es d9—consistente.

En [28] aparece la nocion de perfil d—consistente. Es facil ver que esa
nocion corresponde a la de perfil " —consistente.

Como queremos estudiar las reglas de eleccion restringidas a los perfiles
d9 —consistentes, modificaremos la definicién de algunos postulados.

Definicion 4.1.9 Una regla de eleccion social f satisface la propiedad
de Dominio d—consistente(DdY) si:

i) Hay al menos tres elementos en X,
ii) Hay al menos tres elementos en N, y

iit) f estd definida para cada perfil d9— consistente.

Definicion 4.1.10 f satisface la propiedad de Explicaciones Tran-
sitivas d9—consistentes (ETdY) si para cada perfil u d9—consistente
eziste un preorden total =<, tal que para cada agenda V', se tiene

fu(V) =min(V,<y,)
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Lo interesante es que, si modificamos la hipotesis del Teorema de Im-
posibilidad cambiando Dominio Estdndar por Dominio d9—consistente y
Explicaciones Transitivas por Explicaciones Transitivas d9-consistentes
entonces el teorema sigue siendo valido cuando d9 satisface ciertas pro-
piedades. En particular, la propiedad de Riqueza de la préxima defini-
cion.

Definiciéon 4.1.11 (Propiedad de Riqueza.) Una funcion de distan-
cia d9 : X x P*(X) — R* satisface la Propiedad de Riqueza si dados
x,y,z € X distintos entre si, se cumplen las tres condiciones siguientes:

(i) 3Y C X [d9(z,Y) < d9(y,Y) < d9(z,Y)],

(i) Y C X [d9(z,Y) = d9(y,Y) < d9(z,Y)]

(i) Y C X |d9(x,Y) < d(y,Y) =d(2,Y)

En tal caso, diremos que d9 es rica.
Ahora estamos listos para enunciar el Teorema de Arrow modificado:

Teorema 4.1.12 (Teorema de Imposibilidad de Arrow para per-
files d9—consistentes)

Sean d9 una distancia rica entre elementos de X y subconjuntos no vacios
de X y f una funcion de eleccion social que satisface:

1. Dominio d9— consistente,

2. Explicaciones Transitivas d9— consistentes,

3. Independencia de Alternativas Irrelevantes, y
4. Pareto Débil.

Entonces f es dictatorial.

La demostracién se deja como ejercicio al lector. Es similar a la prueba
dada en el capitulo 2. La propiedad de riqueza permite llevar adelante
las construcciones de la prueba.



60 Ramoén Pino Pérez

4.2. Funciones de Eleccién Social definidas a par-
tir de distancias

En esta seccion definiremos funciones de eleccién a partir de distancias
siguiendo las ideas presentadas en [28].

Definiciéon 4.2.1 Dado un conjunto A definimos M(A) como el con-
junto formado por todos los multiconjuntos cuyos elementos estdn en A.

Definiciéon 4.2.2 Dada la funcion de distancia d9 : X x P*(X) —
RT y h una funcion de agregacion, definimos la distancia d9" entre un
elemento de X y un multiconjunto de P*(X) asi:

" X x M(P*(X)) — R
A" (x, ) = W (z, Av), ..., & (x, Ag)),

donde p = {Aq, ..., Ar}.

Dado un perfil d9-consistente, u = (=1,...,=y), le asociamos p, €
M(P*(X)), llamado el conjunto de cidigos®, definido de la siguiente
manera:

Pu = {A17"' 7An}7

donde A; es el testigo de que =; es d9-consistente, es decir, a <; b si y
solamente si d9(a, A;) < d9(b, A;).

Note que en si g = min el cédigo de un preorden total d9-consistente
es unico. Pero en general, para una funcion de agregacion cualquiera no
sabemos si el codigo es unico. Nosotros conjeturamos que para la suma,
es decir g = s el cadigo es unico. De todas maneras, podemos suponer que
tenemos una funcion p, que asocia a un perfil d9-consistente un conjunto
de codigos.

Ahora definimos la relacion jﬁ asociado a u asi:

x <y = a9 (x, py) < A" (y, pu)

Es fdcil verificar que <! es un preorden total.

2En [28] este conjunto es llamado el conjunto de preferencias principales pues los
codigos corresponden al primer nivel en el caso en que g = min que fue el inico caso
estudiado alli.
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Finalmente definimos,

fhP x PHX) — PYX), y

Fa(V) = min(V, =)

Observe que nada méas considerando g, h € {max, min, s} obtenemos
9 funciones de eleccion distintas. A continuacion damos dos ejemplos con
g =min y h serd una vez s y otra max.

Ejemplo 4.2.3 3 Veamos dos ejemplos. Para el primero tomamos N =

{1,2,3,4}, X = {0,1}*, d la distancia de Hamming,

g.h: [ JRY)" — RY

n>1

dadas por g(x1,...,xn) =min{x; : 1 <i<n} yh(xy,...,x,) = le

i=1
Codifiquemos las alternativas de la siguiente manera:
xo = (0,0,0,0) =z =(0,0,0,1) x2=(0,0,1,0) x3=(0,0,1,1)
x4 =(0,1,0,0) x5=(0,1,0,1) z¢=(0,1,1,0) x7=(0,1,1,1)
xg = (1,0,0,0) x9=(1,0,0,1) x19=(1,0,1,0) =13 =(1,0,1,1)
x12 = (1,1,0,0) z3=(1,1,0,1) z14=(1,1,1,0) x5 =(1,1,1,1)
Asi, X = {xg, - ,215}. Sea u = (=1, X9, =3, =4), tal que el conjun-
to de codigos asociado p, = {A1, -+, A4} viene dado de la siguiente
manera:
A ={(1,1,1,1),(1,1,1,0)} Ay ={(1,1,1,1),(1,1,1,0)}
As ={(0,0,0,0)} Ay =1{(0,1,1,0),(1,1,1,0)}

llustraremos esta situacion con la siguiente tabla:
Sea V = X \ {(07 17 17 0)7 (17 07 17 0)7 (17 17 07 0)7 (17 17 17 0)}

*Ejemplos tomados de [28]
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1% dmin,s
(0,0,0,0)
(0,0,0,1)
(0,0,1,0)
(0,0,1,1)
(0,1,0,0)
(0,1,0,1)
(0,1,1,1)
(1,0,0,0)
(1,0,0,1)
(1,0,1,1)
(1,1,0,1)
(1,1,1,1)

ks
&
&
'S
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~ O 00 Lo DS 09 DO Lo 09
MUY IO IDIDD S
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De la tabla es facil ver que f5(V) = {(1,1,1,1)}, pues (1,1,1,1) es el
vector que minimiza la “distancia” d™"™*.

Para el seqgundo ejemplo tomamos N, X, d y g como en el ejemplo
antertor. Pero

h: R — RT

n>1

dada por h(x1,...,xy) = maz{z; : 1 <i < n}.

Consideremos v = (=<1, =9,=3,=4), tal que el conjunto de cddigos

asociado p, = {A1,--- , A4} viene dado de la siguiente manera:
A ={(1,1,1,1),(1,1,1, O)} Ay = {(1, 1,1,1),(1,1,1, 0)}
As ={(0,0,0,0)} Ay =1{(0,1,1,0),(1,1,1,0)}

Tlustraremos esta situacion con la siguiente tabla:

Sea V = X \ {(07 1? 17 0)7 (17 O? 1? 0)7 (17 1? O? O)? (17 17 1? O)}
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dmin ,max

e
&
N
w
N
W~

(0,0,0,0)
(0,0,0,1)
(0,0,1,0)
(0,0,1,1)
(0,1,0,0)
(0,1,0,1)
(0,1,1,1)
(1,0,0,0)
(1,0,0,1)
(1,0,1,1)
(1,1,0,1)
(1,1,1,1)

Co

S N I I R SRS SRS ACIVC RV

SN R NS ISR RS SERASERACER S EVC IR

e W WO N W RO N ~~ND
NN O WM RORLD N W
W W LW WYY W

Es facil ver que
fares(vy = {(o0,0,1,0),(0,0,1,1),(0,1,0,0),(0,1,0,1),(1,0,0,0) }

i i
Un punto interesante cuando se estudian estas reglas es el de saber
cuando d? es rica pues sabemos que esa va a ser una condicién suficiente
para que el teorema de Arrow sea satisfecho.

La seccion siguiente esté dedicada al estudio de la propiedad de riqueza
para d™" y d® cuando d es la distancia de Hamming.

4.3. Distancias Ricas y no Ricas

Consideremos X = {0,1}" con n € Ny d la distancia de Hamming.
Las siguientes observaciones y notaciones sobre d, cuyas pruebas son
inmediatas de las definiciones, nos serdn de mucha utilidad en lo que
sigue.
Observaciones:

O1 Dado x = (x1,...,z,) € X sabemos que z; € {0,1},Vi € N.
Para cada i € N definimos
0 six; =1

xi:{ 1 siz; =0

02 Si d(x,y) =t entonces d(T,y) =n — t.
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O3 Para cada vector x = (z1,...,2,) € X existe un tnico vector
T € X tal que d(x,T) = n. A saber, T = (Z1,...,Tp)-

Contrariamente a lo que podria pensarse en un primer tiempo, la dis-
tancia d™" no es rica. Esto es precisamente lo que nos dice el siguiente
teorema:

Teorema 4.3.1 Si d es la distancia de Hamming entonces d™" no es
rica para todo n > 3.

Demostracion: La demostracién se basa en mostrar que dados los
vectores z = (0,0,0,...,0), vy = (1,0,0,...,0) y z = (0,1,0,...,0)
no existe Y C X tal que

A (x,Y) < d™(y,Y) < d™(2,Y) (4.1)

Por reduccion al absurdo.

Supongamos que existe Y C X tal que satisface (4.1).

Afirmacion 1 y,z2 ¢ Y
Siy € Yoz €Y entonces d(y,Y) = 0 6 d™(z,Y) = 0
respectivamente. Esto contradice que d™"™(x,Y) < d™"(y,Y) o
bien que d™"(x,Y) < d™"(z,Y) respectivamente.

Afirmacion 2 = ¢ Y

Por la afirmacién 1 tenemos que d™"(y,Y) > 0, luego, por (4.1),
d™"(z,Y) > 1.

Pero si € Y entonces d™"(z,Y) < 1. Por lo tanto, z ¢ Y.

Sea w = (wy,...,w,) € X. Definimos |w|p como el ntimero de ceros que
tiene w, y |w|; como el niimero de unos que tiene w.

Sea w € Y tal que d(z,w) = d™"(z,Y).

Por las afirmaciones anteriores w # x, w # y y w # z. Asi, d™"(z,Y) =
d(z,w) = |wly.

wy # 1, ya que de lo contrario tendriamos que d(y,w) = |w|; — 1 >
d™"(y,Y ). Lo que contradice que

" (@, Y) < "y, Y)
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De manera analoga tenemos que wy # 1.

Por lo tanto, las coordenadas de w que tienen 1, tienen indices mayores
o iguales a 3.

De donde, d(y,w) = |w|; + 1y d(z,w) = |w|; + 1.

Como d™"(x,Y) < d™"(y,Y) entonces d™"(y,Y) = |w|; + 1. Pero,
esto contradice que

4™ (y, V) < d™ (2, ),

De esta manera concluye la demostracion.

A diferencia del teorema anterior tenemos que d° es rica. Para demos-
trarlo vamos a establecer una serie de lemas que prueban por separado
cada una de las propiedades de riqueza.

Lema 4.3.2 Sean X = {0,1}" con n > 3, d la distancia de Hamming
sobre X y x,y,z € X distintos entre si. Entonces existe Y C X tal
que

d*(z,Y) < d’(y,Y) < d’(z,Y). (4.2)

La demostracion de este Lema consta de tres partes, que corresponden
a los tres casos siguientes:

d(z,y) <d(z,z), d(z,y)=d(z,z) 6 d(z,y)>d(z,z2)

Con el fin de ayudar al lector a seguir la prueba (que es una prueba por
casos) presentamos a continuacion, de manera esquemaética y exhaustiva,
el arbol de los casos analizados:

CASO 1: d(z,y) < d(z, 2).
CASO 2: d(z,y) = d(z,z) = k. Aqui consideramos dos subcasos:
2.1: k =1y 2.2: k > 1; este caso 2.2, a su vez, se divide en tres subcasos:
(a) Las coordenadas en que y difiere de x son distintas a las coorde-
nadas en que z difiere de x y k # n/2.
(b) Las coordenadas en que y difiere de x son distintas a las coorde-
nadas en que z difiere de x y k =n/2.
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(c) Al menos en una de las coordenadas en que y difiere de & también
z difiere de z.
CASO 3: k =d(z,2z) < d(z,y) = s. Aqui consideramos 4 subcasos:
31s=nyk>
32s=nyk=
33s=nyk<

(a) n par

(b) n impar
3.4 s < n que a su vez se divide en:

(a) Las coordenadas en que x difiere de z son distintas a las coorde-
nadas en que x difiere de y.

(b) Al menos en una de las coordenadas en que z difiere de z también
x difiere de y.
Demostracion:

CASO 1: d(z,y) < d(z, z). Para este caso basta tomar, Y = {x}. Asi,
0=d*(z,Y) <d(z,y) = d*(y,Y) <d(z,2) = d°(z,Y).

CASO 2: d(z,y) = d(x, z) = k. Notemos que k # n. En efecto, si k =n
entonces necesariamente y = z, por Q3. Pero, por hipodtesis y # z.

S o3 03

el cual, a su vez se divide en:

CASO 2.1: k = 1. Necesariamente, d(y, z) = 2, ya que y difiere de x en
una coordenada que es distinta de la tinica coordenada en la que difiere
z de z. Sin pérdida de generalidad la situaciéon es como esta descrita por
los vectores mas abajo.

Consideremos t € X el vector que resulta de hacer un cambio a x en una
coordenada distinta de la coordenada por la que difiere de y y distinta
también de la coordenada por la que difiere de z. La existencia de t esta
garantizada porque n > 3.

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que la situacién es como
en los siguientes vectores:

x = (ay,a9,...,a,)
y = (a1, az,...,an)
z = (a1,ag,...,ay)
t=(ay,a9,...,a,)

Tenemos que
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d(z,t) =1
d(y,t) =2
d(z,t) =2

Luego, tomamos Y = {x,y,t} y tenemos lo deseado, pues
Pz, Y)=04+14+1=2
Py, Y)=1+0+2=3
d*(z,Y)=14+2+2=5

CASO 2.2: 1 < k. Aqui tenemos tres posibilidades:

(a) Las coordenadas en que y difiere de x son distintas a las coorde-
nadas en que z difiere de = y k # n/2. Esto en particular nos dice
que 2k < n.

Consideremos t € X el vector que resulta de hacer un cambio a x
en una coordenada distinta de las coordenadas por las que difiere
de y y distinta también de las coordenadas por las que difiere de
z. Tal coordenada existe porque por las hipotesis 2k < n.

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que la situaciéon es
como en los siguientes vectores:

T = (A1 ey Ay Qgly -y Akt - -5 0p)
Y=(AL, .y Ahy Akt 1y s Qp—ftly---0n)
2=(Q1y. ey Ay Qs 1y g1y« -5 On)
t=(a1y Oy Tt Ty -y Aty - -5 Qn)
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Luego, tomando Y = {z,y,t}, se satisface (4.2), pues

B, Y)=0+k+1=k+1
B, Y)=k+0+(k+1)=2k+1
d(2,Y) =k +2k+ (k+1) =4k + 1

(b) Las coordenadas en que y difiere de x son distintas a las coordena-
das en que z difiere de x y k = n/2.

Consideremos t € X el vector que resulta de hacer un cambio a
x en una de las coordenadas por las que difiere de z, por tanto,
distinta de cada coordenada por las que x difiere de y.

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que la situacién esta
representada por los siguientes vectores:

r = (al,... s Ay Afet15 - - - ,an_l,an)
Y= (a1, 0k, Qkt1,- > Ap—1,0n)
z= (a1, ., 0k, Qs 1y--+>0n_1,0n)
t= (a1, .., 0k, Qks1y---,0n-1,0p)

Asi, tenemos que

d(z,t) =1
d(y,t) =k+1
d(z,t) =k —1

Luego, tomando Y = {z,y,t}, tenemos que

&x,Y)=0+k+1=Fk+1
ey,Y)=k+0+(k+1)=2k+1
dF(zY)=k+2k+(k—1)=2k+ (2k - 1)

Como k > 1 entonces 2k —1 > 1. Asi, se satisface claramente (4.2).
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(¢) Al menos en una de las coordenadas en que y difiere de x también
z difiere de x.

Sea [ la cantidad de coordenadas en que tanto z como y difieren
de z. Asi, [ > 0. Notemos ademés, que k —1 > 0, pues, k—1 > 0 es
equivalente a k > [ y esta tltima desigualdad es verdadera por la
definiciéon de . Pero ademas, k # [, pues de lo contrario tendriamos
que y = z, lo cual es una contradicciéon. Entonces tenemos k > [,
es decir, k — 1 > 0.

Notemos que: d(z,y) = 2(k — 1), porque d(z,y) = k = d(z,z) y
es el niimero de coordenadas en que ambos y y z difieren de .

Consideremos t € X el vector que resulta de hacer un cambio a x
en una de las coordenadas por las que difiere de y pero no de z, y
t' € X el vector que resulta de hacer un cambio a z en una de las
coordenadas por la que difiere de z pero no de y.

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que la situaciéon esté
representada por los siguientes vectores:

T = (e Al 1y e e e s Oy U1 -+ o s Qo (k) - - + 5 )
Y= (1, QT4 15+ Oy Qg1 -+ + 5 Qo (h—0)5 - - - » @)
Z2=(a1, Q31> Th> Thg 1 - - » Ao (kl)s - - - » Om)
t= (al,...,ak_lH,...,a_k,akH...,ak+(k_l),...,an)
= (@ ey Qg 1y e 3 Oy Qg ] - -+ 5 Qg (k=) - - - 5 On)

d(z,t) =1 d(z,t") =1
dly,t) = k+1 d(y,¥) = — 1
d(z,t) =k -1 d(z,t')=k+1

Luego, tomando Y = {xz,y,t,t'}, tenemos que

d@,Y)=04+k+1+1=Fk+2
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&Py, Y)=k+0+(k+1)+(k—1) =3k
F2Y)=k+2k-0)+(k—-1)+(k+1)=3k+2(k—1)
Como k>1, 3k >k+2 ycomo k—1>0, 3k+2(k —1) > 3k. Asi, se

satisface (4.2).
CASO 3: k=d(z,2) <d(z,y) =s
CASO 3.1l:s=ny k> ® Tenemos que d(z,y) =n — k por O2. Sin

pérdida de generalidad podemos suponer que la situacion es la siguiente:

= (A1, Ay a1y ---0n)
y = (@1, ., Tt 1, - - - Tn)
z=(a1,..., 0%, Qfs1---,0p)
Z=(a1,-..,0k, Q11 ---,0n)

Sea Y = {Z}. Entonces tenemos
d*(x,Y)=n—k
*y,Y)=k
d*(z,Y)=n
Como k > g entonces n — k < k. Asi, se satisface (4.2).

CASO 3.2:s=ny k= g Tenemos que d(z,2) = d(y, z) = g

Consideremos t € X el vector que resulta de hacer un cambio a Z en una
de las coordenadas en que x no difiere de z.

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que la situaciéon es la si-
guiente:

x:(al, ..,ak_l,ak,ak+1,ak+2,...,an)
Y= (@1, Qp—1, Ok Tt 1> Tkt 25 - - - 5 Ory)
z= (@1, 01, Ak i1, Q125 - - - > Q)
Z=(a1,...,ap_1,0%, Gk 1, Cht2,---,0n)
t:(al, ..,ak_l,ak,akﬂ,m,...,@)
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Asi, tenemos que

d(z,t) =k—1
dy,t) =k+1
d(z,t) =n—1

Tomemos Y = {z,t}, luego,

d (z, Y)_g+(k—1):n_1
ds(y,Y)—g (k+1)=n+1
d*(z,Y)=n+(n—-1)=2n-1

Como n > 3 tenemos que 2n —1 > n+ 1. Por lo tanto, se satisface (4.2).

CASO 3.3:s=n y k:<g.

(a) Supongamos primero que n es par.
n
Consideremos t € X el vector que resulta de hacer 5 cambios a x en

coordenadas en que z no difiere de z, t' € X el vector que resulta de hacer

n

— cambios a x en coordenadas en que z no difiere de z, pero t # t'(la
n

existencia de t' esta garantizada porque k < 5), y r € X el vector que

n . .
resulta de hacer — — k cambios a x en coordenadas en que x no difiere
de z.

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que la situaciéon es la si-
guiente:

T= (A1, ey Q2 =15 Qn2, A(n/2) 415 - -+ > A(n/2)4h+15 - - - » Gn—1, 0n)
Y= (@1, s k- A0 2)—15 O j25 Cn)2) 415 - - 5 O(n/2)+ht 1> - - - s On—1 Cn)
2= (A1, s+ 5 A 2)—15 O f2> A(n)2)+15 - - - > A(n/2)4k+15 - - » Gn—15Cn)
t=(ay,...,ak, A(n)2)—15 /25 Cn/2) 415 - - - s Cn)2) kLo - - > A1, )
t’:(al,...,ak,... A(n)2)—15 /25 Wnj2) 415 - -+ s On)2)fhtls -+ > Cn15 Q)
7= (A1, Uy e 5 Onf2)—15 Brj2> A(n/2) 415 - -+ > A(rj2)Lht 1 - -+ » 1, On)
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Asi, tenemos que:

d(z,t) = g d(z, ') = g d(z,r) = g —k
n n n

d(y,t) = 5 d(y,t') = 5 d(y,r) = 5 Tk
_n n="= _n
d(z,t) = 5 +k d(z,t") 5 +k d(z,r) 5

Tomando Y = {¢,t',r} tenemos:

ds(x,Y):n+g—k

ds(y,Y):n+g+k

d°(2,Y) :n+g+2k

Asi, claramente Y satisface (4.2).

(b) Ahora supongamos que n es impar. Supongamos k > 1.

. n—1 .
Consideremos t € X el vector que resulta de hacer cambios a x en
coordenadas en que x no difiere de z.

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que la situacién es la si-
guiente:

T = (A1, s ks A1) /25 A(n1)/2) 415 - - - » On)
Y= (@, s+ - A(ng1)/25 O(nt 1) /2) 41> - - - On)
2= (@1, Al -+ o5 Q1) /2> A((n41)/2)415 - - > An)
t=(a1,- ks Qng1)/2> (0t 1)/2) 415 - - - > On)

Asi, tenemos que:

n—1
2
_n—l

d(y,t) = 5 +1

d(z,t) =
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n—1

2+k‘

d(z,t) =

Como k > 1 entonces d(z,7) > d(y,r). Por lo tanto, basta tomar Y = {t}
para que se cumpla (4.2).

Supongamos ahora que k =1
Estudiamos dos posibilidades: n =3y n > 5

Si n = 3 entonces, consideremos t € X el vector que resulta de hacer un
cambio a x en una de las coordenadas en que x no difiere de z, t’ € X
el punto que resulta de hacer un cambio en la otra coordenada en que x
no difiere de z.

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que la situaciéon es la si-
guiente:

Asi, tenemos que:

d(z,t) =1 d(z,t') =1
d(y,t) =2 d(y,t') =2
d(z,t) =2 d(z,t") =2

Tomando Y = {Z,¢,t'} tenemos:
&, Y)=2+1+1
Py, Y)=1+2+2

d*(z,Y)=3+2+2
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De donde es claro que se satisface (4.2).

Ahora, si n > 5 entonces consideremos t € X el vector que resulta de
hacer un cambio a x en una de las coordenadas en que x no difiere de z,
t' € X un vector con las mismas condiciones de ¢, t' # t(esto es posible
porque n > 3), y r € X el vector que resulta de hacer un cambio a Z en
una de las coordenadas distintas a la tnica en que z y y coinciden. La
existencia de r (diferente tanto de ¢ como de t') esta garantizada porque
n > 5 (si n = 3 entonces r coincide con t 6 t').

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que la situaciéon es la si-
guiente:

x:( a27a3>a47"'7an)
y:( _Q,CL_376L_4,...,@)
Z:(CL_ CLQ,CL3,6L4,...,an)
2:(a CLQ,CL_3,6L_4,...,@)
t:(a G2,a3,04, ... ,0p)
(CL a27a_37a47“‘7an)
(a17a27a37a47‘”7_’n)
Asi, tenemos que:
d(z,t) =1 d(z,t') =1 d(xz,r) =n—2
d(y,t) =n—1 d(y,t')=n—1 d(y,r) =2
d(z,t) =2 d(z,t')y =2 d(z,r)=n—1

Tomando Y = {Zz,¢,t',r}, se puede ver facilmente que:
d*(z,Y)=2n—-1
d*(y,Y)=2n+1
d*(2,Y) = 2n + 3

Asi, Y satisface (4.2).
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CASO 3.4: s < n. Hay dos posibilidades:

(a) Las coordenadas en que x difiere de z son distintas a las coordenadas
en que x difiere de y.

Supongamos que s es impar.
Notemos que, como 1 < k < s y suponemos s impar entonces s > 3.
s—1
> 1.

Luego,

Consideremos entonces t € X, el vector que resulta de hacer cam-

bios a = en coordenadas en que difiere de y, t' € X el vector que resulta
de hacer un cambio a y en una de las coordenadas en que difiere de x, y

cambios a z en coordenadas

s+1
t"” € X el vector que resulta de hacer +
en que difiere de y, y no de z.

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que la situaciéon es la si-
guiente:

= (ala cy Oy Q415 A2 -5 Af4-((s—1)/2) s Ak+((s+1)/2) 1 ++» Ak+s5) Ak+s+1) -+ an)

A1y ey Ofy A1, Q425 -5 ak+((s—1)/2)7ak+((s+1)/2)7 vy Qfets5 Q5415 ++5 an)

1y Ok, Ak+1, Q425 -, ak+((s—1)/2)7 ak+((s+1)/2)7 vy Qftsy Q45415 -5 an)

= (ah vy Ay Ay 1, Af4-2,5 -y ak+((s—l)/2) 5 ak+((s+l)/2)7 vy Qftsy Qf4s+15 -5 an)

/
th = (a1, s Oy Q4 1, T 2, -+ Ohg (5—1)/2) » Tk (54 1)/2) 2 ++» Ot s5 Ghits+15 -+ On)

"
" = (a1, ey Ay Qg 15 U2y -5 Qg (5—1)/2) > Tkt (54+1)/2)5 -+ Tt s> ks 15 -+ On)

Asi, tenemos que:

s—1 s+ 1

d(z,t) = 5 d(z,t')=s—1 d(z,t") = 5

1 -1
dwn =2 ary =1 Ay, =25
d(z,t):k—i—sgl d(z,t ) =k+s—1 d(z,t”):%—kk

Tomando Y = {z,t,t,t"} tenemos:
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Pz, Y)=s+(s—1)=2s5s—1
d*(y,Y)=s+(s+1)=2s+1
d*(z,Y)=s+(s—1)+4k =2s+ (4k — 1)
Como k > 1 entonces 4k > 4. Asi, Y satisface claramente (4.2).
Si s es par entonces

consideremos ¢t € X el vector que resulta de hacer un cambio a y en una
de las coordenadas en que difiere de z, y t' € X el vector que resulta de

S . .
hacer — cambios a x en coordenadas en que difiere de y.

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que la situacién es la si-
guiente:

xr =
(A1y s Ay g1, At - - - y At (5/2) Vket(s/2)4+15 -+ + 5 Ck+s5 Ah+s+15 - - - ;Gn)
y =
(al, ey Oy Al 1, Q42 - - - ,ak+(s/2), ak+(s/2)+1, ey Okygy Q45415 - - - ,an)
A
(@1, ..., Gk, Qt1, Q12 - - - s Okt (s/2)s Qht(s/2)+11 -+ > Qhtss Qhgst15 - - - , )
t =
(al, vy Oy Aft 1, Q42 - - - ,ak+(s/2), ak+(s/2)+1, ey Okygy Q45415 - - - ,an)
th =
(a1, .-k, Qhy 1, A2 - - - 1y Ok+(5/2)) Ok4(s/2)415 -+ + s Ck+s5 Akts+15 - - - , Q)

Asi, tenemos que:

d(z,t) = s — 1 d(z, 1) :%
d(y,t) =1 d(y,t) =g
d(zt) =k +s—1 d(z,t’):§+k‘

Tomando Y = {x,¢,t'} tenemos:

d*(z,Y)=(s—1)+

N »
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ds(y,Y):s+1+§

dS(z,Y):s+§+3k:—1

Como k > 1 entonces 3k > 3, luego, 3k > 2 . Asi, d°(y,Y) < d*(z,Y).
Por lo tanto esa eleccion de Y satisface (4.2).

(b) Al menos en una de las coordenadas en que z difiere de z también
x difiere de y.

Llamemos [ la cantidad de coordenadas en que tanto z como y difieren
de x y 7 es el entero que satisface la ecuacion siguiente

n=k+s—1+r,

es decir, r es el nimero de coordenadas en que los tres vectores =,y y 2
coinciden.

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que la situaciéon es la si-
guiente:

T = (A ey Qhly Qg4 Ty -+ o 5 Oy Okt -+« + 5 Q(lo—) 55 A(k—) 5415 - - - » On)
Y= (a1, s O, Q131>+ > Tlo> Qg1 - -+ » O(l—l) 45> A(k—I) 45415 - - > @)
2= (@1 Oy Qg1 1+ -+ 3 Oy Qg1 -+ 5 Q(k—I) -5 A(k—1) 5415 - - - > @n)

Veamos que basta tomar Y = {z,Z}.

Sabemos que:

d(x,z) =0 d(x,z) =n—k
d(y,z) = s d(y,z) =n—d(y, z)
d(z,z) =k d(z,Z)=n
Como d(z,y) = s, d(z,z) = k y son [ las coordenadas en que am-

bos y y z difieren de x, es decir en esas coordenadas ambos coinci-
den entonces d(y,z) = (s — 1) + k — I, es decir, d(y,z) = s + k — 2.
Luego, d(y,z) =r + 1.

Por lo tanto,
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d*(z,Y)=s+r—1
d*(y,Y)=s+r+1
d*(z,Y)=s+r+ 2k —1)

Como | < k, 1l < 2k — 1y por lo tanto d*(y,Y) < d*(2,Y), y asi, Y
satisface (4.2). 1

Lema 4.3.3 Sean X = {0,1}" con n > 3, d la distancia de Hamming
sobre X 'y x,y,z € X distintos entre si. Entonces existe Y C X tal
que

d&*(z,Y)=d°(y,Y) < d’(z,Y) (4.3)

La demostracion de este Lema consta de dos partes, a saber(por la
desigualdad triangular):

d(z,y) <d(z,z)+d(y,z) 6 d(z,y)=d(z,z)+d(y,=z)

Demostracion:

CASO 1. d(z,y) < d(x,z) + d(y, 2).
Basta tomar Y = {z, y}, puesto que
d*(z,Y) = 0 +d(z,y)
d*(y,Y) = d(z,y) + 0
d*(2,Y) = d(x, z) + d(y, z)
de donde claramente se satisface (4.3).
CASO 2. d(z,y) = d(x,z) + d(y, 2).
Pongamos d(z,z) =k y d(y,z) =r.

Por la hipétesis, las k coordenadas en que difieren x de z es un
subconjunto de las coordenadas en que difiere x de y.

Tenemos que:

d(x,z) =n—k
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dy,z) =n—r
n

Consideremos t € X el vector que resulta de hacer k cambios a x
de la siguiente manera: k—1 cambios en coordenadas en que difiere
tanto de y como de z y un cambio en una de las coordenadas en
que difiere de y, pero no de z.

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que la situacion es la

siguiente:
T = (CLl,CLQ, sy Oy At 1, Q42 - -+ 5 At A1 - - - 7an)
Yy = (_17_27 e ,(l_k, ak+17ak+2 e 7ak‘+7“7ak‘+7“+1 e 7an)
= (a_laa_27 ey Oy O 15, Q42 - - -5 Oty Qhr41 - - - 7an)
= (CLl,CL_Q, oo Ok, Q415 Q42+ -+ 5 Afgtprs Afppp 41 - - - 7an)

Asi, tenemos que

d(z,t) =k
d(y,t)=r
d(z,t) =2

Por lo tanto, basta tomar Y = {Z,t}. Pues asi,

dz,Y)=d(y,Y)=n<n+2=d(z,Y).

Lema 4.3.4 Sean X = {0,1}" con n > 3, d la distancia de Hamming
sobre X y x,y,z € X distintos entre si. Entonces existe Y C X tal
que

& (2,Y) < d&(y,Y) = d°(2,Y) (4.4)

Demostracion:

Pongamos k = d(z,y) y r=d(x,z).
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CASO 1: Las coordenadas en las que x difiere de y son distintas a las
coordenadas en las que x difiere de z.

Consideremos t € X el vector que resulta de hacer un cambio a y en una
de las coordenadas en que y difiere de x, y t' € X el vector que resulta
de hacer un cambio en z en una de las coordenadas en que z difiere de
x.

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que la situacién es la si-

guiente:

T = (1,02, ..., 0k, Qkt1, k42« Qtyy otrt] - -+ 0n)
y= (1,02, ..., 0k, Qkt1, Qg2 - - - Aty Qr1 - - - Any)
2 =1(a1,02,. .., Gk Tk 1y Th12 « -+ » Citry Chitrt1y---50n)
t= (1,02, .., Ak, At 1y Q42 « -« s Qotyy Gotpt1s - -+ 5 O
t' = (a1,a2, ..., 0k, Qgs1, Cl12s -« s Ty Vtrt1 - - - 5 Q)

Asi, tenemos que:

dz,t)=k—1 dz,t'y=r—1
d(y,t) =1 dly,t')=k+r—1
dz,t)=r+k—1 d(z,t') =1

Tomando Y = {¢,t'} tenemos que

d(z,Y)=(r—-1)+(k—-1)
&y, Y) =1 +k
d*(z,Y)=r+k

De donde claramente Y satisface (4.4).

CASO 2: Al menos una coordenada en que z difiere de y coincide con
alguna coordenada en que z difiere de z.

Llamemos [ la cantidad de coordenadas en que x difiere tanto de y como
de z a la vez. Asi, tenemos que [ > 0.

Consideremos t € X el vector que resulta de hacer r — [ cambios a x en
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coordenadas en que z difiere de z pero no de y, y t' € X el vector que
resulta de hacer k — [ cambios a x en coordenadas en que z difiere de y
pero no de z.

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que la situaciéon es la si-
guiente:

':L' =
(@1, Q=15 Qs Q41+ - > Oy Qg5 - - - 5 Chigr— s Bhgr—I415 - - - Oy
y =
(@L, o Q=15 Oy i1+~ > Wy Qg 15 -+ 5 Chor—1y Bhfr—I415 - - + 5 Q)
2 =
(al, ey O]y Qf— ]y Qfg— 41 o5 Qs Q15+ v o s Qhor—1y Ay —I+15 - - - ,an)
t =
(A1 ey Qo 1y Q] Qg t1 « s Qs Ol Ly« - + s Chtr—ly Cdbr—lt1s - -+ »Cn)
# =
(@L, -+ T —1s Qo Okl 41 - - > Wy Qg5 - - - 5 Chigr—1s Qhgr—I415 - - - Uy

Asi, tenemos que:

d(z,t) =r—1 d(z,t')=k—1
dy,t) =k+r—1 d(y,t") =1
d(z,t) =1 diz,t")=r+k—1

Tomando Y = {t,t'} tenemos que
(e, Y)=r—-0)+ k-1
&y, Y)=r+k
d&*(z,Y)=r+k

Como [ > 0 entonces (r — 1) + (k — 1) < r + k. Asi, Y satisface (4.4).

Como corolario inmediato de estos tres lemas tenemos lo siguiente:

Teorema 4.3.5 Sean X = {0,1}" con n >3, y d la distancia de Ham-
ming sobre X. Entonces d° es rica.
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En realidad 3 es el minimo entero tal que la distancia d® es rica de
manera no trivial cuando d es la distancia de Hamming. Observe que
cuando n = 1 no hay sino dos puntos en X y por lo tanto la distancia es
trivialmente rica. Pero si n = 2 se pierde la propiedad de riqueza como
lo establece el teorema siguiente:

Teorema 4.3.6 Sean X = {0,1}? y d la distancia de Hamming sobre
X. Entonces d® no es rica.

Basta mostrar que d® no se satisface la condicion ¢) de la definicion
4.1.2. En efecto, sean = = (0,0), y = (1,0) y =z =(0,1). Mostraremos
que no existe Y C X tal que

d(2,Y) < d*(y,Y) < d°(2,Y) (4.5)

Demostracion:

Razonamos por reduccién al absurdo.

Supongamos que existe Y C X tal que satisface (4.5).
Pongamos w = (1,1). Asi, X = {z,y, z,w}.

Es facil verificar que Y no puede ser un singletén.

Ahora veremos que ningin subconjunto de X de dos elementos puede
ser un subconjunto de Y, suponiendo que Y satisface la condicion 7).

Los posibles subconjuntos de dos elementos de X son:
{y7 Z}? {x7 y}7 {x7 Z}? {x7 w}7 {y7 w}? {Z7 w}

Analicemos cada caso:

n {y,z}gY

Sabemos que d(y, z) + d(y,y) = d(z,y) + d(z, z). Ademas, tanto
x como w son equidistantes de y y de z. Asi, si alguno de estos
vectores formara parte o no de Y entonces no se satisface que

d*(y,Y) <d’(2,Y)

Por lo tanto, {y,z} Z Y.



Matematicas de las elecciones 83

= {z,ypCY
Sabemos que d(z,x) + d(z,y) = d(y,z) + d(y,y).
Por el caso anterior z ¢ Y.

Por otro lado, como d(z,w) > d(y,w) entonces w ¢ Y, ya que si no
d*(z,Y) > d*(y,Y).

Por lo tanto, {z,y} € Y.

» {2,2} CY
Sabemos que d(z,z) + d(z,z) = d(z,x) + d(z, 2).
Por el caso anterior y ¢ Y.

Por otro lado, como d(z,w) > d(z, w) entonces w ¢ Y, ya que si no
d*(z,Y) > d*°(2,Y).

Por lo tanto, {z,z} Z Y.

Solo falta verificar qué pasa cuando {z,w} =Y, {y,w}=Y 6
{z,w} =Y. Pues, notemos que no podemos agregar a Y uno ni
dos vectores més de X, por los casos anteriores.

Veamos que ninguno de estos casos es posible. En efecto,

o {z,w}=Y
d(z,{z,w}) =0+3
d(y,{z,w}) =1+1
d(z,{z,w}) =141

Esto contradice (4.5).

e {yw}=Y
d(z,{y,w}) =1+3
d(y,{y,w}) =0+1
d(z,{y,w}) =2+1

Esto contradice (4.5).

o {z,w} =Y
d(z,{z,w}) =143
d(y,{z,w}) =2+1
d(z,{z,w}) =0+1
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Esto contradice (4.5).

Finalmente, mostraremos que en general el conjunto de los perfiles
d9 —consistentes es un subconjunto propio del conjunto de todos los per-
files. Como corolario del teorema que mostraremos a continuacion.

La proposicién siguiente son observaciones que expresan una simetria

de la estructura de los hipercubos dados por la distancia de Hamming
en {0,1}".

Proposicion 4.3.7 Sea d la distancia de Hamming. Entonces se cum-

ple:

O4 Para cada par v,y € X d°(x,X) = d*(y,X). Mds precisamente,
para cualquier x € {0,1}" se tiene

d(z, X) = ; ( 7; ) i (4.6)

En particular, si n = 3 entonces, d*(x,X) = 12, para cualquier

reX.

05 Sid*(x,A) =d*(y,A), AC X yux,y € X entonces d*(z,X \ A) =
d*(y, X \ A).

Demostracion:  Para probar O4 basta ver que la equacion (4.6) se

3

cumple. Pero observe que para un vector x fijo hay exactamente ( ; )

vectores a distancia ¢ de z. De alli es inmediato (4.6).

Para probar O5 nos servimos de O4. En efecto, suponga que d(x, A) =
d(y, A) entonces

dlz, X\ A) =
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Teorema 4.3.8 Sean X = {0,1}3 y d la distancia de Hamming sobre
X. Entonces para cada A C X no wvacio, existen y1,y2 € X, y1 # Yo
tales que

d*(y1, 4) = d°(y2, A) (4.7)
Demostracion: Sea A C X no vacio.

Hay 8 casos posibles, que corresponden a la cardinalidad de A: |A] =1
parat=1,...,8.

El caso en que la cardinalidad es 8 es decir A = X, se deduce inmedia-
tamente de O4 de la proposicion 4.3.7.

Por O5 de la proposicién 4.3.7, basta ver los casos en que la cardinalidad
esté entre 1 y 4 inclusives.

|A| = 1. Es decir, A = {(a1,a2,a3)}.

Tomando y; = (a1, az,a3) v y2 = (a1,az, a3) se satisface (4.7).
|A| = 2. En este caso, A = {a, b}.

Tomando y; = a y y2 = b se satisface (4.7).

|A| = 3. Luego, A = {a,b,c}.

Subcaso 1. Uno de los tres vectores equidista de los otros dos.
Sin pérdida de generalidad, supongamos que d(a,b) = d(a,c).

d*(b,A) = d(b,a)+d(b,b) +d(b,c)
d*(c,A) = d(c,a)+d(c,b)+d(c,c)

Asi, tomando y; =b y y2 = c se satisface (4.7).

Luego,

Subcaso 2. Ninguno de los vectores equidista de los otros dos. Es decir,

d(a,b) # d(a,c) A d(a,b) #d(c,b) A d(a,c) # d(c,b)

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que
d(a,b) =1 A d(b,c) =2 A d(a,c) =3

y que la situacion es como la de los siguientes vectores siguiente:
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a = (a,az,a3)
b= (Cl_l, az, a3)
c = (a1, az,a3)
Consideremos y1,y2 € X los tnicos dos vectores que estan a dis-

tancia 1 de a y al mismo tiempo a distancia 1 de b. Luego, por la
observacion 02, d(y1,c) = d(yz,c) = 2. Entonces claramente,

diy1,A) =14+14+2=d(y2, A)

|A] = 4. Dividiremos este caso en subcasos mutuamente excluyentes.
Usaremos la simetria del cubo para hacer el razonamiento mas simple.

Subcaso 1 Existe a € A tal que @ € A.
Pongamos A = {a,@,b,c} y tomemos y; = b, y2 = c..
Asi, tenemos los siguiente:
d*(y1,A) = d(b,a)+d(b,a)+ d(b,b) + d(b,c)

n + d(b, c) (por O2)
d®*(y2,A) = d(c,a)+d(c,a)+ d(c,b) +d(c,c)
= n+d(cb) (por O2)

De donde, claramente se satisface (4.7).

Subcaso 2. No existe a € A tal que @ € A. Es decir que d(z,y) < 3,
para cualquier par z,y € A. Pongamos A = {a,b,c,d}.

A su vez, en este subcaso, tenemos tres posibilidades mutuamente
excluyentes:

= Los cuatro puntos en la misma cara del cubo.

Sin pérdida de generalidad, por la simetria del cubo, podemos
suponer que la situaciéon es como en la figura siguiente:
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es decir, d(a,b) = d(a,c) = d(b,d) = d(c,d) = 1y d(a,d) =
d(b,c) = 2.
Tomando y; = a y y2 = b se satisface (4.7).

= Tres puntos en una cara.
Sin pérdida de generalidad, por la simetria del cubo, podemos
suponer que la situacion es como en la figura siguiente:

b

d

es decir, d(a,c) = d(b,c) = d(c,d) = 1y d(a,b) = d(a,d) =
d(b,d) = 2.
Tomando y; =d y ys = b se satisface (4.7).

= Dos puntos en una cara.
Sin pérdida de generalidad, por la simetria del cubo, la Gnica
situacion posible es como en la figura siguiente:

b

)

d

es decir, d(a,c) = d(b,c) = d(c,d) = d(a,b) = d(a,d) =
d(b,d) = 2.
Tomando y; =a y ya = b se satisface (4.7).

Como corolario inmediato del resultado precedente obtenemos:
Corolario 4.3.9 Ningiin orden lineal de {0,1} es d*-consistente.
A su vez esto nos dice lo siguiente:

Corolario 4.3.10 La clase de perfiles d°-consistentes es una clase pro-
pia de la clase de todos los perfiles.
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Capitulo 5

Levantamientos y
manipulabilidad

En este capitulo damos una nocién general y muy natural de manipu-
labilidad de funciones de eleccién social basadas en los levantamientos
de preferencias sobre alternativas a conjuntos de alternativas.

Es bastante claro que la naturaleza de las funciones de eleccion social y
la de los esquemas de voto son diferentes. Sin embargo uno podria pensar
que un esquema de voto g podria estar generado por una funcién de
eleccion social f de la manera siguiente g(u) = x iff f(u, X) = {z}. Ahora
bien, la clase de funciones de eleccién social que genera esquema de votos
en el sentido anterior es bastante restrictiva pues impone la ausencia de
empates cuando la agenda es el conjunto de todas las alternativas.

Una generalizacion del teorema de Gibbard-Satterthwaite a funciones
de eleccién social no parece tan directa. En cualquier caso tenemos que
definir de manera precisa lo que significa manipular. Hay varios trabajos
en este sentido (ver el libro de Taylor [50] muy completo concernien-
do la manipulacion). Nosotros adoptaremos aqui un punto de vista que
consiste en la extensiéon de preferencias sobre alternativas a preferencias
sobre conjuntos de alternativas; ya estas ideas aparecen en la la tesis
de maestria de Leal [29] (ver también el trabajo de Pino Pérez y Leal
[41]). Notemos que estas ideas se han aplicado a la manipulabilidad en
la fusion logica (ver el trabajo de Mata [34])

Restringiéndose a la clase de funciones de elecciéon social que satisfacen
explicaciones transitivas uno podria imaginar métodos para evaluar una

89
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situaciéon de manipulacién. En este caso podemos identificar una funcién
de eleccion social f con una funcién de bienestar social f : P* —s P.
La funcién f estd definida por u —=, donde =, es el tinico preorden
total que satisface f, (V) = méx(V,=<,) el cual existe por explicaciones
transitivas. Abusando de notaciéon identificamos f y f . Con esta identifi-
cacién en mente podemos decir que una situaciéon de manipulaciéon es un
triple k,u, < (k el manipulador, u el perfil que se va a manipular y < la
mentira de k) tal que f(u[= /k]) es estrictamente mejor para k que f(u).
Ahora el problema es que necesitamos relaciones entre preferencias para
dar pleno sentido a la frase anterior en particular debemos expresar qué
significa que una preferencia es mejor para el individuo k que otra. De
hecho se necesita una relacion C=* sobre preferencias tal que < T3k </
signifique que la preferencia < es mejor, relativa a <j, que <’. Aunque
este tipo de enfoque parece prometedor no seré explorado aqui debido a
la dificultad de definir una tal relaciéon ==+ de manera natural. Notemos
que la relacién que se puede construir usando la distancia de Kemeny!
di de la manera siguiente: < C=F </ ssi dg (=, =) < dg(=,=x) no
captura de manera clara ni natural la idea de que el resultado obtenido
sea mejor para el individuo k, es decir no captura intuitivamente la idea
de manipulacion.

Para nosotros una situaciéon de manipulabilidad tendré en cuenta todos
los ingredientes de una funcién de eleccion social. Asi una situacion de
manipulabilidad serd un quadruple k,u, =<,V donde k,u,= son como
antes y V es una agenda tal que f,(</4(V) es mejor f,(V), relativo
a una extension natural (levantamiento) de las preferencias de k a los
subconjuntos de alternativas.

5.1. Levantamientos

Transferir la informacién de preferencias sobre puntos a preferencias
(parciales) sobre conjuntos de puntos de una manera racional es una tarea
antigua. En teorfa de decision comenzo hace muchos anos [48, 49]. Quizas
la manera mas comun, cuando X es finito, es a través una probabilidad p
defined on X, la cual se extiende aditivamente a los subconjuntos de X.

1La distancia de Kemeny entre dos conjuntos es el cardinal de la diferencia simeé-
trica. Kemeny uso esto para medir proximidad entre dos preérdenes totales [25] vistos
como los conjuntos de pares que estéan en relaciéon.
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Asi, se puede definir lo que se llama un relacion de plausibilidad proba-
bilista sobre los subconjuntos (eventos) de X de la manera siguiente:
Ey C Ejy ssi p(Ev) = p(E2).

Nosotros veremos otras maneras de proceder en donde se usa sola-
mente la naturaleza ordinal de la la relacién de preferencia sobre las
alternativas. Quizas una de las maneras puramente ordinales de proce-
der remonta a Shackle [48, 49| (propuesta también bajo diferentes formas
por Lewis, Zadeh, Dubois, Spohn, Halpern, etc.). Ella se llama medi-
da de posibilidad comparativa la cual corresponde exactamente a nuestro
levantamiento T, mas abajo definido.

Primero veamos la nocién precisa de levantamiento:

Definicién 5.1.1 Una funcion <—C< que envia una preferencia sobre
X, =, en una preferencia parcial C<, sobre P*(X), se llama levanta-
miento sst para todo par x,y € X se cumple:

=y < {z} C< {y}

Asi si =—LC< es un levantamiento, el preorden parcial? C< es una “ex-
tension"del preorden total <. Destaquemos que muchos levantamientos
han sido estudiados y caracterizados por Barbera, Bossert y Pattanaik
[4] (ver también el trabajo de Bossert, Pattanaik y Xu [8]). Ellos llaman
la propiedad que define un levantamiento la propiedad de extension.

Més adelante veremos que los levantamientos que satisfacen las dos
propiedades siguientes son interesantes:

Dominancia simple 1 2z <y = {z,y}C< {y}

Dominancia simple 2 <y = {z}C< {z,y}

donde C - denota la relaciéon estricta asociada a C .

Estas propiedades ya han sido estudiadas en la literatura, particular-
mente por Barbera et al. in [4], trabajo en el que muchos levantamientos
naturales son caracterizados axiomaticamente. Es de hacer notar que en-
tre las propiedades que caracterizan muchos levantamientos se encuen-
tran las propiedades anteriores de Dominancia simple.

2Un preorden parcial es una relacion reflexiva y transitiva.
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Veamos ahora algunos ejemplos de levantamientos. El primero que in-
troducimos es bastante natural: el levantamiento posibilista T, definido
como sigue: sea = un preorden total sobre X, sean A y B elementos de
P*(X), entonces

AC, B <= Ja€min(A,X)A3becmin(B,=<) tal que a < b

La relacion T, asociada a =, es, de hecho, la posibilidad comparativa
asociada con la “medida de posibilidad"=< (ver, por ejemplo, [14, 15]).
Ella extiende de manera natural las preferencias sobre los elementos de
X expresadas por =<, a preferencias sobre P*(X) expresadas por C ;. El
significado de A T, B es el siguiente: A es preferido a B si los mejores
elementos de A (relativos a <) son preferidos o indiferentes a los mejores
elementos de B (relativos a <); o bien, mas graficamente en la represen-
tacion por niveles de =, si los mejores elementos de A estan en un nivel
mas bajo o igual al nivel en que aparecen los elementos de B.

Ahora definimos una variante del levantamiento leximax? (ver los tra-
bajos de Bossert et al. y Barbera et al. [8, 4] y de Dubois y Fargier [13]).
En esta variante, los conjuntos més precisos seran preferidos. Llamare-
mos entonces esta version el levantamiento leximax-preciso. Supongamos
que |X| = n y defina al conjunto V' | como todos los vectores de talla
menor o igual a n tales que se cumple:

1. Las componentes de esos vectores son elementos de X.

2. No hay componentes repetidas.

3. Las componentes estan ordenadas de manera creciente por <. Esto
es, sid = (a1, -+ ,ar) € V | entonces para todo i tal que 1 < i <
k —1, se tiene a; = a;41.

Dados @, @’ € V | de longitud m, definimos la siguiente relacion:

- __ = !/ .
a=a Sa~a;, Yi=1--- ,m.

30bserve que en teoria de decisién suelen denotar las relaciones de preferencia <
al revés, es decir por el simbolo >. Asi, cuando una alternativa x es tan buena o mejor
que otra y, lo cual es denotado x = vy, suele ser denotado en teorfa de decisiéon x < y.
Con esa notacion se entiende mejor el nombre del levantamiento.
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<LP

= - sobre

La longitud de un vector @ se denota |@|. Ahora definimos
V' | de la manera siguiente:

l
S

i<l b 3

o)
min{|d, |b|}, tal que Vi < k a; ~ b y ax < by, or

<
< |b| and Vi € {1,--- ,|a@|}, a; ~ b;.

dl

Sea A € P*(X) y suponga que |A| = k. El conjunto de vectores en
V' | de longitud k con componentes en A sera denotado R(A), es decir

R(A)={a eV |: |d@] =k y las componentes de d estan en A}.

Definimos CEP el levantamiento leximax-preciso, sobre P*(X) de la

manera siguiente:

ACEP Bavbe R(B)3de R(A)a=<kl b
Note que esta definicion no es el levantamiento leximax corriente; por
ejemplo cuando el levantamiento leximax-preciso asociado al orden in-
verso de los nimeros naturales (m =< n ssi m > n), el vector (4,3,2) es
preferido (leximax-preciso) al vector (4,3,2,1), asi el conjunto {2,3,4}
es leximax-preciso preferido al conjunto {1,2,3,4}.
Es facil ver que T, y CEP son preordenes totales sobre P*(X).
Otro levantamiento considerado en muchos dominios, pero particular-
mente en la semantica de los lenguajes de programacion es el llamado

orden de Egli-Milner [17, 38|. Se define de la manera siguiente:
ACEM BevVzeBIyc Ay=<randVze Adye Ba <y

Este levantamiento es un preorden parcial.

La siguiente proposiciéon es importante y la prueba sencilla se deja
como ejercicio al lector:
Observacioén 5.1.2 Los levantamientos CED y CEM satisfacen las pro-
piedades Dominancia simple 1 y 2. El levantamiento T, no satisface las

propiedades Dominancia simple 1 ni 2.

Observacion 5.1.3 Hay muchas maneras naturales de definir levanta-
mientos. Como ya dijimos un gran numero de levantamientos han sido



94 Ramoén Pino Pérez

caracterizados en [4]. Brams y Fishburn [9] estudian el problema de ea-
tender preferencias sobre candidatos a conjuntos de candidatos en el con-
texto de reglas de voto aprobatorio. El problema de hallar nociones “co-
rrectas” de levantamientos es bien importante en diferentes dreas. Aqui
veremos que podemos tener una teorema de manipulabilidad para todos
los levantamientos que satisfacen Dominancia simple 1 y 2.

5.2. Manipulabilidad para funciones de eleccién
social

Comencemos con la definiciéon precisa de manipulabilidad:

Definicién 5.2.1 Sea f : P*" x P*(X) — P*(X) una funcion de elec-
cion social. La funcion f es manipulable (en relacion a un levantamiento
<—LC<) ssi existen k, =, u, y V tales que

Fuzm (V) Ex, fu(V).

Es decir el individuo k al votar con la mentira < obtiene un resultado
mejor en relacion al levantamiento? de sus verdaderas preferencias que
cuando vota con sus verdaderas preferencias (=j).

Definicion 5.2.2 Una funcion de eleccion social f satisface Dominio
Estandar Fuerte (DEF) si satisface Dominio estandar y para todo x € X
existe un perfil u tal que para todo y, f,({z,y}) = {z}.

Esta propiedad significa que para cualquier candidato x hay un perfil
u tal que para toda agenda binaria V' (es decir |V| = 2) que contiene a x
el resultado es z, en otras palabras, u hace que = sea el ganador contra
cualquier otro candidato.

Es interesante notar que la propiedad de Pareto y la propiedad de
Dominio Estandar, juntas implican la condicion de Dominio Estéandar
Fuerte. Para ver esto basta tomar un perfil u tal que para todo individuo
i, la alternativa x es la mas preferida, es decir, min(=;) = {x}. Asi, para
todo individuo ¢ y cualquier alternativa y diferente de = se tiene = <; y.
Entonces por la propiedad de Pareto y ¢ f,({z,y}) y, necesariamente,
por la propiedad de Dominio Estandar, f,({z,y}) = {«}.

4Esta nocion de manipulabilidad a través de levantamientos ha sido aplicada en
la fusion logica [34].
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Definicién 5.2.3 (Dictador Débil (DD)) Una funcion de eleccion so-
cial f tiene un dictador débil k si para todo x € X, existe <% tal que
para todo y € X, y todo perfil u se tiene x € fyi<= /i ({7, y}).

En contraste con la nocién de dictador, que es una nocién excluyen-
te (en el sentido que una alternativa y no pertenecera al resultado -es
excluida- si en la agenda hay un x estrictamente preferido a y por el
dictador) la nocion de dictador débil es incluyente (en el sentido que el
dictador puede dar una preferencia que obliga a que x esté en el resulta-
do). Claramente si i es un dictador, entonces i es un dictador débil. Para
ver esto, tome <% un preorden total tal que = es el tnico elemento mi-
nimal. Entonces, es facil ver que, fy,<=/)({7,y}) = {z}, para cualquier
y € X.

El lema siguiente seré 1til en la prueba del teorema 5.2.5.

Lema 5.2.4 Sea f be a funcidn de eleccion social que satisface explica-
ciones transitivas (ET) y la propiedad de dominio estindar fuerte (DEF)
Entonces para cualquier x, existe un perfil u tal que f,(X) = {z}.

Demostraciéon:  Sea x una alternativa y tome u tal que para todo y
se tiene f,({z,y}) = {z} (la existencia de u esta garantizada por DEF).
Puesto que f satisface ET, para cualquier agenda V € P*(X), fu(V)
estd determinado por un tnico <, de la manera siguiente

fu(V) = min(V, 24)

Afirmamos que, por la escogencia de u, min(X, <,) = {x}. Razonemos
por el absurdo y supongamos que no es el caso. Entonces existe y tal que

y =u x; por lo tanto min ({z,y}, 2u) # {2}, ie. ful{z,y}) # {2}, lo
que contradice la escogencia de u. 1

Ahora estamos listos para enunciar y demostrar nuestro teorema de
manipulabilidad para funciones de eleccion social (ver [41]).

Teorema 5.2.5 Sea f : P" x P*(X) — P*(X) una funcion de eleccion
social que satisface dominio estindar fuerte (DEF) y explicaciones tran-
sitivas (ET). Sea =—C < un levantamiento que satisface las propiedades
de Dominancia simple 1 y 2. Entonces, relativo a ese levantamiento, f
es manipulable o f tiene un dictador débil.
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Demostracion: Sea f : P" x P*(X) — P*(X) una funciéon de
eleccion social que satisface DEF y ET. Sea <* un orden lineal sobre X
fijo de aqui en adelante en esta prueba.

Defina g : P* — X por la siguiente ecuacion:
g(u) = min(fu(X), <%). (5.1)

Claramente g es un esquema de voto determinista. Por el lema 5.2.4 se
tiene que g es no impositiva (y por supuesto total). Asi, por el teorema
3.3.5, g tiene un dictador incluyente-rv o bien g es manipulable.

Ahora, como tenemos esas dos alternativas para g, sera suficiente probar
las siguientes afirmaciones:

Afirmacioén 2 Si g tiene un dictador incluyente-rv, entonces f tiene un
dictador débil.

Demostraciéon: Suponga que g tiene un dictador incluyente-rv, diga-
mos k. Entonces, para cualquier z € X, existe <,€ P tal que para
cualquier u € P" se tiene

g(u[=s /K]) = .

Basta tomar <, con {z} = min(=<,). Pero entonces, por definicion,
r = min(fy<,/k(X), <*). Luego, x € min(X, <<, /) Necesariamen-
te, x € min({z,y}, Juj=,/k); s decir x € fy<, k{2, y}). Por lo tanto
k es un dictador débil para f. 1

Afirmacioén 3 Si g es manipulable entonces f es manipulable.

Demostracion: Supongamos g manipulable. Entonces existe una
situacion de manipulacion v € P*, k € N,y <€ P tal que
g(u[= /K]) <k g(u). (5.2)

Sean z y y alternativas que cumplen g(u[= /k]) = {z} y g(u) = {y}.
Para terminar la prueba de la afirmacién, es decir que f es manipulable,
bastaria ver lo siguiente:
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fu=m{z:y}) T fu{2:9})- (5.3)

Note que fy;</k({z,y}) # {y}. Si no fuera asi, por Explicaciones Tran-
sitivas,tendriamos y <,/ = y por lo tanto x ¢ min(X, Zy</k])-
De nuevo por Explicaciones Transitivas, € f,</x(X) y por lo tanto
x # min(fy=/k(X), <),ie. © # g(u[= /k]), una contradiccion. Como
g(u) =y, se puede ver, con un razonamiento analogo al precedente, que

fu{,y3) # {x}.

De esta manera, segiin la imagen de f,</4({z,y}) v de fu({z,y}) tene-
mos los siguientes casos:

(@) fuz/m{z,y}) = {z} (©) ful{z,y}) = {y}
(b) fu[j/k]({xvy}) = {xvy} Ne <"y (d) fu({wvy}) = {:L'vy} Ny <'z

El caso (b) y (d) al mismo tiempo es imposible. El resto de los casos,
i.e. (a) & (c), (a) & (d) y (b) & (c) son posibles. Vamos a examinarlos.
Comencemos con el caso (a) & (d). Para ver que (5.3) es verdad, basta
ver que {z} C<, {z,y}. Por definicién de x y de y y la desigualdad (5.2),
x <, y. Entonces, por Dominancia Simple 2, se tiene {z} C<, {z,y}.

Ahora examinemos el caso (a) & (c). De nuevo, por definicion de = y de
y y la desigualdad (5.2),  <j y. Entonces por la propiedad de extension,
{z} C<, {y}, i.e. (5.3) se verifica.

Finalmente en el caso (b) & (c), como x < y se tiene por Dominancia
Simple 1, {z,y} T<, {y}, i.e. se verifica de nuevo (5.3).

Asi hemos probado que f es manipulable. 1

De los dos afirmaciones que preceden se deduce el teorema de manera
directa. 1

Observemos que si f : P" x P*(X) — P*(X) es una funcion de
eleccion social que satisface Dominio Estandar Fuerte (DEF) y Explica-
ciones Transitivas (ET), Entonces f tiene un dictador débil o bien f es
manipulable con respecto a los levantamientos leximax y de Egli-Milner.

Terminemos esta seccién con un ejemplo que ilustra los resultados
previos.
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Ejemplo 5.2.6 Sean X = {x,y,2} y N = {1,2,3}. Sea f : P3 x
P*(X) — P*(X) la regla de Borda. Sea u el perfil siguiente:

U= z
Y

N e R
8 v

Para ese perfil se tiene ry(x) =2, ry(y) =3 yr(z) = 2.
Al perfil u, viene asociada la preferencia global <,

=u= J
xz
ast, fu(X) = {z,z}. Note que esta funcion no genera una regla de voto
determinista g mediante la ecuacion g(u) = f,(X). Pero con la ayuda
de un orden lineal <* sobre X podemos podemos definir una regla de
voto determinista g poniendo g(u) = min(f,(X),<*). Es fdcil ver que
g es una regla de voto total no impositiva. Ast, por el teorema 3.8.5, g
es manipulable. De hecho si z <* y <" x y u es como antes se tiene
g(u) = min({x, 2z}, <*) = z. Considere v’ el perfil u donde la primera
coordenada ha sido modificada:

S
I
B own
S
Bonw

Es facil chequear que fu({z,y,2}) = {x}. Asi, g(u') = x. Ahora bien,
si denotamos por =<' the relation satisfying x <" y <’ z, tenemos u' =
u[=" /1]. Pero en el perfil u (las verdaderas preferencias) se tiene x <1 z,
luego

gul=' /1)) = g() = <1 2 = g(u)

Por lo tanto, la tripleta 1, u y <" es una situacion de manipulacion para
g. Esto es el individuo 1 mintiendo obtiene un mejor resultado.

Observe que casi los mismos datos ilustran el teorema 5.2.5, es decir,
1,u, =", {z, 2z} es una situacion de manipulaciéon para f con respecto a
cualquier levantamiento <[ < que satisface Dominancia Simple 1y 2,
ya que

furzmz. 2) = {} T, {2} = fulle.2)
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Una observaciéon interesante es que los levantamientos de un preorden
parcial para los cuales se aplica el teorema 5.2.5, no necesariamente son
preérdenes totales. De hecho pueden ser predrdenes parciales como el
levantamiento de Egli-Milner. El hecho de que esto ocurra debe conec-
tarse con trabajos recientes en eleccién social en los cuales se consideran
preferencias que son prebérdenes parciales en vez de predrdenes totales
(ver por ejemplo el trabajo de Pini, Rossi, Venable y Walsh [40]).

5.3. El teorema de Barbera-Kelly

El teorema 5.2.5 estad muy relacionado con el teorema de Barbera-Kelly
[3, 23| (Teorema 5.2.1 en [50]). De hecho es una variante.

Para poder enunciar el teorema de Barbera-Kelly necesitamos algunas
nociones para una funcion de eleccion social f : P* x P*(X) — P*(X):

Quasitransitividad: Dado u defina <, poniendo z <, y ssi
z € f(u,{x,y}). La funcién f es quasitransitiva si la relacion es-
tricta <, asociada a =<, es transitiva.

No imposiciéon por pares: f es no impositiva por pares si para cada
par de alternativas x, y existe un perfil u tal que f(u, {z,y}) = {z}.

Manipulabilidad por dominancia débil: f es manipulable por do-
minancia débil para la agenda V' si existe un perfil u, un individuo
i y unA preferencia <* tal que Vz € f(u[=<* /i, V) Vy € f(u,V),
r=yy Iz e fulx* /i, V) Iy e f(u, V), z <iy.

Oligarquia por pares: f oligarquica por pares si existe S (la oligar-
quia) un subconjunto de N tal que para cada par {z,y} C X se
tiene:

{z}, iftvie Sz <;vy;
fludz,yh) =4 {v}, iVieSy<imz

{z,y}, otherwise.

Ahora podemos enunciar el teorema de Barbera-Kelly:

Teorema 5.3.1 Sea f: P" xP*(X) — P*(X) una funcion de eleccion
social tal que:
(i) f es quasitransitiva;



100 Ramoén Pino Pérez

(ii) f es no impositiva por pares;

(iii) f es no manipulableen el sentido de dominancia débil para agendas
de dos elementos.

Entonces f es oligdarquica por pares.

Observe que Explicaciones transitivas implica la propiedad de quasi-
transitividad; Dominio Estdndar Fuerte implica la propiedad de no im-
posicién por pares; la nocién de no manipulabilidad via levantamientos
que satisfacen las condiciones de dominancia Simple 1 y 2 implica la no
manipulabilidad en el sentido de dominancia débil para agendas de dos
elementos. Por lo tanto, en virtud del teorema de Barbera-Kelly, una
funcién de eleccién social que satisface las hipotesis del teorema 5.2.5 es
oligarquica por pares. Sea S una tal oligarquia. Observe que cualquier
elemento 7 en la oligarquia S es un dictador débil. Asi, el teorema 5.2.5
es de hecho un corolario del teorema 5.3.1. Pero la prueba dada aqui, en
la seccién anterior, es directa.



Capitulo 6

Distancias y racionalizacion

Ante el Teorema de Imposibilidad de Arrow y La Paradoja del Voto,
uno quisiera definir nuevas Reglas de Voto de modo que estas reflejen con
mas fidelidad las preferencias de los votantes y que siempre nos den un
ganador resultante. Podriamos ver cada perfil de preferencias como una
aproximacion a una especie de perfil consensual. Bajo esta perspectiva, el
ganador para un perfil de preferencias dado, es el candidato més preferido
en el perfil de consenso "mas cercano".

Hay situaciones en las que pareciera obvio cual candidato es el que
mas gusta entre los votantes. Por ejemplo, si todos los votantes ponen
al mismo candidato de primero, ese deberia ser el ganador. Ya esa pro-
piedad la llamamos unanimidad. Otra situacién interesante es la de los
perfiles para los cuales existe un candidato gana cada vez que compita
directamente contra otro candidato. Ya vimos que un tal candidato se
llama Ganador de Condorcet y a este tipo de perfiles se les conoce como
perfiles de Consenso de Condorcet.

Para muchos perfiles no siempre hay un consenso obvio, podriamos
solventar este problema modificando las preferencias de los votantes.
Entonces un buen resultado de la eleccién seria la de un perfil de consenso
obtenido del perfil dado haciendo la menor cantidad de cambios posibles.

Asi, podemos formalizar esta idea con una nocién de distancia: dado un
perfil, identificamos el perfil de consenso més cercano y hacemos ganador
a la alternativa ganadora en este perfil de consenso.

Cuando una regla de voto que pueda ser descrita en estos términos
diremos que es racionalizada a través de distancias: ellas pueden ser

101
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definidas describiendo una nocién apropiada de consenso y de distancia.
Los resultados que aparecen en este capitulo son investigacion reciente

debida a Elkind, Faliszewski y Slinko [18] (para un estudio en profundi-

dad y extendido se puede consultar la tesis de Anthonny Arias [1]).

6.1. Preliminares

Recordemos la definicién de distancia (ver definicion 4.1.1)

Definicion 6.1.1 Dado un conjunto A no vacio. Una funcion d : A X
A — RT U {+00} es una distancia sobre X si:

1. d(z,y) =0 si, y sélo si, x =y (Identidad de indiscernibles)

2. d(z,y) = d(x,y) (Simetria)

3. Vze X,d(z,y) <d(x,z)+d(z,y) (Desigualdad triangular)
Definicién 6.1.2 Consideremos d como arriba.

» Sid satisface 2 y 3, ésta serd llamada Pseudodistancia

» Sid satisface 1 y 3, ésta serd llamada Cuasidistancia

Si consideramos P el conjunto de todos los preérdenes totales sobre un
conjunto X, podemos considerar una distancia d : Px P — RT U {+oc}
como una distancia entre las preferencias de dos votantes; por ejemplo
una tal d puede ser la del siguiente ejemplo

Ejemplo 6.1.3 La distancia trivial (o drdstica):
w d(>4,>)=0sii=7]
v d(>4,>5) =1 sii#j.

Note que cualquier distancia d sobre las preferencias de los votantes
sobre un conjunto de candidatos X, puede extenderse a una distancia
d:P"x P" — Rt U {+oc} entre perfiles. Si u = (=Z1,...,=%p) y v =
(=45, =0 definimos d(u,u') = >0 d(=:, =5).

De hecho se tiene la siguiente proposiciéon cuya prueba, bastante di-
recta, se deja en ejercicio al lector.
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Proposicion 6.1.4 Sea N un conjunto de votantes con |[N| =n, X un
congunto de candidatos, P el conjunto de todos de predrdenes totales sobre
X. Sid es una distancia sobre P, entonces d es una distancia sobre P".

Definiciéon 6.1.5 Sea N un conjunto de votantes con |N| = n, X un
congunto de candidatos, P el conjunto de todos los predrdenes totales
sobre X y € una clase de Perfiles. Sea d una distancia entre perfiles
y g una Regla de Voto tal que para todo perfil u € &, gu) # 0 (es
decir € estd contenido en el dominio de g). Si x € X, definimos el
rango de x en u, denotado r,(x,d) de la manera siguiente: si el conjunto
{ e&:xeg()} esvacio ponemos ry(x,d) = co si no ponemos

ro(z,d) = min{d(u,u) : v’ € € y v € g(u)}

Es decir, la minima distancia entre u y un perfil u' € € que contiene a
x.

El conjunto de los (u,d)-ganadores, denotado W e 4 4y(u), lo definimos
como de la manera siguiente:

Wig g.a)(u) ={z € X : ry(z,d) es minimal}

Observe que también podemos definir el conjunto de los (u, d)—ganadores
como

Wig g.a)(u) = U g(u')

u/ emin(u)

donde min(u) = {u’ € £ : d(u,u’) es minimal}
Definiciéon 6.1.6 Una regla de voto f es (€, g,d)-racionalizable si

flu) =W g.a)(u)

es decir,
Va(a € f(u) <= a € Wi 44 (u))

Los perfiles en &£ corresponden a perfiles de consenso entre los votantes
para una manera de elegir, es decir cuando existe un alternativa que es
claramente vista de manera colectiva, como mejor que cualquier otra
alternativa. Hay varias formas de formalizar esta intuicion. A &£ se le
llamaré clase de consenso. Como dijimos al principio del capitulo hay



104 Ramoén Pino Pérez

varias clases naturales de consenso. Dado un perfil u, diremos que u
es fuertemente undnime si =;==; V ¢ € N; denotaremos el conjunto
de todos los perfiles fuertemente unénimes por S. Diremos que u es
undnime si existe un candidato = € X tal que que x € min(=;) Vi €
N; denotaremos el conjunto de todos los perfiles unanimes por 4. Otra
clase de consenso estéd dada por los perfiles que tienen un Ganador de
Condorcet, denotamos el conjunto de tales perfiles por C.

Usaremos las definiciones 6.1.5 y 6.1.6 suponiendo que £ es una clase
de consenso U o C. En tal caso, asumimos que la regla g nos da como
ganadores a los ganadores del consenso, por lo que omitiremos a g de
la notacién a menos que sea necesario especificar la ¢ utilizada. Asi,
cuando una regla de voto f es distancia-racionalizable a través de una
clase de consenso diremos que f es (€, d)-racionalizable. Se puede definir
reglas pseudodistancia-racionalizables y cuasidistancia-racionalizables de
manera analoga.

6.2. Reglas de Rango

Ahora vamos a definir reglas que generalizan la regla de Borda. Para
simplificar vamos a considerar perfiles lineales.

Sea N el conjunto de votantes con |N| = n, X = {x1,...,2,} el
conjunto de candidatos con | X| = m. Sea a = (a1, ag, ..., Q) un vector
en R™ tal que a1 > ag > ... > .. Una Regla de Rango f, : L™ —
P*(X) se define de la siguiente manera:
sea u = (=1,...,=y) un perfil de preferencias lineales en L". La idea
es que un candidato x; € X recibe oy puntos por cada votante que lo
ponga en la posicién k. Mas formalmente, denotamos por jg la posicién
en la que el votante i puso al candidato x;. Diremos que el a-rango de
un candidato x; viene dado por 74 (x;) = > ;" a_; y serd un ganador si

su rango es maximal. Es decir,
zj € fa(u) <= ro(zj) > ro(ap)VE=1,...,m.
Vamos a considerar algunas Reglas de Rango importantes.

Regla de Borda:
Esta corresponde al vector a = (m — 1,m — 2,...,0). En esta regla un
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candidato recibe tantos puntos como el nimero de candidatos que tiene
por arriba, ganan los candidatos con la mayor cantidad de puntos.

Ejemplo 6.2.1 Sea X = {a,b,c} y |[N| = 3, consideremos el siguiente
perfil:

c a b
u=\|b ¢ c
a b a

Entonces ro(a) = 4,74(b) =3 y ro(c) = 2. Asi fo(u) = {a}.
Regla de Pluralidad:

El vector correspondiente es (1,0,0,...,0). En esta regla cada elector
vota por el candidato de su preferencia, ganan los candidatos con mayor
cantidad de votos.

Ejemplo 6.2.2 Sea X = {a,b,c} y |N| = 3, consideremos el siguiente
perfil:

c a ¢
u=\|b ¢ a
a b b

Entonces ro(a) = 1,74(b) =2 y ro(c) = 0. Asi fo(u) = {b}.

Veto:

El vector correspondiente es (1, 1, ..., 1,0). Cada elector veta al candidato
que menos le guste, ganan los candidatos que hayan sido vetados por la
menor cantidad de electores.

Ejemplo 6.2.3 Sea X = {a,b,c} y |N| = 4, consideremos el siguiente

perfil:
a b b c
u=1|b ¢ a a
c a ¢ b
Entonces ro(a) = 3,74(b) =2 y ro(c) = 3. Asi fo(u) = {a,c}

k-aprobacién:

El vector correspondiente es (aq, g, ...,y ). Donde o = ag = ... =
ap = 1y agr1 = gy = ... = o, = 0. Cada elector vota por k
candidatos de su preferencia, los ganadores seran aquellos con la mayor
cantidad de votos.
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Ejemplo 6.2.4 Sea X = {a,b,c,d}, [N| = 4 y sea « = (1,1,0,0).
Consideremos el siguiente perfil:

SR O
QUL O
S0 8
L O QU

{ }Entonces ra(a) = 3,74(b) = 2,74(c) =1 y ro(d) = 2. Asi fo(u) =

Observacion 6.2.5 Cualquier vector a = (a1, g, ..., ) puede ser usa-
do para definir una pseudodistancia d, sobre votantes con preferencias
sobre X, con | X| =m.

Sea i,j € N. Definimos

do(>=i, =j) = ]a>11 - a%] + ’a>§ - O‘>J2-’ + ot o — O‘*}“|

Dejamos al lector la verificacion del hecho que d, es una pseudodis-
tancia:

Si « es un vector tal que «o; # ;11 Vi = 1,...,m — 1, diremos que «
es no degenerado. Las distancias y rangos correspondientes se dirdn no
generados también. De hecho si « es un vector no degenerado, entonces
d, es una distancia, es decir, también se cumple 1 de la definicién de
distancia (la identidad de indiscernibles). La verificacion de este hecho
se deja como ejercicio al lector.

Veremos que algunas reglas de rango son racionalizables a partir de
distancia y otra no. Ademéas veremos que las reglas de rango son incom-
patibles con la regla de Condorcet.

Lema 6.2.6 Para cualesquiera m nimeros reales aqi,as, ..., ay, tal que
Yortia; =0, ya; =x >0, entonces Y .- |ai| > 2.

Demostracion:

Como a; = x 'y a;+ag+...+a, = 0, entonces a1 = —(ag+az+...+ap) =
x > 0, asi
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x = |ag+ag+ ...+ apl
< lao| +las| + ... + |am|

m
D lai
=2

N

Luego, sumando z a ambos lados, obtenemos que aj + Y~ |a;| > 2z.

Teorema 6.2.7 Para cada vector a = (aq, g, ..., ) y un perfilu € P"
(|X| = m). Un candidato x; € X es un ganador de u de acuerdo a f,
si, y solo si x; es un (U, dy)-ganador de wu.

Demostracion:

Sea z; € X y consideremos ¢ € N un votante que pone a x; en la posicién
k de sus preferencias, es decir, jg: k. Considere h € N tal que h pone
a x; de primero entre sus preferencias, jiL: 1.

Tenemos que > % ai = » %, a1 pues ambas sumatorias son la suma
=1"=; =Y

de los elementos del vector o = (o, @, ..., Q). Luego, > 2 (ax —
oz<zh) = 0. Por otra parte, tenemos que Qi —Q_j =01 — Q.

- —h —1
Usando el lema 6.2.6, como d(=;,=<p) = Y0 lax — a_<ﬁl|, tenemos

que d(=;,=<p) > 2(a; — ay). Por otra parte consideremos el orden de
preferencia < que se obtiene intercambiando en =<; a ; con el candidato
que esta en la primera posicion. Entonces obtenemos:

da(Zi, 26%) = oz —agie| + .+ |axm — axme|
= |a; —ag| + |ax — a1

= 2(&1 - ak).

Asi, la d, —distancia entre <; y la mas cercana preferencia que pone a x;

de primero es exactamente 2(a; — ag), en consecuencia la d,, — distancia

desde u hasta el perfil undnime en el que todos los votantes ponen a x;
. n

de primero, es exactamente ). | 2(a; — O‘j{)'
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Como el rango de zj en fq es > 1 | ar_j, se tiene que x; € fo(u) ssi para
—1

cualquier k # j se tiene ) ;' ; a_; > > i | a_xPero observe que
iy —1

n n n n
Eajgzgaﬁ <:>—Eajg§—gaj§
=1 =1 =1 =1
n n
— -2 E Oéjg <=2 E ajf
=1 =1

<— 2§:a1—2§:a4§2§:a1—2§:a<k
i=1 =1 i=1 -

= 2Z(al—ajj)§22(al—aj§)
i=1 i=1
= z; € W(u,dy)(u).

El corolarion del resultado anterior es que para todo vector a no de-
generado f, es racionalizable a partir de la distancia d,. Ahora bien en
general no seré el caso que f, es distancia racionalizable, como veremos
en la proposicién siguiente.

Proposicion 6.2.8 Cualquier Regla de Voto definida por un vector «
tal que ai; = iy no es distancia racionalizable con respecto a la clase de
consenso U.

Demostracion:  Suponga que « es tal que oy = ag. Suponga que f,
una es racionalizable. Considere un perfil u y z1,z2 € X tal que <}=1
y <?=2Vi € X. Tenemos que

n n n

E a1 = E Qg2 2 E Qk Vk=1,...m
—1 —1 —1

i=1 =1 i=1

Luego, x1,72 € fo(u). Por otra parte, u € U por lo tanto el perfil
mas cercano a u para cualquier distancia es él mismo y deberiamos
tener fo(u) = g(u). Ahora bien, como g es la regla de unanimidad,
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g(u) = {x1}, lo cual es una contradiccion pues x9 & g(u). Por lo tanto,
fa Do es distancia-racionalizable. 1

Antes de probar que las reglas de rango no son Condorcet consistentes,
es decir que no siempre dan el ganador de Condorcet cuando existe,
vamos a ver el siguiente lema cuya prueba es sencilla.

Lema 6.2.9 Sia = (a1,q9,....,a0) y B = (1 — Qmy 2 — Qs ey Q. —
Qum), entonces fo = f3
Demostracion:

Veamos que z € fq(u) <= z € fz(u). En efecto,

zj € folu) <= ro(z;) >ro(ze)VE=1,...,m

n n

— Zaj{ > ZaﬁVk’ =1,...m
i=1 i=1
n n

Z(a<3_- — Q) > Z(aii-“ —an)Vk=1,....,m

i=1 i=1
rg(xj) > rg(zy) Ve =1,...,m

zj € fa(u).

!

[

La proposicion siguiente se debe a Moulin [39].

Proposicion 6.2.10 ([39]) Las Reglas de Rango no son Condorcet con-
sistentes, es decir, para cualquier Regla de Rango f existe un n y un
perfil u € P* tal que f(u) = {z}, u tiene Ganador de Condorcet x’, pero

x# 2.
Demostracion: |[Esbozo (hacemos el caso |X| = 3) |

Sea X = {a,b,c}, IN| =7y a=(a1,as,a3). Consideremos el siguiente
perfil:

o o w
QO N
ST~ N
0
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Donde los niimeros indican el nimero de votantes con esa preferencia.
Asf en el perfil anterior hay 3 votantes con la preferencia de la primera
columna, dos votantes con la preferencia de la segunda columna, etc.

Es facil verificar que c es el ganador de Condorcet. Si una Regla de Rango
es tal que a1 > o > ag entonces a seréd el ganador para esa regla.

ro(a) = 3aj + 3as + as
> 3a1 + 200 + 203
= ra(c)
> a1 + 2a0 + 4ag
= 7a(b)

Vemos que el lema también se cumple incluso si a7, as y a3 no forman
una sucesion estrictamente decreciente.

Sea X = {a,b,c}, |IN| =17

L T O O
O T W
SR O
SO QB

Para este perfil se puede verificar facilmente que a es el ganador de
Condorcet. Sin embargo, vamos a ver que a no gana para cualquier Regla
de Rango. Usando el lema 6.2.9, asumamos que az = 0, a1 > ag > ag
y a1 > 0. Entonces tenemos r,(a) = 6y + Tag v 14(b) = 8y + 6ae. Si
a1 = ag, claramente r,(a) < r4(b). Ahora suponga que a; > ag

Notemos que:

60&1 + 70[2 = 6(0[1 — Oéz) + 130[2
< 8(a1 — ag) + lday
= 8aj + bay

La desigualdad es estricta pues a3 — ag > 0y as > 0.

Proposicién 6.2.11 Ninguna Regla de Rango es racionalizable con res-
pecto a la clase de consenso C
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Demostracion:  Sea f, una Regla de Rango, usando la proposicién
6.2.10, existe un perfil u tal que f(u) = {z}, u tiene como ganador de
Condorcet 2’ y 2’ # x. Consideremos ahora una distancia entre perfiles
d. Luego r,(2") = 0. Y como 2’ es el tnico ganador de Condorcet, tene-
mos que We g)(u) = {2'}. Asi, como f(u) # Wic,q)(u), concluimos que
f no es racionalizable. 1
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