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Prefacio

Este libro lo hemos dividido en dos capitulos. El primero de ellos lo
dedicamos al estudio clasico de las funciones convexas definidas en un
intervalo de la recta, en un subconjunto convexo de R" y finalmente en
un subconjunto convexo de un espacio normado.

En el segundo capitulo, tratamos distintos conceptos de funciones con-
vexas que se han estudiados desde 1905 hasta nuestros dias y que ge-
neralizan el concepto de convexidad dado por Jensen, culminando con
el concepto de multifuncién convexa. Al final del capitulo presentamos,
de manera resumida, algunos campos del conocimiento, donde se aplica
las funciones convexas. También exponemos, las definiciones de algunas
variaciones del concepto de funcién convexa, estudiados en su mayoria,
en anos reciente. Finalmente, agregamos una seccion donde se exponen
algunas ideas de lo que usualmente se estudia cuando se define un con-
cepto de funcién convexa.

Al final de cada capitulo, agregamos una lista de ejercicios y en la tltima
seccion enunciamos algunos problemas que pueden ser objeto de inves-
tigaciones futuras. Esperamos que este libro llene las expectativas de los
lectores y sea de utilidad en el desarrollo de esta rama de la Matematica.

Queremos expresar nuestro agradecimiento a los profesores Luis Azdcar,
Odalis Mejia y José Luis Sanchez quienes nos prestaron una excelente
ayuda con las correcciones de este material. En especial a la profesora
Odalis Mejia quien realizé la invaluable, incansable y siempre agotado-
ra labor de incorporar las correcciones de este libro y dar los retoques
finales; y al profesor Azécar, quien a lo Borges posee la referencia bi-
bliografica de la biblioteca de Babel de las matematicas y es una fuente
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inagotable en la busqueda de material para el crecimiento intelectual.

También expresamos nuestro agradecimiento al profesor Neptali Rome-
ro, quien nos invité a participar en la XXVI Escuela Venezolana de
Matematica, que ha sido tradicionalmente, un punto de encuentro de
matematicos, estudiantes e investigadores, ligados a esta disciplina.

Por supuesto, nuestro reconocimiento a los Organizadores de la Escue-
la y al Banco Central de Venezuela, organismo que nos dié su apoyo
incondicional.

Gracias a todos

N. Merentes y S. Rivas
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Introduccion

La Matemaética, como ciencia, vive y crece con el intercambio de ideas
entre los cultivadores de diferentes areas del conocimiento y el desarro-
llo del quehacer de la vida del ser humano y su entorno; y por supuesto
alimentada por investigaciones que se desarrollan dia a dia en distintos
espacios de la actividad cientifica. El curso “El Desarrollo del Concep-
to de Funcién Convexa” enmarcado en la XXVI Escuela Venezolana de
Matematica es un ejemplo de lo afirmado. El curso esta disenado para:
hablar, reflexionar y pensar sobre convexidad, en especial convexidad de
funciones y conjuntos. Hablar de convexidad es hablar de interdiscipli-
naridad. Convexidad es una nocién basica en la geometria, pero también
se usa ampliamente en otras dreas de las matematicas. El uso de técni-
cas de convexidad aparece en muchas ramas de las matematicas y las
ciencias, tales como La Teoria de la Optimizacién y de La Teoria de las
Desigualdades, del Analisis Funcional, La Programacion Matematica y
La Teoria de Juegos, La Teoria de Numeros, el Célculo Variacional y
su interrelacién con estas ramas se muestra dia a dia més profunda y
fructifera.

Ademads en los iltimos anos, varias extensiones y generalizaciones del
concepto cldsico de convexidad tanto de conjuntos como de funciones
han sido estudiadas y existen, con regularidad, reuniones y conferencias
de investigadores que trabajan en el area, como puede palparse revisan-
do el sitio web: Working Group Generalized Convexity. Lo que evidencia
el interés en este tema.

La convexidad estd muy presente en nuestras vidas, en la geometria de
las hojas de los arboles, en la forma de las exquisitas frutas que consumi-

7
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mos, en los utensilios de cocina, en el tra-
zado de las avenidas y calles, en las igle-
sias y sitios de manifestacién religiosas, en
los objetos que cominmente usamos como
lentes, anteojos, entre otras cosas, en teles-
copios, en la poesia, en las obras de artes
como las pinturas y las esculturas; y has-
ta en letras de canciones como “Cdncavo y
Convezo” interpretada por el cantante au-
tor brasileio Roberto Carlos, en los anos Concavo y Convexo
80 del siglo pasado. M. C. Escher, 1955

De todos es bien conocido que el siglo XX y lo que va del siglo XXI se
ha caracterizado por un desarrollo deslumbrante de la matematica, en
todas sus ramas y por supuesto la convexidad no escapa de este desa-
rrollo. Es asi que este concepto es muy util para el desarrollo de muchas
ramas de las matematicas, como: Anélisis Funcional, Anélisis Complejo,
Calculos de Variaciones, Ecuaciones Diferenciales, Matematica Discre-
ta, Geometria Algebraica, Teoria de Probabilidad, Teoria de Cédigos,
Teoria de Grafos y Cristalografia, pero ademas encuentra aplicaciones
importante en otras areas fuera de las matemaédticas como la Medicina,
Economfia, Fisica, Quimica, Biologia, Ingenieria, Arquitectura y otras
areas del conocimiento y el pensamiento.

Desde épocas remotas la humanidad a
pensado y estudiado esta nocion, los
griegos prestaron mucha atencion a fi-
guras convexas como poligonos y polie-
dros. Tanto es asi que las denominacio-
nes de estas figuras le son atribuidas.
En el famoso tratado “Los Elementos
de Euclides” (250 A.C) que consta de
=l 13 libros y es el escrito mas leido en el
mundo después de la Biblia,

|_ementas zamorano Portata__|| Slementas zamorana Li:
Los Seis Libros 1lera Ed. en
espanol, 1576 Rodrigo
Zamorano

aparecen varias contribuciones a esta materia, relativas principalmente
a propiedades de los poligonos y poliedros.
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Sin embargo, fue Arquimedes (287-212 A.C.)
el primero en dar una nocién de lo que se en-
tendia por una curva o una superficie convexa
(en su libro “Sobre la esfera y el cilindro”).
Entre las diferentes propiedades obtenidas
por Arquimedes sobre convexidad, merecen
especial menciéon los postulados y resultados
referentes al centro de gravedad de conjuntos
planos y su descripcién de los 13 poliedros
semiregular, también conocidos como sélidos
arquimedianos (un poliedro convexo se dice
semiregular si sus caras son poligonos regu-
lares de al menos, dos tipos, y el grupo de
isometrias es transitivo sobre los vértices);

Sobre L’Esfera I el Cilindre

los sélidos arquimedianos fueron redescubier-
tos muy posteriormente por J. Kepler (1571-
1630) en su libro “Harmonices Mundi” (La
Armonia del Mundo) en 1619 [139], quien de-
mostré que, efectivamente, sélo podian exis-

;::':ﬁ:f::‘:”mm manseosn: tir 13, Sin embargo, es a finales del siglo
mmmmammmwmwm‘ XIX y durante el siglo XX cuando se reali-

z6 una intensa actividad de investigaciones
de las funciones convexas y se obtuvieron re-

4
' sultados signicativos en el campo del Anali-
o ‘( &mrﬁsmﬂhmuu{wWaM#
5, Cub Dodecagdron

:qul lido; Wmﬂm%
o
w mmum:&o&oﬁdmn §-Cubifimi-

_ povelisme  sis Funcional, Geometria Convexa, Economia
Pag La Armonia del ~  Matemética y Anadlisis Convexo entre otras
Mundo, J. Kepler ramas.

En el afio 1889 en [122], el matematico aleman, Otto Holder consider6 el
concepto de convexidad ligado con las funciones reales que tienen se-
gunda derivada no negativa. En el afio 1893 el austriaco Otto Stolz
demuestra que si una funcién f : [a,b] — R es continua y verifica la
desigualdad

y LY € [aab]a

f (w;ry) < f(ﬁ);f(y)

entonces tiene derivadas laterales. En ese mismo ano el matemaético
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francés Jacques Hadamard en [104] obtiene una desigualdad entre in-
tegrales para funciones que tienen primera derivada creciente. Pero es el
danés Johan L. W. Jensen [131, 132] a quien se le atribuye el concepto
de funcién convexa. El realizé un estudio detallado de estas clases de
funciones demostrando que muchas desigualdades clasicas (Desigualdad
de Hoélder, Desigualdad de Minkowski) se derivan de la hoy denominada
Desigualdad de Jensen. Jensen unifica en un concepto aquellas funciones
que verifican ciertas propiedades, estudiadas por O. Hélder, O. Stolz, J.
Hadamard y Ch. Hermite [122, 239, 104, 116]. Jensen le dio tanta im-
portancia a esta nocién que estimé que las funciones convexas deberian
contar con un lugar en los textos elementales de Teoria de Funciones; de
hecho esto es asi.

El libro de G. H. Hardy, J. E. Littlewood y G. Pdlya [110] titulado
“Inequalities” influyé en el aumento de la investigacién en el estudio de
las funciones convexas, sus propiedades, caracterizaciones, desigualdades
(desigualdades del tipo Jensen, del tipo Hermite-Hadamard) y de Fejér
que generaliza la desigualdad de Hermite-Hadamard.

La convexidad es una de las hipdtesis més frecuentemente utilizada en
la teoria de optimizacién. Se utiliza por lo general para dar validez glo-
bal para ciertas proposiciones, que de lo contrario solo serian verdaderas
localmente. Por ejemplo, un minimo local es también un minimo global
de una funcién convexa. Por otra parte, la convexidad también se em-
plea para obtener la suficiencia de condiciones que son sélo necesarias,
como con el Teorema de Fermat cldsico o con las condiciones de Karush-
Kuhn-Tucker [136] en programacién no lineal. En la microeconomia, la
convexidad juega un papel fundamental en la teoria del equilibrio gene-
ral y en teorfa de la dualidad.

A lo largo del tiempo han surgido varios problemas y aplicaciones que
han dado origen a generalizaciones del concepto de funcién convexa, ta-
les como: funciones midconvexas (J.W. Jensen 1905 ), t-convexas, cuasi
convexas, pseudo convexas, Invex, k-convexas, e-convexa, (k, h)-convexa,
Wright convexa, s-convexa, h-convexa, F-convexa, fuertemente convexa
y muchas otras como mostramos al final del libro.
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En cuanto a las funciones midconvexas estas funciones corresponden a
una clase més amplia, que incluye las funciones convexas y son iguales
cuando se le impone la condicién de continuidad.

Otros conceptos, como el de funcién cuasi convexa, introducido en 1928
en un trabajo sobre teoria de juegos, por el extraordinario matemético
del siglo XX, Jhon Von Neuman [184], es de mucha utilidad en los estu-
dios de problemas en la economia y optimizacién. Algunas propiedades
de estas funciones y una variedad de ejemplos estan expuestas en el libro
de S. Boyd y L. Vandenbeerghe [41] y en una revisién que hacen de este
tema H. J. Greenber y W.P. Pierskalla en [101].

Otra nocion de utilidad es el concepto de funcién pseudo-convexa consi-
derado por O. L. Mangasarian en el afio 1965 [157]. Luego en 1981 M. H.
Hanson [107] y M. Hanson y B. Mond en 1987 [108], introducen la defi-
nicién de funcién Invex, aunque es B. D. Craven en 1981 en [61] quien le
da el nombre de funcién Invex. En el ano 2008, G. Giori y S. Mishar en
[97] escriben un libro donde se estudia de manera amplia estas funciones.

La idea geométrica clésica, de las funciones convexas, reales definidas
en un intervalo de la recta, es que el segmento que une dos puntos de
su grafica, estd por encima de la grafica de la funcién. Esta idea la
generaliza el matemético estadounidense E. Beckenbach [27] en 1937,
reemplazando los segmentos, por el grafico de funciones continuas que
pertenecen a una familia de funciones F de dos parametros. El lector
interesado en estudiar la convexidad generalizada puede referirse a los
trabajos de E. Beckenbach y por Z. Péles y K. Nikodem en [195] o al
libro titulado Convex Functions, de A. W. Roberts, D. E. Varberg [223].

En 1966, el matematico ruso, B. T. Polyak [210] considera una subclase
de funciones convexas, denominadas “funciones fuertemente convexas”
que como es de esperarse, cumplen algunas propiedades de las funciones
convexas, entre las que podemos citar: Teorema del sandwich, una de-
sigualdad tipo Jensen y desigualdades del tipo Hermite-Hadamard.

Es importante senalar que mientras, entre cada dos puntos, la grafica de
la funcién convexa, se encuentra entre la recta que pasa por ellos y una
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recta soporte; en el caso de las funciones fuertemente convexas en lugar
de una recta soporte tenemos una parabola soporte.

Otra generalizacién de las funciones convexas, ain maés reciente, es la
de h-convexidad. Esta nocion fue introducida en el afio 2007 por S. Va-
roSanec [246], de la forma siguiente:

Una funcion f: I — R se dice h-convezxa si

[tz + (1 =t)y) < h@)f(z) +h(1—1)f(y) (1)

para todo x,y € I yt € (0,1). Donde I C R es un intervalo y h : (0,1) —
(0,00).

Esta nocién unifica y generaliza las clases de funciones convexas, s-
convezas, las funciones de Godunova-Levin y las P-funciones, que se
obtienen al considerar en (1) las funciones h(t) = t, h(t) = t*, h(t) = 1
y h(t) = 1, respectivamente.

Las funciones h-convexas cumplen algunas propiedades, caracterizacio-
nes y desigualdades de las funciones convexas, por ser una generali-
zacion de éstas. Entre las desigualdades importantes que las funciones
h-convexas satisfacen, estdn: la desigualdad de Jensen y desigualdades
del tipo Hermite-Hadamard.

Asi como estas funciones, existen otros tipos de funciones convexas, que
han sido estudiadas por distintos investigadores y que verifican en algu-
nos casos propiedades similares a las de las funciones convexas. Algunos
de estos resultados los exponemos a lo largo del curso y gran parte de
ellos estan publicados en revistas y libros de reciente data. Nosotros omi-
timos muchas demostraciones porque nuestro interés radica en dar una
panoramica del avance de este tema en el iltimo siglo y en particular en
las tltimas dos o tres décadas.

El libro esta estructurado en dos (2) capitulos. En las secciones 1.1 a 1.5
del primer capitulo daremos la definicién de funcién convexa en la recta,
para luego estudiar la continuidad y la diferenciabilidad. Se describen
las operaciones con funciones convexas (suma, producto y composicién
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de funciones) y convergencia de sucesién de funciones convexas. En la
seccién 1.6 se dan las condiciones necesarias y suficientes para que exista
una funcién convexa h entre dos funciones f y g (Teorema del Sandwich),
obtenidas en 1994 por K. Baron, J. Matkowski y K. Nikodem en [26].

En la seccién 1.7 se estudian desigualdades clésicas como las desigualda-
des Media Geométrica y Media Aritmética, Holder, Cauchy-Schwartz,
Jensen, Young, Hermite-Hadamard y Fejér. Ademds en la seccién 1.8
y 1.9 consideramos las funciones convexas definidas en un subconjunto
de R™ y de manera mas general en un espacio vectorial X. Exponemos
resultados sobre continuidad, diferenciabilidad y existencia de extremos.

El segundo capitulo lo dedicamos en su mayor parte a estudiar algunas
generalizaciones del concepto de funcién convexa.

e La seccion 2.1 la destinamos al estudio de las funciones midcon-
vexas consideradas por J. W. Jensen [131, 132]. Mostramos varios
resultados sobre propiedades que deben cumplir estas funciones pa-
ra que sean continuas, como los Teoremas de Bernstein-Doetsch,
Blumber-Sierpinski y Ostrowski. Proseguimos en la siguiente se-
ccién, tratando el concepto de funcién t-convexa, el cual generaliza
la nocién de midconvexidad y finalizamos presentando una demos-
tracién de un teorema clave denominado Teorema de Kuhn.

e La seccién 2.3 la dedicamos a las funciones cuasi convexas, que son
de utilidad en el estudio de una variedad de problemas, en parti-
cular en el campo de la economia. Aqui también son expuestos
algunos resultados de las funciones pseudo-convexas, invex y con-
cluimos haciendo una discusién sobre el Problema KKT (Karush-
Kuhn-Tucker) sobre programacién convexa.

e En la seccién 2.4 se da el concepto de funcién k-convexa introdu-
cido por T. Popoviciu [213, 214] y se exponen algunas propiedades
de estas funciones.

e En la seccion 2.5 se presentan algunas propiedades de las funciones
e-convexas que fueron definidas, en 1952 por D. H. Hyers y S. M.
Ulam [128] y que han sido estudiadas por M. Kuczman [146] y
generalizadas por Z. Péles en el 2002 [201].
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e La seccién 2.6 se destina a presentar la definicién de funciones

Wright convexa dada por W. E. Wright en 1954 [251] y a exponer
algunas propiedades demostradas por C. T. Ng en 1987 [185] y
C. T. Ng y K. Nikodem en 1993 [187]. En esta misma seccién
se da la definicién de funcién k-Wright convexa estudiada por los
matemadticos hingaros A. Gilangy y Z. Péles [95], quienes visitaron
nuestro pais el pasado mes de enero y dictaron conferencias sobre
este tema y otros relacionados, en el Banco Central de Venezuela
y en la Universidad Central de Venezuela, conjuntamente con el
profesor K. Nikodem.

Continuamos en la seccién 2.7 con la definicién de convexidad gene-
ralizada, en la que E. Beckenbach en 1937 [27], considera familias
de dos parametros.

La siguiente seccién (seccién 2.8) se destina a la nocién de s-
convexidad en sus dos sentidos, estudiadas por Orlicz [198] y W.
W. Breckner [42]. Ademads presentamos el concepto de funcién h-
convexa de S. VaroSanec [246], que generaliza el concepto de con-
vexidad de W. W. Breckner. En el ano 2009 P. Burai, A. Hazy, T.
Juhdsz [49, 50] generalizan nuevamente este concepto.

La seccion 2.9 se consagra al concepto de E-convexidad conside-
rado por E. A. Youness [253] y se exponen algunas propiedades de
estas funciones.

En la seccién 2.10 tratamos el concepto de funciones fuertemente
convexas dado por B. T. Polyak [210]. También se incluyen las
definiciones de funciones fuertemente midconvexas, fuertemente
t-convexas, e-fuertemente convexas, fuertemente cuasi convexas,
fuertemente Wright convexa, fuertemente (g, d)-convexas, fuerte-
mente h-convexas; y se resumen en varios teoremas algunas propie-
dades de estas funciones, demostradas por N. Merentes y K. Niko-
dem [171], N. Merentes, K. Nikodem y S. Rivas [172], A. Azbcar, J.
Giménez, K. Nikodem y J. L. Sédnchez [19], H. Angulo, J. Giménez,
A. Moros y K. Nikodem [12] y A. Azé6car, N. Nikodem y G. Roa
[20].

Las secciones 2.11 y 2.12 las dedicamos ha introducir las multifun-
ciones y en particular las multifunciones convexas y fuertemente
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convexas. Adicionalmente exponemos algunos resultados obteni-
dos sobre estas ultimas por H. Leiva, N. Merentes, k. Nikodem y
J. L. Sédnchez [151] este ano. En la siguiente seccién exponemos un
concepto muy ligado a las multifunciones como es el de subdife-
rencial.

e En la seccién 2.14 hacemos un resumen del algunos tépicos donde
se utilizan las funciones convexas o algunas de sus variaciones.
De esta manera queremos poner en evidencia la utilidad de estas
funciones.

e Con la idea de de mostrar que el tema sobre funciones convexas
estd en constante expansion, hemos querido agregar en la seccion
2.15, otros conceptos que en su mayoria ha sido estudiados recien-
temente. por supuesto no son todos.

e Pretendemos que la seccién 2.16 sirva de guia a los interesados
en incursionar en este tema de las funciones convexas y su distin-
tas vertientes, en qué se investiga cuando nos enfrentamos a estos
objetos matematicos.

Al final de cada capitulo hemos agregado sendas secciones de ejercicios
y en la ultima seccién (2.18) incorporamos una “pequena’ lista de pro-
blemas que podrian servir para futuras investigaciones. También hemos
dado un extensa referencia bibliogréifica con la intension de dejar plas-
mada la riqueza de la nocién de funcién convexa y sus generalizaciones;
y que ademds sirva de un referente para futuras investigaciones. Pa-
ra finalizar, queremos resaltar que el objetivo principal de este libro es
presentar una introduccién a la nocién de funciones convexas y sus gene-
ralizaciones, mostrar sus diversos aspectos y algunas de las direcciones
en las que han evolucionado. Ademds que la “convexidad generalizada”
(funciones convexas y sus variantes, conjuntos convexos y variantes) es
un area de investigacién muy dindmica y practicamente cada dia apare-
cen resultados nuevos y contribuciones importantes al Anélisis Convexo
y areas afines. Una muestra de este dinamismo es la gran cantidad de
Simposios Internacionales sobre convexidad generalizada y monotonia
que se realizan con cierta frecuencia. Por ejemplo, el XI simposio inter-
nacional sobre Convexidad Generalizada y monotonicidad se llevara a
cabo en el Instituto de Matemética Pura y Aplicada (IMPA), en Rio de
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Janeiro, Brasil, del 25 al 30 de agosto del ano 2014. Encuentros como
este atraen a matemadticos, economistas, ingenieros y profesionales de
otras disciplinas.

Esperamos que disfruten esta XXVI Escuela Venezolana de Matemati-
ca, que como siempre se realiza en esta hermosa ciudad de Mérida y
que este curso sirva de motivacién para que cada vez méas personas se
entusiasmen en la investigacion sobre un area tan rica y apasionante
como es el Anilisis Convexo y en particular del estudio de la convexidad
gene-ralizada tanto de funciones como de conjuntos.



Capitulo 1

Funciones Convexas

En este capitulo expondremos la nocién de funcién convexa y propieda-
des de las mismas.

A. Wayne Roberts y Dale E. Varberg en su clasico y excelente libro
sobre funciones convexas [223] (ver también comentarios p.62 de [190]),
indican que el concepto de funcién convexa se remonta a finales del siglo
XIX, senalando que en 1889, el matematico aleman, Otto Holder con-
siderd este concepto ligado con las funciones reales que tiene segunda
derivada no negativa [122], obteniendo en forma discreta, lo que se co-
noce hoy como Desigualdad de Jensen. Pocos anos después, en 1893 el
austriaco Otto Stolz [239] demuestra que si una funcién f : [a,b] — R
es continua y verifica la desigualdad

() < L4 10)

2 ? 'x?ye[a?b]?

entonces tiene derivadas laterales. Las funciones que cumplen la desigual-
dad anterior son conocidas hoy dia como midconvexas.

Ese mismo ano el matemético francés Jacques Hadamard [104] obtiene
una desigualdad entre integrales para funciones que tienen primera de-

rivada creciente.

Pero es el danés Johan. L. W. Jensen a quien se le atribuye la introdu-
ccién del concepto de funcién convexa, porque a principios del siglo XX

17
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hace un estudio bastante detallado de estas funciones, demostrando que
muchas de las desigualdades clasicas se derivan de la hoy denominada
Desigualdad de Jensen [131, 132].

La importancia que le da Jensen a estas funciones se manifiesta cuando
afirma lo siguiente.

La nocion de funcion convexa es casi tan fundamental como la de
funcion positiva o funcion creciente. Si no me equivoco esta idea
debe encontrar un lugar en los textos elementales de la Teoria

de Funciones Reales.
J. L. W. Jensen

1.1 Funciones Convexas en la Recta.

Iniciamos esta seccion con el concepto clasico de funcién convexa para
funciones reales definidas en un intervalo de la recta. En lo que sigue
denotamos por I a cualquier intervalo de la recta real.

Definicion 1.1.1. Una funcién f: I — R es convexa si

fltz+ (1 —t)y) <tf(x)+ Q=8 f(y), x,yel te(0,1). (1.1)

Si la desigualdad (1.1) es una desigualdad estricta para x,y € I, t €
(0,1) entonces se dice que la funcion f es estrictamente convera. Si
(1.1) se cumple en sentido opuesto se dice que f es concava y si se
verifica en sentido estricto decimos que f es estrictamente cdncava.

Observaciéon 1.1.1. Geométricamente, la desigualdad (1.1) asegura
que una funcién f : I — R es convexa en el intervalo I, si el segmento
de recta que une dos puntos cualesquiera (x, f(x)), (v, f(y)) del gréfico
de f, estd por encima de la gréfica de la funcién f en el intervalo [z, y],
como lo muestra la Figura 1.1.
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A

S

) +A=-07()
J(x)

Sl +(1=1)y)

v

X x+(1-t)y y

Figura 1.1: Funcién Convexa

En la siguiente proposicién exponemos un resumen de relaciones que
garantizan la convexidad de una funcion f : I — R. Estos resultados son
de utilidad para extender la nocién de convexidad para otros dominios
de la funcién f (Ver por ejemplo Capitulo II).

Proposiciéon 1.1.1. f: I — R es convezxa si y sélo si se verifica alguna
de las siguientes relaciones:

a. flz+tly —x)) < flz) +t(fy) = f(), t€(0,1), z,yel

b.

flsz+ty) <sf(x)+tf(y), ste(0,1),s+t=1 (1.2)

c. Sizyy,zel,x<z<y

z f(z) 1
y fly) 1|=W—-2)f(@)+@—-y)f(z)+(—-2)f(y) >0.
z f(z) 1



20 Nelson J. Merentes D., Sergio T. Rivas A.

d. (Ver Proposicion 2.4.1).

W i) )
fewd = e T e T =)

=2 f@)+ W —2)f(
(z—y)(z — )

)
y) +(x —2)f(2)
(y — =)

Demostracion. Es inmediato que la ecuacion (1.1) es equivalente a la
desigualdad a.

(a. = b.) Es una consecuencia al considerar s =1 — ¢.

(b. = ¢.) Sean x,y,z € I, x < z < y. Entonces existe t € (0,1), tal
que z =tz + (1 — t)y. Asi tenemos que t = g:z y1l—t=2
desigualdad (1.1), obtenemos

y—z z—x
f(z) +
y—z y—z
o equivalentemente (y — z)f(x) + (x —y)f(z) + (z — x) f(y) > 0.

(c. = d.) Basta dividir la dltima desigualdad que aparece en c. por el
numero positivo

fz) < /() (1.3)

(y —2)(y —z)(z — z).

C f(=@) f(2) f)
(d. = a.) Se multiplica s T e T 50— = 0 por
(y — 2)(y — z)(z — x) para obtener la desigualdad (1.3) y operando con
ésta se deduce la desigualdad de la parte a.

O

Usando el Principio de induccién matematica, podemos generalizar a
més de dos elementos del intervalo I la desigualdad (1.1) y es lo que se
conoce como Desigualdad de Jensen.

Proposicién 1.1.2 (Desigualdad de Jensen). Sea f : I — R una fun-
cion conveza, entonces

f (Z til’i> < Ztif(l’i), (1.4)
= i=1

xi€l,t;,>0,1=1,...,n, tales que ty +---+t, = 1.
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Para los detalles de la demostracion de esta desigualdad se puede con-
sultar [223] o [228].

Una propiedad importante de las funciones convexas es que son aco-
tadas en cualquier intervalo cerrado contenido en su dominio, como se
manifiesta en la siguiente proposicién.

Proposicion 1.1.3. Sea f: I — R una funcion convexa, entonces f es
acotada en cualquier intervalo cerrado [a,b] C I.

Demostracidn. Verificar que f es acotada superiormente es sumamente

sencillo, ya que si x € [a,b], entonces existe ¢t € [0,1], tal que x =
ta+ (1 —t)b. Asf

f(@) <tf(a)+ (1 —1)f(b) <maz{f(a), f(b)}-

Por otra parte todo x € [a, b] se puede escribir como ‘ITH’ +t, para algin
t e [0, 250].

Como

((5) - AR )45

IN
N~
| —

~

Resulta que

Asi concluimos que f es acotada.
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1.2 Continuidad de Funciones Convexas en la
Recta Real.

Las funciones convexas sobre un intervalo I C R tienen propiedades que
permiten el calculo de limites y aplicacién de teoremas de convergencia,
en esta seccion expondremos algunos de ellos. La primera es que dada
una funcién convexa ella se puede extender a todo intervalo [a, b] de ma-
nera convexa (Proposicién 1.3.4 de [190]).

Proposicién 1.2.1. Sea f : [a,b] — R una funcién convera, enton-
ces existen los limites laterales f(a™) y f(b™) y ademds la funcién f :
[a,b] — R definida por

fa) w=a
fle)=9 fl@) =z€(a,b)

Fb)  w=b
es convexa.
En [190] se senala que H. Rademacher en [216], demostré que las funcio-
nes convexas verifican una condicién de Lipschitz en cualquier intervalo
cerrado contenido en el interior de su dominio, como se expone en la
siguiente proposicion.
Proposiciéon 1.2.2. Sea f : I — R convexa, entonces f cumple una

o

condicion de Lipschitz en cualquier intervalo cerrado contenido en I.
Los detalles de la demostracién de esta proposicién pueden verse en
[221], [223] o [228].

o
De esta manera tenemos que si J es un intervalo cerrado J C I entonces
existe una constante K > 0, tal que

fy) = f@x)| <K ly—=z|, =z,yecl

o
Por tanto f es continua en I.

De las dos proposiciones que acabamos de enunciar se deduce que toda
funcién convexa f, en un intervalo cerrado, se puede redefinir, en los
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extremos de manera, que la nueva funcién obtenida f, sea continua en
todo el intervalo.

En la siguiente figura (Figura 1.2) mostramos que existen funciones con-
vexas en un intervalo cerrado que no son continuas. Por supuesto, de
acuerdo a la Proposicién 1.2.2, las posibles discontinuidades estéan en los
extremos de I.

J®)
Sa)

v

Figura 1.2: f es convexa pero no es continua.

A continuacién presentamos la definicién de funcién absolutamente con-
tinua estudiada por G. Vitali [250].

Definiciéon 1.2.1. Una funcién f : I — R es absolutamente conti-
nua, si para cada nimero € > 0, existe un nimero 6 = d(g) > 0, tal que
para cualquier coleccion finita de intervalos {(ai, b;)}i— disjuntos dos a
dos incluidos en I, se verifica

Observacion 1.2.1. De esta definicién se obtiene inmediatamente que
toda funcién absolutamente continua es continua y que una funcién Lips-
chitz en un intervalo es absolutamente continua.
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Como consecuencia de la Proposicion 1.2.2 y de la observaciéon que aca-
bamos de dar se obtiene el siguiente corolario.

Corolario 1.2.1. Sea f : I — R conveza, entonces f es absolutamente
o

continua en cualquier intervalo cerrado contenido en I.

1.3 Diferenciabilidad de Funciones Convexas en
la Recta.

Otra propiedad de las funciones convexas en un intervalo I de la recta,
es la existencia de derivadas laterales en cada punto del interior de I.
En esta seccién demostraremos esta propiedad y expondremos otras que
verifican las funciones convexas diferenciables.

La siguiente proposicién nos asegura que si z,y,z2 € I,z <y < z 'y
f I — R es una funcién convexa, entonces la pendiente del segmento
que une los puntos (z, f(z)) v (v, f(y)) es menor o igual a la pendiente
que une los puntos (z, f(x)) y (2, f(2)) y ésta ultima es menor o igual a
la pendiente que une los puntos (y, f(y)) y (2, f(2)), como se ilustra en
la Figura 1.3.

\4

Figura 1.3: Pendiente AB < Pendiente AC' < Pendiente BC.
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Proposicion 1.3.1. Sean f: I — R una funcion convexa, x,y,z € I,
tales que T < y < z, entonces

)= @) _ ()= f@) _ )= f)

Yy— B Z—x o Z—y

(1.5)

Demostracion. Para la primera desigualdad consideramos

— T
y=v+i—(z—x)
zZ—XT

y se usa la parte a. de la Proposicién 1.3. Para la segunda desigualdad
se procede de manera similar considerando

Z—X

z=x+ (z —y).

De las desigualdades (1.5) se obtiene el siguiente corolario.

Corolario 1.3.1. Sea f : I — R una funcién convexa, entonces para
cada x € 1, la funcion

rel- o) [OZTD

t —
es creciente.

Usando la Proposicion 1.3.1 y el Corolario 1.3.1 se comprueba que toda
funcién convexa f : I — R posee derivadas laterales. Este resultado fue
demostrado en la iltima década de siglo XIX, por el austriaco Otto Stolz
en [239].

Teorema 1.3.1 (Teorema de Stolz). Sea f : I — R una funcion conve-
za, entonces f posee derivadas laterales en cada punto de I, las derivadas
laterales son crecientes y el conjunto E de los puntos de I, donde f no
es derivable es numerable y f es continua en [ — E.

o
Demostracion. Sea x© € I y consideramos t,y € I, t < x < y, entonces
de la desigualdad (1.5) tenemos que los cocientes M, t < x estédn

t—x
fy)=f(x)

acotados por =
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Del Corolario 1.3.1 resulta que

vy g SO —f@) o f) = fl) _ fly) - f=)
=) = ltZTTﬁ R —- = y—xv (1.6)
De manera similar se concluye que
vy g S = @) fy) = fle) S - f(=)
f+(@) —lyzg e _225 y—x = t—x (L7)

Las desigualdades (1.6) y (1.7) garantizan la existencia de las derivadas
laterales de f en cada x del interior de I y que

fl(@) < fi(z).
Ademss si z < s < y la desigualdad (1.5) garantiza que

fls) = f(z) _ f(s) = fy)

sS—x - s—vy

y de la continuidad de f en el interior de I se tiene

f(y) — f(=)

< w. (1.9

fi(z) <

Asi
fL@) < fil@) < fLly) < fily) =<y
En consecuencia las funciones derivadas laterales f’ y f! y las derivadas

laterales son crecientes y tienen limites laterales. Ademds de la mono-

o
tonfa de la derivada f!, la desigualdad (1.8) y la continuidad de f en I
se concluye

fly) = fl@) _ fly) = ft)

fi(t) < lim fi(z) < lim _

zlt Yy—x y—t
Come fly) = f(¥)
, Yy)— /
lim P 1+ (),
resulta
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Por otra parte x < y < t, entonces de la desigualdad (1.8), continuidad
de f en el interior de I y obtenemos

fl@)—f@) . f@)-fly) .. .
emt T ey SRR
Como ) — £
i) =i MO < ) < g,
se tiene
Uimf', (t) = f.(t). (1.10)
yTt

Como f (t) < f.(t), de las ecuaciones (1.9) y (1.10) se concluye que
L) = lim L @) < Ui (@) = J40)

De esta manera f’(t) = f/(t) en aquellos puntos ¢ € I, tales que
li;n fi(z) = lz’in fi(x), es decir los puntos donde una funcién crecien-
Tt x|t

te es continua. En consecuencia el conjunto F de discontinuidades de
[ es numerable (ver [13], [135] o [183]). Asi se tiene que f’existe y es
continua en I — F.

O

En la siguiente figura (Figura 1.4) presentamos un ejemplo de una fun-
cién convexa que no es diferenciable.

A

Figura 1.4: Funcién convexa no diferenciable.
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En los dos resultados siguientes exponemos condiciones necesarias y su-
ficientes que garantizan la convexidad de una funcién diferenciable en un
intervalo abierto. Estos resultados son utilizados en los cursos clasicos
de Célculo, cuando se grafican funciones.

Proposiciéon 1.3.2. Sea f : (a,b) — R diferenciable, entonces f es
convexa si y solo si f' es creciente.

Corolario 1.3.2. Sea f : (a,b) — R dos veces diferenciable, entonces f
es convexa si y sélo si f” es no negativa.

Para los detalles de las demostraciones ver [31], [223], [228], [238] 0 en
libros de Célculo Diferencial en una variable.

El siguiente resultado relaciona el concepto de convexidad con la integral
de funciones crecientes.

Proposicién 1.3.3. Una funcion f : (a,b) — R es convezxa si y sdlo si
existe una funcion creciente g : (a,b) — R y un punto ¢ € (a,b), tal que:

Demostracion. Ver [223] o [228]. O

1.4 Soporte de una Funcion Convexa.

Geométricamente, la idea de recta soporte de una funcién f : I — R,
en un punto (z, f(zo)) de su grafica, es una recta que pasa por dicho
punto y cuya grafica estd por abajo de la grafica de la funcién. Es decir,
existe un nimero m, tal que m(x — xy) + f(xg) < f(z), x € I, como se
ilustra en la Figura 1.5.
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Figura 1.5: Rectas soporte.

En el caso de las funciones convexas existe una caracterizacion mediante
rectas soportes (ver [223]).

Proposicién 1.4.1. f : (a,b) — R es convezxa si y sdlo si para cada
punto xo € (a,b) existe una recta soporte en (xo, f(zo)).

En la demostracién de esta proposicién se toma como recta soporte en
(xo, f(x)) a cualquier recta que pase por dicho punto y cuya pendiente
m € [fL(z0), f(x0)]. Por ejemplo en el caso de la funcién f(t) = |t|,t €
[0, 1], podemos tomar como recta soporte a y = mz, —1 < m < 1.

En la Figura 1.6 se presentan dos ejemplos de funciones convexas. Una
que tiene una tnica recta soporte en cada punto de su grafica, mientras
que la otra tiene varias rectas soporte en un punto.

Figura 1.6: Rectas soporte.
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En el caso que una funcién convexa f es diferenciable, existe una sola
recta soporte, como se indica a continuacién (ver [223, 228]).

Proposicién 1.4.2. Sea f : (a,b) — R conveza. La funcion f es dife-
renciable en xo € (a,b) si y sdlo si

y = f'(z0)(x — o) + f(w0)

es la dnica recta soporte de f.

1.5 Operaciones con Funciones Convexas.

En esta seccion presentamos un resumen de las operaciones que podemos
hacer entre algunas funciones para que el resultado sea una funcién
convexa. Para las demostraciones de las distintas proposiciones ver [223,
228, 238|.

Proposicion 1.5.1. Sean f,g : I — R funciones convexas y ¢ > 0,
entonces

a. f+g y cf son funciones convezas.

b. Si f y g son funciones no negativas y crecientes (decrecientes),
entonces el producto f - g tiene las mismas propiedades.

En la siguiente proposicién se presentan propiedades que deben cumplir
dos funciones f y g para que la composicién go f sea una funcién convexa
o céncava.

Proposicién 1.5.2. Sean f: 1 —-R yg: f(I) — R. Entonces
a. max {f(x),g(x)} es convexa.

b. Si f y g son convexas y g es creciente, entonces la funcion com-
puesta go f es conveza.

c. Si f es concava y g es convexa y decreciente, entonces g o f es
convexa.

d. Si fy g son cdncavas y g es creciente, entonces g o f es concava.
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e. Si f es convexa y g es concava y decreciente, entonces g o f es
concava.

En las dos proposiciones siguientes se exponen resultados relacionados
con familias de funciones convexas.

Proposicién 1.5.3. Sea {f, : I — R} una familia de funciones conve-
zas, entonces el conjunto J = < x € I : supfq(x) < oo p es un intervalo
«

y f:J — R, definida por

f(z) = sup fulz), z€J
€S convexa.

Proposicion 1.5.4. Sea f, : I — R, n > 1, una sucesion de funciones
convezas que converge puntualmente a una funcion f : I — R. Entonces
f es convexa y la convergencia es uniforme sobre cualquier intervalo

o
incluido en I.
Ahora exponemos un resultado donde se presentan condiciones para que

la funcién inversa de una funcién convexa mondtona sea céncava o con-
vexa.

Proposicion 1.5.5. Sea f: I — R una funcion estrictamente mondto-
nay f~1: f(I) — I la funcién inversa de f. Entonces:

a. Si f es convexa vy creciente, entonces f~'es concava o equivalen-
temente, si f es concava y creciente, entonces f_1 es convera.

b. Si f es convexa y decreciente, entonces f~les conveza o equivalen-
temente, si f es concava y decreciente, entonces f~' es concava.

1.6 Separacién de Funciones por Funciones Con-
vexas.

En el ano 1994 K. Baron, J. Matkowski y K. Nikodem [26] estudian el
problema de determinar condiciones necesarias y suficientes para que
exista una funcién convexa h : I — R, entre dos funciones f,g: I — R.
Geométricamente
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-
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Figura 1.7: hes convexay f < h <g.

Por supuesto que existen situaciones donde este problema no tiene so-
lucién, como se muestra en la Figura 1.8.

.

- M

b

Figura 1.8: No existe h convexa tal que f < h <g.

Mas precisamente, el resultado a que hemos hecho referencia, expresa lo
siguiente.

Teorema 1.6.1 (Teorema del Sandwich). Sean f,g: I — R. Entonces
fy g verifican la desigualdad

fltz+ (1 =t)y) <tg(z) + (1 —t)g(y), te][0,1] (1.11)

st y solo si existe una funcion convexa h: I — R, tal que f < h < g.

Demostracion. Ver [26, 83]. O
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En [26, 83| se presenta un ejemplo donde se muestra que este resulta-
do no puede generalizarse para funciones reales definidas en D C R"
considerando en la Desigualdad (1.11) combinaciones convexas de n ele-
mentos de R".

En [26] consideran tres raices z1, 22,23 diferentes de la unidad y las
funciones f, g : B(0,2) C C — R, definidas por:

o= o e EERE

Y demuestran que f y g cumplen la desigualdad (1.11) y no existe
h: B(0,2) — R convexa verificando f < h < g.

La generalizacién que establecen K. Baron, J. Matkowski y K. Nikodem
del Teorema 1.6.1 en [26] se manifiesta en el siguiente resultado.

Teorema 1.6.2. Sean f,g: D C R™ — R. Entonces f y g verifican la
desigualdad

[ty + - top1ong) < tig(er) + - tpp19(Tny1), (1.12)

para n+1 puntos x1,...,xnr1 € D yn+1 nimeros ti,...,tp41 € [0,1]
tales que t1 + ... +tp11 = 1, si y solo si existe una funcion convexa
h:D CR" =R, tal que f <h <g.

1.7 Funciones Convexas y Desigualdades Clasi-
cas.

A partir de la Desigualdad de Jensen (Desigualdad (1.4)) se deducen
otras desigualdades que son de uso frecuente en el Anélisis Matematico.
Esta seccion la dedicaremos a presentar las mismas, exponiendo en al-
gunos casos ideas para las demostraciones. En todo caso los detalles se
pueden hallar en [190, 204, 223, 228, 238].
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De la desigualdad (\/_ — \/§)2 > 0, se obtiene que si z e y son nimeros
no negativos, entonces

Vi =iy < L

Esta desigualdad asegura que la media geométrica de dos numeros es
menor o igual que su media aritmética. La siguiente proposicién gene-
raliza este resultado.

Proposicién 1.7.1 (Media Geométrica-Media Aritmética [190], [223]).

Sean {xz;};,, {ti};_, nimeros reales, tales quex; > 0,t; >0i=1,...,n
n
y >.t; = 1. Entonces:
i=1
:E?:Utf e xfl" < tix1 +toxo + -+ thxy. (1.13)

Demostracion. La idea es aplicar la Desigualdad de Jensen a la funcién
f(x) = exp(x), tomando = = tilnz) + - - - + tylnz,.
O

Observacién 1.7.1. En el caso particular que p > 1, ¢ > 1 sean nime-
ros tales que % + % = 1. Al tomar z1 = 2P, x5 = yP la desigualdad (1.2),
se transforma en:

p q

En [190] hay una demostracién de esta desigualdad bastante interesante.

IN

xy (1.14)

Esta desigualdad es también consecuencia directa de la convexidad de
la funcién exponencial, ya que usando la desigualdad (1.1) o (1.2), se
tiene:
Ty = elnxy — 6%””:? + eélnyq < x_p 4 y_q
p q
Proposicién 1.7.2 (Desigualdad de Holder [146], [223]). Sean {z;}"
y {yi}i; ndmeros no negativos; p > 1, ¢ > 1, tales que % + % = 1.

FEntonces:
n n 1/p n 1/q
Zmiyi < (Z xf) (Z y?) . (1.15)
i=1 i=1 i=1
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Demostracion. Se aplica la desigualdad (1.14) tomando

X1 Y1

- n 1/P Y= n 1/‘1
() ()

y haciendo la suma sobre . U

En el caso que p = g = 2, la desigualdad de Holder se transforma en la
Desigualdad de Cauchy-Schwarz [146].

n n 1/2 / p 1/2
S < (z ) (z ﬁ) ,
=1 =1 =1

que es cierta independientemente de los valores de z; , y;, 1t = 1,...,n.
Otra desigualdad de uso frecuente se establece en la siguiente proposi-
cién.

Proposicién 1.7.3 (Desigualdad de Minkowski [223]). Sean {z;};—; vy
{yi}i, mimeros no negativos y p > 1. Entonces:

n 1/p n 1/p n 1/p
(Z(-’L‘z +yi)p> < (Z(Cﬂz)p) + (Z(yz)p> . (1.16)

i=1 i=1 i=1

Demostracion. La idea es escribir

n
sz+yz szxz+ylp1+zyzxz+yz -1
i=1

y aplicar la desigualdad de Holder a cada una de las sumas de la derecha

(9= 5%)

O

Ahora presentamos algunas desigualdades donde intervienen integrales.

Proposicién 1.7.4 (Desigualdad de Holder para integrales [59], [146],
[190]). Sean f,g: (a,b) =R yp>1,q> 1 nimeros, tales que +% =
1. 8% fP y g9 son integrables, entonces f - g es integrable y

/ab |f(t)g(t)] dt < </ab|f(t)!pdt> h (/ab(]g(t)]th> Uq. (1.17)
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Demostracién. Si |[|fll, =0 o [|g]|, = 0 el resultado es inmediato. Ahora
considerar x = % , Y = ﬁ en la Desigualdad (1.14) e integrar en
p q

ambos lados de la desigualdad. O
Observacion 1.7.2.

a. En [190] se afirma que la Desigualdad de Holder fue demostrada
en 1888 por L. J. Rogers [225] de manera ligeramente diferente a la
demostracién dada por O. Hélder un ano después en [122]. Por esta
razén esta desigualdad es conocida como Desigualdad de Rogers-
Holder. En [159] L. Maligranda relata el desarrollo histérico de la
demostracién de esta desigualdad.

b. En el caso p = ¢ = 2 la Desigualdad (1.17) se obtiene la versién
de la Desigualdad de Cauchy-Schwarz para integrales

/ab!f(t)g(t)ldt < (/ablf(t)Pdt> 1/2 (/abqg(t),z dt) 1/2. (1.18)

También se obtiene la desigualdad de Minkowski para integrales de fun-
ciones f, g p-integrables con p > 1.

Proposicién 1.7.5 (Desigualdad de Minkowski para integrales [59],
[190]). Sean f,g : (a,b) — [0,00) y p > 1. Si fP y gP son integrables,
entonces (f + g)Pes integrable y

([ v+s0r) V< ([ wor) R ([ o) "

(1.19)

Otro resultado de gran utilidad es la Desigualdad de Jensen para inte-
grales.

Proposicién 1.7.6 (Desigualdad de Jensen para integrales [146]). Sea
f:(a,b) = R convexa y ¢ : [c,d] — (a,b) integrable. Si a : [¢,d] —
[0, 00) wverifica f; a(t)dt = 1, entonces:

/ ( / da(t)w(t)dt) < | "ot F(o0)t (1.20)



El Desarrollo del Concepto de Funcién Convexa 37

Por supuesto que son ciertas las respectivas versiones de estos tres ulti-
mos resultados (Desigualdades (1.17), (1.19) y (1.20)) en un espacio
medible (2,2, 1) vy f,9: Q@ — R, cambiando béasicamente la integrales
por [q,. (ver por ejemplo [106, 118, 145]).

Otra desigualdad muy conocida, demostrada por el matemaético inglés
W. H. Young el afio 1912 en [256], donde aparecen las funciones convexas,
es la siguiente:

o0) —

Proposicién 1.7.7 (Desigualdad de Young [190]). Sea ¢ : [0,
=0, ¢ es

[0,00) una @—funcion estrictamente creciente, es decir: ¢
conveza, (0) =0 y lim p(z) = co. Dendtese por:
T—r00

fz) = /:MS)ds ) = /qu:l(s)ds, 2,y € [0,00).

Entonces:

ab < f(a)+ f*(b), a,b € [0,00). (1.21)
Demostracion. La demostracién, puede verse en [190] o [228]. O

Observacion 1.7.3. Podemos notar que la desigualdad (1.14) es un ca-
so particular de la Proposicién 1.7.7, considerando f(z) = 2P~ x > 0.

Por ultimo exponemos la desigualdad de Hermite-Hadamard [104, 116]
cuya demostracién puede verse en la p.53 de [190].

Proposicién 1.7.8 (Desigualdad de Hermite-Hadamard [190]). Sea f :
I — R convezxa, entonces:

En la p. 65 de [190] hacen un relato sobre las demostraciones de Ch.
Hermite y J. S. Hadamard de esta desigualdad.
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trica de esta desigualdad se obtiene multiplicando

cada miembro de la desigualdades (1.22) por y — z.

6n geomé

7

Una ilustraci

S+ /)

Figura 1.9: Regiones A, By C

En la Figura 1.9 se tiene que

’

Area(A) < Area(B) < Area(C),

z

’

donde A, B y C son las regiones sombreadas.

En 1905 el matemético hungaro Lepold Fejér [85] generaliza la Desigual-

dad de Hermite-Hadamard como sigue:

[a,b] — R una
: [a,b] = [0,00) una funcion de densidad simétrica

1.7.9 (Desigualdad de Fejér). Sean f

icion

funcion convexa y g

Propos
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(g(a+b—2x)=g(x), x €la,b] y ffg(z:)dx =1). Entonces

(%Ly) /f gds < LOEIW) ey (123)

2
Observacion 1.7.4.

a. Considerando en la Desigualdad (1.23) g(s) = y_%, s € [x,y] , se
obtiene la Desigualdad de Hermite-Hadamard.

b. Sobre las Desigualdades de Hermite-Hadamard y Fejér existen va-
rias generalizaciones para una gran variedad de funciones convexas
estudiadas en el Capitulo II de este libro (Ver [9, 10, 20, 72, 75,
76, 81, 82, 150, 171, 174, 175, 233]).

c. Enlos libros [21, 47, 110, 204] se pueden revisar otras desigualdades
relacionadas con la Desigualdad de Jensen.

1.8 Funciones Convexas Definidas en R".

La definicién de convexidad para funciones f : D C R™ — R, es la misma
Definicion 1.1.1, pero para que tenga sentido la expresion de la izquierda
de la Desigualdad de Jensen (Desigualdad (1.1)), debemos suponer que
el conjunto D es convexo, es decir:

Definicion 1.8.1. Un subconjunto D C R™ es convexo si el segmento
que une dos puntos cualesquiera de D esta totalmente incluido en D, en
otras palabras, se verifica

ryyeD=te+(1—-t)ye D, te(0,1).

En lo que sigue cuando nos referimos a un conjunto D, suponemos que
es un subconjunto convexo de R™; salvo que se advierta otra condicién.

En la Figura 1.10 mostramos un ejemplo donde (a) es un conjunto con-
vexo y (b) no lo es.
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@ *)

Figura 1.10: (a) y (b)

En la siguiente proposicion exponemos algunas propiedades de los con-
juntos convexos.

Proposicion 1.8.1. Sea D C R™ un conjunto convexo. Entonces

o o
a. Si D # O, D es convezxo.
b. D es convexo.
c. St A:R" = R™ es una funcién afin, entonces A(D) es convezo.

Demostracion. Ver [25, 31, 79, 100, 223, 238, 245]. ]

La bibliografia sobre conjuntos convexos es extensa. Para revisar al-
gunos resultados concernientes a estos conjuntos se pueden consultar
[1, 63, 79, 100, 222, 223, 238]. En [78] R. J. Dwilewicz hace una ex-
posicién histérica sobre los conjuntos convexos. También es interesante
revisar [102] donde se se estudian aspectos de Convexidad Discreta, Con-
vexidad Estocastica y Convexidad Geométrica.

El concepto de convexidad para una funcién f : D C R™ — R es exacta-
mente el mismo que el dado en la Definicion 1.1.1. De esta manera
tenemos:

Definicion 1.8.2. f: D C R" — R es convexa si y sdlo si
fltw+(1—ty) tf(@)+ (1= Df(y), zyeD,te(0,1). (1.24)

Otra definicién equivalente de funciones convexas la podemos dar a
través de lo que se conoce como el Epigrafo de una funcién.

Definicion 1.8.3. Sea f: D C R™ — R. El epigrafo de la funcion f o
abreviadamente epi(f) se define como el subconjunto de R"*1 = R"™ x R

epi(f) = {(z,a) e D xR: f(x) < a}. (1.25)
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y los que estan por encima de la grafica, como se ilustra en la Figura

Geométricamente el epigrafo de una funcién son los puntos de su grafica
1.11.

El Desarrollo del Concepto de Funcién Convexa

Figura 1.11: Epigrafo de la funciéon f

— R. Entonces f es convexa si y

La demostraciéon de este resultado es sumamente sencilla, usando los

En 1953 el matemdtico alemdn Moritz Werner Fenchel en [86] da la
respectivas definiciones.

siguiente caracterizacion de funcién convexa a través de su epigrafo.

Proposicion 1.8.2. Sea f: D C R”
solo si epi(f) es un conjunto convexo.

y a valores en R extendido es decir R =

Algunos autores como en [1, 222] consideran las

funciones definidas en R"

Observacion 1.8.1.

con —oo y oo similares a las que ocurren cuando se trabaja con limites

R U {—00,0}. Haciendo algunas consideraciones con las operaciones
de funciones reales, como por ejemplo:

e —co<x<oo, xE€R
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Ademss se denomina Dominio Efectivo de una funcién f : R — R al
conjunto

dom f:={zxeR: f(z) < co}.

y si f no toma el valor —oo se dice que f es una Funciéon Propia.

Con estas consideraciones para definir funcién convexa se asume que
f :R"® = R es una funcién propia que dom f # @ que verifica la De-
sigualdad 1.24. Obsérvese que si f(x) = 00 o f(y) = oo esta desigualdad
siempre se cumple y ademas dom f es un conjunto convexo.

Si f: D cCR"™— R es convexa entonces f : R” — R, definida como:

= | fle) , zeD

también es convexa y si f : R” — R es convexa entonces f |gom s €s
convexa.

Sin embrago, como la mayor parte de los articulos y libros que hacemos
referencia no toman en cuenta estas consideraciones, asumimos que las
funciones que manipulamos toman valores en R, salvo las multifunciones
que trataremos en un seccién al final.

Gran parte de los resultados obtenidos para funciones convexas definidas
en un intervalo, son ciertas para funciones en un subconjunto convexo
D de R"; por supuesto haciendo las correspondientes adaptaciones. En
lo que sigue presentamos un resumen de esos resultados (ver [146, 223,
222, 228)).

Teorema 1.8.1. Sea f: D C R" — R.
a. [ es convera si y sdlo si f wverifica la Desigualdad de Jensen (De-
sigualdad (1.4)) para x1, ..., T, € R™.
o
b. Si f es convera, entonces f es continua en D.
o
c. [ es diferenciables c.s. en D. Ademds si A es el conjunto de puntos

donde f no es diferenciable, entonces f es continuamente diferenciable
o
en D — A.
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o
d. Si f es convexa, entonces es diferenciable en x € D, si y solo si,
existen todas las derivadas parciales de f en x.

o
e. (0. Mangasarian [157]) Si f es diferenciable en D, entonces f es
convexa, st Yy solo si

o

fly) = f(x) > Vf(z)(y —z), y € D.

o
f. (W. Fenchel [86]) Si f es dos veces diferenciable en D, con derivadas
parciales de sequndo orden continuas en D entonces f es convexa si y
solo si la matriz Hessiana

O
0z? 0r10x9 0x10x,,
0 f 0% f 0% f
oG G 9120
Hf(x) = 20X Ty T20Tn
Ot x O x ﬁ(:U)
0z, 011 0x,0x2 oxn

o
es semidefinida positiva para cada x € D. Es decir yTHf(iﬂ) y=>0, ¢
o
D,y eR".

Demostracion. Ver [63, 100, 223, 228]. O

1.8.1 Extremos de Funciones Convexas.

En esta seccion hacemos un resumen del estudio de extremos de funcio-
nes convexas f: D C R™ — R. Este es uno de los puntos mas relevantes
de estas funciones porque permite trazar un camino para la re-solucién
de problemas de optimizacion. Es conocido de cursos de Calculo que
cualquier funcién continua sobre un compacto alcanza sus extremos y
que si es diferenciable tiene derivadas parciales nulas (derivada nula en
el caso real) en cualquier extremo local del interior de D. En el caso
de funciones convexas, la situaciéon es mas sencilla y la exponemos a
continuacion.
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Teorema 1.8.2. Sea f: D C R" = R conveza.
a. Si f tiene un minimo local en x, entonces x es un minimo global (W.
Fenchel [86]). El conjunto de los minimos locales es convexo. Si f es
estrictamente convezxa solo hay un minimo local.

o
b. Siz € D yVf(x)=0, entonces f tiene un minimo global en x.
o
c. Si f alcanza un mdximo global en x € D, entonces [ es constante en
D.
d. S8t D es compacto y f es continua en D, entonces f alcanza su mdxi-

mo en un punto de la frontera de D, que no se puede escribir como
combinacion convexa de otros puntos distintos de D.

Demostracion. a. Supongamos que f tiene un minimo local en x. Como
D es convexo, si y € D, entonces tx+ (1 —t)y € D, t € (0,1). Tomando
t suficientemente pequenio y usando la convexidad de f, resulta que:

fla) < flte+ (1 =t)y) <tf(z) + (1 =) f(y).

Entonces (1 —t)(f(y) — f(z)) > 0y asi f(y) > f(x). Lo que garantiza
que z es un minimo global.
La demostracién de las otras partes de a. son sumamente sencillas.

b. Es consecuencia del Teorema 1.8.1 parte e.

o
c. Si existe y € D, entonces como z € D, existe t > 1 tal que z =

tr + (1 —t)y € D. Entonces = = %z + %y. Luego

1 t—1 1 t—1
f(z) < Zf(z) + Tf(y) < ;f@) + Tf(y) = f(y).
Lo que es una contradiccién.
d. Es consecuencia de la parte c. ]

Observacién 1.8.2. Los puntos de un conjunto convexo ID que no se
pueden escribir como combinacion convexa de otros dos puntos de D,
es lo que se conoce en la literatura como Puntos FExtremos de D. La
parte d. del Teorema anterior es el famoso Teorema de Krein Milman
[143] (ver por ejemplo [25, 32, 59, 238]). Este resultado es utilizado para
garantizar la existencia de soluciones de un problema de Programacién
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Lineal. (Maximizar un funcional lineal sobre un poliedro).

Existen una variedad de trabajos donde se estudia el uso de las funciones
convexas en problemas de optimizacién (ver por ejemplo [23, 35, 41, 53,
58, 62, 63, 68, 91, 191, 222, 223, 240, 259]). En este sentido es importante
resaltar lo que indican S. K. Mishra, S. Y. Wang y K. K. Lai en [177]:

“La convexidad es una de las hipotesis mas frecuentemente utilizada en
la teoria de optimizacién. Se utiliza por lo general para dar validez global
a ciertas proposiciones, que de lo contrario sélo serian verdaderas local-
mente. Por ejemplo, un minimo local de una funcién convexa es también
un minimo global. Por otra parte, la convexidad también se emplea para
obtener la suficiencia de condiciones que s6lo son necesarias, como con
el Teorema de Fermat cldsico o con las condiciones de Karush-Kuhn-
Tucker en programacion no lineal. En la microeconomia, la convexidad
juega un papel fundamental en la teoria del equilibrio general, y en teoria

de la dualidad”.

1.9 Funciones Convexas Definidas en un Espa-
cio Normado.

En esta seccién (X, || - ||) denota un espacio vectorial real normado. Por
supuesto el concepto de Conjunto Convexo de la Definicién 1.8.1 no de-
pende de que D sea un subconjunto de R™ (ni siquiera de que X sea
normado). La definicién es exactamente la misma si D C X. En lo que
sigue al referirnos a un conjunto D C X entenderemos que es convexo.
También son ciertas las propiedades del la Proposicion 1.8.1 La defini-
cién de Epigrafo (Definicién 1.8.3) es la misma para espacios normados
y la Proposicion 1.8.2 y la parte a. de la Proposicién 1.8.1 son ciertas
y las respectivas demostraciones son exactamente iguales que en el caso
R™. Algunos libros donde se puede consultar topicos de convexidad en
espacios normados son [23, 39, 79, 238|.

En cuanto a la continuidad debemos resaltar que en el caso de espacios de
dimensién infinita no podemos garantizar la continuidad de las funciones
convexas, como es el caso de los espacios de dimensién finita (ver parte b.
del Teorema 1.8.1). Esta situacién la ilustramos en el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 1.9.1. Consideremos el espacio normado X de las sucesiones

{an},~;, tales que la serie ) |a,| converge, con la norma [|{a,}|| =

sup |a,| . Podemos definir T : X — R, por T ({a,}) = >_ a,,. Entonces T'
n

es una transformacién lineal y por tanto 7" es una funcién convexa.
Para la sucesién a = {1,1,...,1,0,...} cuyos primeros n términos son
iguales a 1 y el resto iguales a 0, tenemos que

la =1, |T(a)] = n.

De esta manera tenemos que 1" no es una transformacién lineal acotada
y por lo tanto no es continua.

A pesar de que esta situacién podria resultar incémoda, el siguiente
Teorema aclara la situacion en cuanto a la continuidad de las funciones
convexas f: D C X — R.

Teorema 1.9.1. Sea f: D C X — R una funcion conveza.

a. Si f es acotada superiormente en un entorno de un punto de D, en-
tonces es acotada inferiormente en ese entorno.

b. Si f es acotada superiormente en un entorno de un punto de D, en-

(o]
tonces es localmente acotada en D.

c. Si f es acotada superiormente en un entorno de un punto de D, en-
tonces es localmente szschztz en D y por lo tanto szschztz en cualquier

compacto contenido en D En particular fes continua en D

o
d. Si f alcanza un mazrimo global en D entonces f es constante en D.

Demostracion. a. Supongamos que f es acotada superiormente por M >
0 en la bola B = B(xg,¢).

Sea x € B, entonces, 2xg —x € By como xg = 5 + ZQEOT_QE, usando la
convexidad de f, resulta

f(x) >2f(xo) — f(2xg —x) > 2f(x0) — M, z € B.

o
Demostremos ahora la parte b. Sea y € D — xy. Entonces podemos

o
escoger tg > 0, tal que topy € D. De esta manera para x € B, tenemos
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que

f((l—%>w+y> —f<(1—%>x+%toy> < M+ ftay).

De esta forma resulta que f es acotada superiormente en la bola

1
B 1—— )
((-2)7)
La demostracién de la parte c. la tomamos de [190]. Supongamos que f
es acotada por M en la bola B(z,2¢). Veamos que f es Lipschitz en la

bola B(zg,¢).
Sean x,y € B(xg,¢), x # y. Consideremos

13
|y — ||

z=y+ (y — ).
Entonces z € B(xg,2¢) y

_ € |y — ||
= T .
etlly—=zl  e+ly—z

Y

De esta manera, resulta

€ ly — |
W= !t Sy —ar

De donde se obtiene:

by =2l 70— sy

fly) = flx) < m
< W2 fa)
< ly-al.

La demostracién se concluye intercambiando los papeles de z, y.

d. Ver [190]. O
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1.9.1 Diferenciabilidad de Funciones Convexas en Espa-
cios Normados.

En esta seccién exponemos un resumen de algunos aspectos sobre la
diferenciabilidad de funciones convexas f : D C X — R. Denotamos
por X* el espacio vectorial normado de las funciones lineales y continuas
T :X — R, con la norma

1T = sup |T(z)].
0<|lz[<1
Definicion 1.9.1. Sea U C X un subconjunto abierto f : U — R.

f es diferenciable (o diferenciable Fréchet) en xog € U si existe una
transformacion lineal continua df (zg) : X — R, tal que

i (@) = £(a0) = df (@0) (& = 20)]

# o e — ol

=0

o equivalentemente si existe w : U — R, tal que w(xg) = lim wx)=0y
T—x(

f(x) = f(zo0) + df (x0)(x — x0) + w(z) [z — 20|, €U

Una funcion f: U — R es diferenciable Gateaur en o € U si existe la
derivada direccional

£ (w0, v) 1= lim B0 1) = J(@0)

, veEX.
t—0 t

Observacién 1.9.1. La funcién df (zg) es llamada diferencial de f en

xo. En el caso X = R" la diferencial df (xg) se puede calcular haciendo
el producto escalar del gradiente de f en zy por el vector z. Es decir:

df (zo)(z) = (Vf(z0),2),
donde

v er, k=1,...,n son los vectores de la base candénica de R".
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Si f es diferenciable para cada z € U y la funcién df : U — X* es
diferenciable en xg € U, se dice que f es dos veces diferenciable y la
diferencial de df la denotamos por df(xq). Esta funcién d?f asocia a
cada elemento x¢ € U un funcional lineal continuo d?f(z¢) : X — X*.

Teorema 1.9.2. Sea f: D C X —> R
o

a. Si f es diferenciable en D, entonces f es convexa si y sdlo si

fly— f(x) >df(xo)(y — ), z,y € 5

o
b. Si f es diferenciable en x,y € D, entonces f es convexa si y sdlo si

(df(y) — df(x)) (y —x) 20, z,y € D.
c. df(zo)(v)(v) >0, veX.
Demostracion. Ver [100, 190, 223, 228]. O

Concluimos el Capitulo I con la seccién 1.10 donde sugerimos al lector
hacer los siguientes ejercicios.

1.10 Ejercicios.

1. Demostrar usando la definicién de funcién convexa que las si-
guientes funciones son convexas:

a) f:I =R, f(z) =22
b) f:I =R, f(z)=|z|
c) [:(0,00) = R, f(x):%

2. Demostrar que la funcién f : [-1,1] — R, definida por:
0, —-1<zz<0
1, O0<z<Ll1

no es convexa

3. Demostrar utilizando la definicién que f : (0,00) — R, definida
por f(z) = Lnz es céncava.
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4. Demostrar que f : I — R es convexa y concava si y sélo si f es
afin.
5. Demostrar que f: I — R es convexa si y sélo si —f es cdncava.

6. Demostrar que f : I — R es convexa si y sélo si verifica la De-
sigualdad de Jensen (Desigualdad (1.4)).

7. Determinar analiticamente el conjunto A de la Figura 1.12 y de-
terminar si la siguiente afirmacién es cierta: f: I — R es convexa
si y sélo si la regién A es un conjunto convexo.

T
B i
Tt

T S5
B e e ettt
T T
e e T T e e e e
ettt bttt
edeteteletetedd 2eede%e %l
Bosesasesesel A [N
Veteteteteletd o8558
o558 eS8
N T
e Tt S S Tt
e eaeevietaetetuietaeies
et et N ettt e
oo Oy e
atatel oatatets
s eesetes

<
£
&
&

Figura 1.12: Regién A

8. Demostrar la siguiente versién de la Desigualdad de Jensen. f :
I — R es convexa si y solo si

itﬂ?i étif(wi)

fl = <=
> ti >t
i=1 =1

xel, t;>0,1=1,...,n.

9. Dar una férmula explicita de una funcién convexa f : I — R que
no sea continua.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Demostrar que si f : [0,00) — [0,00) es convexa y f(0) = 0,
entonces:

(a) f(tx) <tf(z), z>0,0<t<1.

(b) f(tx) > tf(x), x >0, 1 <t

(c¢) La funcién ¢t > 0 — @ es creciente.

Hacer la grafica de una funcién convexa que no sea derivable y dar
una féormula explicita de una funcién convexa f : I — R que tenga
sélo tres puntos donde no es derivable o que tenga una cantidad
numerable de discontinuidades.

Sean f : I — R una funcién convexa y x,y,z € I. Demostrar que:

() () ()]

x+y+z>

< 1)+ 1)+ 1) +3f (25

x,y,z € I. Tratar de generalizar este resultado.

Demostrar la Proposicion 1.3.2 y su corolario.

Demostrar que si f : [a,b] — R es convexa, entonces alcanza maxi-
mo en a o b.

Demostrar la Proposicion 1.3.3.
Demostrar las Proposiciones 1.4.1 y 1.4.2

Construir ejemplos que ilustren las Proposiciones 1.5.1, 1.5.2, 1.5.3,
1.5.4 y 1.5.5.

Resolver los problemas de las paginas 7, 13, 14, 15, 19, 20, 21 y 22
de [223].

Demostrar la Proposicién 1.8.2.
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20.

21.

22.

23.

24.
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Sean f : R — R una funcién convexa y ¢ : R — [0,00) nula fuera
de un compacto K C R. Demuestre que la funcién F' : R — R,
definida por

F(z):= /Rf(x —t)p(t)dt
es convexa (ver [52]).

Una funcién f: I — R es log-convexa si
fltz+ (1 =t)y) <[f@ [FW)", zyelte (L),

Sea f: D CR"™ — R tal que f alcanza un minimo local en x € D.
Demostrar que si y € D, existe tg € (0, 1) tal que

flz) < fltz+ (1 —ty)), 1<t<tp.

a) Demostrar que f es log-convexa si y sélo es positiva y = —
Ln f(zx) es convexa. Dar ejemplos de funciones log-convexas
e investigar qué operaciones se puede hacer entre ellas, para
que el resultado sea log-convexa (suma, producto, limite de
sucesiones).

b) Sif > 0, entoncesf es log-convexa siy sélo si g(x) := e f(x),
x €1, a¢€R es convexa.

c) Si f es log-convexa, entonces es convexa. Para el reciproco

tomar f(x) = Va3, z > 0.
Sean I = [a,b] , D C R™, f: I xR™ — R, tal que f es continua

en la primera variable para cada x € D y convexa en la segunda
variable para cada t € I. Demostrar que F': D — R, definida por

F(z):= /bf(t,x)dt, xeD

es convexa y construir ejemplos de funciones tipo F'.

Sean f: D C X — R convexa y g : I — R creciente. Verificar que
si f(D) C I, entonces g o f es convexa.
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25. (Ver p.71 de [190]) Funcion Gamma. La funcién gamma se define
como:

oo
I':(0,0) >R, I'(z):= / t*le7tdt, x > 0.
0

Demostrar que:
a) Nz + 1) = 2I'(z), = > 0.
(1)=1

o
,1

¢) T es log-convexa.

(§]

)
)
)

d) I'(k+1)=k!, keN
) © — al'(z), z > 0 es convexa y tiende a 1 cuando z — 0T.
)

f) La funcién I es la unica funcién real definida en (0, 1), que verifica
a., b. y c. (ver [190]).

8) I'(3) = v

Para buscar mas propiedades de esta funcién revisar [190].

26. Funcién Beta. La funcién beta se define como:
1
B:(0,00)2 =R, B(z,y):= / t* Y1 —t)tdt, z,y > 0.
0

Demostrar que:
a) B(z,y) = B(y,x).
b) B(z+1,y) = ;7 B(x,y).
c) B(z,y) es log-convexa en x, para y fijo.

d) B(z,y) = Y.

27. Sea f € C]0,1]. Para cada nimero p > 0, se define:

:(AWﬂ@VMQUA
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28.

29.

30.

31.

32.
33.
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Demostrar que si p > 1, N, : C[0,1] — [0,00) es una funcién
convexa (ver [52], p.51).

Demostrar que cualquier norma en una espacio vectorial X es una
funcién convexa.

Sean (X, ||-||) un espacio real normado y D C X. Verificar que la
funcién

f:X=R |, f(z):=d(z,D)
es convexa.

Sea f : D C X — R una funcién convexa. Demostrar que el
conjunto de nivel

La:{$:f<$)§a}
€S convexo.

Sea D C X convexo tal que 0 € D. Consideremos el funcional de
Minkowski asociado a D, pp : X — [0, 00), definido por:

pp(x) :=inf {A>0: x € AD}, zxzeX
Demostrar que:

a) pp es un funcional sublineal. Es decir pp(x + y) < pp(x) +
pp(y), pp(tx) = tpp(x), x,y € D, 1 > 0.

b) pp(xz) =0, siy sélosi, {tx: x € D} C D.

c) D=A{z: pp(x)=1}.

d) D={x: pp(x) <1} cDcC{x: pp(x) <1} =D.

Demostrar que BCla,b] C BVs[a, b].

Sea X un espacio vectorial

a) Demostrar que la interseccién de conjuntos convexos de X es
un conjunto convexo pero la reunién no necesariamente es un
conjunto convexo.

b) Verificar que en general si A C X no necesariamente A+A =
2A. Demostrar que A es convexo si y sblo si ad + BA =
(a+PB)A, a, > 0.
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)

d)

Sean Y un espacio vectorial, T : X — Y una transformacion
afin y D C X un conjunto convexo. Demostrar que T'(D) es
convexo.

Si A C X se define la Capsula Convexa de A como la inter-
seccién de los conjuntos convexos que contienen al conjunto
A y se denota por Conv A. Construir la cdpsula convexa de
algunos subconjuntos de R2.

Si A C X una Combinacién Convexa de elementos de A es
cualquier combinacién lineal de elementos de A ayx1 + -+ +
arTk, talesque a; € [0,1], 1 =1,...;kyay+---+ai = 1. De-
mostrar que ConvA es igual al conjunto de las combinaciones
convexas de A.

Demostrar que si A y B son subconjuntos convexos de X,
entonces

Conv(AUB)= | (tA+(1—1)B).
t€[0,1]

Generalizar este resultado para una cantidad finita de con-
juntos convexos.

Hay un resultado muy importante cuando se estudian los con-
juntos convexos de R"™ demostrado por C. Carathéodory en
1911 [55], que enunciamos a continuacion.

Teorema 1.10.1 (Teorema de Carathéodory). Sea A C R", en-
tonces todo elemento de A es la combinacion conveza de a lo sumo
n+ 1 elementos de A.

Este resultado es de vital importancia en la Teoria de Conjuntos
Convexos. Su demostracion se encuentra en muchos textos, por
ejemplo ver [1, 190, 222, 245]. Usar este resultado para demostrar
que si A es compacto entonces Conv A es compacto y si A es
abierto entonces Conv A es abierto.

Otro resultado de interés en el siguiente teorema, demostrado por Eduard
Helly en 1913 y publicada diez anos después [115]. En [65] se hace un
estudio extenso de este teorema.
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Teorema 1.10.2 (Teorema de Helly). Sea C = {C;},.; una familia, de
al menos n+1 subconjuntos convexos no vacios de R™. Si la interseccion
de cualquier coleccion de n+1 miembros de C es no vacia, entonces la
interseccion de los miembros de la familia C es no vacia.

La demostracién de este teorema se puede ver en [1, 35, 222].

1. Sean f; : R" - R, ¢ =1,...,m funciones convexas y consideremos
la familia de desigualdades:

D: fl(x) < O??fk(x) < 07fk+l(x) < O??fm(x) <0.

Demostrar que si todo sistema de n + 1 desigualdades del sistema
D tiene solucion, entonces el sistema D también tiene solucién.

2. Sea A C R? con la propiedad que cada tres puntos de A estdn
contenidos en un disco de radio 1. Demostrar que existe un disco
de radio 1 que contiene a A.

3. Consideremos una familia segmentos “paralelos” de R2, tal que
cada tres segmentos son cortados por una recta vertical a ellos.
Demostrar que todos los segmentos de la familia son cortados por
una recta vertical a todos.

Cs
o A
- L ]
A *"B% C
De
L]
.E Fe G
ﬂ"l L"z

Figura 1.13: Ilustraciéon del Teorema de Helly

En la figura anterior se ilustra el Teorema de Helly para una familia
C de cuatro conjuntos en el plano el cual estd constituida por los
conjuntos:

Cl = {AvaDvaF} ) CQ = {B7C7D7F’G}’
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C3:={A,B,C} , Cy:={B,D}.

La interseccién de tres (n + 1 = 3) de estos conjuntos es no vacia.
En efecto:

Clﬂ02ﬂ03:{B} , C1ﬂCQﬂC4Z{B,D},
01ﬂ03ﬂ04:{B} , 020030042{3}.

Entonces el Teorema de Helly garantiza que C1NCyNC3NCy # Q.
En este caso esa interseccion es igual a {B}.

En la Figura 1.14 se considera una familia C de tres conjuntos,
tales que la interseccion de dos de ellos es no vacia.

Figura 1.14: La interseccion de A B y C es vacia

En este caso la familia C estd constituida por los tres conjuntos:
Sy :={A,C} , Sy:={B,C} , S3:={A,B}.

La interseccién de dos cualesquiera de ellos es no vacia y la inter-
seccion de los tres si lo es. Este ejemplo muestra que la condicién
“n+1” en el Teorema de Helly no se puede debilitar.

4. Sean f; : R®* - R, i =1,...,m funciones convexas y consideremos
la familia de desigualdades:

D: fi(z)<0,..., fr(x) <0, frr1(z) <0,..., fm(z) <O0.

Demostrar que si todo sistema de n 4 1 desigualdades del sistema
D tiene solucién, entonces el sistema D también tiene solucion.

Existe otro teorema que tiene mucha relacién con este tema, co-
nocido como Teorema de Radon (Ver [217]).
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Teorema 1.10.3 (Teorema de Radon). Para cualquier subconjun-
to de R™ con n+ 2 elementos, se puede construir una particion de
dos conjuntos A y B, tales que

ConvA N ConvB # O

Observemos que si consideramos tres (3 < n + 2) puntos colinea-
les en R?, entonces si A estd conformado con dos de esos puntos
y B con el tercero, necesariamente ConvA N ConvB = . Con
este ejemplo constatamos que la condiciéon “n + 2 elementos” del
Teorema de Radon, no puede debilitarse.

Una relacion interesante de estos tres teoremas es que cualquiera
de los tres se deduce de los otros dos (ver [65]). En [65] estdn las
demostraciones de estos tres teoremas.

La Figura 1.15 ilustra el Teorema de Radon para dos conjuntos de
4 puntos en el plano.

+1 -1

Figura 1.15: Teorema de Radon



Capitulo 2

Otros Conceptos de
Convexidad.

Este capitulo lo dedicamos a estudiar algunas “variantes” del concepto

de funcién convexa, que han conducido a nuevas definiciones y que se
han desarrollado desde 1905-06 cuando L. W. Jensen realizé el estudio

del concepto clésico de funcién convexa en [131, 132].

Por supuesto, hay varias opciones que podemos seguir para modificar el
concepto dado en la Definicién 1.1.1 para funciones f : I — R, como
enumeramos a continuacién.

1. Cambiar el dominio de la funciéon f. Algunas opciones pueden ser
sustituir el intervalo I por un subconjunto convexo D C R™ o por
un subconjunto convexo de un espacio vectorial o normado. De
hecho en el Capitulo 1 tratamos estas situaciones.

2. Cambiar el rango R de la funcién f. Por ejemplo podemos consi-
derar un espacio vectorial Y. Sin embargo, para que tenga sentido
la Desigualdad (1.1) es necesario que en Y tengamos definido un
orden. Un caso particular de esta situacién es el conjunto de partes
P(Z) de un espacio vectorial Z.

3. Alteraciones la Desigualdad (1.1).

4. Hacer combinaciones de las opciones anteriores.

59
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Béasicamente en este capitulo nos dedicaremos al punto 3. presentando
algunos resultados importantes en cada caso.

2.1 Funciones Midconvexas

En 1905 J. W. Jensen [131] introduce el concepto de funcién midconvexa
(también se conoce como convexa en el punto medio o Jensen-convexa).

El libro escrito por el polaco Mareck Kuczman en 1985 [146] contiene
un excelente material sobre el topico que tratamos en esta seccidn.

Definicion 2.1.1. Una funcion f: I — R es midconvexa si

f(:lH-y) - f(z) + f(y) vyel (2.1)

2 2 ’

Si la desigualdad (2.1) se verifica en sentido contrario se dice que la fun-
ciéon f es midconcava.

Por supuesto, la definiciéon anterior la podemos considerar para funcio-
nes f: D CR™ — R o mas general f: D CX — R.

Es claro que toda funcién convexa es midconvexa. Basta considerar ¢ = %
en la Desigualdad (1.1). Sin embrago es legitimo preguntarse cuéles son
las condiciones que debe cumplir un funcién midconvexa para que sea
convexa.

Un resultado interesante en esta direccion es el siguiente.

Teorema 2.1.1. Sea f: 1 — R una funcion midconvexa, entonces

1+ 4T, f(x1) + -+ flon)

a. f - < - , neN, x1,...,x, € 1.
b fltz+ (1 —t)y) <tflx) + (A -1)f(y), teQ zyel.
Demostracion. Ver [146, 224] O

De la parte b. del Teorema 2.1.1 se obtiene que toda funcién midconvexa
continua es convexa y por tanto cumplen las propiedades estudiadas en
el Capitulo 1.
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El siguiente Teorema asegura que una funcion midconvexa es localmente
acotada en un conjunto abierto y convexo si es acotada por arriba en un
punto del conjunto.

Teorema 2.1.2. Sean D C R"™ un conjunto abierto y convero y f :
D — R midconveza.

a. Si f es localmente acotada por arriba (abajo) en un punto de D, en-
tonces es localmente acotada por arriba (abajo) en D.

b. Si f es localmente acotada por arriba en un punto de D, entonces es
localmente acotada en D.

Demostracion. Ver [146] p.148-150 o [223] . O

El Teorema 1.8.1 asegura que toda funcién convexa es continua en el
interior de su dominio. Esta situacion no ocurre con las funciones mid-
convexa.

De hecho si consideramos una funcion aditiva discontinua a : R™ — R,
entonces la funcién

f(z) =expa(z), zeR"

es midconvexa y discontinua.

La demostracion de la existencia de una funcién aditiva discontinua fue
un problema abierto por muchos afnos y fue resuelto en 1905 por el ma-
temadtico aleman Georg Hamel en [109]. En las p.129-130 de [146] Marek
Kuczman expone este resultado. También se puede revisar [224].

Otro problema de interés es determinar que condiciones debe cumplir
una funcién midconvexa para que sea continua. El siguiente Teorema
aclara esta situacion y fue demostrado por los alemanes Felix Bernstein
y Gustav Doetsch en 1915 [32].

Teorema 2.1.3 (Teorema Bernstein-Doetsch). Sean D C R™ un con-
junto abierto y convexo y f : D — R midconveza. Si f es localmente
acotada por arriba en un punto de D, entonces f es continua en D.

Demostracion. Ver [146] p.155-157 donde se presentan tres demostra-
ciones de este resultado. O
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Como consecuencia de este Teorema tenemos el siguiente corolario.

Corolario 2.1.1. Sean D C R™ un conjunto abierto y convexo y f :
D — R midconvera. Entonces f es continua en D o es discontinua en
todos los puntos de D.

Otros resultados que garantizan la continuidad de una funcién midcon-
vexa fueron demostrados en el siglo XX.

En el ano 1920, Waclaw Sierpiniski en [237] demuestra el siguiente resul-
tado para funciones f : (a,b) — R.

Teorema 2.1.4 (Teorema de Blumberg-Sierpiriski). Sea D C R"™ un
conjunto abierto y convexo y f : D — R midconvexa. Si f es medible,
entonces f es continua en D.

En [223] A. W. Robert y D. E. Varberg senalan que aparentemente es-
te resultado fue demostrado por H. Blumberg en 1919 [36]. La misma
afirmacion se hace en [190]. Sin embargo, la demostracién hecha por W.
Sierpinski [237] es un resultado independiente.

En el ano 1929 el ucraniano Alexander Ostrowski demuestra en [199] el
siguiente teorema.

Teorema 2.1.5 (Teorema de Ostrowski). Sea f : D C R"™ — R mid-
convexa. Si f es acotada por arriba en D y la medida de Lebesque de D
es positiva, entonces f es continua en D.

Las demostraciones de los Teoremas 2.1.4 y 2.1.5 pueden revisarse en
[146, 224]. Otros resultados que garantizan la continuidad de una funcién
midconvexa son mencionados en las p. 220-221 de [223] y los resumimos
en el siguiente Teorema.

Teorema 2.1.6. Sea f : (a,b) — R midconvexa. Entonces f es continua

y por tanto convexa Si

a. f es acotada por arriba en un conjunto M tal que la medida m.(M +

M) > 0. (S. Kurepa 1956 [149]).

b. f es acotada por arriba en un conjunto M tal que para algin ente-
n

T0 pOsitivo n, My (ZM) > 0. (J. H. B. Kemperman 1957 [138], S.

k=1
Marcus 1957 [160, 161]).
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c. fes acotada por arriba en un conjunto M, tal que
o0 1 2m
m, (U 2—nZM> >0
n=0 k=1

(M. Kuczman 1959).

d. [ es acotada por arriba en un conjunto de sequnda categoria (Mehdi
1964).

e. f es acotada por arriba en un conjunto M, tal que toda funcion aditiva
acotada por arriba en M es continua (M. Kuczman 1970).

En [92] R. Ger hace algunas observaciones sobre estos resultados. En el
ano 1984 el profesor polaco Kazimierz Nikodem [192] propone el siguien-
te problema.

Sean f,g : D C R" — R funciones midconvexa y midcéncava, respec-
tivamente, tales que f < g en D. ;Existen funciones a,h : D — R y
a: R — R aditiva tal que f = h + a?

En el ano 1988, el matematico C. T. Ng [186] resuelve este problema
como se muestra en el siguiente teorema.

Teorema 2.1.7. Sean D C R™ un conjunto abierto y convexo y f :
D — R. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes

a. f es midconvexa y localmente acotada por arriba por una funcion
midconcava en un punto de D.

b. f =g+aenD, dondeg: D — R es convexa y a es un funcion aditiva.

c. f es midconveza y es localmente acotada por arriba en cada punto de
D por una funcién afin.
2.2 Funciones t-Convexas.

El concepto de funcién midconvexa (Definicién 2.1.1) se refiere a aquellas
funciones f : I — R que verifican la desigualdad

f(tx+(1_t)y)Stf(x)+<1_t)f(y)7 x??JEI?
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_1
para t = 5.

Pero en lugar de tomar este valor de ¢, es natural plantearse la misma
definicién para un valor de ¢ fijo en (0, 1), como se expone en la siguiente
definicién.

Definicion 2.2.1. Una funcion f: I — R es t-convexa si

[+ (A =ty) <tflx)+ (1 -1)f(y), zyel, (2.2)
donde t es un numero fijo del intervalo (0,1).

Por supuesto, toda funcién convexa es t-convexa para todo t € (0,1),
pero el reciproco no necesariamente es cierto.

En el ano 1984 N. Kuhn [147] demuestra que toda funcién ¢-convexa
para algtin t € (0,1) es t-convexa para todo t € QN (0, 1).

A continuacién exponemos la demostracién dada en [66] por Zoltan
Daréczy y Zsolt Péles en el ano 1987.

Teorema 2.2.1 (Teorema de Kuhn). Sea f: D C R" — R una funcion
t-convezra para algin t € (0,1) entonces es midconvexa y por tanto r-
convezxa para r € QN (0,1).

Demostracion. Sean x,y € D, entonces

f(x;y> - f(t (tx;y—i-(l—t)x) +(1-t) (ty—l—(l—t)if))

< tf (tx;y—|—(1—t):n> +(1-t)f (ty+(1—t)xT+y>

f@)+ fy)
5 :

T4y

< (t2+(1—t)2)f<
De donde resulta que

() < s,

) +2t(1 — t)

x,y € D.

O

Este resultado nos permite afirmar que las funciones t-convexas tienen
las mismas propiedades que las funciones midconvexas que hemos resena-
do en la seccién anterior.
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2.3 Funciones Cuasi Convexas.

Esta seccién la dedicamos al estudio de algunas propiedades de las fun-
ciones cuasi convexas, que son utilizadas en problemas de investigacién
de operaciones, programacién cuasi convexa, teoria de juegos, organiza-
cién industrial, teoria general de equilibrio, modelos de toma de decisio-
nes, etc. En [53, 70, 90, 155, 177] se hace un estudio extenso de este tema.

Algunas propiedades de estas funciones y una variedad de ejemplos de
ellas estan desarrolladas en libro de S. Boyd y L. Vandenberghe [41] y en
una revisién que hacen de este tema H. J. Greenber y W. P. Pierskalla
en [101].

Definicién 2.3.1. Una funcién f: D C X — R es cuasi convexa si
fltz+ (1 —t)y) <maz {f(z), f(y)}, te€(0,1). (2.3)
Y f es cuasi concava si
fltz + (1= t)y) = maz {f(z), f(y)}., te€(0,1). (2.4)

Observacion 2.3.1.
a. De la Definicién 2.3.1 tenemos que una funcién es cuasi convexa si y
solo si — f es cuasi concava.

b. La Desigualdad (2.3) afirma que f es cuasi convexa si el mdximo de
f en cada segmento lo alcanza en los extremos del mismo.

c. Toda funcién convexa o mondtona es cuasi convexa.
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Ejemplo 2.3.1. La siguiente funcién es cuasi convexa y no es convexa
ni monétona (Ver Figura 2.1).

f:1-2,2] - R

f(z):{ \/m , —2<z<0

2, 0<zx<2

v

-2 2

Figura 2.1: f es cuasi convexa y no es convexa ni monotona.
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Ejemplo 2.3.2. La siguiente funcién es mondtona, cuasi convexa y no
es convexa porque tiene una discontinuidad en el interior de su dominio

(Ver Figura 2.2).

f:00,2] = R

22 0<z<l

)

ﬂ@:{2x,1§x§2

v

Figura 2.2: f es cuasi convexa, mondtona y no es convexa.
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Es importante hacer referencia al trabajo de A. Guerraggio y E. Molho
publicado en [103] en el ano 2004, donde realizan un estudio de los ori-
genes del concepto de cuasi convexidad.

Guerragio y Molho sefialan que:

“Tradicionalmente el concepto de cuasi convexidad se le atribuye a
Bruno de Finetti por su publicacién del ano 1949 [87] donde utiliza
estas funciones y a Werner Fenchel quien en [86] emplea por primera
vez la denominacién de cuasi convexa. Sin embargo, una formalizacién
apareci6 20 anos antes en una famosa obra sobre teoria de juegos, donde
se plantea el denominado Teorema de Minimax, publicada en 1928 por
el hingaro John von Neumann [184]. Uno de los grandes matemadticos
del siglo XX, quien realiz6é contribuciones en distintas ramas de la Ma-
temati-ca y Fisica.”

En el siguiente resultado se expone una caracterizacion de las funciones
cuasi convexa en términos de los conjuntos de nivel.

Proposicion 2.3.1. Una funcion f: D C X — R es cuasi convexa si y
solo si
-1 .
[ (=o0a] ={z: f(z)<a}, a€R
es un conjunto convero.
Demostracion. Supongamos que f es cuasi convexa y sean o« € R y

x,y € Lo(f) ={x: f(z) < a}, entonces

flte + (1 =t)y) <max{f(z), f(y)} <o, t€(0,1).

Asi resulta que L, (f) es convexo.

Reciprocamente, asumamos que L, (f) es convexo para todo a € Ry

consideremos x,y € X, entonces 7,y € L = Lys{f@) s} (f), luego

tr+ (1—t)ye L, te (0,1). De donde resulta que f es cuasi convexa.
U

Para una funciéon f : D € X — R, los conjuntos L,(f), o € R se
denominan conjuntos de nivel.
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Ejemplo 2.3.3. Conjunto de nivel de la funcién f : [-3,3] — R dada
por f(z) = (22 — 4)(2 — 1)

7

Figura 2.3: Ly(f) no es convexo

Ejemplo 2.3.4.
f:B(0,4) CR* - R

24+y? , Vai+yi<4 , 0<y
flz,y) = 2 . Vat+yr<2 ) y<o0
2?2y’ 2< a2+ y2<4 , y<o0

Esta funcién no es continua en el segmento que une los puntos (\/§7 0)
y (—\/5, 0) y por lo tanto no es convexa, pero es cuasi convexa y los
conjuntos de nivel de f son

0] , a<0
Lo(f) =8 {(@y) eR?*: 2?2+ <a,y>0} , 0<a<?2
B(0, @) ,  a>2
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/\Lz(f)
I \ /2

v
v

L(f)

\4

Figura 2.4: L1(f), L2(f) y La(f).

Otro resultado de interés es la siguiente caracterizacion de las funciones
cuasi convexa diferenciables, demostrado por uno de los premios Nobel
de economia del ano 1972, K. J. Arrow y A. C. Enthoven en [14].

Teorema 2.3.1. Sean D C R"™ un conjunto abierto y convero y f :
D — R diferenciable, f es cuasi convexa si y sélo si

fly) = f@) <0, z,ye D = Vf(z)(y—=z)<0.

Demostracion. Ver [53, 223]. O

En el caso en que una funcién cuasi convexa sea dos veces diferenciables
se tienen los siguientes resultados.
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Proposicion 2.3.2. Sea D C R" un conjunto abierto y convexo. Si
f:D — R es una funcion dos veces diferenciable. f es cuasi convexa si
y sélo si

u'Vf(z)=0, v € Dyu € R" = u'Hy(x)u >0

donde Hy(x), x € D es la matriz Hessiana de f en x. Ademds esta matriz
tiene un autovalor positivo.

Por otra parte, si consideramos la matriz Hessiana Orlada

. 0 Vi) >
H(x) =
&= ooy T
y denotamos }ﬂk(x)} los menores de orden k = 1,...,n, de la matriz
H (z); tenemos la siguiente proposicion.

Proposicion 2.3.3. Sean D C R™ un conjunto abierto y convexro y
f D — R una funcion dos veces diferenciable. Si f es cuasi convezxa,
entonces ’Hk(x)} <0,k=1,...,n.

Demostracion. Las demostraciones de estas tltimas proposiciones pue-
den verse en [53].
O

A continuacién presentamos la traduccién de un cuadro comparativo de
las propiedades de las funciones convexas y cuasi convexas, tomado de
[223], donde hemos hecho algunos pequenos cambios.
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Convexidad

Cuasi convexidad

la. f es convexa < epi(f) es un
conjunto convexo.
o

2a. f es continua en D.

3a. Existen las derivadas parciales
o
de D.

4a. Si f € C?, f es convexa en R"
< H(x) es definida no negativa en
R™.

5a. f € C', f es convexa en R" <

fly) = f(z) > Vf(x)(y —2).

6a. sup f(x) =
xzeD

compacto y F son puntos extre-
mos.

sup f(z) si D es
el

7a. Todo minimo local es un mini-
mo global.

8a. El conjunto de los puntos de
minimos globales es convexo.

9a. Las condiciones de restriccion
de Karush-Kuhn-Tucker se satisfa-
cen para

{xg](z)g()?]:lvvm}

si existe = tal que g;(z) < 0, j =
1,...,m.

1b. f es cuasi convexa < L, es un
conjunto convexo para todo o € R.

o
2b. f es continua c.t.p. D.

3b. Existen las derivadas parciales
o
c.t.p. de D.

4b. Si f € C?, f es cuasi convexa
en R’ entonces |H;(x)| < 0 para
j =1,...,n. 8i |Hj(z)] < 0 pa-
ra j =1,...,n entonces f es cuasi
convexa en R’}.

5b. f € C!, f es cuasi convexa en
R™ & f(y) < f'(z)(y —2) <0.

6b. sup f(z) = sup f(z) si D es
zeD zelR
compacto y E son puntos extre-

mos.

7b. Todo minimo local es un mini-
mo global o f es constante en una
vecindad del punto minimo local.

8b. El conjunto de los puntos de
minimos globales es convexo.

9b. Las condiciones de restriccion
de Karush-Kuhn-Tucker se satisfa-
cen para

{z:gj(x)<0,j=1,...,m}

si Vgj(xr) # 0 para j tal que
gi(z)=0j=1,...,m.
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Convexidad

Cuasi convexidad

10a. f(Ax) < Af(x), A € [0,1
f(0) <0.

| si

1la. g(\) = f( )/)\ es creciente,
A>0si f(0)=
12a. g(A) = f[Ax+(1—\)y] es con-

vexa, A € [0, 1] para todo x,y € D
< f es convexa.

13a. g(z) = sup fa(x) es convexa.
acl’

14a. g(x) = F(f(x)) es convexo si
F' es convexa y creciente.

10b. f(Ax) < f(x), A € [0,1] si
f(x) > £(0).

11b. g(A\) = f(Ax) es creciente,
A>0si f(z) > f(0).
12b. g(A) = flA\x + (1 — N)y] es

cuasi convexa, A € [0,1] para todo

o
x,y € D & f es cuasi convexa.

13b. g(x) = sup fo(x) es cuasi con-

acl
vexa.

14b. g(xz) = F(f(x)) es cuasi con-
vexa si F' es convexa y creciente.

Es importante presentar el siguiente teorema de separacién de funciones
por funciones cuasi convexas, cuasi céncavas y mondtonas, demostrado
en el ano 1996 por W. Forg-Rob, K. Nikodem y Z. Péles en [88].

Teorema 2.3.2. Sean f,g: 1 — R. Entonces las siguientes propiedades
son equivalentes:
a. Ezxiste una funcion mondtona h: I — R, tal que f < h <g.

b. Existen funciones hy, ho
tales que

: I — R, hy cuasi concava y he cuasi convexa,

f<hi <g f<hy <g.

c. Ezisten funciones hi,hy : I — R, hy cuasi céncava y ho cuasi conve-
za, tales que f < hy < hy <g.

d. Para cada x,y € I, t € [0,1] se verifican las siguientes desigualdades:
flte + (1 = t)y) <mazx {g(z), g(y)},
min {f(z), g(y)} < g(tz + (1 —1t)y).
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Otro situacion interesante es considerar la siguiente definicién (Ver [194]).

Definicién 2.3.2. Sean t € (0,1) y f : D C R® — R. f es t-cuasi
convexa Si

[tz + (1 =t)y) <maz {f(z), fy)}.

En relacién a este concepto K. Nikodem y M. Nikodem [194] demuestran
un Teorema tipo Kuhn, que enunciamos a continuacién.

Teorema 2.3.3. Sea f: D C X — R una funcion estrictamente t-cuasi
conveza para algin t € (0,1). Entonces:

a. fes %-cuasi convexa.

b. f estrictamente t-cuasi conveza, t € QN (0,1).

Adem4ds demuestran que la condicién estrictamente ¢-cuasi convexa no
puede sustituirse por t-cuasi convexidad, considerando la funcién f :
R — R, definida por:

) = 0, v=4,keZneN,
R en otro caso.

La cual es %—cuasi convexa y 1o es %—cuasi convexa.

2.3.1 Funciones Pseudo-Convexas.

En esta seccién presentamos el concepto de funcién pseudo-convexa,
introducido por O. L. Mangasarian en [158] en el afio 1969.

Definicion 2.3.3. Sea D C R"™ un conjunto convexo y abierto. Una
funcion f: D — R diferenciable es pseudo-convexa si

fy) < f(z) z,yeD, z#y = Vf(x)ly—=x)<O0.

Observacién 2.3.2.

a. De acuerdo al Teorema 2.3.1 es claro que toda funcién cuasi convexa
es pseudo-convexa. En realidad las funciones pseudo-convexas son las
funciones cuasi convexas diferenciables.

b. De manera similar a como hemos hecho para los casos de funcio-
nes céncavas y cuasi céncavas, una funcion es pseudo-concava si —f es
pseudo-convexa.
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En las siguientes proposiciones presentamos un resumen de algunas pro-
piedades de las funciones pseudo convexas.

Proposicion 2.3.4. Sean D C R™ un conjunto convexo y abierto y
f: D — R un funcién pseudo-conveza.

a. Si x es un punto critico de f, entonces x es minimo global.

b. SiVf(x)#0, z € D, entonces f es cuasi convexa.

Demostracion. Ver [53]. O

Observacion 2.3.3. La parte a. de esta proposicién asegura que para
determinar los puntos donde una funciéon pseudo-convexa alcanza su
valor minimo absoluto debemos resolver la ecuacién V f(x) = 0.

Proposicion 2.3.5. Sean D C R™ un conjunto convexo y abierto y
fig: D — R, tales que g(x) > 0, x € D. Sea z : D — R, definida por

z(z) = %, x € D. Entonces si se verifica cualquiera de las si-guientes
condiciones, la funcion z es pseudo-conveza.

a. Si f es convexa y g es afin.
b. Si f es convexa no negativa y g es positiva y concava.
Demostracion. Ver [53]. O

Para algunas aplicaciones de estos conceptos en el campo de la economia
puede revisarse [53].
2.3.2 Funcién Invex.

El Teorema 1.8.1 garantiza que si f : D C R™ — R (D abierto y convexo)
es diferenciable en D, entonces

fly)— f(x) > Vf(z)(y —x), =z,y€D.

La idea de este resultado fue considerada en los anos 1981 y 1984 por M.
A. Hanson y B. Mond [107, 108] para introducir la siguiente definicién.
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Definicion 2.3.4. Una funcion f: D C R™ — R diferenciable es deno-
minada invex respecto a la funcion n: R™ x R" - R st

fly) = f(z) = Vf(z)n(z,y), z,yeR"

Observacion 2.3.4. Segin el Teorema 1.8.1 toda funcién convexa dife-
renciable f : D C R™ — R es una funcién invex respecto a n(zx,y) =
y—zx, z,y € D.

La denominacién funcién invex fue dada por B. D. Craven en 1981 en
[61].

Teorema 2.3.4 (Ver [97]). Sea f: D C R"™ — R una funcion invez,
entonces todo punto critico de f es un mdzimo global.

En el ano 2008, G. Giordi y S. Mishar [97] escriben un libro donde se
estudia de manera amplia estas funciones. Ambos investigadores tienen
varias publicaciones sobre este tema. Algunos trabajos de este tema y
sobre funciones preinvex y conjuntos invex se pueden revisar en [29, 73,
98, 178, 179, 203, 215, 257].

2.3.3 El Problema KKT.

A pesar de que durante muchos anos se habian tratado problemas de
optimizacién en los que se requiere maximizar o minimizar funciones su-
jetas a ciertas restricciones, el término Programacién Lineal fue utilizado
por primera vez en 1951 por W. Kuhn y A. W. Tucker en [148] donde
estudian las condiciones que debe cumplir las soluciones del problema

P: min f(z), z€S={xcUCR":gy(zx)<0,k=1,...,m},

donde f,gr : D C R*" - R, k£ = 1,...,m. El conjunto S se deno-
mina conjunto de soluciones factibles. Si x € S, denotamos por I(z) =

{k=1,...,m:gp(x) =0}.

Si las funciones f, g, kK =1,...,m son lineales se dice que el problema
P es un problema de Programacién Lineal y si son convexas de Pro-
gramacién Convexa; y otras denominaciones dependiendo de las carac-
teristicas de esas funciones.
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En el ano 1939 W. Karush [136] obtuvo un resultado en relacién a la
solucién del problema P. El cual también fue obtenido 12 afios después,
independientemente por W. Kuhn y A. W. Tucker [148]. En 2012, R.
W. Cottle [60] hace una resena histérica de este tema y presenta una
biograffa de W. Karush. El resultado del Problema KKT (Karush-Kuhn-
Tucker) lo enunciamos en el siguiente Teorema.

Teorema 2.3.5 (Problema KKT). Supongamos que U C R™ es un
conjunto abierto, x una solucion factible del problema P, las funciones
fogr, k € I(x) son diferenciables en x y que gx, k ¢ I(x) son continuas
en z. Si x es un minimo local de P, existen nimeros A\, > 0, k € I(x),
tales que

Vi) + > MVar(z) =0. (2.5)

kel(x)

De esta manera tenemos que las posibles soluciones del problema P estan
entre las soluciones de la ecuacién (2.5).

A continuacién formulamos una version del Teorema 2.3.5 cuando la
funcién f es pseudo-convexa y las funciones gx,k = 1,...,m son cuasi
convexas.

Teorema 2.3.6. Supongamos que U C R™ es un conjunto abierto y
convexo, x una solucion factible del problema P, f es pseudo-convera en
Ty que gy, k=1,...,m son cuasi convexas en x. Si existen \p > 0,k =
1,...,m, tales que

k=1

entonces T es una solucion del problema P.
Hay una versién similar del Teorema 2.3.6 si las funciones f,gr, k =
1,...,m son funciones invex.

La demostracién de este resultado y de los Teoremas 2.3.5 y 2.3.6 pueden
verse en [53].

2.4 Funciones k-Convexas.

Definicién 2.4.1 (Diferencias Divididas. ver [51, 129]). Dada una fun-
cion f: S CR — R. Dados x1,...,x,11 puntos distintos de S se definen
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las diferencias divididas de orden 0,1 y k € N, respectivamente, como

o flx1] := f(x) - orden 0 -
o flxy,mo] := Jlw) = Jzn) orden 1-
T2 — T
° f[$17- - 7xk+1] — f[$27' ‘. 7$k+1] — f[l'l,- ‘. 7:6]43] - orden k -
Th41 — Tk
Algunos autores usan la notacién Qx(f,x1,...,xx+1) para denotar la di-
ferencia dividida f[x1,...,xg+1]. En la siguiente proposicién exponemos

algunas propiedades de las diferencias divididas.

Proposicién 2.4.1 (Ver [51, 129]). Sean f,g: S CR - R, k € Ny

X1, ...,Trpr1 puntos distintos de S y a € R, entonces:

k+1
a. flr1,. ., opp1] = Zk-H

j=1 H (:C] )

1#]

b. Elvalor de f[x1,...,x11] es independiente del orden en que se tomen
los puntos x1,...,Tpy1.
c. (u+av)xy,. .., ope1] = ulr1, .. Tppa] + avlz, . TRy

d. 8i S =la,b] y f € C¥[a,b], existe & combinacion convera de los puntos
X1y, Thal, tal que

1)

f['rlw"?'rk-‘rl] = T

Observacion 2.4.1. Utilizando la definicién de diferencias divididas
obtenemos que si f : [a,b] — R, entonces

a. flz] >0, z € [a,b] siy sblo si f es no negativa en [a, b].

b. flx,y] >0, z,y € [a,b], © # y siy sblo si es es creciente en [a, b].

(Y i) B () N

C. flil'7 y7 Z] = _—

(@—2)z-—y) (GE-ylz-2) H-—2)(y—2)
donde z,y, z son puntos distintos de [a,b] si y sélo si f es convexa (ver
Proposicién 1.1.1).
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Observacion 2.4.2. En virtud de la parte c. de la observacién anterior,
T. Popoviciu [214] introduce el concepto de funcién k-convexa.

Definicién 2.4.2. Una funcion f : [a,b] — R es k-convexa (k €
N) si flx1,...,2k41] > 0, para cualquier coleccion de k + 1 puntos
Ti,...,Tky1 € [a,b].

De acuerdo a esta Definiciéon y la Observacion 2.4.1 Las funciones 2-
convexas son las funciones convexas, las 1-convexas son las funciones
crecientes y las 0-convexas son las funciones no negativas.

En el ano 1881, el matemadtico francés C. Jordan [133] introduce el con-
cepto clasico de variacién de una funcién, como sigue.

Definicién 2.4.3 (Variacién). Una funcién f : [a,b] — R tiene varia-
cién acotada si

n—1
V(usa, b)) = sup S |f(@nsr) — Fla)] < oc,
T k=1

donde el supremo se considera sobre las particiones m:a=x1 < -+ <
xn = b del intervalo |a,b].

El espacio vectorial de estas funciones es denotado por BV|a, b].

El concepto de variacién dado por Jordan ha sido generalizado en mu-
chas direcciones. En la introduccién de [220] se hace una exposicién de
muchas de las generalizaciones hasta la fecha.

P. S. Bullen [46] demuestra que f : [a,b] — R es k-convexa si y sélo
si para cada k + 1 puntos de [a,b], la grafica de f se alterna por arri-
ba y por abajo del grafica del inico polinomio de grado k que pasa por
esos puntos, entre los intervalos consecutivos que generan dichos puntos.

En 1908, Charles Jean de la Vallée Poussin en [69] generaliza el concepto
de variacién de Jordan de la manera siguiente.

Definicién 2.4.4 (Segunda Variacién). Una funcion f : [a,b] — R tiene

segunda variacion acotada en el sentido de la Vallée Poussin si

f(@pt2) — f(@h41) _ J(@pi1) — flan)
Lh+2 — Tk+1 Th+1 — Tk

Va(u; [a, b))

< 00,
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donde el supremo se considera sobre las particiones 7 del intervalo [a, b].
El espacio vectorial de estas funciones es denotado por BV;]a, b].

Estas funciones son las funciones que tiene derivada en “forma discreta”
con variacion acotada.

En 1911 F. Riesz [219] demuestra que:

u € BWsla,b] <= Fv € BV]a,b]5u(t) = u(a) + /t v(t)dt.

En 1950, A. D. Aleksandrof [6] estudia el espacio vectorial BC[a,b| de
las funciones que se descomponen como diferencia de funciones convexas
que tienen derivadas laterales en a y b finita.

No es dificil demostrar que las funciones de BCa, b] se pueden represen-
tar mediante una integral indefinida (Ver [223]). De esta manera queda

establecido que
BCla,b] C BVs]a,b.

Los conceptos de variacién y segunda variacion fueron generalizados por
el matematico rumano T. Popoviciu [213, 214] como sigue.

Definicién 2.4.5 (k-Variacién). Dado un nimero entero k > 1, una
funcion f : [a,b] — R tiene k-variacién acotada en el sentido de
Popoviciu st

n—2
Vie(u; [a, b]) := sup Z |flz2s - Tpsa] — flzea, ..o xk] < oo,

donde el supremo se toma sobre las particiones 7 del intervalo [a,b].

El espacio vectorial de estas funciones es denotado por BVi[a, b].

Estos tres espacios tienen una estructura de algebra de Banach [?7, 231],
con la norma

1l = 17 @1+ | @]+ | £ @]+ Vil fslabl), f € Byla,b)

Las funciones de estos espacios se han caracterizado por un teorema tipo
Descomposicion de Jordan como se muestra a continuacion.
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Teorema 2.4.1. Dado un nimero entero k > 1 y f € Byla,b], entonces

a. St k=1, f se puede descomponer como diferencia de dos funciones
crecientes (C. Jordan [133]).

b. Si k> 1, f se puede descomponer como diferencia de dos funciones

k-convezas (A. M. Russell. [230]).

Observacion 2.4.3.

a. G. Brown [45] considera la Definicién 2.4.5 utilizando particiones
Tra=x < -+ < Ty =0b k41 —xx = h, k=1,...,n—1. Es
decir las longitudes de cada subintervalo [z, xg11], k=1,...,n — 1 es
constante y obtiene el resultado de la parte b. del Teorema 2.4.1.

b. A. M. Russell en [229] considera el concepto de segunda variacién
(Definicién 2.4.4) tomando en los denominadores los valores u(tg12) —
u(trr1), u(tg+1) — u(ty), donde w : [a,b] — R es una funcién creciente
y demuestra que estas nuevas funciones se pueden descomponer como
diferencia de lo que se denomina funciones u-convexas, que en el caso
particular que u es la funcién identidad corresponde a funciones conve-
xas. De esta manera queda establecido que BVsla,b] = BC|a,b).

2.4.1 Funciones (ti,...,1;)-Convexas.

Inspirados en la definicién de k-convexidad (Definicién 2.4.5), en el ano
2008 los hungaros A. Gildnyi y Z. Péles [96] introducen un nuevo con-
cepto de convexidad.

Definicién 2.4.6 ((t1,...,t;)-Convexidad). Sean ti,...,tx € (0,00).
f:a,b) = R es (t1,...,t;)-convexa si f[z1,...,xx+1] > 0 para cua-
lesquiera k + 1 puntos de |a,b], tales que

1 ;:x7xQ:x—i—tlh,...,l'kJrl:$+(t1+"'+tk)hv h > 0.

Se dice que f es ciclicamente (ti,...,t)-conveza si es (ti,...,t,)-
convezxa, para cualquier permutacion ciclica (i1,...,1;) de (1,...,n); y
es simétricamente (ty,...,tg)-conveza si es (ti,...,tr, )-convexa para

cualquier permutacion (i1, ...,ig) de {1,...,n}.
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Observacién 2.4.4. Si t;{ = --- = ;. las tres definiciones son equiva-
lentes a la Definicién 2.4.2. Mientras que una funcién f es (¢)-convexa
si y s6lo f es ciclicamente o simétricamente (¢, 1 — t)-convexa.

Ademads tenemos la siguiente proposicién.

Proposicién 2.4.2. Sean k > 1 entero, f : [a,b] = R yty,...,t nime-
r0s positivos y consideremos las posibilidades:

a. f es k-conveza.

b. f es simétricamente (t1,...,t)-convexa.
c. f es ciclicamente (ty,...,t)-convexa.
d. fes(ti,...,t,)-conveza.

Entonces: a. = b. = c. = d.

A. Gilédnyi y Z. Pales [96] demuestran el siguiente resultado tipo Kuhn
(Ver Teorema 2.2.1).

Teorema 2.4.2. Sean k > 1 un entero, ty,...,tr numeros positivos
y f:[a,b] = R. Si f es ciclicamente (t1,...,tx)-convera, entonces es
simétricamente (ry,...,rL)-convera para niumeros racionales positivos
Ty ..., Tk

2.5 e-Convexidad.

En el ano 1952 D. H. Hyers y S. M. Ulam [128], inspirados, entre otras
cosas, en el concepto de funcién e-aditiva (Ver [146]) consideran un nue-
vo concepto de convexidad.

De la definicién de funcién convexa tenemos que f : D C R™ — R es
convexa si y solo si

flte+ (1 —t)y) <tf(z)+ A -1)f(y) +e, z,yeD, (2.6)
para todo ¢ > 0.
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Sin embargo, puede que ocurra que la Desigualdad (2.6) se verifique para
un ndmero € > 0. Esta situaciéon motiva la siguiente definicién dada en
[128].

Definicién 2.5.1 (e-Convexidad). Seane >0y f: D CR®" = R. f es
g-convexa St

fz+ A —t)y) <tf(x)+ (1 —t)f(y)+e, z,ye D, te(0,1).

Hyers y Ulam demuestran en [128] la siguiente caracterizacién de las
funciones e-convexas.

Teorema 2.5.1. Seane >0y f: D CR"™ — R una funcién e-conveza.

a. St D es abierto, entonces f es acotada en cada subconjunto cerrado
CcD.

b. (e-aproximacion) Si D es abierto, entonces existe una funcion convexa

2
3
h: D — R, tal que ||f —hl||,, < kne, donde k, = TEM_FTZ
dimension del espacio donde estd contenido el conjunto D.

,ymn esla

Demostracion. Una prueba de este resultado para el caso unidimensio-
nal la hacen en [26] de la manera siguiente (para el caso n-dimensional
se puede ver también [146]).

Supongamos que f : I — R es una funcién e-convexa y definamos g :=
f + &, entonces:

fr+(1=t)y) <tf(x)+(1—-t)f(y)+e =tg(x)+(1-t)g9(y), =z,y€l.

Entonces por el Teorema del Sandwich (Teorema 1.6.1) existe una fun-
cién convexa h: I — R, tal que f <h< f+eyasi|f—hl, <5
O

En [146] M. Kuczma demuestra los siguientes resultados.

Proposicion 2.5.1. Sean e > 0, D C R™ un conjunto abierto y convexo
y f: D — R e-convexa. Entonces

a. [ es localmente acotada por arriba en D.

b. f es acotada en cualquier compacto C C D.
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De manera similar a la Definicién 2.5.1, para una funcién f : D C R" —
R, podemos considerar los conceptos de

e-midconvexa

para algun € > 0.

(e,t)-convexa

fltz+ (1 =t)y) <tf(x)+ (1 —-t)f(y) +e z,y€D,

para algun t € (0,1) y € > 0.

En el caso de funciones e-midconvexas podemos senialar los siguientes
resultados.

Teorema 2.5.2 (C. T. Ng, K. Nikodem 1993 [187]). Sean D C R™ un
conjunto convexo y f: D — R e-midconveza.

a. Si D es abierto y f localmente acotada por arriba en un punto de D,
entonces f es 2e-convezxa.

b. Si la frontera de D no contiene un segmento y f es acotada por arriba
en un punto de D, entonces f es 2e-conveza.
2.5.1 Funciones (¢,0)-Convexas.

El profesor Zsolt Péles, en el ano 2002 en [201], introduce las funciones
(,6)-convexas de la manera siguiente.

Definicién 2.5.2 (Funciones (g, d)-convexas). Sean €,d > 0. Una fun-
cion f: D CR"™ - R es (e,d)-convexa si

flz+ (1 =t)y) <tf(x)+ (1 —8)f(y) +et(l =) [lz —y| +9,
z,y € D, t e (0,1).
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Por supuesto, toda funcién convexa es (e,d)-convexa para todo par de
numeros ¢,d > 0, y toda funcién J-convexa es (0, )-convexa.

El resultado mds importante y sorprendente de este trabajo [201] es el
siguiente teorema.

Teorema 2.5.3. Sean £,0 > 0. Si f : I — R se puede escribir de la
forma f = g4+ 1+ h, donde g,l,h : I — R, g convezxa, h acotada con
R < % y L es Lipschitz ||l 1, < §, entonces f es (¢,6)-conveza.

Reciprocamente, si f es (0,)-conveza, entonces existen g,l,h : I — R,
g conveza, h acotada con b < % y U es Lipschitz ||| ;, < e, tal que
h=g+1+h.

Otro articulo publicado en el afio 2004 sobre este tema lo escribieron
A. Hézy y Z Pales [113], cuyos principales resultados lo resumimos a
continuacion.

Teorema 2.5.4. Sean €,§ > 0, (X, || -]|) un espacio normado y D C X
abierto y convexo.

a. Si f: D — R es (e,9)-convexa y localmente acotada por arriba en un
punto de D, entonces f es localmente acotada en D.

b. Si f: D — R es (g,0)-convexa y localmente acotada por arriba en un
punto de D, entonces f es continua.

2.6 Funciones Wright Convexas.

Consideremos una funciéon convexa f : D C R™ — R, entonces para
x,y € D, t € (0,1), se verifican las siguientes desigualdades.

[tz + (1 —t)y) <tf(z)+ (1 —1)f(y),
fly+ (1 =t)x) <tf(y) + 1A =1)f(2).

Al sumar estas desigualdades, resulta

fltz + (1 =t)y) + f(ty + (1 = t)z) < f(z) + f(y).
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Esto motiva la siguiente definicién, cuyas idea fue considerada en 1954
por E. W. Wright en [251].

Definicién 2.6.1 (Funciéon Wright convexa). Una funcion f : D C
R™ — R es Wright convexa si

fitx+ (1 —t)y)+ f(ty+ (1L —t)z) < f(z)+ f(y), = yel, te(0,1).

Observacion 2.6.1.
a. En [223] A. W. Roberts y D. E. Varberg senalan que una funcién
f R — R es Wright convexa si

flx+06)— f@) < fly+9) - fly), =<y, d>0.

C. T. Ng en [185] demuestra que esta definicién es equivalente a la De-
finicién 2.6.1.

b. En [57] usan el término M-convexa para referirse a este tipo de fun-
ciones.

Algunos resultados que involucran este tipo de funciones los exponemos
a continuacién.

Teorema 2.6.1 (C. T. Ng 1987 [185]). Sea D C R™ abierto y convexo.
f D — R es Wright convera si y solo si f se puede escribir como la
suma de una funcion convexa C' : D — R con una aditiva A : R™ — R.

Por supuesto podemos considerar el concepto de e-Wright convexa com-
binando las definiciones de e-convexa y Wright convexa. En este sentido,
se tiene el siguiente resultado.

Teorema 2.6.2. (C. T. Ng, K. Nikodem 1993 [187]). Si f : D C R™ —
R es e-Wright convexa y localmente acotada por abajo en un punto de
o

D, entonces f es 2e-convexa.

A. Gilangy y Z. Péles en [96] introducen el concepto de funcién k-Wright
convexa de la manera siguiente.

Definicién 2.6.2. f : I — R es Wright conveza de orden k (k > 0,

entero) si
Dy - B f() >0,
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donde hy,...,h, € (0,00), x €Il yx+hy+--+h, €I yLApf(z):=
f(z+h) = f(z).

Sity,...,tx son numeros positivos fijos, entonces f es (t1,...,t;)-Wright
convexa St

Atlh“'Atnhf(:E) 207
h>0,zel,z+ (t1+---+tg)hel.

Y demuestran los siguientes resultados.

Teorema 2.6.3. Sean 1, ...,r; numeros racionales positivos y f : [ —
R. Las siguientes condiciones son equivalentes

a. f es simétricamente (r1,...,7y)-conveza.
b. f es ciclicamente (r1,...,TK)-conveza.

c. f es k-conveza.

d. fes(1,...,1)-conveza.

k—wveces

e. fes(ri,...,rg)-convexa.
Ademas obtiene el siguiente corolario tipo Teorema de Kuhn 2.2.1.

Corolario 2.6.1. Sir € (0,1)NQ y f: I — R . Las siguientes condi-
citones son equivalentes

a. [ es r-convezxa.
b. f es midconveza.
1 .
c. [ es 5-Wright conveza.

d. f esr-Wright convezxa.

En el ano 2009 G. Maksa y Z. Péles [156] demuestran un teorema similar
al Teorema 2.6.1 para funciones k-Wright convexas.
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Teorema 2.6.4. Sea k un entero positivo. f : I — R es k-Wright
convexa si y solo si f = C+ P, donde C : I — R es continua k-conveza
y P es un polinomio de grado a lo sumo k.

2.7 Convexidad Generalizada (Familias de Para-
metros).

Otro concepto de convexidad fue estudiado por Edwin Beckenbach en el
ano 1937 en [27], considerando familias de pardmetros.

Definicion 2.7.1. Una familia F de funciones ¢ : I — R es una fami-
lia de dos pardametros si para cada par de puntos (z,w), (y,v) € I xR,
x #y, existe una sdla funcion ¢ € F, tal que p(x) = w, p(y) = v. Esta
Juncidn se denota por o((z.w),(y,v))-

Algunos ejemplos de familias de dos pardametros son:
Fr={ax +by: a,b € R} -Rectas-
Feo = {c:z:2 +azy+by: a,be R} , c € R, c# 0, fijo - Parabolas-

Beckenbach considera la siguiente definicién de convexidad.

Definicién 2.7.2. Una funcion f : I — R es F-convexa (respecto a
una familia F de dos pardametros) si dados y,z € I, (y < z)

F(@) <O fw). ) (@), T €[y, 2].

Con esta definicién y la Definicién de convexidad de Jensen (Definicién
1.1.1), tenemos que

f esconvera < fes F,. — conveza.

En [2] se generalizan las ideas desarrolladas por Beckenbach consideran-
do familias de tres parametros. También es importante resaltar que K.
Nikodem y Z. Pales tratan este tema en [195] donde también presentan
teoremas de separacién como los mostrados en los Teoremas 1.6.1, 1.6.2
y 2.3.2.
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2.8 s-Convexidad.

En el ano 1994 H. Hudzik y L. Maligranda [125] exponen un conjunto
de propiedades de las funciones s-convexas definidas en primera instan-
cia por W. Orlicz [198] en 1961 y en una segunda versién por W. W.
Breckner [42] en el ano 1978.

Definicién 2.8.1. Sea 0 < s < 1. Una funcion f : [0,00) — R es
s-convexa en el primer sentido o s;-convexa si

flaz+ By) < o f(x) + B°f(y),
x,y,a, f € [0,00), a® + B° = 1.
s-convexa en el segundo sentido o sy-convexa si
flax + By) <o’ f(z) + B°f(y),
z,y € [0,00), a, 8 € (0,1), a+p=1.

Observaciéon 2.8.1.

a. La nocién de funcion si-convexa fue introducida en 1961 por el gran
matemdtico polaco del siglo XX, W. Orlicz en [198]. Mientras la ss-
convexidad, en 1978 por W. W. Breckner [42]. Por esto algunos autores
denominan a las funciones ss-convexas como Breckner convexas.

b. f es sj-convexa si y solo si

fir+ (1 —=t)y) <t°f(z) + (1 —-1)°f(y), =x,y€0,00),1€(0,1).

c. f:]0,00) = R es convexa si y s6lo si es s-convexa (con s = 1) en
cualquiera de los dos sentidos.

d. En [125] H. Hudzik y L. Maligranda estudian algunas propiedades de
este tipo de funciones. En particular

dl. Si f es so-convexa y f(0) = 0, entonces f es sj-convexa.
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d2. Si0<s<1lyk>1ysedefine f:[0,00) = R por

s/(1—s) 0< <1
x , 0<z<
f(@) = { ka9 | ps1

Entonces f es no negativa, discontinua en x = 1 y es sj-convexa.
PEero no es Sp-convexa.

e. En [208] M. R. Pinheiro demuestra que la Desigualdad de Jensen Ge-
neralizada (Desigualdad (1.4)) es cierta para funciones s-convexas en los
dos sentidos.

f. Algunas de las demostraciones de las propiedades de las funciones
s-convexas pueden revisarse en [182].

En [42, 43, 44] se demuestra un resultado tipo Bernstein-Doetsch (Teo-
rema 2.1.3) para las funciones Breckner convexa con t € (0,1) N Q.

En el ano 2009, P. Burai, A. Hazy y T. Juhdsz, generalizan el concepto
de Breckner convexidad [49], como sigue

Definicion 2.8.2. Sean X un espacio vectorial, D C X, convexo, d :
XxX—=>Rysel0,1]. f: D —R es (s,d)-convexa si

flz+ (1 =t)y) <tf(x) + (1 =1)°f(y) + d(z,y), (2.7)

z,y € D, t€[0,1].

Si la Desigualdad (2.7) se verifica para algin nimero fijo ¢ € [0, 1] se
dice que f es (t, s,d)-convexa y si se verifica para t € [0,1]NQ decimos
que f es racionalmente (s,d)-convexa o (Q, s, d)-convexa.

Adicionalmente asumen que d es una semimétrica (d es no negativa,
simétrica y cumple la desigualdad triangular), invariante por trasla-
cién y sub homogénea respecto a una funcién ¢ : (0,00) — (0,00)
(d(tz, ty) < ¢@)d(z,y), =,y € X, t € (0,00)).

En el siguiente Teorema exponemos algunos resultados obtenidos en [49,
50].
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Teorema 2.8.1. Sean d : X x X — R una semimétrica, invariante por
traslacion, subhomogénea respecto a una funcion v : (0,00) — (0,00) y
continua y f: D C X — R.

a. Si f es (t,s,d)-convexa y acotada por arriba en un punto de D, en-
tonces es localmente acotada en D.

b. (Bernstein-Doetsch). Si d(z,z) =0,z € X y f es (Q, s,d)-conveza y
acotada por arriba en un punto de D, entonces f es continua en D.

c. Sid(z,z)=0,2€ X y f es (Q,s,d)-convexa y acotada por arriba en
un punto de D, entonces f es (s,d)-convexa.

Es importante resaltar la importancia de la condicién d(z,x) =0, x € X
en el Teorema 2.8.1. En [49] consideran

¥, x€ ((25—1)1/871)\@

f:(0,1) =R f(x)r—{ 1, ze(2-DY,1)nQ -

Entonces f es (1/2,s,0)-convexa acotada y no es continua en ningin
punto.

Otros articulos que se pueden revisar sobre este tema son [3, 5, 8, 72,
126, 197, 206, 207, 208, 234].

2.8.1 h-Convexidad.

Una manera “natural” de generalizar el concepto de Breckner-convexidad
(Definicién 2.8.1) fue propuesta por la matemética croata S. Varosanec
en el ano 2005 en [246].

Definicion 2.8.3. Sea h : I — R una funcién no negativa y no idénti-
camente nula. f : I — R es h-convexa si

Jlta + (1 - t)y) < () (@) + h(1 - f (), eyel, te(0,1). (28)

Si la desigualdad es en sentido inverso decimos que f es h-céncava. La
clase de las funciones h-convexas definidas en un intervalo I se denota
por SX(h,I).
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Observacién 2.8.2.
a. Si h(t) <t,t e I, entonces toda funcién de SX(h,I) es convexa. En
particular, si h =1, SX(h,I) es la clase de funciones convexas.

b. En el caso h(t) = 1, t € I,t # 0 es estudiado en [99].

c. Si h(t) =t°,t € (0,1) para algin 0 < s < 1, entonces SX (h,[0,0))
es la clase de las funciones ss-convexas estudiadas al principio de esta
seccion.

d. Supongamos que h(t) > t, t € (0,1). Como es el caso de h(t) = t* con
k<1.Sif:I— R es convexa no negativa, entonces:

flz+ (1 =t)y) <tf(x)+ (1 —8)f(y) < ht)f(z) +h(1—1)f(y)
x,y € I,t€(0,1). Y asi f es h-convexa.

e. En [246] se considera el siguiente ejemplo. Sea k < 0y

atb
filab >R f(:v)::{211_k : x#%

Entonces f no es convexa y es hg-convexa, donde hi estd definida en la
parte d. de estas observaciones.

) T =

f. También podemos tratar el concepto de h-convexidad para funciones
f:DCcX—=R.

En 2009, P. Burai y A. Hézy [48] con las mismas ideas desarrolladas en
[49], generalizan el concepto de h-convexidad, de la siguiente manera.

Definicion 2.8.4. Sea D C X, d: XxX =R yh: D — R una funcién
no negativa y no idénticamente nula. f : D — R es (h,d)-convexa si

flte + (1 =0)t) <h(t)f(x) + h(1 =) f(y) +d(z,y),  (29)

z,y € D, te (0,1)

De manera similar a la Definicion 2.8.1 si la Desigualdad (2.9) se ve-
rifica para algin nimero fijo t € [0,1] se dice que f es (t, h,d)-convexa
y si se verifica para t € [0,1] N Q decimos que f es racionalmente
(h,d)-convexa o (Q, h,d)-convexa.
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Ademas los autores suponen que

limh(t)=0 y limh(t)=1.

t—0 t—1

El siguiente teorema es uno de los principales resultados presentados en
[48].

Teorema 2.8.2. (Bernstein-Doetsch).Sean d : X x X — R una se-
mimétrica, invariante por traslacion, subhomogénea respecto a una fun-
cion ¢ : (0,00) — (0,00) y continua y f: D C X — R.

Sid(z,x) =0,z € Xy f es (Q,h,t)-convexa o (h,d)-convera y acotada
por arriba en un punto de D, entonces [ es continua en D.

También en el 2009, M. Bombardelli y S. VaroSanec, [37] presentan una
desigualdad del tipo Hermite-Hadamard-Fejér.

Teorema 2.8.3. Sean h : [a,b] — R no negativa ni idénticamente nula y
simétrica respecto a “TH’ , f:]a,b] = R h-convexa y x,y € [a,b], z <y,

entonces:

1
Yy—

) 1
/ F(s)g(s)ds < [f(@) + f ) /0 h(s).g(te + (1 - tyy)ds.

Ademids en [174] introduce un nuevo concepto de convexidad que deno-
minan funciones (k, h)-convexas.

Para ver otros estudios que se han hecho sobre este tipo de funciones se
puede revisar [4, 5, 11, 233, 243].

2.9 FE-Convexidad.

En el afio 1999 E. A. Youness considera un nuevo concepto de convexidad
que describimos en las siguientes lineas.

Definicion 2.9.1. Sea E : R" — R". Un conjunto M C R" es E-
convexo si

tE(x)+ (1—-t)E(y) e M, z,y€ M,te (0,1).
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Si M C R" es E-convexo una funcion f: M — R es

FE-convexa si
f(tE(z) + (1 =t)E(y)) <tf(E(@)) + (1 =) f(E(y)),
z,y€ E te(0,1).
Semi E-convexa si
fE(z) + (1 —-t)E(y)) <tf(z)+ (1 —-t)f(y),
z,y € B, t€(0,1).

Este concepto se puede generalizar exactamente igual para M C X,
donde X es un espacio vectorial.

Proposicion 2.9.1. Sean M, N C R™.
a. St M es convero, entonces es E-convezo.
b. Si M es E-convexo, entonces E(M) C M.

c. Si E:R" — R E(M) es convexo y E(M) C M, entonces M es
E-convezo.

d. Si M, N son E-convexro M NN es E-convexo.
e. Si M, N son E-convero M U N no necesariamente es E-convezo.

f. St M, N son E-converos respecto a la misma funcion E : R® — R,
entonces M + N es E-convexo.

g. St M es Ei-convexo y Es-convexo, entonces es Ey o Ey-convexo y
FE5 o Eq-convexo.

En [235] se exponen otras propiedades de los conjuntos E-convexos.
Ahora introducimos la definicién de funcién E-convexa estudiada por E.
A. Youness [253].
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Definicién 2.9.2 (Funcién E-convexa). Una funcion f : R™ — R es E-
convexa sobre un conjunto M C R™ si existe una funcion E : R™ — R"
tal que M es un conjunto E-convexo y

fRE(z)+ (1 -1)E(y)) <tf(E(x)) + (1 —-t)f(E(y)), (2.10)
x,y € M, t € (0,1).
Si la Desigualdad (2.10) es estricta se dice que f es estrictamente E-

convexa. Si la desigualdad se verifica en sentido contrario decimos que
f es E-céncava y si es estricta se dice estrictamente E-céncava.

Observacion 2.9.1.
a. Toda funcién convexa es E-convexa sobre cualquier conjunto convexo
M C R"™, respecto a la funcién identidad Ign.

b. Sean
M; = Conv {(0,0),(2,1),(0,3)},

My := Conv{(0,1),(-2,-1),(0,-3)},

2y — 4
M=MUM, E:R>SR® y E(af,y):—(y Tyt x)

3 7 3

Entonces E(M) = M y M no es E-convexo.

. 1 , >0 _
c.Seaf.R—)Rdeﬁmdaporf(x).—{_x <0 yvE:R—>R
definida por E(z) = —23, 2 € R. Entonces R es un conjunto E-convexa

y f es E-convexo y no es convexa.

d. El concepto de E-convexidad lo podemos considerar para funciones
fX—=R.

Este concepto ha sido tratado en varios trabajos, donde también se han
estudiado otras nociones de E-convexidad que mostramos en la siguiente
definicion.
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Definicion 2.9.3. Sean X un espacio vectorial, £ : X - X, M C X un
conjunto E-convexo y f: X — R.

a. (Youness- Abo Al-Olaa [254]). f es cuasi E-convexa sobre M si
fRE(x) + (1= 1)E(y)) < maz {f(E(x), f(E()},
x,y € M, te(0,1).

b. (Youness-Eman [255]). [ es semi-E-convexa si

fE(@)+ (1 -1)E(y)) <tf(z)+ (1 -1)f(y),
z,y € M, te (0,1).
c. (Youness-Eman [255]). M es fuertemente E-convexo si
t(st+ E(zx))+ (1 —t)(sy+ E(y)) € M,
x,y € M, s, t €0,1].
d. (Youness-Eman [255]). f es fuertemente E-convexa sobre M si
ft(sz + E(x)) + (1 =) (sy + E(y))) < t(f(E(x)) + (1 =) (f(E(y))),

x,y € M, s, t €]0,1].

2.10 Funciones Fuertemente Convexas.

En 1966 el matemético ruso B. T. Polyak en [210] estudia el concepto
de funcién fuertemente convexa con médulo ¢ > 0, como describimos en
las proximas lineas.

Definicién 2.10.1. Sean ¢ > 0 y (X,||-||) un espacio normado. Una
funcion f: D C X — R es fuertemente convexa con médulo ¢ si

flta+(1—t)y) <tf()+ (1= )f(y) —ct(l =) e -y, (2.11)
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z,y €D, te(0,1).

Si la Desigualdad (2.11) se cumple en sentido contrario se dice que f es
fuertemente concava con modulo c.

Observacion 2.10.1.

a. Sean f : I — R una funcién fuertemente convexa con médulo ¢ > 0
y a,b € R. Consideremos la parabola h(x) = cx? + ax + b, x € R. Si
x,y € I,t€(0,1), z,y, entonces como h es convexa tenemos que

h(te + (1 — t)y) < th(z) + (1 — )h(y), te (0,1).

Haciendo las cuentas, para cada t € (0, 1), se verifica la igualdad
th(z) + (1 —t)h(y) —h(tz + (1 —t)y) =ct(l —t) ||z —y|. (2.12)

En la siguiente figura se ilustran estos resultados.

h(x)=cx® +ax+b

th(x) + (1~ R()
c(l-0)lx-y|?

(e +(1-£)p)

Figura 2.5: Interpretacién geométrica de ct(1 — t)||x — y||*.

Utilizando la Desigualdad (2.11) y la Igualdad (2.12), resulta
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tf(x) + (1 =6)f(y) — fltz + (1= t)y)

ct(1 — 1) [|lz -y
th(z) + (1 — )h(y) — h(tz + (1 — t)y).

v

De donde resulta que

flte+ (1 —t)y) < h(tz+ (1 —t)y), te(0,1).

De esta manera, en el intervalo (z,y), la grafica de f estd por debajo de
la grafica de la parabola h, como se ilustra en la Figura 2.6.

fx)

/| h(x)=cx® +ax+b

th(x) + 1-h(y)
ct(1-1) || x-y|?
hc+(1-0y)

th(x)+ (1= Dh(y) = ftx+ 1= 1))

Jx+(1-1)y)

Figura 2.6: Interpretacion geométrica de convexidad fuerte.
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b. Al revisar los distintos conceptos de convexidad que hemos estudiado a
lo largo de este trabajo, podemos notar las relaciones que se esquematiza
a continuacién:

midconvexra
t — convezxa
cuast convexa
k — convexa (k > 3)
(t1,...,tx) — convexa
f convera — € — convexa ,
(€,8) — convezxa
Wright converas
s1 — convexa, s1 = 1
h — convexa, h(t) >t
E — convexidad

pseudo — convexa

convexa + di ferenciabilidad —> {
Invex

En el caso de funciones fuertemente convexa obtenemos la relacion recipro-
ca, es decir

f es fuertemente convexa con médulo ¢ > 0 = f es convexa.

En consecuencia toda funcién fuertemente convexa verifica las propie-
dades que cumplen las funciones convexas.

Existen varios trabajos de investigacién donde se puede ver la aplicacién
de las funciones fuertemente convexas en la Teoria de Optimizacién y
en la Economia (Ver por ejemplo [134, 181, 190, 218, 249]). También es
interesante revisar el articulo de E. S. Polovinki [209] donde trata este
tema y considera los conjuntos fuertemente convexos.

Otras nociones de Funciones Fuertemente Convexas. Siguiendo
el esquema que hemos hecho con las funciones convexas, podemos cons-
truir otras nociones de convexidad ligado con las funciones fuertemente
convexas.
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Definicién 2.10.2. Sean c,e > 0, (X,|/-]|) un espacio normado, h :
(0,1) - (0,00) y f: D C X = R.

a. f es fuertemente midconvexa con médulo c¢ st

f(x;ry><f(:n)+f(y) S —E

D.
—_ 2 4 || ) x7y€

b. f es fuertemente t-convexa con médulo ¢ (t € (0,1) fijo) si
fltz+ (1= t)y) < tf(x) + (1= 1) f(y) —ct(l = t) o —y|*, 2,y € D.
c. f es e-fuertemente convexa con médulo c¢ si
fte+ (1= t)y) < tf(2) + (1= 1) f(y) —ct(l =) |z =yl +e,
z,y € D, t e (0,1).

d. f es fuertemente cuasi convexa con médulo ¢ si

flte+ (1= t)y) <mdx {f(2), fy)} -t —t) |z —y|?,
z,y € D, t e (0,1).

e. f es fuertemente Wright convexa con médulo c si
fltw+ 1= ty) + flty+ (1 = t)z) < f@) + fy) = 2ct(1 — ) |z — y]?,
xz,y € D, t e (0,1).

f.Sid > 0. f es fuertemente (¢, d)-convexa con médulo c si

fta+(1=t)y) < tf(@)+(1—t) f(y)+et(1-t) & — y|—ct(1—t) ||z — y||*+5
z,y € D, t e (0,1).

g. [ es fuertemente h-convexa con médulo ¢ si

fltz+ (1= t)y) < h(t)f(@) + (1= 1) f(y) = ct(1 =) |z — y]?,
z,y € D, t e (0,1).
Por supuesto, cambiando el sentido de las desigualdades, obtenemos los

concepto duales, cambiado convexa por céncava. Ademds en cada caso
podemos considerar otros subcasos combinando las definiciones.
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Existen varios trabajos de investigacién relacionados con las funciones
fuertemente convexas donde se generalizan propiedades que verifican
las funciones convexas. En virtud de esto, hacemos una recopilacién de
algunos de estos resultados.

Propiedades de Funciones Fuertemente Convexas. En primer
lugar es importante exponer un lema utilizado por N. Merentes y K.
Nikoden en [171], que fue demostrado en el ano 2001 en [120].

Lema 2.10.1. Una funcion f : I — R es fuertemente convexa con
mddulo ¢ > 0, si y sélo si, la g(x) := f(z) — cx®, x € I es conveza.

Este resultado garantiza que un funcién fuertemente convexa la pode-
mos transformar en una funcién convexa restandole una pardbola. O
equivalentemente que toda funcién fuertemente convexa modulo ¢, se
escribe como la suma de una convexa con la parabola p(z) := cx?,z € I.

Algunas propiedades de las funciones fuertemente convexa estan plantea-
das en un problema propuesto en [223] y cuyas demostraciones pueden
verse en [182]. Estas propiedades las exponemos a continuacion.

Proposicion 2.10.1. Sean ¢ > 0 y f : I — R. Entonces las siguientes
condiciones son equivalentes.

a. f es fuertemente midconvex con mddulo c.

b. Para cada xq, existe una funcion lineal m, tal que:

f(@) > e(z — x0)* + m(zx — x0) + f(20), z €l
c. Si f es diferenciable en xg,
f(x) > e(z = x0)* + f'(20)(x — o) + f(20), = € L.
d. Si f es diferenciable,
(f'(x) = f'(9)(x — w0) = 2¢(x — y)*, z,y € I.
e. Si f es dos veces diferenciable,

f(x) >2c, zel.
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En el siguiente teorema resumimos los principales resultados obtenidos
en el ano 2010 en [171].

Teorema 2.10.1. Seanc >0y f,g: I - R
a. (Teorema del Sandwich). Eziste una funcion h : I — R fuertemente
conveza, tal que f < h < g, si y solo st

fltz+(1-t)y) < tg(x)—l—(l—t)g(y)—ct(l—t)(m—y)z, z,y eI, te|0,1].

b. (e aprozimacion). Si f es e-fuertemente convera con mddulo ¢, en-
tonces existe una funcion h : I — R fuertemente convexra mddulo c, tal
que

If =gl <5 ael

c. (Generalizacion de la Desigualdad de Jensen). Si f es fuertemente
convexa con modulo ¢, entonces

(Zt xz> < Zt f(x) — th — (tyx + - + tray))?,
i€l t;,>0,1=1,....k, t14+---+1tp=1.
d. (Generalizacion de la Desigualdad de Jensen para integrales). Si

(X,X, 1) es un espacio de probabilidad y ¢ : X — I es una funcion
Lebesgue integrable y f es fuertemente convera con modulo ¢, entonces:

1 (f o) < [ stconan=e [ (s [ ota) o

e. (Generalizacion de la Desigualdad de Hermite-Hadamard). Si f es
fuertemente convexa con mddulo c, entonces:

F(55) + et s s [ reas < T 2y

x,yel, x<y.

f- (Caracterizacion tipo Beckenbach). Si f es fuertemente convera con
modulo ¢, entonces es F.-convexa, donde

Fe={ca® +ary+by: a,beR}.
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En el ano 2012 A. Azécar, N. Nikodem y G. Roa [20] mejoran el resultado
obtenido en [171] en relacién a la Desigualdad de Hermite-Hadamard,
senalado arriba y demuestran un resultado sobre la Desigualdad tipo
Fejér, que resumimos en el siguiente teorema.

Teorema 2.10.2. Sean ¢ > 0, f : [a,b] — R fuertemente convexa con
mddulo ¢, x,y € [a,b],x <y y g : [a,b] = R wuna funcidn de simétri-
ca de densidad (g(a+b—2x) = g(z), = € [a,b] y ffg(:c)d:v =1). Entonces:

a. (Desigualdad tipo Hermite-Hadamard mejorada,).

F(E) g0 < g |r (3 e (T4 -

<

L[ faty)  f@ @] e,
< sl (5) ] - g0
< f(x);f(y)fé( 7‘%)2.

b. (Generalizacion de la Desigualdad de Fejér).

((532) | v (2] 0

. f(:c)—;—f(y) _C[;ﬁ;yz _/: S2g(s)ds}

c. (Desigualdad tipo Hermite-Hadamard discreta). Si x = x1 < -+ <
T, =y son n puntos equidistantes, se tiene:

G RE e (R D DTS

IN
|
—~~

<
|
8
S~—
[\
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Funciones Fuertemente Midconvexas. A. Azécar, J. Gimenez, K.
Nikodem y J. L. Sénchez [19] demuestran algunas propiedades de las
funciones fuertemente midconvexa con mdédulo ¢ > 0, que recopilamos
en el siguiente teorema.

Teorema 2.10.3. Seanc>0y f: D C X —R.

a. Si f es continua, entonces f es fuertemente convera con mddulo c, si
y solo si, [ es fuertemente midconvera con modulo c.

b. (Caracterizacion tipo Bernstein-Doetsch). Si D C R™ es abierto, f es
fuertemente midconvexa con mddulo ¢ y acotada por arriba en un con-
Jjunto con interior no vacio, entonces f es continua.

c. (Caracterizacion tipo Ostrowski). Si D es abierto, f es fuertemente
midconveza con modulo ¢ y acotada por arriba en un conjunto con me-
dida de Lebesgue positiva, entonces f es continua.

d. Si f es fuertemente t-convexa con mddulo ¢, entonces es fuertemente
midconveza con modulo c.

e. Si f es fuertemente t-convera con mddulo c, entonces f es fuertemente
t-convezra con mddulo ¢, para t € (0,1) N Q.

1S (X, (,-)) es un espacio vectorial con un producto interno, D C X
abierto, entonces f es midconvexa con maodulo c, st y sélo si, para cada
xg €D,

f(2) = h(z) = clle — ol + ala — 20) + f(x0). @€ D,

donde a : X — R es una funcion aditiva que depende de x.

g. (Caracterizacion tipo Beckenbach) f : I — R es fuertemente midcon-
vexa con mddulo ¢, si y sdlo si, es fuertemente F-midconvera mddulo c,
donde

Feo= {c:v2+a:13y+by: a,bGR}.

En el ano 2011, en [172] se demuestra el siguiente teorema de descom-
posicién.
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Teorema 2.10.4. Sean ¢ > 0, (X,||-]|) un espacio normado, D C X
abierto y f,g : D — R, f es fuertemente midconvexa con mddulo ¢ y g
fuertemente midcdoncava con modulo c, tales que f < g. Entonces existen
una funcion aditiva a : X = R y f1,91 : D — R, f1 fuertemente convexa
con modulo ¢ y g1 continua fuertemente concava maodulo c, tales que

f(@) = filz) +a(z) , g(@) =g1(x) +alz), zeD.

Funciones Fuertemente Wright Convexas. También se tienen
resultados para funciones fuertemente Wright convexas con médulo ¢
(Ver [172]).

Teorema 2.10.5. Sean ¢ > 0, (X,||-||) un espacio normado f : D C
X — R. Entonces la siguientes condiciones son equivalentes:

a.(X, || - ||) tiene un producto interno.

b. f: D C X — R es fuertemente Wright convexa con mddulo ¢, si y
sélo si, h:= f —c||-||* es Wright conveza.

c. ||-*: X = R es fuertemente Wright convexa médulo 1.

Como corolario de este teorema se obtiene el siguiente resultado de des-
composicién de funciones fuertemente Wright convexas.

Corolario 2.10.1 (Descomposicién de funciones fuertemente Wright
convexa). Sean (X, ||.||) un espacio con producto interno, D C X abierto
y convexo; y ¢ >0 . f : D — R es fuertemente Wright convexa con
modulo ¢ > 0, si y solo si, existen una funcion convera g : D — R y una
funcion aditiva a : X — R, tal que:

f(2) = g() +a(2) + c|a]?, « € D.

Funciones Fuertemente h-Convexas. En el siguiente teorema ex-
ponemos los resultados obtenidos recientemente en [12].

Teorema 2.10.6. Sean ¢ > 0, h: (0,1) — (0,00), (X,||-]|) un espacio
normado y f : D C X — R. Entonces:
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a. Si (X, || -]]) tiene un producto interno, h(t) > t,t € (0,1) y se consi-
dera g : D C X — R fuertemente h-convexa con mddulo c, entonces
f(@) == g(x) +c|z||*, z € D, es fuertemente h-convexa con médulo c.

b. Si (X,]|-||) tiene un producto interno, h(t) < t,t € (0,1) y f es
fuertemente h-convexa modulo c, entonces existe una funcion g : D C
X — R h-convezxa, tal que

f(@) =g(z)+clzll, =eD.

c. SiD=1CRyf:1I— R es Lebesque integrable y fuertemente
h-convexa con mddulo c, entonces:

IN

2h(1/2) {f (x;y> +1—02<y—x)2} yix/:f(az)dx
< (f($)+f(y))/01h(t)dt_ g(y_x)a

z,y€el, x<uy.

2.11 Multifunciones

Dado un conjunto Y denotamos por 27 el conjunto potencia de Y. Es
decir la clase de los subconjuntos de Y. Si Y es un espacio métrico,
entonces el conjunto 2¥ puede ser dotado de una métrica denominada
Métrica de Hausdorff (Ver [15, 38, 56]) que se define como

di (A, B) := max {supd(x,B) , sup d(y,A)} ., A Be2"
€A yeB

En el caso que no tengamos una métrica, E. Michael [173] introdujo una
topologfa en 2¥ dando una base de entornos.

También se utilizara la siguiente notaciones:

n(Y) = oY _ {0}
Si Y es un espacio topolégico

C(Y):={S CY:Sescompacto, S # D}.
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CO(Y) = {S C Y : S es compacto, y convezo S £ O}
B(Y):={S CY:Sesacotado, S # O} .
BCL(Y) :={S C Y : Sesacotado y cerrado, S # O} .
BC(Y) ={S C Y : Sesacotado y convero, S # D} .

Definicién 2.11.1. Dados dos conjuntos X yY una funcion F : X — 2Y
se denomina multifuncién o funcién conjunto valuada. Es decir
una multifuncion F : X — 2Y, asocia a cada punto de X un subconjunto

de Y.

Las multifunciones son de gran utilidad en diversa situaciones de la ma-
tematica y otras areas del conocimiento, como economia y optimizacion.
Mostremos algunos ejemplos en este sentido.

Ejemplo 2.11.1.
a. Dada una funcién f : X — Y, se puede considerar la multifuncién
F:Y — 2%, definida por

F(y):==f""(y) ={z € X: f(z) =y} .
SiX=Y=Ry f(z) := 22,2 € R, entonces

rw = { VR

b. Si en conjunto X estd definida una relacién de equivalencia ~ y de-
notamos por X/ ~ el conjunto de las clases de equivalencias, entonces
podemos definir una multifuncién F : X — 2% que asocia a cada = € X
su clase de equivalencia.

c. Dada una matriz A de orden m X n y un vector b € R™, definimos la
multifuncién F : R” — 28" como:

F(z):={x e R": Az < b},

donde la desigualdad Ax < b es coordenada a coordenada.
En este caso a cada vector x € R" le asociamos lo que se conoce como
un poliedro. Esta multifuncién se denomina Multifuncién Poliedral.
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d. Consideremos el conjunto entorno de un individuo, que consiste de
las posibles condiciones que se deben cumplir, para realizar un accién
(presupuesto, clima, condiciones de salud, etc). De esta manera, pode-
mos considerar la multifuncién que asocia cada situacién del entorno un
conjunto de acciones a realizar. Por ejemplo, si se dispone de un deter-
minado presupuesto, el individuo o familia, puede realizar un viaje o
adquirir ciertos articulos. Si el dia es lluvioso, no se puede ir a la playa
o no se puede realizar una excursién a la montana. etc.

e. Cada consumidor (individuo o familia) tiene un conjunto de Planes de
Consumos posibles. Estos planes de consumo especifican ciertas cantida-
des de bienes o servicios consumibles. De esta manera a cada consumidor
podemos asociar el conjunto de planes de consumo, que son subconjun-
tos del un conjunto denominado Conjunto de Consumo. Estos planes
pueden depender de varios factores, como el presupuesto disponible por
cada individuo, preferencias de la persona, ubicaciéon de la vivienda,
condiciones ambientales, etc.

Las multifunciones han sido objeto de estudio y formalizacién en la ma-
tematica, tanto es asi, que existen revistas de investigacién dedicadas
a este tema, como Set-Valued Analysis y Journal of Fuzzy Set Valued
Analysis.

En relacion al estudio de este objeto matematico, se han desarrollado
conceptos, como las nociones de: continuidad, diferenciabilidad, inte-
grabilidad y convexidad entre otras. En tal sentido se puede revisar
[7, 15, 16, 18, 24, 30, 38, 56, 119, 123, 140].

2.12 Multifunciones Convexas.

Definicion 2.12.1. Sean X, Y espacios vectoriales, y D C X un con-
Junto convezro. Una multifuncién F : D — n(Y) es convexa si

tF(x)+ (1 —t)F(y) C F(tz + (1 —t)y), (2.13)
xz,y € D,t € (0,1).

De manera similar al caso de funciones convexas podemos considerar
otros conceptos de convexidad.
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Definicion 2.12.2. Sean X, Y espacios vectoriales reales, D C X un
conjunto convexo, ¢ >0y F : D — n(Y), entonces:

a. F' es t-convexa si se verifica (2.13), para x,y € D y t es un elemento
fijo del intervalo (0,1).

b. F es midconvexa si verifica (2.13), para x,y € D, t = % yt esun
elemento fijo del intervalo (0,1).

c. Si K CY esun cono (K+K C K ytK C K, t € [0,00)) F es
K-convexa

Flz)+ (1—-t)F(y) C F(tz+ (1 — t)y) + K, (2.14)
x,y € D, t €(0,1).
d. F es K-t-convexa si se verifica (2.14) para un valor fijo det € (0,1).

e. F es K-midconvexa si se verifica (2.14) para t = %

f. St X es un espacio normado y € > 0. F es e-K-convexa si
F)+(1-t)F(y) C F(tr+ (1 —t)y) + K + B,
z,y € D, t €10,1], donde B denota la clausura de la bola unitaria de X.

g. F' es fuertemente convexa con médulo ¢ si
tF(z) + (1= t)F(y) + ct(1 —t) |z —y|> B C Ftz + (1 —t)y), (2.15)
x,y € D, donde B denota la clausura de la bola unitaria de X. Si la

Inclusion (2.15) se cumple para algin t fijo de [0,1], decimos que F

es t-fuertemente convexa con modulo ¢ y si t = % se dice que F es

fuertemente midconvezxa.

Podemos observar que como 0 € K, entonces
F' es convexa = F es K-convexa.

Ademsis
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K ={0} , F es K-convexa = F' es convexa.
F' es convexa =—> F' es ¢ — K-convexa.

F es convexa = F" es fuertemente convexa con médulo c.
Algunos resultados sobre algunas de estas multifunciones .

Teorema 2.12.1 (Teorema de Descomposicién (K. Nikodem 1989 [193])).
Sea Y un espacio topoldgico localmente convero. Una multifuncion F :
I — C(Y) es midconveza, si y solo si, existe una funcion aditiva a : I —
R y una multifuncion continua G : I — CC(Y), tal que

F(z) =a(z) + G(z), zeD.

Teorema 2.12.2 (T. Cardinali, K. Nikodem, F. Papalini, 1993 [54]).
Sea K C R™. Si una multifuncion F : D C R™ — n(R™) es K-conveza,
entonces existe una multifuncion G : D C R* — n(R™) e-K-conveza,

tal que
F(x) c G(x) C F(x) + K +ipymeB, 2z € D,

. , 2 _
donde jnim = min {g;fg‘,p} con 2m1 < p < 2™,

Teorema 2.12.3 (Teorema tipo Kuhn (T. Cardinali, K. Nikodem, F.
Papalini, 1993 [54])). Sean X un espacio vectorial, Y un espacio vectorial
real topoldgico, K C Y un cono convezo cerrado yt € (0,1). Si F': D C
X — C(Y) es K-t-convezxa, entonces es K-midconvera.

Teorema 2.12.4 (Generalizacién Teorema del Sandwich (E. Sadowska
[232])). Sean F,G : I — n(R), tal que

GrF ={(z,y) e I xR: ye F(x)}
es la union de dos subconjuntos conexos de R?. Entonces
tF(z)+ (1 —-t)F(y) C Gtz +1 —1t)y),

x,y € I,t€(0,1), siy sdlo si, existe una multifuncion convexa H : I —
n(R), tal que

F(z) c H(z) C G(x), x € 1.
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Ademds este resultado también es cierto si F,G : D C R™ — n (RP), son
tales que GrF = {(z,y) € D xRP: y € F(x)} se puede escribir como
la reunion de n + p subconjuntos conexos de R"TP y

tlF(l‘l) + -+ tn+pF($n+p) C G (tlxl + -+ tn+pxn+p) s
z, €D, t; € [0, 1].

Recientemente se mostraron algunos resultados sobre multifunciones
fuertemente convexa con mdédulo ¢ en [151], que exponemos en el si-
guiente teorema.

Teorema 2.12.5 (H. Leiva, N. Merentes, K. Nikodem, J.L. Sanchez
[151]). Sean (X, ||-|Ix), (Y, |- |ly) espacios normados reales, D C X con-
vera, ¢ >0, y F': D — BCI(Y).

a. Si F es t-fuertemente convexa con mddulo ¢, entonces F es fuerte-
mente midconvexa con modulo c.

b. Las tres condiciones siguientes son equivalentes;
o (X,||-]lx) es un espacio con producto interno.

o [ es fuertemente t-convera con modulo ¢, si y sélo si, la multifun-
s 275 .
cion G:=F +c|-||” B es t-midconveza.

2= . .
o G :=F+c|-||°B es midconvera, entonces es fuertemente mid-
conveza con modulo ¢ > 0.

c. F' es fuertemente midconvexra con mdédulo ¢ y acotada sobre D, con ]5,
entonces F es fuertemente convexa con mddulo ¢ y continua (es decir
para xg € D y e > 0, existe 6 = §(xg,e) > 0, F(xg) C F(z)+eB y
F(x) C F(xo)+¢eB, para todo x € D tal que ||z — x|l < 6).

2.13 Subdiferencial.

En la Proposicién 1.4.1 se afirma que toda funciéon f : I — R convexa
tiene una recta soporte. Mas aun se afirma que

f(x) = f(zo) > m(x —20), wel,



112 Nelson J. Merentes D., Sergio T. Rivas A.

donde f” (zo) <m < f! (2o)-

o
En la parte e. del Teorema 1.8.1 se demuestra que si f : D C R® - R
es convexa diferenciable en xg, entonces

[

f(@) = f(x0) = Vf(wo)(x — x0), w€D.

o
El Teorema 1.9.2 garantiza que si f : U C X — R es diferenciable en xg,
entonces

J(@) - f(xo) > df (wo)(x — x0), @€ X.

Estos resultados motivan la siguiente definicién.

Definicién 2.13.1 (Subdiferencial). Sean (X, || -||) un espacio normado,
U C X convexo y abierto, f : U — R y x € U. Un subgradiente de la
funcion f en x es un funcional lineal continuo z* : X — R, tal que

fly) — flx) >a*(y—2), zeX

El conjunto de los subgradientes de f en x se denomina subdiferencial
de f en x y se denota por Of(x).

Observacion 2.13.1.
a. 0f es una multifuncién que asocia puntos de U con subconjuntos de
X*,

b. El Teorema 1.9.2 garantiza que si f : U C X — R es convexa y
diferenciable en x, entonces df(z) # 0, més aun df (x) € 0f(x).

c. Un resultado de interés es determinar si para dos funciones f,g se
verifica la relacion

O(f +g)(x) = 0f (z) + 0f (x).

Este resultado no es cierto en general (siempre se verifica la inclusién
I(f+g)(x) Daf(x)+df(x)). Condiciones para que se cumpla la igual-
dad son dadas en un conocido teorema, cuya version para el caso R”,
damos a continuacion.
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Teorema 2.13.1 (Moreau-Rockafellar). Sean f,g : R — R funciones
convezas, tal que f es continua en xg. St O(f + g)(xo) # O, entonces

Of (o) # @, dg(x0) # D y
(f + g)(zo) = 0f (z0) + Of (o).

La demostracion de esta versién del Teorema de Moreau-Rockafellar
puede verse en [1] (Ver también [222]).

El tema de la subdiferencial ha sido objeto de estudio por muchos au-
tores, originando lo que se conoce como Calculo Subdiferencial. Sobre
esta parte de la Matemadtica se puede revisar [35, 40, 190, 205, 222].

2.14 Algunos Contextos donde Aparece la Con-
vexidad.

En el libro de S. Boyd y L Vandenberghe [41] de finales de la primera
década de este siglo, evidencian la importancia de la convexidad cuando
senialan lo siguiente:

“.. Desde 1990, muchas aplicaciones han sido descubiertas en dreas co-
mo los sistemas de control automdtico, la estimacion y procesamiento de
senales, comunicaciones y redes, el diseno de circuitos eléctricos, andli-
sis de datos y modelos, estadistica y finanzas. La optimizacion convexa
también ha encontrado una amplia gama de aplicaciones en la optimi-
zacion combinatoria y global...

Creemos que muchas otras aplicaciones de optimizacion convexra todavia
estdn esperando a ser descubiertas. ”

Existen una variedad de tépicos en los que aparece la convexidad. A con-
tinuacién hacemos referencia de algunos de ellos. No pretendemos hacer
un lista exhaustiva y en algunos casos exponemos algunas pequenas ex-
plicaciones de qué tipo de problemas se tratan.

Optimizacion Matematica. La Optimizacion Matemdtica es un area
de la Matematica donde se estudias problemas de elecciéon de la mejor
alternativa entre posibles opciones. Un Problema de Optimizacion Mate-
mdtica o Problema de Optimizacion “POM o PO” tiene la forma:
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~—

minimizar f(x
sujetoa  fi(x) < by
1 l’) — 07

i=1,...,m (2.16)
1=1,....,p
donde z € R™.

El objetivo es hallar el minimo de f(x), donde x estd sujeto a las condi-
ciones

file) <b,i=1,....m , hi(x)=0,i=1,...,p.

La funcién f se denomina Funcion Objetivo. Las condiciones de desigual-
dad son denominadas Restricciones de Desigualdad y las condiciones de
igualdad Restricciones de Igualdad. Sino tenemos restricciones decimos
que el problema es sin restricciones.

Las funciones involucradas estdn definidas en subconjuntos de R” . Y
m p

los valores de x estdn en D = Dy N (.ﬁlDﬁ) N (_ﬂngl>, denominado
1= 1=

Dominio de Optimizacion. Los valores de x € D que verifican las res-
tricciones son denominados Soluciones Factibles.

En el caso que las funciones son lineales el problema es denominado PPL
(Problema de Programacion Lineal).

Sien el PO (2.16) las funciones f, f;,i = 1,..., m son convexas (Cénca-
vas) y las funciones h;,7 = 1, ..., p son lineales se dice que es un problema
de Optimizaciéon Convexa (Cdncava). También podemos considerar
el caso en el que las funciones f, f;,i = 1,...,m sean cuasi convexas,
pseudo convexas, invex como planteamos en el la Seccién 2.3.3 o funcio-
nes F-convexas. Ademds se puede dar el caso en que tengamos mas de
una funcién objetivo. En esta situacién se le incorpora a la denominacién
de cada problema el adjetivo de Multi objetivo.

Calculo de Variaciones Este tipo de problemas se circunscribe a de-
terminar los puntos 6ptimos de funcionales definidos sobre algtin espacio
funcional. En este caso las soluciones son funciones.
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Un problema en este sentido fue planteado por J. Bernoulli en 1696,
conocido como El problema de la braquistécrona (breve en el
tiempo) y se refiere a determinar la forma que debe tener un alambre
(determinar la curva) fijado en dos puntos A y B del plano de manera que
al soltar un objeto del punto A llegue al punto B en el menor tiempo
posible. Si el punto A tiene coordenadas (xg,yp) y el punto B tiene
coordenadas (x1,y1) entonces este problema se reduce a determinar una
funcién y que sea solucion del problema:

minimizar T(y) = 25 [/ So0 0

sujeto a y(xo) =yo, y(x1) =y

Para los célculos se puede revisar [164]. Para ahondar sobre este tema
se puede ver [244].

Teoria de Dualidad. En Programacion Lineal cuando se habla de
“Dualidad” se entiende la relacién entre todo problema de minimiza-
cién con un problema de maximizacién. De tal forma que resolviendo el
segundo obtenemos un valor éptimo del primero. Denotemos el proble-
ma de programacién lineal por PL y el problema dual PD y exploremos
algunas ideas sobre este tema.

Un PL tiene un estructura del tipo:

minimizar Z=cx
sujetoa Axr >b,x eR", x>0"

donde ¢ € R™ es una funcién lineal y A es una matriz de orden n x m y
b es un vector fijo de R™.

A este problema le podemos asociar otro problema conocido como pro-
blema dual PD:

maximizar w = by

. R™.
sujetoa ATy <ec, yeR™ y>0,’ yEe

Estos dos problemas tienen las relaciones:
e cx > by, para toda solucion factible  de PL y de PD.

e PL tiene solucién optima si y sélo si PD tiene solucién optima.
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e PL no tiene solucién optima, entonces PD no tiene solucion y vice-
versa.

e PL es el problema dual de PD.

Ademi4s las funciones objetivos son funciones convexa y las regiones fac-
tibles son conjuntos convexos. De esta manera las propiedades de las
funciones convexas y conjuntos convexos son importantes en la resolu-
cién de estos problemas.

En la Matematica se ha desarrollado toda una teoria denominada Teoria
de Dualidad inspirada en los problemas aludidos y su origen se debe a
John von Neumann en su trabajo sobre teoria de juegos [184]. Para
revisar material bibliografia de ese tépico (Ver[l, 18, 35, 31, 39, 41, 154,
222]).

Optimizacion Dinamica. La optimizacién dindmica estudia la ob-
tencién de la solucién 6ptima de sistemas que evolucionan en el tiempo
susceptibles de influencia mediante decisiones externas.

Modelo del Transporte. Este modelo se usa para describir un pro-
blema de programacion sobre el transporte de insumos, personas, etc,
desde lugares de origen a determinados destinos. Los modelos sirven,
entre otras cosas, para la toma decisiones sobre planificacién, ingenieria,
adquisicién de vehiculos de transporte, capacidad de infraestructura,
impactos ambientales, contaminacion, etc.

Veamos un ejemplo de una situacion que se estudia con este modelo.
Supongamos que tenemos m centros de suministro, de donde podemos
transportar ciertos insumos a n destinos que requieren dichos insumos.
Denotemos por a;,7 = 1,...,m el nimero de unidades disponibles de
un producto del lugar de suministro ¢; y bj,7 = 1,...,m el niimero de
unidades de determinado producto con que se desea abastecer el destino
Jj. Denotemos por Cjj, i =1,...,m, j =1,...,n el costo para transpor-
tar una unidad del producto desde el origen 7 al destino j. El problema
consiste determinar el nimero de unidades del producto que se debe
transportar de cada lugar de suministro a cada destino, de manera que
el costo total sea minimo y se cumplan con los niveles de disponibilidad

de cada origen y de requerimiento de cada destino. De esta manera se
debe
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m,n
minimizar z= Y Cijxi
ig=1
n
sujetoa Yxij<a,i=1,...,m
Jj=1 )

m

inj ij, izl,...,n

=1

zij >0,i=1,....m,j=1,....,n

donde z;;, ¢ =1,...,m, j = 1,...,n representan el niimero de unidades
que se han de transportar desde el lugar 7 al destino j . Para la resolucion
de estos problemas se usan ciertos métodos como: el de la esquina no-
roeste, de costo minimo y de la aproximacién de Vogel. Los precursores
en la formulacién y resolucién de este modelo fueron F. L. Hitchock [121]

y los premios Nobel en economia del ano 1975, L. Kantorovich [137] y
F. L. Koopmans [142]

Teoria del Consumidor (ver [84]). Se desea determinar qué e-
leccién realizard un consumidor entre los bienes disponibles con los
recursos que dispone. En algunas situaciones, tomando en cuenta las
preferencias de consumidor, se puede construir una funcién continua
U : Dy C R" — R que se denomina “Funcién de utilidad”, donde Dy
es el conjunto de bienes que la persona consume. El problema a resolver
es escoger la combinacion de bienes que maximizan la utilidad del indi-
viduo sujeto a un presupuesto fijo Pg.

Sip = (p1,...,pk) son los precios de los productos o bienes a consumir,
entonces se debe:

mazximizar U(zy,...,xx)
pix1+ -+ prag < Ppo
2 >0i=1,... k

Desigualdad y Pobreza (ver [84]). Se considera un grupo de n
individuos o familias con una distribucién de ingresos mensuales 7 =
(I1,...,1,) ,donde I,k = 1,...,n representan los ingresos individuales
obtenidos en un lapso de tiempo. Ademés

11§§IPSZSIP+1SSIW,7
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donde Z es lo que se conoce como “Linea de Pobreza” que indica una
valor en la correspondiente moneda nacional, tal que las personas que
tienen un ingreso por debajo de este monto, se consideran pobres. Para
medir la pobreza se utilizan los “Indices de Pobreza” que corresponde a
una funcién que mide la pobreza P : R"*! — R, tal que P(Z, Z) € [0, 1]
que indica el grado de pobreza asociado con una distribucién de ingresos
7 y la linea Z. Por ejemplo en [89] se considera, la funcién:

p
- 2

i=1

donde o > 0 esta prefijado, Z > 0y Z — I; mide el déficit del individuo
o familia I;,i =1,...,p.

P(Z,Z2)

Por ejemplo:
ea=0= P(Z,2)=

ea=1= P(I,2)=

mide la proporcion de pobres.

5

P

n
1
n

_I . . . .
= ’) mide la diferencia a corregir por

per capita.

Ejemplo 2.14.1. Un problema a estudiar es si se dispone de un cier-
to presupuesto 7 = t; + --- 4+ t,, donde ¢;,¢ = 1,...,p son recursos
provenientes de diversas fuentes, y se desea repartir, por el Estado, en
subsidios, de tal forma de reducir la pobreza lo mas posible. El PO a
resolver es:

minimizar N(Z-T1; — )
i=1
T=ti+ -+t
tZ > 07 7: = ) 7p

Z—Ii—tiz(),z'zl,...,p
I+t < Liyy +tip1,i=1,...,p

En el ano 2006, J. J. Nutiez [196] escribe un excelente articulo sobre este
tema.

Portafolio Otro problema de interés en economia se refiere a inversio-
nes de capitales en activos financieros. Como bonos, certificados, cuentas
de ahorros, acciones y otras opciones existente en el mercado financiero.
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El problema se refiere a determinar las posibles combinaciones de las in-
versiones logrando dos objetivos: maximizar la ganancia y minimizar el
riesgo. En este tipo de problema se utilizan ciertos mediciones estadisti-
cas como la varianza de la cartera, la covarianza entre los rendimientos y
la esperanza de la rentabilidad. El pionero en estudiar estas situaciones
fue uno de los premios Nobel en economia del anio 1990, H. Markowitz
[163] donde plantea un modelo conocido como “Modelo de Markowitz”

(Ver [77]).

Electréonica. En este contexto es importante determinar los tamanos
de dispositivos de equipos electréonicos, que cumplen los requisitos de
disefio y que sea mas eficiente en el uso de la energia. Aqui las variables
son las dimensiones del dispositivo y las restricciones se refieren a los
requerimientos de fabricacién, tales como limites de dimensién, tiempo
de funcionamiento operable dentro de los estandares establecidos, etc.

Estadistica. Un ejemplo es encontrar un modelo de una familia de
modelos posibles, que ajusta mejor los datos obtenidos de cierta infor-
macién. Las variables son los parametros del modelo y las limitaciones
(restricciones) la informacién previa, tales como condiciones de no ne-
gatividad. La funcién a optimizar pudiera ser una medida del error de
prediccién. En [162] se exponen ejemplos en esta drea.

Como podemos apreciar la convexidad es de gran importancia en muchos
problemas de Toma de Decisiones. En muchas situaciones los problemas
tienen solucién del punto de vista matematico, por ejemplo, en el caso
del problema KKT (Seccién 2.3.3) se dan ciertas condiciones para la
existencia de solucion. En KKT la soluciéon debe verificar la condicién:

Vi) + > MVgr(z) =0.
kel(x)

Los métodos de solucién para algunos problemas de optimizaciéon se
reducen a construir un algoritmo para obtener la soluciéon “con cierto
nivel de precisién”, como es el caso del Algoritmo Simple o Método
Simplex, desarrollado por G. Dantzing en 1947 [64], para localizar de
una manera eficiente entre los puntos extremos la solucién de un PPL.
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Ademi4s de los ejemplos que hemos aludido de aplicaciones de la con-
vexidad, debemos resaltar otros, no menos importantes, que son obje-
tos de estudio por muchos investigadores en distintas ramas del cono-
cimiento, como son Optimizaciéon Dindmica, Optimizacién Combinato-
ria, Geometria de Espacios de Banach, Operadores Monotonos, Calcu-
lo Subdiferencial, Teoria de Desigualdades, Teoria de Control, Anélisis
Convexo Discreto, Teoria de la Produccién, Telecomunicaciones, Teoria
de Senales, Estadistica, Programacién Matemadtica en sus distintas ver-
tientes. Algunas referencias para consultar sobre estos temas son [1, 22,
23, 24, 35, 39, 41, 53, 57, 58, 62, 77, 84, 155, 158, 164, 168, 169, 170,
177, 191, 204, 205, 238, 244, 249].

2.15 Mas Conceptos de Convexidad.

Existen otros conceptos de convexidad de funciones ademas de los que
hemos hecho referencia. En esta seccién haremos solamente referencia
a algunos de ellos y citaremos algunos trabajos donde lo mencionan o
donde se introduce la respectiva nocién. Hemos colocados los distintos
conceptos por orden cronolégico.

1. Funciones Schur-Converas. 1. Schur 1923 [236] (Ver también
162, 190, 238, 242)).

Definicién 2.15.1. Sea D C R™ un conjunto convexo y simétrico (si
r = (T1,...,7,) € D, entonces 15 = (To(1),---,To(n)) € D, para cual-
quier permutacion o de {1,...,n}). Una funcién f: D — R es Schur-
convexa o S-convexa si

r<y= f(z) < fly), =yeR,

donde después de ordenar las componentes de x,y en forma creciente:

/ / / /

'CE]. Sg;n?ylggyn?
k

x <y significa ) x) <
i=1

M= IA

n n
yg, k=1,....n—1 y leﬁ Zyi.
=1 i=1

Otra manera de definir estas funciones es usando las llamadas ma-
trices biestocdstica o doblemente estocdstica (Ver [162]). Una matriz
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S = (8ij)n de orden n x n es biestocéstica si todas sus entradas son no
negativas y la suma de las entradas de cada fila y cada columna es igual
a 1. Es decir:

5ij207 i,jzl,...,n

n n
E:Sij:17j:17---an ) g sij=11=1,...,n.
=1 j=1

Dado un intervalo I, una funcién f: I"" — R es Schur-convexa si
f(Sz) < f(z), xelI™

para toda matriz S doblemente estocéstica (Ver [223]).

En [162] se realiza un extenso estudio de estas funciones (Ver en par-
ticular el capitulo 3) y en [196] se hace uso de ellas en problemas de
medicién de desigualdad y pobreza.

2. Funciones Geométricamente Convexas. P. Montel 1928 [180]

Definicién 2.15.2. f:(0,00) — (0,00) es geométricamente conve-
xa o convexa respecto a la media geométrica si

f(Vay) <V f@) Vi), 2y e (0,00). (2.17)
J. Matkowski 1992 [165] (Ver también [130]) generaliza este concepto
modificando la Ecuacién (2.17) por:

Fay' =) < @I W 2y €(0,00), t € [0,1]:
C. P. Niculescu 2004 [188] hace otra generalizacién modificando la Ecua-
cién (2.17) por:

flaftal) <[f]™ o [f(a]™
x; € (0,00), t; € [01], ti1+---+t,=1.

T-Y. Zhang, A-P. Ji, F. Qi, 2012 [258] definen funcién S-geométrica-
mente convexa, modificando la Ecuacién (2.17) por:

Flaty'= < [F@)” )", 2y € (0,00), s €0,1].
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3. Funciones Delta Convexas. A. D. Aleksandrov 1950 [6].

La clase BC'a,b] de las funciones que se descomponen como diferencia
de funciones convexas la han considerado varios autores para funciones
f:D C X — R donde X es un espacio vectorial normado, como sigue

Definicién 2.15.3. Sean (X,||-||) un espacio normado, D C X un sub-
conjunto convexro f : D — R es delta convexa si se puede escribir
como diferencia de dos funciones convexras y continuas.

Ver [141, 247, 248].

4. Funciones y-Paraconveras. S. Rolewicz 1979 en [226].

Definicion 2.15.4. Sea v > 0. Una funcion f: I — R es y-paracon-
vexa si para algin € > 0

fltz+ (1 =t)y) <tf(x)+ A -t)f(y) +elz—yl”,
z,yel, te(0,1).
Adem4s generaliza este concepto para multifunciones.
En el ano 2006 S. Rolewicz [227] hace otra generalizacién de la manera
siguiente.

Definicién 2.15.5. Sean (X, | -||) un espacio normado y ~ : [0,00) —

[0,00) una funcion creciente tal que lz’m+ sup@ < 00. Una funcion
t—0
f:DCX—Resa(-)-paraconvexa si existe C > 0. tal que

flz+ (1 =t)y) <tf(x)+ 1 —t)f(y)+ Ca(llz—yl),
z,y € D, te (0,1).

5. Funciones m-Convexas. G. Toader 1984 [241].
Definicién 2.15.6. Sean b >0 y m € [0,1]. Una funcion f :[0,b] - R

es m-convexa Si

fltz +m(1 = t)y) < tf(z) +m(l —t)f(y),
z,y € [0,b], t € [0,1].



El Desarrollo del Concepto de Funcién Convexa 123

En [202] J. Park afirma que en 1990 S. S. Dragomir y N. M. Ionescu [74]
(en [82] senalan que fue en [176]) considera una forma mds general de
este concepto, combindndolo con el de s-convexidad (Definicién 2.8.1).

Definicién 2.15.7. Sean b > 0 y a,m € [0,1]. Una funcion f :[0,b] —
R es (o, m)-convexa si

Flto+m1—ty) <tf@) +m -0 @), (218)
x,y €10,b], t € ]0,1].

En [202] J. Park, introducen el estudio de un nuevo concepto, denomi-
nado (h, m)-convexidad cambiando la Desigualdad (2.18) por

f(tz +m(1 —t)y) < h(t)f(x) +mh(l —1)f(y),

donde h : [0,1] — R, es no negativa y no idénticamente nula.

6. Multifunciones p-Convexas. D. Popa 1998 [211] (Ver también
[212]).

Definicién 2.15.8. Sean X un espacio vectorial y p € (0,1) fijo. Un
conjunto D C X es p-convexo si

pr+(1—plye D, z,y€D.

Si D C X es p-convexo, una multifuncion F : D — n (X) es p-conveza
St

pF(z)+ (1 =p)F(y) C Flpz+ (1 —p)y), =z,y€D.

7. Funcion Co-ordenadas Convexa. S.S. Dragomir 2001 [71].

Definicion 2.15.9. Sean a,b,c,d € R tales que a < b, ¢ < d, A\ =
[a,b] X [c,d]. Una funcién f : A — R es co-ordenada convexa si
las funciones f(-,y), y € [e,d] y f(x, ) son convera en [a,b] y [c,d],
respectivamente.

f: A =R es convexa si

f(tl‘ + (1 - t)yv lz + (1 - t)w) < tf(CL',Z) + (1 - t)f(va)a
(z,2), (y,w) € A, t €]0,1].
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En el afio 2011 M. Emin, Ozdemir, E. Set y M. Zeki Sarikaya, [82] hace
una generalizacién de este concepto usando la nocién de m-convexidad.

Definicién 2.15.10. Sean b,d >0, m € [0,1] y A =[0,b] x [0,d]. Una
funcion f: A — R es m-convexa en A o co-ordenada convexa en
A si

fz+ (1 —t)y, tz+m(1 —t)w) <tf(x,z) + m(1 —1t)f(y,w),
(z,2), (y,w) € A, t €[0,1].

8. Funciones (w;,ws)-convexas M. Bessenbyei y Z. Péles 2003 [34].

Definicion 2.15.11. Sean wi,ws : I — R. Una funcion f: I — R es
(w1, we)-convexa si

r,y,z €l x<y<z.

Esta definicién estd inspirada en la Parte ¢ de la Proposicién 1.1.1.
Posteriormente, en el ano 2008 M. Bessenbyei, generaliza esta nocién.

Definicion 2.15.12. Seanw; : I — R, i =1,...,n un sistema Chebys-
hev. Es decir, funciones continuas, tales que si x1 < -+ < Zp Son
elementos de I, entonces:

wi(z1) - wi(zy)
: . : > 0.
wp(z1) - wn(zy)
Una funcion f: 1 — R es (wi,...,w,)-convexa si
fle) - flongr)
wi(z1) - wplz
(_1)n 1(’ 1) . n( ’n—&—l) 2 07
wp(z1) o wlTntr)
xviel,i=1,...,n+1x1 < -+ <Tpy1.
Siwi(z) = 1,...,wa(z) = 2" 1 si dice que f es polindmicamente n-

convexa.
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9. Funciones Cuasi Midconvexas. A. Gildngy, K. Nikodem y Z.
Pales 2004 [94].

Definicién 2.15.13. Sean (X,||-||) un espacio normado, D C X un
subconjunto abierto y convexo, f : D — R es cuasi midconvexo si

Tty ,
F(*5Y) < mie (7). 56}, e D.
10. Funcién (M, N)-Convexa. J. Matkowski 2003 [166] (Ver tam-
bién [189]).

Definicién 2.15.14. Una funcion M : I? — I se llama promedio
(mean) si

min {x, y} < M(z,y) <mdzx {z, y}, z,y € L.

Dadas dos intervalos I,.J y dos funciones promedio M : 1> — I, N :
J? — J, una funcién f: I — J es (M, N)-convexa si

f(M(x,y)) < N(f(z), f(y), =yel (2.19)

En el ano 2007, M. Lewicki [152] considera la nocién de funcién (M, N)-
Wright convexa, sustituyendo la Desigualdad (2.19) por

f(M(z,y)) + f(N(z,y)) < f(z) + fly), zyel,

imponiendo la condicién adicional que M (z,y)+N(z,y) = z+y,z,y € I.

11. Funciones (M,p,q)-Convexa. Z. Daréczy y Z. Péles 2005 [67].

Definicién 2.15.15. Sean M : I? — I una funcién promedio y p,q €
(0,1). Una funcion f: I — R es (M, p,q)-convexa si

fpx+qy+(1—p—q)M(z,y)) <pf(x)+qf(y)+(1—p—q)f(M(z,y)),

x,y €D.
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12. Funciones (d,t)-Convexas. A. Hazy 2007 [111].

Definicién 2.15.16. Sean (X,||-||) un espacio normado, D C X un
conjunto abierto y convero, d : X x X — R y t € (0,1). Una funcion
f:D — R es (d,t)-convexa si

f(t$+(1—t)y) gtf(x)—i—(l—t)f(y)—l—d(x,y), T,y € D.

Un caso particular de estas funciones lo tratan A. Hazy y Z. Péles 2005
[114] de la manera siguiente. Funciones (g, p,t)-convezas.

Definicién 2.15.17. Sean (X, || -||) un espacio normado, D C X un sub-
conjunto abierto y convexo, € = (o, ..., ;) € [0,00)FTL, p = (po,....px) €
[0,00)k* 4yt € (0,1). f: D — R es (g,p,t)-convexa si

k
fltz+ (1 —=t)y) <tf@)+ A =0f )+ ale—yl™,
=1
x,y €D.

13. Funciones Fuertemente Convexa de Orden m con mddulo
c¢. G. H. Lin y M. Fukushima 2003 [153].

Definicion 2.15.18. Sean X un espacio de Banach, ¢c,m > 0. Una
funcion f: D C X = R es fuertemente convexa de orden m con
mddulo ¢ si

fltz+ (1 —t)y) <tf(z) + (L —)f(y) +ct(l =) lz —y|™,
z,y € D, t e (0,1).

Una generalizacién de este concepto para multifunciones lo hace H. Huan
2010 [124].

Definicion 2.15.19. Sean X, Y espacios de Banach, c,m >0, D C X
convezo. F': D — n(Y) es fuertemente grafico convexa de orden
m con modulo ¢ si

tF(x) + (1 = t)F(y) + ct(l — t) [lz — ylly' By C Ftz + (1 - t)y),

z,y € D, donde By denota la clausura de la bola unitaria del espacio Y.
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14. Funciones Fuertemente Convexas de Orden k£ con médulo
c. R. Ger, K. Nikodem [93].

Definiciéon 2.15.20. Sea ¢ > 0 y k un entero positivo. Una funcion
f : [a,b] — R es fuertemente convexa de orden k con mddu-
lo ¢, si flz1,...,2x41] > ¢, para cualquier coleccion de k + 1 puntos
Ti,...,Tky1 € |a,b].

15. Funciones (k,h)-Convexas. A. Hézy 2012 [112]. (Ver también
[174]).

Definicion 2.15.21. Sean T C R un conjunto no vacio, tal que sit € T,
entonces 1 —t € D, h,k : T — R, X un espacio real o complejo y D C X
un conjunto abierto k-convexo (k(t)x+k(1—t)y € D, z,y e D, teT).
Una funcion f: D — R es (k, h)-convexa si

fk()z + k(1= t)y) < h@t)f(z) +h(1 =) f(y),
z,ye D, teT.

2.16 ;Qué Investigar Sobre un Concepto de Con-
vexidad?

Si tenemos un concepto de funcién convexa f : I — R, podemos obtener
nuevos resultados, haciendo lo siguiente:

1. Generalizar el concepto modificando el dominio: D C R" 0o D C X,
D convexo y X un espacio vectorial o normado.

2. Cambiar el conjunto de llegada por: R"™ o Y, donde Y es un espacio
vectorial o normado con un orden.

3. Generalizar el concepto para multifuciones.

4. Determinar que relacion tiene este nuevo concepto con la nocién
clasica de convexidad.

5. Dar interpretaciones geométricas.

6. Estudiar condiciones para el acotamiento por arriba localmente o
globalmente, continuidad, diferenciabilidad, etc.
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7. Considerar los correspondientes conceptos de t-convexa, midcon-
vexa e-convexa, (g,d)-convexa, h-convexa, fuertemente convexa
modulo ¢, etc. y determinar relaciones entre ellos.

8. Estudiar si se puede obtener un resultado tipo: Teorema tipo Os-
trowski, Sandwich, Bernstein-Doetsch, Kuhn u otro.

9. Determinar si es posible generalizar desigualdades tipo Jensen,
Hermite-Hadamard, Fejér o alguna otra.

10. Determinar si el concepto tiene aplicaciones. En particular en pro-
blemas de optimizacién y economia.

2.17 Ejercicios.

1. Una funcién f : R™ — R es aditiva si f(x+y) = f(x)+ f(y), z,y €
R". Demostrar que

a) Toda funcién aditiva es midconvexa.

b) Si f es aditiva, entonces:

i f (kill'k> = kilf(xk), ri,...,Tr € R™
i. f(Ax) =Af(z), AeQ, zeR"™

c¢) Toda funcién aditiva y continua es lineal.

2. Un conjunto C' C R™ se dice que es Jensen convexo o simplemente

J-convexo si
r+y

2
Sea D C R™ un conjunto abierto y convexo.

eC, z,yeC.

a) Demostrar que f: D — R es midconvexa si y sélo si

{(z,y) e DxR: f(z) <y}

es J-convexo.

b) Demostrar que si un conjunto C' es Jensen convexo y cerrado,
entonces es convexo.
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10.

11.

12.

. Demostrar el Corolario 2.1.1.

Revisar los problemas de las p. 216-218, 223-224 de [223] y p.158-
159, 195-196 de [146].

. Demostrar que f : D C X — R es cuasi céncava si y sélo si

Y, ), a € R es convexo.

. Sea f: R? — R, definida por f(z,y) := (z+y)>+z+y, (z,y) € R2

Demostrar que f es cuasi convexa pero no es convexa.

Demostrar que si f : I — R es cuasi convexa y cuasi céncava,
entonces es monotona.

. Un subconjunto D C X es un cono si A\x € D, A\ > 0,z € D.

Demostrar que la interseccién de conos es un cono y que un cono
es convexo si es cerrado para la suma (z +y € D, x,y € D).

. Demostrar que la clase de las funciones convexas es un cono en el

espacio de las funciones f: D C X — R.

Sea D C R™ un cono convero. Una funciéon f : D — R es ho-
mogénea de grado a € R, si

f(tx) =t*f(z), x=e€D,t>0.

Sea f es homogénea de grado o« = 1, tal que f(z) > 0, x € D.
Demostrar que f es cuasi convexa si y sélo si es convexa.

f (Z /\kxk> < mazx {f(z1),..., f(zr)},

k=1

p
Z)\k:L Me >0, k=1,...,p.
k=1

Demostrar la Proposicién 2.3.4.

;Cudles de las siguientes funciones f(z) := z |z|, g(z) := z |z|+2?,
h(z) := 23, x € R son pseudo convexas?
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13.

14.

15.

16.

17.
18.

19.

20.

21.
22.
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Considerar las funciones f, g : R? — R, definidas por

flay) =—(x—y)?, g(z,y) == —2° —2zy, (z,y) € R

Calcular la matriz Hessiana orlada H(z,y) de cada una de es-
tas funciones y determinar si f o g son pseudo convexas o cua-
si convexas. Hacer el mismo estudio con la funciéon h : D C
R? — R, definida por h(x,y) = 2y — y%, (x,y) € D. Donde
D:={(z,y) eR*:y>1}.

Sean f: D CR" - Ry P(x) :={x € D: f(z) > f(x)}. Demos-
trar que f es cuasi céncava si y sélo si P(x) es un conjunto convexo
para cada z € D.

Determinar cuales de las siguientes funciones son invex o cuasi
convexas: f:R = R, f(z):=23 ¢g:R? =R, g(x,y) =23 +2—
10y3 — y.

Determinar bajo qué operaciones son cerradas las clases de funcio-
nes cuasi convexas, pseudo-convexas o invex.

Demostrar las Proposiciones 2.4.1 y 2.4.2.

Hacer un bosquejo de la grafica de la funcién f : R — R definida
por

0, x= 3% keZ,neN,

1, en otros casos.

flx);= {

1 . 1 .
y demostrar que f es g-cuasi convexa y no es 3-cuasi convexa (Ver
[194]).

Demostrar las afirmaciones hechas sobre la funcién definida des-
pués del Teorema 2.8.1.

Hacer un bosquejo de la grafica de la funcién f definida en la parte
c. de las Observaciones 2.8.2 y demostrar lo alli afirmado.

Demostrar la Proposicién 2.9.1, sobre conjuntos E-convexos.
Considerar los conjuntos
M := Conv {(0,0),(2,1),(0,3)},
My := Conv{(0,0), (—-2,—1),(0,-3)}.



El Desarrollo del Concepto de Funcién Convexa 131

23.

24.

25.

26.
27.

28.

29.

30.

a) Verificar que M := M;UM> no es convexo pero es E-convexo,
respecto a la funcién segunda proyeccién E : R? — R2.

b) Sea E : R? — R? definida por E(z,y) := <2yT_x, 49”%) De-
mostrar que M7 y My son E-convexos, pero que M; U Ms no

es E-convexo.

Verificar las afirmaciones realizadas en la Observacién 2.9.1 sobre
funciones E-convexas.

Determinar algunas propiedades que verifican las funciones cua-
si E-convexas, semi F-convexas y fuertemente FE-convexas (Ver

[255]).
Verificar la Igualdad (2.12).
Demostrar la Proposicién 2.10.1.

Demostrar el Corolario 2.10.1 sobre descomposicién de funciones
fuertemente Wright convexas.

Construir ejemplos de multifunciones.

JPor qué en la Definicién 2.12.1 de multifuncién convexa F(z) #

0, v eX?

En 1965 R. J. Aumann [17] (uno de los premios Nobel de economia
del afio 2005) introduce lo que se conoce hoy como integral de
Aumann para multifunciones, como sigue:

Dada una multifuncién F : [0,1] — n (R™) se considera la familia
F de las funciones f : [0,1] — R integrables, tales que f(t) €
F(t), t € [0,1] (general las funciones que verifican esta propiedad
se llaman selectores). Aumann define la multifuncién integral:

/OlF(t)dt = {/Olf(t)dt: fe .7-“}.

En [17] hay un desarrollo de las propiedades de la integral de Au-
mann.

(a) Construir ejemplos de fol F(t)dt.
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31

32

33

34

35.

36.
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(b) Demostrar que fol F(t)dt es convexo.
. Sea f(z) = |z|, x € R. Demostrar que

df(0) ={h:R—>R:h(zx)=ax, z €R,|a| <1}.

. Calcular el subdiferencial de la norma usual en R”.

. Sea f: D CR"™— R una funcién convexa. Demostrar que:

a) Si f es continua en x, entonces df(x) # 0.
b) Si f es diferenciable en z, entonces df(z) = {Vf(z)}.

c¢) Si f es subdiferenciable en x, entonces df(x) es un conjunto
convexo.

d) Qué puede decirse de las partes a), b) y c) si cambiamos R"
por X.

. Dar ejemplos de funciones (no triviales) que verifique cada una de
las definiciones de la Seccién 2.15.

En [200] (Ver también [162]) se demuestra que una funcién f :
I? = R es Schur-convexa si y sélo si es simétrica y

of 0

Esta relacion se conoce como “condicion de Schur”. Usar este crite-
rio para verificar (Ver [80]) que si f : I — R es continua, entonces
f es convexa (céncava), siy sélo si,

1 Y
.72 - —z fx f<t)dt ; TFY
F:I* >R | F(x,y).—{ y () ey

es Schur-convexa (Schur-céncava).

Demostrar que toda funcién promedio M, verifica M(x,z) = x y
ademas es creciente en cada variable.
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37.

Verificar que las siguientes funciones son funciones promedio:

Py 0\ /P
M: (0,00 5 R |, Mz,y):= (x ;y) ., p#0.

N:(0,00> =R , N(z,9) := Ty

r+y

P:(0,00)2 R , P(z,y):= 5

2.18 Problemas para Investigar.

1.

2.

Generalizar el Teorema 1.6.2 para funciones f,g: D C X — R.

Plantear y demostrar un versién del Teorema 2.3.2 para funciones
fyg: D CR"™ — R omaés general f,g: D C X — R (Ver Teorema
2.3.2).

. Siguiendo las ideas desarrolladas en la seccién 2.6 para motivar la

Definicién de funciéon Wright convexa (Definicién 2.6.1) y el con-
cepto de cuasi convexidad (Definicién 2.3.1) podemos considerar la
siguiente definicion: una funciéon f: D C R® — R es cuasi Wright
convexa, si

[z + (1 =t)y) + flty+ (1 —t)x) < 2mdx {f(z), f(y)},

xz,y € D,t € (0,1). Estudiar que propiedades tienen este tipo de
funciones (Ver [5]).

Definir los conceptos de funcién %—E—convexa, t- E-convexa, e-F-
convexa, Wright-F-convexa y h-FE-convexa y determinar que pro-
piedades cumplen estas, observando los resultados estudiados en
el Capitulo II para los otros conceptos de convexidad.

. Investigar si el siguiente resultado es cierto. Si f es estrictamente

convexa existira ¢ > 0 tal que f es fuertemente convexa médulo c.
De no ser cierto construir contraejemplo.

Definir el concepto de multifuncién fuertemente concava con médu-
lo c.
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7. Estudiar los problemas propuestos en las lineas anteriores para
los conceptos expuestos en la Seccion 2.16. Con cada concepto se
puede desarrollar toda una linea de investigacion, sobre todo con
los formulados més recientemente.

8. Considerar la generalizacion del concepto de funcién promedio pa-
ra funciones M : I — R, definir funcién (M, N)-convexa y estu-
diar sus propiedades.
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