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Prefacio

En estas notas queremos presentar los conceptos basicos necesarios para
estudiar la relacion entre la Teoria de Ramsey y la Dindmica de Gru-
pos Topolégicos; esto nos llevara a repasar nociones matematicas cuya
conexion, vista desprevenidamente, se podria pensar como inexistente.

Obviamente presentaremos rudimentos combinatorios de la Teoria de
Ramsey clasica y necesariamente estudiaremos algunos conceptos pro-
pios de la Dinamica de Grupos Topoldgicos. Pero, técnicamente hablan-
do, para presentar la conexién existente entre estas dreas tendremos que
echar mano de conceptos y métodos que provienen del Anélisis Fun-
cional, la Teoria de la Medida, la Topologia Conjuntista, la Teoria de
Espacios Uniformes, la Teoria de Modelos y la Légica Matematica.

Podriamos decir que el concepto unificador, al menos en la presentacion
que hacemos en estas notas, es el de G-espacio uniforme. El ejemplo
tipico es un espacio métrico sobre el cual actiia continuamente un grupo
topolégico G, por isometrias. La nocién de G-espacio uniforme sirve de
marco general para los fendmenos que idealmente estan en el centro de
nuestro estudio: los llamados fendmenos tipo Ramsey, que se refieren a la
tendencia que tienen ciertas estructuras matematicas hacia el orden, en
un sentido que esperamos aclarar en esta Introduccién. El principio del
casillero clasico es quizds el ejemplo més sencillo. Este afirma que si un
conjunto suficientemente grande es particionado en una cantidad finita
de clases, una de las clases es suficientemente grande también. Desde el
punto de vista combinatorio, el patréon general puede ser descrito como
sigue: si una estructura es coloreada con una cantidad finita de colores,
entonces existe una subestructura que es monocromdtica. Algunos resul-
tados que responden a este patrén son, por ejemplo, el Teorema de van
der Waerden [24] sobre progresiones aritméticas arbitrariamente gran-
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des, el Teorema de Ramsey [21] sobre coloraciones de k-subconjuntos
de N, el Teorema de Graham, Leeb y Rothschild [4] sobre coloraciones
de espacios vectoriales de dimensién finita sobre un cuerpo finito y el
Teorema de Hindman [6] sobre sumas finitas de niimeros naturales.

Pero los fenémenos tipo Ramsey tienen un caracter més general que va
mas alla del contexto, digamos discreto, de la Combinatoria. Para descri-
bir el patrén de comportamiento en el caso general, hace falta dotar a las
estructuras a ser coloreadas de mas complejidad matematica. Considere-
mos por ejemplo el caso en el que coloreamos un espacio métrico (X, d).
Supongamos que el conjunto de colores es {0,1,2,...,r— 1} visto como
espacio métrico discreto y que la coloracion ¢ : X — {0,1,2,...,r—1} es
una funcion uniformemente continua. En muchos de los casos, en lugar de
la existencia de un subconjunto monocromético (i.e., uno donde la fun-
cion ¢ es constante), ocurrird el fendmeno siguiente: dado un real € > 0,
existird ¢ € {0,1,2,...,7 =1} y FF C X tal que F C {z : (32) ¢(z) =
i,d(x,z) < €}. Es decir, X contiene un subconjunto que es casi mono-
cromdatico para la coloracién ¢ y lo podemos encontrar arbitrariamente
cerca de algun color. Este es el caso cuando X es la esfera unitaria S™
del Espacio de Hilbert [? con la métrica inducida por la norma; cuando
X es el espacio de Urysohn (el espacio métrico universal [23]); o cuando
X es la variedad de Stiefel en [?. En estos y otros casos que aparecen en
diversos contextos matematicos, los fenémenos tipo Ramsey correspon-
dientes estan conectados a propiedades de regularidad de las acciones de
grupos topolégicos sobre determinados espacios uniformes; como la pro-
piedad de oscilacion finitamente estable para G-espacios uniformes y la
propiedad de punto fijo sobre compactos (o de ser extremadamente ddcil)
para grupos topoldgicos. Parte de esta conexidén es la que intentaremos
describir en estas notas.

En cada capitulo del texto encontraran ejercicios que complementan en
gran medida la exposicién de los temas tratados. Sin embargo, invitamos
al lector interesado en profundizar en el estudio de la relacién entre la
Teoria de Ramsey y la Dindmica de Grupos Topoldgicos a consultar las
referencias. Especialmente [9] y [17]. También, en [1], [5] y [14] el lector
encontrara una exposicion mas completa sobre los conceptos fundamen-
tales de la Teoria de Ramsey. Como es usual en estos casos, se deben
atribuir al autor todos los errores u omisiones contenidos en este texto.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1 En el principio: el Teorema de van der Waer-
den

La conexién entre la Teoria de Ramsey y la Dinamica Topolégica es de
larga data. Entre los resultados més antiguos se encuentra la version
dindmica del Teorema de van der Waerden. Por su sencillez y belleza,
hemos decidido presentar su demostracién al inicio de estas notas, a
manera de motivacién. Invitamos a que se consulte el libro [5] para
profundizar en las implicaciones de este resultado.

Teorema 1.1.1. (versidn dinamica del Teorema de van der Waerden)
Sea (X,d) un espacio métrico compacto y f : X — X continua. Para
todo real ¢ > 0 y todo natural k > 0 existe x € X y un natural n tal que
d(z, fi"(z)) < € para todo i € {0,..., k —1}.

El Teorema original de van der Waerden puede ser enunciado de la si-
guiente forma:

Teorema 1.1.2. (Teorema de van der Waerden, [24]) Sea r > 0 un
numero natural. Para toda particion N = C; U ---UC, y todo natural
k>0 existei € {1,...,r} tal que C; contiene una progresion aritmética
de largo k.

O
El Teorema 1.1.2 nos da un tipico ejemplo de un fenémeno tipo Ramsey.
Cada vez que la estructura dada (e.g., el conjunto N) es particionada

1



2 José G. Mijares P.

en una cantidad finita de clases, podemos encontrar una subestructura
con ciertas caracteristicas interesantes (e.g., una progresién aritmética)
contenida en una sola clase. Por otro lado, el Teorema 1.1.1 se refiere a
la propiedad de ergodicidad en el sistema dindmico compacto (X, f).

Veremos ahora que el Teorema 1.1.2 implica el Teorema 1.1.1 :

Demostracion del Teorema 1.1.1. Sean (X, d), f, ky € como en la hipdte-
sis. Como X es compacto, podemos fijar un cubrimiento finito

X=X1UXU---UX,

tal que para cada 7, el didmetro de X; respecto a la métrica d es menor
que €. Podemos ademads suponer que los X;’s son disjuntos, sin pérdida
de generalidad. Fijemos y € X y consideremos la sucesion

y, fW), W), PP (), - .-

Definamos
N=CuUCU---UC,

j€Cisiysolosi fi(y) € X;.

Por el Teorema 1.1.2, existen a,n € N tales {a,a+n,...,a+(k—1)n} C
Ci, para algtn i. Entonces, haciendo x = f%(y) tenemos

{:I:,f"(x),fzn(x), .. ,f(k_l)”(w)} C X;.

Esto completa la demostracion. O

De hecho se puede demostrar que los Teoremas 1.1.2 y 1.1.1 son equi-
valentes. Para una demostracién de que 1.1.1 implica 1.1.2, se puede
consultar [1] o [5].

En la siguiente secciéon estudiaremos el principal resultado sobre el cual
se basa la Teoria de Ramsey.
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1.2 EIl Teorema de Ramsey

A continuacién presentaremos un resultado que sirve de prototipo para
los fenémenos que queremos estudiar en este curso: el Teorema de Ram-
sey. Si bien el Teorema de van der Waerden es un resultado anterior, fue
a partir del Teorema de Ramsey que los estudios de estos fenémenos to-
maron cuerpo propiamente, alcanzando un desarrollo sorprendente con
multiples aplicaciones, algunas de las cuales seran presentadas en este
texto.

Notacion. En lo sucesivo, identificaremos a cada ntmero natural m >
0, con el conjunto de sus predecesores, i.e., m = {0,1,...,m — 1}.
Ademsds, dado un conjunto X y un numero natural n, usaremos la si-
guiente notacién:

xPl.={y c x:|Y|=n},

donde |Y| es la cardinalidad de Y. En particular, para todo m > 0,
m" ={y Cm:|Y|=n}.

También,
xl={y c X : V] = o0}

Por otro lado, una coloracion finita de un conjunto X es una funcién
c: X —r,

de X en algin niimero natural r. Es decir, ¢ determina una particién de
X en r clases. En este caso también decimos que c¢ es una r-coloracion
de X. SiY C X es tal que ¢ es constante en Y, decimos que Y es
monocromdtico para c.

O
Teorema 1.2.1 (Teorema de Ramsey; [21]). Dadon >0 enNy A CN

infinito, para toda coloracién finita de N eziste B € Al tal que B
es monocromdtico.

Demostracion. El caso n = 1 es el principio del casillero clasico. Hare-
mos el caso n = 2 y dejaremos el caso general como ejercicio.
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Sea ¢ : A2l — r una coloracién finita de A. Vamos a definir una sucesién
de conjuntos (Ay), tales que Ag 2 A1 D ....

Sea Ay = A.

Si ya hemos definido Ay para k > 0, sea ar = min(Ay) y para cada
j € r, consideremos ahora el conjunto

Al ={x € A\ {ar} : c({ax, z}) = j}.

Por el principio del casillero podemos elegir j(k) € r tal que A‘,i
infinito. Sea Aj41 := Ai(k).

) og

Es facil ver que (Vk € N) ai < aji1. Sea B = {ag, a1, as, ... }. Entonces,
para cada z € B existe j, € r tal que c({z,y}) = j. para todo y € B tal
que z < y. Esto define una particiéon de B en r clases de la forma {z €
B : jz = j}, para j € r. Luego, otra vez por el principio del casillero,
existe B C B infinito y j € r tal que j, = j para todo x € B. Entonces
B satisface la condiciéon requerida. Esto completa la demostracién del
Teorema de Ramsey. 0

EJERCICIO 1.2.1. Haga la demostracién del caso general del Teore-
ma de Ramsey, para n > 2. (Sugerencia: por induccién en n).

Teorema 1.2.2 (Teorema de Ramsey finito; [21]). Dados k,n,r > 0 en
N, existe m = m(k,n,r) € N con la propiedad de que para todo conjunto
E CN con |E| = m y toda coloracién ¢ : EP — r existe F C E tal que
|F| =k y FI" es monocromdtico para c.

El teorema anterior es equivalente al siguiente:

Teorema 1.2.3 (Teorema de Ramsey finito, segunda version; [21]). Da-
dos k,n,r > 0 en N, existe m = m(k,n,r) € N con la propiedad de que
para toda coloracion ¢ : ml™ — r existe F C m tal que |F| =k y FI"l es
monocromdtico para c.

EJERCICIO 1.2.2. Demuestre que los Teoremas 1.2.2 y 1.2.3 son
equivalentes. (Sugerencia: dado m como en el Teorema 1.2.3, F C N tal
que |E| =m y una coloracién ¢ : E ("] — 1 fije una biyeccién entre m y
E, y utilicela para inducir una coloracién ¢é : m[ — r.)
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Haremos entonces la demostracién de la segunda versiéon del Teorema
de Ramsey finito:

Demostracion del Teorema 1.2.3. Fijemos k > n, r > 0 en N, y supon-
gamos que para cada m € N existe una coloracién ¢, : ml = r que
no satisface la tesis del enunciado del Teorema 1.2.3, es decir, para todo
conjunto ' C m con |F| = k se tiene que FI™ no es monocromético
para c¢,.

Definamos ¢ : NI"*1 — 7 de la siguiente manera:

C(E) = Cmaz(E) (E - {ma:U(E)}),

donde max(E) es el méximo del conjunto finito E. Por el Teorema 1.2.1,
existe B C N infinito tal que B es monocromético para c. Sea E C B
tal que |E| =k + 1y sea m = max(E). Entonces F' = E — {m} es tal
que |F|=ky F ("] es monocromético para ¢,,. Contradiccion.

O

1.3 Acciones de grupos

El fenémeno descrito en ambas versiones del Teorema de Ramsey ha apa-
recido de manera natural en diversos contextos matematicos, no necesa-
riamente discretos. Usualmente, la manera en que este comportamiento
aparece es descrita por medio de acciones de ciertos grupos sobre conjun-
tos adecuados, dotados de algiin tipo de estructura (topolégica, métrica,
de medida, etc). Es por esto que haremos un breve repaso de nociones
bésicas sobre acciones de grupos.

Definicion 1.3.1. Sea G un grupo y X un conjunto no vacio. Supon-
gamos que estd dada una funcion (g,x) — g.x de G x X en X. Decimos
que esto define una accion de G en X, o que G actia en X, si se
satisface lo siguiente:

1. e-x =z para todo x € X. (Aqui e denota al elemento neutro
de G).

2. g(h-z)=1(g-h) x para todo x € X y todo par g,h € G.
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Ademds, decimos que la accién es transitiva si para cada par ©,z’ € X
existe g € G tal que g-x = 2. La accidn es efectiva si para todo g € G
distinto de e, existe x € X tal que g - x # x; es libre o fuertemente
efectiva si para todo g € G con g # e se tiene (Vr € X) (9= # x); es
decir, la accidn es libre si ningun g # e tiene puntos fijos.

En cada caso, decimos que G es transitivo, efectivo o fuertemente efec-
tivo (libre) en su accion sobre X.

Si G es un grupo que actia sobre un conjunto no vacio X y x € X, la
o6rbita de x respecto a la accién de G, es el conjunto:

G-x={g-z:9¢€G}.

EJERCICIO 1.3.1. Demuestre que la acciéon de GG sobre X es transi-
tiva si y solo si para todo z € X se tiene que G -z = X.

Ejemplo 1.3.1. Sea S el conjunto de la funciones biyectivas de N en
N (en otras palabras, Sy es el conjunto de las permutaciones de N).
Es sabido que S, es un grupo, con la composiciéon de funciones como
multiplicacién, conocido como grupo simétrico infinito.

Fijemos n > 0 en N. La correspondencia (m, F) + 7 - F, donde
m-F:={n(z):x € F},
define una accién de S, sobre NI

EJERCICIO 1.3.2. Demuestre que la correspondencia definida en el
ejemplo 1.3.1 es en efecto una accién de Ss sobre N que es transitiva,
efectiva, pero no fuertemente efectiva.

EJERCICIO 1.3.3. Demuestre que la accién de So sobre NI satisface
la siguiente propiedad, conocida como wultratransitividad: dados F, F' €
N[ v una biyeccién f : F — F', existe 7 € Sy tal que 7 | F = f.
Es decir, 7 - F = {f(x) : x € F} = F'. Observe que esto implica que
la accién de So sobre N[ es transitiva, pero ultratransitividad es una
condiciéon mas fuerte.

Ejemplo 1.3.2. Sea K € {R,C}. Recordemos que

1?2 :={(an)n CK: %, |an|* < o}
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es un espacio de Hilbert sobre K de dimensién infinita, con el producto
mterno

((@n)n, (bn)n) = Xp an - bn

donde b, denota al complejo conjugado de b,. Si b, es un nimero real
entonces b, = b,,.

12 es un espacio métrico separable!, con la distancia determinada por la
norma asociada al producto interno anterior; i.e.,

[(an)nll :== v/ {(@n)n, (an)n)

d((an)n, (bn)n) == [[(an)n — (bp)nll-

Recordemos también que en un espacio de Hilbert H, un operador lineal
T:H — H es unitario si T oT* =T*oT = I, donde I es la transfor-
macién identidad sobre H y T* : H — H es la adjunta de T, es decir,
T™* es el unico operador lineal tal que:

(T'(x),y) = (=, T"(y))-

La existencia de T™ estd garantizada por el Teorema de Riesz.
El conjunto U(H) de todos los operadores unitarios sobre #H es un grupo,
con la composicion de funciones como operaciéon de grupo.

2

!i.e., contiene un subconjunto denso numerable
2Teorema de Riesz: Dado un espacio de Hilbert H y un funcional lineal sobre
H continuo, existe un unico z € H tal que f(z) = (z, z), para cada x € H.

Definicién de T*: para cada y € H, el funcional lineal f, dado por fy(z) =
(T'(z),y) es continuo. Luego, por el Teorema de Riesz existe un unico z, tal que
fy(z) = (z, zy). Se define entonces T* (y) = z,, para todo y € H. Ademds, se satisface
que [T} = |-

Que un operador T sobre un espacio de Hilbert H sea unitario es equivalente a que
satisface las condiciones siguientes:

1. T es sobreyectivo y

2. (T'(2), T(y)) = (x,y)-

De la segunda condicién se deduce que todo operador unitario es una isometria, es
decir, preserva distacias: d(T(z), T (y)) = d(z,y).
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Sea
5% == {(an)n : l(@n)nl = 1}

la esfera unitaria de [?. Entonces la correspondencia
(T, (an)n) = T~ (an)n = T'((an)n)
define una accién de U (I?) sobre S*.

EJERCICIO 1.3.4. Demuestre que la correspondencia definida en el
ejemplo 1.3.2 es en efecto una accién de U(I?) sobre S® que es transitiva,
efectiva, pero no fuertemente efectiva. (Sugerencia: las rotaciones son
operadores unitarios).

EJERCICIO 1.3.5. Dado n > 1 en N, sea X = Z es conjunto de
las sucesiones de elementos del anillo Z,. Demuestre que la siguiente
correspondencia define una accién del grupo aditivo Z sobre X:

m - (a;); = (m + a; mod n);

para cada m € Z y cada sucesién (a;); € X. Es decir, m - (a;); es la
sucesion de elementos de Z,, cuyo término i-ésimo esta dado por

m + a; mod n,

la clase de m + a; mdédulo n. Demuestre ademds que esta accién es
transitiva, pero no es ni efectiva ni libre.3

Observaciones.

Mais adelante, veremos la demostracién de que el Teorema de Ramsey
Finito (Teorema 1.2.2) es equivalente al siguiente enunciado (considere
a N[ como un espacio métrico discreto y a R con la métrica usual):

Para todo n > 0 se tiene lo siguiente: dados € > 0, f : N — R,
uniformemente continua y acotada, y F C NI finito, existe 7 € Soo tal

que sup{|f(F)— f(F")|: F,F' e m-F} <e.

Aquin-F={n-F:F e F}.

3Esta es la generalizacién de un ejemplo sugerido por Carlos Di Prisco.
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En este caso decimos que para cada n > 0 el par (S, N ["]) es de osci-
lacion finitamente estable®.

En general, nos interesard estudiar la propiedad correspondiente para
pares (G, X) en los que G es un grupo actuando sobre un espacio uni-
forme X; en este caso supondremos que GG es un grupo de isomorfismos
uniformes sobre X (estas nociones seran definidas en el Capitulo 2).
Cuando G sea un grupo topolégico supondremos ademas que la accién
de G sobre X es una funcién continua. Y en el caso en que X sea un
espacio métrico, G sera un grupo de isometrias de X.

Veremos por ejemplo que el par (U(1%),S*) del ejemplo 1.3.2 también es
de oscilacién finitamente estable. Es decir (considere a S°° como subes-
pacio métrico de [2):

Dados € > 0, f:S® — R uniformemente continua y acotada y F C S
finito, existe T € U(I?) tal que sup{|f(z) — f(y)| : 2,y € T - F} <e.

Aqui T-F={T(z):z € F}.

Presentaremos estas nociones en su forma general en la Capitulo 3.

“Dado un conjunto Y y una funcién f : Y — R, la oscilacién de f sobre X CY
es

osc(f | X) = sup{|f(z) = f(y)| : =,y € X}.
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1.4 Filtros

En los captitulos 2 y 3 presentaremos las nociones de espacio uniforme
y G-espacio uniforme. Como anunciamos en la Introduccién, estas nos
serviran de marco para estudiar los fendmenos tipo Ramsey. En ese
estudio necesitaremos la nocién de completitud de un espacio uniforme.
Es por esto que requerimos de un repaso del concepto de filtro y algunas
de sus propiedades.

1.4.1 Conceptos basicos

Definicion 1.4.1. Un filtro sobre un conjunto no vacio X es una fa-
milia F C o(X) tal que

1. VA BCX)ABeF—>ANBeF.
2. VA, BCX)AeF AN ACB — BeF.

La condicion 1 es esquivalente a que F es cerrada por intersecciones fi-
nitas: A1, As, ..., A, € F — ﬂle Aj € F. Una familia de subconjuntos
de X que satisface la condicién 1 se conoce como prefiltro (sobre X ).
La condicion 2 se suele resumir diciendo que F es cerrada por super-
conjuntos.

Ejemplo 1.4.1. Es fécil ver que p(X) es un filtro, conocido como el
filtro trivial. Ademds, para todo filtro F se tiene que () € F si y solo
si F = p(X). Diremos entonces que un filtro es no trivial si ) ¢ F.

Ejemplo 1.4.2. Supongamos que X es infinito. La familia
{AC X : X — Aes finito}

es un filtro no trivial sobre X. Se conoce como el filtro de Fréchet
sobre X.

Ejemplo 1.4.3 (Filtro generado por un conjunto). Dado B C X, la
familia

Fp={ACX:BCA}

es un filtro sobre X. Se conoce como filtro generado por B. El filtro
Fp es trivial si y solo si B = ().
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En particular, dado = € X, la familia
Fo={ACX:zecA}
es un filtro no trivial sobre X.

Definicion 1.4.2. Una familia B de subconjuntos de un conjunto no
vacio X es base para un filtro sobre X, si (VA,B € B) (3C € B) C C
AN B. El filtro generado por B es la familia

{ACX:(3BeB) BC A}
Obviamente, si ) € B entonces el filtro generado por B es el trivial.
Ejemplo 1.4.4. {B} es base para Fg y {{z}} es base para F.

EJERCICIO 1.4.1 (Filtro generado por una familia de conjuntos).
Sea § C p(X) no vacia y Bg la familia de las intersecciones finitas de
elementos de S (es de notar que S C Bs). Demuestre que Bs es base para
un filtro, que es no trivial si y solo si S tiene la propiedad de interseccion
finita.> Ademds, demuestre que este es el menor filtro que contiene a
S. (Observe que entonces existen familias que no estdn contenidas en
ningtn filtro no trivial).

Definicion 1.4.3. Si F es un filtro mazimal no trivial sobre X, es decir,
F es no trivial y para todo filtro F' sobre X se tiene

FCF - F=F o F =pX),
entonces decimos que F es un ultrafiltro sobre X.

EJERCICIO 1.4.2. Sea F un filtro no trivial sobre X. Demuestre que
las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. F es un ultrafiltro.
2. VACX)AeF & X—-A¢F.

3. VAL BCX)AUBeF — AcF o BeF.

®i.e., para toda subcoleccién finita {A1, Az, ..., An} C S se tiene que ([, An # 0.
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Ejemplo 1.4.5. Dado X no vacio, F, es de hecho un ultrafiltro, para
cada z € X. Decimos que un ultrafiltro I/ sobre X es principal si existe
x € X tal qued = F,. En caso contrario decimos que U es no principal
o libre.

EJERCICIO 1.4.3. Sea X infinito. Demuestre que el filtro de Fréchet
sobre X no es un ultrafiltro.

Ejemplo 1.4.6. Usando el lema de Zorn, podemos construir un ultra-
filtro no principal: sea F el filtro de Fréchet sobre N. Consideremos la
coleccion Fil(F), de todos los filtros no triviales sobre N que contienen
a F. Es facil ver que si C C Fil(F) es una cadena creciente, entonces

UC:U{f:fGC}

es un filtro. Obviamente |JC pertenece a Fil(F) y es cota superior de C
(en el orden C). Por lo tanto, por el lema de Zorn existe un elemento
maximal U en Fil(F). Por maximalidad ¢/ es un ultrafiltro sobre N.
Ademas, U es no principal por contener a F.

Ejemplo 1.4.7 (Filtro elemental asociado a una sucesion). Sea X un
cunjunto y (), una sucesiéon de puntos en X. La familia

{ACX:(3k) (Yn>k) x, € A}
es un filtro sobre X.

EJERCICIO 1.4.4. Demuestre que la familias definidas en los ejem-
plos 1.4.2, 1.4.3, 1.4.5, 1.4.7 y 1.4.6 son en efecto filtros (o ultrafiltros
segun el caso) y que satisfacen las propiedades que se afirman sobre ellos
(por ejemplo, ser no principal, no trivial, etc).

Definicién 1.4.4 (Extension y traza de filtros). St X CY y F es un
filtro sobre X, entonces F genera un filtro sobre Y. Concretamente, la
familia

{ACY:(3BeF)BCA)

es un filtro sobre Y. Se conoce como la extension de F a Y. Por
otro lado, si G es un filtro sobre Y y (VA € G) AN X # () entonces
{ANX : Ae€G} es base para un filtro no trivial sobre X, que se conoce
como la traza de G sobre X.
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Definicién 1.4.5. Si F y F' son filtros sobre X y F C F', entonces
decimos que F' es un refinamiento de F.

EJERCICIO 1.4.5. Demuestre los siguiente:

1. Si (xy)n es una sucesiéon de puntos en X y (z,, ) es una subsu-
cesion, entonces el filtro elemental asociado a (zp, ), es un refina-
miento del filtro elemental asociado a (xy,)y.

2. Si F es el filtro elemental asociado a (x,,), y F’ es un refinamiento
de F, entonces F' es el filtro elemental asociado a alguna subsu-
cesién de (xy)p.

1.4.2 Filtros sobre espacios topologicos

Por el resto de esta seccién, sea X un espacio topoldgico. Para cada
x € X, denotaremos por N a la coleccién de vecindades de .5 Es facil
ver que N, es un filtro no trivial sobre X, conocido como el filtro o
sistema de vecindades de z. Una base de vecindades para x es
simplemente una base para el filtro N,. La familia B, de las vecindades
abiertas de x es una base de vecindades para .

Definicion 1.4.6. Sea F un filtro sobre X. Decimos que x € X es un
punto limite de F si F es un refinamiento de N. En este caso decimos
que F converge a x. Por otro lado, decimos que x es un punto de
adherencia de F si x estd en la adherencia de cada elemento de F. Al
conjunto de los puntos de adherencia de F se le llama adherencia de

F.
EJERCICIO 1.4.6. Demuestre lo siguiente:

1. Sean F y F' filtros no triviales sobre X. Supongamos que F’ es
un refinamiento de F.

e Todo punto de adherencia de F’ es un punto de adherencia
de F.

5No nos referimos solamente a vecindades abiertas. Un subconjunto A C X es una
vecindad de un punto x € X, si x pertenece al interior de A. En el caso en que
A sea un conjunto abierto (resp. cerrado) diremos que A es una vecindad abierta
(resp. cerrada) de z.
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e Todo punto limite de F es punto limite de F.

2. Dada (xy), una sucesién de puntos en X, (), converge a x € X
si y solo el filtro elemental asociado a (zy,), converge a x.

3. Si F es un filtro no trivial sobre X, entonces x es un punto de

adherencia de F si y solo si z es punto limite de algiin refinamiento
no trivial de F.

4. Sild es un ultrafiltro sobre X, entonces x es un punto de adherencia

de U si y solo si x es punto limite de U.



Capitulo 2

Espacios uniformes

2.1 Conceptos basicos y ejemplos
Dado un conjunto X # (), para todo V C X x X sea
V= {(z,y) e X x X : (y,x) € V}.
Y para cada para U,V C X x X sea
UoVi={(z,2) e XxX:(3FyeX)(x,y) €U, (yz) e V}.
Paracada V C X x X y cada z € X, la V-vecindad de z es el conjunto
Vizg] ={ye X : (z,y) € V}.

Proposicién 2.1.1. Sea X # (). Dados U, V,WW C X x X se tiene lo
sigqutente:

1. (v ht=v.
2.Uo(VoW)=(UoV)oW.
. (Unv)yt=u"tnv-L
4. UoV)l=v-1nUu-L
50UCV—=sUoUCVoV.

15
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EJERCICIO 2.1.1. Demuestre la Proposicién 2.1.1.

Definicién 2.1.1. Un espacio uniforme es un par (X,U) formado
por un conjunto X y una familia U C (X x X), llamada estructura
uniforme o uniformidad, que satisface las siguientes propiedades:

1. U es un filtro sobre X x X.

2. Denotemos por A (o Ax ) ala diagonal {(z,x) : = € X }. Entonces,
para cada V€U se tiene que A C V.

3. 8iV el entonces V-1 e U.
4. SiV €U entonces existe U € U tal que UoU C V.

Observacién 2.1.1. En virtud de la condicién 2, a cada elemento de
U se le llama entorno de la diagonal. Es de notar que la condicién 2
implica que si V € U entonces V o V € U. Un entorno de la diagonal V'
es simétrico si y solosi V =V~1.

Ejemplo 2.1.1. La uniformidad discreta sobre un conjunto X es
Dx ={VCXxX:ACV}
Ejemplo 2.1.2. La uniformidad trivial sobre un conjunto X es
Tx = {X x X}.

Cuando X = () entonces Tx es la uniformidad vacia.

2.2 Base de una estructura uniforme y mas ejem-
plos
Definicion 2.2.1. Dada una uniformidad U, una subfamilia B C U es

una base de U si B es un prefiltro y para todo V€ U existe U € B tal
que U C V.

Proposicién 2.2.1. Dado un espacio uniforme (X,U), sea Sim(U) =
{Vel:V essimétrico}. Entonces Sim(U) es una base para U.
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Demostracién. Para todo U € U se tiene que U NU ! es simétrico. [
EJERCICIO 2.2.1.
1. Demuestre que para cada U € U existe V € U simétrico tal que

VoVoV CU.

2. Demuestre que si V' es simétrico, entonces para todo U se tiene
VolUoV = J{V[z] x V[y] : (x,y) € U}.

Proposicién 2.2.2. Sea X un conjunto. Una familia B C p(X) es base
de alguna uniformidad si y solo si se satisface lo siguiente:

1. B es un prefiltro sobre X x X.

2. Todo elemento de B contiene a la diagonal A.

3. Para todo V € B existe U € B tal que U C V1.

4. Para todo V € B existe U € B tal que Uo U C V.

Demostracion. Si B es base para alguna uniformidad, es ficil ver que
por definiciéon de uniformidad B satisface las condiciones 1, 2, 3 y 4.
Reciprocamente, si B satisface las condicones 1, 2, 3 y 4 entonces

UB) ={V ep(X xX):(BU B UCV}

es una uniformidad sobre X y B es base de U(B). En este caso decimos
que U(B) es la uniformidad generada por 5. O

Ejemplo 2.2.1. Dado un ntimero primo p, la uniformidad p-ddica sobre
7 es generada por los entornos de la diagonal de la forma:

D, ={(x,y) € ZXZ:x=ymodp"},neN\{0}.
Ejemplo 2.2.2. La uniformidad aditiva sobre un espacio vectorial to-
polégico E, cuya base estd formada por los entornos de la diagonal de
la forma:

{(x,y) eEXE:x—yeV},

donde V es una vecindad del vector 0.
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Ejemplo 2.2.3. La uniformidad izquierda U, (G) sobre un grupo to-
polégico G, cuya base estd formada por los entornos de la diagonal de
la forma:

{(z,9) eGx G :27 1y eV},

donde V' es una vecindad de la identidad de G. Andlogamente, la uni-
formidad derecha Ur(G) estd generada por los entornos de la diagonal
de la forma:

{(z,y) eGxG:ayteV},

donde V es una vecindad de la identidad de G. Obviamente, si G es
conmutativo Uz (G) y Ur(G) coinciden.

Ejemplo 2.2.4. La uniformidad métrica sobre un espacio métrico (X, d),
cuya base estd formada por los entornos de la diagonal de la forma:

Ve = {(z,y) € X x X : d(z,y) < €}, € > 0.

€

EJERCICIO 2.2.2. Demuestre que los ejemplos anteriores constituyen
en efecto uniformidades.

2.3 Topologia asociada a una uniformidad

Sea U una estructura uniforme sobre un conjunto no vacio X. Para cada
x € X, la familia {V[z] : V € U} forma una base de vecindades para z
en cierta topologfa! 7, sobre X que es denominada topologia asociada
a U o topologia uniforme relativa a U:

'Sea X un conjunto no vacfo, y supongamos que estd dada una correspondencia
que asigna a cada x € X una familia no-vacia F C p(X) tal que:

1. H, es un filtro.
2. Para cada B € H, se tiene que = € B.
3. Para cada B € H, existe A € H, talque AC By A € H,, para todo y € A.
Entonces, la coleccion 7 = {A C X : (Vo € A)(3B € H,) B C A} es una topo-
logia sobre X. Ademads, para cada = € X la familia H, es precisamente el filtro de
vecindades de x en la topologia 7. En el caso que nos compete, la correspondencia

que a cada x € X le asigna el filtro generado por la familia {V[z] : V € U} satisface
la condiciones 1, 2 y 3.
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Aemsiysolosi (Ve e A)(IV eld) Viz] C A.

Si (X, 7) es un espacio topolégico y U es una estructura uniforme sobre
X tal que 7y = 7, entonces decimos que U es compatible con 7 o
simplemente compatible, cuando no hay ambigiiedad en el contexto.

Proposicién 2.3.1. Sea (X,U) una espacio uniforme. Si B es base para
U entonces, para todo © € X se tiene que {U[z] : U € B} es una base de
entornos para T en Ty.

O

Ejemplo 2.3.1. Consideremos a R con la uniformidad métrica. Si U,
es un elemento de la base de esta uniformidad entonces para cada x € R
tenemos que

Uea] ={y eR: [z —y| < ¢}

y la familia {Uz] : * € R,e € RT} es una base para la topologia
uniforme asociada, que es precisamente la topologia usual de R.

A la topologia producto inducida por 774 sobre X x X la denominaremos
topologia producto uniforme. Las partes 1 y 2 de la siguiente propo-
sicién nos dicen que las colecciones {V]z] x W[y] : z,y € X;V,W € U}
y {V]z] x V[y] : z,y € X;V € U} son bases para la topologia pro-
ducto uniforme; y ademds los elementos de I/ son en efecto entornos
(topoldgicos) de la diagonal.

Proposicién 2.3.2. Sea (X,U) una espacio uniforme.

1. Para todo P C X x X, el interior de P en la topologia producto
uniforme es

int(P) ={(z,y) € X x X : (3U,V elU) Ulz| x V[y] C P}
={(z,y) e X x X : (AV e U) V]z] x V[y] C P}.

2. SiU € U entonces int(U) € U. Por lo tanto, todo elemento de U
es una vecindad de la diagonal en la topologia producto uniforme.

3. {V € Sim(U) : V es abierto} es base para U.
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4. Para todo A C X se tiene A= ({U[A] : U € U}.

5. Para todo P C X x X se tiene P= (WU oPoU :U €U}.

6. {V e Sim(U):V es cerrado} es base para U.
EJERCICIO 2.3.1. Demuestre la Proposicion 2.3.2.

Lema 2.3.1. Sea (X,U) una espacio uniforme. Si V € U es cerrado
en la topologia producto uniforme entonces Vx| es cerrado en 1y, para
todo x € X.

Demostracion. Siy ¢ V[z] entonces (z,y) ¢ V. Por lo tanto existe W €
U tal que W(z] x W[y]|N'V = (). De aqui se deduce que W[y]|NV]z] =0,
pues si z € W[y] NV [z] entonces por un lado (z, z) € W{z] x W|[y| y por
el otro (z,z) € V. O

Teorema 2.3.1. Si (X,U) es un espacio uniforme entonces (X, 1) es
un espacio regular 2.

Demostracion. Sea x € X y A € N. Podemos suponer que A = U|x]
para algin U € U. Por la parte 6 de la Proposicion 2.3.2 existe V C U
en U que es cerrado. Obviamente V[z] C U[z]. Y V[x] es cerrado por el
el lema 2.3.1. Ul

Observaciéon 2.3.1. Es facil ver que si (X,U) es un espacio unifor-
me entonces (U es una relacién de equivalencia sobre X. Cuando esta
relacién es la igualdad, i.e. cuando (YU = A, decimos que U es una
uniformidad separada.

EJERCICIO 2.3.2. Demuestre que (U es una relacién de equivalen-
cia sobre X.

Teorema 2.3.2. Sea (X,U) una espacio uniforme. Las siguientes afir-
mactones son equivalente:

1. (X, 7y) es Hausdorff 3.

2Un espacio topolégico X es regular si dado € X y un conjunto cerrado no-vacio
C C X tal que z ¢ C, existe un conjunto abierto A C X talque x ¢ Ay C C A.

3Un espacio topolégico X es Hausdorff si dados z,y € X distintos, existen en-
tornos U de z y V de y tales que UNV = 0.
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2. Para todo x € X, el conjunto {z} es cerrado en 1.

3. MU = A.

Demostracion. Obviamente 1 implica 2. La equivalencia de 1 y 2 es
consecuencia de que (X, 7) es un espacio regular.

Supongamos que 2 vale. Sabemos que A C (U. Siz,y € X yz # vy
entonces existe V' € U tal que y ¢ V[z]; es decir, (x,y) ¢ V. Por lo tanto
(x,y) ¢ NU. Esto demuestra que 2 implica 3.

Supongamos ahora que vale 3 y demostremos 2. Si X es unitario no hay
nada que demostrar. Si no, dado x,y € X tales que y # x, se tiene
(x,y) ¢ Ay por lo tanto existe V € U tal que y ¢ Vz]. Esto implica
que {z} es cerrado en 7. O

EJERCICIO 2.3.3. Demuestre que si (X,U) es un espacio uniforme
entonces (X, 7y) es completamente reqular.* Por lo tanto, (X, 1) es un
espacio Tychonoff siy solo si U es separada.

EJERCICIO 2.3.4. Demuestre que todo espacio Tychonoff admite
una estructura uniforme compatible que es necesariamente separada.

EJERCICIO 2.3.5. Demuestre que todo elemento de una uniformidad
compatible U sobre un espacio topolégico X es una vecindad de la dia-
gonal en la topologia producto sobre X x X. Deduzca de esto que todo
espacio compacto® admite una unica uniformidad compatible, formada
por las vecindades de la diagonal.

4Un espacio topoldgico X es completamente regular si para todo z € X y todo
entorno abierto A de z existe una funcién continua f : X — [0,1] tal que f(z) =0
y f es constantemente igual a 1 en X — A. Aqui estamos considerando a [0, 1] como
subespacio de R con la topologia usual. X es Tychonoff si es completamente regular
y para todo x € X el conjunto {x} es cerrado.

5Un espacio topolégico X es compacto si todo cubrimiento de X por abiertos
contiene un subcubrimiento finito.
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2.3.1 Réplica separada de una estructura uniforme

Sea (X,U) un espacio uniforme. Consideremos la relacién de equivalencia
(U sobre X y sea m : X — X/[\U la aplicacién cociente. Para todo
S C X x X, definimos

(m x m)(S) = {(7(2), 7(y)) : (x,y) € S}
Veamos que la familia
(rxm)U) ={(mxm)(V):Vel}
es una estructura uniforme sobre el cociente X/ (\U:

L. Si Ax/nu es la diagonal de X/ (MU x X/ (U entonces

Ax/qu = (7 x ) mZ/l (m x m)(V),
para todo V € U.

2. SiV,W € U entonces (r x ) (V)N (rxm) (W) = (rx7)(VNW) €
(m x m)(U).

3.SeaVeluyZCX/NUxX/NU tal que (m x m)(V) C Z
Si hacemos W = {(z,y) : (m(x),n(y)) € Z} entonces VC W y
(m x m)(W) = Z. Por lo tanto, Z € (7 x 7)(U).

4. Para todo V € U se tiene (1 x m)(V)™! = (7 x 7)(V71) € (7 x
) (U).

5. Para todo U € U se tiene (7 x 7)(U) o (mr x m)(U) = (7w x m)(U o
U). Por lo tanto, si U,V € U son tales que U o U C V entonces
(mxm)(U)o(rxm)(U)Cnw(V).

Nétese que (7 x7)(U) = (mx7)((U) = Ax;qu (ver la parte 1 arriba).
Es decir, la estructura uniforme (7 x 7)(U) es separada. Se conoce como
la réplica separada de U. Obviamente, si U es separada se tiene

(X/ (U, (r x m)U)) = (X, U).
Ademés, si B es base de U entonces
(mxm)(B):={(m xm)(V):V € B}
es base de (7 x m)(U).
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2.3.2 Subespacios uniformes

Definicién 2.3.1. Si (X,Ux) es un espacio uniforme yY C X es un
subcongunto cualquiera entonces Uy = {VN (Y xY):V € Ux} es una
uniformidad sobre Y que se conoce como uniformidad relativa, indu-
cida por Uy . Entonces decimos que (Y,Uy) es subespacio uniforme de
(X,Ux). Observe que (Y, Ty, ) es un subespacio topoldgico de (X, ).

2.3.3 Filtros de Cauchy. Completitud

Definicién 2.3.2. Dado un espacio uniforme (X,U) yV € U, decimos
que A C X es V-pequeno, si Ax ACYV.

Definicién 2.3.3. Sea (X,U) un espacio uniforme. Decimos que F C
o(X) es un filtro de Cauchy si F es un filtro sobre X y para todo
V €U existe A € F tal que A es V-pequerio.

Ejemplo 2.3.2. El filtro elemental asociado a una sucesion de Cauchy.
6

EJERCICIO 2.3.6. Sea (X,U) un espacio uniforme, (x,), una suce-
sién de puntos de X y F el filtro elemental asociado a (z,),. Demuestre
que F es un filtro de Cauchy si y solo si (z,,), es una sucesién de Cauchy.

Proposicion 2.3.3. Todo refinamiento de un filtro de Cauchy es de
Cauchy.

O]

Proposicion 2.3.4. Todo filtro convergente en la topologia uniforme es
de Cauchy.

Demostracion. Sea F un filtro que converge a un punto z. Entonces F
es un refinamiento de A, y por lo tanto basta demostrar que N, es de
Cauchy:

Sea V' € U. Podemos suponer que V es abierto. Entonces, como (x,z) €
V existe U € U tal que Ulz] xU[z] C V. Esto es, U[z] es V-pequeno. [

SEn un espacio uniforme (X,), una sucesién (z,), C X es de Cauchy si para
todo V € U existe un nimero natural k tal que para todo par m,n > k se tiene
(Tm,xn) € V.
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EJERCICIO 2.3.7. Demuestre que el filtro elemental asociado a una
sucesion de Cauchy es convergente si y solo si la sucesion es convergente.

El ejercicio 2.3.7 muestra que el reciproco de la Proposicién 2.3.4 no vale
en general. Esto induce la siguiente nocién:

Definicién 2.3.4. Decimos que un espacio uniforme (X,U) es com-
pleto si todo filtro de Cauchy es convergente (en la topologia asociada

Tu).

La siguiente es una condicién suficiente para la convergencia de un filtro
de Cauchy.

Proposicion 2.3.5. Todo filtro de Cauchy con puntos de adherencia es
convergente.

Demostracion. Sea F un filtro de Cauchy sobre X. Primero demostre-
mos lo siguiente:

Afirmacién. Para todo V € U existe A € F cerrado que es V -pequerio.

Demostracion de la Afirmacion. Dado V € U. Sea W € U cerrado tal
que W C V. Como F es de Cauchy, existe B € F tal que B es W-
pequeiio. Sea A = B, la clausura de B en 74. Entonces, AxA C B x B C
W. Entonces A es W-pequeno y por lo tanto V-pequeno. Ademaés, A es
cerrado y pertenece a F porque B C A. O

Continuando con la demostraciéon de la Proposicién, supongamos ahora
que F tiene un punto de adherencia x. Debemos demostrar que F es un
refinamiento de N,:

Dado V € U, sea A € F cerrado, tal que A x A C V. Como x es punto
de adherencia de F tenemos que z € A = A. Por lo tanto, para todo
y € A se tiene (z,y) € A x Ay en consecuencia y € V[z]. Es decir,
A C V([z]. Esto implica que N, C F.

O

Proposicion 2.3.6. Sea D un subconjunto denso de un espacio unifor-
me X = (X,U). Entonces, X es completo si y solo si la extension a X
de cualquier filtro de Cauchy sobre D (con la uniformidad Up inducida
por U) es convergente.
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Demostracion. Obviamente la extensién a X de un filtro de Cauchy
sobre D es de Cauchy, y por lo tanto es convergente, si X es completo.
Reciprocamente, sea F un filtro de Cauchy sobre X y sea G el filtro
sobre X generado por la familia {V[A]: A € F,V € U}. Nétese que F
es un refinamiento de G. Basta ver entonces que G es convergente para
demostrar que F lo es.

Afirmacién 1. G es de Cauchy.

Demostracion de la Afirmacion 1. Dado V € U, tomemos U W € U y
Ac Ftalesque UocUCV, WoW CUNU 'y Ax AC W. Entonces
W[A] x W[A] C V. Esto completa la demostracion de la afirmacién. [

Para A C X no vacio, cada V[A] es un abierto no vacio en X. Entonces
V[A]ND # 0y por lo tanto podemos definir el filtro Gy sobre D, generado
por la familia {V[A]N D : V[A] € G}.

Afirmacién 2. Gy es de Cauchy (sobre D).
Demostracion de la Afirmacion 2. Todo entorno en Up es de la forma
VN (D x D) para algin V € U. Por lo tanto, si A € F y W € U son tales

que W[A] x W[A] C V entonces W[A]ND x W[A]ND C VN (D x D).
Esto completa la demostracion de la afirmacién. ]

En consecuencia, si Gy es la extension de Gy a X, entonces por hipétesis
g1 es convergente y por lo tanto tiene un punto de adherencia. Pero
G1 es un refinamiento de G y por lo tanto G tiene el mismo punto de
adherencia; luego G es convergente por la Proposicion 2.3.5. Esto termina
la demostracion de que X es completo. O

2.4 Continuidad uniforme

Dados dos conjuntos X y Y y una funciéon f : X — Y, usaremos la
siguiente notacién:

1. Para todo P C X x X,

(f x NHP) ={(f(2), f(y)) : (x,y) € P}.
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2. Paratodo PCY xY,
(f x N)7H(P) ={(a,y) € X x X : (f(x), f(y)) € P}.

Definicién 2.4.1. Sean (X,Ux) y (Y,Uy) espacios uniformes. Una fun-
cion f : X — Y es uniformemente continua si para todo V € Uy
existe U € Ux tal que (f < f)(U) C V. En otras palabras, f es uniforme-
mente continua si para todo V € Uy el conjunto (f x f)~1(V) pertenece
a Ux. Si ademds f es biyectiva y f~' es uniformemente continua en-
tonces decimos que f es un isomorfismo uniforme y que (X,Ux) y
(Y,Uy) son uniformemente equivalentes.

EJERCICIO 2.4.1. Demuestre que ser uniformemente equivalentes
es una relacion de equivalencia sobre la coleccién de todos los espacios
uniformes.

Es muy fécil demostrar lo siguiente a partir de las definiciones.

Teorema 2.4.1. Toda funcion uniformemente continua es continua en
la topologia uniforme. En particular, todo isomorfismo uniforme es un
homeomorfismo en la topologia uniforme.

O
EJERCICIO 2.4.2. Demuestre el Teorema 2.4.1.

2.4.1 Uniformidad inducida por una funcion

Sea X un conjunto no vacio, (Y,Uy) un espacio uniformey f: X - Y
una funcién. La coleccién

{(fxH7HV):V eUy)

es base para una uniformidad u)f( sobre X. Es facil ver que L{)f< es la
menor uniformidad sobre X que hace a f uniformemente continua. Es
decir, si U es una uniformidad sobre X y f es uniformemente continua
respecto a U entonces L{;( CUu.

Ejemplo 2.4.1. Si (Y,Uy) es un espacio uniforme y X C Y es no vacio,
entonces la menor uniformidad sobre X que hace uniformemente conti-
nua a la inclusién i : X — Y, i(z) = z, es precisamente la uniformidad
relativa.
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EJERCICIO 2.4.3. Sea X un conjunto no vacio y sea C una coleccién
de funciones f : X — Xy, donde (X,Uy) es un espacio uniforme, para
cada f en C. Demuestre que la familia

{(fx NN V) feCVeus

es subbase” para una uniformidad sobre X, y que esta es la menor uni-
formidad sobre X que hace uniformemente continua a toda f € C.

2.4.2 Uniformidad producto

El resultado en el Ejercicio 2.4.3 nos permite dotar al producto carte-
siano de espacios uniformes de una uniformidad. Sea (Xg,U3)gen una
coleccién de espacios uniformes. Para todo a € A, consideremos la pro-
Yyeceion
mot [ X5 = Xa
BeEA

que asigna a cada = € HBGA X3 la a-ésima coordenada x(c). Llamare-
mos uniformidad producto a la menor uniformidad sobre [z, Xp
que hace uniformemente continua a m,, para todo o € A. Entonces los
conjuntos de la forma

{(wy) e [T x5 [] X5« (2(a),y(@)) € V}

BEA BeA

cona € Ay V €U, forman una subbase para la uniformidad producto.

En particular, si (X,U) es un espacio uniforme entonces los conjuntos
de la forma

{((z,9), (2,y) : (z,2") € Vi (y,/) € V],
con V € U, forman una base de la uniformidad producto sobre X x X.

Proposicion 2.4.1. La topologia uniforme asociada a la uniformidad
producto es la topologia producto.

"i.e., la familia de las intersecciones finitas de sus elementos forma una base.
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Demostracion. Dada una coleccion (Xg,Ug)gen de espacios uniformes,
los conjuntos de la forma

{ye JI Xs: (@(@).y(a) €V},
BeEA

para z € X y V € U, , forman una subbase tanto de la topologia
uniforme asociada a la uniformidad producto como de la topologia pro-
ducto. O

2.4.3 Pseudométricas asociadas a una uniformidad

Definicion 2.4.2. Dado un conjunto X no vacio, una pseudométrica
sobre X es una funcion d: X x X — R tal que

1. d(z,x) =0 para todo x € X.
2. d(z,y) = d(y,x) para todo par x,y € X.

3. d(z,z) < d(z,y) +d(y, z), para toda terna z,y,z € X.

Observacién 2.4.1. Obviamente toda métrica sobre X es una pseu-
dométrica. Pero el reciproco no es verdad en general. Por ejemplo, sea X
el conjunto de todas las funciones f : R — R. La funcion d : X x X — R
dada por d(f,g) = |f(0) — g(0)| es una pseudométrica sobre X, pero no
es métrica.

Observacion 2.4.2. Como en el caso métrico, si d es pseudométrica
sobre X y para cada € > 0,

Ud = {(z,y) € X x X : d(z,y) < €}.

Entonces la coleccion {U¢ : ¢ > 0} es una base para una uniformidad
sobre X llamada uniformidad pseudométrica.

Teorema 2.4.2. Sea (X,U) un espacio uniforme yd: X x X — R una
pseudométrica. Entonces, d es uniformemente continua si y solo si para
todo € > 0 el conjunto U pertenece a U.
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Demostracion. Sid es uniformemente continua entonces para todo € > 0
existe V € U tal quesi (z,2), (y,y') € V entonces |d(z,y)—d(z, y')| < €.
En particular, si (z,y) € V se tiene d(z,y) = |d(z,y) — d(y,y)| < €. Es
decir, V C Ued y por lo tanto Ued ceu.

Reciprocamente, fijemos € > 0. Como UEd/2 € U entonces basta demostrar

que si (z,2'), (y,y') € Ued/2 entonces |d(z,y) — d(z,y)| <e.

En efecto, dados (z,2'), (y,9') € Ud/2 tenemos:

€

d(z,y) < d(z,2') +d(',y") +d(y',y)

de donde
d(z,y) —d(z',y) <e.

Y de manera andloga podemos demostrar que
d(z',y") —d(z,y) < e

y por lo tanto
—e < d(z,y) —d(2',y) < e

O]

Observacién 2.4.3. Este resultado implica que la menor uniformidad
sobre X que hace uniformemente continua a d es la uniformidad métrica
Uy generada por los conjuntos Ued.

Lema 2.4.1 (Lema de metrizacién). Sea X # 0 un conjunto y (Vi,)n
una sucesion de subconjuntos de X X X tales que

1. Vi =X x X.
2. Para todo n, V,, es simétrico y contiene a A.

3. Para todo n, V10 Vyr10 Ve CV,.

Entonces, existe una pseudométrica d sobre X tal que

Vn - Ug—n c anl-
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Demostracion. Sea f : X x X — R tal que f(z,y) = 27" si y solo si
(z,y) € Vo1 — Vi Y f(z,y) =0siysolosi (z,y) €, Va-

Definamos d : X x X — R asi:

n+1

d(z,y) = mf{z f(zi,zit1) :neNxy=x,2,41 =y, z; € X,0 <i<n}.
=0

f es obviamente simétrica y f(z,x) = 0 para todo x € X. Por lo tanto,
d es también simétrica y d(x,z) = 0. Ademas, dados z,y, z € X se tiene
lo siguiente:

n+1
SiA= {Zf(xi,$i+1> neNzg=x,2n41 =y, € X,0<i<n},
i=0

n+1

B:{Zf(xiaxi+l) :nEviozyaxn+1:Z7$i6X50<i§n}y
=0

n+1
C = {Zf(:ri,xiﬂ) neNxzy=z,2p41 = 2,2, € X,0<i<n}
i=0

entonces {a+b:a€ A,be B} CC.

Por lo tanto,
inf C<inf{a+b:ac Abe B} <inf A+inf B.

Es decir, d(z,z) < d(z,y) + d(y, 2).

Veamos que V;, C UL, . Notemos que por definicién d(z,y) < f(z,%)
para todo z,y € X. Ademés, si (z,y) € V, entonces f(x,y) < 2~y
por lo tanto (x,y) € Ug,n.

Para ver ahora que U. d C V,_; demostremos por induccién en n lo
siguiente:
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Afirmacién. dados xg,z1,...,2n+1 € X se tiene
n+1
f(@o,xn41) <2 fl@i,wiva).
i=0

Demostracion de la afirmacion. Para n = 0 es obvio. Supongamos que
la afirmacién vale para todo n’ < n y fijemos g, z1,...,2p+1 € X. Sea

n+1

p= Z (@i, i)
i=0

y sea k el mayor entero tal que

k

Z [z, wip) < p/2

i=0
Notemos que por la eleccion de k también se tiene

n+1

Z fzi,xig1) < p/2.

i=k+1
Entonces, por hipdtesis inductiva,
f(xo,z) <p
y también
f(@rr1, Tng1) < p.
Ademads, obviamente se tiene
f(@g, Tp41) < p-

Si tomamos
m=min{r e N:27" < p}

entonces (2o, Tk), (Tk, Th+1)s (Th+1, Tnt1) € Vin—1 y por lo tanto
(0, Znt+1) € Vinm1 0 Vinm1 0 Vi1 € Voo,

Esto implica
(@0, xng1) <270 < 2p,
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Para concluir con la demostracién, si (z,y) € UL, entonces en virtud

2—Tl
de la afirmacion demostrada tenemos
fz,y) < 2d(z,y) < 277Y

y por lo tanto
floy) <277

Esto implica que (z,y) € V;,—1 y completa la demostracién. O

Corolario 2.4.1. Todo espacio uniforme (X,U) admite una pseudométri-
ca uniformemente continua respecto a U.

O

Definicién 2.4.3. Dado un espacio uniforme (X,U), decimos que este
es (pseudo)metrizable si existe una (pseudo)métrica d sobre X tal que
U=Uj.

Teorema 2.4.3 (Teorema de Metrizacién). Un espacio uniforme (X,U)
es pseudometrizable si y solo si U tiene una base numerable. Es metri-
zable si y solo si (X, 1y) es Hausdorff y U tiene una base numerable.

Demostracion. Si(X,U) es un espacio uniforme y d es una (pseudo)métri-
ca sobre X tal que U = Uy entonces {V,4 : r € Q} es una base numerable
para U. Reciprocamente, si (U, ), es base para U (podemos suponer que
Uy = X x X) entonces usando un ejercicio anterior podemos definir una
sucesion (V;,), de elementos simétricos de U tales que

1. Vo = Up.

2. Vn+1 o Vn+1 o Vn+1 c Vn N Un+1

Notemos que (V,,), también es base para Y. Aplicando el Lema 2.4.1 a
(Vi)n se obtiene entonces que (X,U) es pseudometrizable.

Si (X, 74) es Hausdorff y d es una pseudométrica sobre X tal que U = Uy
entonces d es de hecho una métrica. De esto se obtiene el resto del
resultado requerido. ]
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Uniformidad inducida por una familia de pseudométricas. Da-
do X # (0 y una familia M de pseudométricas sobre X, dotaremos a X
de una uniformidad Uxq que hard uniformemente continua a cada d € M
con respecto a la uniformidad producto asociada. De hecho, U, sera la
menor uniformidad sobre X con esta propiedad.

Sea Uy, la uniformidad sobre X que tiene a la coleccion {V : d €
M.,e > 0} como subbase. Entonces, por el Teorema 2.4.2, Up, satis-
face las propiedades anunciadas en el parrafo anterior. Ademds vale lo
siguiente:

Afirmacién. 1. Para cadad € M, la funcion identidad I : (X,Upn) —
(X,d), (Vzx € X) I(z) = x, es uniformemente continua.

2. Consideremos a [ [ p(X, d) con la uniformidad producto. La fun-
cion h: (X,Unm) = [Lgem (X, d) tal que la coordenada d-ésima de
h(z) es h(x)g = x, es un isomorfismo uniforme entre (X,Un) y
h(X) con la uniformidad relativa.

Demostracion.

1. Para todo € > 0 se tiene Ved € Upq. Esto implica el resultado
requerido.

2. Sigue de 1.
O

Por el Lema 2.4.1, para todo espacio uniforme (X,U) la colecciéon de
pseudométricas sobre X uniformemente continuas respecto a U es no-
vacia. De hecho tenemos lo siguiente:

Lema 2.4.2. Sea (X,U) un espacio uniforme y sea M la coleccion de
pseudométricas sobre X uniformemente continuas respecto a U. Enton-
cesU =Ung.

Demostracion. Por hipétesis, cada d € M es uniformemente continua
respecto a U. Luego por la minimalidad de U se tiene Upnqy C U. Pero
por el Lema de Metrizacién, para cada V € U, existe d € M tal que
VI% C V. Entonces U C Upg. O

Hemos establecido entonces el siguiente resultado:
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Teorema 2.4.4. Todo espacio uniforme es uniformemente equivalente
a un subespacio del producto de espacios pseudométricos.

Demostracion. Sigue del Lema 2.4.2 y de la parte 2 de la Afirmacién
demostrada mas arriba. O

El resultado anterior, junto al siguiente ejercicio, nos permitira caracte-
rizar a las topologias compatibles con uniformidades (Corolario 2.4.2).

EJERCICIO 2.4.4. Demuestre que un espacio topoldgico es comple-
tamente regular si y solo si es homeomorfo a un subespacio del producto
de espacios pseudométricos.

Corolario 2.4.2. Sea 7 una topologia sobre un conjunto X # (). Enton-
ces, T = 1y para alguna uniformidad U sobre X si y solo si (X, T) es un
espacio completamente regular.

Demostracion. Sigue de los teoremas 2.4.1, y 2.4.4, y del Ejercicio 2.4.4.
O]

EJERCICIO 2.4.5. Sea X un conjunto no vacio. Demuestre que la
uniformidad discreta sobre X, Dx = {V C X x X : A C V'} es inducida
por la pseudométrica d : X x X — {0,1} dada por d(z,y) = 0 si y solo
si x = y; es decir, Dx = Uj.

EJERCICIO 2.4.6. Sea (X, d) un espacio pseudométrico. Definamos
d: X x X — R, asi:

~

d(z,y) = min{l,d(z,y)}.

Demuestre que d es una pseudométrica sobre X y que las uniformidades
inducidas por d y d coinciden.

Concluya de lo anterior que si (X,U) es un espacio uniforme entonces
existe una familia M;; de métricas uniformemente continuas y acotadas
(como funcién) con la siguiente propiedad:

Para cada V € U existe d € My tal que

dz,y) <1— (z,y) € V.
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EJERCICIO 2.4.7. Sea d una pseudométrica uniformemente continua
y acotada sobre X, y sea A un subconjunto no vacio de X. Definamos
da : (X,d) = R por da(z) = inf{d(x,y) : y € A}. Demuestre que dg
es acotada y uniformemente continua. Mds atn, demuestre que d4 es
1-Lipschitz. Es decir,

|da(z) — da(y)| < d(z,y).

2.4.4 Completacién de un espacio uniforme

Inmersiones uniformes. Dados dos espacios topoldgicos X y Y, re-
cordemos que una funcién ¢ : X — Y es una inmersion (topoldgica) si
¢ es 1-1 y la topoldgia de X es inducida por ¢ a partir de la topologia
de Y, i.e., la topologia de X es generada por los conjuntos de la forma
#~1(A), donde A es un subconjunto abierto de Y.

Definicién 2.4.4. Dados dos espacios uniformes (X,Ux) y (Y,Uy),
decimos que ¢ : X — Y es una inmersion uniforme si es uniforme-
mente continua y ademds es una inmersion topoldgica de (X, 7y, ) en

(Y, 14, )-

Ejemplo 2.4.2. Si X es subespacio uniforme de Y entonces la inclusién
i: X = Y es una inmersién uniforme.

Definicién 2.4.5. Dado (X,U), una completacion uniforme de
(X,U) es un espacio uniforme completo (X,U) junto con una inmer-
sion uniforme o : (X,U) — (X,U), tal que la imagen de X por o es
densa en la topologia uniforme asociada a U.

A continuacién describimos una construccién de una completaciéon uni-
forme.

Dado (X,U), sea X la coleccién de los filtros de Cauchy sobre X. Va-
mos a dotar a X de una estructura uniforme. Para todo V' € Sim(U),
consideremos el siguiente subconjunto de X x X:

V= {(F1,F2) : (3A € FinFz) A es V-pequeno }.

La coleccién {V : V € Sim(U)} es base para una uniformidad sobre X
que denotaremos por U.
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Sea o : (X,U) — (X,U) dada por
olx)=F,={AC X :z € A}

Es decir, o(x) es el filtro principal sobre X determinado por z. Obvia-
mente o es inyectiva. Nos referiremos a ella como la inclusién canénica
de X en X.

Proposicion 2.4.2. La inclusion candnica o es una inmersion unifor-
me. Ademds, o(X) es denso en la topologia uniforme asociada a U.

Demostracion. Dejaremos como ejercicio la demostracién de que o es
una inmersién uniforme. Veamos que o(X) es denso:

Fijemos F € X y V € Sim(U). Tomemos A € F que sea V-pequefio
y * € A cualquiera. Entonces se tiene (o(x),F) € V; es decir, o(X) N
VI[F] # 0. O

EJERCICIO 2.4.8. Demuestre que o en la Proposiciéon 2.4.2 es una
inmersién uniforme.

Ahora podemos demostrar que ()N( ,Z/NI) es completo (ver la Proposicién
2.3.6).

Proposicién 2.4.3. (X,U) es completo.

Demostracion. Sea G un filtro de Cauchy sobre o(X), y sea G su exten-
sién a X. Para cada A C X sea 0(A) = {o(z) : z € A}. La coleccién

F={ACX:0(A) eg}

es un filtro de Cauchy sobre X. Veamos que Q~ converge a F:

Sea V € Sim(U) y A € F, V-pequeiio. Igual que en la proposicién
anterior, para cada x € A se tiene (o(z), F) € V. Esto implica o(A) C
V[F] y por lo tanto V[F] € G C G. Esto es, G es un refinamiento del
filtro de vecindades de F en la topologia uniforme asociada a U y en
consecuencia G converge a F.

De lo anterior se obtiene que (X,2) es completo, en virtud de la Pro-
posicién 2.3.6. 0
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Observacion 2.4.4. La Proposicion 2.4.2 nos permite ademas identifi-
car a X con un subespacio denso de X. El espacio (X U) junto con la
inclusién canénica o, es entonces una completaciéon uniforme de (X, U).
Si U es separada entonces U también lo es y en este caso la completacion
(X,U) es tinica salvo equivalencia uniforme.

EJERCICIO 2.4.9. Sea~(X,Ll) un espacio uniforme. Demuestre que
si U es separada entonces U/ también lo es.

EJERCICIO 2.4.10. Sea (X,U) un espacio uniforme. Demuestre que

si (X1,U1) y (Xo,Us) son espacios uniformes completos y separados,
y para cada j € {1,2} existe una inmersién uniforme o; : (X,U) —
()Ej’%) de X sobre un subespacio denso de Xj, entonces (X1,U;) y
(X2,Us) son uniformemente equivalentes.

2.4.5 Uniformidades precompactas

Definicién 2.4.6. Un espacio uniforme (X,U) es totalmente acota-
do si para todo entorno V€ U existe F C X finito tal que V[F] = X.
En este caso también decimos que U es totalmente acotada. Si ademds
U es separada, decimos que (X,U) es precompacto (o que U es pre-
compacta,).

Es decir, X es totalmente acotado si, dado V' € U, X puede ser cubierto
por una cantidad finita de vecindades bésicas V[x], con = € X.

EJERCICIO 2.4.11. El nombre precompacto proviene de lo siguiente:
sea (X U ) la completacién de un espacio uniforme separado (X, ). En-
tonces (X, ;) es compacto si y solo si (X, U) es precompacto. Demuestre
este hecho.

EJERCICIO 2.4.12. Sea (X,U) un espacio uniforme y B una base de
U. Demuestre que las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. U es totalmente acotada.

2. Dado V € U, X puede ser cubierto por una cantidad finita de
conjuntos V-pequenos.

3. Dado V € B, X puede ser cubierto por una cantidad finita de
conjuntos V-pequenos.
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EJERCICIO 2.4.13. Un espacio uniforme X es precompacto si y solo
si todo filtro sobre X admite un refinamiento de Cauchy si y solo si todo
ultrafiltro sobre X es un filtro de Cauchy.

2.4.6 Réplica precompacta

Sea (X,U) un espacio uniforme. Para cada particién finita v de X y
cada entorno V € U, sea

VW= VIA] x V(A
A€ery

La familia N
{7V : v es particién finita de X ;V € U}

es base de una uniformidad. Denotaremos por C*U a la uniformidad
generada por esta familia. C*U es la mas fina uniformidad totalmente
acotada contenida en U.

Si suponenemos que U/ es separada entonces C*Uf también lo es. En es-
te caso C*U es precompacta y nos referiremos a ella como la réplica
precompacta de U.

La compactificacién de Samuel, [22] o compactificacion uniforme
universal. Cuando U es separada, el espacio uniforme (X, C*!) tiene una
tnica completacién (salvo equivalencia uniforme) que resulta ser una
compactificacién de (X, 74) conocida como compactificacion de Samuel
o compactificacion uniforme universal. En lo sucesivo denotaremos por
o X a esta compactificacion y por U, x a la inica uniformidad compatible
con el espacio compacto o X.

La siguiente conocida proposicion, caracteriza a la compactificacién de
Samuel:

Proposicién 2.4.4. [22] Sea (X,U) un espacio uniforme separado y
sea o : (X,C*'U) — (0X,Uyx) la inclusion candnica (ver la Proposicion
2.4.2). Para todo espacio compacto Y y para toda f : X — Y wunifor-
memente continua, existe h : c X — Y uniformemente continua tal que

f=h oo
O
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EJERCICIO 2.4.14. Demuestre los siguiente:
1. La familia de los ﬁ// es en efecto una base.
2. C*U es en efecto totalmente acotada.

3. Si U es separada entonces C*U también lo es. Esto implica, por la
parte anterior, que si U es separada entonces C*U es precompacta
y por lo tanto 0 X es compacto.

EJERCICIO 2.4.15. Sea (X,U) un espacio uniforme separado.

1. Demuestre que si 4’ C U es una uniformidad precompacta sobre
X entonces U’ C C*U; es decir, C*U es la méas fina uniformidad
precompacta contenida en .

2. Demuestre que C*U es la menor uniformidad U’ C U sobre X con la
propiedad siguiente: toda funcién acotada f : X — R que sea uni-
formemente continua con respecto a U es también uniformemente
continua con respecto a U’.

3. Demuestre que 1y = 7¢+y. Deduzca de esto que la funcién identi-
dad I: (X, 7y) — (X,7¢+u), I(z) = x, es un homeomorfismo.
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Capitulo 3

Oscilacion finitamente
estable

3.1 (G-espacios de oscilacion finitamente estable

Definicion 3.1.1. Sea G un grupo que actia sobre un conjunto X y sea
(Y,Uy) un espacio uniforme. Una funcion f : X — Y es de oscilacion
finitamente estable si para todo entorno V€ Uy y todo conjunto finito
F C X eziste g € G tal que (f x f)(gF x gF) C V.

Donde (f x f)(gF x gF) = {(f(2), f(y)) : x,y € gF}.

Nuestro estudio sobre espacios uniformes en el capitulo anterior tiene el
objetivo de dotarnos de un contexto general para estudiar los fenémenos
tipo Ramsey, por medio del concepto de G-espacio uniforme:

Definicién 3.1.2. Si (X,U) es un espacio uniforme y G es un grupo
de automorfismos uniformes que actua sobre X entonces decimos que
el par (G,X) es un G-espacio uniforme, o simplemente que X es
un G-espacio uniforme. En el caso en que G sea un grupo topolégico,
pediremos que la accion de G sobre X sea continua.

Definicion 3.1.3. Un G-espacio uniforme X es de oscilacion fini-
tamente estable si toda f: X — R uniformemente continua y acotada
es de oscilacion finitamente estable. Aqui consideramos a R con la uni-
formidad métrica usual.

41
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Los G-espacios de oscilacién finitamente estable pueden ser caracteri-
zados de diversas maneras equivalentes, como nos muestra el siguiente
Teorema.

Teorema 3.1.1. (Pestov [17]) Sea X = (X,U) un G-espacio uniforme.
Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1.

2.

10.

X es de oscilacion finitamente estable.

Ezxiste una coleccion M de pseudométricas uniformemente conti-
nuas y acotadas que genera a U tal que si d € M entonces toda
funcion 1-Lipschitz acotada f : (X,d) — R es de oscilacion finita-
mente estable.

Para toda particion X = AU B, todo V €U y todo F C X finito,
existe g € G tal que gF C V[A] o gF C V[B].

. DadosV €U y F C X finito, existe K C X finito tal que para toda

particion K = AU B existe g € G tal que gF C K y, gF C V[A]
ogF CVI[B].

Dadosr e N, Ve U y F C X finito, existe K C X finito tal que
para toda particion ¢ : K — r existen g € G y j € r tales que
gF C K ygF C Ve ' ({})].

Para todo cubrimiento finito v de X, todo V. € U y todo F C X
finito existen g € G y A € vy tales que gF C V[A].

Para todo W € C*U y todo F C X finito existe g € G tal que gF
es W -pequeno.

La inclusion candnica o : X — X es de oscilacion finitamente
estable.

SiY es un espacio compacto, entonces toda f: X — Y uniforme-
mente continua es de oscilacion finitamente estable.

Si f: X — R" es uniformemente continua y acotada entonces f
es de oscilacion finitamente estable.
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Demostracion. (1 = 2): Sigue del Ejercicio 2.4.6 y del hecho siguiente:
dada una pseudométrica d uniformemente continua respecto a U, to-
da funcién a valores reales 1-Lipschitz sobre (X, d) es uniformemente
continua (respecto a U).

(2 = 3): Sea d una pseudométrica uniformemente continua y acotada
tal que para x,y € X se tiene d(x,y) < 1 = (x,y) € V. Recordemos que
la funcién da(z) = inf{d(z,y) : y € A} es 1-Lipschitz y acotada sobre
(X, d) (Ejercicio 2.4.7). Por lo tanto, existe g € G tal que sup{|da(x) —
da(z)|] : &,z € gF} < 1. Si gF C B entonces estamos listos. Si no,
tomemos xg € gF N A. Entonces da(zp) = 0 y por lo tanto para todo
y € gF se tiene da(y) = |da(zo) — da(y)| < sup{|da(z) —da(2)|: x,z €
gF'} < 1. Luego, por definicién de 7nfimo, tenemos que para todo y € gF
existe x € A tal que d(x,y) < 1; es decir y € V[z]. En otras palabras,
gF C VI[A].

(3 = 4): Si X es finito entonces K = X satisface la condicién requerida.
Su pongamos que X es infinito y que la afirmacién 4 es falsa. Es decir,

existen V € U y F' C X finito tales que para todo K C X finito existe
una particién {Ax, Bx} tal que para todo g € G si gF' C K entonces
gF £ V[Ak] y gF  V[Bg].
Sea

xl<<l.—{E c X : |E| < o0}.
Para cada conjunto F € X<l sea Sp = {K € XI<*| . E C K}. Es
facil ver que la familia S = {Sg : E € X<} tiene la propiedad de
interseccion finita. Sea H un ultrafiltro sobre X[<° tal que S C H.
Definamos A y B tales que

€A & {KeXI<™¥.pec Ay} e,
re€B & {KeX<.zeBg}e

Por ser ‘H un ultrafiltro, tenemos que X = AU B. Sea g € G cualquiera.
Para cada K € Sy existen ar,bg € gF tales que para todo z € Ax y
todo y € By se tiene (z,ax) ¢ V' y (y,bx) ¢ V. Como Sgr € H y gF
es finito, existen a,b € gF' tales que

{KGSQF:(IK:a,bKIb}E%.
Entonces si x € Ay y € B tenemos que

{K € Syr:o2€ A,y € Bx,ax = a,bxg =b} € H.
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Por lo tanto, (z,a) ¢ V' 'y (y,b) ¢ V. Es decir, gF £ V[A] y gF € VB,
y la afirmacion 3 es falsa.

(4 = 5): Por induccién en 7.

(5 = 6): Podemos suponer que 7 es una particién finita. Aplicamos la
afirmacién 5 a V, F'y r = |y|. Luego, fijamos K como en 5 y definimos
c: K — r como la restriccion de v a K. Entonces el resultado sigue de
la eleccién de K.

(6 = 7): Por definicién de C*U, existe V € U y una particién v de X
tales que W = V. Por la afirmacién 6, existe g € Gy A € v tal que
gF C VI]A]. Por lo tanto, gF x gF C W.

(7=28):Sea W € U,x y F C X finito. Entonces
W= Wn (X x X) e CU

y por la afirmacién 7 existe g € G tal que gF es W’ -pequeno y en en
consecuencia también es W-pequeno. Pero o(gF) = gF, por lo tanto
(0 xo)(gF x gF) CW.

(8 = 9): Sea Y compacto, f : X — Y uniformemente continuay F C X
finito. Por definicién de 0 X existe h : 0 X — Y uniformemente continua
tal que f = h o o. Entonces, si Uy es la tnica uniformidad compatible
de Y y W € Uy, tenemos que V = (b= x h=1)(W) € U, x. Por 8, existe
g € Gtal que (0 x0)(gF xgF) C V. Entonces (hoo x hoo)(gF x gF) C
Ww.

(9 = 10): f(X) es compacto.
(10 = 1): Obvio. O

3.2 Ejemplos

3.2.1 El grupo simétrico y el espacio de los k-conjuntos
de nimeros naturales

Sea S €l grupo simétrico infinito y, dado k € N — {0}, consideremos al
conjunto NI¥I de los subconjuntos de N de cardinalidad k. En la Seccién
1.3 vimos que Sy actia de manera transitiva (y ultratransitiva) sobre
NI por medio de la correspondencia:
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(m,F)r—m-F:={n(x):x € F},

de S x NI¥l en NI¥. Si dotamos a NI¥! de la uniformidad discreta (ver
ejemplo 2.1.1 o ejercicio 2.4.5), entonces NI es un Soo-espacio uniforme.

Teorema 3.2.1. El S.-espacio N¥) es de oscilacion finitamente estable.

Demostracion. De hecho, vamos a demostrar que el Teorema 3.2.1 es
equivalente al Teorema de Ramsey finito (Teorema 1.2.2):

Teorema de Ramsey finito = Teorema 3.2.1:

Vamos a demostrar que la parte 5 del Teorema 3.1.1 vale para (S, N[k]),
a partir del Teorema de Ramsey finito. Fijemos un entorno de la diagonal
V, F C N finito y r € N—{0}. Podemos suponer que V = A sin pérdida
de generalidad, porque estamos considerando a N con la uniformidad
discreta. Sea n = ||JF| = |U{z : = € F} y fijemos m = m(k,n,r)
como en el Teorema de Ramsey finito aplicado k,n y . Sea K = ml¥l.
Entonces, para toda coloracién ¢ : K — r existe B € m[" tal que B¥ es
monocromatico para ¢. Como la accién de S, es ultratransitiva, existe
7 € Sy tal que 7(|J F) = B. Entonces, 7 - F C B¥ y por lo tanto es
monocromatico para c. Es decir, 7 - F C Ale~!{j}] para algtin j < r.

Teorema 3.2.1 = Teorema de Ramsey finito:

Fijemos k,n y r en N — {0}. Sea C C N con |C| = n. Por el Teorema
3.2.1, podemos fijar X < Nl finito como en la parte 5 del Teorema
3.1.1, aplicado a X = NK vV =A vy F = C*]. Entonces, veamos que

m=m(k,n,r)=||JK|=||J{z:2c K}
satisface la conclusion del Teorema de Ramsey:

Fijemos una coloracién finita ¢ : ml¥! — r. Por ultratransitividad, existe
T € S tal que m(|JK) = {0,1,...,m — 1}. Por lo tanto, 7 -z € mlFl,
para todo = € K. Consideremos la coloracion, ¢ o w: K — r. Entonces,
por la eleccién de K, existe p € So tal que p-ClH C Ky p-Cl C
Al(e o M)~ Hj} = (c o m)~1{j}.

Ahora, sea B = (7 o p)(C). Entonces B € m!™ y BI¥ es monocromatico

para c.
O
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Las tnicas caracteristicas relevantes de la accién de Sy, en la demos-
tracion del Teorema 3.2.1 son la transitividad y la ultratransitividad.
Entonces el resultado se puede extender a cualquier subgrupo de G que
actiie de igual manera sobre NI¥I. La demostracién es anéloga.

Es decir,

Teorema 3.2.2. Sea G un subgrupo de S y supongamos que la accion
de G sobre N inducida por la accion de Ss es ultratransitiva sobre
N. Entonces, para todo natural k > 0 el G-espacio N¥) es de oscilacion
finitamente estable.

O]

3.2.2 El grupo de automorfismos de (Q, <) y el espacio de
los k-conjuntos de nimeros racionales

Denotemos por Aut(Q, <) al grupo de automorfismos de Q con el orden
usual, es decir, al grupo de las biyecciones de Q en QQ que preservan el
orden, con la composicién de funciones como operacién de grupo. Para
cada k > 0, podemos definir una accién de Aut(Q, <) sobre Q¥ | andloga
a la accién de S, sobre N k], Esta accién es obviamente ultratransitiva.
Fijando una enumeracién de Q podemos ordenar a N con el tipo de
orden de los racionales, es decir, podemos inducir sobre N un orden
lineal denso, sin extremos, isomorfo a (Q, <). Bajo este isomorfismo,
podemos identificar a Aut(Q, <) con un subgrupo de S, cuya accién es
ultratransitiva. Por los tanto, del Teorema 3.2.2 y la presente observacién
obtenemos el siguiente importante ejemplo, debido a Pestov (ver [17],
[18]):

Corolario 3.2.1. Para todo natural k > 0, el Aut(Q, <)-espacio QI es
de oscilacion finitamente estable.

O

3.2.3 Una familia de ejemplos

En esta seccion presentaremos, en el Teorema 3.2.6 mas adelante, un
criterio que establece una condiciéon suficiente para que un G-espacio sea
de oscilacion finitamente estable. En realidad, su demostraciéon es una
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generalizacién de la que Milman di6 de que la esfera unitaria de [? vista
como U (I?)-espacio es de oscilacién finitamente estable. El Teorema 3.2.6
nos permitird obtener el resultado de Milman como un caso particular
y presentar otros ejemplos que seran de utilidad mas adelante.

Antes necesitaremos algunos resultados y definiciones.

La medida de Haar. Recordemos que un grupo topoldégico es un
grupo dotado de una topologia Hausdorff tal que las operaciones

GxG—G

(g,h) — gh

G—G

g— g *

son continuas. Si G es ademds un espacio compacto con la topologia
Hausdorff asociada, diremos entonces que G es un grupo compacto.

Definicién 3.2.1. Sea G un grupo topoldgico y sea B(G) la o-dlgebra
de los subconjuntos Borelianos de G. Una medida de Haar sobre G
es una medida p : B(G) — RT que es invariante a la izquierda (por
traslaciones), es decir:

Para todo g € G y todo A € B(G) se tiene

g - A) = u(A),
donde g-A={g-x:x € A}.

Teorema 3.2.3. (Ezistencia de la medida de Haar; [26]) Todo grupo
topologico G admite una medida de Haar p, unica salvo multiplicacion
por un escalar positivo, tal que para cada K C G compacto se tiene que
u(K) < oo.

O]

Corolario 3.2.2. Todo grupo compacto admite una unica medida de
probabilidad invariante a la izquierda.
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Demostracion. Sea G un grupo compacto. Por el Teorema 3.2.3 podemos
fijar una medida de Haar p sobre (G, tnica salvo multiplicacién por un
escalar positivo. Como G es compacto entonces 0 < u(G) < oo.

“Normalizando ” la medida p, definamos A : B(G) — [0, 1] ast:

A(A) = p(A)/u(@).

Entonces A es una medida de probabildad sobre GG invariante a la izquier-
da. La unicidad de X se obtiene de que p es Unica salvo multiplicacién
por un escalar positivo y A\(G) = 1. O
El grupo unitario U (I12), sobre el espacio de Hilbert (real) I2, es un grupo
topoldgico con la topologia de convergencia fuerte cuyos abiertos béasicos
son de la forma:

V(z,..,xp) ={uc U : |ju(z;) — x| < ei=1,... k},
parak €N, z1,...,2, €’y e > 0.

Para cada n € N, sea U(n) el grupo de las matrices reales unitarias de
orden n (equivalentemente, U(n) es el grupo de los operadores unitarios
de R"™ en R™). Es decir, A € U(n) si y solosi A- At = A. A = I,,, donde
I,, es matriz identidad de orden n y A! es la traspuesta de A.

De igual manera, U(n) es un grupo topoldgico con la topologia de con-
vergencia fuerte cuyos abiertos bésicos son de la forma obvia:

V(z,...,zx) ={u e Un) : dp(u(z;),x;) <ei=1,...,k},
para k € N, x1,..., 2, € R™, d,, es la métrica euclidea sobre R" y € > 0.

EJERCICIO 3.2.1. (U(n) es un subgrupo compacto de U(I?)) De-
muestre que U(n) es isomorfo a un subgrupo compacto de U(I?), con la
topologia de convergencia fuerte.

Por el Ejercicio 3.2.1 y en virtud del Teorema 3.2.2, para cada n pode-
mos fijar p,, la inica medida de probabilidad invariante a la izquierda
definida sobre U(n). El grupo de isometrias de S"” es isomorfo a U(n), y
U(n) actia de manera transitiva y continua sobre S”, de manera anéloga
a la accién de U(1%) sobre S®°. Sea B(S") la o-dlgebra de los Borelianos

de S™. Fijemos un xy € S" cualquiera y definamos v, : B(S®) — R*, asf:
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vn(A) = un({g € U(n) : g(z0) € A}).

Entonces p, es una medida Boreliana de probabilidad sobre S™ y de la
unicidad de v, obtenemos lo siguiente:

Corolario 3.2.3. La esfera unitaria S™ de R™ admite una tinica medida
de probabilidad invariante a la izquierda.

O]

Familias de Lévy.

Definicion 3.2.2. Un mme-espacio o espacio con métrica y medi-
da es una estructura (X,d, u) donde X es un conjunto no vacio, d es
una métrica sobre X y p es una medida de probabilidad definida sobre
los Borelianos del espacio métrico (X, d).

Si (X, d) es un espacio métrico y A C X, para todo € > 0 usaremos la
siguiente notacién para el e-entorno de A:

Ac={ye X :(Fr € A) d(z,y) < e} = U Viz).
z€A

Definicién 3.2.3. Una sucesion (X, dn, tin)nen de mm-espacios es una
familia de Lévy si dados Borelianos A,, C X, tales que

lim inf p, (Ay) > 0,
n—oo
se tiene que para todo € > 0
nlggo fin((An)e) = 1.

EJERCICIO 3.2.2. Demuestre que si (X, dn, ftn)nen €s una familia
de Lévy entonces, dados Borelianos A,, C X,, y dados 1, d9 > 0, existe
un natural Ny tal que para todo N > Ny se cumple que si

un(AN) > 0

entonces para todo € > 0

HN((AN)E) >1-— 52.
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El siguiente teorema, cuya demostracién omitiremos, nos presenta un
ejemplo muy importante de familia de Lévy que serd de utilidad en lo
sucesivo. Recomendamos leer su demostracién en [17], Teorema 1.3.15.

Teorema 3.2.4 ([11]). Para todo natural n > 0, sea v, la unica medida
boreliana de probabilidad invariante a la izquierda sobre la esfera unitaria
S™ (i.e., la medida de Haar normalizada) y sea d,, la métrica euclidea
sobre S"™. Entonces, la sucesion (S, dy, Vn)n>0 €s una familia de Lévy.

O]

Miremos otro ejemplo importante. Dado un espacio de Hilbert H y m €
N, denotaremos por St,,(H) al conjunto de las m-tuplas de vectores
ortonormales de H. Dotemos a St,,(H) de la métrica uniforme:

d(z,y) = maz{|lz; — yl| : 1 <@ <mj,

donde || - || es la norma en #H. El espacio St,,(H) es conocido como la
variedad de Stiefel de m-tuplas ortonormales en H, o simplemente,
m~variedad de Stiefel en H. El espacio St,,(H) es una subvariedad
suave del espacio de Banach H™.

EJERCICIO 3.2.3. Demuestre que St,,,(#) es homeomorfa al espacio
de inmersiones lineales isométricas de R™ en H. Es decir, al espacio
{feL®R™ H): fTof=1Igm}.

Aqui, fT es la traspuesta de f respecto a las métricas de H y R™, i.e.,

(fT(v),r) = (v, f(r)) Vv € H,¥reR™

La métrica sobre St,,,(H) es inducida por el producto (f,g) = tr(f' og).
Asi, St,,(H) es una subvariedad Riemanniana de H™.

O
Se suele denotar por St,,(n) a St,,(R™) y por St,,(c0) a St,,(I?) . Para
cada n la variedad St,,(n) es compacta. Procediendo de manera similar
al caso de la esfera S (Corolario 3.2.3) obtenemos el siguiente resultado:

Corolario 3.2.4. La variedad de Stiefel Sty,(n) admite una unica me-
dida de probabilidad Boreliana, invariante por rotaciones.
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O
El siguiente resultado es una generalizacién del Teorema 1.3.15 de [17].
Omitiremos su demostracion.

Teorema 3.2.5 ([11]). Fijemos un natural m. Para cada n € N, sea
vy, la unica medida boreliana de probabilidad invariante por rotaciones
sobre Sty (n) y sea d,, la métrica euclidea sobre St,,(n). Entonces, la
sucesion (St (n), dn, Vn)n>0 €s una familia de Lévy.

O]

Una familia de ejemplos.

Teorema 3.2.6. Sea G un grupo topoldgico que actia continuamente,
por isometrias, sobre un espacio métrico (X, d) . Supongamos que existe
una familia de subgrupos compactos (Gy)n, dirigida por inclusion y tal
que existe © € X con la siguiente propiedad:

e Las orbitas Gy, - x forman una familia de Lévy respecto a la res-
triccion de la métrica d y las medidas de probabilidad p, - x, donde
ln €s la medida de Haar normalizada sobre G,,.

e La union de las orbitas, |J,, Gy, - ©, es densa en X.

Entonces el G-espacio X es de oscilacion finitamente estable.

Demostracion. Sea F' C X finito (no-vacio), € > 0 y v un cubrimiento
finito de X. Sea también k = |F| y m = |y|. Podemos elegir Ny sufi-
cientemente grande como para que F' C G, - ©. Como un,(Gn,) =1y
m = |y| entonces existe A € «y tal que un, - t(ANGn, - ) > 1/m.

Para cada n > 0 definamos A, = AN G,. Por el Ejercicio 3.2.2, existe
Nj tal que tal que para todo n > Nj se cumple que si

tn - x(Ap) >1/m

entonces
pn - T((An)e) > 1—1/k.

Entonces si tomamos M = max{Ny, N1} tenemos que:

o FC Gy



52 José G. Mijares P.

o un - x(Apr) > 1/m, y por lo tanto pas - 2((Anr)e) > 1 —1/k.

Entonces, para todo £ € F se tiene lo siguiente:

pvm({g € Gu i g-§ € (Am)e}) = s - 2((Anr)e) > 1= 1/k.

En consecuencia, como pp(Gpr) = 1 se tiene

(M{g€Gu:g-&€(An)e} #0.

el

Sea g € (Neer{g € Gum 1 g-§ € (Am)e}. Entonces g - F C (Am)e C A
Como G C G, esto completa la demostracién, en virtud de la parte 6
del Teorema 3.1.1. O

3.2.4 El grupo unitario y la esfera unitaria de /?

Consideremos nuevamente a U (I2) con la topologia de convergencia fuer-
te. Con la accion descrita en el Ejemplo 1.3.2, la esfera unitaria S de
12 es un U(I?)-espacio, con la uniformidad métrica inducida. En esta
seccién presentaremos una demostracién de que este U(I2)-espacio es de
oscilacion finitamente estable. Este resultado se debe a V. Milman, quien
dio una demostracién directa de este hecho en [12]. Presentaremos una
demostracién que se basa en el Teorema 3.2.6.

Recordemos que el grupo de isometrias de S™ es isomorfo al grupo U(n)
de las matrices reales unitarias de orden n, y que U(n) actia de manera
transitiva y continua sobre S". Ademas, por el Ejercicio 3.2.1 podemos
considerar a U(n) como subgrupo compacto de U (I?).

Ahora podemos enunciar y demostrar el resultado principal de esta sec-
cion:

Teorema 3.2.7. (Milman [12]) El U(I?)-espacio S es de oscilacion
finitamente estable.

Demostracion. Fijemos z € S cualquiera. Usando la transitividad de
la accién de U(I%) sobre S, es facil demostrar lo siguiente:

e Para todo n, U(n) -z =S".

e U,S" =5~
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Entonces, por el Teorema 3.2.4 y el Teorema 3.2.6, obtenemos el resulta-
do requerido al notar que si p, es la tinica medida de Haar sobre U(n) y
vy, es la inica medida Boreliana de probalidad invariante a la izquierda
sobre S™ entonces v, = p, - * (por unicidad de estas medidas). O

3.2.5 El grupo unitario y la variedad de Stiefel St,,(c0)

Teorema 3.2.8. Para cada m € N, el U(1%)-espacio Sty,(c0) es de
oscilacion finitamente estable.

Demostracion. Fijemos m y x € St,,(00). De manera andloga a la de-
mostracién del Teorema 3.2.7, se puede comprobar lo siguiente:

e Para todo n, U(n) -z = Sty (n).
o U, Stm(n) = Sty (00).

El resultado requerido es entonces consecuencia de los Teoremas 3.2.5 y
3.2.6.
O

3.3 Un contraejemplo

Dotemos al conjunto X = {(m,n) € N x N : m # n} con la métrica
discreta, y definamos la accién del grupo simétrico S, sobre X asi:

(m, (m,n)) — (x(m), 7(n)).

Con esta accién el espacio métrico X es un Sso-espacio, pero veremos
que no es de oscilacién finitamente estable.

Consideremos la funcién f : X — R dada por f(m,n) = 1sim < n
y f(m,n) = 0 en caso contrario. Obviamente f es acotada, pero si
F ={(0,1),(1,0)} entonces para todo m € S tenemos que 7 - F' es de
la forma

{(z,9), (y,2)} conz#y.

Por lo tanto,

osclf 1 F) =1,

y en consecuencia f no es de oscilacién finitamente estable.
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Capitulo 4

Punto fijo sobre compactos

Dado un grupo topolégico G, la idea en esta parte del curso es estudiar
a G como G-espacio, y caracterizar cuando es de oscilacién finitamen-
te estable. Esta caracterizacién, determinada por la propiedad de punto
fijo sobre compactos, serd presentada en la Seccién 5.3. Antes revisare-
mos algunos hechos sobre acciones continuas sobre compactos y sobre la
estructura uniforme de un grupo topoldgico.

Recordemos que la estructura uniforme izquierda Uy (G), sobre un
grupo topolégico G, tiene como entornos basicos de la diagonal a los
conjuntos de la forma:

Up,={(9,h) e GxG:gtheU},
donde U es una vecindad de la identidad en la topologia de G. También
conviene recordad la estructura uniforme derecha Ur(G), generada
por los conjuntos:

Ur=1{(9,h) € GxG:gh~t U},
donde U es de nuevo una vecindad de la identidad en la topologia de G.

Entonces, dado un espacio uniforme (Y,Uy ), una funcién f: G — Y es
uniformemente continua respecto a Ur,(G) si para todo V € Uy existe
una vecidad U de la indentidad de G tal que

(Vg,h € G) gh™' e U= (f(g),f(h) € V.

55
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Andlogamente se puede precisar cuando f es uniformemente continua
respecto a Ug(G).

4.1 Acciones continuas sobre compactos

En la Proposicién 4.1.1 mas abajo, se caracteriza las acciones continuas
de un grupo topoldgico G sobre un espacio compacto X en térmicos del
homomorfismo estandar entre G y Homeo(X), el grupo de homeomor-
fismos de X sobre si mismo.

Dado un espacio compacto X, sea Ux la tnica uniformidad compatible
con la topologia de X. Para todo V € Ux definamos:

V= {f € Homeo(X): (Vz € X) f(x) € V[x]}.

La coleccién {V : V € Ux} es base de entornos de la identidad en una
topologia sobre Homeo(X ) conocida como topologia de convergencia
uniforme o compacto-abierta.

EJERCICIO 4.1.1. Demuestre que con la topolgia de convergencia
uniforme Homeo(X) es un grupo topoldgico y que la accién estandar de
Homeo(X) sobre X dada por

(f,2) — f(z)
es continua respecto a esta topologia.

EJERCICIO 4.1.2. Si G es un grupo topolégico que actia sobre un
compacto X, entonces para cada g € G la aplicacién dada por

X —X
TH——>g-T
es un homeomorfismo.

Lema 4.1.1. Sea G un grupotopoldgico que actia de manera continua
sobre un compacto X. Entonces para cada x € X, la funcion:

1En algunos textos, por ejemplo [17], cuando f es uniformemente continua respecto
alUr(QG) (resp. UL(G)) se dice que f es uniformemente continua a la izquierda (resp.
derecha). Esos términos nos parecen ambigiios as{ que evitaremos emplearlos.
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(1)

G—X

g—g- -z

es uniformemente continua respecto a la uniformidad derecha Ur(QG).

(ii)

G— X

g gl

es uniformemente continua respecto a la uniformidad izquierda
UL(G).

Demostracion. Demostremos (). Fijemos x € X y sea Ux la tinica uni-
formidad compatible con X. Tomemos V € Ux. Por la proposicién an-
terior, existe U, vecindad de la identidad de e € G, tal que 4(U) C V.
En particular, para todo g € U, se tiene que v,4(y) € V(y|, Vy € X.

Se quiere demostrar que V g,h € G (g-h™t €U — (g-z,h-z) € V).

Sean g,h € G, tales que g - h~' € U. Por la eleccién de U, se tiene que
Yg-n-1(h-x) € V[h-z]. Es decir, (g-2,h-2) € V.

La parte (i7) se obtiene de que
n: (GUL(G)) = (G,Ur(G))

n(g) =g

es un isomorfismo uniforme.

O

Para cada g € G denotemos por v, a la aplicacién definida en el Ejercicio
4.1.2. Consideremos ahora la siguiente aplicaciéon de G en Homeo(X):

G — Homeo(X)
g g
Denotemos por v a esta aplicacion. Entonces,
Y(gh) =Yg =19 © 1 = V(g) o v(h).

Es decir, v es un homomorfismo de grupos entre G y Homeo(X). Lo
llamaremos homomorfismo asociado de G en Homeo(X). Si e es la iden-
tidad de G entonces 7(e) es la identidad de Homeo(X).
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Proposicion 4.1.1. Sea X un espacio compacto y sea G un grupo to-
polégico actuando sobre X . Entonces, la accion de G sobre X es continua
si y solo si el homomorfismo asociado de G en Homeo(X), dotado de
la topolgia de convergencia uniforme, es continuo.

Demostracion. Supongamos que la accion
GxX—=>X

(g,x) —g-x

es continua y sea y el homomorfismo asociado de G en Homeo(X). Para
demostrar la continuidad de 7 basta ver que para todo entorno V' de
v(e) existe un entorno U de e tal que v(U) C V.

Sea Ux la tnica uniformidad asociada a X y fijemos V € Ux. Fijemos
también V' € Ux simétrico tal que V' o V' C V. Entonces, por continui-
dad de la accion, para cada x € X existe un entorno U, de e y existe
una vecidad W, de z en la topologia de X tales que

Upg Wy :={g9-y:9g€U,yeW,} CV'[x].

Notemos que {W, : © € X} es un cubrimiento abierto de X y por lo
tanto existen z1,...,z, € X tales que X = [J;_, Wo,.

Sea U = (i, Uy, y consideremos g € U arbitrario. Dado x € X, existe
i tal que x € Wy, y por lo tanto v4(z) = g-x € U - Wy, C V'[z;]. Es
decir, (z;,v4(x)) € V'. Por otro lado, z = e-x € U - W,, C V'[z;] y por
lo tanto también tenemos (z;,x) € V'. Entonces por ser V' simétrico
se tenemos (z,7,(x)) € V' o V! C V. Esto demuestra que y(U) C V y
concluye la demostracion de la implicacion directa.

La reciproca es consecuencia del Ejercicio 4.1.1. O

4.2 El ambito mas grande

En esta seccién presentaremos un importante G-espacio que sera de
utilidad en lo sucesivo.

Dado un grupo topoldgico G, denotemos por S(G) a la compactificacién
de Samuel del espacio uniformne (G,Ur(G)).



Teoria Ramsey y dindmica de grupos topoldgicos 59

Consideremos la accién de G sobre (G,Ur(G)) dada por
GxG—G

(g,h) —> g - h.
(aqui g - h es la multiplicacién en G).

Para cada g € G, la traslacién
G—G

h—g-h

es una equivalencia uniforme. Por lo tanto, puede ser extendendida a un
auto-homeomorfismo de S(G) en S(G) y en consecuencia la accién de G
sobre (G,Ur(G)) se puede extender a una accién continua de G sobre
(S(G),Us(c)), donde Ugy es la tinica uniformidad compatible con el
compacto S(G). Es decir, S(G) es un G-espacio compacto. Ademads, si
e es el elemento neutro de G entonces la orbita G - e = G es densa en
S(G) por ser S(G) la compactificacién de Samuel de G. De hecho S(G)
es el G-espacio compacto “mas grande” con una érbita densa.

Definicion 4.2.1. Sea G un grupo topolégico. Un G-dmbito es un par
(X,z0), donde X es un G-espacio compacto y xy € X es tal que su
orbita G - o es densa.

Por lo visto mas arriba, si e es su elemento neutro entonces el par
(S(G),e) es un G-ambito. De hecho, S(G) satisface la siguiente pro-
piedad universal:

Teorema 4.2.1. Para todo G-dmbito (X, xq), existe un inico morfismo
de G-espacios ¢ : S(G) — X tal que ¢(e) = xg .

O]

Observaciéon 4.2.1. Nétese que una ¢ como en el Teorema 4.2.1 es
necesariamente sobreyectiva, porque la imagen de S(G) por ¢ es un ce-
rrado y la 6rbita de ¢(e) = zy es densa en X. Por lo tanto, el Teorema
4.2.1 implica que la cardinalidad de S(G) es mayor o igual a la de cual-
quier otro G-ambito. Por esta razén S(G) es conocido como el ambito
mas grande de G.
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4.3 Grupos extremadamente dociles

Definicion 4.3.1. Sea G un grupo topoldgico. Decimos que G es ex-
tremadamente docil o que tiene la propiedad de punto fijo sobre
compactos si toda accion continua de G sobre un espacio compacto X
tiene un punto fijo, es decir: existe x € X tal que para todo g € G se
tiene g - x = x.

En esta seccién vamos a caracterizar a los grupos extremadamente déci-
les en términos de la propiedad de oscilacién finitamente estable. Vere-
mos que esto es también una caracterizacién de los grupos topolégicos
G, que son de oscilacién finitamente estable como G-espacios.

El siguiente lema se deduce de la discusién en la seccién anterior.

Lema 4.3.1. Toda funcion definida sobre G que sea acotada y unifor-
mente continua respecto a Ur(G) puede ser extendida a una funcion
continua definida sobre el ambito mds grande S(G).

O
Intruduciremos ahora notacion que sera de utilidad. Sea G un grupo
topoldgico y sea d : G x G — RT una pseudométrica acotada, invariante
por la izquierda sobre G. Es decir,

Sea Hq ={g € G : d(g,e) = 0}, donde e € G es el elemento neutro del
grupo. Dados g, h € H,, se tiene

d(g~" - h,e) =d(h,g) < d(h,e) +d(g,e) = 0.

Por lo tanto, H4 es subgrupo de G.

Sea G/q = G/y,, €l cociente de G por la relacién

g~he gl -heMgedlg,h)=0.
Para cada g € GG, denotemos por g-Hy a la clase de g bajo esta relacion, es

decir, al conjunto {¢ € G : ¢’ ~ g}; y definamos d : G/qx G/4 — [0, 00)
asi:
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Es facil ver que d es una métrica sobre G/ ;.

Presentaremos ahora la caracterizacién de la propiedad de punto fijo
sobre compactos en términos de la propiedad de oscilacién finitamente
estable:

Teorema 4.3.1 (Pestov [17]). Sea G un grupo topoldgico. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

1. G es extremadamente ddcil.

2. El G-espacio (G,UL(G)) con la accion de G sobre G por “trasla-
ciones a la izquierda” es de oscilacion finitamente estable.

3. St G actia de manera transitiva y continua por isometrias sobre
un espacio métrico X entonces, el G-espacio X es de oscilacion
finitamente estable.

4. FExiste una coleccion dirigida M de pseudométricas continuas, aco-
tadas e invariantes a la izquierda, que genera la topologia de G y
tal que para cada d € M el G-espacio G/d es de oscilacion finita-
mente estable.

Demostracion. (1 = 2) Como S(G) es compacto, podemos elegir un
punto fijo g € S(G) para la accién de G sobre S(G). Sean f: G — R
una funcién acotada y uniformemente continua respecto a UL, (G), FF C G
finito y € > 0. Sea también F = FU{z" ! : 2 € F}. La funcién f : G — R
dada por f(z) = f(z~1) es acotada y uniformemente continua respecto
a Ug(Q)), y por lo tanto puede ser extendida a una funcién continua y
acotada (que denotaremos igualmente f) de S(G) en R, en virtud del
Lema 4.3.1.

Sea (go)a € G una red que converge a xg. Entonces, para cada h € F
la red (h - go)a converge también a zg = h - g, porque la accién de G
sobre S(G) es continua y, restringida a G, coincide con la accién de G
sobre GG. Por lo tanto, existe « tal que Vh € F se tiene que:

€
Fwo) — (b ga)| <
En consecuencia, si h, h' € F', se sigue que:

1f(h-ga) — F(H - ga)| < e.
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Luego, osc(f | ) < €, lo que implica que osc(f [g;1F) < €.

—1 A
ga  F
(2= 3) Sea f : X — R una funcién uniformemente continua y acotada.
Fijemos zg € X y sea f : G — R dada por

; -1

flg) = flg™" - o).
Como la aplicacién g — ¢! g es uniformemente continua entonces f es
uniformemente continua y acotada. Luego, f es de oscilacién finitamente

estable.

Sea F' C X finito y € > 0. Queremos hallar g € G tal que

(Va,y e F) |flg-2) = flg-y)l <e
Como la accién es transitiva, para todo x € F' existe g, € G, tal que
gyl -wo=1z.Sea E={g,: 2z € F}.

Por otro lado, como f es de oscilacién finitamente estable, existe g € G
tal que para todo z,y € F, se tiene que [f(g7 - g.) — f(g7! gy)| < e
Por lo tanto

1f(g- (92" 20) — flg- (g," - 20))| <,

es decir,

If(g-z)—flg-y)| <e

(3 = 4) Trivial.

(4 = 2) Fijemos d € M y sea m: G — G/4 el epimorfismo candnico.
Sea f: (G,d) — R una funcién 1-Lipschitz y acotada. Observemos que
si h € m(g) entonces

[f(h) = fg)| < d(h,g) = 0.

Es decir, para todo h € m(g) se tiene f(h) = f(g). Esto muestra que la
funcién f: G/4 — R dada por

f(r(9)) = f(g)

estd bien definida. Adem4s, f es uniformemente continua y acotada, y
por lo tanto es de oscilacién finitamente estable. Es facil ver que es-
to implica que f también es de oscilacion finitamente estable. Hemos
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demostrado que vale la parte (2) de Teorema 3.1.1 apliacada a M y
(G,UL(G)).

El resultado sigue entonces de la equivalencia entre (1) y (2) del Teorema
3.1.1.

(2 = 1) Sea X compacto tal que G actia continuamente sobre X. Fije-
mos zg € X. Vg € G la aplicacion
G— X

g—g "z

es uniformemente continua respecto a Ur(G).

Por la parte (9) del Teorema 3.1.1, esta funcién es de oscilacién finita-
mente estable, es decir, V F' C G finito, VV € Ux, la tnica uniformidad
compatible con X, existe gy € G tal que

(g_l ' g};i/ ' anh_l ' g;%/ : .CU(]) € ‘/a V.g>h € F.
Es decir, si F~! = {27! :2 € F}, entonces
(F~! 'QE}/ cx0) X (F! '91?}/ -xg) C V.
Observe que la red {g}lv ~xg : F C G finito y V € Ux } en el compacto

X tiene un punto de acumulacién z € X, que satisface Vg € G, g-z = z.
O

4.4 Ejemplos

4.4.1 El grupo de automofismos de los racionales y otros
grupos asociados.

Recordemos que Aut(Q, <) es el grupo de automorfismos de Q con el
orden usual, es decir, de biyecciones de Q en Q que preservan el orden.
Aut(Q, <) es homeomorfo a un subconjunto cerrado del espacio Q¥, con
la topologia producto que resulta de dotar a Q con la topologia discreta.
De esta forma Aut(Q, <) resulta ser un grupo polaco,?

2Un espacio topolégico es polaco si es separable y completamente metrizable. Un
grupo es polaco si es un grupo topolégico que como espacio topoldgico es polaco.
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Dado F C Q finito, definamos la funcién dp : Aut(Q, <) — {0,1}, asi:

dr(o,7) =0 siysolosio(F)=7(F).
EJERCICIO 4.4.1. Demuestre que para cada ' C QQ vale lo siguiente:

1. La funcién dr es una pseudométrica acotada, invariante a la iz-
quierda y continua. Ademas, la familia {dr : F' C Q,F finito}
genera la topologia de Aut(Q, <).

2. El Aut(Q, <)-espacio Aut(Q, <)/dr es isomorfo al Aut(Q, <)-espacio
Q¥ = {F c Q:|E| = |F|}, equipado con la métrica discreta.

Teorema 4.4.1. El grupo polaco Aut(Q, <) es extremadamente docil.

Demostracion. Por el Corolario 3.2.1 y la parte 2 del Ejercicio 4.4.1,
tenemos que el Aut(Q, <)-espacio Aut(Q, <)/dr es de oscilacién fini-
tamente estable. Ademas, por la parte 1 del Ejercicio 4.4.1 la familia
{dp : F C Q, F finito} genera la topologia de Aut(Q, <). Por lo tanto,
aplicando la parte 4 del Teorema 4.3.1 obtenemos el resultado requeri-
do. O

Observacion 4.4.1. El resultado anterior y su demostracion muestran
que la docilidad extrema de Aut(Q, <) (i.e., el que Aut(Q, <) satisfaga
la propiedad de punto fijo sobre compactos) es equivalente al Teorema
de Ramsey finito (Teorema 1.2.2).

Veremos a continuacién que la docilidad extrema de Aut(Q, <) se trans-
fiere a otros grupos importantes, usando el siguiente criterio:

EJERCICIO 4.4.2. Sea ¢ : G — H un homomorfismo continuo en-
tre grupos topolégicos tal que la imagen de G por ¢ es densa en H.
Demuestre que si G es extremadamente docil entonces H también lo es.

Sea X C R un subespacio de R con la topologia usual. Denotemos por
Homeoy X al grupo de los homeomorfismos de X en X que preservan
el orden, equipado de la topologia compacto abierta. En particular, los
grupos Homeo R, Homeo, (0,1) y Homeo, [0, 1] son grupos topoldgicos
polacos.

Tenemos lo siguiente:
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Corolario 4.4.1. HomeoR, Homeo,(0,1) y Homeo|0, 1] son extre-
madamente dociles.

Demostracion. Como R es la completacién de Dedekind de Q entonces
todo elemento o € Aut(Q, <) puede ser extendido de manera tnica a un
elemento & € Homeo,R. Es facil ver que si ¢ : Aut(Q, <) — HomeosR
esta dada por:

¢(0) =0,
entonces ¢ es un homomorfismo continuo y la imagen de Aut(Q, <) por
¢ es densa en Homeo,R. Entonces, por el Ejercicio 4.4.2 tenemos que
Homeo R es extremadamente docil. La demostracién concluye al notar
que los grupos HomeoR, Homeo (0,1) y Homeo,[0,1] son isomorfos
como grupos topolégicos. O

4.4.2 El grupo unitario

Nuestro préximo ejemplo es U(I?). Gromov y Milman [3] demostraron
que este grupo, con la topologia de operador fuerte, es extremadamente
décil. Los abiertos basicos de esta topologia son de forma siguiente:

Viai,ag,... an; €l = {u € UI?) : Ju(a;) —ai]| <e; 1<i<n},

donde {a; : i € N} C I? es ntimerable y genera un subespacio denso de
[?. Basta tomar a; = e;, la base estandar de 2.

Para cada m € N, definamos p,, : U(I?) x U(I?) — R asf:

pm(u,v) = max{||u(e;) —v(e)| : 1 <i < m}.

EJERCICIO 4.4.3. Para cada m € N, demuestre que p,, es una pseu-
dométrica invariante a la izquierda y continua. Ademéds, demuestre que

la familia {p,, : m € N} es dirigida y genera la topologia de operador
fuerte de U (I?).

Es muy facil demostrar lo siguiente a partir de las definiciones:

Lema 4.4.1. Para cada m € N sea H,, = {u € U(I?) : pm(u,e) = 0},
donde e € U(I?) es el operador identidad. Entonces U(I?)/H,,, con la
métrica cociente, es isomorfo como U (I?)-espacio métrico a St,,(00).
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O
EJERCICIO 4.4.4. Demuestre el lema 4.4.1.
Teorema 4.4.2. U(I?) es extremadamente docil.

Demostracion. El resultado se obtiene del Lema 4.4.1, el Ejercicio 4.4.3,
el Teorema 3.2.8 y la parte 4 del Teorema 4.3.1 aplicado a G = U(I?) y
la familia de pseudométricas {py,, : m € N}. O

4.4.3 Contraejemplo: el grupo simétrico infinito

A continuacion veremos que es facil demostrar que el grupo simétrico
infinito S no es extremadamente décil. Este hecho fue establecido por
Pestov en [18] como respuesta a la pregunta de Furstenberg sobre si Soo
era extremadamente décil.

Definamos d : Soo X Soo — [0, 00) asi:
d(m, 1) = Z 1
Y - 2n *
m(n)#7(n)

EJERCICIO 4.4.5. Demuestre que d es una métrica invariante a la
izquierda que genera la topologia usual de S.

Lema 4.4.2. Eziste un espacio métrico sobre el cual S actia de ma-
nera continua y transitiva por isometrias que no es de oscilacion finita-
mente estable.

Demostracion. El espacio métrico buscado es X = {(m,n) € N x N :
m # n} con la métrica discreta, como se mostr6 en la Seccién 3.3 [

Teorema 4.4.3. S, no es extremadamente ddcil.

Demostracion. Del Lema 4.4.2 y la parte 2 del Teorema 4.3.1 . O



Capitulo 5

Clases Ramsey de
estructuras

En este Capitulo veremos como las técnicas desarrolladas hasta ahora
pueden ser aplicadas en la Teoria de Fraissé, que emplea métodos de
la Teoria de Modelos y de la Légica para estudiar estructuras nume-
rables sobre un lenguaje dado. Como en el caso de la esfera unitaria
S* o (Q, <), estas estructuras suelen tener grupos de automorfismos
interesantes. Veremos criterios bajo los cuales estos grupos son extre-
madamente déciles y como, una vez mas, estos criterios dependen de
una propiedad de Ramsey, en este caso para clases de estructura finitas.
También como la Teoria de Fraissé nos permite estudiar los subgrupos de
Sso que son extremadamente dociles. Para una exposicién méas completa
sobre la Teorfa de Fraissé se puede consultar el libro [7].

5.1 Teoria de Fraissé

Definicién 5.1.1. Una firma, L =< (R;)icr, (F})jcs >, es una familia
numerable de simbolos (R;)icr para relaciones y (F}) ey para funciones.
Cada uno de estos simbolos tiene asociado un nimero entero llamado
aridad, el cual es positivo para las relaciones y no-negativo para las
funciones.

Definicién 5.1.2. Una estructura, A =< A, (R)cr, (FJA)]'GJ >, so-

7
bre una firma L (o una L-estructura) consta de:

67
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e Un conjunto A denominado universo de la estructura;

e Una familia (R*);cr de relaciones donde, para cada i € I, R C
Ay (i) es la aridad de Ri; y

e Una familia (FJA)]-EJ de funciones donde, para cada j € J, FJA :
A™0) — A,y m(j) es la aridad de F;.

Decimos que A es una estructura relacional si L no contiene simbolos
para funciones.

Cada firma L esta asociada a un lenguaje de primer orden que incluye a
los simbolos de L y también simbolos para variables (z,v, ... ), conecti-
vos légicos (A, V,—, — ), cuantificadores ( V, 3 ), y un simbolo relacional
binario para la igualdad ( = ). Donotaremos igualmente por L a este
lenguaje. También se requiere que el lenguaje L contenga simbolos para
constantes, aunque estos pueden ser pensados como simbolos funcionales
de aridad 0.

Recordemos que una férmula p en un lenguaje L es una sentencia si
todos los cuantificadores que ocurren en p estan acotados. Dada una
estructura A y una sentencia p en el lenguaje asociado a A, se tiene que
o bien p es verdadera en A o p es falsa en A; y ocurre una y solo una de
esas alternativas. Si p es verdadera en A decimos que A satisface a p.

Ejemplo 5.1.1. Un conjunto es una estructura en la firma vacia L = ().

Ejemplo 5.1.2. Sea L la firma con un solo simbolo relacional binario, <.
Todo conjunto totalmente ordenado es un ejemplo de una L-estructura;
asi como también todo conjunto parcialmente ordenado. La diferencia
estd en el conjunto de sentencias (axiomas) que caracterizan a los con-
juntos totalmente ordenados y a los parcialmente ordenados.

Ejemplo 5.1.3. Sea L una firma con un solo simbolo relacional binario
R. Un grafo (V, RV) es un ejemplo de una L-estructura. El universo V'
es el conjunto de vértices y RV es la relacién de adyacencia sobre V.
Se require que en la estructura (V, RV sea verdad la sentencia que dice
que RV es simétrica e irreflexiva.

Ejemplo 5.1.4. Sea H C [0,00) numerable tal que 0 € H. Conside-
remos una firma que consta de simbolos relaciones binarios (Dp)pen-



Teoria Ramsey y dindmica de grupos topoldgicos 69

Un estructura en esta firma es un espacio métrico H-valuado, en el cual
(z,y) € Dy, se interpreta como d(z,y) = h, para una métrica d sobre el
universo de la estructura. Ademas, se requiere que la estructura satisfaga
las tres sentencias (axiomas) que caracterizan a los espacios métricos.

Necesitaremos ahora varias definiciones.

Definicion 5.1.3. Dadas dos estructuras A y B en la misma firma L,
una aplicacion ™ : A — B es un homomorfismo si para cada simbolo
relacional R; y cada simbolo funcional F; se tiene lo siguiente:

® Dados x1,T2,...Tn) € A, Rﬁ(wl,...,mn(i)) es verdad en A si y
solo si R¥(m(x1),. .. ,T(Tn@i))) es verdad en B.

® Dados x1,T2,...Tyy) € A,
e Fﬁ(xl,xg, .. xm(])) = F}B(ﬂ(a:l), .o ,W(xm(j))).

Si ademds m es inyectiva decimos que es un monomorfismo o una
inmersion. Si w es biyectiva decimos que es un isomorfismo y que A
y B son isomorfas.

Definicién 5.1.4. Sean
A=<A (R}))ier,(F)jes > y B=<B,(R})icr, (F})jes >

dos L-estructuras. Decimos que A es una subestructura de B, y escri-
bimos A < B, si se satisface lo siguiente:

e ACB;
e Para todoi € I, R® = R} N A
e Para todo j € J, FJA = FJB P A™0),

EJERCICIO 5.1.1. Demuestre que A < B si y solosi A C By la
inclusién A — B es una inmersion.

EJERCICIO 5.1.2. Demuestre que la interseccién de una familia de
subestructuras es nuevamente una subestructura.
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Definicion 5.1.5. Sea X un subconjunto del universo de una estructura
B. La subestructura de B generada por X es la menor subestructura
de B que contiene a X; i.e.,

Bx = ﬂ{A <B: X es subconjunto del universo de A}.

Decimos entonces que X es generador de Bx

Definicion 5.1.6. Una estructura es finitamente generada si tiene
un generador finito; y es localmente finita si todas sus subestructuras
finitamente generadas son finitas.

Observacion 5.1.1. Las estructuras relacionales son localmente finitas.

EJERCICIO 5.1.3. Demuestre que una estructura es localmente finita
si y solo si todo subconjunto finito de su universo esta contenido en una
subestructura finita.

EJERCICIO 5.1.4. Demuestre que las estructuras presentadas en los
ejemplos anteriores son localmente finitas.

A lo largo del resto de este capitulo, solo consideraremos estructuras lo-
calmente finitas. Los siguientes conceptos seran fundamentales en nues-
tro estudio de estructuras numerables con grupos de automorfismos in-
teresantes:

Definicion 5.1.7. Sea F una estructura localmente finita. Decimos que
F es ultrahomogénea si todo isomorfismo entre subestructuras finita-
mente generadas de F puede ser extendido a un automorfismo de F.

Definicion 5.1.8. Sea A una L-estructura. La edad de A es la cla-
se de todas las L-estructuras finitas isomorfas a subestructuras de A.
Denotaremos a esta clase por Edad(A).

Definicion 5.1.9. Decimos que una estructura F es Fraisse si es infi-
nita numerable, ultrahomogénea y localmente finita.

Las estructuras Fraissé son precisamente las candidatas a proveernos de
grupos de automorfismos interesantes. Veremos como la docilidad ex-
trema de estos grupos depende de si la edad de la clase dada satisface
una propiedad de Ramsey. Los tres resultados siguientes (Proposicién
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5.1.1 y Teoremas 5.1.1 y 5.1.2) nos conducen a una caracterizaciéon (en
el Teorema 5.1.2) de la clases de estructuras finitas que son edades de
estructuras Fraissé. Para una demostracion de estos importantes resul-
tados de la Teoria de Modelos se puede consultar el libro [7].

Proposiciéon 5.1.1. Sea A una estructura localmente finita. A es ul-
trahomogénea si y solo si satisface la siguiente propiedad: si B,C €
Edad(A) y B < C entonces toda inmersion de B en A se puede extender
a una inmersion de C en A.

O]

Teorema 5.1.1. Si dos L-estructuras numerables son ultrahomogéneas
y tienen la misma edad entonces son isomorfas.

O]

Teorema 5.1.2. (Fraissé) Sea C una clase no-vacia de L-estructuras
finitas. C es la edad de una estructura de Fraissé si y solo si satisface
las siguientes condiciones:

1. C es cerrada bajo isomorfismos.
2. C es hereditaria, es decir, st A € C y B < A entonces B € C.

3. C contiene estructuras de cardinalidad (finita) arbitrariamente gran-

de.

4. C satisface la Propiedad de Inmersion Conjunta, es decir, st A, B €
C entonces existe D € C tal que A <D y B <D.

5. C satisface la Propiedad de Amalgamacion, es decir, dadas A, By, Bo
C e inmersiones f; : A — B;, i € {1,2}, existe D € C e inmersiones
gi : B; = D, tales que g1 o f1 = g2 0 fo.

En este caso, existe una unica (salvo isomorfismo) estrucutura Fraissé IF),

tal que Edad(F) = C.

Tal T se conoce como el limite de Fraissé de C y se denota por
Flim(C).

O
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Definicion 5.1.10. Una clase de estructuras finitas C que satisface las
condiciones del Teorema 5.1.2 se conoce como clase Fraissé.

Ejemplo 5.1.5. Los conjuntos finitos forman una clase Fraissé cuyo
limite es un conjunto infinito numerable (i.e., N, salvo isomorfismo).

EJERCICIO 5.1.5. Demuestre que los érdenes lineales finitos forman
una clase Fraissé cuyo limite es isomorfo a (Q, <).

EJERCICIO 5.1.6. Demuestre que los grafos finitos forman una clase
Fraissé. Su limite de Fraissé, R, se conoce como el grafo aleatorio infinito
(o grafo universal, [20]). Demuestre que R estd univocamente determi-
nado salvo isomorfismos por cualquiera de las siguientes propiedades:

e Para todo subgrafo inducido S de R y toda extensién S’ de S ob-
tenida agregando solo un vértice, la inmersién inclusiéon S — R
puede ser extendida a una inmersién de S’, como subgrafo induci-

do.

e Para cada conjunto finito F' de vértices en R, existen infinitos
vértices en R que son adyacentes a todo vértice en F', y existen
infinitos vértices en R que no son adyacentes a ningin vértice en

F.

EJERCICIO 5.1.7. Demuestre que los espacios vectoriales de dimen-
sién finita sobre un cuerpo finito K forman una clase Fraissé, cuyo limite
de Fraissé es un espacio vectorial de dimensién infinita sobre K.

Ejemplo 5.1.6. Los espacios métricos racionales finitos (ver Ejemplo
5.1.4) forman una clase Fraissé cuyo limite de Fraissé se conoce como el
espacio de Urysohn racional y se denota por Ug.

5.2 Clases Ramsey

En esta Seccién estudiarmos una Propiedad de Ramsey para clases Fraissé de
estructuras finitas. Esta propiedad nos permitira caracterizar las estruc-
turas Fraissé cuyos grupos de automorfismos son extremadamente déci-
les.

Sean A y B dos L-estructuras. Denotaremos por
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e Inm(A,B) al conjunto de las inmersiones de A en B como subes-
tructura; y por

° ( A ) al conjunto de las subestructuras de B que son isomorfas

a A.

EJERCICIO 5.2.1. Sea F una estructura Fraissé y A una subestruc-
tura finita de F. Demuestre que Inm(A,TF) es el cociente homogéneo de
Aut(F) por un subgrupo abierto. Ademads, demuestre que la topolgia de
Aut(F) hace continuas a todas las proyecciones canénicas de la forma
Aut(F) — Aut(F)/G con G subgrupo abierto de Aut(F) y Aut(F)/G
homogéneo.

EJERCICIO 5.2.2. Demuestre que existe una aplicacién sobreyectiva

de Inm(A,B) en . Sin embargo, demuestre que si la estructura

B
A
A es rigida, es decir, no admite automorfismos no-triviales, entonces

Inm(A,B) y < i ) coinciden.

Definicion 5.2.1. Decimos que A es una estructura de orden si la
firma de A contiene al simbolo <, interpretado como un orden lineal en

A.

Observacion 5.2.1. Si A y B son dos estructuras de orden en la misma

B > coinciden.

firma y A es finita, entonces Inm(A,B) y < A

Notacion. Sean A < B < C estructuras en la misma firma. Escribire-
mos

C— (B)A

T

en r colores, existe una copia isomorfa B’ < C de

si para toda coloracion

del conjunto i
/

B (e
B tal que A ) S monocromatico.
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O]

Definicion 5.2.2. Decimos que una clase Fraissé C tiene la propiedad
de Ramsey si para toda estructura finita B € C y toda subestructura
A < B existe una estructura finita C € C tal que para todo r € N se
tiene

C— (B)2

r-.

EJERCICIO 5.2.3. Demuestre que en la Definicién 5.2.2 basta consi-
derar el caso r = 2. El caso general se deduce de este.

Ejemplo 5.2.1. La clase de los ordenes lineales finitos tiene la propie-
dad de Ramsey; este hecho es equivalente al Teorema de Ramsey finito
(Teorema 1.2.2).

Ejemplo 5.2.2. La clase de los grafos ordenados finitos tiene la propie-
dad de Ramsey.

Ejemplo 5.2.3. Dado un cuerpo finito K, la clase de espacios vectoriales
finitos sobre K tiene la propiedad de Ramsey.

Ejemplo 5.2.4. La clase de espacios métricos racionales, finitos y or-
denados tiene la propiedad de Ramsey.

Para méas detalles de estos y otros ejemplos, se puede consultar [4], [5],
[13], [14], [15] y [16].

En el Lema 5.2.2, caractizaremos a esta propiedad de Ramsey en térmi-
nos de la propiedad de oscilacion finitamente estable. Antes demostra-
remos lo siguiente. Dada una estructura F, sea Aut(F) el grupo de au-
tomorfismos de F:

Lema 5.2.1. Sea F una estructura numerable. El grupo Aut(F) es (iso-
morfo a) un subgrupo cerrado del grupo simétrico Sx.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, supondremos que el universo
de F es N. Bajo esta suposicién pensar a Aut(F) como subconjunto de
Soo. Demostraremos que S \ Aut(F) es abierto. Si m € S \ Aut(F) en-
tonces existen n € Ny {z1,z2,...,2,} C Ntales que {m(z1), m(z2),...,m(xn)}
no pertenece a la Aut(F)-6rbita de {x1,x2,...,2,}. El conjunto {7 €
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Seo : Vi€ {1,2,...,n} 7(x;) = 7(z;)} es un entorno abierto de 7w que es
disjunto de Aut(IF).
O

Observacién 5.2.2. En consecuencia, Aut(F) es un grupo polaco con
la topologia relativa inducida por la topologia de So,. Por otro lado, si
A una subestructura finita de F y n es la cardinalidad del universo de
A, entonces la accién de Soo sobre NI induce de manera natural una

accién de Aut(F) sobre el conjunto ( i >

Lema 5.2.2. Sea C una clase Fraissé y sea F = Flim(C). Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

1. C tiene la propiedad de Ramsey.

2. Para toda estructura finita A € C, el Aut(F)-espacio < F con

L)
la uniformidad discreta y la accion natural de Aut(F), es de osci-
lacion finitamente estable.

Demostracion. Este resultado se obtiene de la equivalencia entre las par-
tes 1 y 5 del Teorema 3.1.1.

Fijemos A € C y sean X = < i > y G = Aut(F).

(1 = 2) Es facil demostrar que si C es Ramsey entonces la parte 5 del
Teorema 3.1.1 es cierta para X y G. De la equivalencia entre 1 y 5 en
ese Teorema se deduce que el G-espacio X es de oscilacién finitamente
estable.

(2 = 1) Por hipétesis, vale la parte 1 del Teorema 3.1.1 para X y G.
Sea B un estructura finita tal que A < B. Sin pérdida de generalidad

podemos suponer que B < F. Fijemos F = B ) ysea V = A, la

A
diagonal de X. Como F es finito, por la equivalencia entre las partes 1 y
5 del Teorema 3.1.1 existe K C X finito tal que para toda particion finita
c: K = rexisteg € Gtalque gF C Ky, gF C Ale ' ({j}D)] = ¢ ({j})
para algiin j < r. Sea C la estructura finita generada por el siguiente
conjunto

U{D : D es el universo de alguna D € K}.
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Entonces C satisface la propiedad requerida en la Definicién 5.2.2. [

5.3 Subgrupos extremadamente doéciles de S,

Como vimos en la Seccion 4.4.3, el grupo simétrico S no es extremada-
mente décil. Sin embargo, en esta Seccién veremos que existen subgrupos
de S+ que si tienen esta propiedad, caracterizados como grupos de au-
tomorfismos de estructuras Fraissé cuyas edades tienen propiedad de
Ramsey.

A cada subgrupo G de Sy, podemos asociarle una estructura Fraissé re-
lacional, Fg (denominada estructura candnica asociada a G), de la
siguiente manera:

Para cada n € N, sea N"/G la coleccién de las G-érbitas de elementos
de N". Describiremos Fg:

e La firma Lg: consta de los simbolos relacionales R, ,, donde n € N
es la aridad de R,,, y 0 € N"/G.

e El universo de Fg es N.
o (r1,T2,...,x,) € RE% siy solosi G- (x1,x2,...,2,) = 0.
Observacion 5.3.1. Para cada g € G, la aplicacion
N—N

n— g(n)

determina un automorfismo de Fg. De hecho, para cada n € N y cada
n-tupla (x1,22,...,2,) € N se tiene que G - (x1,22,...,2,) = G -
(9(z1),9(x2),...,9(xy)). Luego, para cada o € N"/G se tiene

(x1,22,...,2Tn) € Ry siy solosi (g(x1),9(x2),...,9(xn)) € Ry
Esto muestra que G puede ser considerado como un subgrupo de Aut(Fg).

Lema 5.3.1. Aut(Fg) es la clausura de G respecto a la topologia polaca
natural de S .
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Demostracion. Basta demostrar que G es denso en Aut(Fq), en virtud
del Lema 5.2.1 y la Observacion 5.3.1.

Dada 7 € Aut(Fg), sea
O={reSx:Vie{l,2,....,n} 7(z;) = 7(x;)}

un entorno abierto de 7 determinado por una n-tupla (x1,z9,...,z,) €
N™ para algian n € N.

Como (7(x1), m(z2),...,7(xy)) € 0 = G-(x1, 2, ...,T,), entonces existe
g € G tal que

(9(1'1),9(1’2), s 7g($n)) = (77(:131)777(1"2)7 s ?ﬂ-(l'n))'

Entonces g € O. Esto concluye la demostracion.
O

EJERCICIO 5.3.1. Demuestre que Fg es ultrahomogénea. En conse-
cuencia, por ser numerable y relacional, Fg es una estructura Fraissé.
(Sugerencia: use la Observacién 5.3.1).

Teorema 5.3.1. Los subgrupos cerrados de Soo coinciden con los grupos
de automorfismos de estructuras Fraissé sobre N.

Demostracion. De los Lemas 5.2.1 y 5.3.1, y el Ejercicio 5.3.1. O

Lema 5.3.2. Sea G un subgrupo topoldgico de So. St G es extremada-
mente docil entonces preserva un orden lineal sobre N.

Demostracion. Sea LO el espacio de los 6rdenes lineales sobre N. LO
es compacto y la accién de S, sobre LO es continua. Luego por ser G
extremadamente décil, LO contiene un punto fijo para G. O

El siguiente resultado muestra que los grupos de automorfismos de es-
tructuras Fraissé que son extremadamente dociles son precisamente los
subgrupos cerrados de S, que son extremadamente ddciles.

Teorema 5.3.2. Sea F una estructura Fraissé y sea C = Edad(F). El
grupo Aut(F) dotado de la topologia polaca inducida por So es extre-
madamente docil si y solo si la clase C tiene la propiedad de Ramsey y
todos las estructuras en C son rigidas.
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Demostracion. Supongamos que Aut(FF), con la topologia polaca indu-
cida por Sy, es extremadamente décil. Si A es una subestructura finita

de F entonces la accién natural de Aut(F) sobre < A >, con la métrica
discreta, es continua, transitiva y por isometrias. Entonces, por la parte

3 del Teorema 4.3.1, el Aut(IF)-espacio ( i > es extremadamente docil.

Luego por el Lema 5.2.2, C tiene la propiedad de Ramsey. Ademads, por
el Teorema 5.3.1 y el Lema 5.3.2, Aut(F) preserva un orden lineal <
sobre el universo de F. Entonces, si una subestructura finita admitiera
un automorfismo no-trivial, este podria ser extendido por ultrahomoge-
neidad a un automorfismo de F. Pero esta extension no preservaria a <.
Por lo tanto toda estructura finita en C es rigida.

Reciprocamente, supongamos que todas las estructura finitas en C son
rigidas y que C tiene la propiedad de Ramsey. Por el Ejercicio 5.2.2,

tenemos que para toda subestructura finita A < F, Inm(A,B) = ﬁ ) .

Como C tiene la propiedad de Ramsey, por el Lema 5.2.2 tenemos que
para toda subestructura finita A < F, el Aut(FF)-espacio métrico discreto
Inm(A,B) es de oscilacién finitamente estable. Entonces el resultado

requerido se obtiene de la parte 4 del Teorema 4.3.1 y el Ejercicio 5.2.1.
O

Corolario 5.3.1. Dado un subgrupo cerrado G de S, las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

1. G es extremadamente ddcil.

2. G preserva un orden lineal sobre N y es el grupo de automorfismos
de una estructura Fraissé, cuya edad tiene la propiedad de Ramsey.

3. G es el grupo de automorfismos de una estructura Fraissé de orden,
cuya edad tiene la propiedad de Ramsey.

Demostracion. (1 = 2). Supongamos que G es extremadamente ddcil.
Entonces por el Lema 5.3.2 G preserva un orden lineal sobre N. Ademés,
como G es cerrado, por el Teorema 5.3.1, el Teorema 5.3.2 y el Lema
5.2.2 tenemos que G es el grupo de automosfismos de una estructura
Fraissé cuya edad tiene la propiedad de Ramsey.
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(2 = 3). Si G = Aut(F) para una L-estructura Fraissé F (con universo
N) cuya edad tiene la propiedad de Ramsey, y preserva un orden lineal
sobre N entonces podemos extender la firma L agregando un simbolo
relacional binario < interpretado como un orden lineal sobre F y sobre
toda subestructura finita. Si llamamos L’ a la nueva firma y F’ a la L'-
estructura resultante, entonces obviamente F’ es de orden y Fraissé, su
edad tiene la propiedad de Ramsey y G = Aut(F’).

(3 = 1). Si G = Aut(F) para una estructura Fraissé de orden, cuya
edad tiene la propiedad de Ramsey, entonces las subestructuras finitas
de F son necesariamente rigidas. Entonces por el Teorema 5.3.2 G es
extremadamente décil.

O]

Finalizaremos mostrando unos ejemplos. En el primero de ellos el Teo-
rema de Ramsey estd presente de nuevo:

Ejemplo 5.3.1. El limite de Fraissé de clase de los ordenes lineales
finitos tiene el tipo de orden de los racionales. La propiedad de Ramsey
de esta clase es precisamente el Teorema de Ramsey finito [21] (Teorema
1.2.2). Esto implica que Aut(Q, <), con la topologia polaca natural es
extremadamente ddécil, como ya habifamos visto en la Seccién 4.4.1.

Ejemplo 5.3.2. La coleccién de todos los grafos ordenados (i.e., grafos
dotados de un orden lineal sobre el conjunto de vértices) es una clase
Fraissé. Su limite de Fraissé es conocido como el grafo aleatorio ordenado.
Este limite es isomorfo al grafo aleatorio, como grafo; y como orden lineal
es isomorfo a (Q, <). Ademds, la clase de los grafos finitos ordenados
tiene la propiedad de Ramsey; por lo tanto el grafo aleatorio ordenado
es extremadamente docil.
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Capitulo 6

El espacio de Urysohn

No podemos concluir nuestras notas sobre la relacién entre la Teoria
de Ramsey y la Dindmica de Grupos Topolégicos sin una discusion,
aunque breve e incompleta, sobre el espacio de Urysohn U, o espacio
métrico universal ([23]), y sus grupos de isometrias. Para completar y
profundizar los detalles, remitimos al lector a [9] y [17].

Definicién 6.0.1. El espacio métrico de Urysohn U, (o espacio
métrico universal, definido originalmente en [23]) estd determinado por
las siguientes condiciones:

o U es un espacio métrico separable y completo.

e U es ultrahomogéneo, es decir, toda isometria entre dos subespacios
métricos finitos de U se puede extender a una isometria de U en
st mismo.

e U es universal, es decir, contiene una copia isométrica de todo
espacio métrico separable.

Teorema 6.0.3. El espacio universal U existe y es unico salvo iso-
melria.

O]

Un manera de demostrar la existencia de U es la siguiente:
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Sea X un espacio polaco. Un propiedad de un elemento de x es genéri-
ca, si el conjunto de todos los © € X que tienen la propiedad es un
subconjunto G5 de X.

Denotemos por M al conjunto de las pseudométricas definidas sobre
Z, el conjunto de los enteros. El espacio M estd dotado con una topo-
logia polaca natural, inducida por la topologfa producto de RZ*%, con
R dotado de la topologia usual. Se puede demostrar que el espacio de
Urysohn es (isométrico a) la completacion de (Z, d) donde d € M es una
pseudométrica genérica. Esta pseudométrica genérica es de hecho una
métrica.

El grupo de isometrias de U, Iso(U) es extremadamente décil. Una de
las caracteristicas interesantes de este hecho es que su demostracion,
debida a Pestov [19], se obtuvo tanto empleando métodos de la Teoria
de Ramsey (ver Capitulo 5 de estas notas) como por medio de métodos
de concentracion de medida. Presentaremos a continuacién un bosquejo
de ambos métodos utilizados para la demostracion.

Definicién 6.0.2. Sea (X,U) un espacio uniforme. Decimos que una
red (po)a de medidas de probabilidad Borelianas sobre (X,U) tiene la
propiedad de concentracion de Lévy si para toda familia {Ay}a de
Borelianos de X tales que liminf, uo(Ay) > 0 y para toda V € U se
tiene que po(V]Aa]) — 1.

Definicion 6.0.3. Un grupo topoldgico G es un grupo de Lévy si existe
una familia de subgrupos compactos {Gy}to de G, dirigida por inclusion,
cuya union es densa y tales que las medidas de Haar normalizadas de
los G4 ’s tienen la propiedad de concentracion de Lévy, con respecto a la
uniformidad derecha (o izquierda) sobre G.

Teorema 6.0.4. Todo grupo de Lévy es extremadamente docil.

Demostracion. Obtendremos el resultado usando la parte 2 del Teorema
4.3.1. Es decir, basta demostrar que el grupo G dotado de la uniformidad
izquierda y la accién de G sobre si mismo por traslaciones izquierdas,
es de oscilacién finitamente estable. Pero como G es de Lévy, eso es
consecuencia del Teorema 3.2.6.

O
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Proposicién 6.0.1. Sea X un espacio métrico. El grupo Iso(X) de
todas las isometrias de X en si mismo dotado de la topologia de conver-
gencia simple es un grupo topolégico. En este caso la topologia de conver-
gencia simple coincide con la topologia compacto-abierta sobre Iso(X).
Ademdas, si X es separable (y por lo tanto, sequndo numerable) enton-
ces Iso(X) también. Si X es un espacio métrico separable y completo
entonces Iso(X) es metrizable con una métrica completa que no es ne-
cesariamente invariante a la izquierda.

O
El siguiente resultado fue utilizado luego por Pestov para demostrar que
Iso(U) es un grupo de Lévy.

Teorema 6.0.5. (Vershik [25]) El grupo 1so(U) con la topologia polaca
natural, contiene un subgrupo numerable, localmente finito y denso.

O

Teorema 6.0.6. (Pestov [17]) El grupo Iso(U) con la topologia polaca
natural es un grupo de Lévy.

O
Entonces, del Teorema 6.0.4 obtenemos finalmente lo siguiente:

Corolario 6.0.2. (Pestov [19])El grupo Iso(U) es extremadamente décil.
O

Aunque el Corolario 6.0.2 fue demostrado originalmente por Pestov en
[19], la demostracién a partir del hecho de que Iso(U) es un grupo de
Lévy (Teorema 6.0.6) (también debida a Pestov) es posterior y aparece
en [17]. La aparicién del Teorema 6.0.5 motivé a Pestov a demostrar el
Teorema 6.0.6 para obtener una demostracién distinta de que Iso(U)
es extremadamente docil, con la ganancia extra de demostrar que es un
grupo de Lévy.

Existe otra demostracién de que Iso(U) es extremadamente décil obte-
nida a partir de un resultado de Nesetril [13] que tiene que ver con el
espacio de Urysohn racional ordenado Ug (el limite de Fraissé de la cla-
se de los espacios métricos racionales, finitos y ordenados — ver Ejemplo
5.1.4). Antes de hacer un recuento de esta demostraciéon necesitaremos
algunos conceptos.
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Flujos minimales Nos referiremos a los G-espacios también como G-
flujos.

Definicion 6.0.4. Decimos que un G-espacio X es un G-flujo mini-
mal si no contiene G-subespacios cerrados propios.

Lema 6.0.3. Todo G-espacio compacto contiene un G-flujo minimal.

Demostracion. Fijemos X un G-espacio compacto. Sea
F={Y C X :Y es G-espacio cerrado}.

Si C C F es una cadena decreciente, entonces (1€ = ({Y : Y € C} # 0,
porque X es compacto. Luego [C es un G-espacio cerrado y es cota
inferior de C.

Por el lema de Zorn, existe M € F minimal.
O

EJERCICIO 6.0.2. Demuestre que X es un G-flujo minimal si y solo

si, (VzeX) x = X; es decir, toda orbita es densa.

Teorema 6.0.7. G es extremadamente décil si, y solo si, todo G-flujo
minimal es un conjunto unitario.

Demostracion. Supongamos que G es extremadamente décil y sea X un
G-espacio. Fijemos Y C X, un G-flujo minimal. Por la propiedad de
punto fijo sobre compactos, podemos fijar xg € Y tal que G - 29 = {z¢}.
Por lo tanto, en virtud del Ejercicio 6.0.2, Y = G - 29 = {xo} = {x0}.

Reciprocamente, sea X un G-espacio compacto y sea zg € X, tal que
{zo} es un G-flujo minimal. Entonces, G - zy C G - zg = {zo}.

O]

Dado un grupo topolégico G, en relacién a los subflujos minimales del
ambito més grande S(G) tenemos lo siguiente:

Teorema 6.0.8. Dos subflujos minimales de S(G) son isomorfos como
G-espacios.

O]

Esto motiva la siguiente definicién:



Teoria Ramsey y dindmica de grupos topoldgicos 85

Definicion 6.0.5. Un G-flujo compacto isomorfo a un subflujo minimal
de S(G) es llamado flujo minimal universal de G. Obviamente el
flujo minimal universal es unico salvo isomorfismo. Es denotado por

M(G).

Ejemplo 6.0.3. Un grupo topolégico G es extremadamente docil si y
solo si |[M(G)| =1, por el Teorema 6.0.7 y la definicién de M(G).

Ejemplo 6.0.4. Si un grupo topoldgico G es compacto entonces M(G) =
G.

Ejemplo 6.0.5. Sea Ug el espacio de Urysohn racional ordenado. En-
tonces M(Iso(Ug)) = LO(Ug), el espacio compacto de los érdenes li-
neales sobre Ug. Aqui estamos considerando a Iso(Ug) con la topologia
de convergencia simple que resulta de considerar a Ug como un espacio
discreto.

Volvemos ahora a nuestra discusién sobre el espacio de Urysohn. Nesetril
demostré en [13] que la clase de los espacios métricos racionales, finitos
(no necesariamente ordenados) tiene la propiedad de Ramsey. De esto
se deduce la afirmacién del Ejemplo 6.0.5: M(Iso(Ug)) = LO(Ug).

Cada isometria de Ug admite una tinica extension al espacio de Urysohn
U, por ser este iltimo la completaciéon del primero. Asi se obtiene un
monomorfismo de grupos Iso(Ug) — Iso(U) que es continuo pero no es
un isomorfismo topoldgico. Ademas, la imagen de I'so(Ug) es densa en
Iso(U).

Esto implica que existe un morfismo de Iso(Ug)-flujos,
Jj: M(Iso(Ug)) = LO(Ug) — M(Iso(U)).

En consecuencia, para toda vecindad V' de la identidad de Iso(U) y todo
< € LO(Uy), el siguiente subcojunto de la Iso(U)-érbita de <

{g9-<:9€eVnIso(Ug)}

es denso en LO(Ug). De esto se deduce que |[M(Iso(U))|=1. Por el
Teorema 6.0.7 y la definicién de flujo minimal universal, esto implica
que Iso(U) es extremadamente décil.



86



87

Bibliografia

1]
2]

[3]

[7]
8]

[9]

C.A. Di Prisco, Combinatoria: Un panorama de la teoria de Ram-
sey, Editoral Equinoccio, 2009.

W.T. Gowers, Lipschitz functions on classical spaces, European J.
Combin. 13 (1992), 141-151.

M. Gromov, V. D. Milman, A topological application of the isope-
rimetrical inequality, Amer. J. Math. 105 (1983), 843-854.

R.L. Graham, K. Leeb, B.L. Rothschild, Ramsey’s theorem for a
class of categories, Adv. Math., 8 (1972), 417—433

R. Graham, B. Rothschild, J. Spencer, Ramsey Theory, Weily and
sons. 1980.

N. Hindman, The existence of certain ultrafilters on N and a
conjecture of Graham and Rothschild, Proc. Amer. Math. Soc.,
36(1973), 341-346.

W. Hodges, Model Theory. Cambridge University Press, 1993.

I. M. James, Topological and uniform spaces. Springer-Verlag; 1
edition, 1987.

A. S. Kechris, V. G. Pestov and S. Todorcevic, Fraissé limits,
Ramsey theory, and topological dynamics of automorphism groups,
Geom. and Funct. Analysis. Volume 15,Number 1 (2005), 106-189.

J. Kelley, General topology. Springer; 1955.

P. Lévy, Lecons de analyse functionnelle, Paris, Gauthier-Villars,
1922.



88

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

18]

[19]

[20]

[21]

22]

[23]

[24]

[25]

V. D. Milman, Infinite-dimensional geometry of the unit sphere in
Banach spaces, Sov. Math. Dokl. 8 (1967), 1440-1444.

J. Nesetril, Metric spaces are Ramsey. Furopean Journal of Com-
binatorics, Volume 28, Issue 1, January 2007, 457—468.

J. Nesetril, Ramsey theory. R.L. Graham, M. Grotschel, L. Lovéasz
(Eds.), Handbook of Combinatorics, Elsevier (1995), 1331-—1403.

J. Nesetril, V Rodl, Combinatorial partitions of finite posets and
lattice —Ramsey lattices, Algebra Universalis, 19 (1984), 106—119.

J. Nesetril, V Rodl, Mathematics of Ramsey Theory. Springer;
1990.

V. Pestov, Dynamics of infinite-dimensional groups, ULECT 40,
AMS, 2006.

V. Pestov, On free actions, minimal flows and a problem by Ellis,
Trans. Amer. Math. Soc. 350 (1998), 4149-4165.

V. Pestov, Ramsey—Milman phenomenon, Urysohn metric spaces,
extremely amenable group, Israel J. of Math. 127 (2002), 317-358.

P. Rado, Universal graphs and universal functions.Acta Arithm. 9
(1954), 331-340.

F. P. Ramsey, On a problem of formal logic. Proc. London Math.
Soc. Ser. 2. 30, 264-286 (1929).

P. Samuel, Ultrafilters and compactifications of uniform spaces,
Trans. Amer. Math. Soc., Vol. 64, No. 1 (1948), 100-132.

P.S. Urysohn, Sur un espace metrique universel, Bull. Sci. Math.,
51 (1927), 1—38.

B.L., van der Waerden, Beweis einer Baudetschen Vermutung.
Nieuw. Arch. Wisk. 15(1927), 212-216.

A. M. Vershik, Globalization of partial isometries of metric spaces
and local approximations of the group of isometries of the Uryshon
space. Top. Appl. 155 (14) 2008, 1618-1626.



89

[26] A. Weil, L’intégration dans les groupes topologiques et ses appli-
cations, Actualités Scientifiques et Industrielles, 869, Paris: Her-
mann. 1940.






Asociacion Matematica Venezolana
Presidente: Rafael Sanchez Lamoneda

Consejo Directivo Nacional

Rafael Sanchez Lamoneda Alexander Carrasco
Capitulo Capital Capitulo de Centro Occidente
Oswaldo Araujo Said Kas-Danouche
Capitulo de Los Andes Capitulo de Oriente

La Asociacién Matemdtica Venezolana fue fundada en 1990 como una
organizacion civil sin fines de lucro cuya finalidad es trabajar por el
desarrollo de las matematicas en Venezuela.

Asociacién Matemética Venezolana
Apartado 47.898, Caracas 1041-A, Venezuela
http://amv.ivic.gob.ve



Instituto Venezolano de Investigaciones Cientificas
Consejo Directivo

Director

Eloy Sira

Subdirector

Alberto Quintero

Representantes del Ministerio del Poder Popular para la
Ciencia, Tecnologia e Innovacién

Guillermo Barreto

Juan Luis Cabrera

Representante del Ministerio del Poder Popular para la
Educacion Universitaria

Prudencio Chacén

Representantes Laborales

José Garzaro

Victor Pena

William Espinoza (Suplente)

Sirvia Avila (Suplente)

Gerencia General

Lira Parra

Comision Editorial

Eloy Sira (Coordinador)
Lucia Antillano

Horacio Biord

Jesus Eloy Conde
Maria Teresa Curcio
Rafael Gassén

Pamela Navarro

Héctor Sudrez

Erika Wagner



Gobierno Bolivariano | winisterio del Poder Popular Q

de Venezuela para Ciencia, Tecnologia e Innovacion corazén

VENEZOLANO




	Página en blanco



