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Prefacio

En estas notas queremos presentar los conceptos básicos necesarios para
estudiar la relación entre la Teoŕıa de Ramsey y la Dinámica de Gru-
pos Topológicos; esto nos llevará a repasar nociones matemáticas cuya
conexión, vista desprevenidamente, se podŕıa pensar como inexistente.

Obviamente presentaremos rudimentos combinatorios de la Teoŕıa de
Ramsey clásica y necesariamente estudiaremos algunos conceptos pro-
pios de la Dinámica de Grupos Topológicos. Pero, técnicamente hablan-
do, para presentar la conexión existente entre estas áreas tendremos que
echar mano de conceptos y métodos que provienen del Análisis Fun-
cional, la Teoŕıa de la Medida, la Topoloǵıa Conjuntista, la Teoŕıa de
Espacios Uniformes, la Teoŕıa de Modelos y la Lógica Matemática.

Podŕıamos decir que el concepto unificador, al menos en la presentación
que hacemos en estas notas, es el de G-espacio uniforme. El ejemplo
t́ıpico es un espacio métrico sobre el cual actúa continuamente un grupo
topológico G, por isometŕıas. La noción de G-espacio uniforme sirve de
marco general para los fenómenos que idealmente están en el centro de
nuestro estudio: los llamados fenómenos tipo Ramsey, que se refieren a la
tendencia que tienen ciertas estructuras matemáticas hacia el orden, en
un sentido que esperamos aclarar en esta Introducción. El principio del
casillero clásico es quizás el ejemplo más sencillo. Este afirma que si un
conjunto suficientemente grande es particionado en una cantidad finita
de clases, una de las clases es suficientemente grande también. Desde el
punto de vista combinatorio, el patrón general puede ser descrito como
sigue: si una estructura es coloreada con una cantidad finita de colores,
entonces existe una subestructura que es monocromática. Algunos resul-
tados que responden a este patrón son, por ejemplo, el Teorema de van
der Waerden [24] sobre progresiones aritméticas arbitrariamente gran-
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des, el Teorema de Ramsey [21] sobre coloraciones de k-subconjuntos
de N, el Teorema de Graham, Leeb y Rothschild [4] sobre coloraciones
de espacios vectoriales de dimensión finita sobre un cuerpo finito y el
Teorema de Hindman [6] sobre sumas finitas de números naturales.

Pero los fenómenos tipo Ramsey tienen un caracter más general que va
más allá del contexto, digamos discreto, de la Combinatoria. Para descri-
bir el patrón de comportamiento en el caso general, hace falta dotar a las
estructuras a ser coloreadas de más complejidad matemática. Considere-
mos por ejemplo el caso en el que coloreamos un espacio métrico (X, d).
Supongamos que el conjunto de colores es {0, 1, 2, . . . , r− 1} visto como
espacio métrico discreto y que la coloración c : X → {0, 1, 2, . . . , r−1} es
una función uniformemente continua. En muchos de los casos, en lugar de
la existencia de un subconjunto monocromático (i.e., uno donde la fun-
ción c es constante), ocurrirá el fenómeno siguiente: dado un real ε > 0,
existirá i ∈ {0, 1, 2, . . . , r − 1} y F ⊆ X tal que F ⊆ {x : (∃z) c(z) =
i, d(x, z) < ε}. Es decir, X contiene un subconjunto que es casi mono-
cromático para la coloración c y lo podemos encontrar arbitrariamente
cerca de algún color. Este es el caso cuando X es la esfera unitaria S∞
del Espacio de Hilbert l2 con la métrica inducida por la norma; cuando
X es el espacio de Urysohn (el espacio métrico universal [23]); o cuando
X es la variedad de Stiefel en l2. En estos y otros casos que aparecen en
diversos contextos matemáticos, los fenómenos tipo Ramsey correspon-
dientes están conectados a propiedades de regularidad de las acciones de
grupos topológicos sobre determinados espacios uniformes; como la pro-
piedad de oscilación finitamente estable para G-espacios uniformes y la
propiedad de punto fijo sobre compactos (o de ser extremadamente dócil)
para grupos topológicos. Parte de esta conexión es la que intentaremos
describir en estas notas.

En cada caṕıtulo del texto encontrarán ejercicios que complementan en
gran medida la exposición de los temas tratados. Sin embargo, invitamos
al lector interesado en profundizar en el estudio de la relación entre la
Teoŕıa de Ramsey y la Dinámica de Grupos Topológicos a consultar las
referencias. Especialmente [9] y [17]. También, en [1], [5] y [14] el lector
encontrará una exposición más completa sobre los conceptos fundamen-
tales de la Teoŕıa de Ramsey. Como es usual en estos casos, se deben
atribuir al autor todos los errores u omisiones contenidos en este texto.
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dicté sobre este tema en el postgrado en Matemáticas de la Universidad
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Caṕıtulo 1

Preliminares

1.1 En el principio: el Teorema de van der Waer-
den

La conexión entre la Teoŕıa de Ramsey y la Dinámica Topológica es de
larga data. Entre los resultados más antiguos se encuentra la versión
dinámica del Teorema de van der Waerden. Por su sencillez y belleza,
hemos decidido presentar su demostración al inicio de estas notas, a
manera de motivación. Invitamos a que se consulte el libro [5] para
profundizar en las implicaciones de este resultado.

Teorema 1.1.1. (versión dinámica del Teorema de van der Waerden)
Sea (X, d) un espacio métrico compacto y f : X → X continua. Para
todo real ε > 0 y todo natural k > 0 existe x ∈ X y un natural n tal que
d(x, f i·n(x)) < ε para todo i ∈ {0, . . . , k − 1}.

El Teorema original de van der Waerden puede ser enunciado de la si-
guiente forma:

Teorema 1.1.2. (Teorema de van der Waerden, [24]) Sea r > 0 un
número natural. Para toda partición N = C1 ∪ · · · ∪ Cr y todo natural
k > 0 existe i ∈ {1, . . . , r} tal que Ci contiene una progresión aritmética
de largo k.

El Teorema 1.1.2 nos da un t́ıpico ejemplo de un fenómeno tipo Ramsey.
Cada vez que la estructura dada (e.g., el conjunto N) es particionada

1
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en una cantidad finita de clases, podemos encontrar una subestructura
con ciertas caracteŕısticas interesantes (e.g., una progresión aritmética)
contenida en una sola clase. Por otro lado, el Teorema 1.1.1 se refiere a
la propiedad de ergodicidad en el sistema dinámico compacto (X, f).

Veremos ahora que el Teorema 1.1.2 implica el Teorema 1.1.1 :

Demostración del Teorema 1.1.1. Sean (X, d), f , k y ε como en la hipóte-
sis. Como X es compacto, podemos fijar un cubrimiento finito

X = X1 ∪X2 ∪ · · · ∪Xr

tal que para cada i, el diámetro de Xi respecto a la métrica d es menor
que ε. Podemos además suponer que los Xi’s son disjuntos, sin pérdida
de generalidad. Fijemos y ∈ X y consideremos la sucesión

y, f(y), f2(y), f3(y), . . .

Definamos

N = C1 ∪ C2 ∪ · · · ∪ Cr

aśı:

j ∈ Ci si y solo si f j(y) ∈ Xi.

Por el Teorema 1.1.2, existen a, n ∈ N tales {a, a+n, . . . , a+(k−1)n} ⊆
Ci, para algún i. Entonces, haciendo x = fa(y) tenemos

{x, fn(x), f2n(x), . . . , f (k−1)n(x)} ⊆ Xi.

Esto completa la demostración.

De hecho se puede demostrar que los Teoremas 1.1.2 y 1.1.1 son equi-
valentes. Para una demostración de que 1.1.1 implica 1.1.2, se puede
consultar [1] o [5].

En la siguiente sección estudiaremos el principal resultado sobre el cual
se basa la Teoŕıa de Ramsey.
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1.2 El Teorema de Ramsey

A continuación presentaremos un resultado que sirve de prototipo para
los fenómenos que queremos estudiar en este curso: el Teorema de Ram-
sey. Si bien el Teorema de van der Waerden es un resultado anterior, fue
a partir del Teorema de Ramsey que los estudios de estos fenómenos to-
maron cuerpo propiamente, alcanzando un desarrollo sorprendente con
múltiples aplicaciones, algunas de las cuales serán presentadas en este
texto.

Notación. En lo sucesivo, identificaremos a cada número natural m >
0, con el conjunto de sus predecesores, i.e., m = {0, 1, . . . ,m − 1}.
Además, dado un conjunto X y un número natural n, usaremos la si-
guiente notación:

X [n] := {Y ⊆ X : |Y | = n},

donde |Y | es la cardinalidad de Y . En particular, para todo m > 0,

m[n] = {Y ⊆ m : |Y | = n}.

También,

X [∞] := {Y ⊆ X : |Y | =∞}.

Por otro lado, una coloración finita de un conjunto X es una función

c : X → r,

de X en algún número natural r. Es decir, c determina una partición de
X en r clases. En este caso también decimos que c es una r-coloración
de X. Si Y ⊆ X es tal que c es constante en Y , decimos que Y es
monocromático para c.

Teorema 1.2.1 (Teorema de Ramsey; [21]). Dado n > 0 en N y A ⊆ N
infinito, para toda coloración finita de N[n] existe B ∈ A[∞] tal que B[n]

es monocromático.

Demostración. El caso n = 1 es el principio del casillero clásico. Hare-
mos el caso n = 2 y dejaremos el caso general como ejercicio.
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Sea c : A[2] → r una coloración finita de A. Vamos a definir una sucesión
de conjuntos (An)n tales que A0 ⊇ A1 ⊇ . . . .

Sea A0 = A.

Si ya hemos definido Ak para k ≥ 0, sea ak = min(Ak) y para cada
j ∈ r, consideremos ahora el conjunto

Ajk = {x ∈ Ak \ {ak} : c({ak, x}) = j}.

Por el principio del casillero podemos elegir j(k) ∈ r tal que A
j(k)
k es

infinito. Sea Ak+1 := A
j(k)
k .

Es fácil ver que (∀k ∈ N) ak < ak+1. Sea B̂ = {a0, a1, a2, . . . }. Entonces,
para cada x ∈ B̂ existe jx ∈ r tal que c({x, y}) = jx para todo y ∈ B̂ tal
que x < y. Esto define una partición de B̂ en r clases de la forma {x ∈
B̂ : jx = j}, para j ∈ r. Luego, otra vez por el principio del casillero,
existe B ⊆ B̂ infinito y j ∈ r tal que jx = j para todo x ∈ B. Entonces
B satisface la condición requerida. Esto completa la demostración del
Teorema de Ramsey.

EJERCICIO 1.2.1. Haga la demostración del caso general del Teore-
ma de Ramsey, para n ≥ 2. (Sugerencia: por inducción en n).

Teorema 1.2.2 (Teorema de Ramsey finito; [21]). Dados k, n, r > 0 en
N, existe m = m(k, n, r) ∈ N con la propiedad de que para todo conjunto
E ⊂ N con |E| = m y toda coloración c : E[n] → r existe F ⊆ E tal que
|F | = k y F [n] es monocromático para c.

El teorema anterior es equivalente al siguiente:

Teorema 1.2.3 (Teorema de Ramsey finito, segunda versión; [21]). Da-
dos k, n, r > 0 en N, existe m = m(k, n, r) ∈ N con la propiedad de que
para toda coloración c : m[n] → r existe F ⊆ m tal que |F | = k y F [n] es
monocromático para c.

EJERCICIO 1.2.2. Demuestre que los Teoremas 1.2.2 y 1.2.3 son
equivalentes. (Sugerencia: dado m como en el Teorema 1.2.3, E ⊂ N tal
que |E| = m y una coloración c : E[n] → r, fije una biyección entre m y
E, y utiĺıcela para inducir una coloración ĉ : m[n] → r.)
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Haremos entonces la demostración de la segunda versión del Teorema
de Ramsey finito:

Demostración del Teorema 1.2.3. Fijemos k ≥ n, r > 0 en N, y supon-
gamos que para cada m ∈ N existe una coloración cm : m[n] → r que
no satisface la tesis del enunciado del Teorema 1.2.3, es decir, para todo
conjunto F ⊆ m con |F | = k se tiene que F [n] no es monocromático
para cm.

Definamos c : N[n+1] → r de la siguiente manera:

c(E) = cmax(E)(E − {max(E)}),

donde max(E) es el máximo del conjunto finito E. Por el Teorema 1.2.1,
existe B ⊆ N infinito tal que B[n+1] es monocromático para c. Sea E ⊂ B
tal que |E| = k + 1 y sea m = max(E). Entonces F = E − {m} es tal
que |F | = k y F [n] es monocromático para cm. Contradicción.

1.3 Acciones de grupos

El fenómeno descrito en ambas versiones del Teorema de Ramsey ha apa-
recido de manera natural en diversos contextos matemáticos, no necesa-
riamente discretos. Usualmente, la manera en que este comportamiento
aparece es descrita por medio de acciones de ciertos grupos sobre conjun-
tos adecuados, dotados de algún tipo de estructura (topológica, métrica,
de medida, etc). Es por esto que haremos un breve repaso de nociones
básicas sobre acciones de grupos.

Definición 1.3.1. Sea G un grupo y X un conjunto no vaćıo. Supon-
gamos que está dada una función (g, x) 7→ g.x de G×X en X. Decimos
que esto define una acción de G en X, o que G actúa en X, si se
satisface lo siguiente:

1. e · x = x para todo x ∈ X. (Aqúı e denota al elemento neutro
de G).

2. g(h · x) = (g · h) · x para todo x ∈ X y todo par g, h ∈ G.
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Además, decimos que la acción es transitiva si para cada par x, x′ ∈ X
existe g ∈ G tal que g · x = x′. La acción es efectiva si para todo g ∈ G
distinto de e, existe x ∈ X tal que g · x 6= x; es libre o fuertemente
efectiva si para todo g ∈ G con g 6= e se tiene (∀x ∈ X) (g · x 6= x); es
decir, la acción es libre si ningún g 6= e tiene puntos fijos.

En cada caso, decimos que G es transitivo, efectivo o fuertemente efec-
tivo (libre) en su acción sobre X.

Si G es un grupo que actúa sobre un conjunto no vaćıo X y x ∈ X, la
órbita de x respecto a la acción de G, es el conjunto:

G · x = {g · x : g ∈ G}.

EJERCICIO 1.3.1. Demuestre que la acción de G sobre X es transi-
tiva si y solo si para todo x ∈ X se tiene que G · x = X.

Ejemplo 1.3.1. Sea S∞ el conjunto de la funciones biyectivas de N en
N (en otras palabras, S∞ es el conjunto de las permutaciones de N).
Es sabido que S∞ es un grupo, con la composición de funciones como
multiplicación, conocido como grupo simétrico infinito.

Fijemos n > 0 en N. La correspondencia (π, F ) 7→ π · F , donde

π · F := {π(x) : x ∈ F},

define una acción de S∞ sobre N[n].

EJERCICIO 1.3.2. Demuestre que la correspondencia definida en el
ejemplo 1.3.1 es en efecto una acción de S∞ sobre N[n] que es transitiva,
efectiva, pero no fuertemente efectiva.

EJERCICIO 1.3.3. Demuestre que la acción de S∞ sobre N[n] satisface
la siguiente propiedad, conocida como ultratransitividad : dados F, F ′ ∈
N[n] y una biyección f : F → F ′, existe π ∈ S∞ tal que π � F = f .
Es decir, π · F = {f(x) : x ∈ F} = F ′. Observe que esto implica que
la acción de S∞ sobre N[n] es transitiva, pero ultratransitividad es una
condición más fuerte.

Ejemplo 1.3.2. Sea K ∈ {R,C}. Recordemos que

l2 := {(an)n ⊆ K : Σn |an|2 <∞}
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es un espacio de Hilbert sobre K de dimensión infinita, con el producto
interno

〈(an)n, (bn)n〉 := Σn an · bn ,

donde bn denota al complejo conjugado de bn. Si bn es un número real
entonces bn = bn.

l2 es un espacio métrico separable1, con la distancia determinada por la
norma asociada al producto interno anterior; i.e.,

‖(an)n‖ :=
√
〈(an)n, (an)n〉

y

d((an)n, (bn)n) := ‖(an)n − (bn)n‖.

Recordemos también que en un espacio de Hilbert H, un operador lineal
T : H → H es unitario si T ◦ T ∗ = T ∗ ◦ T = I, donde I es la transfor-
mación identidad sobre H y T ∗ : H → H es la adjunta de T , es decir,
T ∗ es el único operador lineal tal que:

〈T (x), y〉 = 〈x, T ∗(y)〉.

La existencia de T ∗ está garantizada por el Teorema de Riesz. 2

El conjunto U(H) de todos los operadores unitarios sobreH es un grupo,
con la composición de funciones como operación de grupo.

1i.e., contiene un subconjunto denso numerable
2Teorema de Riesz: Dado un espacio de Hilbert H y un funcional lineal sobre

H continuo, existe un único z ∈ H tal que f(x) = 〈x, z〉, para cada x ∈ H.

Definición de T ∗: para cada y ∈ H, el funcional lineal fy dado por fy(x) =
〈T (x), y〉 es continuo. Luego, por el Teorema de Riesz existe un único zy tal que
fy(x) = 〈x, zy〉. Se define entonces T ∗(y) = zy, para todo y ∈ H. Además, se satisface
que ‖T ∗‖ = ‖T‖.

Que un operador T sobre un espacio de Hilbert H sea unitario es equivalente a que
satisface las condiciones siguientes:

1. T es sobreyectivo y

2. 〈T (x), T (y)〉 = 〈x, y〉.

De la segunda condición se deduce que todo operador unitario es una isometŕıa, es
decir, preserva distacias: d(T (x), T (y)) = d(x, y).
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Sea

S∞ := {(an)n : ‖(an)n‖ = 1}

la esfera unitaria de l2. Entonces la correspondencia

(T, (an)n) 7→ T · (an)n := T ((an)n)

define una acción de U(l2) sobre S∞.

EJERCICIO 1.3.4. Demuestre que la correspondencia definida en el
ejemplo 1.3.2 es en efecto una acción de U(l2) sobre S∞ que es transitiva,
efectiva, pero no fuertemente efectiva. (Sugerencia: las rotaciones son
operadores unitarios).

EJERCICIO 1.3.5. Dado n > 1 en N, sea X = ZN
n es conjunto de

las sucesiones de elementos del anillo Zn. Demuestre que la siguiente
correspondencia define una acción del grupo aditivo Z sobre X:

m · (ai)i = (m+ ai mod n)i

para cada m ∈ Z y cada sucesión (ai)i ∈ X. Es decir, m · (ai)i es la
sucesión de elementos de Zn cuyo término i-ésimo está dado por

m+ ai mod n,

la clase de m + ai módulo n. Demuestre además que esta acción es
transitiva, pero no es ni efectiva ni libre.3

Observaciones.

Más adelante, veremos la demostración de que el Teorema de Ramsey
Finito (Teorema 1.2.2) es equivalente al siguiente enunciado (considere
a N[n] como un espacio métrico discreto y a R con la métrica usual):

Para todo n > 0 se tiene lo siguiente: dados ε > 0, f : N[n] → R,
uniformemente continua y acotada, y F ⊂ N[n] finito, existe π ∈ S∞ tal
que sup{|f(F )− f(F ′)| : F, F ′ ∈ π · F} < ε.

Aqúı π · F = {π · F : F ∈ F}.
3Esta es la generalización de un ejemplo sugerido por Carlos Di Prisco.
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En este caso decimos que para cada n > 0 el par (S∞,N[n]) es de osci-
lación finitamente estable4.

En general, nos interesará estudiar la propiedad correspondiente para
pares (G,X) en los que G es un grupo actuando sobre un espacio uni-
forme X; en este caso supondremos que G es un grupo de isomorfismos
uniformes sobre X (estas nociones serán definidas en el Caṕıtulo 2).
Cuando G sea un grupo topológico supondremos además que la acción
de G sobre X es una función continua. Y en el caso en que X sea un
espacio métrico, G será un grupo de isometŕıas de X.

Veremos por ejemplo que el par (U(l2), S∞) del ejemplo 1.3.2 también es
de oscilación finitamente estable. Es decir (considere a S∞ como subes-
pacio métrico de l2):

Dados ε > 0, f : S∞ → R uniformemente continua y acotada y F ⊂ S∞
finito, existe T ∈ U(l2) tal que sup{|f(x)− f(y)| : x, y ∈ T · F} < ε.

Aqúı T · F = {T (x) : x ∈ F}.

Presentaremos estas nociones en su forma general en la Caṕıtulo 3.

4Dado un conjunto Y y una función f : Y → R, la oscilación de f sobre X ⊆ Y
es

osc(f � X) = sup{|f(x)− f(y)| : x, y ∈ X}.
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1.4 Filtros

En los capt́ıtulos 2 y 3 presentaremos las nociones de espacio uniforme
y G-espacio uniforme. Como anunciamos en la Introducción, estas nos
servirán de marco para estudiar los fenómenos tipo Ramsey. En ese
estudio necesitaremos la noción de completitud de un espacio uniforme.
Es por esto que requerimos de un repaso del concepto de filtro y algunas
de sus propiedades.

1.4.1 Conceptos básicos

Definición 1.4.1. Un filtro sobre un conjunto no vaćıo X es una fa-
milia F ⊆ ℘(X) tal que

1. (∀A,B ⊆ X) A,B ∈ F → A ∩B ∈ F .

2. (∀A,B ⊆ X) A ∈ F ∧ A ⊆ B → B ∈ F .

La condición 1 es esquivalente a que F es cerrada por intersecciones fi-
nitas: A1, A2, . . . , Ak ∈ F →

⋂k
j=1Aj ∈ F . Una familia de subconjuntos

de X que satisface la condición 1 se conoce como prefiltro (sobre X).
La condición 2 se suele resumir diciendo que F es cerrada por super-
conjuntos.

Ejemplo 1.4.1. Es fácil ver que ℘(X) es un filtro, conocido como el
filtro trivial. Además, para todo filtro F se tiene que ∅ ∈ F si y solo
si F = ℘(X). Diremos entonces que un filtro es no trivial si ∅ /∈ F .

Ejemplo 1.4.2. Supongamos que X es infinito. La familia

{A ⊆ X : X −A es finito}

es un filtro no trivial sobre X. Se conoce como el filtro de Fréchet
sobre X.

Ejemplo 1.4.3 (Filtro generado por un conjunto). Dado B ⊆ X, la
familia

FB = {A ⊆ X : B ⊆ A}

es un filtro sobre X. Se conoce como filtro generado por B. El filtro
FB es trivial si y solo si B = ∅.
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En particular, dado x ∈ X, la familia

Fx = {A ⊆ X : x ∈ A}

es un filtro no trivial sobre X.

Definición 1.4.2. Una familia B de subconjuntos de un conjunto no
vaćıo X es base para un filtro sobre X, si (∀A,B ∈ B) (∃C ∈ B) C ⊆
A ∩B. El filtro generado por B es la familia

{A ⊆ X : (∃B ∈ B) B ⊆ A}

Obviamente, si ∅ ∈ B entonces el filtro generado por B es el trivial.

Ejemplo 1.4.4. {B} es base para FB y {{x}} es base para Fx.

EJERCICIO 1.4.1 (Filtro generado por una familia de conjuntos).
Sea S ⊆ ℘(X) no vaćıa y BS la familia de las intersecciones finitas de
elementos de S (es de notar que S ⊆ BS). Demuestre que BS es base para
un filtro, que es no trivial si y solo si S tiene la propiedad de intersección
finita.5 Además, demuestre que este es el menor filtro que contiene a
S. (Observe que entonces existen familias que no están contenidas en
ningún filtro no trivial).

Definición 1.4.3. Si F es un filtro maximal no trivial sobre X, es decir,
F es no trivial y para todo filtro F ′ sobre X se tiene

F ⊆ F ′ → F = F ′ o F ′ = ℘(X),

entonces decimos que F es un ultrafiltro sobre X.

EJERCICIO 1.4.2. Sea F un filtro no trivial sobre X. Demuestre que
las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. F es un ultrafiltro.

2. (∀A ⊆ X) A ∈ F ↔ X −A /∈ F .

3. (∀A,B ⊆ X) A ∪B ∈ F → A ∈ F o B ∈ F .

5i.e., para toda subcolección finita {A1, A2, . . . , An} ⊆ S se tiene que
⋂n
i=1An 6= ∅.
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Ejemplo 1.4.5. Dado X no vaćıo, Fx es de hecho un ultrafiltro, para
cada x ∈ X. Decimos que un ultrafiltro U sobre X es principal si existe
x ∈ X tal que U = Fx. En caso contrario decimos que U es no principal
o libre.

EJERCICIO 1.4.3. Sea X infinito. Demuestre que el filtro de Fréchet
sobre X no es un ultrafiltro.

Ejemplo 1.4.6. Usando el lema de Zorn, podemos construir un ultra-
filtro no principal: sea F el filtro de Fréchet sobre N. Consideremos la
colección Fil(F), de todos los filtros no triviales sobre N que contienen
a F. Es fácil ver que si C ⊆ Fil(F) es una cadena creciente, entonces⋃

C =
⋃
{F : F ∈ C}

es un filtro. Obviamente
⋃
C pertenece a Fil(F) y es cota superior de C

(en el orden ⊆). Por lo tanto, por el lema de Zörn existe un elemento
maximal U en Fil(F). Por maximalidad U es un ultrafiltro sobre N.
Además, U es no principal por contener a F.

Ejemplo 1.4.7 (Filtro elemental asociado a una sucesión). Sea X un
cunjunto y (xn)n una sucesión de puntos en X. La familia

{A ⊆ X : (∃k) (∀n ≥ k) xn ∈ A}

es un filtro sobre X.

EJERCICIO 1.4.4. Demuestre que la familias definidas en los ejem-
plos 1.4.2, 1.4.3, 1.4.5, 1.4.7 y 1.4.6 son en efecto filtros (o ultrafiltros
según el caso) y que satisfacen las propiedades que se afirman sobre ellos
(por ejemplo, ser no principal, no trivial, etc).

Definición 1.4.4 (Extensión y traza de filtros). Si X ⊆ Y y F es un
filtro sobre X, entonces F genera un filtro sobre Y . Concretamente, la
familia

{A ⊆ Y : (∃B ∈ F) B ⊆ A}

es un filtro sobre Y . Se conoce como la extensión de F a Y . Por
otro lado, si G es un filtro sobre Y y (∀A ∈ G) A ∩ X 6= ∅ entonces
{A∩X : A ∈ G} es base para un filtro no trivial sobre X, que se conoce
como la traza de G sobre X.
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Definición 1.4.5. Si F y F ′ son filtros sobre X y F ⊆ F ′, entonces
decimos que F ′ es un refinamiento de F .

EJERCICIO 1.4.5. Demuestre los siguiente:

1. Si (xn)n es una sucesión de puntos en X y (xnk)k es una subsu-
cesión, entonces el filtro elemental asociado a (xnk)k es un refina-
miento del filtro elemental asociado a (xn)n.

2. Si F es el filtro elemental asociado a (xn)n y F ′ es un refinamiento
de F , entonces F ′ es el filtro elemental asociado a alguna subsu-
cesión de (xn)n.

1.4.2 Filtros sobre espacios topológicos

Por el resto de esta sección, sea X un espacio topológico. Para cada
x ∈ X, denotaremos por Nx a la colección de vecindades de x.6 Es fácil
ver que Nx es un filtro no trivial sobre X, conocido como el filtro o
sistema de vecindades de x. Una base de vecindades para x es
simplemente una base para el filtro Nx. La familia Bx de las vecindades
abiertas de x es una base de vecindades para x.

Definición 1.4.6. Sea F un filtro sobre X. Decimos que x ∈ X es un
punto ĺımite de F si F es un refinamiento de Nx. En este caso decimos
que F converge a x. Por otro lado, decimos que x es un punto de
adherencia de F si x está en la adherencia de cada elemento de F . Al
conjunto de los puntos de adherencia de F se le llama adherencia de
F .

EJERCICIO 1.4.6. Demuestre lo siguiente:

1. Sean F y F ′ filtros no triviales sobre X. Supongamos que F ′ es
un refinamiento de F .

• Todo punto de adherencia de F ′ es un punto de adherencia
de F .

6No nos referimos solamente a vecindades abiertas. Un subconjunto A ⊆ X es una
vecindad de un punto x ∈ X, si x pertenece al interior de A. En el caso en que
A sea un conjunto abierto (resp. cerrado) diremos que A es una vecindad abierta
(resp. cerrada) de x.
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• Todo punto ĺımite de F es punto ĺımite de F ′.

2. Dada (xn)n una sucesión de puntos en X, (xn)n converge a x ∈ X
si y solo el filtro elemental asociado a (xn)n converge a x.

3. Si F es un filtro no trivial sobre X, entonces x es un punto de
adherencia de F si y solo si x es punto ĺımite de algún refinamiento
no trivial de F .

4. Si U es un ultrafiltro sobre X, entonces x es un punto de adherencia
de U si y solo si x es punto ĺımite de U .



Caṕıtulo 2

Espacios uniformes

2.1 Conceptos básicos y ejemplos

Dado un conjunto X 6= ∅, para todo V ⊆ X ×X sea

V −1 := {(x, y) ∈ X ×X : (y, x) ∈ V }.

Y para cada para U, V ⊆ X ×X sea

U ◦ V := {(x, z) ∈ X ×X : (∃y ∈ X) (x, y) ∈ U, (y.z) ∈ V }.

Para cada V ⊆ X×X y cada x ∈ X, la V -vecindad de x es el conjunto

V [x] := {y ∈ X : (x, y) ∈ V }.

Proposición 2.1.1. Sea X 6= ∅. Dados U, V,W ⊆ X × X se tiene lo
siguiente:

1. (V −1)−1 = V .

2. U ◦ (V ◦W ) = (U ◦ V ) ◦W .

3. (U ∩ V )−1 = U−1 ∩ V −1.

4. (U ◦ V )−1 = V −1 ∩ U−1.

5. U ⊆ V → U ◦ U ⊆ V ◦ V .

15
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EJERCICIO 2.1.1. Demuestre la Proposición 2.1.1.

Definición 2.1.1. Un espacio uniforme es un par (X,U) formado
por un conjunto X y una familia U ⊆ ℘(X ×X), llamada estructura
uniforme o uniformidad, que satisface las siguientes propiedades:

1. U es un filtro sobre X ×X.

2. Denotemos por ∆ (o ∆X) a la diagonal {(x, x) : x ∈ X}. Entonces,
para cada V ∈ U se tiene que ∆ ⊆ V .

3. Si V ∈ U entonces V −1 ∈ U .

4. Si V ∈ U entonces existe U ∈ U tal que U ◦ U ⊆ V .

Observación 2.1.1. En virtud de la condición 2, a cada elemento de
U se le llama entorno de la diagonal. Es de notar que la condición 2
implica que si V ∈ U entonces V ◦ V ∈ U . Un entorno de la diagonal V
es simétrico si y solo si V = V −1.

Ejemplo 2.1.1. La uniformidad discreta sobre un conjunto X es

DX := {V ⊆ X ×X : ∆ ⊆ V }.

Ejemplo 2.1.2. La uniformidad trivial sobre un conjunto X es

TX ≡ {X ×X}.

Cuando X = ∅ entonces TX es la uniformidad vaćıa.

2.2 Base de una estructura uniforme y más ejem-
plos

Definición 2.2.1. Dada una uniformidad U , una subfamilia B ⊆ U es
una base de U si B es un prefiltro y para todo V ∈ U existe U ∈ B tal
que U ⊆ V .

Proposición 2.2.1. Dado un espacio uniforme (X,U), sea Sim(U) =
{V ∈ U : V es simétrico}. Entonces Sim(U) es una base para U .
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Demostración. Para todo U ∈ U se tiene que U ∩U−1 es simétrico.

EJERCICIO 2.2.1.

1. Demuestre que para cada U ∈ U existe V ∈ U simétrico tal que

V ◦ V ◦ V ⊆ U.

2. Demuestre que si V es simétrico, entonces para todo U se tiene

V ◦ U ◦ V =
⋃
{V [x]× V [y] : (x, y) ∈ U}.

Proposición 2.2.2. Sea X un conjunto. Una familia B ⊆ ℘(X) es base
de alguna uniformidad si y solo si se satisface lo siguiente:

1. B es un prefiltro sobre X ×X.

2. Todo elemento de B contiene a la diagonal ∆.

3. Para todo V ∈ B existe U ∈ B tal que U ⊆ V −1.

4. Para todo V ∈ B existe U ∈ B tal que U ◦ U ⊆ V .

Demostración. Si B es base para alguna uniformidad, es fácil ver que
por definición de uniformidad B satisface las condiciones 1, 2, 3 y 4.
Rećıprocamente, si B satisface las condicones 1, 2, 3 y 4 entonces

U(B) ≡ {V ∈ ℘(X ×X) : (∃U ∈ B) U ⊆ V }

es una uniformidad sobre X y B es base de U(B). En este caso decimos
que U(B) es la uniformidad generada por B.

Ejemplo 2.2.1. Dado un número primo p, la uniformidad p-ádica sobre
Z es generada por los entornos de la diagonal de la forma:

Dn = {(x, y) ∈ Z× Z : x ≡ y mod pn}, n ∈ N \ {0}.

Ejemplo 2.2.2. La uniformidad aditiva sobre un espacio vectorial to-
pológico E, cuya base está formada por los entornos de la diagonal de
la forma:

{(x, y) ∈ E × E : x− y ∈ V },
donde V es una vecindad del vector 0.
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Ejemplo 2.2.3. La uniformidad izquierda UL(G) sobre un grupo to-
pológico G, cuya base está formada por los entornos de la diagonal de
la forma:

{(x, y) ∈ G×G : x−1y ∈ V },

donde V es una vecindad de la identidad de G. Análogamente, la uni-
formidad derecha UR(G) está generada por los entornos de la diagonal
de la forma:

{(x, y) ∈ G×G : xy−1 ∈ V },

donde V es una vecindad de la identidad de G. Obviamente, si G es
conmutativo UL(G) y UR(G) coinciden.

Ejemplo 2.2.4. La uniformidad métrica sobre un espacio métrico (X, d),
cuya base está formada por los entornos de la diagonal de la forma:

V d
ε := {(x, y) ∈ X ×X : d(x, y) < ε}, ε > 0.

EJERCICIO 2.2.2. Demuestre que los ejemplos anteriores constituyen
en efecto uniformidades.

2.3 Topoloǵıa asociada a una uniformidad

Sea U una estructura uniforme sobre un conjunto no vaćıo X. Para cada
x ∈ X, la familia {V [x] : V ∈ U} forma una base de vecindades para x
en cierta topoloǵıa1 τU sobre X que es denominada topoloǵıa asociada
a U o topoloǵıa uniforme relativa a U :

1Sea X un conjunto no vaćıo, y supongamos que está dada una correspondencia
que asigna a cada x ∈ X una familia no-vaćıa Fx ⊆ ℘(X) tal que:

1. Hx es un filtro.

2. Para cada B ∈ Hx se tiene que x ∈ B.

3. Para cada B ∈ Hx existe A ∈ Hx tal que A ⊆ B y A ∈ Hy, para todo y ∈ A.

Entonces, la colección τ = {A ⊆ X : (∀x ∈ A)(∃B ∈ Hx) B ⊆ A} es una topo-
loǵıa sobre X. Además, para cada x ∈ X la familia Hx es precisamente el filtro de
vecindades de x en la topoloǵıa τ . En el caso que nos compete, la correspondencia
que a cada x ∈ X le asigna el filtro generado por la familia {V [x] : V ∈ U} satisface
la condiciones 1, 2 y 3.
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A ∈ τU si y solo si (∀x ∈ A)(∃V ∈ U) V [x] ⊆ A.

Si (X, τ) es un espacio topológico y U es una estructura uniforme sobre
X tal que τU = τ , entonces decimos que U es compatible con τ o
simplemente compatible, cuando no hay ambigüedad en el contexto.

Proposición 2.3.1. Sea (X,U) una espacio uniforme. Si B es base para
U entonces, para todo x ∈ X se tiene que {U [x] : U ∈ B} es una base de
entornos para x en τU .

Ejemplo 2.3.1. Consideremos a R con la uniformidad métrica. Si Uε
es un elemento de la base de esta uniformidad entonces para cada x ∈ R
tenemos que

Uε[x] = {y ∈ R : |x− y| < ε}

y la familia {Uε[x] : x ∈ R, ε ∈ R+} es una base para la topoloǵıa
uniforme asociada, que es precisamente la topoloǵıa usual de R.

A la topoloǵıa producto inducida por τU sobre X×X la denominaremos
topoloǵıa producto uniforme. Las partes 1 y 2 de la siguiente propo-
sición nos dicen que las colecciones {V [x]×W [y] : x, y ∈ X;V,W ∈ U}
y {V [x] × V [y] : x, y ∈ X;V ∈ U} son bases para la topoloǵıa pro-
ducto uniforme; y además los elementos de U son en efecto entornos
(topológicos) de la diagonal.

Proposición 2.3.2. Sea (X,U) una espacio uniforme.

1. Para todo P ⊆ X × X, el interior de P en la topoloǵıa producto
uniforme es

int(P ) = {(x, y) ∈ X ×X : (∃U, V ∈ U) U [x]× V [y] ⊆ P}

= {(x, y) ∈ X ×X : (∃V ∈ U) V [x]× V [y] ⊆ P}.

2. Si U ∈ U entonces int(U) ∈ U . Por lo tanto, todo elemento de U
es una vecindad de la diagonal en la topoloǵıa producto uniforme.

3. {V ∈ Sim(U) : V es abierto} es base para U .
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4. Para todo A ⊆ X se tiene Ā =
⋂
{U [A] : U ∈ U}.

5. Para todo P ⊆ X ×X se tiene P̄ =
⋂
{U ◦ P ◦ U : U ∈ U}.

6. {V ∈ Sim(U) : V es cerrado} es base para U .

EJERCICIO 2.3.1. Demuestre la Proposición 2.3.2.

Lema 2.3.1. Sea (X,U) una espacio uniforme. Si V ∈ U es cerrado
en la topoloǵıa producto uniforme entonces V [x] es cerrado en τU , para
todo x ∈ X.

Demostración. Si y /∈ V [x] entonces (x, y) /∈ V . Por lo tanto existe W ∈
U tal que W [x]×W [y]∩V = ∅. De aqúı se deduce que W [y]∩V [x] = ∅,
pues si z ∈W [y]∩V [x] entonces por un lado (x, z) ∈W [x]×W [y] y por
el otro (x, z) ∈ V .

Teorema 2.3.1. Si (X,U) es un espacio uniforme entonces (X, τU ) es
un espacio regular 2.

Demostración. Sea x ∈ X y A ∈ Nx. Podemos suponer que A = U [x]
para algún U ∈ U . Por la parte 6 de la Proposición 2.3.2 existe V ⊆ U
en U que es cerrado. Obviamente V [x] ⊆ U [x]. Y V [x] es cerrado por el
el lema 2.3.1.

Observación 2.3.1. Es fácil ver que si (X,U) es un espacio unifor-
me entonces

⋂
U es una relación de equivalencia sobre X. Cuando esta

relación es la igualdad, i.e. cuando
⋂
U = ∆, decimos que U es una

uniformidad separada.

EJERCICIO 2.3.2. Demuestre que
⋂
U es una relación de equivalen-

cia sobre X.

Teorema 2.3.2. Sea (X,U) una espacio uniforme. Las siguientes afir-
maciones son equivalente:

1. (X, τU ) es Hausdorff 3.

2Un espacio topológico X es regular si dado x ∈ X y un conjunto cerrado no-vaćıo
C ⊂ X tal que x /∈ C, existe un conjunto abierto A ⊂ X tal que x /∈ A y C ⊆ A.

3Un espacio topológico X es Hausdorff si dados x, y ∈ X distintos, existen en-
tornos U de x y V de y tales que U ∩ V = ∅.
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2. Para todo x ∈ X, el conjunto {x} es cerrado en τU .

3.
⋂
U = ∆.

Demostración. Obviamente 1 implica 2. La equivalencia de 1 y 2 es
consecuencia de que (X, τU ) es un espacio regular.

Supongamos que 2 vale. Sabemos que ∆ ⊆
⋂
U . Si x, y ∈ X y x 6= y

entonces existe V ∈ U tal que y /∈ V [x]; es decir, (x, y) /∈ V . Por lo tanto
(x, y) /∈

⋂
U . Esto demuestra que 2 implica 3.

Supongamos ahora que vale 3 y demostremos 2. Si X es unitario no hay
nada que demostrar. Si no, dado x, y ∈ X tales que y 6= x, se tiene
(x, y) /∈ ∆ y por lo tanto existe V ∈ U tal que y /∈ V [x]. Esto implica
que {x} es cerrado en τU .

EJERCICIO 2.3.3. Demuestre que si (X,U) es un espacio uniforme
entonces (X, τU ) es completamente regular.4 Por lo tanto, (X, τU ) es un
espacio Tychonoff si y solo si U es separada.

EJERCICIO 2.3.4. Demuestre que todo espacio Tychonoff admite
una estructura uniforme compatible que es necesariamente separada.

EJERCICIO 2.3.5. Demuestre que todo elemento de una uniformidad
compatible U sobre un espacio topológico X es una vecindad de la dia-
gonal en la topoloǵıa producto sobre X ×X. Deduzca de esto que todo
espacio compacto5 admite una única uniformidad compatible, formada
por las vecindades de la diagonal.

4Un espacio topológico X es completamente regular si para todo x ∈ X y todo
entorno abierto A de x existe una función continua f : X → [0, 1] tal que f(x) = 0
y f es constantemente igual a 1 en X − A. Aqúı estamos considerando a [0, 1] como
subespacio de R con la topoloǵıa usual. X es Tychonoff si es completamente regular
y para todo x ∈ X el conjunto {x} es cerrado.

5Un espacio topológico X es compacto si todo cubrimiento de X por abiertos
contiene un subcubrimiento finito.
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2.3.1 Réplica separada de una estructura uniforme

Sea (X,U) un espacio uniforme. Consideremos la relación de equivalencia⋂
U sobre X y sea π : X → X/

⋂
U la aplicación cociente. Para todo

S ⊆ X ×X, definimos

(π × π)(S) := {(π(x), π(y)) : (x, y) ∈ S}.

Veamos que la familia

(π × π)(U) := {(π × π)(V ) : V ∈ U}

es una estructura uniforme sobre el cociente X/
⋂
U :

1. Si ∆X/
⋂
U es la diagonal de X/

⋂
U ×X/

⋂
U entonces

∆X/
⋂
U = (π × π)(

⋂
U) ⊆ (π × π)(V ),

para todo V ∈ U .

2. Si V,W ∈ U entonces (π×π)(V )∩ (π×π)(W ) = (π×π)(V ∩W ) ∈
(π × π)(U).

3. Sea V ∈ U y Z ⊆ X/
⋂
U × X/

⋂
U tal que (π × π)(V ) ⊆ Z.

Si hacemos W = {(x, y) : (π(x), π(y)) ∈ Z} entonces V ⊆ W y
(π × π)(W ) = Z. Por lo tanto, Z ∈ (π × π)(U).

4. Para todo V ∈ U se tiene (π × π)(V )−1 = (π × π)(V −1) ∈ (π ×
π)(U).

5. Para todo U ∈ U se tiene (π × π)(U) ◦ (π × π)(U) = (π × π)(U ◦
U). Por lo tanto, si U, V ∈ U son tales que U ◦ U ⊆ V entonces
(π × π)(U) ◦ (π × π)(U) ⊆ π(V ).

Nótese que
⋂

(π×π)(U) = (π×π)(
⋂
U) = ∆X/

⋂
U (ver la parte 1 arriba).

Es decir, la estructura uniforme (π×π)(U) es separada. Se conoce como
la réplica separada de U . Obviamente, si U es separada se tiene

(X/
⋂
U , (π × π)(U)) = (X,U).

Además, si B es base de U entonces

(π × π)(B) := {(π × π)(V ) : V ∈ B}

es base de (π × π)(U).
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2.3.2 Subespacios uniformes

Definición 2.3.1. Si (X,UX) es un espacio uniforme y Y ⊆ X es un
subconjunto cualquiera entonces UY = {V ∩ (Y × Y ) : V ∈ UX} es una
uniformidad sobre Y que se conoce como uniformidad relativa, indu-
cida por UX . Entonces decimos que (Y,UY ) es subespacio uniforme de
(X,UX). Observe que (Y, τUY ) es un subespacio topológico de (X, τUX ).

2.3.3 Filtros de Cauchy. Completitud

Definición 2.3.2. Dado un espacio uniforme (X,U) y V ∈ U , decimos
que A ⊆ X es V -pequeño, si A×A ⊆ V .

Definición 2.3.3. Sea (X,U) un espacio uniforme. Decimos que F ⊆
℘(X) es un filtro de Cauchy si F es un filtro sobre X y para todo
V ∈ U existe A ∈ F tal que A es V -pequeño.

Ejemplo 2.3.2. El filtro elemental asociado a una sucesión de Cauchy.
6

EJERCICIO 2.3.6. Sea (X,U) un espacio uniforme, (xn)n una suce-
sión de puntos de X y F el filtro elemental asociado a (xn)n. Demuestre
que F es un filtro de Cauchy si y solo si (xn)n es una sucesión de Cauchy.

Proposición 2.3.3. Todo refinamiento de un filtro de Cauchy es de
Cauchy.

Proposición 2.3.4. Todo filtro convergente en la topoloǵıa uniforme es
de Cauchy.

Demostración. Sea F un filtro que converge a un punto x. Entonces F
es un refinamiento de Nx y por lo tanto basta demostrar que Nx es de
Cauchy:

Sea V ∈ U . Podemos suponer que V es abierto. Entonces, como (x, x) ∈
V existe U ∈ U tal que U [x]×U [x] ⊆ V . Esto es, U [x] es V -pequeño.

6En un espacio uniforme (X,U), una sucesión (xn)n ⊆ X es de Cauchy si para
todo V ∈ U existe un número natural k tal que para todo par m,n ≥ k se tiene
(xm, xn) ∈ V .
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EJERCICIO 2.3.7. Demuestre que el filtro elemental asociado a una
sucesión de Cauchy es convergente si y solo si la sucesión es convergente.

El ejercicio 2.3.7 muestra que el rećıproco de la Proposición 2.3.4 no vale
en general. Esto induce la siguiente noción:

Definición 2.3.4. Decimos que un espacio uniforme (X,U) es com-
pleto si todo filtro de Cauchy es convergente (en la topoloǵıa asociada
τU).

La siguiente es una condición suficiente para la convergencia de un filtro
de Cauchy.

Proposición 2.3.5. Todo filtro de Cauchy con puntos de adherencia es
convergente.

Demostración. Sea F un filtro de Cauchy sobre X. Primero demostre-
mos lo siguiente:

Afirmación. Para todo V ∈ U existe A ∈ F cerrado que es V -pequeño.

Demostración de la Afirmación. Dado V ∈ U . Sea W ∈ U cerrado tal
que W ⊆ V . Como F es de Cauchy, existe B ∈ F tal que B es W -
pequeño. Sea A = B̄, la clausura de B en τU . Entonces, A×A ⊆ B ×B ⊆
W . Entonces A es W -pequeño y por lo tanto V -pequeño. Además, A es
cerrado y pertenece a F porque B ⊆ A.

Continuando con la demostración de la Proposición, supongamos ahora
que F tiene un punto de adherencia x. Debemos demostrar que F es un
refinamiento de Nx:

Dado V ∈ U , sea A ∈ F cerrado, tal que A× A ⊆ V . Como x es punto
de adherencia de F tenemos que x ∈ Ā = A. Por lo tanto, para todo
y ∈ A se tiene (x, y) ∈ A × A y en consecuencia y ∈ V [x]. Es decir,
A ⊆ V [x]. Esto implica que Nx ⊆ F .

Proposición 2.3.6. Sea D un subconjunto denso de un espacio unifor-
me X = (X,U). Entonces, X es completo si y solo si la extensión a X
de cualquier filtro de Cauchy sobre D (con la uniformidad UD inducida
por U) es convergente.
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Demostración. Obviamente la extensión a X de un filtro de Cauchy
sobre D es de Cauchy, y por lo tanto es convergente, si X es completo.
Rećıprocamente, sea F un filtro de Cauchy sobre X y sea G el filtro
sobre X generado por la familia {V [A] : A ∈ F , V ∈ U}. Nótese que F
es un refinamiento de G. Basta ver entonces que G es convergente para
demostrar que F lo es.

Afirmación 1. G es de Cauchy.

Demostración de la Afirmación 1. Dado V ∈ U , tomemos U,W ∈ U y
A ∈ F tales que U ◦U ⊆ V , W ◦W ⊆ U ∩U−1 y A×A ⊆W . Entonces
W [A]×W [A] ⊆ V . Esto completa la demostración de la afirmación.

Para A ⊆ X no vaćıo, cada V [A] es un abierto no vaćıo en X. Entonces
V [A]∩D 6= ∅ y por lo tanto podemos definir el filtro G0 sobre D, generado
por la familia {V [A] ∩D : V [A] ∈ G}.

Afirmación 2. G0 es de Cauchy (sobre D).

Demostración de la Afirmación 2. Todo entorno en UD es de la forma
V ∩(D×D) para algún V ∈ U . Por lo tanto, si A ∈ F y W ∈ U son tales
que W [A]×W [A] ⊆ V entonces W [A]∩D×W [A]∩D ⊆ V ∩ (D×D).
Esto completa la demostración de la afirmación.

En consecuencia, si G1 es la extensión de G0 a X, entonces por hipótesis
G1 es convergente y por lo tanto tiene un punto de adherencia. Pero
G1 es un refinamiento de G y por lo tanto G tiene el mismo punto de
adherencia; luego G es convergente por la Proposición 2.3.5. Esto termina
la demostración de que X es completo.

2.4 Continuidad uniforme

Dados dos conjuntos X y Y y una función f : X → Y , usaremos la
siguiente notación:

1. Para todo P ⊆ X ×X,

(f × f)(P ) = {(f(x), f(y)) : (x, y) ∈ P}.
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2. Para todo P ⊆ Y × Y ,

(f × f)−1(P ) = {(x, y) ∈ X ×X : (f(x), f(y)) ∈ P}.

Definición 2.4.1. Sean (X,UX) y (Y,UY ) espacios uniformes. Una fun-
ción f : X → Y es uniformemente continua si para todo V ∈ UY
existe U ∈ UX tal que (f×f)(U) ⊆ V . En otras palabras, f es uniforme-
mente continua si para todo V ∈ UY el conjunto (f × f)−1(V ) pertenece
a UX . Si además f es biyectiva y f−1 es uniformemente continua en-
tonces decimos que f es un isomorfismo uniforme y que (X,UX) y
(Y,UY ) son uniformemente equivalentes.

EJERCICIO 2.4.1. Demuestre que ser uniformemente equivalentes
es una relación de equivalencia sobre la colección de todos los espacios
uniformes.

Es muy fácil demostrar lo siguiente a partir de las definiciones.

Teorema 2.4.1. Toda función uniformemente continua es continua en
la topoloǵıa uniforme. En particular, todo isomorfismo uniforme es un
homeomorfismo en la topoloǵıa uniforme.

EJERCICIO 2.4.2. Demuestre el Teorema 2.4.1.

2.4.1 Uniformidad inducida por una función

Sea X un conjunto no vaćıo, (Y,UY ) un espacio uniforme y f : X → Y
una función. La colección

{(f × f)−1(V ) : V ∈ UY }

es base para una uniformidad UfX sobre X. Es fácil ver que UfX es la
menor uniformidad sobre X que hace a f uniformemente continua. Es
decir, si U es una uniformidad sobre X y f es uniformemente continua
respecto a U entonces UfX ⊆ U .

Ejemplo 2.4.1. Si (Y,UY ) es un espacio uniforme y X ⊆ Y es no vaćıo,
entonces la menor uniformidad sobre X que hace uniformemente conti-
nua a la inclusión i : X → Y , i(x) = x, es precisamente la uniformidad
relativa.
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EJERCICIO 2.4.3. Sea X un conjunto no vaćıo y sea C una colección
de funciones f : X → Xf , donde (Xf ,Uf ) es un espacio uniforme, para
cada f en C. Demuestre que la familia

{(f × f)−1(V ) : f ∈ C, V ∈ Uf}

es subbase7 para una uniformidad sobre X, y que esta es la menor uni-
formidad sobre X que hace uniformemente continua a toda f ∈ C.

2.4.2 Uniformidad producto

El resultado en el Ejercicio 2.4.3 nos permite dotar al producto carte-
siano de espacios uniformes de una uniformidad. Sea (Xβ,Uβ)β∈Λ una
colección de espacios uniformes. Para todo α ∈ Λ, consideremos la pro-
yección

πα :
∏
β∈Λ

Xβ → Xα

que asigna a cada x ∈
∏
β∈ΛXβ la α-ésima coordenada x(α). Llamare-

mos uniformidad producto a la menor uniformidad sobre
∏
β∈ΛXβ

que hace uniformemente continua a πα, para todo α ∈ Λ. Entonces los
conjuntos de la forma

{(x, y) ∈
∏
β∈Λ

Xβ ×
∏
β∈Λ

Xβ : (x(α), y(α)) ∈ V }

con α ∈ Λ y V ∈ Uα forman una subbase para la uniformidad producto.

En particular, si (X,U) es un espacio uniforme entonces los conjuntos
de la forma

{((x, y), (x′, y′)) : (x, x′) ∈ V, (y, y′) ∈ V },

con V ∈ U , forman una base de la uniformidad producto sobre X ×X.

Proposición 2.4.1. La topoloǵıa uniforme asociada a la uniformidad
producto es la topoloǵıa producto.

7i.e., la familia de las intersecciones finitas de sus elementos forma una base.
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Demostración. Dada una colección (Xβ,Uβ)β∈Λ de espacios uniformes,
los conjuntos de la forma

{y ∈
∏
β∈Λ

Xβ : (x(α), y(α)) ∈ V },

para x ∈ X y V ∈ Uα , forman una subbase tanto de la topoloǵıa
uniforme asociada a la uniformidad producto como de la topoloǵıa pro-
ducto.

2.4.3 Pseudométricas asociadas a una uniformidad

Definición 2.4.2. Dado un conjunto X no vaćıo, una pseudométrica
sobre X es una función d : X ×X → R tal que

1. d(x, x) = 0 para todo x ∈ X.

2. d(x, y) = d(y, x) para todo par x, y ∈ X.

3. d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z), para toda terna x, y, z ∈ X.

Observación 2.4.1. Obviamente toda métrica sobre X es una pseu-
dométrica. Pero el rećıproco no es verdad en general. Por ejemplo, sea X
el conjunto de todas las funciones f : R→ R. La función d : X×X → R
dada por d(f, g) = |f(0)− g(0)| es una pseudométrica sobre X, pero no
es métrica.

Observación 2.4.2. Como en el caso métrico, si d es pseudométrica
sobre X y para cada ε > 0,

Udε = {(x, y) ∈ X ×X : d(x, y) < ε}.

Entonces la colección {Udε : ε > 0} es una base para una uniformidad
sobre X llamada uniformidad pseudométrica.

Teorema 2.4.2. Sea (X,U) un espacio uniforme y d : X ×X → R una
pseudométrica. Entonces, d es uniformemente continua si y solo si para
todo ε > 0 el conjunto Udε pertenece a U .



Teoŕıa Ramsey y dinámica de grupos topológicos 29

Demostración. Si d es uniformemente continua entonces para todo ε > 0
existe V ∈ U tal que si (x, x′), (y, y′) ∈ V entonces |d(x, y)−d(x,′ y′)| < ε.
En particular, si (x, y) ∈ V se tiene d(x, y) = |d(x, y) − d(y, y)| < ε. Es
decir, V ⊆ Udε y por lo tanto Udε ∈ U .

Rećıprocamente, fijemos ε > 0. Como Udε/2 ∈ U entonces basta demostrar

que si (x, x′), (y, y′) ∈ Udε/2 entonces |d(x, y)− d(x,′ y′)| < ε.

En efecto, dados (x, x′), (y, y′) ∈ Udε/2 tenemos:

d(x, y) ≤ d(x, x′) + d(x′, y′) + d(y′, y)

de donde

d(x, y)− d(x′, y′) < ε.

Y de manera análoga podemos demostrar que

d(x′, y′)− d(x, y) < ε

y por lo tanto

−ε < d(x, y)− d(x′, y′) < ε.

Observación 2.4.3. Este resultado implica que la menor uniformidad
sobre X que hace uniformemente continua a d es la uniformidad métrica
Ud generada por los conjuntos Udε .

Lema 2.4.1 (Lema de metrización). Sea X 6= ∅ un conjunto y (Vn)n
una sucesión de subconjuntos de X ×X tales que

1. V0 = X ×X.

2. Para todo n, Vn es simétrico y contiene a ∆.

3. Para todo n, Vn+1 ◦ Vn+1 ◦ Vn+1 ⊆ Vn.

Entonces, existe una pseudométrica d sobre X tal que

Vn ⊆ Ud2−n ⊆ Vn−1.
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Demostración. Sea f : X × X → R tal que f(x, y) = 2−n si y solo si
(x, y) ∈ Vn−1 − Vn. Y f(x, y) = 0 si y solo si (x, y) ∈

⋂
n Vn.

Definamos d : X ×X → R aśı:

d(x, y) = inf{
n+1∑
i=0

f(xi, xi+1) : n ∈ N, x0 = x, xn+1 = y, xi ∈ X, 0 < i ≤ n}.

f es obviamente simétrica y f(x, x) = 0 para todo x ∈ X. Por lo tanto,
d es también simétrica y d(x, x) = 0. Además, dados x, y, z ∈ X se tiene
lo siguiente:

Si A = {
n+1∑
i=0

f(xi, xi+1) : n ∈ N, x0 = x, xn+1 = y, xi ∈ X, 0 < i ≤ n},

B = {
n+1∑
i=0

f(xi, xi+1) : n ∈ N, x0 = y, xn+1 = z, xi ∈ X, 0 < i ≤ n} y

C = {
n+1∑
i=0

f(xi, xi+1) : n ∈ N, x0 = x, xn+1 = z, xi ∈ X, 0 < i ≤ n}

entonces {a+ b : a ∈ A, b ∈ B} ⊆ C.

Por lo tanto,

inf C ≤ inf {a+ b : a ∈ A, b ∈ B} ≤ inf A+ inf B.

Es decir, d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z).

Veamos que Vn ⊆ Ud2−n . Notemos que por definición d(x, y) ≤ f(x, y)

para todo x, y ∈ X. Además, si (x, y) ∈ Vn entonces f(x, y) ≤ 2−(n+1) y
por lo tanto (x, y) ∈ Ud2−n .

Para ver ahora que Ud2−n ⊆ Vn−1 demostremos por inducción en n lo
siguiente:
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Afirmación. dados x0, x1, . . . , xn+1 ∈ X se tiene

f(x0, xn+1) ≤ 2

n+1∑
i=0

f(xi, xi+1).

Demostración de la afirmación. Para n = 0 es obvio. Supongamos que
la afirmación vale para todo n′ < n y fijemos x0, x1, . . . , xn+1 ∈ X. Sea

ρ =

n+1∑
i=0

f(xi, xi+1)

y sea k el mayor entero tal que

k∑
i=0

f(xi, xi+1) ≤ ρ/2

Notemos que por la elección de k también se tiene

n+1∑
i=k+1

f(xi, xi+1) ≤ ρ/2.

Entonces, por hipótesis inductiva,

f(x0, xk) ≤ ρ

y también
f(xk+1, xn+1) ≤ ρ.

Además, obviamente se tiene

f(xk, xk+1) ≤ ρ.

Si tomamos
m = min{r ∈ N : 2−r ≤ ρ}

entonces (x0, xk), (xk, xk+1), (xk+1, xn+1) ∈ Vm−1 y por lo tanto

(x0, xn+1) ∈ Vm−1 ◦ Vm−1 ◦ Vm−1 ⊆ Vm−2.

Esto implica
f(x0, xn+1) ≤ 2−(m−1) ≤ 2ρ.
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Para concluir con la demostración, si (x, y) ∈ Ud2−n entonces en virtud
de la afirmación demostrada tenemos

f(x, y) ≤ 2d(x, y) < 2−(n−1)

y por lo tanto

f(x, y) ≤ 2−n.

Esto implica que (x, y) ∈ Vn−1 y completa la demostración.

Corolario 2.4.1. Todo espacio uniforme (X,U) admite una pseudométri-
ca uniformemente continua respecto a U .

Definición 2.4.3. Dado un espacio uniforme (X,U), decimos que este
es (pseudo)metrizable si existe una (pseudo)métrica d sobre X tal que
U = Ud.

Teorema 2.4.3 (Teorema de Metrización). Un espacio uniforme (X,U)
es pseudometrizable si y solo si U tiene una base numerable. Es metri-
zable si y solo si (X, τU ) es Hausdorff y U tiene una base numerable.

Demostración. Si (X,U) es un espacio uniforme y d es una (pseudo)métri-
ca sobre X tal que U = Ud entonces {V d

r : r ∈ Q} es una base numerable
para U . Rećıprocamente, si (Un)n es base para U (podemos suponer que
U0 = X×X) entonces usando un ejercicio anterior podemos definir una
sucesión (Vn)n de elementos simétricos de U tales que

1. V0 = U0.

2. Vn+1 ◦ Vn+1 ◦ Vn+1 ⊆ Vn ∩ Un+1

Notemos que (Vn)n también es base para U . Aplicando el Lema 2.4.1 a
(Vn)n se obtiene entonces que (X,U) es pseudometrizable.

Si (X, τU ) es Hausdorff y d es una pseudométrica sobre X tal que U = Ud
entonces d es de hecho una métrica. De esto se obtiene el resto del
resultado requerido.
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Uniformidad inducida por una familia de pseudométricas. Da-
do X 6= ∅ y una familia M de pseudométricas sobre X, dotaremos a X
de una uniformidad UM que hará uniformemente continua a cada d ∈M
con respecto a la uniformidad producto asociada. De hecho, UM será la
menor uniformidad sobre X con esta propiedad.

Sea UM la uniformidad sobre X que tiene a la colección {V d
ε : d ∈

M, ε > 0} como subbase. Entonces, por el Teorema 2.4.2, UM satis-
face las propiedades anunciadas en el párrafo anterior. Además vale lo
siguiente:

Afirmación. 1. Para cada d ∈M, la función identidad I : (X,UM)→
(X, d), (∀x ∈ X) I(x) = x, es uniformemente continua.

2. Consideremos a
∏
d∈M(X, d) con la uniformidad producto. La fun-

ción h : (X,UM)→
∏
d∈M(X, d) tal que la coordenada d-ésima de

h(x) es h(x)d = x, es un isomorfismo uniforme entre (X,UM) y
h(X) con la uniformidad relativa.

Demostración.

1. Para todo ε > 0 se tiene V d
ε ∈ UM. Esto implica el resultado

requerido.

2. Sigue de 1.

Por el Lema 2.4.1, para todo espacio uniforme (X,U) la colección de
pseudométricas sobre X uniformemente continuas respecto a U es no-
vaćıa. De hecho tenemos lo siguiente:

Lema 2.4.2. Sea (X,U) un espacio uniforme y sea M la colección de
pseudométricas sobre X uniformemente continuas respecto a U . Enton-
ces U = UM.

Demostración. Por hipótesis, cada d ∈ M es uniformemente continua
respecto a U . Luego por la minimalidad de UM se tiene UM ⊆ U . Pero
por el Lema de Metrización, para cada V ∈ U , existe d ∈ M tal que
V d

1/4 ⊆ V . Entonces U ⊆ UM.

Hemos establecido entonces el siguiente resultado:
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Teorema 2.4.4. Todo espacio uniforme es uniformemente equivalente
a un subespacio del producto de espacios pseudométricos.

Demostración. Sigue del Lema 2.4.2 y de la parte 2 de la Afirmación
demostrada más arriba.

El resultado anterior, junto al siguiente ejercicio, nos permitirá caracte-
rizar a las topoloǵıas compatibles con uniformidades (Corolario 2.4.2).

EJERCICIO 2.4.4. Demuestre que un espacio topológico es comple-
tamente regular si y solo si es homeomorfo a un subespacio del producto
de espacios pseudométricos.

Corolario 2.4.2. Sea τ una topoloǵıa sobre un conjunto X 6= ∅. Enton-
ces, τ = τU para alguna uniformidad U sobre X si y solo si (X, τ) es un
espacio completamente regular.

Demostración. Sigue de los teoremas 2.4.1, y 2.4.4, y del Ejercicio 2.4.4.

EJERCICIO 2.4.5. Sea X un conjunto no vaćıo. Demuestre que la
uniformidad discreta sobre X, DX = {V ⊆ X×X : ∆ ⊆ V } es inducida
por la pseudométrica d : X ×X → {0, 1} dada por d(x, y) = 0 si y solo
si x = y; es decir, DX = Ud.

EJERCICIO 2.4.6. Sea (X, d) un espacio pseudométrico. Definamos
d̂ : X ×X → R, aśı:

d̂(x, y) = min{1, d(x, y)}.

Demuestre que d̂ es una pseudométrica sobre X y que las uniformidades
inducidas por d y d̂ coinciden.

Concluya de lo anterior que si (X,U) es un espacio uniforme entonces
existe una familiaMU de métricas uniformemente continuas y acotadas
(como función) con la siguiente propiedad:

Para cada V ∈ U existe d ∈MU tal que

d(x, y) < 1→ (x, y) ∈ V.
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EJERCICIO 2.4.7. Sea d una pseudométrica uniformemente continua
y acotada sobre X, y sea A un subconjunto no vaćıo de X. Definamos
dA : (X, d) → R por dA(x) = inf{d(x, y) : y ∈ A}. Demuestre que dA
es acotada y uniformemente continua. Más aún, demuestre que dA es
1-Lipschitz. Es decir,

|dA(x)− dA(y)| ≤ d(x, y).

2.4.4 Completación de un espacio uniforme

Inmersiones uniformes. Dados dos espacios topológicos X y Y , re-
cordemos que una función φ : X → Y es una inmersión (topológica) si
φ es 1-1 y la topológia de X es inducida por φ a partir de la topoloǵıa
de Y , i.e., la topoloǵıa de X es generada por los conjuntos de la forma
φ−1(A), donde A es un subconjunto abierto de Y .

Definición 2.4.4. Dados dos espacios uniformes (X,UX) y (Y,UY ),
decimos que φ : X → Y es una inmersión uniforme si es uniforme-
mente continua y además es una inmersión topológica de (X, τUX ) en
(Y, τUY ).

Ejemplo 2.4.2. Si X es subespacio uniforme de Y entonces la inclusión
i : X → Y es una inmersión uniforme.

Definición 2.4.5. Dado (X,U), una completación uniforme de
(X,U) es un espacio uniforme completo (X̃, Ũ) junto con una inmer-
sión uniforme σ : (X,U) → (X̃, Ũ), tal que la imagen de X por σ es
densa en la topoloǵıa uniforme asociada a Ũ .

A continuación describimos una construcción de una completación uni-
forme.

Dado (X,U), sea X̃ la colección de los filtros de Cauchy sobre X. Va-
mos a dotar a X̃ de una estructura uniforme. Para todo V ∈ Sim(U),
consideremos el siguiente subconjunto de X̃ × X̃:

Ṽ = {(F1,F2) : (∃A ∈ F1 ∩ F2) A es V -pequeño }.

La colección {Ṽ : V ∈ Sim(U)} es base para una uniformidad sobre X̃
que denotaremos por Ũ .
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Sea σ : (X,U)→ (X̃, Ũ) dada por

σ(x) = Fx = {A ⊆ X : x ∈ A}.

Es decir, σ(x) es el filtro principal sobre X determinado por x. Obvia-
mente σ es inyectiva. Nos referiremos a ella como la inclusión canónica
de X en X̃.

Proposición 2.4.2. La inclusión canónica σ es una inmersión unifor-
me. Además, σ(X) es denso en la topoloǵıa uniforme asociada a Ũ .

Demostración. Dejaremos como ejercicio la demostración de que σ es
una inmersión uniforme. Veamos que σ(X) es denso:

Fijemos F ∈ X̃ y V ∈ Sim(U). Tomemos A ∈ F que sea V -pequeño
y x ∈ A cualquiera. Entonces se tiene (σ(x),F) ∈ Ṽ ; es decir, σ(X) ∩
Ṽ [F ] 6= ∅.

EJERCICIO 2.4.8. Demuestre que σ en la Proposición 2.4.2 es una
inmersión uniforme.

Ahora podemos demostrar que (X̃, Ũ) es completo (ver la Proposición
2.3.6).

Proposición 2.4.3. (X̃, Ũ) es completo.

Demostración. Sea G un filtro de Cauchy sobre σ(X), y sea G̃ su exten-
sión a X̃. Para cada A ⊆ X sea σ(A) = {σ(x) : x ∈ A}. La colección

F = {A ⊆ X : σ(A) ∈ G}

es un filtro de Cauchy sobre X. Veamos que G̃ converge a F :

Sea V ∈ Sim(U) y A ∈ F , V -pequeño. Igual que en la proposición
anterior, para cada x ∈ A se tiene (σ(x),F) ∈ Ṽ . Esto implica σ(A) ⊆
Ṽ [F ] y por lo tanto Ṽ [F ] ∈ G ⊆ G̃. Esto es, G̃ es un refinamiento del
filtro de vecindades de F en la topoloǵıa uniforme asociada a Ũ y en
consecuencia G̃ converge a F .

De lo anterior se obtiene que (X̃, Ũ) es completo, en virtud de la Pro-
posición 2.3.6.
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Observación 2.4.4. La Proposición 2.4.2 nos permite además identifi-
car a X con un subespacio denso de X̃. El espacio (X̃, Ũ), junto con la
inclusión canónica σ, es entonces una completación uniforme de (X,U).
Si U es separada entonces Ũ también lo es y en este caso la completación
(X̃, Ũ) es única salvo equivalencia uniforme.

EJERCICIO 2.4.9. Sea (X,U) un espacio uniforme. Demuestre que
si U es separada entonces Ũ también lo es.

EJERCICIO 2.4.10. Sea (X,U) un espacio uniforme. Demuestre que
si (X̃1, Ũ1) y (X̃2, Ũ2) son espacios uniformes completos y separados,
y para cada j ∈ {1, 2} existe una inmersión uniforme σj : (X,U) →
(X̃j , Ũj) de X sobre un subespacio denso de X̃j , entonces (X̃1, Ũ1) y

(X̃2, Ũ2) son uniformemente equivalentes.

2.4.5 Uniformidades precompactas

Definición 2.4.6. Un espacio uniforme (X,U) es totalmente acota-
do si para todo entorno V ∈ U existe F ⊆ X finito tal que V [F ] = X.
En este caso también decimos que U es totalmente acotada. Si además
U es separada, decimos que (X,U) es precompacto (o que U es pre-
compacta).

Es decir, X es totalmente acotado si, dado V ∈ U , X puede ser cubierto
por una cantidad finita de vecindades básicas V [x], con x ∈ X.

EJERCICIO 2.4.11. El nombre precompacto proviene de lo siguiente:
sea (X̂, Û) la completación de un espacio uniforme separado (X,U). En-
tonces (X̂, τÛ ) es compacto si y solo si (X,U) es precompacto. Demuestre
este hecho.

EJERCICIO 2.4.12. Sea (X,U) un espacio uniforme y B una base de
U . Demuestre que las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. U es totalmente acotada.

2. Dado V ∈ U , X puede ser cubierto por una cantidad finita de
conjuntos V -pequeños.

3. Dado V ∈ B, X puede ser cubierto por una cantidad finita de
conjuntos V -pequeños.
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EJERCICIO 2.4.13. Un espacio uniforme X es precompacto si y solo
si todo filtro sobre X admite un refinamiento de Cauchy si y solo si todo
ultrafiltro sobre X es un filtro de Cauchy.

2.4.6 Réplica precompacta

Sea (X,U) un espacio uniforme. Para cada partición finita γ de X y
cada entorno V ∈ U , sea

γ̃V ≡
⋃
A∈γ

V [A]× V [A].

La familia
{γ̃V : γ es partición finita de X ;V ∈ U}

es base de una uniformidad. Denotaremos por C∗U a la uniformidad
generada por esta familia. C∗U es la más fina uniformidad totalmente
acotada contenida en U .

Si suponenemos que U es separada entonces C∗U también lo es. En es-
te caso C∗U es precompacta y nos referiremos a ella como la réplica
precompacta de U .

La compactificación de Samuel, [22] o compactificación uniforme
universal. Cuando U es separada, el espacio uniforme (X, C∗U) tiene una
única completación (salvo equivalencia uniforme) que resulta ser una
compactificación de (X, τU ) conocida como compactificación de Samuel
o compactificación uniforme universal. En lo sucesivo denotaremos por
σX a esta compactificación y por UσX a la única uniformidad compatible
con el espacio compacto σX.

La siguiente conocida proposición, caracteriza a la compactificación de
Samuel:

Proposición 2.4.4. [22] Sea (X,U) un espacio uniforme separado y
sea σ : (X, C∗U)→ (σX,UσX) la inclusión canónica (ver la Proposición
2.4.2). Para todo espacio compacto Y y para toda f : X → Y unifor-
memente continua, existe h : σX → Y uniformemente continua tal que
f = h ◦ σ.
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EJERCICIO 2.4.14. Demuestre los siguiente:

1. La familia de los γ̃V es en efecto una base.

2. C∗U es en efecto totalmente acotada.

3. Si U es separada entonces C∗U también lo es. Esto implica, por la
parte anterior, que si U es separada entonces C∗U es precompacta
y por lo tanto σX es compacto.

EJERCICIO 2.4.15. Sea (X,U) un espacio uniforme separado.

1. Demuestre que si U ′ ⊆ U es una uniformidad precompacta sobre
X entonces U ′ ⊆ C∗U ; es decir, C∗U es la más fina uniformidad
precompacta contenida en U .

2. Demuestre que C∗U es la menor uniformidad U ′ ⊆ U sobre X con la
propiedad siguiente: toda función acotada f : X → R que sea uni-
formemente continua con respecto a U es también uniformemente
continua con respecto a U ′.

3. Demuestre que τU = τC∗U . Deduzca de esto que la función identi-
dad I : (X, τU )→ (X, τC∗U ), I(x) = x, es un homeomorfismo.
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Caṕıtulo 3

Oscilación finitamente
estable

3.1 G-espacios de oscilación finitamente estable

Definición 3.1.1. Sea G un grupo que actúa sobre un conjunto X y sea
(Y,UY ) un espacio uniforme. Una función f : X → Y es de oscilación
finitamente estable si para todo entorno V ∈ UY y todo conjunto finito
F ⊆ X existe g ∈ G tal que (f × f)(gF × gF ) ⊆ V .

Donde (f × f)(gF × gF ) := {(f(x), f(y)) : x, y ∈ gF}.

Nuestro estudio sobre espacios uniformes en el caṕıtulo anterior tiene el
objetivo de dotarnos de un contexto general para estudiar los fenómenos
tipo Ramsey, por medio del concepto de G-espacio uniforme:

Definición 3.1.2. Si (X,U) es un espacio uniforme y G es un grupo
de automorfismos uniformes que actúa sobre X entonces decimos que
el par (G,X) es un G-espacio uniforme, o simplemente que X es
un G-espacio uniforme. En el caso en que G sea un grupo topológico,
pediremos que la acción de G sobre X sea continua.

Definición 3.1.3. Un G-espacio uniforme X es de oscilación fini-
tamente estable si toda f : X → R uniformemente continua y acotada
es de oscilación finitamente estable. Aqúı consideramos a R con la uni-
formidad métrica usual.

41
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Los G-espacios de oscilación finitamente estable pueden ser caracteri-
zados de diversas maneras equivalentes, como nos muestra el siguiente
Teorema.

Teorema 3.1.1. (Pestov [17]) Sea X = (X,U) un G-espacio uniforme.
Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. X es de oscilación finitamente estable.

2. Existe una colección M de pseudométricas uniformemente conti-
nuas y acotadas que genera a U tal que si d ∈ M entonces toda
función 1-Lipschitz acotada f : (X, d)→ R es de oscilación finita-
mente estable.

3. Para toda partición X = A ∪B, todo V ∈ U y todo F ⊆ X finito,
existe g ∈ G tal que gF ⊆ V [A] o gF ⊆ V [B].

4. Dados V ∈ U y F ⊆ X finito, existe K ⊆ X finito tal que para toda
partición K = A ∪ B existe g ∈ G tal que gF ⊆ K y, gF ⊆ V [A]
o gF ⊆ V [B].

5. Dados r ∈ N, V ∈ U y F ⊆ X finito, existe K ⊆ X finito tal que
para toda partición c : K → r existen g ∈ G y j ∈ r tales que
gF ⊆ K y gF ⊆ V [c−1({j})].

6. Para todo cubrimiento finito γ de X, todo V ∈ U y todo F ⊆ X
finito existen g ∈ G y A ∈ γ tales que gF ⊆ V [A].

7. Para todo W ∈ C∗U y todo F ⊆ X finito existe g ∈ G tal que gF
es W -pequeño.

8. La inclusión canónica σ : X → σX es de oscilación finitamente
estable.

9. Si Y es un espacio compacto, entonces toda f : X → Y uniforme-
mente continua es de oscilación finitamente estable.

10. Si f : X → Rn es uniformemente continua y acotada entonces f
es de oscilación finitamente estable.
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Demostración. (1 ⇒ 2): Sigue del Ejercicio 2.4.6 y del hecho siguiente:
dada una pseudométrica d uniformemente continua respecto a U , to-
da función a valores reales 1-Lipschitz sobre (X, d) es uniformemente
continua (respecto a U).

(2 ⇒ 3): Sea d una pseudométrica uniformemente continua y acotada
tal que para x, y ∈ X se tiene d(x, y) < 1⇒ (x, y) ∈ V . Recordemos que
la función dA(x) = inf{d(x, y) : y ∈ A} es 1-Lipschitz y acotada sobre
(X, d) (Ejercicio 2.4.7). Por lo tanto, existe g ∈ G tal que sup{|dA(x)−
dA(z)| : x, z ∈ gF} < 1. Si gF ⊆ B entonces estamos listos. Si no,
tomemos x0 ∈ gF ∩ A. Entonces dA(x0) = 0 y por lo tanto para todo
y ∈ gF se tiene dA(y) = |dA(x0)− dA(y)| ≤ sup{|dA(x)− dA(z)| : x, z ∈
gF} < 1. Luego, por definición de ı́nfimo, tenemos que para todo y ∈ gF
existe x ∈ A tal que d(x, y) < 1; es decir y ∈ V [x]. En otras palabras,
gF ⊆ V [A].

(3⇒ 4): Si X es finito entonces K = X satisface la condición requerida.
Su pongamos que X es infinito y que la afirmación 4 es falsa. Es decir,
existen V ∈ U y F ⊂ X finito tales que para todo K ⊆ X finito existe
una partición {AK , BK} tal que para todo g ∈ G si gF ⊆ K entonces
gF 6⊆ V [AK ] y gF 6⊆ V [BK ].
Sea

X [<∞] := {E ⊂ X : |E| <∞}.
Para cada conjunto E ∈ X [<∞] sea SE = {K ∈ X [<∞] : E ⊆ K}. Es
fácil ver que la familia S = {SE : E ∈ X [<∞]} tiene la propiedad de
intersección finita. Sea H un ultrafiltro sobre X [<∞] tal que S ⊆ H.
Definamos A y B tales que

x ∈ A ⇔ {K ∈ X [<∞] : x ∈ AK} ∈ H,

x ∈ B ⇔ {K ∈ X [<∞] : x ∈ BK} ∈ H.
Por ser H un ultrafiltro, tenemos que X = A∪B. Sea g ∈ G cualquiera.
Para cada K ∈ SgF existen aK , bK ∈ gF tales que para todo x ∈ AK y
todo y ∈ BK se tiene (x, aK) /∈ V y (y, bK) /∈ V . Como SgF ∈ H y gF
es finito, existen a, b ∈ gF tales que

{K ∈ SgF : aK = a, bK = b} ∈ H.

Entonces si x ∈ A y y ∈ B tenemos que

{K ∈ SgF : x ∈ AK , y ∈ BK , aK = a, bK = b} ∈ H.
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Por lo tanto, (x, a) /∈ V y (y, b) /∈ V . Es decir, gF 6⊆ V [A] y gF 6⊆ V [B],
y la afirmación 3 es falsa.

(4⇒ 5): Por inducción en r.

(5 ⇒ 6): Podemos suponer que γ es una partición finita. Aplicamos la
afirmación 5 a V , F y r = |γ|. Luego, fijamos K como en 5 y definimos
c : K → r como la restricción de γ a K. Entonces el resultado sigue de
la elección de K.

(6 ⇒ 7): Por definición de C∗U , existe V ∈ U y una partición γ de X

tales que W = γ̃V . Por la afirmación 6, existe g ∈ G y A ∈ γ tal que
gF ⊆ V [A]. Por lo tanto, gF × gF ⊆W .

(7⇒ 8): Sea W ∈ UσX y F ⊆ X finito. Entonces

W ′ := W ∩ (X ×X) ∈ C∗U

y por la afirmación 7 existe g ∈ G tal que gF es W ′-pequeño y en en
consecuencia también es W -pequeño. Pero σ(gF ) = gF , por lo tanto
(σ × σ)(gF × gF ) ⊆W .

(8⇒ 9): Sea Y compacto, f : X → Y uniformemente continua y F ⊆ X
finito. Por definición de σX existe h : σX → Y uniformemente continua
tal que f = h ◦ σ. Entonces, si UY es la única uniformidad compatible
de Y y W ∈ UY , tenemos que V = (h−1×h−1)(W ) ∈ UσX . Por 8, existe
g ∈ G tal que (σ×σ)(gF ×gF ) ⊆ V . Entonces (h◦σ×h◦σ)(gF ×gF ) ⊆
W .

(9⇒ 10): f(X) es compacto.

(10⇒ 1): Obvio.

3.2 Ejemplos

3.2.1 El grupo simétrico y el espacio de los k-conjuntos
de números naturales

Sea S∞ el grupo simétrico infinito y, dado k ∈ N−{0}, consideremos al
conjunto N[k] de los subconjuntos de N de cardinalidad k. En la Sección
1.3 vimos que S∞ actúa de manera transitiva (y ultratransitiva) sobre
N[k], por medio de la correspondencia:
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(π, F ) 7→ π · F := {π(x) : x ∈ F},

de S∞ × N[k] en N[k]. Si dotamos a N[k] de la uniformidad discreta (ver
ejemplo 2.1.1 o ejercicio 2.4.5), entonces N[k] es un S∞-espacio uniforme.

Teorema 3.2.1. El S∞-espacio N[k] es de oscilación finitamente estable.

Demostración. De hecho, vamos a demostrar que el Teorema 3.2.1 es
equivalente al Teorema de Ramsey finito (Teorema 1.2.2):

Teorema de Ramsey finito ⇒ Teorema 3.2.1:

Vamos a demostrar que la parte 5 del Teorema 3.1.1 vale para (S∞,N[k]),
a partir del Teorema de Ramsey finito. Fijemos un entorno de la diagonal
V , F ⊆ N[k] finito y r ∈ N−{0}. Podemos suponer que V = ∆ sin pérdida
de generalidad, porque estamos considerando a N[k] con la uniformidad
discreta. Sea n = |

⋃
F | = |

⋃
{x : x ∈ F} y fijemos m = m(k, n, r)

como en el Teorema de Ramsey finito aplicado k, n y r. Sea K = m[k].
Entonces, para toda coloración c : K → r existe B ∈ m[n] tal que B[k] es
monocromático para c. Como la acción de S∞ es ultratransitiva, existe
π ∈ S∞ tal que π(

⋃
F ) = B. Entonces, π · F ⊆ B[k] y por lo tanto es

monocromático para c. Es decir, π · F ⊆ ∆[c−1{j}] para algún j < r.

Teorema 3.2.1 ⇒ Teorema de Ramsey finito:

Fijemos k, n y r en N − {0}. Sea C ⊂ N con |C| = n. Por el Teorema
3.2.1, podemos fijar K ⊂ N[k] finito como en la parte 5 del Teorema
3.1.1, aplicado a X = N[k], r, V = ∆ y F = C [k]. Entonces, veamos que

m = m(k, n, r) = |
⋃
K| = |

⋃
{x : x ∈ K}|

satisface la conclusión del Teorema de Ramsey:

Fijemos una coloración finita c : m[k] → r. Por ultratransitividad, existe
π ∈ S∞ tal que π(

⋃
K) = {0, 1, . . . ,m − 1}. Por lo tanto, π · x ∈ m[k],

para todo x ∈ K. Consideremos la coloración, c ◦ π : K → r. Entonces,
por la elección de K, existe ρ ∈ S∞ tal que ρ · C [k] ⊆ K y ρ · C [k] ⊆
∆[(c ◦ π)−1{j}] = (c ◦ π)−1{j}.

Ahora, sea B = (π ◦ ρ)(C). Entonces B ∈ m[n] y B[k] es monocromático
para c.
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Las únicas caracteŕısticas relevantes de la acción de S∞ en la demos-
tración del Teorema 3.2.1 son la transitividad y la ultratransitividad.
Entonces el resultado se puede extender a cualquier subgrupo de G que
actúe de igual manera sobre N[k]. La demostración es análoga.

Es decir,

Teorema 3.2.2. Sea G un subgrupo de S∞ y supongamos que la acción
de G sobre N[k] inducida por la acción de S∞ es ultratransitiva sobre
N. Entonces, para todo natural k > 0 el G-espacio N[k] es de oscilación
finitamente estable.

3.2.2 El grupo de automorfismos de (Q,≤) y el espacio de
los k-conjuntos de números racionales

Denotemos por Aut(Q,≤) al grupo de automorfismos de Q con el orden
usual, es decir, al grupo de las biyecciones de Q en Q que preservan el
orden, con la composición de funciones como operación de grupo. Para
cada k > 0, podemos definir una acción de Aut(Q,≤) sobreQ[k] , análoga
a la acción de S∞ sobre N[k]. Esta acción es obviamente ultratransitiva.
Fijando una enumeración de Q podemos ordenar a N con el tipo de
orden de los racionales, es decir, podemos inducir sobre N un orden
lineal denso, sin extremos, isomorfo a (Q,≤). Bajo este isomorfismo,
podemos identificar a Aut(Q,≤) con un subgrupo de S∞ cuya acción es
ultratransitiva. Por los tanto, del Teorema 3.2.2 y la presente observación
obtenemos el siguiente importante ejemplo, debido a Pestov (ver [17],
[18]):

Corolario 3.2.1. Para todo natural k > 0, el Aut(Q,≤)-espacio Q[k] es
de oscilación finitamente estable.

3.2.3 Una familia de ejemplos

En esta sección presentaremos, en el Teorema 3.2.6 más adelante, un
criterio que establece una condición suficiente para que un G-espacio sea
de oscilación finitamente estable. En realidad, su demostración es una
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generalización de la que Milman dió de que la esfera unitaria de l2 vista
como U(l2)-espacio es de oscilación finitamente estable. El Teorema 3.2.6
nos permitirá obtener el resultado de Milman como un caso particular
y presentar otros ejemplos que serán de utilidad más adelante.

Antes necesitaremos algunos resultados y definiciones.

La medida de Haar. Recordemos que un grupo topológico es un
grupo dotado de una topoloǵıa Hausdorff tal que las operaciones

G×G→ G

(g, h) 7−→ gh

y
G→ G

g 7−→ g−1

son continuas. Si G es además un espacio compacto con la topoloǵıa
Hausdorff asociada, diremos entonces que G es un grupo compacto.

Definición 3.2.1. Sea G un grupo topológico y sea B(G) la σ-álgebra
de los subconjuntos Borelianos de G. Una medida de Haar sobre G
es una medida µ : B(G) → R+ que es invariante a la izquierda (por
traslaciones), es decir:

Para todo g ∈ G y todo A ∈ B(G) se tiene

µ(g ·A) = µ(A),

donde g ·A = {g · x : x ∈ A}.

Teorema 3.2.3. (Existencia de la medida de Haar; [26]) Todo grupo
topológico G admite una medida de Haar µ, única salvo multiplicación
por un escalar positivo, tal que para cada K ⊆ G compacto se tiene que
µ(K) <∞.

Corolario 3.2.2. Todo grupo compacto admite una única medida de
probabilidad invariante a la izquierda.
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Demostración. SeaG un grupo compacto. Por el Teorema 3.2.3 podemos
fijar una medida de Haar µ sobre G, única salvo multiplicación por un
escalar positivo. Como G es compacto entonces 0 < µ(G) <∞.

“Normalizando ” la medida µ, definamos λ : B(G)→ [0, 1] aśı:

λ(A) = µ(A)/µ(G).

Entonces λ es una medida de probabildad sobre G invariante a la izquier-
da. La unicidad de λ se obtiene de que µ es única salvo multiplicación
por un escalar positivo y λ(G) = 1.

El grupo unitario U(l2), sobre el espacio de Hilbert (real) l2, es un grupo
topológico con la topoloǵıa de convergencia fuerte cuyos abiertos básicos
son de la forma:

V (x1, . . . , xk) = {u ∈ U(l2) : ‖u(xi)− xi‖ < ε, i = 1, . . . , k},

para k ∈ N, x1, . . . , xk ∈ l2 y ε > 0.

Para cada n ∈ N, sea U(n) el grupo de las matrices reales unitarias de
orden n (equivalentemente, U(n) es el grupo de los operadores unitarios
de Rn en Rn). Es decir, A ∈ U(n) si y solo si A ·At = At ·A = In, donde
In es matriz identidad de orden n y At es la traspuesta de A.

De igual manera, U(n) es un grupo topológico con la topoloǵıa de con-
vergencia fuerte cuyos abiertos básicos son de la forma obvia:

V (x1, . . . , xk) = {u ∈ U(n) : dn(u(xi), xi) < ε, i = 1, . . . , k},

para k ∈ N, x1, . . . , xk ∈ Rn, dn es la métrica eucĺıdea sobre Rn y ε > 0.

EJERCICIO 3.2.1. (U(n) es un subgrupo compacto de U(l2)) De-
muestre que U(n) es isomorfo a un subgrupo compacto de U(l2), con la
topoloǵıa de convergencia fuerte.

Por el Ejercicio 3.2.1 y en virtud del Teorema 3.2.2, para cada n pode-
mos fijar µn, la única medida de probabilidad invariante a la izquierda
definida sobre U(n). El grupo de isometŕıas de Sn es isomorfo a U(n), y
U(n) actúa de manera transitiva y continua sobre Sn, de manera análoga
a la acción de U(l2) sobre S∞. Sea B(Sn) la σ-álgebra de los Borelianos
de Sn. Fijemos un x0 ∈ Sn cualquiera y definamos νn : B(Sn)→ R+, aśı:
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νn(A) = µn({g ∈ U(n) : g(x0) ∈ A}).

Entonces µn es una medida Boreliana de probabilidad sobre Sn y de la
unicidad de νn obtenemos lo siguiente:

Corolario 3.2.3. La esfera unitaria Sn de Rn admite una única medida
de probabilidad invariante a la izquierda.

Familias de Lévy.

Definición 3.2.2. Un mm-espacio o espacio con métrica y medi-
da es una estructura (X, d, µ) donde X es un conjunto no vaćıo, d es
una métrica sobre X y µ es una medida de probabilidad definida sobre
los Borelianos del espacio métrico (X, d).

Si (X, d) es un espacio métrico y A ⊆ X, para todo ε > 0 usaremos la
siguiente notación para el ε-entorno de A:

Aε := {y ∈ X : (∃x ∈ A) d(x, y) < ε} =
⋃
x∈A

V d
ε [x].

Definición 3.2.3. Una sucesión (Xn, dn, µn)n∈N de mm-espacios es una
familia de Lévy si dados Borelianos An ⊆ Xn tales que

ĺım inf
n→∞

µn(An) > 0,

se tiene que para todo ε > 0

ĺım
n→∞

µn((An)ε) = 1.

EJERCICIO 3.2.2. Demuestre que si (Xn, dn, µn)n∈N es una familia
de Lévy entonces, dados Borelianos An ⊆ Xn y dados δ1, δ2 > 0, existe
un natural N0 tal que para todo N ≥ N0 se cumple que si

µN (AN ) ≥ δ1

entonces para todo ε > 0

µN ((AN )ε) > 1− δ2.
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El siguiente teorema, cuya demostración omitiremos, nos presenta un
ejemplo muy importante de familia de Lévy que será de utilidad en lo
sucesivo. Recomendamos leer su demostración en [17], Teorema 1.3.15.

Teorema 3.2.4 ([11]). Para todo natural n > 0, sea νn la única medida
boreliana de probabilidad invariante a la izquierda sobre la esfera unitaria
Sn (i.e., la medida de Haar normalizada) y sea dn la métrica eucĺıdea
sobre Sn. Entonces, la sucesión (Sn, dn, νn)n>0 es una familia de Lévy.

Miremos otro ejemplo importante. Dado un espacio de Hilbert H y m ∈
N, denotaremos por Stm(H) al conjunto de las m-tuplas de vectores
ortonormales de H. Dotemos a Stm(H) de la métrica uniforme:

d(x, y) = max{‖xi − yi‖ : 1 ≤ i ≤ m},

donde ‖ · ‖ es la norma en H. El espacio Stm(H) es conocido como la
variedad de Stiefel de m-tuplas ortonormales en H, o simplemente,
m-variedad de Stiefel en H. El espacio Stm(H) es una subvariedad
suave del espacio de Banach Hm.

EJERCICIO 3.2.3. Demuestre que Stm(H) es homeomorfa al espacio
de inmersiones lineales isométricas de Rm en H. Es decir, al espacio

{f ∈ L(Rm,H) : f> ◦ f = IRm}.

Aqúı, f> es la traspuesta de f respecto a las métricas de H y Rm, i.e.,

〈f>(v), r〉 = 〈v, f(r)〉 ∀v ∈ H,∀r ∈ Rm.

La métrica sobre Stm(H) es inducida por el producto 〈f, g〉 = tr(f>◦g).
Aśı, Stm(H) es una subvariedad Riemanniana de Hm.

Se suele denotar por Stm(n) a Stm(Rn) y por Stm(∞) a Stm(l2) . Para
cada n la variedad Stm(n) es compacta. Procediendo de manera similar
al caso de la esfera Sn (Corolario 3.2.3) obtenemos el siguiente resultado:

Corolario 3.2.4. La variedad de Stiefel Stm(n) admite una única me-
dida de probabilidad Boreliana, invariante por rotaciones.
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El siguiente resultado es una generalización del Teorema 1.3.15 de [17].
Omitiremos su demostración.

Teorema 3.2.5 ([11]). Fijemos un natural m. Para cada n ∈ N, sea
νn la única medida boreliana de probabilidad invariante por rotaciones
sobre Stm(n) y sea dn la métrica eucĺıdea sobre Stm(n). Entonces, la
sucesión (Stm(n), dn, νn)n>0 es una familia de Lévy.

Una familia de ejemplos.

Teorema 3.2.6. Sea G un grupo topológico que actúa continuamente,
por isometŕıas, sobre un espacio métrico (X, d) . Supongamos que existe
una familia de subgrupos compactos (Gn)n, dirigida por inclusión y tal
que existe x ∈ X con la siguiente propiedad:

• Las órbitas Gn · x forman una familia de Lévy respecto a la res-
tricción de la métrica d y las medidas de probabilidad µn ·x, donde
µn es la medida de Haar normalizada sobre Gn.

• La unión de las órbitas,
⋃
nGn · x, es densa en X.

Entonces el G-espacio X es de oscilación finitamente estable.

Demostración. Sea F ⊂ X finito (no-vaćıo), ε > 0 y γ un cubrimiento
finito de X. Sea también k = |F | y m = |γ|. Podemos elegir N0 sufi-
cientemente grande como para que F ⊂ GN0 · x. Como µN0(GN0) = 1 y
m = |γ| entonces existe A ∈ γ tal que µN0 · x(A ∩GN0 · x) ≥ 1/m.

Para cada n > 0 definamos An = A ∩ Gn. Por el Ejercicio 3.2.2, existe
N1 tal que tal que para todo n ≥ N1 se cumple que si

µn · x(An) ≥ 1/m

entonces
µn · x((An)ε) > 1− 1/k.

Entonces si tomamos M = max{N0, N1} tenemos que:

• F ⊂ GM · x.
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• µM · x(AM ) ≥ 1/m, y por lo tanto µM · x((AM )ε) > 1− 1/k.

Entonces, para todo ξ ∈ F se tiene lo siguiente:

µM ({g ∈ GM : g · ξ ∈ (AM )ε}) = µM · x((AM )ε) > 1− 1/k.

En consecuencia, como µM (GM ) = 1 se tiene⋂
ξ∈F
{g ∈ GM : g · ξ ∈ (AM )ε} 6= ∅.

Sea g ∈
⋂
ξ∈F {g ∈ GM : g · ξ ∈ (AM )ε}. Entonces g · F ⊂ (AM )ε ⊆ Aε.

Como GM ⊂ G, esto completa la demostración, en virtud de la parte 6
del Teorema 3.1.1.

3.2.4 El grupo unitario y la esfera unitaria de l2

Consideremos nuevamente a U(l2) con la topoloǵıa de convergencia fuer-
te. Con la acción descrita en el Ejemplo 1.3.2, la esfera unitaria S∞ de
l2 es un U(l2)-espacio, con la uniformidad métrica inducida. En esta
sección presentaremos una demostración de que este U(l2)-espacio es de
oscilación finitamente estable. Este resultado se debe a V. Milman, quien
dio una demostración directa de este hecho en [12]. Presentaremos una
demostración que se basa en el Teorema 3.2.6.

Recordemos que el grupo de isometŕıas de Sn es isomorfo al grupo U(n)
de las matrices reales unitarias de orden n, y que U(n) actúa de manera
transitiva y continua sobre Sn. Además, por el Ejercicio 3.2.1 podemos
considerar a U(n) como subgrupo compacto de U(l2).

Ahora podemos enunciar y demostrar el resultado principal de esta sec-
ción:

Teorema 3.2.7. (Milman [12]) El U(l2)-espacio S∞ es de oscilación
finitamente estable.

Demostración. Fijemos x ∈ S∞ cualquiera. Usando la transitividad de
la acción de U(l2) sobre S∞, es fácil demostrar lo siguiente:

• Para todo n, U(n) · x = Sn.

•
⋃
n Sn = S∞.
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Entonces, por el Teorema 3.2.4 y el Teorema 3.2.6, obtenemos el resulta-
do requerido al notar que si µn es la única medida de Haar sobre U(n) y
νn es la única medida Boreliana de probalidad invariante a la izquierda
sobre Sn entonces νn = µn · x (por unicidad de estas medidas).

3.2.5 El grupo unitario y la variedad de Stiefel Stm(∞)

Teorema 3.2.8. Para cada m ∈ N, el U(l2)-espacio Stm(∞) es de
oscilación finitamente estable.

Demostración. Fijemos m y x ∈ Stm(∞). De manera análoga a la de-
mostración del Teorema 3.2.7, se puede comprobar lo siguiente:

• Para todo n, U(n) · x = Stm(n).

•
⋃
n Stm(n) = Stm(∞).

El resultado requerido es entonces consecuencia de los Teoremas 3.2.5 y
3.2.6.

3.3 Un contraejemplo

Dotemos al conjunto X = {(m,n) ∈ N × N : m 6= n} con la métrica
discreta, y definamos la acción del grupo simétrico S∞ sobre X aśı:

(π, (m,n)) 7−→ (π(m), π(n)).

Con esta acción el espacio métrico X es un S∞-espacio, pero veremos
que no es de oscilación finitamente estable.

Consideremos la función f : X → R dada por f(m,n) = 1 si m < n
y f(m,n) = 0 en caso contrario. Obviamente f es acotada, pero si
F = {(0, 1), (1, 0)} entonces para todo π ∈ S∞ tenemos que π · F es de
la forma

{(x, y), (y, x)} con x 6= y.

Por lo tanto,
osc(f � F ) = 1,

y en consecuencia f no es de oscilación finitamente estable.
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Caṕıtulo 4

Punto fijo sobre compactos

Dado un grupo topológico G, la idea en esta parte del curso es estudiar
a G como G-espacio, y caracterizar cuando es de oscilación finitamen-
te estable. Esta caracterización, determinada por la propiedad de punto
fijo sobre compactos, será presentada en la Sección 5.3. Antes revisare-
mos algunos hechos sobre acciones continuas sobre compactos y sobre la
estructura uniforme de un grupo topológico.

Recordemos que la estructura uniforme izquierda UL(G), sobre un
grupo topológico G, tiene como entornos básicos de la diagonal a los
conjuntos de la forma:

UL = {(g, h) ∈ G×G : g−1h ∈ U},

donde U es una vecindad de la identidad en la topoloǵıa de G. También
conviene recordad la estructura uniforme derecha UR(G), generada
por los conjuntos:

UR = {(g, h) ∈ G×G : gh−1 ∈ U},

donde U es de nuevo una vecindad de la identidad en la topoloǵıa de G.

Entonces, dado un espacio uniforme (Y,UY ), una función f : G→ Y es
uniformemente continua respecto a UL(G) si para todo V ∈ UY existe
una vecidad U de la indentidad de G tal que

(∀g, h ∈ G) gh−1 ∈ U ⇒ (f(g), f(h)) ∈ V.

55
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Análogamente se puede precisar cuando f es uniformemente continua
respecto a UR(G). 1

4.1 Acciones continuas sobre compactos

En la Proposición 4.1.1 más abajo, se caracteriza las acciones continuas
de un grupo topológico G sobre un espacio compacto X en térmicos del
homomorfismo estandar entre G y Homeo(X), el grupo de homeomor-
fismos de X sobre śı mismo.

Dado un espacio compacto X, sea UX la única uniformidad compatible
con la topoloǵıa de X. Para todo V ∈ UX definamos:

Ṽ = {f ∈ Homeo(X) : (∀x ∈ X) f(x) ∈ V [x]}.

La colección {Ṽ : V ∈ UX} es base de entornos de la identidad en una
topoloǵıa sobre Homeo(X) conocida como topoloǵıa de convergencia
uniforme o compacto-abierta.

EJERCICIO 4.1.1. Demuestre que con la topolǵıa de convergencia
uniforme Homeo(X) es un grupo topológico y que la acción estandar de
Homeo(X) sobre X dada por

(f, x) 7−→ f(x)

es continua respecto a esta topoloǵıa.

EJERCICIO 4.1.2. Si G es un grupo topológico que actúa sobre un
compacto X, entonces para cada g ∈ G la aplicación dada por

X −→ X

x 7−→ g · x

es un homeomorfismo.

Lema 4.1.1. Sea G un grupotopológico que actúa de manera continua
sobre un compacto X. Entonces para cada x ∈ X, la función:

1En algunos textos, por ejemplo [17], cuando f es uniformemente continua respecto
a UL(G) (resp. UL(G)) se dice que f es uniformemente continua a la izquierda (resp.
derecha). Esos términos nos parecen ambigüos aśı que evitaremos emplearlos.
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(i)
G→ X

g 7→ g · x
es uniformemente continua respecto a la uniformidad derecha UR(G).

(ii)
G→ X

g 7→ g−1 · x
es uniformemente continua respecto a la uniformidad izquierda
UL(G).

Demostración. Demostremos (i). Fijemos x ∈ X y sea UX la única uni-
formidad compatible con X. Tomemos V ∈ UX . Por la proposición an-
terior, existe U , vecindad de la identidad de e ∈ G, tal que γ(U) ⊆ Ṽ .
En particular, para todo g ∈ U , se tiene que γg(y) ∈ V [y], ∀ y ∈ X.

Se quiere demostrar que ∀ g, h ∈ G (g · h−1 ∈ U → (g · x, h · x) ∈ V ).

Sean g, h ∈ G, tales que g · h−1 ∈ U . Por la elección de U , se tiene que
γg·h−1(h · x) ∈ V [h · x]. Es decir, (g · x, h · x) ∈ V .

La parte (ii) se obtiene de que

η : (G,UL(G))→ (G,UR(G))

η(g) = g−1

es un isomorfismo uniforme.

Para cada g ∈ G denotemos por γg a la aplicación definida en el Ejercicio
4.1.2. Consideremos ahora la siguiente aplicación de G en Homeo(X):

G −→ Homeo(X)

g 7−→ γg.

Denotemos por γ a esta aplicación. Entonces,

γ(gh) = γgh = γg ◦ γh = γ(g) ◦ γ(h).

Es decir, γ es un homomorfismo de grupos entre G y Homeo(X). Lo
llamaremos homomorfismo asociado de G en Homeo(X). Si e es la iden-
tidad de G entonces γ(e) es la identidad de Homeo(X).
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Proposición 4.1.1. Sea X un espacio compacto y sea G un grupo to-
pológico actuando sobre X. Entonces, la acción de G sobre X es continua
si y solo si el homomorfismo asociado de G en Homeo(X), dotado de
la topolǵıa de convergencia uniforme, es continuo.

Demostración. Supongamos que la acción

G×X → X

(g, x) 7−→ g · x

es continua y sea γ el homomorfismo asociado de G en Homeo(X). Para
demostrar la continuidad de γ basta ver que para todo entorno Ṽ de
γ(e) existe un entorno U de e tal que γ(U) ⊆ Ṽ .

Sea UX la única uniformidad asociada a X y fijemos V ∈ UX . Fijemos
también V ′ ∈ UX simétrico tal que V ′ ◦V ′ ⊆ V . Entonces, por continui-
dad de la acción, para cada x ∈ X existe un entorno Ux de e y existe
una vecidad Wx de x en la topoloǵıa de X tales que

Ux ·Wx := {g · y : g ∈ Ux, y ∈Wx} ⊆ V ′[x].

Notemos que {Wx : x ∈ X} es un cubrimiento abierto de X y por lo
tanto existen x1, . . . , xn ∈ X tales que X =

⋃n
i=1Wxi .

Sea U =
⋂n
i=1 Uxi y consideremos g ∈ U arbitrario. Dado x ∈ X, existe

i tal que x ∈ Wxi , y por lo tanto γg(x) = g · x ∈ U ·Wxi ⊆ V ′[xi]. Es
decir, (xi, γg(x)) ∈ V ′. Por otro lado, x = e · x ∈ U ·Wxi ⊆ V ′[xi] y por
lo tanto también tenemos (xi, x) ∈ V ′. Entonces por ser V ′ simétrico
se tenemos (x, γg(x)) ∈ V ′ ◦ V ′ ⊆ V . Esto demuestra que γ(U) ⊆ Ṽ y
concluye la demostración de la implicación directa.

La rećıproca es consecuencia del Ejercicio 4.1.1.

4.2 El ámbito más grande

En esta sección presentaremos un importante G-espacio que será de
utilidad en lo sucesivo.

Dado un grupo topológico G, denotemos por S(G) a la compactificación
de Samuel del espacio uniformne (G,UR(G)).
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Consideremos la acción de G sobre (G,UR(G)) dada por

G×G→ G

(g, h) 7−→ g · h.

(aqúı g · h es la multiplicación en G).

Para cada g ∈ G, la traslación

G→ G

h 7−→ g · h

es una equivalencia uniforme. Por lo tanto, puede ser extendendida a un
auto-homeomorfismo de S(G) en S(G) y en consecuencia la acción de G
sobre (G,UR(G)) se puede extender a una acción continua de G sobre
(S(G),US(G)), donde US(G) es la única uniformidad compatible con el
compacto S(G). Es decir, S(G) es un G-espacio compacto. Además, si
e es el elemento neutro de G entonces la orbita G · e = G es densa en
S(G) por ser S(G) la compactificación de Samuel de G. De hecho S(G)
es el G-espacio compacto “más grande” con una órbita densa.

Definición 4.2.1. Sea G un grupo topológico. Un G-ámbito es un par
(X,x0), donde X es un G-espacio compacto y x0 ∈ X es tal que su
órbita G · x0 es densa.

Por lo visto más arriba, si e es su elemento neutro entonces el par
(S(G), e) es un G-ámbito. De hecho, S(G) satisface la siguiente pro-
piedad universal:

Teorema 4.2.1. Para todo G-ámbito (X,x0), existe un único morfismo
de G-espacios φ : S(G)→ X tal que φ(e) = x0 .

Observación 4.2.1. Nótese que una φ como en el Teorema 4.2.1 es
necesariamente sobreyectiva, porque la imagen de S(G) por φ es un ce-
rrado y la órbita de φ(e) = x0 es densa en X. Por lo tanto, el Teorema
4.2.1 implica que la cardinalidad de S(G) es mayor o igual a la de cual-
quier otro G-ámbito. Por esta razón S(G) es conocido como el ámbito
más grande de G.
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4.3 Grupos extremadamente dóciles

Definición 4.3.1. Sea G un grupo topológico. Decimos que G es ex-
tremadamente dócil o que tiene la propiedad de punto fijo sobre
compactos si toda acción continua de G sobre un espacio compacto X
tiene un punto fijo, es decir: existe x ∈ X tal que para todo g ∈ G se
tiene g · x = x.

En esta sección vamos a caracterizar a los grupos extremadamente dóci-
les en términos de la propiedad de oscilación finitamente estable. Vere-
mos que esto es también una caracterización de los grupos topológicos
G, que son de oscilación finitamente estable como G-espacios.

El siguiente lema se deduce de la discusión en la sección anterior.

Lema 4.3.1. Toda función definida sobre G que sea acotada y unifor-
mente continua respecto a UR(G) puede ser extendida a una función
continua definida sobre el ámbito más grande S(G).

Intruduciremos ahora notación que será de utilidad. Sea G un grupo
topológico y sea d : G×G→ R+ una pseudométrica acotada, invariante
por la izquierda sobre G. Es decir,

∀ f, g, h ∈ G d(g · h, g · f) = d(h, f).

Sea Hd = {g ∈ G : d(g, e) = 0}, donde e ∈ G es el elemento neutro del
grupo. Dados g, h ∈ Hd, se tiene

d(g−1 · h, e) = d(h, g) ≤ d(h, e) + d(g, e) = 0.

Por lo tanto, Hd es subgrupo de G.

Sea G/d = G/Hd , el cociente de G por la relación

g ∼ h⇔ g−1 · h ∈ Hd ⇔ d(g, h) = 0.

Para cada g ∈ G, denotemos por g·Hd a la clase de g bajo esta relación, es
decir, al conjunto {g′ ∈ G : g′ ∼ g}; y definamos d̂ : G/d×G/d → [0,∞)
aśı:

d̂(g · Hd, h · Hd) = d(g, h).
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Es fácil ver que d̂ es una métrica sobre G/d̂.

Presentaremos ahora la caracterización de la propiedad de punto fijo
sobre compactos en términos de la propiedad de oscilación finitamente
estable:

Teorema 4.3.1 (Pestov [17]). Sea G un grupo topológico. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

1. G es extremadamente dócil.

2. El G-espacio (G,UL(G)) con la acción de G sobre G por “trasla-
ciones a la izquierda” es de oscilación finitamente estable.

3. Si G actúa de manera transitiva y continua por isometŕıas sobre
un espacio métrico X entonces, el G-espacio X es de oscilación
finitamente estable.

4. Existe una colección dirigidaM de pseudométricas continuas, aco-
tadas e invariantes a la izquierda, que genera la topoloǵıa de G y
tal que para cada d ∈M el G-espacio G/d es de oscilación finita-
mente estable.

Demostración. (1 ⇒ 2) Como S(G) es compacto, podemos elegir un
punto fijo x0 ∈ S(G) para la acción de G sobre S(G). Sean f : G → R
una función acotada y uniformemente continua respecto a UL(G), F ⊆ G
finito y ε > 0. Sea también F̂ = F ∪{x−1 : x ∈ F}. La función f̂ : G→ R
dada por f̂(x) = f(x−1) es acotada y uniformemente continua respecto
a UR(G)), y por lo tanto puede ser extendida a una función continua y
acotada (que denotaremos igualmente f̂) de S(G) en R, en virtud del
Lema 4.3.1.

Sea (gα)α ⊆ G una red que converge a x0. Entonces, para cada h ∈ F̂
la red (h · gα)α converge también a x0 = h · x0, porque la acción de G
sobre S(G) es continua y, restringida a G, coincide con la acción de G
sobre G. Por lo tanto, existe α tal que ∀h ∈ F̂ se tiene que:

|f̂(x0)− f̂(h · gα)| < ε

2
.

En consecuencia, si h, h′ ∈ F̂ , se sigue que:

|f̂(h · gα)− f̂(h′ · gα)| < ε.
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Luego, osc(f �g−1
α F̂ ) < ε, lo que implica que osc(f �g−1

α F ) < ε.

(2⇒ 3) Sea f : X → R una función uniformemente continua y acotada.
Fijemos x0 ∈ X y sea f̂ : G→ R dada por

f̂(g) = f(g−1 · x0).

Como la aplicación g 7→ g−1 ·x0 es uniformemente continua entonces f̂ es
uniformemente continua y acotada. Luego, f̂ es de oscilación finitamente
estable.

Sea F ⊆ X finito y ε > 0. Queremos hallar g ∈ G tal que

(∀x, y ∈ F ) |f(g · x)− f(g · y)| < ε.

Como la acción es transitiva, para todo x ∈ F existe gx ∈ G, tal que
g−1
x · x0 = x. Sea E = {gx : x ∈ F}.

Por otro lado, como f̂ es de oscilación finitamente estable, existe g ∈ G
tal que para todo x, y ∈ F , se tiene que |f̂(g−1 · gx) − f̂(g−1 · gy)| < ε.
Por lo tanto

|f(g · (g−1
x · x0))− f(g · (g−1

y · x0))| < ε,

es decir,
|f(g · x)− f(g · y)| < ε.

(3⇒ 4) Trivial.

(4 ⇒ 2) Fijemos d ∈ M y sea π : G → G/d el epimorfismo canónico.
Sea f : (G, d) → R una función 1-Lipschitz y acotada. Observemos que
si h ∈ π(g) entonces

|f(h)− f(g)| ≤ d(h, g) = 0.

Es decir, para todo h ∈ π(g) se tiene f(h) = f(g). Esto muestra que la
función f̂ : G/d → R dada por

f̂(π(g)) = f(g)

está bien definida. Además, f̂ es uniformemente continua y acotada, y
por lo tanto es de oscilación finitamente estable. Es fácil ver que es-
to implica que f también es de oscilación finitamente estable. Hemos
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demostrado que vale la parte (2) de Teorema 3.1.1 apliacada a M y
(G,UL(G)).

El resultado sigue entonces de la equivalencia entre (1) y (2) del Teorema
3.1.1.

(2⇒ 1) Sea X compacto tal que G actúa continuamente sobre X. Fije-
mos x0 ∈ X. ∀ g ∈ G la aplicación

G→ X

g 7→ g−1 · x0

es uniformemente continua respecto a UL(G).

Por la parte (9) del Teorema 3.1.1, esta función es de oscilación finita-
mente estable, es decir, ∀F ⊆ G finito, ∀V ∈ UX , la única uniformidad
compatible con X, existe gF,V ∈ G tal que

(g−1 · g−1
F,V · x0, h

−1 · g−1
F,V · x0) ∈ V, ∀ g, h ∈ F.

Es decir, si F−1 = {x−1 : x ∈ F}, entonces

(F−1 · g−1
F,V · x0)× (F−1 · g−1

F,V · x0) ⊆ V.

Observe que la red {g−1
F,V · x0 : F ⊆ G finito y V ∈ UX} en el compacto

X tiene un punto de acumulación z ∈ X, que satisface ∀ g ∈ G, g ·z = z.

4.4 Ejemplos

4.4.1 El grupo de automofismos de los racionales y otros
grupos asociados.

Recordemos que Aut(Q,≤) es el grupo de automorfismos de Q con el
orden usual, es decir, de biyecciones de Q en Q que preservan el orden.
Aut(Q,≤) es homeomorfo a un subconjunto cerrado del espacio QQ, con
la topoloǵıa producto que resulta de dotar a Q con la topoloǵıa discreta.
De esta forma Aut(Q,≤) resulta ser un grupo polaco,2

2Un espacio topológico es polaco si es separable y completamente metrizable. Un
grupo es polaco si es un grupo topológico que como espacio topológico es polaco.
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Dado F ⊂ Q finito, definamos la función dF : Aut(Q,≤)→ {0, 1}, aśı:

dF (σ, τ) = 0 si y solo si σ(F ) = τ(F ).

EJERCICIO 4.4.1. Demuestre que para cada F ⊂ Q vale lo siguiente:

1. La función dF es una pseudométrica acotada, invariante a la iz-
quierda y continua. Además, la familia {dF : F ⊂ Q, F finito}
genera la topoloǵıa de Aut(Q,≤).

2. ElAut(Q,≤)-espacioAut(Q,≤)/dF es isomorfo alAut(Q,≤)-espacio
Q[|F |] = {E ⊂ Q : |E| = |F |}, equipado con la métrica discreta.

Teorema 4.4.1. El grupo polaco Aut(Q,≤) es extremadamente dócil.

Demostración. Por el Corolario 3.2.1 y la parte 2 del Ejercicio 4.4.1,
tenemos que el Aut(Q,≤)-espacio Aut(Q,≤)/dF es de oscilación fini-
tamente estable. Además, por la parte 1 del Ejercicio 4.4.1 la familia
{dF : F ⊂ Q, F finito} genera la topoloǵıa de Aut(Q,≤). Por lo tanto,
aplicando la parte 4 del Teorema 4.3.1 obtenemos el resultado requeri-
do.

Observación 4.4.1. El resultado anterior y su demostración muestran
que la docilidad extrema de Aut(Q,≤) (i.e., el que Aut(Q,≤) satisfaga
la propiedad de punto fijo sobre compactos) es equivalente al Teorema
de Ramsey finito (Teorema 1.2.2).

Veremos a continuación que la docilidad extrema de Aut(Q,≤) se trans-
fiere a otros grupos importantes, usando el siguiente criterio:

EJERCICIO 4.4.2. Sea φ : G → H un homomorfismo continuo en-
tre grupos topológicos tal que la imagen de G por φ es densa en H.
Demuestre que si G es extremadamente dócil entonces H también lo es.

Sea X ⊆ R un subespacio de R con la topoloǵıa usual. Denotemos por
Homeo+X al grupo de los homeomorfismos de X en X que preservan
el orden, equipado de la topoloǵıa compacto abierta. En particular, los
grupos Homeo+R, Homeo+(0, 1) y Homeo+[0, 1] son grupos topológicos
polacos.

Tenemos lo siguiente:
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Corolario 4.4.1. Homeo+R, Homeo+(0, 1) y Homeo+[0, 1] son extre-
madamente dóciles.

Demostración. Como R es la completación de Dedekind de Q entonces
todo elemento σ ∈ Aut(Q,≤) puede ser extendido de manera única a un
elemento σ̂ ∈ Homeo+R. Es fácil ver que si φ : Aut(Q,≤)→ Homeo+R
está dada por:

φ(σ) = σ̂,

entonces φ es un homomorfismo continuo y la imagen de Aut(Q,≤) por
φ es densa en Homeo+R. Entonces, por el Ejercicio 4.4.2 tenemos que
Homeo+R es extremadamente dócil. La demostración concluye al notar
que los grupos Homeo+R, Homeo+(0, 1) y Homeo+[0, 1] son isomorfos
como grupos topológicos.

4.4.2 El grupo unitario

Nuestro próximo ejemplo es U(l2). Gromov y Milman [3] demostraron
que este grupo, con la topoloǵıa de operador fuerte, es extremadamente
dócil. Los abiertos básicos de esta topoloǵıa son de forma siguiente:

V [a1, a2, . . . , an; ε] = {u ∈ U(l2) : ‖u(ai)− ai‖ < ε ; 1 ≤ i ≤ n},

donde {ai : i ∈ N} ⊆ l2 es númerable y genera un subespacio denso de
l2. Basta tomar ai = ei, la base estandar de l2.

Para cada m ∈ N, definamos ρm : U(l2)× U(l2)→ R aśı:

ρm(u, v) = max{‖u(ei)− v(ei)‖ : 1 ≤ i ≤ m}.

EJERCICIO 4.4.3. Para cada m ∈ N, demuestre que ρm es una pseu-
dométrica invariante a la izquierda y continua. Además, demuestre que
la familia {ρm : m ∈ N} es dirigida y genera la topoloǵıa de operador
fuerte de U(l2).

Es muy fácil demostrar lo siguiente a partir de las definiciones:

Lema 4.4.1. Para cada m ∈ N sea Hm = {u ∈ U(l2) : ρm(u, e) = 0},
donde e ∈ U(l2) es el operador identidad. Entonces U(l2)/Hm, con la
métrica cociente, es isomorfo como U(l2)-espacio métrico a Stm(∞).
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EJERCICIO 4.4.4. Demuestre el lema 4.4.1.

Teorema 4.4.2. U(l2) es extremadamente dócil.

Demostración. El resultado se obtiene del Lema 4.4.1, el Ejercicio 4.4.3,
el Teorema 3.2.8 y la parte 4 del Teorema 4.3.1 aplicado a G = U(l2) y
la familia de pseudométricas {ρm : m ∈ N}.

4.4.3 Contraejemplo: el grupo simétrico infinito

A continuación veremos que es fácil demostrar que el grupo simétrico
infinito S∞ no es extremadamente dócil. Este hecho fue establecido por
Pestov en [18] como respuesta a la pregunta de Furstenberg sobre si S∞
era extremadamente dócil.

Definamos d : S∞ × S∞ → [0,∞) aśı:

d(π, τ) =
∑

π(n)6=τ(n)

1

2n
.

EJERCICIO 4.4.5. Demuestre que d es una métrica invariante a la
izquierda que genera la topoloǵıa usual de S∞.

Lema 4.4.2. Existe un espacio métrico sobre el cual S∞ actúa de ma-
nera continua y transitiva por isometŕıas que no es de oscilación finita-
mente estable.

Demostración. El espacio métrico buscado es X = {(m,n) ∈ N × N :
m 6= n} con la métrica discreta, como se mostró en la Sección 3.3

Teorema 4.4.3. S∞ no es extremadamente dócil.

Demostración. Del Lema 4.4.2 y la parte 2 del Teorema 4.3.1 .



Caṕıtulo 5

Clases Ramsey de
estructuras

En este Caṕıtulo veremos como las técnicas desarrolladas hasta ahora
pueden ser aplicadas en la Teoŕıa de Fräıssé, que emplea métodos de
la Teoŕıa de Modelos y de la Lógica para estudiar estructuras nume-
rables sobre un lenguaje dado. Como en el caso de la esfera unitaria
S∞ o (Q,≤), estas estructuras suelen tener grupos de automorfismos
interesantes. Veremos criterios bajo los cuales estos grupos son extre-
madamente dóciles y como, una vez más, estos criterios dependen de
una propiedad de Ramsey, en este caso para clases de estructura finitas.
También como la Teoŕıa de Fräıssé nos permite estudiar los subgrupos de
S∞ que son extremadamente dóciles. Para una exposición más completa
sobre la Teoŕıa de Fräıssé se puede consultar el libro [7].

5.1 Teoŕıa de Fräıssé

Definición 5.1.1. Una firma, L =< (Ri)i∈I , (Fj)j∈J >, es una familia
numerable de śımbolos (Ri)i∈I para relaciones y (Fj)j∈J para funciones.
Cada uno de estos śımbolos tiene asociado un número entero llamado
aridad, el cual es positivo para las relaciones y no-negativo para las
funciones.

Definición 5.1.2. Una estructura, A =< A, (RA
i )i∈I , (F

A
j )j∈J >, so-

bre una firma L (o una L-estructura) consta de:

67
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• Un conjunto A denominado universo de la estructura;

• Una familia (RA
i )i∈I de relaciones donde, para cada i ∈ I, RA

i ⊆
An(i), y n(i) es la aridad de Ri; y

• Una familia (FA
j )j∈J de funciones donde, para cada j ∈ J , FA

j :

Am(j) → A, y m(j) es la aridad de Fj.

Decimos que A es una estructura relacional si L no contiene śımbolos
para funciones.

Cada firma L está asociada a un lenguaje de primer orden que incluye a
los śımbolos de L y también śımbolos para variables (x, y, . . . ), conecti-
vos lógicos ( ∧,∨,¬,→ ), cuantificadores ( ∀, ∃ ), y un śımbolo relacional
binario para la igualdad ( = ). Donotaremos igualmente por L a este
lenguaje. También se requiere que el lenguaje L contenga śımbolos para
constantes, aunque estos pueden ser pensados como śımbolos funcionales
de aridad 0.
Recordemos que una fórmula ρ en un lenguaje L es una sentencia si
todos los cuantificadores que ocurren en ρ están acotados. Dada una
estructura A y una sentencia ρ en el lenguaje asociado a A, se tiene que
o bien ρ es verdadera en A o ρ es falsa en A; y ocurre una y solo una de
esas alternativas. Si ρ es verdadera en A decimos que A satisface a ρ.

Ejemplo 5.1.1. Un conjunto es una estructura en la firma vaćıa L = ∅.

Ejemplo 5.1.2. Sea L la firma con un solo śımbolo relacional binario,<.
Todo conjunto totalmente ordenado es un ejemplo de una L-estructura;
aśı como también todo conjunto parcialmente ordenado. La diferencia
está en el conjunto de sentencias (axiomas) que caracterizan a los con-
juntos totalmente ordenados y a los parcialmente ordenados.

Ejemplo 5.1.3. Sea L una firma con un solo śımbolo relacional binario
R. Un grafo (V,RV ) es un ejemplo de una L-estructura. El universo V
es el conjunto de vértices y RV es la relación de adyacencia sobre V .
Se require que en la estructura (V,RV ) sea verdad la sentencia que dice
que RV es simétrica e irreflexiva.

Ejemplo 5.1.4. Sea H ⊆ [0,∞) numerable tal que 0 ∈ H. Conside-
remos una firma que consta de śımbolos relaciones binarios (Dh)h∈H .
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Un estructura en esta firma es un espacio métrico H-valuado, en el cual
(x, y) ∈ Dh se interpreta como d(x, y) = h, para una métrica d sobre el
universo de la estructura. Además, se requiere que la estructura satisfaga
las tres sentencias (axiomas) que caracterizan a los espacios métricos.

Necesitaremos ahora varias definiciones.

Definición 5.1.3. Dadas dos estructuras A y B en la misma firma L,
una aplicación π : A → B es un homomorfismo si para cada śımbolo
relacional Ri y cada śımbolo funcional Fj se tiene lo siguiente:

• Dados x1, x2, . . . xn(i) ∈ A, RA
i (x1, . . . , xn(i)) es verdad en A si y

solo si RB
i (π(x1), . . . , π(xn(i))) es verdad en B.

• Dados x1, x2, . . . xm(j) ∈ A,

π ◦ FA
j (x1, x2, . . . xm(j)) = FB

j (π(x1), . . . , π(xm(j))).

Si además π es inyectiva decimos que es un monomorfismo o una
inmersión. Si π es biyectiva decimos que es un isomorfismo y que A
y B son isomorfas.

Definición 5.1.4. Sean

A =< A, (RA
i )i∈I , (F

A
j )j∈J > y B =< B, (RB

i )i∈I , (F
B
j )j∈J >

dos L-estructuras. Decimos que A es una subestructura de B, y escri-
bimos A ≤ B, si se satisface lo siguiente:

• A ⊆ B;

• Para todo i ∈ I, RA
i = RB

i ∩An(i).

• Para todo j ∈ J , FA
j = FB

j � A
m(j).

EJERCICIO 5.1.1. Demuestre que A ≤ B si y solo si A ⊆ B y la
inclusión A ↪→ B es una inmersión.

EJERCICIO 5.1.2. Demuestre que la intersección de una familia de
subestructuras es nuevamente una subestructura.



70 José G. Mijares P.

Definición 5.1.5. Sea X un subconjunto del universo de una estructura
B. La subestructura de B generada por X es la menor subestructura
de B que contiene a X; i.e.,

BX =
⋂
{A ≤ B : X es subconjunto del universo de A}.

Decimos entonces que X es generador de BX

Definición 5.1.6. Una estructura es finitamente generada si tiene
un generador finito; y es localmente finita si todas sus subestructuras
finitamente generadas son finitas.

Observación 5.1.1. Las estructuras relacionales son localmente finitas.

EJERCICIO 5.1.3. Demuestre que una estructura es localmente finita
si y solo si todo subconjunto finito de su universo está contenido en una
subestructura finita.

EJERCICIO 5.1.4. Demuestre que las estructuras presentadas en los
ejemplos anteriores son localmente finitas.

A lo largo del resto de este caṕıtulo, solo consideraremos estructuras lo-
calmente finitas. Los siguientes conceptos serán fundamentales en nues-
tro estudio de estructuras numerables con grupos de automorfismos in-
teresantes:

Definición 5.1.7. Sea F una estructura localmente finita. Decimos que
F es ultrahomogénea si todo isomorfismo entre subestructuras finita-
mente generadas de F puede ser extendido a un automorfismo de F.

Definición 5.1.8. Sea A una L-estructura. La edad de A es la cla-
se de todas las L-estructuras finitas isomorfas a subestructuras de A.
Denotaremos a esta clase por Edad(A).

Definición 5.1.9. Decimos que una estructura F es Fräısse si es infi-
nita numerable, ultrahomogénea y localmente finita.

Las estructuras Fräıssé son precisamente las candidatas a proveernos de
grupos de automorfismos interesantes. Veremos como la docilidad ex-
trema de estos grupos depende de si la edad de la clase dada satisface
una propiedad de Ramsey. Los tres resultados siguientes (Proposición
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5.1.1 y Teoremas 5.1.1 y 5.1.2) nos conducen a una caracterización (en
el Teorema 5.1.2) de la clases de estructuras finitas que son edades de
estructuras Fräıssé. Para una demostración de estos importantes resul-
tados de la Teoŕıa de Modelos se puede consultar el libro [7].

Proposición 5.1.1. Sea A una estructura localmente finita. A es ul-
trahomogénea si y solo si satisface la siguiente propiedad: si B,C ∈
Edad(A) y B ≤ C entonces toda inmersión de B en A se puede extender
a una inmersión de C en A.

Teorema 5.1.1. Si dos L-estructuras numerables son ultrahomogéneas
y tienen la misma edad entonces son isomorfas.

Teorema 5.1.2. (Fräıssé) Sea C una clase no-vaćıa de L-estructuras
finitas. C es la edad de una estructura de Fräıssé si y solo si satisface
las siguientes condiciones:

1. C es cerrada bajo isomorfismos.

2. C es hereditaria, es decir, si A ∈ C y B ≤ A entonces B ∈ C.

3. C contiene estructuras de cardinalidad (finita) arbitrariamente gran-
de.

4. C satisface la Propiedad de Inmersión Conjunta, es decir, si A,B ∈
C entonces existe D ∈ C tal que A ≤ D y B ≤ D.

5. C satisface la Propiedad de Amalgamación, es decir, dadas A,B1,B2 ∈
C e inmersiones fi : A→ Bi, i ∈ {1, 2}, existe D ∈ C e inmersiones
gi : Bi → D, tales que g1 ◦ f1 = g2 ◦ f2.

En este caso, existe una única (salvo isomorfismo) estrucutura Fräıssé F),
tal que Edad(F) = C.

Tal F se conoce como el ĺımite de Fräıssé de C y se denota por
Flim(C).
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Definición 5.1.10. Una clase de estructuras finitas C que satisface las
condiciones del Teorema 5.1.2 se conoce como clase Fräıssé.

Ejemplo 5.1.5. Los conjuntos finitos forman una clase Fräıssé cuyo
ĺımite es un conjunto infinito numerable (i.e., N, salvo isomorfismo).

EJERCICIO 5.1.5. Demuestre que los órdenes lineales finitos forman
una clase Fräıssé cuyo ĺımite es isomorfo a (Q,≤).

EJERCICIO 5.1.6. Demuestre que los grafos finitos forman una clase
Fräıssé. Su ĺımite de Fräıssé, R, se conoce como el grafo aleatorio infinito
(o grafo universal, [20]). Demuestre que R está univocamente determi-
nado salvo isomorfismos por cualquiera de las siguientes propiedades:

• Para todo subgrafo inducido S de R y toda extensión S′ de S ob-
tenida agregando solo un vértice, la inmersión inclusión S ↪→ R
puede ser extendida a una inmersión de S′, como subgrafo induci-
do.

• Para cada conjunto finito F de vértices en R, existen infinitos
vértices en R que son adyacentes a todo vértice en F , y existen
infinitos vértices en R que no son adyacentes a ningún vértice en
F .

EJERCICIO 5.1.7. Demuestre que los espacios vectoriales de dimen-
sión finita sobre un cuerpo finito K forman una clase Fräıssé, cuyo ĺımite
de Fräıssé es un espacio vectorial de dimensión infinita sobre K.

Ejemplo 5.1.6. Los espacios métricos racionales finitos (ver Ejemplo
5.1.4) forman una clase Fräıssé cuyo ĺımite de Fräıssé se conoce como el
espacio de Urysohn racional y se denota por UQ.

5.2 Clases Ramsey

En esta Sección estudiarmos una Propiedad de Ramsey para clases Fräıssé de
estructuras finitas. Esta propiedad nos permitirá caracterizar las estruc-
turas Fräıssé cuyos grupos de automorfismos son extremadamente dóci-
les.

Sean A y B dos L-estructuras. Denotaremos por
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• Inm(A,B) al conjunto de las inmersiones de A en B como subes-
tructura; y por

•
(

B
A

)
al conjunto de las subestructuras de B que son isomorfas

a A.

EJERCICIO 5.2.1. Sea F una estructura Fräıssé y A una subestruc-
tura finita de F. Demuestre que Inm(A,F) es el cociente homogéneo de
Aut(F) por un subgrupo abierto. Además, demuestre que la topolǵıa de
Aut(F) hace continuas a todas las proyecciones canónicas de la forma
Aut(F) → Aut(F)/G con G subgrupo abierto de Aut(F) y Aut(F)/G
homogéneo.

EJERCICIO 5.2.2. Demuestre que existe una aplicación sobreyectiva

de Inm(A,B) en

(
B
A

)
. Sin embargo, demuestre que si la estructura

A es ŕıgida, es decir, no admite automorfismos no-triviales, entonces

Inm(A,B) y

(
B
A

)
coinciden.

Definición 5.2.1. Decimos que A es una estructura de orden si la
firma de A contiene al śımbolo <, interpretado como un orden lineal en
A.

Observación 5.2.1. Si A y B son dos estructuras de orden en la misma

firma y A es finita, entonces Inm(A,B) y

(
B
A

)
coinciden.

Notación. Sean A ≤ B ≤ C estructuras en la misma firma. Escribire-
mos

C→ (B)Ar

si para toda coloración

c :

(
C
A

)
→ r

del conjunto

(
C
A

)
en r colores, existe una copia isomorfa B′ ≤ C de

B tal que

(
B′
A

)
es monocromático.
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Definición 5.2.2. Decimos que una clase Fräıssé C tiene la propiedad
de Ramsey si para toda estructura finita B ∈ C y toda subestructura
A ≤ B existe una estructura finita C ∈ C tal que para todo r ∈ N se
tiene

C→ (B)Ar .

EJERCICIO 5.2.3. Demuestre que en la Definición 5.2.2 basta consi-
derar el caso r = 2. El caso general se deduce de este.

Ejemplo 5.2.1. La clase de los ordenes lineales finitos tiene la propie-
dad de Ramsey; este hecho es equivalente al Teorema de Ramsey finito
(Teorema 1.2.2).

Ejemplo 5.2.2. La clase de los grafos ordenados finitos tiene la propie-
dad de Ramsey.

Ejemplo 5.2.3. Dado un cuerpo finitoK, la clase de espacios vectoriales
finitos sobre K tiene la propiedad de Ramsey.

Ejemplo 5.2.4. La clase de espacios métricos racionales, finitos y or-
denados tiene la propiedad de Ramsey.

Para más detalles de estos y otros ejemplos, se puede consultar [4], [5],
[13], [14], [15] y [16].

En el Lema 5.2.2, caractizaremos a esta propiedad de Ramsey en térmi-
nos de la propiedad de oscilación finitamente estable. Antes demostra-
remos lo siguiente. Dada una estructura F, sea Aut(F) el grupo de au-
tomorfismos de F:

Lema 5.2.1. Sea F una estructura numerable. El grupo Aut(F) es (iso-
morfo a) un subgrupo cerrado del grupo simétrico S∞.

Demostración. Sin pérdida de generalidad, supondremos que el universo
de F es N. Bajo esta suposición pensar a Aut(F) como subconjunto de
S∞. Demostraremos que S∞ \Aut(F) es abierto. Si π ∈ S∞ \Aut(F) en-
tonces existen n ∈ N y {x1, x2, . . . , xn} ⊂ N tales que {π(x1), π(x2), . . . , π(xn)}
no pertenece a la Aut(F)-órbita de {x1, x2, . . . , xn}. El conjunto {τ ∈
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S∞ : ∀i ∈ {1, 2, . . . , n} τ(xi) = π(xi)} es un entorno abierto de π que es
disjunto de Aut(F).

Observación 5.2.2. En consecuencia, Aut(F) es un grupo polaco con
la topoloǵıa relativa inducida por la topoloǵıa de S∞. Por otro lado, si
A una subestructura finita de F y n es la cardinalidad del universo de
A, entonces la acción de S∞ sobre N[n] induce de manera natural una

acción de Aut(F) sobre el conjunto

(
F
A

)
.

Lema 5.2.2. Sea C una clase Fräıssé y sea F = Flim(C). Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

1. C tiene la propiedad de Ramsey.

2. Para toda estructura finita A ∈ C, el Aut(F)-espacio

(
F
A

)
, con

la uniformidad discreta y la acción natural de Aut(F), es de osci-
lación finitamente estable.

Demostración. Este resultado se obtiene de la equivalencia entre las par-
tes 1 y 5 del Teorema 3.1.1.

Fijemos A ∈ C y sean X =

(
F
A

)
y G = Aut(F).

(1 ⇒ 2) Es fácil demostrar que si C es Ramsey entonces la parte 5 del
Teorema 3.1.1 es cierta para X y G. De la equivalencia entre 1 y 5 en
ese Teorema se deduce que el G-espacio X es de oscilación finitamente
estable.

(2 ⇒ 1) Por hipótesis, vale la parte 1 del Teorema 3.1.1 para X y G.
Sea B un estructura finita tal que A ≤ B. Sin pérdida de generalidad

podemos suponer que B ≤ F. Fijemos F =

(
B
A

)
y sea V = ∆, la

diagonal de X. Como F es finito, por la equivalencia entre las partes 1 y
5 del Teorema 3.1.1 existe K ⊂ X finito tal que para toda partición finita
c : K → r existe g ∈ G tal que gF ⊆ K y , gF ⊆ ∆[c−1({j})] = c−1({j})
para algún j < r. Sea C la estructura finita generada por el siguiente
conjunto ⋃

{D : D es el universo de alguna D ∈ K}.
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Entonces C satisface la propiedad requerida en la Definición 5.2.2.

5.3 Subgrupos extremadamente dóciles de S∞

Como vimos en la Sección 4.4.3, el grupo simétrico S∞ no es extremada-
mente dócil. Sin embargo, en esta Sección veremos que existen subgrupos
de S∞ que si tienen esta propiedad, caracterizados como grupos de au-
tomorfismos de estructuras Fräıssé cuyas edades tienen propiedad de
Ramsey.

A cada subgrupo G de S∞ podemos asociarle una estructura Fräıssé re-
lacional, FG (denominada estructura canónica asociada a G), de la
siguiente manera:

Para cada n ∈ N, sea Nn/G la colección de las G-órbitas de elementos
de Nn. Describiremos FG:

• La firma LG: consta de los śımbolos relacionales Rn,o, donde n ∈ N
es la aridad de Rn,o y o ∈ Nn/G.

• El universo de FG es N.

• (x1, x2, . . . , xn) ∈ RFG
n,o si y solo si G · (x1, x2, . . . , xn) = o.

Observación 5.3.1. Para cada g ∈ G, la aplicación

N→ N

n→ g(n)

determina un automorfismo de FG. De hecho, para cada n ∈ N y cada
n-tupla (x1, x2, . . . , xn) ∈ Nn se tiene que G · (x1, x2, . . . , xn) = G ·
(g(x1), g(x2), . . . , g(xn)). Luego, para cada o ∈ Nn/G se tiene

(x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn,o si y solo si (g(x1), g(x2), . . . , g(xn)) ∈ Rn,o.

Esto muestra queG puede ser considerado como un subgrupo deAut(FG).

Lema 5.3.1. Aut(FG) es la clausura de G respecto a la topoloǵıa polaca
natural de S∞.
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Demostración. Basta demostrar que G es denso en Aut(FG), en virtud
del Lema 5.2.1 y la Observación 5.3.1.

Dada π ∈ Aut(FG), sea

O = {τ ∈ S∞ : ∀i ∈ {1, 2, . . . , n} τ(xi) = π(xi)}

un entorno abierto de π determinado por una n-tupla (x1, x2, . . . , xn) ∈
Nn, para algún n ∈ N.

Como (π(x1), π(x2), . . . , π(xn)) ∈ o = G·(x1, x2, . . . , xn), entonces existe
g ∈ G tal que

(g(x1), g(x2), . . . , g(xn)) = (π(x1), π(x2), . . . , π(xn)).

Entonces g ∈ O. Esto concluye la demostración.

EJERCICIO 5.3.1. Demuestre que FG es ultrahomogénea. En conse-
cuencia, por ser numerable y relacional, FG es una estructura Fräıssé.
(Sugerencia: use la Observación 5.3.1).

Teorema 5.3.1. Los subgrupos cerrados de S∞ coinciden con los grupos
de automorfismos de estructuras Fräıssé sobre N.

Demostración. De los Lemas 5.2.1 y 5.3.1, y el Ejercicio 5.3.1.

Lema 5.3.2. Sea G un subgrupo topológico de S∞. Si G es extremada-
mente dócil entonces preserva un orden lineal sobre N.

Demostración. Sea LO el espacio de los órdenes lineales sobre N. LO
es compacto y la acción de S∞ sobre LO es continua. Luego por ser G
extremadamente dócil, LO contiene un punto fijo para G.

El siguiente resultado muestra que los grupos de automorfismos de es-
tructuras Fräıssé que son extremadamente dóciles son precisamente los
subgrupos cerrados de S∞ que son extremadamente dóciles.

Teorema 5.3.2. Sea F una estructura Fräıssé y sea C = Edad(F). El
grupo Aut(F) dotado de la topoloǵıa polaca inducida por S∞ es extre-
madamente dócil si y solo si la clase C tiene la propiedad de Ramsey y
todos las estructuras en C son ŕıgidas.
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Demostración. Supongamos que Aut(F), con la topoloǵıa polaca indu-
cida por S∞, es extremadamente dócil. Si A es una subestructura finita

de F entonces la acción natural de Aut(F) sobre

(
F
A

)
, con la métrica

discreta, es continua, transitiva y por isometŕıas. Entonces, por la parte

3 del Teorema 4.3.1, el Aut(F)-espacio

(
F
A

)
es extremadamente dócil.

Luego por el Lema 5.2.2, C tiene la propiedad de Ramsey. Además, por
el Teorema 5.3.1 y el Lema 5.3.2, Aut(F) preserva un orden lineal C
sobre el universo de F. Entonces, si una subestructura finita admitiera
un automorfismo no-trivial, este podŕıa ser extendido por ultrahomoge-
neidad a un automorfismo de F. Pero esta extensión no preservaŕıa a C.
Por lo tanto toda estructura finita en C es ŕıgida.

Rećıprocamente, supongamos que todas las estructura finitas en C son
ŕıgidas y que C tiene la propiedad de Ramsey. Por el Ejercicio 5.2.2,

tenemos que para toda subestructura finita A ≤ F, Inm(A,B) =

(
B
A

)
.

Como C tiene la propiedad de Ramsey, por el Lema 5.2.2 tenemos que
para toda subestructura finita A ≤ F, el Aut(F)-espacio métrico discreto
Inm(A,B) es de oscilación finitamente estable. Entonces el resultado
requerido se obtiene de la parte 4 del Teorema 4.3.1 y el Ejercicio 5.2.1.

Corolario 5.3.1. Dado un subgrupo cerrado G de S∞, las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

1. G es extremadamente dócil.

2. G preserva un orden lineal sobre N y es el grupo de automorfismos
de una estructura Fräıssé, cuya edad tiene la propiedad de Ramsey.

3. G es el grupo de automorfismos de una estructura Fräıssé de orden,
cuya edad tiene la propiedad de Ramsey.

Demostración. (1 ⇒ 2). Supongamos que G es extremadamente dócil.
Entonces por el Lema 5.3.2 G preserva un orden lineal sobre N. Además,
como G es cerrado, por el Teorema 5.3.1, el Teorema 5.3.2 y el Lema
5.2.2 tenemos que G es el grupo de automosfismos de una estructura
Fräıssé cuya edad tiene la propiedad de Ramsey.
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(2 ⇒ 3). Si G = Aut(F) para una L-estructura Fräıssë F (con universo
N) cuya edad tiene la propiedad de Ramsey, y preserva un orden lineal
sobre N entonces podemos extender la firma L agregando un śımbolo
relacional binario < interpretado como un orden lineal sobre F y sobre
toda subestructura finita. Si llamamos L′ a la nueva firma y F′ a la L′-
estructura resultante, entonces obviamente F′ es de orden y Fräıssë, su
edad tiene la propiedad de Ramsey y G = Aut(F′).

(3 ⇒ 1). Si G = Aut(F) para una estructura Fräıssé de orden, cuya
edad tiene la propiedad de Ramsey, entonces las subestructuras finitas
de F son necesariamente ŕıgidas. Entonces por el Teorema 5.3.2 G es
extremadamente dócil.

Finalizaremos mostrando unos ejemplos. En el primero de ellos el Teo-
rema de Ramsey está presente de nuevo:

Ejemplo 5.3.1. El ĺımite de Fräıssé de clase de los ordenes lineales
finitos tiene el tipo de orden de los racionales. La propiedad de Ramsey
de esta clase es precisamente el Teorema de Ramsey finito [21] (Teorema
1.2.2). Esto implica que Aut(Q,≤), con la topoloǵıa polaca natural es
extremadamente dócil, como ya hab́ıamos visto en la Sección 4.4.1.

Ejemplo 5.3.2. La colección de todos los grafos ordenados (i.e., grafos
dotados de un orden lineal sobre el conjunto de vértices) es una clase
Fräıssé. Su ĺımite de Fräıssé es conocido como el grafo aleatorio ordenado.
Este ĺımite es isomorfo al grafo aleatorio, como grafo; y como orden lineal
es isomorfo a (Q,≤). Además, la clase de los grafos finitos ordenados
tiene la propiedad de Ramsey; por lo tanto el grafo aleatorio ordenado
es extremadamente dócil.
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Caṕıtulo 6

El espacio de Urysohn

No podemos concluir nuestras notas sobre la relación entre la Teoŕıa
de Ramsey y la Dinámica de Grupos Topológicos sin una discusión,
aunque breve e incompleta, sobre el espacio de Urysohn U, o espacio
métrico universal ([23]), y sus grupos de isometŕıas. Para completar y
profundizar los detalles, remitimos al lector a [9] y [17].

Definición 6.0.1. El espacio métrico de Urysohn U, (o espacio
métrico universal, definido originalmente en [23]) está determinado por
las siguientes condiciones:

• U es un espacio métrico separable y completo.

• U es ultrahomogéneo, es decir, toda isometŕıa entre dos subespacios
métricos finitos de U se puede extender a una isometŕıa de U en
śı mismo.

• U es universal, es decir, contiene una copia isométrica de todo
espacio métrico separable.

Teorema 6.0.3. El espacio universal U existe y es único salvo iso-
metŕıa.

Un manera de demostrar la existencia de U es la siguiente:

81
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Sea X un espacio polaco. Un propiedad de un elemento de x es genéri-
ca, si el conjunto de todos los x ∈ X que tienen la propiedad es un
subconjunto Gδ de X.

Denotemos por M al conjunto de las pseudométricas definidas sobre
Z, el conjunto de los enteros. El espacio M está dotado con una topo-
loǵıa polaca natural, inducida por la topoloǵıa producto de RZ×Z, con
R dotado de la topoloǵıa usual. Se puede demostrar que el espacio de
Urysohn es (isométrico a) la completación de (Z, d) donde d ∈M es una
pseudométrica genérica. Esta pseudométrica genérica es de hecho una
métrica.

El grupo de isometŕıas de U, Iso(U) es extremadamente dócil. Una de
las caracteŕısticas interesantes de este hecho es que su demostración,
debida a Pestov [19], se obtuvo tanto empleando métodos de la Teoŕıa
de Ramsey (ver Caṕıtulo 5 de estas notas) como por medio de métodos
de concentración de medida. Presentaremos a continuación un bosquejo
de ambos métodos utilizados para la demostración.

Definición 6.0.2. Sea (X,U) un espacio uniforme. Decimos que una
red (µα)α de medidas de probabilidad Borelianas sobre (X,U) tiene la
propiedad de concentración de Lévy si para toda familia {Aα}α de
Borelianos de X tales que ĺım infα µα(Aα) > 0 y para toda V ∈ U se
tiene que µα(V [Aα])→ 1.

Definición 6.0.3. Un grupo topológico G es un grupo de Lévy si existe
una familia de subgrupos compactos {Gα}α de G, dirigida por inclusión,
cuya unión es densa y tales que las medidas de Haar normalizadas de
los Gα’s tienen la propiedad de concentración de Lévy, con respecto a la
uniformidad derecha (o izquierda) sobre G.

Teorema 6.0.4. Todo grupo de Lévy es extremadamente dócil.

Demostración. Obtendremos el resultado usando la parte 2 del Teorema
4.3.1. Es decir, basta demostrar que el grupo G dotado de la uniformidad
izquierda y la acción de G sobre śı mismo por traslaciones izquierdas,
es de oscilación finitamente estable. Pero como G es de Lévy, eso es
consecuencia del Teorema 3.2.6.
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Proposición 6.0.1. Sea X un espacio métrico. El grupo Iso(X) de
todas las isometŕıas de X en śı mismo dotado de la topoloǵıa de conver-
gencia simple es un grupo topológico. En este caso la topoloǵıa de conver-
gencia simple coincide con la topoloǵıa compacto-abierta sobre Iso(X).
Además, si X es separable (y por lo tanto, segundo numerable) enton-
ces Iso(X) también. Si X es un espacio métrico separable y completo
entonces Iso(X) es metrizable con una métrica completa que no es ne-
cesariamente invariante a la izquierda.

El siguiente resultado fue utilizado luego por Pestov para demostrar que
Iso(U) es un grupo de Lévy.

Teorema 6.0.5. (Vershik [25]) El grupo Iso(U) con la topoloǵıa polaca
natural, contiene un subgrupo numerable, localmente finito y denso.

Teorema 6.0.6. (Pestov [17]) El grupo Iso(U) con la topoloǵıa polaca
natural es un grupo de Lévy.

Entonces, del Teorema 6.0.4 obtenemos finalmente lo siguiente:

Corolario 6.0.2. (Pestov [19])El grupo Iso(U) es extremadamente dócil.

Aunque el Corolario 6.0.2 fue demostrado originalmente por Pestov en
[19], la demostración a partir del hecho de que Iso(U) es un grupo de
Lévy (Teorema 6.0.6) (también debida a Pestov) es posterior y aparece
en [17]. La aparición del Teorema 6.0.5 motivó a Pestov a demostrar el
Teorema 6.0.6 para obtener una demostración distinta de que Iso(U)
es extremadamente dócil, con la ganancia extra de demostrar que es un
grupo de Lévy.

Existe otra demostración de que Iso(U) es extremadamente dócil obte-
nida a partir de un resultado de Nesetril [13] que tiene que ver con el
espacio de Urysohn racional ordenado UQ (el ĺımite de Fräıssé de la cla-
se de los espacios métricos racionales, finitos y ordenados – ver Ejemplo
5.1.4). Antes de hacer un recuento de esta demostración necesitaremos
algunos conceptos.
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Flujos minimales Nos referiremos a los G-espacios también como G-
flujos.

Definición 6.0.4. Decimos que un G-espacio X es un G-flujo mini-
mal si no contiene G-subespacios cerrados propios.

Lema 6.0.3. Todo G-espacio compacto contiene un G-flujo minimal.

Demostración. Fijemos X un G-espacio compacto. Sea

F = {Y ⊆ X : Y es G-espacio cerrado}.

Si C ⊆ F es una cadena decreciente, entonces
⋂
C =

⋂
{Y : Y ∈ C} 6= ∅,

porque X es compacto. Luego
⋂
C es un G-espacio cerrado y es cota

inferior de C.

Por el lema de Zörn, existe M ∈ F minimal.

EJERCICIO 6.0.2. Demuestre que X es un G-flujo minimal si y solo
si, (∀ x ∈ X) G · x = X; es decir, toda órbita es densa.

Teorema 6.0.7. G es extremadamente dócil si, y solo si, todo G-flujo
minimal es un conjunto unitario.

Demostración. Supongamos que G es extremadamente dócil y sea X un
G-espacio. Fijemos Y ⊆ X, un G-flujo minimal. Por la propiedad de
punto fijo sobre compactos, podemos fijar x0 ∈ Y tal que G · x0 = {x0}.
Por lo tanto, en virtud del Ejercicio 6.0.2, Y = G · x0 = {x0} = {x0}.

Rećıprocamente, sea X un G-espacio compacto y sea x0 ∈ X, tal que
{x0} es un G-flujo minimal. Entonces, G · x0 ⊆ G · x0 = {x0}.

Dado un grupo topológico G, en relación a los subflujos minimales del
ámbito más grande S(G) tenemos lo siguiente:

Teorema 6.0.8. Dos subflujos minimales de S(G) son isomorfos como
G-espacios.

Esto motiva la siguiente definición:
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Definición 6.0.5. Un G-flujo compacto isomorfo a un subflujo minimal
de S(G) es llamado flujo minimal universal de G. Obviamente el
flujo minimal universal es único salvo isomorfismo. Es denotado por
M(G).

Ejemplo 6.0.3. Un grupo topológico G es extremadamente dócil si y
solo si |M(G)| = 1, por el Teorema 6.0.7 y la definición de M(G).

Ejemplo 6.0.4. Si un grupo topológicoG es compacto entoncesM(G) =
G.

Ejemplo 6.0.5. Sea UQ el espacio de Urysohn racional ordenado. En-
tonces M(Iso(UQ)) = LO(UQ), el espacio compacto de los órdenes li-
neales sobre UQ. Aqúı estamos considerando a Iso(UQ) con la topoloǵıa
de convergencia simple que resulta de considerar a UQ como un espacio
discreto.

Volvemos ahora a nuestra discusión sobre el espacio de Urysohn. Nesetril
demostró en [13] que la clase de los espacios métricos racionales, finitos
(no necesariamente ordenados) tiene la propiedad de Ramsey. De esto
se deduce la afirmación del Ejemplo 6.0.5: M(Iso(UQ)) = LO(UQ).

Cada isometŕıa de UQ admite una única extensión al espacio de Urysohn
U, por ser este último la completación del primero. Aśı se obtiene un
monomorfismo de grupos Iso(UQ)→ Iso(U) que es continuo pero no es
un isomorfismo topológico. Además, la imagen de Iso(UQ) es densa en
Iso(U).

Esto implica que existe un morfismo de Iso(UQ)-flujos,

j :M(Iso(UQ)) = LO(UQ)→M(Iso(U)).

En consecuencia, para toda vecindad V de la identidad de Iso(U) y todo
C ∈ LO(UQ), el siguiente subcojunto de la Iso(U)-órbita de C

{g ·C : g ∈ V ∩ Iso(UQ)}

es denso en LO(UQ). De esto se deduce que |M(Iso(U))|=1. Por el
Teorema 6.0.7 y la definición de flujo minimal universal, esto implica
que Iso(U) es extremadamente dócil.
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