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Prefacio

El presente texto fue concebido como referencia para un mini-curso
introductorio sobre geometria de superficies. La teoria de las superficies
es uno de los temas mas clasicos y fundamentales de la matematica, su
evolucién es el resultado de la convergencia de diversas corrientes de
investigaciéon en fisica-matematica: mecéanica clasica, analisis, ecuacio-
nes diferenciales, topologia, geometria algebraica. La teoria tiene apli-
caciones en un vasto dominio de las ciencias puras e ingenieria, donde
son parte esencial del modelaje de muchos fenémenos. Por este motivo,
representa un gran desafio redactar notas para un mini-curso de una
semana, tiempo en el cual se pretende transmitir algo de la importancia
v la belleza del tema a una audiencia en principio bastante ecléctica, en
lo que respecta a sus intereses y su formacion.

Preferimos, a riesgo de ser injustos por las omisiones, elegir la pre-
sentaciéon de un asunto concreto que sea elemental, importante, y que
complemente la materia vista sobre superficies en los cursos de calculo y
geometria: el tema de las geodésicas en superficies. Las geodésicas cons-
tituyen una de las familias de curvas que son llamadas con frecuencia
curvas o lineas especiales. Son objetos importantes no solo del punto
de vista de la geometria sino también del punto de vista de la mecanica
clasica. El estudio de las geodésicas es dejado de lado en los cursos de
pregrado por ser considerado un tema técnico y algo especifico. Pero
la verdad es que las geodésicas ocupan lugar importante en la vitrina
de la matematica desde la Grecia antigua, el desarrollo (bien posterior)
de la mecanica Newtoniana, y de la mecdnica Hamiltoniana, muestra
la relevancia de las geodésicas como generalizaciones naturales de los
movimientos uniformes libres en el plano.

Las notas estan divididas en dos partes. La primera parte contiene
una introduccién al estudio de las geodésicas en superficies del espa-
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cio Euclidiano, y se propone como objetivo principal la demostracién
del siguiente enunciado: una superficie conexa diferenciable en R? cuyas
geodésicas son todas curvas planas (o sea, cada geodésica es subconjunto
de un cierto plano en R?) debe ser un subconjunto de una esfera o de un
plano en el espacio Euclidiano. Las geodésicas de un plano en el espacio
Fuclidiano son rectas, y las geodésicas de una esfera son las circunferen-
cias maximas. En ambos casos, cada geodésica es una curva plana. Nos
proponemos demostrar la reciproca de esta afirmacién, lo que nos sirve
de pretexto para hacer un recuento de algunas de las nociones bésicas
més importantes de la geometria de las superficies en R3.

La segunda parte es un poco més avanzada y trata del estudio de
una clase de geodésicas en superficies abstractas llamadas geodésicas
globalmente minimizantes. Esta clase de geodésicas viene siendo estu-
diada desde los trabajos de Morse y Hedlund de las décadas de 1920 y
1930, y son el gérmen de una cantidad enorme de investigacién actual
en matematica que incluye por ejemplo lo que se conoce como la teoria
geométrica de grupos y la famosa teoria de Aubry-Mather. Ciertamente,
esta parte de la exposicién es mas compleja, requiere nociones bésicas
de la geometria Riemanniana y de aspectos topoldgicos de la teoria de
la clasificacién de superficies (espacios de recubrimiento y grupo funda-
mental). El trabajo pionero de Morse trata de geodésicas en superficies
de género mayor que 1, mientras que el trabajo de Hedlund trata de
geodésicas en el toro bidimensional. Ambos trabajos siguen la misma
idea general: la topologia de la superficie tiene gran impacto en compor-
tamiento global de las geodésicas minimizantes. Sin embargo, la gran
diferencia que existe entre las topologias del toro y de las superficies de
género mas alto se refleja en los métodos totalmente opuestos usados por
Hedlund y Morse en el estudio de la geometria global de las geodésicas
minimizantes en cada caso.

De los dos fantasticos trabajos anteriores escogimos presentar el de
Hedlund, por estar més cercano en muchos sentidos a la geometria Eu-
clidiana. El objetivo de nuestra exposicién serd desarrollar la teoria de
Hedlund sobre las geodésicas minimizantes de cualquier métrica en el
toro bidimensional: los levantamientos de tales geodésicas en el recubri-
miento universal del toro (el plano) se comportan como rectas Euclidia-
nas. Cada geodésica minimizante el recubrimiento universal se encuentra
en la vecindad tubular de una recta Euclidiana, cada geodésica minimi-
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zante es unicamente determinada por dos puntos diferentes de la misma,
dos geodésicas minimizantes o son disjuntas y casi paralelas.® se inter-
sectan en un unico punto y divergen. Las semejanzas con la geometria
Euclidiana son sorprendentes, teniendo en cuenta que la métrica del toro
puede ser cualquiera.

Esperamos motivar en el lector la curiosidad por la geometria Rie-
manniana, al final del texto sugerimos algunas referencias sobre el tema.
Y nos disculpamos por lo inevitablemente suscinto de muchas partes del
documento, el lector interesado en proseguir o profundizar su visién so-
bre los temas considerados encontrard en las referencias el comienzo del
camino ...
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Capitulo 1

Superficies en R® como
variedades diferenciables

En este capitulo nos proponemos hacer una introduccién al concep-
to de superficie diferenciable tomando como referencia la familia de las
superficies en R3. No nos proponemos elaborar un texto de geometria
diferencial introductoria por no ser realista dentro de las limitaciones de
tiempo del presente curso. Restringiremos nuestra exposicion al conjun-
to minimo necesario de definiciones, ejemplos y resultados de la teoria
bésica. Como prerequisitos para el curso seria suficiente un conocimiento
bésico de calculo en varias variables reales, donde incluimos en particu-
lar el teorema de la funcién inversa y el teorema de la funciéon implicita.
El lector interesado en profundizar su conocimiento sobre los temas del
capitulo tiene a su disposicién buenas referencias de geometria diferen-
cial (por ejemplo, Do Carmo [4], Spivak [11], Hicks [2] son algunas de
ellas).

1.1. Estructura diferenciable: parametrizaciones
y plano tangente

En primer lugar, nos gustaria fijar algunas notaciones que usaremos
durante toda la exposicién. Una funcién f : U € R? — R definida en
un abierto U del plano es de clase C*, k > 1, si sus derivadas parciales
hasta orden k existen y son continuas. Identificamos la clase C° con la
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clase de funciones continuas. De forma analoga definimos una funcién
de clase C* f: U c R?> — R” si las derivadas parciales de las funcio-
nes coordenadas f; : U — R de f, f(p) = (fi(p), f2(p), .., fn(p)) son
funciones de clase C*. El producto interno de dos vectores w, n, en el
espacio Euclidiano R? es

<w,n >=< (W, Wy, Wy), (Mg, Ny, Nz) >= WeNy + Wyny + Wen.
El producto vectorial de dos vectores w, n es un vector definido por

wxn = (W, Wy, w;) X (Ng, Ny, Nz)

= (wyn, — wny, —(Wan, — WoNg), Wely — WyNy).

Una Superficie en R? diferenciable M de clase C*, k > 0, es un
subconjunto de R3 que puede ser parametrizado localmente utilizando
dos coordenadas. Mas precisamente, una superficie en R? admite una
coleccion de aplicaciones ®; y un cubrimiento por subconjuntos U; obte-
nidos como intersecciones de abiertos conexos A; de R? con la superficie
M, o sea M = U;U;, que satisfacen las siguientes propiedades:

1. Las aplicaciones ®; son biyecciones ®; : V; — U;, donde V; es un
abierto conexo de R2,

2. Cada ®; es una funcién de clase C* como aplicacién de R? en R3,
de rango maximo. O sea, el rango de la aplicacién diferencial de
®,, la cual es una matriz 2 x 2, es dos en todo punto, para todo <.

Las funciones ®; son llamadas parametrizaciones locales de la su-
perficie, sus inversas (®;) ! (existen por el teorema de la funcién implici-
ta) son llamadas coordenadas o cartas locales de la superficie, y las
funciones compuestas

((I)j)fl o (I%‘ : Vil C Vz — Uj,

que son difeomorfismos de clase C*¥ como aplicaciones entre subconjuntos
de R?, son llamadas cambios de coordenadas. La coleccién {(U;, ®;)}
es denominada un atlas diferenciable de clase C* de M, en clara
referencia a los mapas y la cartografia.

La definicién de superficie implica que existe en ella lo que se denomina
una estructura de espacio topolégico, o sea, existe una coleccién de
subconjuntos § que llamamos abiertos que satisface,
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1. La unién de cualquier niimero de elementos de § es un elemento

de §.

2. La interseccion de un ntumero finito de elementos de § es un ele-
mento de §.

3. M y el conjunto vacio son elementos de §.

Esta coleccién de subconjuntos no es mas que la formada por las unio-
nes de cualquier nimero e intersecciones de un niimero finito de imégenes
de conjuntos abiertos del plano por todas las parametrizaciones posibles
de M. En realidad basta tomar un atlas dado y formar la coleccién de
las uniones cualesquiera e intersecciones finitas de imagenes de abiertos
del plano por las parametrizaciones de este atlas (ejercicio).

La nocién de topologia en la superficie es fundamental pues permite
generalizar de forma natural una serie de herramientas analiticas de R?
de gran importancia en el estudio de la geometria de las mismas. La
nocién de abierto permite definir funciones continuas y diferenciables
f: M — R por ejemplo. A partir de esta idea es posible definir funcio-
nes continuas y diferenciables entre superficies, y el concepto de campo
vectorial en el plano se extiende sin mayores problemas a las superficies.

Lema 1.1.1. (Ejercicio) Sea M una superficie diferenciable en R3. En-
tonces todo abierto de M es la interseccion de un abierto del espacio R3
con la superficie M.

Nos gustaria observar que la nocién de superficie diferenciable en R3
se generaliza a objetos mas abstractos, llamados también superficies di-
ferenciables, pero que no son necesariamente subconjuntos de R3. De
hecho, la existencia de atlas con cambios de coordenadas diferenciables
se verifica en muchos objetos que pueden ser considerados naturalmente
como superficies, por estar modelados localmente por parametrizaciones
de abiertos del plano. Ademés, nétese que la diferenciabilidad de cam-
bios de coordenadas es definida en subconjuntos del plano y no en la
superficie. En general, en geometria diferencial la nocién de superficie
diferenciable como objeto en el cual existen atlas con cambios de coorde-
nadas diferenciables (y algunas otras condiciones adicionales) se muestra
mas conveniente en muchas aplicaciones. En los primeros 4 capitulos so-
lo consideraremos superficies en R3, las superficies ” abstractas” seran el
objeto de estudio de la segunda parte de la monografia.
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1.1.1. Funciones continuas y diferenciables

Una funcién f : M — R es continua si la preimagen de todo intervalo
abierto es un abierto en M, segin la topologia definida en M por las
parametrizaciones locales de un atlas dado.

Ejercicio: Verificar que la definiciéon de continuidad no depende del
atlas.

Ejercicio: Verificar que la definicién de continuidad coincide con la
definicién de continuidad de funciones utilizada en céalculo.

De la misma forma, se dice que una funcién continua f : M — N
entre dos superficies M, N si la preimagen de un abierto de N es un
abierto de M.

Una funcién f : M — R es diferenciable de clase CF si existe un atlas
(Ui, ®;) de M tal que las funciones W;(f(®;')) son de clase C* como
aplicaciones entre subconjuntos del plano. De forma andaloga, decimos
que una funcién f : M —s N entre dos superficies M, N, es de clase C*
si dados atlas {U;, ®;} de M,y {A;,V;} de N, se tiene que las funciones
W, (f(®; 1)) son funciones de clase C* entre subconjuntos de R2.

Ejercicio: Verificar que la nocién de diferenciabilidad de funciones
no depende de los atlas escogidos en las definiciones anteriores.

Estas definiciones parecen un poco abstractas, a fin de cuentas es-
tamos tratando de objetos que son subconjuntos de R3 y es razonable
pensar que exista alguna relacién entre la diferenciabilidad en las super-
ficies y la diferenciabilidad de funciones en R3. En realidad, las nociones
de diferenciabilidad expuestas estdan inspiradas en nociones andlogas
relativas a las llamadas superficies abstractas: la existencia de atlas con
cambios de coordenadas diferenciables seria suficiente para definir un
criterio de diferenciabilidad de funciones. Resulta que en el caso de su-
perficies de R? esta nocién ”intrinseca” de diferenciabilidad es de alguna
forma heredada, asi como lo es la topologia de la superficie (Teorema
1.1.1), de la diferenciabilidad en el espacio ambiente R.

Teorema 1.1.1. (Ejercicio) Sea M una superficie diferenciable de clase
C* en R3. Entonces, toda funcion f: M —s R es de clase C" si y solo
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si para todo punto p € M existe un abierto B(p) de R? y una funcion
F: B(p) — R de clase C", tal que F(z) = f(z) para todo x € MNB(p).

Este teorema nos dice en particular que la restriccién de funciones
diferenciables del espacio Euclidiano a la superficie M define funciones
diferenciables en la superficie. Asi como en el Teorema 1.1.1, la demos-
tracién es una aplicacién del teorema de la funcién implicita. En la
préxima seccién sugeriremos otra forma mas geométrica de demostrar
los Teoremas 1.1.1 y 1.1.1.

1.1.2. Planos tangentes, fibrado tangente

Toda superficie diferenciable M en R? viene equipada con una co-
leccién de planos llamados planos tangentes que pasamos a definir a
continuacién.

Sea ® : V — U una parametrizacion local de una superficie M de
clase C*, k > 1. Podemos expresar ® en coordenadas cartesianas de R?
como

(I)(u7 U) = (x(u, ’U), y(uv 2}), Z(uv ’U)),

donde (u,v) son las coordenadas cartesianas de V C R2. Como el rango
de la aplicacion diferencial D® es 2 en todo punto, los vectores

0
D(u,v) = —P(u+t,v) |1=0,

Ou(P(u,v)) = 9 5

ou

0 0
av(q)(u7v)) = %CI)(U, v) = E(I)(uvv + t) ‘t:07

son linealmente independientes en todo punto ®(u,v) de M. Notemos
que
(%(@(u, U)) = D(u,v)q)(lv 0)7

av(q)(ua U)) = D(u,v)q)(ov 1)
Y por la linealidad de las derivadas parciales, tenemos que

D(y,0)®(a,b) = a0y (®(u,v)) + b0y(®(u,v)).

Por lo tanto, la imagen de la aplicacién diferencial Dy, ,)® es un plano
en R? que contiene los vectores tangentes o/(0) de todas las curvas di-
ferenciables «(t) C M tales que «(0) = p. Por este motivo, el plano
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generado por la imagen de D, ,)® es llamado Plano tangente a M
en p € M,y es denotado por T,M. Los vectores 0, 0, son llamados
vectores tangentes de la parametrizacion.

Ejercicio: El plano tangente 7,,M no depende de la parametrizacion
local utilizada en una vecindad de p en M.

El conjunto de planos tangentes
TM = UpemTp,M
es llamado Fibrado tangente de M.

La ecuacién del plano tangente T,,M se puede obtener facilmente en
términos del producto vectorial n(®(u,v)) = 9y (P(u,v)) X Op(P(u,v)).
Denotaremos este vector por vector normal asociado a la parame-
trizacién. En efecto, recordemos que el producto vectorial w X n es
perpendicular al plano generado por w, n. Y la ecuacién del plano per-
pendicular a un vector 7 € R3 que pasa por un punto p = (zo, ¥o, 20)
es

<7, (x—x0,y — Yo,z — 20) >=0.

Asi que si las coordenadas en R? de ®(u,v) = p son p = (x0,%0, 20),
tenemos

TPM = {($7y7 Z) tq < N(CI)(U,U)), (l’ —Z0,Y —Yo,% — ZO) >= 0}

Ejercicio: Si M es de clase C¥, k > 1, entonces los planos tangentes
T,M dependen de p continuamente en la topologia C*k=1. O sea, si T,M
tiene una ecuacién del tipo

a(p)(x — o) + b(p)(y — yo) + c(p)(z — 20) = 0,

donde p = (g, Yo, 20), entonces las funciones a(p), b(p), ¢(p) son de clase
C*=1 y sus derivadas parciales hasta orden k — 1 son funciones continuas
de p.

Una vez definida la nocién de plano tangente, obtenemos una manera
”intrinseca” de describir la aplicacién diferencial de una funcién dife-
renciable entre superficies. Sea F' : M — N una funcién diferenciable
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entre dos superficies. Dado un punto p € M, la diferencial de f en p es
una transformacion lineal

DpF : TpM — TF(p)N

que asocia vectores tangentes a M vectores tangentes a N. Podemos
?prescindir” de las coordenadas cartesianas de R? para escribir la expre-
sion analitica de D, F. Por definicién, dado v € T, M la derivada D, F(v)
es
0
DpF(v) = aF o ((t)) lt=0,

donde 7,(t) es una curva diferenciable en M tal que 7, (0) = p, 7, (0) = v.
La definicién no depende de la curva (t) que pase por p en t = 0 siempre
que su derivada en este punto sea v. Usando coordenadas locales (x,y)
en una vecindad de p en M, y (s,t) en una vecindad de F(p) en N,
tenemos que

D,F(0;) = a110s + a120%,

DpF(ay) = a910s + a990;,

y los coeficientes a;; nos permiten obtener la matriz de D,F' en la base
0Os, O, es decir, usando apenas las coordenadas de la parametrizacién y
no las coordenadas del espacio Euclidiano.

Andlogamente, podemos calcular la diferencial de una funcién escalar
f: M — R en términos de las derivadas direccionales de f con respecto
a los vectores tangentes de una parametrizacion dada: si v = ad, + b0,
entonces

D,f: T,M — R

of  ,of
D,f(v) =a=— +b=—.
La reduccién de la dimensién de 3 para 2 en el estudio de las superficies
en R3 facilitard substancialmente las demonstraciones que presentaremos
en el texto.
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1.2. Ejemplos

1.2.1. Graficos de funciones

Los ejemplos més conocidos de superficies en los cursos de calculo
son los gréficos de funciones diferenciables. Sea f : U C R2 — R una
funcién de clase C*, entonces el gréafico I'(f) de f cuja definicién es

I(f) ={(z,y, f(z,y)), (x,y) € U}

es una superficie de R? de clase C*. La propia definicién de grafico nos
da una parametrizacién bastante natural del mismo,

O(z,y) = (z,y, f(z,y))

Los gréficos se cuentan entre los pocos ejemplos de superficies que ad-
mitem una tnica parametrizaciéon que describe totalmente la superficie
como subconjunto de R®. En general, no es posible parametrizar una
superficie con una unica parametrizacién. Los vectores tangentes de la
parametrizacién son

of

8:1: = (1,0, %) Yy 8y = (O’ 17

of
)

El vector normal asociado a la parametrizacion es

n(®(e.) = (-5 (5), =5 (w,0).1).

La ecuacién del plano tangente al grafico en (zg, yo, f(zo0,%0)) es

z = f(xo0,y0) + g£($0,yo)($ — o) + gg(xo, Y0)(y — Yo)-

Reconocemos en esta férmula la aproximacion de Taylor de f de primer
orden, lo que tiene un significado bastante geométrico: el plano tangente
en un punto p = (xo, Yo, f(zo,y0)) € ['(f) es la mejor aproximacién del
grafico por una funcién lineal L(z,y) tal que L(xo,y0) = f(zo, y0)-

El conjunto de los graficos es importante en el estudio local de las
superficies debido a la siguiente propiedad:
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Figura 1.1: Gréfico de f(z,y) = 2% — y?

Proposition 1.2.1. Toda superficie M de clase C*, k > 1 en R3 es
localmente un grdfico. O sea, dado un ponto p € M, existe un abierto
U C R?, una funcion de clase C* f : U — R (que depende de p en
general), tal que la imagen de la funcion ®(x,y, f(z,y)) es una vecindad
abierta de M que contiene p.

Ejercicio: Demostrar la proposicién anterior.

Sugerencia: Una forma geométrica de demostrar esta afirmacién es
considerar el plano tangente T, M como una aproximacién local de M.
El vector normal n(p) es perpendicular a T, M y por lo tanto, las rectas
paralelas a n(p) son transversales a M en un abierto adecuado de M que
contiene p, simplemente por la continuidad de los planos tangentes a M
en una vecindad de p. Y en particular, existe un abierto V,, C M que
contiene p donde para todo g € V), se tiene que la interseccién con V,, de
la recta paralela a n(p) que pasa por ¢ es exactamente g. Sea U C T,M
el conjunto de puntos de interseccién z, de las rectas r4(t) = g + tn(p)
con T,M. Para cada g € V), el punto z, es inico. Supongamos ahora
que n(p) es el vector (0,0, 1). Entonces la funcién ¢ : U — R definida
por

t(x) = t(zy),
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donde ry(t(x4)) = x4, tiene como grafico el conjunto V,, de M. Demostrar
que esta funcién es diferenciable. Qué pasa si n(p) no es vertical?

1.2.2. Superficies de nivel

Otra categoria importante de ejemplos de superficies en R? proviene
del conjunto de superficies de nivel de funciones F : R?> — R diferen-
ciables. Un conjunto de nivel de F' esté definido por una ecuacion de la
forma

F(x,y,z) =c,

donde ¢ es un valor real constante. Suponer que en p = (z9, yo, z0) alguna
derivada parcial de F' es no nula, digamos %—f(p) # 0. El punto p se
conoce en la literatura como punto regular de F'. Entonces el teorema
de la funciéon implicita nos garantiza que existe una vecindad abierta
U C R?, que contiene (xq,o), tal que el conjunto de nivel F(x,y,2) = c
restricto a U tiene la forma

F<x7 Y, h(a:, y)) =

donde h : U — R es una funcién diferenciable. Asi que el conjunto
de nivel en una vecindad abierta de p admite una parametrizacion @ :
U — V dada por
‘b(l’, y) = (:Ua Y, h(.%, y))7

o sea, el conjunto de nivel en una vecindad de p es el grafico de una
cierta funcién diferenciable h. Los planos tangentes, la normal asociada
a la parametrizacion, pueden ser calculados de acuerdo a la formulacién
de la subseccion anterior. En efecto, los vectores tangentes asociados
a la parametrizacién h pueden ser obtenidos a partir de las derivadas
parciales de F' usando el teorema de la funcién implicita y la regla de
la cadena. Otra forma ma&s concisa de obtener la ecuacién del plano
tangente es con el gradiente de F'

Vol = (50 (0, G ),

porque sabemos que el gradiente es perpendicular a los vectores tangen-
tes de la parametrizacién (verificar como ejercicio). De esta forma, la
ecuacién del plano tangente en (xg, Yo, 20) a F' = c es

< V(ﬂf»‘o,yo,Zo)R (* —20,¥ — Y0, 2 — 20) >=0.
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En este caso, el campo gradiente puede ser de mejor utilidad que el vector
normal asociado a la parametrizacion en lo que respecta a aplicaciones,
pues la parametrizacion es dada impl\’lcitamente mientras que la funcién
F' es un dato explicito del problema.

1.2.3. La esfera

La esfera de radio 1 centrada en el origen, Sy = {2% +y? + 2% = 1} es
una superficie de clase C* (incluso analitica. Pertenece a la categoria de
superficies de nivel regulares (o sea, donde todo punto de la superficie es
regular) de la funcién F(z,vy,2) = 22 + 3 + 22. La esfera es un ejemplo
simple de superficie que no se puede cubrir con una parametrizacion,
se necesitan por lo menos dos parametrizaciones para este fin. Antes
de obtener cualquier parametrizacién para la esfera, observamos que en
cada punto p de la misma, el propio p considerado como un vector es
perpendicular a la esfera. Por lo que el plano tangente en p(xg,yo, 2z0) a
S es

<p,(* =20,y — Yo,2 — 2z0) >= 0.
No necesitamos tener alguna parametrizacién a la mano para obtener la
ecuacion del plano tangente en cada punto. Usaremos esta observacién
en diversas oportunidades durante la exposicion.

Existen varias formas de parametrizar S7. Una de ellas, tal vez la mas
obvia, sea parametrizarla con graficos de las funciones

fl(xvy) :t \% 1—1‘2—y2,

definida en el abierto U; = {22 + y? < 1},

fay,2) =5 V1 —y? = 22,

definida en el abierto Uy = {y? + 22 < 1}, y

fa(z,2) =T /1 — a2 — 22,

definida en el abierto Us = {2? 4+ 22 < 1}. Son 6 funciones, cuyos grafi-
cos describen hemisferios de Sp, y su unién cubre la superficie. Parecen
muchas parametrizaciones, de hecho se puede cubrir S; con dos para-
metrizaciones, por medio de la llamada proyeccién estereografica. Sea
Py : {z = 1} — S; la aplicacién definida asociando a cada punto
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(z,y,1) del plano z = 1 el punto de interseccién entre S y la recta que
pasa por (z,y,1) el polo sur (0,0, —1). La imagen de esta aplicacién es
S1 menos el polo sur S.

Figura 1.2: Proyeccién estereografica

Ejercicio: Encuentre la expresién de Py en coordenadas cartesianas,
y demuestre que es una biyeccién diferenciable en S; menos el polo sur.

Definamos de forma andloga la proyeccién Pg : {z = —1} — 57, cuya
imagen cubre S; menos el polo norte (0,0,1). La unién de las imdgenes
de Py, Ps cubre S1, y ambas satisfacen las condiciones que caracterizan
las parametrizaciones de clase C*°.

Ejercicio: Calcule las férmulas de cambios de coordenadas de S; en
el atlas formado por la unién de las parametrizaciones anteriores.

Otra manera de parametrizar S; en los cursos de cdculo es usando
coordenadas esféricas o cilindricas. Estas no son parametrizaciones en el
sentido definido en el presente texto, pues tanto las coordenadas esféricas
como las cilidricas en 57 tienen puntos donde no son inyectivas, o no son
diferenciables, o son diferenciables pero no de rango 2 (verificar). En
la siguiente subsecciéon comentaremos en detalle la parametrizacién en
coordenadas cilidricas.
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1.2.4. Superficies de revolucion

Una superficie de revolucién es obtenida haciendo girar una curva
plana en R3, llamada con frecuencia curva generadora, en torno a una
recta contenida en el mismo plano de la curva. Esta recta es llamada
eje de revolucion. Tomemos como ejemplo las superficies de revolucién
cuyo eje es la recta vertical 7(t) = (0,0,1), o sea, el eje z en R3, cuyas
curvas generadoras estan en el plano (z,0, z). Una curva como esta tiene
la forma

c(t) = (x(t), 0, 2(2)),

t € I, y al girar en torno al eje z por las rotaciones que fijan este eje,
analiticamente lo que hacemos es multiplicar la ecuacién de la curva ¢(t)
por las matrices R, que fijan el vector (0,0,1) y rotan por angulo o € R
los vectores del plano z = 0:

cos(a)  sen(a) 0
Ry = | —sen(a) cos(a) 0
0 0 1

De forma que se obtiene una funcién G : I x [0, 27r) — R? de la forma
G(t,a) = Ra(c(t)) = (cos(a)x(t), sen(a)x(t), z(t)).

Las coordenadas ¢, o son denominadas en los textos de calculo coor-
denadas cilindricas, pero en realidad no son coordenadas segun la de-
finicién de superficies. Sencillamente porque en general la funcién G(t, «)
no es necesariamente una parametrizacién, aunque le falte poco para ser-
lo. De hecho, el dominio I x [0,27) no es un abierto del plano, ademas,
la funcién G podria no ser inyectiva. La esfera S, asi como las esferas
de cualquier radio, son superficies de revolucién (ejercicio: verificar). Pa-
ra obtener verdaderas parametrizaciones a partir de esta construccién,
es necesario imponer algunas condiciones sobre la curva ¢, por ejem-
plo, que sea simple, que el intervalo I sea abierto, que la curva ¢ no
intersecte el eje de revolucion, o que si lo intersecta que lo haga perpen-
dicularmente. Ademaés, es necesario en general descomponer la funcién
G en dos funciones con dominios diferentes: G (t, a) = G(t, ) restricta
a (t,a) € I x (0,2m); y Ga(t,a) = G(t,«) restricta a I x (—m, 7). Las
funciones G; y G2 son un par de parametrizaciones que forman un atlas
para la superficie.
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Figura 1.3: Paraboloide f(x,y) = 22 + y? con meridianos y paralelos

Los vectores tangentes coordenados son
O = (cos(a)a’ (1), sen(a)a’ (1), (1)),

o = (—sen(a)z(t), cos(a)x(t),0).

Una de las particularidades de las superficies de revolucion es que las
coordenadas cilindricas proporcionan un sistema de vectores tangentes
perpendiculares en todo punto. Esta propiedad es bastante conveniente
y serd usada en diversas oportunidades en la exposicién. Los vectores
normales asociados a las parametrizaciones anteriores son

n(G(t,a)) = (=2 (t)z(t)cos(a), —2'(t)z(t)sen(a), 2’ (t)x(t))
cuyas normas son

In(G(t, @) =] 2(t) | V(@' (1)? + (/1))

Los llamados paralelos de la superficie de revolucion son las curvas de
la forma

Gy : [0,2n] — R3
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Gt(Oé) = G(t, a),

donde t es fijo. Son circulos horizontales de radio /(2/(t))2 + (2/(t))2,
siempre tangentes a los vectores J,. Los meridianos de la superficie de
revolucién son las curvas

G*: 1 —R3
GY(t) = G(t, ),

donde « es fijo. Son curvas contenidas en los planos verticales que con-
tienen el eje z y forman dgulo « con el plano y = 0. En particular,
la curva ¢(t) es un meridiano, los otros meridianos son nada mas que
las rotaciones de ¢(t) por angulo «. Los meridianos son tangentes a los
vectores 0.

Ejercicio: Parametrizar el paraboloide 22432 = z, y el cono 2% 4y? =

22 usando coordenadas cilidricas.

1.3. Campos vectoriales, derivaciones, produc-
to de Lie

Un campo vectorial X : M — T'M es una funcién que asocia a cada
p € M un vector X(p) € T,M. Observemos que esta funcién define
claramente una funcién con dominio en M e imagen en R3, por lo que
diremos que X es de clase C* si como funcién entre M y R? es una
funcién de clase C*.

Ejemplo 1: Los vectores tangentes asociados a una parametrizacién
local de M definen campos vectoriales en una vecindad de M.

Ejemplo 2: Dada una funcién diferenciable f : M — R, el campo
gradiente V f es un campo tangente a la superficie definido de la siguiente
forma: dado un vector v € T, M, el campo gradiente V, f calculado en
el punto p viene dado por la relacién

D, f(v) =<< V,f,v >>,

donde << w,o >> es el producto interno Euclidiano restringido a los
vectores tangentes en 1), M.



16 Rafael O. Ruggiero

bf Ejercicio: Verificar que si F : R — R? es de clase C*, entonces
el gradiente en p € M de la restriccién de F' a una superficie M es la
proyeccién ortogonal del gradiente de F' en R? en el plano T,M.

Una derivacién § : C¥(M,R) — R, donde C*(M,R) es el conjunto de
las funciones de M en R de clase C*, es una funcién lineal que cumple la
regla de Leibnitz. O sea, si f, g son dos funciones en C*(M,R), se tiene
que

6(f.9) = 0(f)-g+ f.6(9).

Ejemplo 1: Las derivadas parciales de funciones escalares en M con
respecto a coordenadas locales de una parametrizacién dada son deriva-
ciones.

Ejemplo 2: Dado un campo vectorial X de clase C*, k > 1, la apli-
cacién 0y : C¥(M,R) — R definida por

(0x())(p) = Dpf(X(p))

es una derivacién. Esta derivacién con frecuencia es llamada derivada
direccional con respecto al campo X, y aplicada a una funcién f es
denotada también por X (f).

Ejemplo 3: El producto de Lie de dos campos vectoriales X,Y dife-
renciables en una superficie M, esta definido por

(X, YI(N)(p) = XY (£)(p) = Y (X () ()

Notemos que [X, Y] involucra dos derivadas sucesivas, sin embargo afir-
mamos que es una derivacién (verificar esta afirmacién como ejercicio).
Una forma de interpretar el significado del producto de Lie de dos cam-
pos es la siguiente: si X = 0,, Y = 0, son campos tangentes asociados
a una parametrizacion local de M, entonces [X, Y](f) es igual a la dife-
rencia entre las derivadas mixtas de f, o sea cero, para toda f escalar
de clase C?. Es posible demostrar que el producto de Lie de dos campos
localmente definidos es cero en una vecindad de M si y solo si ellos co-
rresponden a los campos coordenados de una cierta parametrizacién de
M. No haremos la demostracion de esta afirmacién en el texto, el lector
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interesado puede consultarla en las referencias del capitulo. El producto
de Lie es un objeto importante en fisica- matematica, en particular en
geometria diferencial. Tendra un papel importante en la descripcién de
la geometria local de las superficies, como constataremos en las proximas
paginas.
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Capitulo 2

Superficies como
Estructuras Riemannianas,
geodésicas

Este capitulo tiene como objetivo hacer una introduccién al estudio de
las superficies en R? como espacios métricos, y al estudio de las geodési-
cas. Haremos una breve comparacion entre la nocién de geodésica en el
mundo griego y la nocién de geodésica surgida del calculo variacional
del siglo XVIII. Terminaremos el capitulo analizando algunos ejemplos
de superficies de revolucién y sus geodésicas.

2.1. [Espacios métricos, Grecia antigua y geodési-
cas

Un espacio métrico (X, d) es un conjunto X donde estd definida una
distancia d : X x X — R, caracterizada por las siguientes propiedades:

1. d(p,q) > 0 para todo p,q € X, y d(p,q) = 0 siy solo si p =gq.

2. d(p,q) < d(p,z)+d(x,q) para todo p,z,q € X (desigualdad trian-
gular).

Un ejemplo bien conocido de todos es R™ con la métrica Euclidiana

d(p,q) = /> 11 (pi — @)%, donde p = (p1,p2,-,Pn) ¢ = (1,92, -+ qn)-

19
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Uno podria preguntarse si en una superficie cualquiera en R? seria po-
sible definir una distancia.

La nocién de espacio métrico responde en muchos sentidos a la for-
mulacién rigurosa de varios problemas fisicos que surgen naturalmente
al hacer mediciones. Desde la Grecia antigua, se sabia que la tierra no
era plana. Los griegos, basados en observaciones astronémicas, llegaron
a la conclusién de que la tierra era redonda, o esférica. Y se pregunta-
ron entonces algo bastante sencillo: qual seria el camino més corto entre
dos puntos de la superficie terrestre? (Uno podria imaginarse que en el
mundo antes de Cristo, época en la que el desplazamiento humano era
arduo y sacrificado, una pregunta como ésta tendria gran relevancia).
Esta cuestién llevo a los griegos a descubrir el ntimero 7 y la longitud
de un arco de circunferencia de radio » > 0 cualquiera. Y lo que para
los griegos era la distancia entre dos puntos de la superficie terrestre era
justamente la longitud del camino mas corto entre estos puntos.

El camino més corto entre dos puntos de la superficie terrestre era
llamado geodésica por los griegos, cuya raiz ”geo”significa tierra. Este
concepto es uno de los legados mdas importantes de la geometria griega
a la matematica.

A partir del origen de las geodésicas nos queda claro que la forma
tal vez més ingenua de definir una distancia en una superficie en R3,
estableciendo que la distancia entre dos puntos es la misma distancia
entre ellos en R3, no es la mas natural ni la mas conveniente. De hecho,
esta definicién no permite encontrar una curva en la superficie uniendo
los dos puntos cuya longitud sea exactamente la distancia. Porque la
distancia Euclidiana es la minima longitud posible entre las curvas que
unen los puntos, y se alcanza justamente en el segmento de recta que los
une. De esta forma, a menos que la superficie contenga este segmento de
recta, no serd posible encontrar en la superficie una curva con longitud
minima conectando los puntos. La idea griega sobre las geodésicas fue
formalizada en el los siglos XVIII y XIX por fisicos y mateméaticos como
parte de una teoria que ahora se conoce como caculo variacional.
Daremos una idea de esta teoria en las secciones siguientes, pero antes
describiremos otro punto de vista de naturaleza fisica que permite una
interpretacion y definicién diferentes de las geodésicas.
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2.2. Derivada covariante y mecanica Newtonia-
na

Una de las caracteristicas notables de las geodésicas en el espacio
Euclidiano, o sea, las rectas, es que son las tnicas curvas diferencia-
bles con aceleracion nula en todo punto. De acuerdo a la segunda ley
de Newton, las trayectorias ¢(t) de movimientos de cuerpos con masa
constante m producidos por un campo de fuerzas F(p) obedecen la ley
F(c(t)) = md’(t). Es decir, la fuerza en c¢(t) es proporcional al vector
aceleracién ¢’(t). Aplicando esta ley a las rectas en el plano podemos
concluir que las mismas son trayectorias de movimientos libres de fuer-
zas, o movimientos libres simplemente. Estos movimientos tienen velo-
cidad || ¢(t) || constante, y dado un punto p € R™ y un vector v € T,R",
existe una unica trayectoria del movimiento que pasa por p y tiene ve-
locidad inicial v. Esta propiedad es tipica de soluciones de una ecuacion
diferencial de orden 2, una relacién del tipo

d'(t) = G(t,c(t),d (1)),

siendo la ley de Newton un ejemplo particular. Se tiene el siguiente
teorema que asumiremos sin demostracién (que serd importante desde
el punto de vista tedrico pero que no serd usado en las aplicaciones”

Teorema 2.2.1. Dada una ecuacion diferencial de orden n

anc . 8n_10
5 (1) = G(te(). (1), . 5 (1),

donde G es una funcién de clase C* en un abierto U de R, dado un
punto (to, (vo,v1, .., vp_1) € R" L existe una tinica solucion x(t) de la

ecuacion tal que x(tg) = vo, y %Zf” (to) = v; para todo i =0,1,..,n — 1.

El teorema anterior es conocido como el teorema de existencia
y unicidad de las ecuaciones diferenciales. Usando parametrizaciones
locales, el teorema se extiende facilmente a las superficies.

Asi que la mecdnica nos da otra interpretacién de las geodésicas en el
espacio Euclidiano, son las trayectorias que representan los movimientos
libres de fuerzas. Podriamos preguntarnos si existe algo equivalente en
las superficies de R3.
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Esta pregunta nos lleva a otra pregunta: qué es aceleracién en una
superficie? Si ¢(t) es una curva en una superficie M, su vector tangen-
te (t) es también tangente a la superficie para todo ¢, pero su vector
aceleracion ¢”’(t) no es en general tangente a M. Pensando nuevamen-
te en la segunda ley de Newton, una fuerza aplicada en la superficie
M solo producird algiin movimiento a partir del reposo si tiene alguna
componente no nula en los planos tangentes a la superficie. En efecto, si
aplicamos una fuerza perpendicular a 7}, M en el punto p, este punto no
se moverd a partir del reposo. Dicha observacién nos conduce natural-
mente a una nocién de "aceleracién tangente” de curvas, que se conoce
en geometria como derivada covariante.

Definicién 2.2.1. Dados un campo vectorial X : U ¢ M — R3 de
clase C? tangente a la superficie M, definido en un abierto U en M, y
una curva c : (a,b) — M de clase C?, la derivada covariante Ve X
de X a lo largo de c(t) en c(ty) es la proyeccion ortogonal del vector
2(X oc(t)) 1=ty en Tty M.

Resulta un poco inconveniente que la notacién de derivada covarian-
te sea muy parecida a la notacién de campo gradiente de una funcién
escalar. Ambas notaciones son bastante usadas en la literatura, y procu-
raremos dejar bien claro en lo que sigue cuando se trate de una o del otro.
Podemos verificar sin dificultad que si X,Y son dos campos vectoriales
definidos en un abierto U C M tales que X(c(t)) = Y (c(t)) para todo
t € (a,b), entonces sus derivadas covariantes Vo)X ¥ VoY son igua-
les en todo t. La definicién anterior nos dice que la derivada covariante
V(1) X es la parte tangente a la superficie del vector %(X oc(t)) le=to,
y este concepto nos conduce de forma natural a una nocién de acele-
racién tangente a la superficie, a saber, la aceleracién tangente de c(t)
es la proyeccién ortogonal de ¢”’(t) en ToyM. Como la derivada cova-
riante V(X no depende de la extension del campo X(t) fuera de la
curva c(t), nuestra definicién de aceleracién tangente de la curva c(t)
corresponde a la derivada covariante

Vc/(t) C/(t),

donde /() es en verdad una extensién del campo de vectores ¢/(t) a una
vecindad de ¢(t) en M. Y a su vez, esta idea de aceleracién tangente nos
lleva a una generalizacién, de la idea de geodésica.
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Enunciamos a continuacién algunas propiedades de la derivada cova-
riante que nos seran ttiles durante la exposicion.

Proposition 2.2.1. Sea M una superficie de clase C® en R>. Sean
c: 1 — M una curva de clase C?, X,Y campos vectoriales tangentes
a M de clase C' definidos en una vecindad de ¢ en M. Entonces

1. Vo (X +Y)=VupX +VeupY, para cada t € I.

2. 8if:UCM— R es una funcién escalar de clase C', entonces
para todo t € I se tiene

Ve (fX) =< Dy f,(t) > X + f(ct))VonX,
View(X) = fVenX.

3. Para todo t €

O X)) V() > = <VeuX(e®).Y(c(®) >

ot
+ < X(c(t), VepY(ct)) >,
relacion que generaliza la regla de Leibnitz de la derivacion usual.
4. [X,Y]=VxY - VyX.

La demostracién de la proposicién la dejamos como ejercicio al lector.
Es consecuencia directa de las definiciones dadas: observemos que todas
las propiedades enunciadas en la proposicién valen en el caso del espacio
Euclidiano con el producto interno y la derivada usuales. Como la deri-
vacion covariante consiste en tomar la parte tangente a la superficie de
la derivada usual de R3, todas las ecuaciones anteriores son obtenidas
usando las derivadas de R? proyectando luego ortogonalmente en 7M.

Definicion 2.2.2. Una geodésica ¢ : I — M en M es una curva
diferenciable tal que

VCI (t) C, (t) - O

para todo t € I.
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La interpretacion fisica de las geodésicas definidas de esta forma es
clara, describen el movimiento libre de fuerzas en la superficie M. Y
permite una caracterizacion geométrica de las geodésicas bastante sen-
cilla e interesante: c¢(t) es geodésica de M si y solo si su vector aceleracién
c(t) es siempre perpendicular a T, M para todo t. Como en el caso del
espacio Euclidiano, la definicién ”mecdanica” de las geodésicas conlleva
a una ecuacién de orden 2 en la superficie, como es ficil constatar.

Ejemplo 1: En la esfera 22 + 32 + 22 = 72, las tinicas curvas cuya
aceleracion es siempre perpendicular a la esfera son las circunferencias
maximas de radio r contenidas en la esfera, parametrizadas con velocidad
constante. En efecto, observar que las circunferencias maximas son las
Unicas curvas planas contenidas en la esfera cuyos vectores normales
(como curvas en R?) son perpendiculares a la esfera. Y dado un punto
p en la esfera, y una direccién v € T, M, existe una tnica circunferencia
maxima por p tangente a v. Por el teorema de existencia y unicidad,
dicha circunferencia maxima es la inica geodésica por p tangente a v.

Ejemplo 2: Los meridianos de las superficies de revolucién son siem-
pre geodésicas. La demostraciéon es una generalizacién del argumento
utilizado en el caso de la esfera. Observar que los meridianos son obteni-
dos intersectando la superficie de revoluciéon con planos que contienen el
eje de revolucion. Y estos planos son siempre perpendiculares a la super-
ficie. Sea entonces ¢(t) un meridiano contenido en un plano P, podemos
parametrizarlo por longitud de arco de forma que || ¢/(¢) ||= 1 para todo
t. Su vector aceleracién ¢’ (t) estard contenido en el plano P, y por tener
velocidad constante, ¢’ (t) serd ademds perpendicular a ¢/(t). Como el
vector ¢/(t) estd en la tinica recta de interseccién entre el plano P y el
plano T¢;) M, todo vector en P que sea perpendicular a d(t) serd per-
pendicular a T,M. Concluimos entonces que ¢’(t) es perpendicular a
Tot)M para todo t.

Ya con los paralelos de una superficie de revolucién no pasa lo mismo.
Se puede demostrar (ejercicio) que un paralelo es una geodésica si y solo
si la distancia del paralelo al eje de revolucién es un punto critico de
la distancia entre la superficie y el eje de revolucion. En particular, los
paralelos que estan mas préximos al eje de revoluciéon son geodésicas,
asi como los paralelos mas distantes del eje de revolucion.
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Ejercicio: Demostrar que si un plano II es de simetria de una su-
perficie M, entonces la interseccién de este plano y la superficie es una
geodésica. El plano II es de simetria de M si al reflejar M en torno a II
su imagen estd contenida en M.

Las observaciones anteriores nos muestran la riqueza y la utilidad de
este concepto de geodésicas. Pero, cual es la relacién entre estas geodési-
cas y las geodésicas "griegas”?. O sea, cudl es la relacién entre estas
geodésicas "mecédnicas” y las curvas de longitud minima que unen dos
puntos en la superficie?. En la préxima y ultima seccién del capitulo
respondemos esta pregunta.

2.3. Un poco de calculo variacional

Volvemos al concepto griego de geodésicas en superficies, para anali-
zarlo de forma més detenida. La idea de curva de longitud minima como
realizacién ”fisica” de la distancia entre puntos necesita por supuesto
de una nocién de longitud en la superficie. Para ello, nos basta con la
longitud de una curva diferenciable en R?, si v : (a,b) — M es una
curva diferenciable, entonces su longitud es

b
I(y) = / |2/ | dt,

donde || v ||= /< v,v >. Asi que es facil definir una longitud para curvas
en una superficie, lo que no es facil es encontrar las curvas de longitud
minima.

Es en este punto que el llamado célculo variacional muestra su fuerza.
El céalculo variacional en pocas palabras, plantea el problema de hallar
las curvas de longitud minima conectando dos puntos como un problema
de optimizacion: existe una funcién, la funcién longitud, que hay que
minimizar en el espacio de las curvas que unen dos puntos. Si se tratase
de R", lo que harfamos seria derivar la funcién y encontrar sus puntos
criticos. Dentro de estos puntos se encuentran los minimos, que podemos
seleccionar aplicando un criterio de derivada segunda. Parece sencillo, el
punto es que el espacio de las curvas que unen dos puntos tiene dimensién
infinita, y jcémo se define derivada de una funciéon en un espacio de
dimension infinita?
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La idea del célculo variacional es intentar aproximar de alguna forma
el espacio de las curvas por espacios de dimensién finita. El concepto
clave es el de variacion por curvas diferenciables.

Definicién 2.3.1. Dada una curva vy : [0,a] — M diferenciable, una va-
riacion por curvas diferenciable por partes de v es una funcion continua
f:(—€€) x[0,1] = M que cumple las siguientes propiedades:

1. Eziste un conjunto de puntos {ti,to,...,t;,m} C [0,a] tal que las
curvas fs(t) = f(s,t), son diferenciables en [0,a] — {t1,ta,...,tm},

2. fo(t) = f(0,t) =~(t) Vt € [0,q].

Si f(s,0) =~(0), f(s,a) = v(a) Vs € (—¢,€), decimos que la variacién
f tiene extremos fijos o es propia. Vamos a suponer que la curva ~y(t)
estd parametrizada por longitud de arco, o sea, || 7/(t) |= 1. La nocién de
derivacién covariante nos permite derivar la funcion longitud restringida

a una variaciéon. Sea W (t) = %(O, t), el campo tangente a la variacion

f en la direcién 2 restringido a la curva fo(t) = (t).

Lema 2.3.1. (Férmula de la primera variacién). Sea v : [0,a] — M
una curva de clase C* parametrizada por longitud de arco, y sea f(s,t)
una variacion de «y tal como fue definida anteriormente. Sea L(s) = I(fs)
la longitud de la curva fs. Entonces

L0) = <W(a).y(a)>— < W(0),7(0) >

=S < Wi — ) = () > —/ < W),V > dt,
i=1 0

donde
I+ _ ) 17 / T4 _ =) — 17 /
V(=i = lim +'(t), (t=i7)= lm ().
t>t—i t<t;

En particular, si la variacion f es propia, tenemos,

L'0) = — Z <W(t),y t—it) =/ (t—i") > — /Oa < W(t), Dy > dt
i=1
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Demostracion. Una demostracion completa y rigurosa de este lema se-
rifa técnicamente algo complicada. Como nos proponemos hacer una
introduccién al estudio de las superficies nos contentaremos con esbozar
las ideas principales de la prueba, una demostracién completa se pue-
de consultar por ejemplo en [4], [2]. Para comenzar, vamos a suponer
que tanto f como v son diferenciables, o sea, el conjunto {t1,ta,...,tmn}
es vacio. En este caso, el segundo término a la derecha de la férmula
desaparece. Tenemos que

iy 9 0 / Ofs Ofs
L(O) - 6Sl(fs)-3=0 - 68 5 >
afs 3fs
¢ % % —-1/2 dfo 9fo
_/0<8t ot = <Vw ot at>dt'

En la ultima ecuacién notemos que fue usada la Proposicion 2.2.1. Siendo
que fo(t) = ~(t), podemos escribir la férmula anterior de la manera
siguiente:

L'(0) = /Oa <A (1), 4 (1) >7V2< Vi (8), 4/ (t) > dt
— /Oa < Vv (t),7(t) > dt;

en la tiltima igualdad usamos el hecho que || 7/(¢) ||?= g(¥'(t),+'(t)) = 1.
Por la Proposicion 2.2.1 tenemos que

Afirmacion:
Vwy =V, W.

Esto se debe a que los campos W y +/ coinciden con los campos % y

8f respectivamente, y el producto de Lie de estos campos es nulo como
fue observado en el capitulo 1 (notemos que s, ¢ son las coordenadas de
una parametrizacién). Por las propiedades de la derivacién covariante
enunciadas en la Proposicién 2.2.1, se tiene entonces
of of of of of of
8 )

~Vargs o~ vy

Vaf ot 85 [85’ 5]

s Ot =0= vaf
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En particular a lo largo de la curva ~(t) tenemos % =W, % =4y

Vw~' =V, W, lo que prueba la afirmacion.

Volviendo a L'(0), podemos reescribir

L'(0) = /0 < Vwy,7)dt = /0 < VW, > dt

“ g
= = <W,y>—-<WV,y>dt
. o
— < W(a),+(a) > — < W(0),7(0) > —/ W,V > dt.
0

O]

Corollary 2.3.1. Si una curva diferenciable v es geodésica “griega”,
entonces 7y tiene aceleracion nula relativa a la superficie M : V.~ = 0.

Demostracion. La demostracion del corolario aplica la férmula de la
primera variacién:

() = —/0 < W(),Vopy > dt =0,

donde W (t) es un campo variacional cualquiera proveniente de una
variacién de vy por curvas diferenciables. Ahora, se puede demostrar (pero
no lo haremos por ser muy ténico, lo dejamos al lector como ejercicio),
que cualquier campo vectorial diferenciable en una vecindad de ~ se
puede obtener como campo variacional de . En particular, el campo
V)Y (t) es el campo variacional de una variacién de vy por curvas
diferenciables y entonces

L,(O) - —/0 < V,Y/(t)’y/(t), v'y’(t)’yl(t) > dt = 0,

lo que implica claramente que V.,(7'(t) = 0 para todo ¢ por ser un

campo vectorial con norma nula en todo punto. O

En realidad, el método anterior es mas potente, permite demostrar que
si v es una curva diferenciable por partes, geodésica ”griega”, entonces
~ es diferenciable y ademas tiene aceleracién nula relativa a la superficie
M.
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Recapitulando las ideas de la seccién: suponiendo que una curva di-
ferenciable tiene longitud minima en el conjunto de las curvas que unen
dos puntos dados, obtenemos una condicién necesariamente satisfecha
por dicha curva, su aceleracién covariante es nula. Esto no significa que
la condicion sea suficiente, si lo fuese tendriamos una equivalencia entre
la nocién de geodésica "griega” y la nocién proveniente de la mecanica
Newtoniana. Lo que se tiene en realidad es lo siguiente:

Teorema 2.3.1. Seay : I — M una curva tal que V.4yy'(t) = 0 para
todo t € I. Entonces existe un intervalo (a,b) C I donde la longitud de
v([a,b]) es la menor posible en el conjunto de las longitudes de curvas

que unen y(a) y y(b).

Es decir, localmente los dos conceptos de geodésicas expuestos en el
capitulo son equivalentes. En general, los dos conceptos no son equi-
valentes de forma global. Por ejemplo, en la esfera de radio r > 0 las
circunferencias maximas son curvas de aceleracién covariante nula. Pero
no todo arco de circunferencia maxima es minimizante de la longitud
de curvas que unen sus extremos: si el arco tiene longitud mayor que
media circunferencia es claro que su longitud no minimiza. El conjunto
de geodésicas donde la longitud de todo arco minimiza la longitud de las
curvas que unen los extremos del arco, son llamadas geodésicas mini-
mizantes, y en general son un subconjunto del total de las curvas con
aceleracién covariante nula. Por este motivo, a partir de este capitulo,
adoptaremos como definicién de geodésicas la definicién de la mecénica
clasica.

Definicién 2.3.2. Una geodésica de una superficie M de clase C? es
una curvae diferenciable v tal que Vvl(t)fy'(t) = 0 para todo t.

Esta es la definicion empleada en todos los textos de geometria. Note-
mos que en la definicién no estamos suponiendo que v tenga velocidad
constante. De hecho, la norma del vector 7/(t) es constante dado que ~
tiene aceleracién nula (verificar como ejercicio).
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Capitulo 3

Segunda forma
fundamental y curvatura de
Gauss

El tema del capitulo es la geometria local de las superficies en R3.
Asi como existen herramientas para estudiar la geometria de las curvas
en R3, funciones como curvatura y torsién de curvas espaciales tienen
aplicaciones importantes en fisica y matematica, existe un concepto de
curvatura para superficies. Nos proponemos hacer una introduccién al
estudio de la curvatura de Gauss de superficies, incluyendo algunas apli-
caciones. En el capitulo asumimos que toda superficie es de clase C'*°.

3.1. Aplicaciéon normal de Gauss y curvatura de
superficies

3.1.1. Geometria de curvas en R?

Comenzamos por motivar las construcciones que presentaremos en el
capitulo con un recuento de las principales funciones geométricas de las
curvas en R3. Dada una curva regular (o sea, ¢/(t) # 0 para todo t € I)
de clase C3 ¢ : I — R3, el vector tangente unitario 7'(¢) se define como

o
0= ramT

31
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su vector normal N (t) se define por

T
N =) T

y su vector binormal B(t) es
B(t) =T(t) x N.(t),

donde v x w representa el producto vectorial. Estos vectores satisfacen
las conocidas relaciones

N(t) = =r(O)T(t) + 7(t)B(1),
B'(t) = —7(t)Ne(t),

que son llamadas relaciones de Frenet, y la terna {7, N., B} es deno-
tada por triedro de Frenet. Estas ecuaciones describen totalmente la
geometria de una curva y caracterizan a menos de movimientos rigidos
la curva ¢(t). La curvatura x(t) de c(t) es la variacién del vector tan-
gente, representa la aceleracion, la torsién 7(t) mide de alguna forma el
desvio de la curva ¢(t) del plano generado por ¢/(t) y N.(t). Los siguien-
tes resultados de rigidez geométrica dan interpretaciones precisas de &

yrT.

Lema 3.1.1. Una curva reqular de clase C? conexa tiene curvatura k
tgual a cero en todo punto si y solo si la curva es un subconjunto de una
recta.

Lema 3.1.2. Una curva regular plana de clase C? conexa tiene curva-
tura k constante en todo punto si y solo si la curva es un subconjunto
de una circunferencia.

Lema 3.1.3. Una curva regular de clase C3 conexa tiene torsion T nula
en todo punto si y solo si la curva estd contenida en un plano.

En el caso de una superficie parametrizada ® : U C R? — R3,
una primera aproximacién al estudio de la geometria local nos llevaria
a considerar todas las curvas en la superficie junto con sus funciones
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geométricas. Un concepto de curvatura basado en apenas un vector tan-
gente no tendria mucha utilidad pues cada punto de la superficie tiene un
plano de vectores tangentes. Siguiendo esta argumentacion nos veriamos
obligados a considerar infinitas curvaturas en cada punto, al menos una
para cada vector tangente. Matemaéticos de los siglos XVIII y XIX, en-
tre los cuales Gauss tiene destaque especial, propusieron una forma de
simplificar el estudio de los cuantificadores geométricos de una superficie
concentrandose en el comportamiento del campo de vectores normales.
En lugar de estudiar la variacién de los vectores tangentes a curvas en la
superficie, estudiar la variacién del campo de vectores normales uni-
tarios de la parametrizacién. El vector normal unitario asociado a la
parametrizacién ® es

N(®(z,y)) = n(®(x,y))/ || n(®(z,9)) || -

Este vector es tinico, y si bien en el caso de curvas en R? no sea la tinica
direccién normal a la curva, en el caso de curvas planas si lo es. Esto
es consecuencia de lo que llamamos codimensién de un objeto: lo que
sumado a la dimensién es igual a la dimensién del espacio ambiente.
Es més, si ¢ es una curva plana parametrizada por longitud de arco,
el médulo de la curvatura x(t) de c(t) es exactamente la norma de la
derivada del vector normal unitario.

Motivados por este modo distinto de ver una superficie en R3, no
como un objeto bidimensional en el espacio sino como un objeto de
codimension 1, consideramos a partir de este momento la aplicacion que
asocia a cada punto de la superficie su normal unitaria con respecto
a una parametrizacién dada. Esta funcién es conocida como aplicacién
normal de Gauss.

Definicién 3.1.1. Dada una parametrizacion ® : U C R?2 — R3 de

una superficie M, y su normal unitaria asociada N, definimos la apli-
cacion de Weingarten como la diferencial de N en cada punto p,

D,N : T,M — R3,

Lema 3.1.4. La imagen de la aplicacion de Weingarten es un subespacio
de T, M.
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Demostracion. Debemos demostrar que la imagen de todo vector v €
T,M por D,N es un vector en T,M. Consideremos el producto interno

0
< DpN(v),N(p) >=< &N(C(t)) |t=0, N(p) > .
Es suficiente probar que el producto anterior es cero para todo v € T, M.
Veamos: por la regla de Leibnitz del producto interno usual tenemos

0 0
o < N(c(t)),N(c(t) >=2< ﬁN(c(t)),N(c(t)) >,

por lo que en t = 0 obtenemos

O < Nt), N(e(t) >0 = 2< 2 N(elt)) lico, N(e(0)) >

= < D,N(v),N(p) > .

Pero la norma de N(c(t)) es 1 para todo t lo que implica que el lado
izquierdo de la ecuacion anterior es cero. ]

Lema 3.1.5. Dado p € M, la funcion ky(v) = — < Dp,N(v),v >,
definida en los vectores tangentes en p de norma 1, es la curvatura de
la curva (parametrizada por longitud de arco) obtenida al intersectar M
con el plano generado por N(p) y el vector v.

Ejercicio: Demostrar este lema.

Este Lema es bastante elocuente en lo que se refiere a D, N, nos dice
que condensa la informacién sobre todas las curvaturas de curvas en M
obtenidas intersectando la superficie con planos que contienen N (p).

3.2. La curvatura de Gauss-Kronecker

Definicién 3.2.1. La curvatura de Gauss-Kronecker K(p) (o simple-
mente curvatura de Gauss) de la superficie parametrizada ® : U C
R3 — R3 en el punto p es el determinante de la matriz de la apli-
cacion de Weingarten en una base ortonormal de T, M.

La matriz de la aplicacion de Weingarten en una base ortonormal
de vectores coordenados normalizados es conocida como la segunda
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forma fundamental de la parametrizacién. Su notacién es II,. Es
siempre posible escoger parametrizaciones de una superficie tales que en
un punto p dado los vectores coordenados son perpendiculares. Por lo
que en principio seria siempre posible obtener I1,. Pero en realidad lo
que importa para fines geométricos son los autovalores de dicha matriz y
su determinante, que no dependen de la base escogida para representar
la transformaciéon de Weingarten.
Ejemplos:

1) Un plano en el espacio Euclidiano tiene curvatura cero como era
de esperarse. La aplicacién normal de Gauss es constante y por lo tanto
su derivada es idénticamente cero en todos los puntos.

2) La esfera de radio r S, = {2? + y*> + 22 = r?} tiene curvatura
-5. Pues en cada punto p € S, el vector normal unitario coincide con

1
r2
H%II = 2 salvo orientacién (multiplicacién por 1 o —1). La aplicacién de
Weingarten es entonces
1
D,N=-1
P r

donde [ es la matriz identidad, y por lo tanto su determinante es %2

3) Superficies de revolucién de la forma
G(t, @) = Ra(c(t)) = (cos(@)a(t), sen()a(t), 2(1)),

obtenidas girando una curva plana c(t) = (x(¢),0, 2(t)) en torno al eje
vertical, tienen aplicacién normal de Gauss

N(G(t, @) = n(G(t, @)/ | n(G(E, ) |,
donde n(G(t, o)) = (=2 (t)x(t)cos(a), =2 (t)x(t)sen(a), 2’ (t)x(t)).
Suponiendo que z(t) > 0 para todo ¢, tenemos
NGt o)) = n(GEt )/ | n(G(E, a)) H
= (=2'(t)cos(a), =2/ (t)sen(a), ' (1)) /v/ (2’ '(£))?,

y suponiendo ademds que la curva generadora c¢(t) estd parametrizada
por longitud de arco,

N(G(t,a)) = n(G(ta))/ || n(G(Et ) |l
= (=2 (t)cos(a), =2 (t)sen(a), 2 (t)).
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Los vectores tangentes coordenados son perpendiculares, y normali-
zados son

0/ | O ||= (cos(a)a’(t), sen(a)a’(t), 2'(t)),
0o/ || Oa ||= (—sen(a), cos(a),0).

Las derivadas de N en las direcciones coordenadas son

D,N(0,) = gtN(G(t, a)) = (=2"(t)cos(a), 2" (t)sen(alpha), 2" (t)),
D,N(0,) = %N(G(t,a)) = (/(t)sen(a), —2'(t)cos(a), 0).

Observemos que por el hecho de tener ¢(t) velocidad constante 1, (z'(t))%+
(#/(t))? =1, se tiene

! N !N
zxr +2z2 =0

lo que implica
v/ l‘/.’L‘”/Z,.

Reemplazando esta expresion en la ecuacién de D,N(9;) obtenemos

xl/

DPN(at) = ?ata

o sea, el vector 0, tangente a los meridianos es un autovector de la
aplicacién de Weingarten. Lo mismo pasa con los vectores tangentes a

los paralelos,

/ Z/

z
DpN(0y) = ———F—00 = ——0q-
PV (%) 3k =

Asi que en este caso es sencilla la expresion de la matriz de D, N en la
base ortonormal 0;/ || 0 ||, 0a/ || Oa |I:

- xl/ O
_ 2
(5 0).
xX
De esta manera, concluimos que la curvatura de Gauss de la superficie
de revolucién estd dada por la funcién

K(G(t,a)) = —2"/x.

Ejercicio: Calcule la aplicacion de Weingarten y la curvatura de
Gauss en los puntos de un gréfico ®(z,y) = (z,y, f(x,y)), donde f
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es de clase C3. Cémo es la aplicacién de Weingarten en los puntos criti-
cos de f7 Una forma de calcular la curvatura es aprovechando la forma
simplificada que tiene dicha aplicacién en los puntos criticos.

Uno de los resultados més importantes de la teoria fundamental de
las superficies es el llamado Teorema Egregio de Gauss:

Teorema 3.2.1. La curvatura de Gauss es invariante por isometrias del
espacio Euclidiano. O sea, si M es una superficie en R3, y T : R3 — R3
es una isometria, entonces la curvatura de Gauss K (p) de M en el punto
p es igual a la curvatura de Gauss K(T(p)) de T(M) en el punto T(p).

En realidad, este teorema vale en el conjunto de las superficies en ge-
neral, pero lo enunciamos restringiéndonos al conjunto de las superficies
en R3. La demostracién, que dejamos al lector, es relativamente sencilla:
basta verificar que los coeficientes de la segunda forma fundamental de
M en p con respecto a una parametrizacion ® coinciden con los coefi-
cientes de la segunda forma fundamental de T'(M) en T'(p) con respecto
a la parametrizacién T'(®).

Otro resultado importante de la geometria de las superficies en R3 que
generaliza el Lema 3.1.2 es

Teorema 3.2.2. Toda superficie compacta sin borde en R® con curva-
tura Gaussiana constante es una esfera de radio r > 0.

El teorema anterior es conocido como el teorema de la esfera, no lo
demostraremos aqui por motivos de tiempo. El lector interesado puede
ver la prueba en [2] por ejemplo. Este teorema nos dice que las esferas
son las tinicas superficies compactas de curvatura constante, asi como los
circulos son las tnicas curvas planas compactas de curvatura constante.

Ejercicio: Si la curva generadora de una superficie de revolucién es
una recta, demostrar que la curvatura de Gauss es cero en todo punto.
Asi que los planos no son las tinicas superficies en R? con curvatura de
Gauss cero.

Ejercicio: Si una superficie de clase C? en el espacio Euclidiano tiene
la propiedad de que por todo punto de la misma pasa una recta que estéd a
su vez contenida en la superficie, demostrar que la curvatura de Gauss
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es cero en todo punto de la superficie. Estas superficies son conocidas
como superficies regladas.

En la proxima seccion obtendremos otros teoremas de rigidez que
generalizan resultados conocidos para curvas planas.

3.3. Curvaturas principales y puntos umbilicos

En esta seccién haremos un analisis més detallado de la aplicacion de
Weingarten. El primer resultado, fundamental para los objetivos de la
seccion, es el siguiente:

Lema 3.3.1. La aplicacion de Weingarten es una transformacion lineal
simétrica.
Demostracion. Una transformacién lineal simétrica A : T,M — T,M
esta caracterizada por la siguiente propiedad:

< AWw),w >=<v, A(w) >

para todo par de vectores v,w en T,M. Sea ® : U C R? — M una
parametrizacién de un abierto de p, sean 0y, 05 los vectores coordenados
de ®(u,s). Supongamos también que ®(0,0) = p. Tenemos entonces

< DpN(0y), 05 >=< ;uN(CI)(u,O) luo, Ds(2(0,0)) > .
Por la regla de Leibnitz del producto interno,
< LN @(,0) [umo, 0,(8(0,0)) = < N(®(u,0)), 0.(8(11,0) >
= < N(®(w,0) |u=0, u(05(® (1, 0)) |u=0> -

Notemos que % < N(®(u,0)),0s(®(u,0) >= 0 porque N es siempre
perpendicular a la superficie. Y ademads, 0,(0s = 05(0,, dado que esta-
mos considerando vectores coordenados y por lo tanto el producto de
Lie [0y, 05 se anula. Asi que

< gN((I)(u,O) lu=0, 0s(®(0,0)) >

ou
= —< N((I)(U,O) |u:0aas(8’u(q)(u70)) |U:0>
— _(% < N(®(u,0)),0u(®(u,0)) >|u=0

— < OsN(P(u,0)) |t=0, 0u(P(0,0)) >).
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Repitiendo el argumento anterior, obtenemos

< DpN(0y),0s > = < OsN(®(u,0)) |t=0,0u(P(0,0)) >
= < DpN(0s),04 >

probando la simetria de la aplicacién de Weingarten en el par de vectores
coordenados.

Finalmente, el dlgebra lineal de transformaciones lineales nos dice que
si la matriz de una transformacion A lineal en una base de vectores es
simétrica, entonces A es simétrica. O

El resultado anterior nos dice que la segunda forma fundamental es
siempre diagonalizable.

Definicion 3.3.1. Dado p € M, un valor principal de curvatura es un
autovalor de la aplicacion de Weingarten, y una direccion principal de
curvatura es un autovector de la aplicacion de Weingarten.

En la seccién anterior ya calculamos los autovalores y autovectores de
ciertas aplicaciones de Weingarten, en casos en los cuales la matriz de
la misma era diagonal. En el caso de la esfera todos los autovalores son
iguales y todo vector es autovector. En general, los valores principales de
curvatura A1(p) < Aa(p) son la menor y la mayor curvatura posibles en el
conjunto de curvas por p con velocidad unitaria obtenidas intersectando
M con planos que contienen N (p).

Definicion 3.3.2. Un punto p € M es llamado umbilico si la aplicacion
de Weingarten es un maultiplo de la identidad.

Proposition 3.3.1. Sip € M no es umbilico, exite una vecindad abierta
U C M de p donde existen un par de campos vectoriales diferenciables
X, Y perpendiculares entre si y tangentes a la superficie M, tales que
X(q), Y(q) son direcciones principales de curvatura.

Demostracion. Daremos apenas una idea de la demostracién, que es
bastante geométrica. Si p no es umbilico, los autovectores de la segunda
forma fundamental I, son dos tinicas direcciones tangentes en 7, M. Por
continuidad de 11, existe una vecindad abierta U de p donde lo mismo
pasa en todo ¢ € U. Por lo tanto, las direcciones principales de curvatura
de I, forman un campo de rectas en U, que son perpendiculares en
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cada punto (pues la matriz 11, es simétrica). Podemos escoger campos
unitarios X,Y tangentes a cada uno de los campos de rectas, de forma
que sean continuos (diferenciables en realidad). O

Estos campos X,Y son llamados campos de lineas de curvatura y
las curvas tangentes a cada uno de ellos (existen en todo punto de U
por la teorfa de las ecuaciones diferenciales) son llamados lineas de
curvatura.

A continuacién, mostraremos algunas aplicaciones de los conceptos de
la seccion a problemas de clasificacion y rigidez de superficies. El préximo
resultado es una caracterizacién de la esfera y el plano en términos de
puntos umbilicos.

Teorema 3.3.1. Una superficie M conexa donde todos los puntos son
umbilicos es parte de un plano o de una esfera.

Demostracién. Sitodos los puntos de M son umbilicos, D, N (v) = A(p)v
para todo v € T,M, donde A : M — R es una funcién de clase Cl.
Si tomamos una parametrizacién ®(z,y) de un abierto U conteniendo
p € M, tenemos

DN (8.) = 5-N(a) = Na)o,
0
DyN(@y) = 5 N(9) = Ma)9y,

para todo ¢ € U. Como las derivadas mixtas de N conmutan, se tiene

92 _ 0?2 ‘ .
que BxayN = —ayax]\f . Ademsds, recordemos que el producto de Lie de
los campos coordenados es cero. Aplicando estas observaciones a las
ecuaciones anteriores concluimos que

0 0

874)\633 = %)\Gy,

en todo punto de U. Como los vectores coordenados son linealmente
independientes, las funciones 8%)‘ y %)\ deben anularse en U. Y siendo
A una funcién de clase C' deducimos que A debe ser constante en U.
Por la conexidad de M, A debe ser constante en M y por lo tanto, o es
cero siempre y la aplicacién normal de Gauss es constante, o es siempre
no nula. En el primer caso la superficie es subconjunto de un plano,
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en el segundo podemos suponer que es siempre positiva (cambiando la
orientacién de la normal si fuera necesario). Por el Lema 3.1.5, toda
curva en M obtenida intersectando un plano que contiene N(p) con M
tiene curvatura constante A. Por los resultados de geometria plana sobre
curvas, las curvas anteriores estan contenidas en circulos de radio % que
pasan por p y son todos tangentes a T),M. La unién de estos circulos es
una esfera. O

Las lineas de curvatura, asi como las geodésicas, forman parte de una
familia de curvas en las superficies que son denominadas lineas especiales
(existen otros tipos). El nombre ”especial” refleja la especificidad de
la propiedad geométrica que las caracteriza. Los siguientes resultados
nos ayudan a entender mejor la geometria subyacente a los conceptos
anteriores.

Lema 3.3.2. Sea M una superficie de clase C3. Entonces toda geodésica
plana en M es una linea de curvatura.

Demostracion. En la demostracién usaremos el triedro de Frenet. Si
~v : I — M es una geodésica plana parametrizada por longitud de arco,
su vector normal IV, esta contenido en el plano II que contiene la curva,
y al mismo tiempo coincide con el vector N(7) normal unitario de una
parametrizacién conveniente de la superficie. Por las férmulas de Frenet,

1) —
NL(t) = —w(t)T'(t),
lo que implica que

NL(t)) = DyiyN(v'(8)) = Dyy N(T (1)) = —s(t)T (1),
caracterizando T'(t) como autovector de la aplicacién de Weingarten. [

Observemos que la afirmacién reciproca del lema anterior es falsa,
porque ya vimos que los paralelos de una superficie de revolucién son
lineas de curvatura. Como en general no son geodésicas, y siempre son
curvas planas, muestran que no toda linea de curvatura plana es geodési-
ca. El préximo resultado prueba que la combinacién de dos propiedades
especiales en una curva de la superficie es algo realmente excepcional.

Proposition 3.3.2. Sea M una superficie conexa en R3. Toda curva
de clase C3 ~: I — M que sea una geodésica cuyos vectores tangentes
son direcciones principales de curvatura, es una curva plana.
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Demostracion. Comenzamos por escribir la ecuacion de la torsién 7 de
una curva ¥(t), t € I, de clase C3:

B(t) = T(t) x N, (¢)

B'(t) = —7(t)N,(t).

Calculando B'(t), aplicando la regla de Leibnitz de la derivacién del
producto vectorial de funciones vectoriales, tenemos

B'(t) = T'(t) x N,(t) + T(t) x N (t) = T(t) x N.(t),

donde el primer sumando es cero dado que T"(t) = x(t)N,(t). Ahora,
supongamos que (t) es geodésica parametrizada por longitud de arco.
Entonces el vector N, (t) es perpendicular a la superficie y por lo tanto,
N, (t) es la aplicaciéon normal de Gauss restringida a «(t). Asi, como en
el lema anterior, se tiene que N (t) = D,yN(v'(t)), y si suponemos
ademds que 7/(t) es autovector de la aplicacién de Weingarten, obtene-
mos que N (t) = A(t)7/(t) = A(t)T'(t). Substituyendo esta ecuacién en
la expresién de B’(t) concluimos que B’(t) = 0 para todo t € I, lo que
implica que 7(t) = 0 para todo t € I y por lo tanto la curva 7 es una
curva plana. O

3.4. Ejercicios complementarios

En esta seccion final enunciamos algunos resultados importantes de
la teorfa fundamental de las superficies en R? sin demostraciones, que
dejamos al lector por falta de tiempo.

Ejercicio: Calcular los valores principales y las direcciones principales
de curvatura del grafico de f(z,y) = 22 —y? en el punto (0,0, 0). Calcular
la curvatura de Gauss en todo punto y constatar que es negativa.

Ejercicio: Sean f(z,y), g(z,y) dos funciones escalares de clase C?
tales que f(0,0) = ¢(0,0), sus graficos son horizontales en (0,0,0), y
satisfacen

fz,y) < g(z,y)

para todo (x,y) en una vecindad abierta de (0,0). Demostrar que

K(0,0) > K4(0,0)
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donde Ky, K, son las curvaturas Gaussianas de los graficos de f y g
respectivamente.

Ejercicio: Demuestre usando el ejercicio anterior que toda superficie
compacta M en R? tiene un punto de curvatura positiva.

(Sug.: Existe una esfera centrada en el origen tangente a M en el
punto de M de mayor norma.
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Capitulo 4

Clasificacion de las
superficies de revolucion
con curvatura constante

El objetivo de este capitulo es describir analiticamente todas las su-
perficies de revolucién que tienen curvatura de Gauss constante. Buena
parte del trabajo esta hecha, en efecto, en la capitulo anterior demostra-
mos que la curvatura de Gauss de una superficie de revoluciéon definida
en coordenadas cilidricas por

O(t,a) = (z(t)cos(a), z(t)sen(a), z(t)

~—

)

generada por la rotacién de una curva regular ¢(t) = (x(¢),0,z(t)) de
clase C? en torno al eje vertical es

:E”(t)

(t)’

siempre que la curva c esté parametrizada por longitud de arco, o sea,

V(1)) + (1) = 1.
Esto nos dice que si la curvatura es constante la coordenada z(t) de
la curva generadora satisface

K(®(t,a)) = -

2/ (t)+ Kx(t) =0

donde K es una constante. Esta ecuacién diferencial es bastante cono-
cida en fisica, es la ecuacién del oscilador armoénico simple sin roce ni
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fuerzas externas. En geometria esta ecuacién es parte de una familia de
ecuaciones llamadas ecuaciones de Jacobi, cuyas soluciones pasamos
a describir a continuacion.

4.1. Ecuaciones diferenciales de orden 2 con coe-
ficientes constantes

La ecuacién de Jacobi z”(t) + Kx(t) = 0 es una ecuacién diferencial
de orden 2 con coeficientes constantes. Resolver la ecuacion diferencial
consiste en encontrar todas las funciones z(t) que satisfacen la ecuacion.
Por lo tanto, enunciamos antes que nada algunas propiedades bésicas
del conjunto de soluciones de ecuaciones de orden 2 con coeficientes
constantes.

Lema 4.1.1. Las siguientes afirmaciones son verdaderas:

1. Una solucion x(t) de la ecuacion de Jacobi estd determinada (vni-
camente) por los valores x(ty), «'(to) para un ty cualquiera donde
x(t) esté definida.

2. El conjunto de las soluciones de una ecuacion de Jacobi es un
espacio vectorial de dimension dos de funciones diferenciables.

3. Considerar el polinomio p(z) = 2>+ K. Las raices de p(z), v—K,
—v—K determinan una base del espacio de las soluciones: las fun-
ctones

zy(t) = eV K

z_(t) = e VK
son una base del espacio de las soluciones.

4. St K > 0 una base del espacio de las soluciones con valores reales
es

z1(t) = %(emt +e VY = cos(VKL)

2a(t) = %(emt — VR —sen(VED).
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Dejamos la demostracion del lema al lector, quien probablemente ya
estudié estas ecuaciones en los cursos de fisica elemental o calculo. Lla-
mamos la atencién apenas sobre la demostracién del primer item, que
necesita el teorema de existencia y unicidad de las ecuaciones diferen-
ciales ordinarias, ya enunciado anteriormente.

4.2. Superficies de revolucién con curvatura ce-
ro

Las superficies con curvatura cero son descritas por la ecuacién x” (t) =
0, lo que implica que z(t) = at+b con a, b constantes reales. La ecuacién
de la curva c(t) es
c(t) = (at + 0,0, 2(t)).

Para obtener la expresién de z(t) aplicamos la relacién

Z(t)=+1—(2'(t)2 = V1 — a2,

que es constante. Por lo que la expresién de c(t) es
c(t) = (at +b,0, At + B),

donde A = v/1 — a? y B es una constante real. La superficie de revolucién
satisface la ecuacién cartesiana

2

(: = B = = (a - b)?

a2
que es la ecuacién de un cono con eje vertical de simetria. Notemos que
si a® = 1 la superficie es un plano horizontal.

4.3. Superficies con curvatura negativa constan-
te

Si tenemos que K < 0, una base para el espacio de las soluciones de
la ecuacion de Jacobi es

zo(t) =evV K
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r_(t) = e VKL

por lo que la solucién general de la ecuacién es

z(t) = AeV Kl 4 Be VKL

y de la relacién (2/(t))%(t) = 1 — (2'(t))? deducimos

2(t) = /1 — (ARt 4 Be—V=R1)2,

Para obtener la expresién de z(t) seria necesario integrar la funcién ante-
rior, no parece facil. Sin embargo, podemos hacer algunas observaciones
basadas en la expresion anterior.

1. No toda solucion de la ecuacién de Jacobi corresponde a una super-
ficie de revolucion diferenciable con curvatura negativa. En efecto,
si la superficie de revolucién generada por ¢ contiene algin punto
del eje vertical (0,0, z) entonces no puede ser diferenciable en este
punto. El motivo es sencillo: como estamos rotando la curva en
torno al eje vertical, para que la superficie sea diferenciable en un
punto de dicho eje el plano tangente a la superficie en este punto
debe ser horizontal. Esto implica que la derivada de la curva c(t)
en este punto debe ser horizontal de la forma ¢/(tg) = (b,0,0). Co-
mo la curvatura de la superficie es constante no nula, la curvatura
de la curva () en este punto no sera cero. Pero al rotar una curva
con estas propiedades en torno al eje vertical siempre obtenemos
una superficie con curvatura positiva en una vecindad del punto
en el eje vertical.

2. Las soluciones x(t) donde A > 0, B > 0 definen superficies de
revolucién diferenciables con curvatura constante negativa. Obser-
vemos que estas superficies nunca intersectan el eje de rotacién.
Las curvas generadoras son curvas convexas planas en R3.

Una descripcién mas detallada de estas superficies puede ser encon-
trada en [4].
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Figura 4.1: Superficie de revolucion completa de curvatura negativa

4.4. Superficies con curvatura positiva constan-
te: esferas

Consideremos ahora el caso que mas nos interesa para los fines de la
exposicién: curvatura constante positiva. Las soluciones de la ecuacién
de Jacobi son generadas por

z1(t) = cos(VKL)
z2(t) = sen(VK),

y la solucié general puede ser escrita de la forma
z(t) = Acos(VKt + B)

con A, B constantes. Como la funcion % coincide con la curvatura de
la curva c(t), entonces la curva ¢(t) (que es una curva plana) debe ser un
arco de circulo de radio \/% Este resultado conocido en el plano puede

ser verificado directamente usando las ecuaciones anteriores. En efecto,
supongamos que la curva c(t) tiene un punto c¢(tp) que estd en el eje
vertical, o sea c(tg) = (0,0, z(tg)). Supongamos también que B = 0, el
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caso general se reduce sin dificultad a este caso. Tenemos entonces que
x(tp) = 0 = Acos(v Ktyp), lo que implica que

(2k+ )7
WK

donde k es un entero. Como observamos anteriormente, ¢/(ty) debe ser
un vector horizontal y por lo tanto

to =

(7 (to)?> =1 — (2'(t))? = 1 — A’K sen®(VKto).

Consideremos k = 1, el resto de los casos es similar. Tenemos

sen(VKty) =1 = Wire

y por lo tanto,

A:\/—E.

La ecuacién de z(t) es entonces

1
x(t) = ﬁcos(\/gt)

y la ecuacién de z(t) es

1
2(t) = \/—Fsen(\/f?t),

lo cual caracteriza un circulo de radio —.
VK

Ahora estamos en condiciones de demostrar el teorema principal de
la exposicién.



Capitulo 5

Rigidez geométrica y
geodésicas

En este capitulo llegamos a la conclusién de la exposicién, vamos a
demostrar que

Teorema 5.0.1. Toda superficie M conexa en R? de clase C? tal que
toda geodésica es una curva plana, tiene que ser parte de una esfera o
de un plano.

Dividimos la demostracién en varias etapas.

5.1. (Geodésicas e intersecciones de la superficie
con planos

En primer lugar, demostramos algunas propiedades especiales satisfe-
chas por superficies en las condiciones del teorema principal, que gene-
ralizan caracteristicas de la esfera de radio r > 0.

Lema 5.1.1. Un plano P corta la superficie M en una geodésica vp
sty solo si P es perpendicular a la superficie M a lo largo de la curva
reqular yp.

Demostracion. Supongamos que 7(t) es geodésica y estd en la intersec-
cion de M con un plano P. El vector N, normal a la curva en R3
estd contenido en Py por definicion de geodésica, N, ;) debe ser per-
pendicular a T’,;) M para todo t. Asi que el plano P contiene todos los
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vectores normales a la superficie por los puntos de 7(¢), lo que implica
que P corta M perpendicularmente en ~y(t).

Supongamos ahora que un plano P corta la superficie M perpendicu-
larmente a lo largo de una curva + : I — M diferenciable y regular,
parametrizada por longitud de arco. El vector normal N, de la curva
estd contenido en P,y es perpendicular a 7/(t). Como ~/(t) es tangente
a T ;) M, tenemos que T’ ;) M N P consiste justamente en la recta gene-
rada por 7/(t) y por lo tanto, el vector N, es también perpendicular a
TyyM. Asi, N, coincide con el vector normal a M en v(t), N(y(t)),

v
lo que implica que 7(t) es geodésica por definicién. O

Lema 5.1.2. Suponer que toda geodésica de la superficie M es plana.
Entonces todo plano P que es perpendicular a M en un punto debe ser
perpendicular a M a lo largo de MNP, y la curva MNP es una geodésica.

Demostracion. Sea P un plano que es perpendicular a M en un punto
p € M N P. El plano P contiene la direccién del vector N(p) que es
perpendicular a la recta T, M N P. Considerar la geodésica por p cuyo
vector tangente en p es un vector unitario v en la direccién de la recta 7;,N
P, llamemos esta geodésica de v, . (t). Esta geodésica existe y es dnica
por el teorema de existencia y unicidad de las ecuaciones diferenciales
ordinarias. Y por hipétesis, los vectores normales Nq,(w) (t) de la curva
Vpw)(t) en R3 estan todos contenidos en el mismo plano de R3. Por lo
tanto, todos estan contenidos en P donde estéd el vector Ny = 0) =
N(p). Esto nos dice que la geodésica v(,.)(t) es una curva contenida
en el plano P, y P es perpendicular a M a lo largo de toda (. (t).
Un argumento sencillo de extension prueba que T, M N P debe ser una
curva regular en la cual P es perpendicular a M y que debe ser una
geodésica. O

5.2. Graficos donde toda geodésica es una curva
plana

A continuacién, estudiamos el problema propuesto por el teorema
principal en el caso de graficos parametrizados por ®(x,y) = (z,y, f(x,y)),
donde f es una funcién de clase C3. En toda la seccién supondremos que
toda geodésica de M es una curva plana.
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Lema 5.2.1. Sea M el grdfico de una funcién escalar f : U C R® — R
de clase C3, U abierto conexo. Dado p = ®(xo,%0, f(z0,y0)) € M, las
curvas de nivel de f son circulos concéntricos en p.

Demostracion. Como vimos en la seccién anterior, la interseccién T, M N
P es una geodésica para todo plano P que contiene el vector normal
N(p). Como M es un gréfico, todo vector w € T,,M esta contenido en la
interseccién de algtin plano P, con T, M. Supongamos sin perder gene-
ralidad que T}, M es horizontal, que (xg,yo) = (0,0), y que f(zo,y0) = 0.
De esta manera, p = (0,0,0), las rectas T,M N P, son r,(t) = tw,
t € R?, y las intersecciones M N P son justamente las imigenes por ®
de dichas rectas, ¥ ) (t) = (tws, twy, f(tw)), donde w = (w,, wy) son
las coordenadas de w.
Tomemos w de norma 1. El vector tangente unitario de v, ., es

T(t) = ’Yépﬂy)(t) _ 1
e ® 1 v 2
(o) Vo o) |

(wIJ wy7 V’y(p,v)(t)f(w))

donde V, f es el gradiente de f en el punto q. El vector N (v(,w)(t)) es

of of

N (t) = (—%(W(p,w) (1)), —Fy(v(p,w) (), 1).

El vector Ny, , (t) es paralelo a T"(t),

1
VI+ VP
1< Hess(f)(w),w >
2 (4[| Vf2)-32

T(t) = (0,0,< Hess(f)(w),w >)

(Wg, wy, V

donde Hess(f) es la matriz Hessiana de f, o la matriz de las derivadas
segundas. El paralelismo entre N, (t) y T'(t) implica que existe una
funcién a,(t) # 0 para todo t tal que T"(t) = aw(t) Ny, (t) para todo
t, lo que nos lleva a una relacién entre las coordenadas de dichos vectores

de la forma

bu(O) = ut) (2 () (1) - (i (1)
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donde by, (t) = %% Notemos que si < Hess(f)(w), w ># 0,

o equivalentemente, V,. ) f # 0, entonces la funcién by (t) no se anula
y el gradiente de f en r,(t) = tw es paralelo a w, es un vector radial.
Esto implica que

Afirmacién 1: Siry(tp) es un punto regular de f entonces existe una
vecindad V' de ry,(tg) donde las curva de nivel de f por cada (z,y) € V
es un circulo con centro en (0,0). Ademds, en dicha curva de nivel no
existen puntos singulares o criticos de f.

En efecto, si V,. ) f # 0, entonces existe una vecindad V' de ry(to)
donde V(, ) f # 0 para todo (z,y) € V. En esta vecindad el gradiente de
f es radial por la observacién anterior y por lo tanto, las curvas de nivel
de f por los puntos de V' son perpendiculares a las direcciones radiales
que parten del origen (0,0). Por el teorema de la funcién implicita, las
curvas de nivel de f en V son diferenciables y tangentes a un campo
vectorial diferenciable, perpendicular a estas direcciones radiales. Pero
este campo es tangente a la familia de circulos con centro en (0,0). Por
el teorema de existencia y unicidad de las ecuaciones diferenciales de
orden 1, estos circulos son las tinicas curvas que tienen esta propiedad.

Falta verificar que si C es una curva de nivel de f que intersecta V,
entonces V' no contiene puntos citicos de f. Esto se debe a que el valor de
f en la curva es constante e invariante por rotaciones del plano R?. Por
lo que si (z,y) € V es un punto regular, la funcién f serd monétona lo-
calmente en la recta r(, ) () = t(x, y) y este comportamiento geométrico
es preservado por rotaciones en el plano. Asi que basta que una curva
de nivel C tenga un punto regular de f para que toda la curva C se
constituya de puntos regulares. Esto prueba totalmente la afirmacién.

La afirmacién 1 nos demuestra que todos los valores de f son invarian-
tes por rotaciones del plano. De hecho, acabamos de demostrarlo para
valores regulares, que son un conjunto abierto del dominio de f. Pero
observar que el mismo argumento nos garantiza que los valores criticos
de f tambien son invariantes por rotaciones (si una curva de nivel con-
tiene un punto critico, ella no puede contener puntos regulares pues la
afirmacién 1 implicarfa que toda la curva seria regular). Asi, las cur-
vas de nivel son circulos con centro en (0,0), y aplicando una isometria
conveniente deducimos el lema. O
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5.3. Geodésicas planas y superficies de revolu-
cion

Los resultados de la seccién anterior nos muestran la contundencia de
la restriccién impuesta sobre las geodésicas de la superficie M, y en esta
seccion nuestro objetivo es establecer una conexién entre dichos resul-
tados y superficies de revolucién de curvatura constante. Comenzamos
por

Lema 5.3.1. Si en las hipdtesis del teorema principal, M el grdfico de
una funcion escalar f : U C R? — R de clase C3, U abierto conexo,
entonces dado p = ®(xo,yo, f(x0,y0)) € M existe una superficie de
revolucion S, cuyo eje de rotacion es la recta por p paralela a Ny, que
contiene M.

Demostracion. Supongamos como en la demostracién del lema anterior
que p = (0,0,0), f(0,0) = 0 por lo tanto, y que T,,M es horizontal. Si los
valores de f son invariantes por rotaciones que fijan el origen, entonces la
superficie M es subconjunto de una superficie de revolucién, obtenida de
la siguiente forma. Considere la unién U’ O U de los circulos centrados
en (0,0) que contienen puntos en las curvas de nivel de f. Extendemos
faf:U — Rpor f(x,y) = f(C(z,y)), donde C(x,y) es el circulo
por (z,y) que contiene la curva de nivel C' que pasa por U, y definir la
superficie de revolucién como el gréfico de f en U’. O

El Lema anterior nos dice algo notable sobre la superficie M: tiene
infinitos ejes de simetria. Esto ocurre raramente en superficies de re-
volucién, la esfera y el plano son ejemplos, pero podriamos mencionar
otros? El siguiente resultado responde esta pregunta.

Lema 5.3.2. Sea M wuna superficie conexa y suponer que por p € M
pasa un eje de simetria de M. Entonces p es un punto umbilico.

Demostracion. Si por el punto p pasa un eje de simetria de M, entonces
la segunda forma fundamental de M en p, que es invariante por iso-
metrias, debe ser un multiplo de la identidad. Las curvaturas principales
y las direcciones principales de curvatura son invariantes por isometrias
de la superficie, por lo que las curvaturas principales son constantes.
Esto caracteriza un punto umbilico de M. ]
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Corollary 5.3.1. Sea M una superficie conexa de revolucion tal que
todo punto es un eje de rotacion de M. Entonces M tiene curvatura
constante.

Demostracion. El lema anterior nos garantiza que la superficie M debe
ser totalmente umbilica, por lo que aplicando el Teorema 3.3.1 deducimos
que M tiene curvatura constante. ]

Demostracion del Teorema 5.0.1

Sea entonces M una superficie conexa donde toda geodésica es una
curva plana. Como toda superficie en R? es localmente el grafico de una
funcién escalar, podemos aplicarle a M los resultados obtenidos en este
capitulo en vecindades abiertas adecuadas. Cubriendo M con un conjun-
to enumerable de tales vecindades, la conexidad de M en conjunto con
el Lema 5.3.1 y el corolario anterior nos permiten afirmar que M tiene
curvatura constante. Segun la clasificacion de las superficies de revolu-
cion con tal propiedad, tenemos que M es un subconjunto de un plano,
o M tiene curvatura positiva y es subconjunto de una esfera, o tiene
curvatura negativa. El punto final de la demostracién es la observacién
siguiente: las superficies de revolucién de curvatura negativa no tienen
infinitos ejes de revolucién. Como fue observado en el capitulo anterior,
una superficie de revolucién diferenciable de curvatura negativa no pue-
de intersectar su eje de revolucién, lo que descarta dichas superficies de
nuestra argumentacion debido al Lema 5.3.1. De esta forma, terminamos
la demostracion del Teorema principal y alcanzamos nuestro objetivo.



Capitulo 6

Superficies abstractas y
Geometria Riemanniana

Teniendo ya una idea del significado de las geodésicas en superficies
del espacio Euclidiano, podemos partir hacia el estudio de geodésicas en
espacios mas generales: las superficies abstractas. En un primer momen-
to nuestro objetivo es hacer un recuento de varios conceptos bésicos de
geometria diferencial que seran fundamentales para la exposicién. Nos
limitaremos en muchos casos a enunciar resultados de la teoria bésica
sin mayores detalles, ya que gran parte de los mismos son generaliza-
ciones naturales de los resultados de los capitulos anteriores. El lector
interesado podria encontrar en los libros de Spivak [11], O’Neill [10], o
Hicks [2] los detalles que falten en nuestra exposicion.

6.1. Variedades diferenciables

Una Variedad diferenciable M de dimensién n y clase C*, k > 0,
es un conjunto que admite un cubrimiento por subconjuntos U;, o sea
M = U;U;, que tienen la siguiente propiedad: existen biyecciones ®; :
U; — V;, donde V; es un abierto conexo de R", tales que las funciones
compuestas

o;(2;1): V] CcVi =V

)

son funciones de clase C* como aplicaciones entre subconjuntos de R™.
La coleccién {(U;, ®;)} es denominada un atlas diferenciable de clase C*
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de M, las funciones ®; son llamadas coordenadas locales de M (o cartas
locales), y las funciones ®;(®; ') son llamadas cambios de coordenadas.
Una variedad es un conjunto que localmente puede ser parametrizado
por un abierto de R™, en particular R™ es una variedad diferenciable.
La definicién implica que toda variedad hereda de R™ una estructura de
espacio topoldgico, y normalmente se asume que M como espacio to-
polégico satisfazga los axiomas de enumerabilidad (primero y segundo)
de los espacios topolégicos abstractos, y que M sea un espacio Hausdorff.
Recordemos que un espacio topolégico X satisface el primer axioma de
enumerabilidad si todo punto del espacio tiene una base enumerable de
vecindades abiertas de la topologia. El segundo axioma de enumerabi-
lidad es un poco mas fuerte que el primero: el espacio topoldgico X
satisface el segundo axioma de enumerabilidad si posee una base enu-
merable de abiertos. Una base U de X es un conjunto de abiertos del
espacio tales que

1. Todo abierto de X contiene un abierto en U,

2. Intersecciones finitas y uniones cualesquiera de conjuntos de U son
integrantes de U.

Todo subconjunto abierto de una variedad es una variedad con la mis-
ma clase de diferenciabilidad. Se dice que dos atlas de clase C* de M
son compatibles si la unién de ambos, que define otro atlas de M, es un
atlas diferenciable de M. La compatibilidad define una relacién de equi-
valencia entre los atlas de M, y diremos que una estructura diferenciable
de clase C* de M es una clase de equivalencia de atlas C* compatibles.
Siempre que hagamos referencia a una variedad diferenciable de clase
C* estaremos hablando de la variedad con su estructura diferenciable.
Una funcién f: M — N entre variedades C*° M de dimensiéon m, y N
de dimensién n, es de clase C” si dados atlas {U;, ®;} de M,y {A;,V;}
de N, se tiene que las funciones W;(f(®; ")) son funciones de clase C”
entre subconjuntos de R y R™. Es simple verificar que la nociéon de
diferenciabilidad de funciones no depende de los atlas escogidos en la
definicién siempre y cuando definan la misma estructura diferenciable
en M, N. Para ejercitarse un poco en el manejo de estas definiciones
sugerimos al lector la verificacién de los siguientes enunciados:

Ejemplo 1: Superficies en R? son variedades diferenciables de dimen-
sién 2.
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Ejemplo 2: El Plano proyectivo real P(RR, 2) definido como el conjunto
de clases de equivalencia de rectas por el origen en R3 por la relacién: L
es equivalente a R si son paralelas; es una superficie abstracta. Se puede
parametrizar localmente con proyecciones estereograficas desde el origen
en la esfera 22 +y2 + 22 = 1. En efecto, dado un hemisferio abierto de la
esfera existe una correspondencia biunivoca entre sus puntos y las clases
de las rectas por el origen determinadas por estos puntos. De forma
que un hemisferio abierto parametriza un abierto del conjunto de las
clases, y es posible cubrir el plano proyectivo con un conjunto finito de
subconjuntos homeomorfos a hemisferios abiertos de la esfera.

Ejemplo 3: Grupos de matrices son ejemplos bastante usuales de
variedades. El conjunto de matrices n x n es una variedad de dimensién
n?, asi como el conjunto de matrices inversibles; el conjunto de matrices
de determinante 1 es una variedad de dimensién n? — 1, y el conjunto

de matrices simétricas es una variedad de dimensién gn(n — 1).

Ejemplo 3: Si (U, ®) es una carta local de M de dimensién m, en-
tonces podemos escribir ®(p) = (x1(p), x2(p), .., m(p)), y las funciones
xz; : U — R son llamadas funciones coordenadas. Verificar que las fun-
ciones coordenadas son diferenciables.

6.2. Subvariedades, Espacio tangente

Un subconjunto S de una variedad M de dimensién m y clase C*° es
llamado Subvariedad de M de clase C* y dimensién s si dado un punto
p € S existe una carta local de M, (U, ®) de clase C*, & : U — B;
donde B es un abierto de R que contiene el origen; tal que ®(p) =
0 € R™, y la imagen ®(S N U) es un subconjunto abierto del plano
Tsp] = Tgy2 = ... = Ty, = 0. Las subvariedades tienen una estructura de
variedad diferenciable naturalmente inducida por la estructura de M. A
saber, dado un atlas de clase C* {(U;, ®;)} de M, donde las restriccio-
nes de las funciones ®; a S satisfazgan la condicién anterior (es decir,
la restriccién de ®; a S parametriza U; NS como un subconjunto de un
hiperplano de dimensién s), los pares {(U; N S, ®;ertg)} constituyen un
atlas de S de clase C*. De esta forma, las restricciones de funciones dife-
renciables definidas en M son funciones diferenciables de la subvariedad
con esta estructura inducida (verificar como ejercicio), y toda funcién
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diferenciable de S se extiende a una funcién diferenciable de M (ejercicio
interesante). Como ejercicio, el lector puede demostrar que los gréficos
de funciones diferenciables f : R™ — R son subvariedades de R**1, y
que las superficies en R? son subvariedades de R3.

El Espacio tangente en p € S a una subvariedad S de R™ es el conjunto
de vectores de R™ tangentes a S en el punto p. La notaciéon usual para
este espacio es T),S. El conjunto 7},S es un plano de igual dimensién que
S, y corresponde a nuestra intuiciéon de plano tangente a un subconjunto
de R3. Lo que no es tan obvio es que podemos generalizar esta nocién
de espacio tangente a una variedad cualquiera, sea ella subvariedad de
R™ o no. Hay varias formas abstractas de definir el espacio tangente a
un punto en una variedad M de dimensién m, todas equivalentes. Una
forma de hacerlo, es definir en el conjuntoA,, de curvas diferenciables c :
(—€,€) —> M, tales que ¢(0) = p, la relacién de equivalencia siguiente:
dos curvas «(t), B(t) en A, son equivalentes si tomando una carta local
(U,®) de M que contenga p, se tiene que las curvas ®(a(t)) y ®(5(t))
tienen el mismo vector tangente en ¢ = 0 (observar que dichas curvas
son curvas en R™). Se puede comprobar que esta relaciéon no depende
de la carta local que contenga p, y que el conjunto resultante de clases
de equivalencia admite una estructura de espacio vectorial de dimensién
m (buen ejercicio ..). La unién de los espacios tangentes de M se llama
Fibrado tangente de M, y se denota por T'M.

Ejercicio: Demostrar que T'M es una variedad diferenciable de clase
C* 1 si M es de clase C*. Si M es de clase C* entonces T'M también
lo es. La dimensién de T'M es 2m, si m la dimensién de M.

Con la nocién de espacio tangente es posible definir la diferencial de
funciones diferenciables entre dos variedades. En efecto, si f : M — N
es una funcién de clase C' entre dos variedades M y N, decimos que
la diferencial de f en el punto p € M, que denotaremos por D,f, es
una transformacion lineal D) f : TyM — Ty, N que asocia a un vector
tangente v = o/(0) € T,M, donde «a(t) es curva diferenciable en M con
a(0) = p, el vector tangente a la curva B(t) = f(a(t)) en t = 0. Es ficil
verificar que la definicién de D), f(v) no depende de la curva «(t) con tal
de que a(0) = p y &/(0) = v. La aplicacién diferencial de f, denotada
por Df esta definida por

Df:TM — TN,
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Df(v) = Dpf(v),
para todo v € T,M, p € TM. Siendo de naturaleza local, los teoremas
de la funcién inversa y funcién implicita, herramientas fundamentales
del célculo diferencial en R™, se extienden a variedades por medio de
cartas locales.

Utilizando el concepto de vectores tangentes es posible asi mismo ex-
tender la teorfa de ecuaciones diferenciales ordinarias de R™ a una va-
riedad. En efecto, usando vectores tangentes podemos definir un cam-
povectorial X en una variedad: X : M — TM asocia la cada punto
p € M un vector tangente X (p). Como T'M tiene estructura de variedad
diferenciable podemos definir campos vectoriales diferenciables en M, y
tomando cartas locales en M estos campos se transforman en campos
diferenciales definidos en abiertos de R™. Por lo tanto, los teoremas de
existencia y unicidad de soluciones de ecuaciones diferenciales se extien-
den a la variedad M tomando cartas locales.

Ejercicio: Probar que si una variedad M es compacta, entonces
todo campo vectorial de clase C' es completo, o sea, toda solucién de la
ecuacion diferencial ¢/ (t) = X (y(t)) en M esta definida para todo t € R.

Para terminar esta seccién, nos gustaria mencionar un teorema im-
portante debido a Whitney, que afirma que toda variedad M admite
una submersién F : M — R* en R¥, donde k depende en general de
la dimensién de la variedad, y F(M) es una subvariedad de R*. Una
submersiéon F' : M — N de una variedad M de dimensién m en una
variedad IV de dimension n > m es una funcién diferenciable que es in-
jectiva y cuja diferencial tiene rango idénticamente igual a la dimension
de M (observar que D,F' es una transformacion lineal y por lo tanto su
rango es la dimensién de la imagen de la misma). Este teorema implica
que toda variedad diferenciable puede ser considerada una subvariedad
de R¥ para algiin k suficientemente grande, lo que nos dice que a fin
de cuentas los conceptos abstractos de funcién diferenciable y espacio
tangente se reducen a los usuales en R¥. El lector puede cuestionarse si
vale la pena entonces entender estos objetos de forma abstracta cuando
ellos correspdonden a la intuicién que de ellos tenemos en el espacio Eu-
clidiano. Sin embargo, para fines de muchas aplicaciones importantes es
mucho mas simple usar las nociones abstractas de funcién diferenciable y
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espacio tangente de forma intrinseca, olvidando el teorema de Whitney.
En la préctica, es dificil construir una submersién de una variedad en
R*. y su obtencién no disminuye sustancialmente el grado de dificultad
de muchos problemas importantes en la teoria de variedades.



Capitulo 7

Planos Euclidiano e
Hiperbdlico

Una introduccion al estudio de geodésicas en superficies no puede
prescindir de la presentacién de los modelos de la geometria plana: la
geometria Euclidiana y la geometria Hiperbdlica. Haremos una breve
descripcién de dichos modelos inspirandonos en la concepcion de geo-
metria plana que proponia Euclides: una geometria plana es un sistema
de “puntos”, “rectas”, y “transformaciones” entre puntos y rectas que
cumplen ciertos postulados. Para formular rigurosamente los objetos de
estudo de las geometrias planas necesitaremos nociones bésicas de Geo-
metria Riemanniana.

A partir de este capitulo utilizaremos con frecuencia la notacién M"
para designar una variedad diferenciable de dimension n. Comenzaremos
por recordar que una Variedad Riemanniana es un par (M"™,g), donde
M™ es una variedad diferenciable de dimensién n y ¢ es una métrica
Riemanniana: g : M — Sy, es una funcién diferenciable definida en M
con imagen en la variedad S,, de las n x n formas cuadraticas simétricas
positivas definidas. Dado p € M, la imagen ¢(p), la cual denotaremos
también por g, induce de forma natural un producto interno en T, M x
T,M que depende del punto p. Una variedad Riemanniana adquiere de
esta forma una estructura de espacio métrico: definimos una distancia
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d: M x M — R asociada a la métrica g por

1
_ . /
d(p,q) = o {/0 (@) |l dt}

7(0)=p,y(1)=¢

donde 7 : [0,1] — M es una curva diferenciable por partes, y el in-

tegrando || +'(t) ||= \/gy(t)(v’(t),’y’(t)) es la norma del vector tan-

gente 7/(t) de 7(t) con respecto al producto interno Gy(t)- La varie-
dad Riemanniana (M, g) se dice completa si es completa como espacio
métrico. Dados p,q € M, toda curva vy : [O 1] - M con v(0) = p,
v(1) = q cuya longitud £4( fo | v'(t) || dt sea igual a la dis-
tancia d(p, q), es llamada geodeszca de la Varledad Riemanniana (M, g).
Por lo tanto, la nocién de geodésica corresponde a la idea intuitiva del
camino mas corto entre dos puntos del espacio y extiende naturalmen-
te la idea de “recta Euclidiana”. Un difeomorfismo f : M — M se
llama isometria de (M,g) si Vp € M, Yv,w € T,M, tenemos que
#(p) (Dpf(v), Dpf(w)) = gp(v,w). Las isometrias de (M, g) preservan
las distancias entre puntos, d(p, q) = d(f(p), f(q)), y preservan también
las geodésicas: si 7y es una geodésica que une p y ¢, entonces f(y) es
una geodésica que une f(p) y f(g). La nocién de isometria generaliza
naturalmente la nocién de transformacion rigida del plano Euclidiano (el
grupo de Galileo generado por las rotaciones y las translaciones), que
son justamente las transformaciones del plano Euclidiano que preservan
las rectas.

Desde el punto de vista de la geometria Riemanniana, el plano Eucli-
diano es el par (R?, g) donde g,((v1,v2), (w1, w2)) = viwy + vows, es el
producto interno usual entre las coordenadas cartesianas de los vectores
v = (v1,v2) y w = (wy,wsz). Observar que en este caso especial, la for-
ma quadratica g, no depende de p. La norma del vector tangente v €
T,=R%es || v ||p: \/v? +v§, la longitud de una curva ~ : [0,1] - M
diferenciable es (v fO |~/ () || dt = fo ) + 752 (t)dt, las rectas
son las geodésicas de (R?, g), y el grupo de 1bometr1as es generado por
las rotaciones y las translaciones, como ya fue observado anteriormente.

El plano hiperbélico H? es una variedad Riemanniana de dimensién

dos cuya métrica es obtenida multiplicando la métrica Euclidiana en
el semiplano superior de R%el conjunto R? = {(z,y), y > 0} por la
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funcién f(z,y) = y—12 O sea, si g(z,y) es la métrica Euclidiana, H? es el

par (R2, g"), donde g, = 250 = f(z,y)g(,.,)-

La norma de un vector v = (v1,vs) € T{,,H? escrito en coordenadas

cartesianas en H? es dada por || v ||= ”Z—” = Y v%yﬂ%. Usualmente, las
variedades Riemannianas de dimensién 2 son llamadas superficies.
Dada una variedad Riemanniana (M, g), toda métrica Riemanniana g
obtenida de la forma g, = f(p)gp, donde f : M — R es una funcién de
clase C'*° se llama conforme a g, o decimos que g y § son conformemente
equivalentes. El simple hecho de multiplicar una métrica Riemanniana
por una funcién positiva produce cambios drasticos en la geometria de
la variedad Riemanniana. El contraste entre las geometrias Euclidiana y
hiperbdlica en el semiplano superior ilustra perfectamente esta afirma-
cién. A continuacion, expondremos algunas de las diferencias basicas mas
importantes entre las geodésicas e isometrias Euclidianas e hiperbdlicas.

1) La recta vertical r(t) = (0,t) es una geodésica de H?; dados, a < b,
el segmento de recta r(t), t € [a,b] minimiza la longitud en el conjun-
to de todas las curvas diferenciables por partes que unen r(a) y 7(b).
Efectivamente, sea 7 : [0,1] — H?, v(t) = (71(t),72(t)), una curva dife-
renciable por partes tal que v(0) = r(a), v(1) = r(b). Podemos suponer
sin pérdida de generalidad que « es diferenciable. La norma hiperbdlica

del vector v/ (t) = (7 (t),v4(t)) es

T+ ) )]

170 1= Y DL

Por lo tanto, la longitud hiperbdlica de ~ satisface la siguiente de-

sigualdad:
'
72(t)]
O / ey,
# 0 2 [0 50

Considerar la funcién « : [0,1] — H?, a(t) = (0,72(t)). Esta es una
curva diferenciable contenida en el semi-eje vertical positivo 0 x R, su
longitud satisface la desigualdad

t ()]
Egh(a) < /0 ’YT(t)dt < ggh(fY)
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que es menor o igual a la longitud de 7 (ver figura). Observar que la
curva « contiene el intervalo vertical 0 x [ min (y2(t)), méx (y2(t))] =

B te[[0,1] te[0,1]
0x[a,b] > 0x[a,b]. Por lo tanto, £, (a ) 14 h(0><[a b)) > £ (0x[a,b]) =
Lon (r)%, lo que implica que Cgn(7) 2 gn(a) = Lon(r ) demostrando el

enunciado.

- tefo,1]

Y(t) = (Yl(t),y2(t))

(0,2)

(0,jmin v,(t))
te[0,1]

Figura 7.1: Rectas verticales son geodésicas hiperbdlicas

2) El grupo de isometrias I(H?) de H? es isomorfo (como grupo al-
gebraico) al grupo de transformaciones de Moebius que preservan el
semiplano superior. Las transformaciones de Moebius del plano comple-
jo C ~ R? estén definidas por f(z) = ?jis, a,b,c,d € Cy ad—bc # 0.
El lector puede demostrar como ejercicio la afirmacién anterior asi como

las siguientes propiedades de las transformaciones de Moebius:

1. El grupo de transformaciones de Moebius esta generado por las ho-
motecias f(z) = az, las translaciones f(z) = a+z, y las inversiones

flz)=1.

2. Toda transformacién de Moebius esté determinada tinicamente por
las imagenes de tres puntos del plano complejo, o en otras pala-
bras, dadas dos ternas de puntos del plano complejo, {p1,p2,p3},
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{q1, 92, q3}, existe una tnica transformacién de Moebius T tal que
T(pi) =4 -

3. Las transformaciones de Mo&ebius que preservan el semiplano su-
perior, o sea, f (Ri) = ]R%r, preservan necesariamente la recta real,
lo que implica que a, b, ¢, d deben ser niimeros reales.

4. Las transformaciones f que preservan orientacién son aquellas don-
de ad — bc > 0.

3) Las transformaciones de Moebius que preservan el semiplano supe-
rior transforman rectas verticales en rectas verticales o circulos perpen-
diculares al eje real, y transforman circulos perpendiculares al eje real
en rectas o circulos con la misma propriedad. Esta afirmacién puede ser
verificada facilmente como ejercicio. Por otro lado, el hecho que dos ter-
nas de puntos determinen una transformacién de Moebius (afirmacién
n. 2 del parrafo anterior), sumado a la invariancia de la familia de rectas
y circulos perpendiculares al eje horizontal bajo la accién del grupo de
transformaciones, nos permite deducir que dado un circulo perpendicu-
lar C' al eje horizontal existe una transformaciéon de Méebius T' tal que
T(r) = C. Por lo tanto, las rectas y los circulos perpendiculares al eje
horizontal son geodésicas de H? porque el eje vertical es geodésica y las
transformaciones de Moebius son isometrias. Observamos tambiém que
no toda recta puede ser geodésica hiperbdlica. La tnica recta que pasa
por el punto (0, 1) que es geodésica hiperbdlica es el eje vertical (lo que
puede ser demostrado directamente haciendo actuar en el eje vertical al
subgrupo de las transformaciones de Moebius que fijan el punto (0, 1)).

Las geometrias Euclidiana e Hiperbdlica cumplen un postulado funda-
mental de la axiomatica de Euclides: dados dos puntos del espacio, existe
una unica geodésica que une estos puntos. Pero la geometria hiperbdlica
no cumple el quinto postulado o axioma de las paralelas.

Ejercicio: Demostrar que dos rectas verticales no se encuentran a
distancia constante en la geometria hiperbdlica. De hecho, la distancia
hiperbdlica entre dos rectas verticales tiende a 0 si la altura de dichas
rectas tiende a +oo.

Es importante resaltar que la unicidad del camino mas corto entre dos
puntos no es una propiedad general de las variedades Riemannianas, ain
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Figura 7.2: Geodésicas hiperbdlicas determinando los vértices de un
tridngulo hiperbdlico

cuando sean difeomorfas a R™. Volveremos a referirnos a este punto en las
préximas secciones, cuando discutamos la teoria local de las geodésicas.



Capitulo 8

Geodésicas en variedades
Riemannianas

Las ecuaciones relativamente simples de las métricas Euclidiana y Hi-
perbdlica en el plano permitieron, en la seccién 1, clasificar las curvas
que son geodésicas en cada una de estas geometrias. A partir de las
propiedades de los grupos de isometrias, fue posible deducir que dado
cualquier par de puntos del espacio (Euclidiano o Hiperbdlico) existe
una geodésica cuyos extremos son estos puntos. Esta propiedad de los
planos Euclidiano y Hiperbdlico es de hecho una propiedad general del
conjunto de las variedades Riemannianas completas, forma parte de uno
de los resultados fundamentales de la geometria global y se conoce en la
literatura como el Teorema de Hopf-Rinow. El objetivo de este capitulo
es presentar un esquema (bastante completo valga decir) de la demostra-
cién de este teorema, que a pesar de ser bastante intuitiva, tiene algunos
detalles técnicos que no pretendemos discutir en este texto. Una demos-
traciéon completa puede ser encontrada en cualquier referencia béasica de
geometria Riemanniana (por ejemplo Do Carmo [4], o Fomenko-Novikov
[5]. Nos proponemos describir de forma més completa las ideas de la
prueba del Teorema de Hopf-Rinow que desempenen papeles mas im-
portantes en los préoximos capitulos.

Teorema 8.0.1. Sea (M,g) una variedad Riemanniana de clase C*
conexa y completa. Dados p,q € M, existe una geodésica uniendo p y q.

69
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8.1. Conexién de Levi-Civita y derivacién cova-
riante

Sea X(M) el conjunto de los campos vetoriales C*° en M, C*°(M,R)
el conjunto de las funciones f : M — R de clase C*°.

Dado un campo vectorial X : U — T'M de clase C* definido en un
abierto U C M, y una funcién f : M — R de clase C*°, usaremos la no-
tacion X (f) para definir la funcién X (f), = % (fope(p))t=0, donde 14 (p)
es la trayectoria del campo X que en el tiempo ¢ = 0 pasa por el punto
p: Vt(p)i=0 = D, %(wt(p)) = X (¢¢(p)). Es simple comprobar que X (f),
no depende de la curva tangente al vector X (p) que pase por p y que el
operador f € C*°(M,R) — X(f) define lo que se conoce como una de-
rivacion: X(f-g) = fX(9)+9X(f),V f,g € C®(M,R). Por lo tanto, la
definicién de X (f)p, tiene sentido puntualmente, y de esta manera indu-
ce un operador sobre los vectores tangentes de la variedad M ; para todos
los fines podemos suponer que X (p) es simplemente un vector tangente y
no necesariamente la imagen de un campo vectorial en p. Asi, es posible
demostrar la existencia de un isomorfismo (de espacios vectoriales) entre
el espacio de los campos vectoriales en 7'M y el conjunto de los opera-
dores de derivacién en C*°(M,R): un campo vectorial X de clase C'*°
determina un tnico operador dx : C°(M,R) — R de derivacién dado
por Ox(f) = X(f). Otra operacién importante que necesitamos men-
cionar es el produto de Lie de dos campos vectoriales diferencibles X, Y .
Esta operacién asocia a a un par de campos diferenciables X, Y otro
campo vectorial [X, Y] definido por la siguiente ecuacién : se f : M — R
es de clase C*°, entonces [X,Y](f), = X(Y(f))p — Y(X(f))p (observar
que por la identificaciéon entre campos y derivaciones, basta demostrar
que el lado derecho de la ecuacién anterior define una derivacion para
concluir que [X, Y] es de hecho un campo vectorial. Esta verificacién es
consecuencia directa de la definicién de derivacién y se la dejamos al
lector).

Un operador de conexién V : X(M)x X(M) — X(M) esta caracteriza-
do por las siguientes propiedades: se X, Y, Z son campos diferenciables
en M entonces

) Vx(Y+2Z)=VxY +VxZ

i) Vx(fY)=X(f)VxY + fVxY V f € C*(M,R)

iii) VixY = fVxY V f e C*(M,R)
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La conexion de Levi-Civita de la métrica g es un operador de conexién
que satisface las siguientes propiedades:

A) Xg(Y,Z)=9(VxY,Z)+ g(Y,VxZ) VXY, Z € X(M).

(compatibilidad con la métrica ¢g o regla de Leibnitz
relativa a g)

B) (Sin torsién) [X,Y] = VxY — Vy X.

Un resultado fundamental debido a Levi y Civita afirma que dada
una métrica Riemanniana ¢ existe un tnico operador de conexién con
las propiedades (A) y (B). Como exemplo, en el plano Euclidiano, el
operador de conexién es la derivacion usual de campos vetoriales: si
X,Y € X(M), y V es la conexién de Levi-Civita del plano Euclidiano,
y Y = (y1,y2) son las coordenadas cartesianas del campo Y, entonces

VxY = (X(31), X(y2))

Ejercicio: Demostrar que la conexién de Levi-Civita de una superficie
en R? con la métrica inducida por la restriccién de la métrica Euclidiana
es la proyeccién ortogonal de la derivada usual de campos en el espacio
tangente de la superficie. Como la derivacién usual de campos en R3
es la conexion de Levi-Civita del espacio Euclidiano, esta proyeccion es
llamada con frecuencia la parte tangente de la conexion ambiente. En
general, si S C M es una subvariedad cuya métrica es la restriccion de
la métrica de M, se tiene que la conexién de Levi-Civita de S es la parte
tangente a S de la conexién de M.

En general la ecuacion en coordenadas locales del operador de cone-
xion de Levi-Civita es mas complicada. Procederemos al calculo de esta
ecuaciéon porque la misma dard origen a la ecuacién diferencial satis-
fecha por las geodésicas. Sea ¢ : R" — U C M una parametrizacién
local de un abierto U en M, sean eq,es,...,e, las imagenes por la pa-
rametrizacion de los campos engendrados por las funciones coordenadas
canénicas de R", y consideremos los coeficientes de Cristoffel T} de la
parametrizacion:

n
Ve, €5 = Z I'ey,
k=1

La ecuacién anterior es consecuencia del hecho de que podemos escribir
todo campo vectorial X en M como combinacién lineal de los campos e;.
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Sean X,Y € X(M), X =3 | xje;. Entonces tenemos Y = >, y e;,
y por lo tanto,

VxY =Vx( Zyjej) = ZVX(yjej) = Z(X(yj)ej +Y;Vxe))
=2 (Xt +u S 9.) = XX 3y )
J 7 k
= Z<sz-YjF§3 + X () )ex
ki

Esto demuestra que (VxY'), depende de X (p), Y (p), y de las derivadas
X (y) en p. En particular, el vector (VxY'), no depende de la extensién
del vector X (p) a un campo vectorial en una vecindad de p: si X es campo
vectorial C> en M tal que X (p) = X (p), entonces (VxY), = (VgY),.
Esta observacién permite definir una derivada de campos vectoriales a
lo largo de curvas, la llamada derivada covariante, dada por la siguiente
férmula:

Sea v : [a,b] — M una curva diferenciable, y X es un campo vectorial
definido a lo largo de vy, entonces definimos la derivada covariante de
X con respecto a 7, denotada por DX, como el campo vectorial (a lo
largo de ¥(t)) cuyo valor estd dado por (D~ X)) = (V) X)y)-

Definicién 8.1.1. Un campo X definido a lo largo de ~(t) es paralelo
st D, X = 0.

De la ecuacion de la conexion en coordenadas locales, tenemos que un
campo paralelo X = (z1,z2,...,x,) alo largo de ~(t) es solucién de un
sistema de n ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden:

(g +Z%x] r'd =0

donde v/ (t) = (71 (t),v5(¢) . .. fy,’l(t)) son las coordenadas del vector +/(t).

8.2. Foérmula de la primera variacion, equacion
diferencial de las geodésicas
Con la conexién de Levi-Civita y la nocién de derivada covariante de

curvas proveniente de dicha conexién, podemos generalizar los resulta-
dos sobre calculo variacional para superficies descritos en el Capitulo
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2. Dados p,q € M, sea (Qp, el espacio de las curvas diferenciables por
partes cuyos extremos son p y ¢. La longitud /4(v) de una curva -,
ly(y) = [ 1| 7/(t) || dt, define una funcién 44 : ©, ; — R. Una geodésica
con extremos p y ¢ es un “punto critico” de esta funcion. Las mismas
dificultades técnicas que aparecen en la formulacion rigurosa de este pro-
blema en el caso de superficies en R? estan presentes aqui. El solo hecho
de que el dominio de la funcién longitud no es un espacio de dimensién
finita conlleva a una serie de dificultades técnicas de anélisis. El conjunto
2,4 es un espacio de Hilbert, en el cual es posible formular rigurosamen-
te la diferenciabilidad de /¢, y la determinacién de sus puntos criticos.
Remitimos al lector a Do Carmo [4], o Klingenberg [8]) para los deta-
lles. Nos limitaremos en la presente seccién a enunciar los principales
resultados de calculo variacional que caracterizan a las geodésicas. Co-
mo sus demostraciones son generalizaciones directas de las presentadas
en el Capitulo 2 en el caso de superficies, le dejamos al lector completar-
las como ejercicio. La palabra ”directa” puede ocultar la importancia de
la existencia de la conexién de Levi-Civita en el tema, es este operador
el que permite literalmente transcribir ciertas demostraciones de calcu-
lo variacional de superficies para variedades Riemannianas de cualquier
dimension.

Dada una curvay” : [0,1] — M diferenciable en [0, 1]—{t1, t2, ..., tm},
una variacion de vy por curvas es una funcién f : (—e€) x [0,1] - M
que cumple las siguientes propiedades:

i) Las curvas fs(t) = f(s,t), son diferenciables en [0, 1]—{¢1, 2, ..., tm}

ii) fo(t) = f(0,t) =~(t) Vi € [0,1].

Si f(s,0) =~(0), f(s,a) = v(a) Vs € (—¢,€), decimos que la variacién
[ tiene extremos fijos o es propia. Vamos a suponer que la curva 7(t)
estd parametrizada por longitud de arco, o sea, || 7/(t) ||= 1 cada vez
que ~/(t) exista. La nocién de derivacién covariante nos permite derivar
la funcién longitud restricta a una variacion. Sea W(t) = %(O,t), el
campo tangente a la variacién f en la direcién % restricto a la curva
fo(t) = y(t). Como en el caso de superficies en R?, tenemos,

Lema 8.2.1. (Férmula de la primera variacién). Sea L(s) = £4(fs).
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Entonces
£(0) = g(W (@), (@) — g(W(0),7/(0)
- f;ng(t =it — ) — )
— /Oa G(W (t), Dyy")dt
donde

I i) — 14 / It 7=\ — V¢ /
Yt =) = lim 4'(t), ¥(t—i7)= lm ~().
t>t—i t<t;

En particular, si la variacion f es propia, tenemos,

m

L(0) = =3 g(W(ti), 7/t — i) — 7/t —i7)) - /0 " g(W (1), Dyt
=1

Tal como en el caso de superficies, obtenemos,

Corollary 8.2.1. Si v es geodésica segun la definicion del Capitulo 2,
entonces y es una curva diferenciable que satisface Dy~' = 0.

Definicion 8.2.1. Una curva «yv diferenciable por partes es geodésica de
(M,g) si Dy =0.

8.3. Propiedades importantes de las geodésicas,
minimizaciéon local y global de la longitud
de arco

1) Existencia y unicidad de las geodésicas. Dadop € M y v €
T,M, existe una tnica geodésica () tal que v(0) = p, v/ (0) = v.

Esto se debe esencialmente a que al final de la seccién 1 de este capitu-
lo verificamos que la ecuacién D' = 0 es equivalente a un sistema de
ecuaciones diferenciales ordinarias de orden 2 en la variedad, o de pri-
mer orden en los coeficientes del vector 4. Una solucién corresponde de
hecho a una curva c(t) = (7(t),7/(t)) de vectores tangentes a v(t). La
forma misma de la ecuacién nos indica entonces que D.,y' = 0 define
una ecuacién diferencial de primer orden en el espacio tangente TM,
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que es una variedad de dimensién 2m si m es la dimensién de M. Pero
entonces, el teorema de existencia y unicidad de soluciones de las ecua-
ciones diferenciales de primer orden en variedades implica que dada una
condicién inicial (p,v) € T M, existe una unica solucién de la ecuacién

tal que (7(0),/(0)) = (p, v).

2) Si (M, g) es completo, las geodésicas de M son soluciones completas
de DxX = 0, o sea, toda geodésica v estd definida en R, v : R — M.
Esto es una consecuencia directa de un argumento standard de prolon-
gamiento de soluciones de una ecuacion diferencial ordinaria, le dejamos
al lector completar los detalles de la prueba.

3) El flujo geodésico. La velocidad de una geodésica, o sea, la norma
del vector velocidad de la misma, es constante. Esta propiedad conocida
como homogenetidad es consecuencia de la ecuacién de las geodésicas: si
7(t) es una geodésica, la ecuaciéon D.,y" = 0 implica que

YOG DA D) = 290/ (0,7(0)
= 29(DyyY (1), (t) =0,

donde en la dltima igualdad usamos la regla de Leibnitz de la derivacién
del producto interno ¢g(X,Y) de dos campos con respecto a un campo
cualquiera (ver la definicién de la conexién de Levi-Civita en la sec-
cién 1 de este capitulo). Debido a la homogeneidad de las geodésicas, es
comun y practico parametrizar las geodésicas por longitud de arco: si
v(t) es geodésica, entonces [(t) = ’y(m) también es geodésica, am-
bas parametrizan la misma curva v y || 5'(t) ||= 1. Esto implica que
las geodésicas pueden ser consideradas de forma natural como curvas
de lo que se conoce como fibrado tangente unitario de (M, g), que de-
notamos por T3 M, definido como el conjunto de vectores de T'M que
tienen norma 1 en la métrica g. Desde el punto de vista de la mecanica
clasica, las geodésicas son soluciones de la ecuaciéon de Euler-Lagrange
de un Lagrangiano mecéanico, L(p,v) = % gp(v,v), sin energia potencial,
y por lo tanto la energia total que coincide con la energia cinética es una
integral primera del sistema de Euler-Lagrange.

Lema 8.3.1. Sea (M, g) una variedad Riemanniana completa. Entonces
la ecuacion diferencial de las geodésicas determinada por el paralelismo
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de sus vectores tangentes con respecto a la conexion de Levi-Civita in-
duce un sistema autéonomo de ecuaciones diferenciales de primer orden
definido en el fibrado unitario Ty M donde las soluciones satisfacen el
teorema de existencia y unicidad. Por lo tanto, dichas soluciones definen
un flujo completo ¢ : T1M — T M que actia de la forma siguiente: si
(p,v) € ThM, entonces ¢¢(p,v) = (y(t),7'(t)), donde ~(t) es la (inica)
geodésica con condiciones iniciales v(0) = p, 7'(0) = v.

El flujo ¢ es llamado flujo geodésico de (M, g).

3) Propiedades minimizantes de las geodésicas.

Definicién 8.3.1. Una geodésica vy : [0,a] — M es minimizante si
V0 < t; <ty < a, la curva y[t1,ta] minimiza la longitud de las curvas
diferenciables por partes con extremos en los puntos y(t1) y y(t2).

Toda curva v diferenciable por partes que minimiza la longitud de las
curvas entre v(0) y y(a) es una solucién de D.,y" = 0; pero no toda
solucién de D,y = 0 minimiza necesariamente la longitud de
variaciones propias. En general, si una variedad es compacta existen
geodésicas soluciones de D' = 0 que no minimizan la longitud de
variaciones, como verificamos en el Capitulo 2 en el caso de la esfera
unitaria en R? y las circunferencias méximas. Observar que por defini-
cion, si una geodésica minimiza la longitud de las curvas que unen p y
g, entonces su longitud es la distancia d(p, ¢) en la métrica considerada.
En general, si M es compacta, la longitud de las geodésicas D,y =0
minimizantes es menor o igual que el didmetro de (M, g) como espacio
métrico.

A pesar de que las geodésicas pueden no ser minimizantes cuando
las consideramos en toda su extensién, es posible probar el siguiente
resultado, que enunciaremos sin demonstracion.

Teorema 8.3.1. Sea (M, g) una variedad Riemanniana completa de
clase C*°. Dado p € M existe una vecindad V C M del punto p tal que
dados x,y € V, existe una unica geodésica v uniendo x y vy, diferenciable,
que minimiza la longitud en el conjunto de las curvas rectificables con
extremos en x Yy y.

O sea, las geodésicas son minimizantes locales, si dos puntos estan
suficientemente prodximos existe una tnica geodésica que los une cuya
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longitud es la distancia entre dichos puntos. Este teorema es una de
las aplicaciones basicas mas importantes de la relacién entre geodési-
cas y ecuaciones diferenciales ordinarias. La herramienta fundamental
de la demonstracién del mismo es la llamada aplicacion exponencial
exp, : T,M — M que definimos de la siguiente forma: si v € Tj, el
punto expp(v) es obtenido calculando en ¢ = 1 la geodésica 7,(t) de-
finida por las condiciones iniciales v,(0) = p, 7,(0) = v. Debido a la
homogeneidad de la velocidad de las geodésicas, es simple demostrar
que v,(t) = expy(tv) para todo t € R. A partir de la definicién de la
aplicacién exponencial y usando la igualdad anterior, se tiene que la di-
ferencial de la exponencial en el vector (p,0) € T,M es la identidad,
lo que garantiza que dicha aplicaciéon es un difeomorfismo local por el
teorema de la funcién inversa. Esta propiedad de la exponencial es muy
importante en la prueba del teorema anterior. En el libro de Manfredo
Do Carmo, [4], se encuentra una exposicién clara y simple de la teoria
bésica de la aplicacién exponencial, que recomendamos al lector intere-
sado. Este analisis motiva la definicién principal del capitulo.

Definicion 8.3.2. Una geodésica con velocidad constante v : R — M
de una variedad Riemanniana (M, g) de clase C* es llamada minimi-
zante global si la longitud de ~y[a,b] es la distancia en (M,g) entre
~v(a) y v(b) para todo a < b en R.

Toda geodésica del espacio Euclidiano, asi como del plano hiperbdlico,
es minimizante global. Sin embargo, las variedades compactas no tienen
geodésicas minimizantes globales, y en muchas variedades importantes
el conjunto de geodésicas minimizantes globales es un subconjunto re-
lativamente pequeno del total de las geodésicas. Estas consideraciones
conducen de forma natural al examen de las geodésicas en un espacio
no compacto asociado a toda variedad Riemanniana, el recubrimiento
universal. La relacion entre el recubrimiento universal, el grupo funda-
mental de la variedad, y las geodésicas minimizantes globales, serd el
tema de los proximos capitulos. Para finalizar el presente, demostramos
algunos resultados generales sobre la estructura de las geodésicas mini-
mizantes globales que tienen importantes aplicaciones en geometria.
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8.4. Co-compacidad de la familia de las geodési-
cas

Las primeras aplicaciones importantes que presentamos sobre la rela-
cion entre geodésicas y ecuaciones diferenciales ordinarias se refieren a la
completitud del espacio de las geodésicas como espacio topolégico. Una
topologia natural en el espacio de las geodésicas es la llamada topologia
compacta-abierta: decimos que una sucesién v, : R — M de geodésicas
de (M, g) converge a v : R — M en la topologia compacta-abierta si
dados € > 0, a < b, existe ng = ng(e,a,b) tal que d(v,(t),v(t)) < €
YVt € [a,b], Yn > ng, donde d es la distancia asociada a la métrica g.

Lema 8.4.1. Sea (M,g) una variedad Riemanniana completa, y sea
Yo : R = M una sucesion de geodésicas tales que lim -, = v en la
n—oo

topologia compacta-abierta. Entonces vy es una geodésica de (M, g).

Demostracion. Dados € > 0, T' > 0, existe ng = no(e,T) tales que para
todo t € [0,7] y n > ng, d(yn(t),v(t)) < e. Sea v, = 7,,(0) la sucesién
de vectores tangentes iniciales de las geodésicas, que podemos suponer
unitarios. Esta sucesién de vectores tiene una subsucesiéon convergente
Uny s kli)ngo Un, = VUso. Por el Teorema de la dependencia continua de las

soluciones de una E.D.O. con respecto a las condiciones iniciales, te-

nemos que la geodésica -, (t) con condiciones iniciales 7,, (0) = ~(0),

Yoo (0) = Voo, e€s tal que kh’m Ty (t) = Yoo (t) YVt € R. Por lo tanto, la
— 00

geodésica v, (t) coincide con la curva v (t), demostrando el lema. [

Un razonamiento analogo al de la demostracién del lema anterior per-
mite concluir lo siguiente:

Corollary 8.4.1. Sea (M, g) variedad compacta. Entonces toda sucesion
de geodésicas en (M, g) possee una subsucesion convergente, cuyo limite
es una geodésica.

Demostracion. Si y,: R — M es una sucesion de geodésicas en M,

basta tomar v, = (7,(0),7,,(0)) como sucesién de puntos en T, M que

es compacto, y por lo tanto posee una subsucesién convergente v,, —

Voo = (p,0). Por la continuidad de las soluciones de una E.D.O. con

respecto a las condiciones iniciales, tenemos que klim Y (1) = Yoo (1)
o0
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Vt, donde 7, es la geodésica con condiciones iniciales 7, (0) = p,
Voo (0) = 0. O

Continuando la misma linea de argumentacién, podemos demostrar
que el conjunto de las “geodésicas minimizantes” en 77 M es cerrado.

Lema 8.4.2. Sea (M,g) una variedad Riemanniana completa, y sea
A C Ty M el conjunto de los (p,v) en T1 M tales que la geodésica () (1)
es minimizante global. Entonces A es un subconjunto cerrado.

Demostracion. Probaremos que el complemento A€ de A es una subcon-
junto abierto, lo que es equivalente al enunciado. Sea (p,v) € A¢, y sea
Y(p,v) la geodésica con condiciones iniciales 7, ,)(0) = p, ’yép’v)(O) = .
Como 7(,.) no es minimizante global, existen a < b y una geodésica
B: R — M que contiene a 7y, ,y(a) = B(0) y Ypw) (b) = B(T) tales que
B[0,T] es el segmento de geodésica de menor longitud cuyos extremos
SOl Y (p,v) (a) Y Y(pw) (b)7 y

T< ‘b - CL| = lg(’)/(p,v) [a7 b])

Podemos suponer sin pérdida de generalidad que a = 0, y entonces
T < b = lg(pw0,b]), y que toda geodésica estd parametrizada por
longitud de arco.

Afirmacién: Existe una vecindad abierta V' de (p,v) en T1M tal que
ninguna geodésica con condiciones iniciales en V' es globalmente mini-
mizante.
Efectivamente, sea ¢ = %, y considerar a vecindad abierta V de
(p,v), determinada por el Teorema de la dependencia continua de las
soluciones de una E.D.O. con respecto a las condiciones iniciales, dada
por:

V(q,w) € V, la geodésica 7(4,.) satisface d(7(g,u)(t); Vpw) () <€Vt e
[—2b, 2b].

Considerar la geodésica quebrada o, obtenida como unién de las si-
guientes geodésicas:

—la geodésica [p, q] = [p, V(g,u)(0)] = [8(0); Y(q,u)(0)]
— la geodésica S0, T]
— la geodésica [B(T),v(g,w)(b)] de menor longitud con extremos 3(7)

Y Y(q,w) (b)
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De esta forma,

Qq = [ » V(g,w) (0)] U 5[07 T] U [B(T)v Y(g,w) (b)],

y por lo tanto

lg(ag) = 18([P, V() (0)]) +18(B[0, TT) +1g([B(T), V(g (b)]) < 2¢ + T

Podemos concluir entonces que

b—T 1
lg(ag) —1g(V(qu)l0,0]) < 2e+T—b=T—b+2 <4> = §(T—b) <0,
dado que T < b, lo cual implica que (4 4, [0, b] no es una de las geodésicas
cuya longitud minimiza la longitud entre todas las curvas con extremos

Y(gw)(0) = @ ¥ Y(gw)(b). Esto demuestra la afirmacién, y el lema.
]

8.5. El Teorema de Hopf-Rinow

Terminamos el capitulo con la demostracién del Teorema de Hopf-
Rinow: la existencia de geodésicas que unen dos puntos cualesquiera en
una variedad Riemanniana completa. En realidad, el enunciado completo
del Teorema de Hopf-Rinow contiene varias afirmaciones equivalentes a
la completitud de la variedad Riemanniana (ver por ejemplo en el libro
de Manfredo Do Carmo, Geometria Riemanniana), que no son dificiles de
demostrar a partir de la completitud geodésica. De hecho, la completitud
geodésica es la parte esencial del Teorema de Hopf-Rinow.

Sea (M, g) una variedad Riemanniana conexa y completa. Por los re-
sultados de la seccién anterior sabemos que dos puntos suficientemente
préximos estédn conectados por una (unica) geodésica minimizante. Sean
p,q € M,y sea ¢,: [0,1,] — M una sucesién de curvas diferenciables
por partes tales que lim, o l4(cn) = d(p, ¢). Dado € > 0, tomar n. > 0
tal que Vn > n, |lg(cn) — d(p, q)| < €. Como la distancia entre los pun-
tos de ¢, es menor o igual a la longitud /4(c;,), tenemos que las curvas
Cn, M > N, estan todas dentro de una bola compacta B) centrada en
p cuyo radio es r = d(p,q) + 1. Sea {V,,,i = 1,2,...m} un cubrimien-
to finito de B, por abiertos V), donde V), es la vecindad descrita en
el Teorema 8.3.1. En particular, toda curva c,, n > n. estd cubierta
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por un numero menor o igual a m de vecindades V,,. Podemos escoger
una coleccién finita de puntos {c,(tj), 0 < j < Np} en la curva ¢y,
de forma tal que t; < tj11 Vj, y existe un p;; € {p1,p2,...,pm} tal
que cy(tj) € Vp,,. El ntimero N, depende apenas de m. Por el Teo-
rema 8.3.1 existe una geodésica minimizante uniendo ¢, (t;) v ¢n(tj4+1)
que denotaremos por [c,(t;), cn(tj+1)]. Considerar la geodésica “quebra-
da” o diferenciable por partes v, = [U;[en(t)), cn(tj+1)]. Es claro que
lg(vm) < lg(en) = |lg(ym) — d(p,q)] < €, Yn > ne, y existen subsuce-
siones convergentes de los puntos {c,(t;) < n € N}, digamos {¢,, (¢;)},
con limy_,o ¢n, = x; (notar que la colecciéon de subindices ny no de-
pende de j, verificar como ejercicio que tal colecciéon de subindices exis-
te). Como las geodésicas [cp, (t5), cn, (tj+1)] convergen a las geodésicas
[, 2;41] (que son tnicas por la naturaleza de las vecindades V},), ob-
tenemos una geodésica “quebrada” v = |J,;[z;,;4+1] uniendo p y ¢, tal
que lg(y) = d(p,q). En particular, v es minimizante, o seja, minimiza
la longitud de las curvas con extremos en cualquer par de puntos con-
tenidos en v, y por lo tanto, por el Teorema 8.3.1, 7 es una geodésica
diferenciable.
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Capitulo 9

El recubrimiento universal,
el grupo fundamental y las
minimizantes globales

El propdsito de este capitulo es hacer un recuento de los principa-
les resultados de la teoria de los espacios de recubrimiento y el grupo
fundamental. Este tema forma parte de los cursos de topologia general
frecuentemente, el lector interesado en profundizar su conocimiento al
respecto encuentra una exposicifon sencilla y completa por ejemplo el
libro de Gamelin-Green [6].

9.1. Espacios de recubrimiento

Recordemos la definicién de un espacio topolégico mencionada en el
primer capitulo.

Definicion 9.1.1. Sea X un conjunto yU una coleccion de subconjuntos
de X. El par (X,U) es denominado espacio topoldgico si la coleccion U
satisface las propiedades siguientes:

1. La interseccion finita de dos elementos de U estd en U.
2. La union de elementos de U estd en U.

3. U contiene X y el conjunto vacio.

83
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Los elementos de U son llamados conjuntos abiertos de X, los com-
plementos de los abiertos son llamados conjuntos cerrados. Ejemplos
conocidos de tales espacios: recta real y uniones de intervalos abiertos;
espacio euclidiano y uniones de conjuntos abiertos por la distancia eucli-
diana; superficies, variedades. Diferentes colecciones de subconjuntos de
X pueden definir diferentes espacios topoldgicos, y a pesar de que exis-
ten muchos ejemplos de tales espacios bastante diferentes de variedades
no entraremos en detalles sobre el tema. Por convencién, denotaremos
por X al espacio topoldgico (X,U), mencionando la colecciéon U apenas
cuando sea estrictamente necesario.

Una funcién continua f : X — Y entre dos espacios topoldgicos es
una aplicacién tal que la preimagen de todo abierto de Y es un abierto
de X.

Un homeomorfismo h : X — Y entre dos espacios topolégicos X, Y
es una biyeccién continua con inversa continua.

Definicion 9.1.2. Dados dos espacios topoldgicos E, X, y un abierto
U C X, toda funciéon P : E — X tal que P~Y(U) consista en una
union disjunta de abiertos Vi de E, © variando en un cierto conjunto de
indices, donde P : V; — U es un homeomorfismo, es llamada recubri-
miento propio de U. Una funcion sobreyectiva P : E — X es llamada
recubrimiento de X si todo punto p € X posee una vecindad abierta
U, donde P es un recubrimiento propio de Up.

Ejemplos
1) E = R, X = S'= circulo unitario en el plano, P : R — S!,
P(t) = %™,

2) E = R2, X espacio cociente de R? por la siguiente relacién de
equivalencia: (z,v), (a,b) € R? estdn en la misma clase de equivalencia
si (x —a,y —b) es un punto de coordenadas enteras. Es sencillo verificar
que el conjunto de las clases de equivalencia (llamado espacio cociente) es
un espacio topoldgico, es mas, es una superficie abstracta que llamamos
el toro T2.

Ejercicio: Demostrar usando el ejemplo n. 1 que el toro T2 es difeo-
morfo a ST x ST,

Ejercicio: Demostrar que el toro es difeomorfo al espacio cociente Y
obtenido a partir de R? segiin la siguiente relacién de equivalencia: dos
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puntos (x,¥), (a, b) son equivalentes si existe una translacién de la forma
T(s,t) = (s +n,t+m), con n,m enteros, tal que T'(a,b) = (z,y).

Ejercicio: Demostrar que el toro es difeomorfo a la superficie de re-
volucién obtenida girando el circulo (z — 2)? + 32 = 1 en torno al eje
vertical (ver figura).

Figura 9.1: Toro de revolucion

Cocientes de variedades por relaciones de equivalencia aparecen fre-
cuentemente en geometria y en teoria de grupos de Lie, los mismos cons-
tituyen una familia importante de ejemplos de variedades. Otra relacion
de equivalencia muy conocida es la que define el espacio proyectivo real
de dimensién n, P(R,n): es el conjunto de clases de equivalencia de rec-
tas por el origen en R"*1 — {0} identificadas entre sf si son paralelas.
Esta relacién define una aplicacién de recubrimiento de la esfera S™ en
el espacio proyectivo.

9.2. Clases de homotopia, grupo fundamental

En esta seccién supondremos que nuestro espacio topoldgico es una
variedad conexa M, a pesar de que los argumentos que seran expuestos
se aplican a espacios mas generales conocidos como espacios topoldgicos
arco-conexos.

Definicién 9.2.1. Dadas dos curvas continuas v : [0,1] — M, 3 :
[0,1] — M, una homotopia entre v y  es una funcion continua

f:[0,a] x[0,1] — M
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tal que
1. f(0,t) = ~(t) para todo t € [0, 1],
2. f(a,t) = B(t) para todo t € [0, 1].

Si v(0) = B(0) = p o sea, las curvas tienen el mismo punto inicial,
una homotopia f tal que f(s,0) = p para todo s € [0,a] se conoce como
homotopia con punto base p. Si~y y B son curvas cerradas, v(0) = (1),
B(0) = B(1), entonces una homotopia con punto base p = ~v(0) = ((0)
se define como una homotopia que cumple f(s,0) =p y f(s,1) = p para
todo s € [0,a]. Una homotopia que no preserva el punto inicial de las
curvas se conoce como homotopia libre.

f(s,t)
(0,1

0,0) (a,0)

Figura 9.2: Homotopia entre curvas cerradas con punto base p

Una homotopia es un movimiento continuo entre curvas de la variedad,
una manera de ”deformar” continuamente una curva hasta obtener otra.
Las curvas v y 8 se denominan homotopicas, y se puede probar sin mucha
dificultad que la homotopia entre curvas continuas c : [0, 1] — M define
una relacién de equivalencia en dicho conjunto de curvas. Denotaremos
la clase de la curva ¢ por [c].

Definicion 9.2.2. El grupo fundamental con punto base p € M, deno-
tado por 7 (M), es el conjunto de clases de equivalencia de homotopia
con punto base p de curvas cerradas continuas v : [0,1] — M con
v(0) = v(1) = p: dos curvas son equivalentes si existe una homotopia
con punto base p entre las dos.

El conjunto de las clases de equivalencia entre curvas por homotopias
libres es llamado grupo de homotopia libre de M, denotado por G(M).
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Ejemplo: Los meridianos del toro de revolucién son libremente ho-
motopicos. Los paralelos también son libremente homotépicos.

En la definicién anterior la palabra grupo hace referencia a una es-
tructura de grupo algebraico que el conjunto de clases 7(M) posee
de forma natural. Con efecto, es bien conocido que si dos curvas 7 :
[0,1] — M, :]0,1] — M, ahora no necesariamente cerradas, satis-
facen (1) = £(0), entonces podemos definir la composicién de curvas
v [ :]0,1] — M. Esta nueva curva es otra curva continua tal que

7+ B(0) = 4(0), 7+ B(1) = B(1), y ademas

v(2t), para todot € [0, 3
vt = {12 o3
B(2t — 1), paratodot € [5,1]

La composicion de curvas es una forma de definir una curva a partir
de una unién de curvas ”contiguas”. Se puede verificar sin mayores pro-
blemas que esta operacién entre curvas induce una operacion de grupo
[7] % [B] en el conjunto de las clases 7} (M), donde la identidad del grupo
es la clase de las curvas que son homotdpicas a un punto, las llamadas
curvas contréctiles. El inverso de una clase [7] es la clase de la curva
obtenida a partir de ~ invirtiendo el sentido de su parametrizacién. Una
variedad conexa M tal que 7} (M) es apenas la identidad se denomina
simplemente conexa.

Ejercicio: Demostrar que 77 (M) y 7{(M) son isomorfos para todo

par de puntos p,q € M.

Este ejercicio justifica que en la mayor parte de las referencias sobre
el grupo fundamental se omita el punto p en la notacién del grupo: la
notaciéon més usada es w1 (M). Existe claramente una biyeccién entre
71 (M) y el grupo de homotopia libre G(M): dado p € M y una curva
cerrada v podemos conectarla a p através de una curva simple sin lazos
c:[0,1] — M, ¢(0) = p, ¢(1) = v(0), y formar asi una curva con punto
base p libremente homotdpica a ~y. Esta correspondencia induce a su vez
una operacién de grupo en G(M).
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9.3. Recubrimiento universal, isometrias de re-
cubrimiento

El recubrimiento universal M es un espacio topolégico simplemente
conexo que cubre M en el sentido definido en la seccién anterior: existe
una funcién continua 7 : M — M sobreyectiva tal que todo punto
p € M tiene una vecindad abierta U donde 7 : 7= }(U) — U es un
homeomorfismo local. El objetivo de la seccién es describir brevemente
este espacio y enunciar algunas de sus propiedades principales.

Para comenzar, fijamos un punto p € M que llamaremos punto base.
Consideremos el conjunto M de los pares (z,[y]), donde = € M y [4]
es la clase de homotopia de una curva continua 7 : [0,1] — M tal
que ¥(0) = p, v(1) = z. Dada una vecindad abierta U, C M de x
simplemente conexa (siempre existe ..) consideremos el conjunto 0(17[7})
de pares (q, [7] * [a]) donde « : [0,1] — U, es una curva que comienza
en a(0) = (1) = z y termina en «a(1) = ¢ € U,.

Tomando el conjunto de intersecciones finitas y uniones de un nimero

cualquiera de conjuntos U(,, [,]) generamos una topologia para el conjunto

M (ejercicio).
Afirmacién: La funcién 7 : M —s M dada por 7(y, [y]) = y es una
aplicacién de recubrimiento.

En efecto, 7 es continua y su restriccion a 0(36,[’7]) es un homeomorfis-
mo. Veamos: si ¢ € ﬁ(%[v]) se tiene que ¢ = (q, [v]*[a]) para alguna curva
« contenida en U, que une 2 = (1) a ¢. Como U, es simplemente cone-
xa, la clase de homotopia de « es la identidad, por lo que § = (g, [y]) para
todo ¢ € U(I,M). Ahora, observemos que la correspondencia (g, [7]) — ¢

restringida al conjunto U(, 4]y es una biyeccién continua con imagen U,.

z,[v]
Esto es suficiente para demostrar que 7 : M — M es una aplicacién

de recubrimiento.

Definicion 9.3.1. El espacio topoldgico M es el recubrimiento universal
de M.

Observemos que M es una variedad con las mismas dimensién y clase
de diferenciabilidad que M. El término universal en la denominacién de
M se justifica por las siguientes propiedades.

Teorema 9.3.1. 1. El espacio M es stmplemente conexo.
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2. Eziste una biyeccion entre wi (M) y 7—1(p) para todo p € M.

3. Sill : E — M es otra aplicacion de recubrimiento donde E es
sitmplemente conexo, entonces EE y M son homeomorfos.

El item (3) nos dice que el espacio M que construimos anteriormente
es esencialmente tinico. La idea principal de la demostracién de este Teo-
rema es una caracteristica especial de las aplicaciones de recubrimiento,
conocida como la propiedad de levantamiento de curvas.

Lema 9.3.1. Sea Il : E — M wuna aplicacion de recubrimiento. Dada
una curva continua 7y : [0,1] — M donde v(0) = p, y dado p € I~1(p),
existe una tdnica curva continua 5 : [0,1] — E tal que ¥(0) = p, y
II(3(t)) = v(t) para todo t € [0, 1].

Dejamos la demostracién de este lema como ejercicio al lector. Dispo-
niendo de este resultado, ya podemos demostrar el item (2) del Teorema
9.3.1. Escogiendo un punto base p € M y una preimagen por m de p,
p € M, levantamos toda curva cerrada de M con base en p a una curva
en M que comienza en p. La propiedad de levantamiento de curvas per-
mite levantar homotopias de curvas en M a M, y por la definicién de M
constatamos que dos curvas cerradas homotdpicas con punto base p se
levantan a curvas que comienzan en p y deben tener el mismo punto final
en 77 1(p). Asi se construye una correspondencia entre las preimégenes
de p por la funcién 7 y las clases de homotopia de curvas cerradas con
punto base p, que resulta ser biunivoca (ejercicio).

La demostracién del item (1) es consecuencia del item (2): si § :
[0,1] — M es una curva cerrada tal que 3(0) = B(1) = p =, entonces
la curva cerrada (/) : [0,1] — M tiene punto base p y por la pro-
piedad de levantamiento, su unico levantamiento a partir de p = (po, €)
es 3, donde e es la identidad en 7% (M). Como (po, [7(B)]) es el punto
final del levantamiento de () que comienza en p, y 5(0) = p = (1),
concluimos que [7(3)] = e y por lo tanto, 7(/3) es contréictil. Levantando
una homotopia entre 7(8) y el punto p a M con punto base p, consegui-
mos una homotopia entre 8 y el punto p, o sea, 8 es contratil también.
Como este argumento se aplica a cualquier punto base en M, deducimos
que M es simplemente conexo.

Para demostrar el item (3) del teorema, basta observar que la pro-
piedad de levantamiento de curvas permite construir un homeomorfismo
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entre cualquier recubrimiento de M que sea simplemente conexo y el
espacio M (ejercicio).

Ejemplos:

1) El recubrimiento universal del circulo es la recta real, el grupo fun-
damental 7' (S 1) es isomorfo a Z para todo punto base p. Esto se puede
verificar a partir de la aplicacién de recubrimiento sobre S' construida
en la Seccién 1: las preimédgenes de ¢ € S! son los niimeros enteros. El
grupo fundamental de S' es de gran importancia en topologfa, estd es-
trechamente relacionado a la nocién de indice de curvas y a la teoria de
grado de aplicaciones.

2) El recubrimiento universal del toro T2 es el plano R?, su grupo
fundamental es isomorfo a Z x Z. Podemos demostrar esta afirmacion
usando la aplicacién de recubrimiento sobre 72 de la Seccién 1 del pre-
sente capitulo. Las preimdgenes de la clase de (0,0) por la relacién de
equivalencia que define T2 es el conjunto de pares (n,m) de puntos
del plano con coordenadas enteras. Este conjunto es justamente Z x Z.
Construyendo una aplicacién de recubrimiento para el toro de revolucién
utilizando las coordenadas cilidricas del mismo, se puede demostrar que
un meridiano nunca es homotdpico a un paralelo.

S

Figura 9.3: levantamiento de un par de lazos del toro que generan el
grupo fundamental

3) El recubrimiento universal del espacio proyectivo P(R,n) es la es-
fera S™, su grupo fundamental es Zs, el grupo ciclico con dos elementos.
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Definicién 9.3.2. Dada una clase de homotopia ||, la transformacion
de recubrimiento Tj,) : M —s M asociada a [y] estd definida de la
siguiente forma: T, (x) es el punto final del levantamiento a partir de
x de una curva cerrada ¢y : [0,1] — M libremente homotdpica a vy, tal
que c(0) = m(x) = cz(1).

Se puede demostrar sin mayores dificultades que T},j(x) no depende
de la curva ¢, en la clase de homotopia libre de . El siguiente resultado
ilustra algunas propiedades relevantes del conjunto de las transforma-
ciones de recubrimiento que usaremos con frecuencia en los proximos
capitulos. Denotaremos 7} (M) por (M), ya que todos los enunciados
son validos para todos los grupos fundamentales con punto base.

Proposition 9.3.1. 1. Ty o Tig) = Tjyj4g), para todo par [v],[B] €
m1(M). Por lo tanto, el conjunto T (M) de transformaciones de
recubrimiento es un grupo.

2. La correspondencia ¥ : (M) — T(M) dada por ¥([y]) = T}
es un isomorfismo de grupos.

7]

3. M es difeomorfa al espacio cociente obtenido a partir de M apli-
cando la siguiente relacion de equivalencia: dos puntos z,y € M
son equivalentes si y solo si existe una transformacion de recubri-
miento Tj,) tal que T}, (z) = y.

4. La accion del grupo T(M) en M es propiamente discontinua, o
sea, dado un subconjunto compacto K C M el nimero de trans-
formaciones T € T(M) con la propiedad T(K) N K # 0 es finito.
En particular, el grupo T (M) es discreto.

5. Eziste un subconjunto cerrado conexo D C M con la siguientes
propiedades:

= D contiene por lo menos una preimagen de todo punto de M
por la aplicacion de recubrimiento universal.

= FElinterior de D contiene apenas una preimagen de cada pun-
to en m(D) C M.

Este conjunto se llama dominio fundamental de M.

6. Si M es compacta, entonces D es compacto.
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7. Dada una tranformacion T},; de recubrimiento, se tiene que el in-
terior de Tiy (D) N D es o vacio o coincide con el interior de D.

8. La unién en [y] € m (M) de los conjuntos T},(D) es M.

La demostracion de la Proposicién 9.3.1 es un buen ejercicio que de-
jamos al lector. Su importancia reside en que nos da un punto de vista
”dinamico” sobre el grupo fundamental: cada clase de homotopia se
representa como una transformacién de M. De hecho, en la literatura
sobre el tema, se identifican con bastante frecuencia w1 (M) y T(M), y
la palabra representacién” tiene un significado bien preciso en teoria al-
gebraica de grupos: una representacion de un grupo G en otro H es un
epimorfismo entre G' y un subgrupo de H.

El dominio fundamental D es un objeto importante de la teoria de los
espacios de recubrimiento. Se puede interpretar como el ”mejor” subconjunto
de M que representa M. De hecho, la identificacién definida en el item
(3) de la proposicién anterior aplicada a D es difeomorfa a M.

Definicién 9.3.3. Dada una variedad Riemanniana (M,g), sea g la
métrica Riemanniana en M definida por §s(v, w) = g(p) (dn(v), dr(w)),
donde m: M — M es la aplicacion de recubrimiento, v,w € TﬁM.

Esta métrica Riemanniana es llamada en general el pullback de la
métrica g por la aplicaciéon de recubrimiento. En realidad es un ejercicio
sencillo (a esta altura deberia serlo ..) demostrar que g provee de hecho
una métrica Riemanniana en M. La razén por la cual esto es cierto
es porque M y M son localmente difeomorfos (m es un difeomorfismo
local), y la definicién de la métrica g es estrictamente local. Con esta
estructura Riemanniana para M deducimos lo siguiente:

Lema 9.3.2. Las transformaciones de recubrimiento son isometrias de
la variedad Riemanniana (M, g).

Ejemplos:

1) Las translaciones T(,, »)(7,y) = (z+m,y+n) son isometrias de to-
da métrica Riemanniana definida en el toro T2 obtenido (como variedad
diferenciable) como cociente del plano por la accién de dicho grupo de
translaciones. Es claro que el toro puede admitir muchas métricas Rie-
mannianas, todas ellas inducen métricas en el plano R? que tienen un
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grupo discreto de isometras que son translaciones. Ojo que no todas las
translaciones son isometrias de cualquier métrica en el plano obtenida
como pullback de una métrica en el toro, la tinica métrica en R? cu-
yas isometrias incluyen todas las translaciones Euclidianas es la métrica
Euclidiana.

2) Los grupos fundamentales de superficies compactas de género ma-
yor o igual a dos son isomorfos a subgrupos discretos de las llamadas
transformaciones de Moebius del plano hiperbélico. Como en el caso an-
terior, aplicando un difeomorfismo a una superficie como esta podemos
suponer sin pérdida de generalidad que el grupo fundamental es de hecho
un subgrupo de transformaciones de Moebius. Estas son las conocidas
isometrias del espacio hiperbdlico que preservan orientacién.

Los préximos capitulos sera dedicados a estudiar la relacién que existe
entre el grupo fundamental y las geodésicas minimizantes globales.
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Capitulo 10

Minimizantes globales y
clases de homotopia en
superficies

Las geodésicas que tienen propiedades minimizantes globales tienen
una estrecha relaciéon con la topologia de una variedad M cuyo grupo
fundamental no es simplemente la identidad. El objetivo del capitulo es
presentar de forma detallada algunos de los principales resultados sobre
este tema. Comenzamos por el famoso teorema atribuido a Cartan [4],
resultado en el que también se reconoce la contribucién de Birkhoff,
sobre la existencia de geodésicas cerradas en cada clase de homotopia
no trivial de una variedad compacta cuya longitud es minima en dicha
clase. Luego, nos concentraremos en el caso de superficies compactas,
donde se puede probar que dicha geodésica cerrada v que minimiza la
longitud de arco en su clase [y] tiene la propiedad especial siguiente:
todo levantamiento de v a (M, §) es una geodésica minimizante global.

10.1. Teorema de Cartan

En esta seccién demostramos el siguiente resultado:

Teorema 10.1.1. Sea (M, g) una variedad Riemanniana compacta de
clase C*°. Entonces dada una clase de homotopia libre a € G(M) no
trivial existe una geodésica cerrada diferenciable v cuya longitud es la

95
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minima posible en el conjunto de las curvas cerradas con la misma clase.

La demostracion de este teorema aplica la siguiente observacién que
serd de extrema importancia en todo lo que resta del texto.

Definicién 10.1.1. Sea (M,g) una variedad Riemanniana completa
C®. Una vecindad abierta conera V donde toda geodésica es minimi-
zante se denomina vecindad normal.

La existencia de vecindades normales en torno a un punto cualquiera
de M es consecuencia del teorema 8.3.1.

Lema 10.1.1. Sea (M, g) variedad Riemanniana completa C*°. Sea V
una vecindad normal. Sean x,y,z tres puntos diferentes en V, y sean
[, 9], [y, 2], [z, 2] las dnicas geodésicas en V que unen x a vy, y a z, x
a z. Entonces las longitudes de dichas geodésicas cumplen la siguiente
propiedad:

Ly () < L[, 1) + Ly (2. 9)

donde hay igualdad si y solo si los tres puntos estdn sobre una Unica
geodésica de V.

Demostracion. La demostracion es consecuencia directa del hecho que
en V las geodésicas son minimizantes, por lo que sus longitudes son dis-
tancias. Aplicando la desigualdad triangular de las distancias obtenemos
la desigualdad entre las longitudes. La igualdad se verifica solo si los tres
puntos estan sobre una tnica geodésica diferenciable. Si no, se tendria
que la distancia entre dos determinados puntos de la vecindad normal
V' corresponderia a la longitud de una geodésica ”quebrada.® no diferen-
ciable formada por la unién de dos geodésicas concurrentes que forman
angulo no nulo en su punto de interseccién. Esto contradice el corolario
8.2.1: toda curva rectificable que sea un punto critico de la longitud de
variaciones propias es una curva diferenciable solucién de una ecuacién
diferencial de orden 2. O

Demostracion del teorema de Cartan.

Sea a una clase de homotopia libre no trivial de M, y sea T, la trans-
formacién de recubrimiento asociada a la clase a. La compacidad de M
y la continuidad de T, implican que existe un punto p € M donde la
funciéon

f(z) = d(z, Ta(x))
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alcanza un minimo absoluto. Esta funcién se conoce como el desplaza-
miento de la transformacion T,. Sea pg = T,(p), el cual es diferente a
P porque a es una clase no trivial. Sea v = [p,po] una geodésica mi-
nimizante en (M, §) que une los puntos § y po. Dicha geodésica exis-
te por el teorema de Hopf-Rinow: la variedad (M M ) es completa si
(M, g) es compacta. Parametricemos « : [0,I] — M por longitud de
arco. Si m : M — M es la aplicacién de recubrimiento, la curva 7(7)
es una geodésica de (M, g) que define un lazo, una curva cerrada en
7m(7(0)) = 7(y(l)) = p = 7(p). Sea V una vecindad normal de p, que
podemos suponer que sea una bola de radio € > 0 pequeno centrada en
p. Si los vectores tangentes de m(v), dm(7/(0)) y dr(+/(l)) no coinciden,
entonces la interseccién de m(y) con V tiene al menos una componente
conexa formada por la unién de dos geodésicas concurrentes en el punto
p que forman una geodésica quebrada, diferenciable por partes. Sean
m(v(€)), m(y(l — €)) los puntos de interseccién de dicha componente co-
nexa de 7(7y) con la frontera de la bola V. Por el lema 10.1.1 existe una
geodésica 5 = [w(y(€)), m(v(l — €))] dentro de V' minimizante, con longi-
tud estrictamente menor que la suma de las longitudes de [p, w(y(€))] v
[p, (y(l — €))]. Consideremos la curva cerrada

I'= BU (e, L — €])

Figura 10.1: Un lazo més corto tomando un ”atajo”

Afirmacién: I' y 7(y) son homotépicas.

Esto es relativamente facil de demostrar porque la diferencia simétrica
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entre las dos curvas es una curva cerrada que esta contenida en una bola,
V', que es simplemente conexa, a saber, la curva

sUp. r (@) Ulp. w1 — ).

Por lo tanto, existe una homotopia que deforma S en [p,m(v(¢€))] U
[p, 7(y(l — €))] dentro de V' manteniendo el resto de I y 7(+y) invariable.
Esta deformacién es una homotopia entre I' y 7(7).

Observemos que la longitud de I es estrictamente menor que la longi-
tud de 7 (), por lo que el levantamiento de I" a partir de una preimagen
Z por 7 de cualquier punto z € I' serd una curva mas corta que ~y. Pero
ésto implica que el desplazamiento de Z, d(z,T,(Z)), es menor que el
desplazamiento de p, porque T,(Z) es el punto final del levantamiento
de T'. Esto contradice el hecho que d(p, T, (p)) fuera el minimo despla-
zamiento posible de Ty, e implica que los vectores tangentes de (%)
en p, dw(+/(0)) y dn(7/(1)), deben coincidir. De esta forma, 7(7) es una
geodésica cerrada diferenciable con clase de homotopia libre a como
queriamos probar.

10.2. La topologia de los espacios de dimension
2: Teorema de Jordan

En esta seccion analizamos el comportamiento de geodésicas cerradas
que minimizan longitud en su clase de homotopia libre. La dimensién
baja (dos) tiene impacto importante en la topologia y geometria global
de dichas curvas.

El primer resultado fundamental sobre la topologia del plano que ne-
cesitaremos es una especie de version simplificada del famoso teorema
de Jordan. Recordemos que una curva continua simple C' en una va-
riedad M es una curva que admite una parametrizaciéon de la forma
c: 8! — M donde ¢ es biyeccién sobre su imagen. O sea, una curva
simple es una curva que no tiene auto-intersecciones.

Teorema 10.2.1. El complemento de toda curva continua simple cerra-
da C del plano consiste en dos componentes conezras disjuntas.

La versién simplificada que aplicaremos en el texto es la siguiente.
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Lema 10.2.1. Sea L una recta en R? y C una curva simple en R? con-
tenida en una vecindad tubular de la recta L de radio A > 0 para algin
A. Entonces el complemento de C' separa el plano en dos componentes
conexas disjuntas.

Demostracion. En realidad esta afirmacién puede ser deducida a partir
de una versién del teorema de Jordan para la esfera S? vista como la
compactificacion del plano. Sin embargo, demostrar que el complemento
de una recta en el plano tiene dos componentes conexas es un ejercicio
de célculo. Y si una curva C simple en el plano esta a distancia A de una
recta es posible demostrar lo mismo (ejercicio) sin aplicar el teorema de
Jordan. O

10.3. Primera aplicacién del teorema de Jor-
dan: ejes de transformaciones de recubri-
miento

Para comenzar, fijemos la siguiente notacién: dada una curva cerrada
v : S — M, definamos por 4" : S' — M la curva cerrada dada por
7" (t) = y(2m(ng= — [[n5=]])), donde [[a]] es la parte entera de a. Esta es
una forma de parametrizar v de forma que sea recorrida totalmente n
veces por la parametrizacion.

Observemos que un levantamiento 4 : [0,27] — M de una curva ce-
rrada v : S — M diferenciable se puede extender a una curva definida
en todo R: basta continuar el levantamiento de la curva a partir del pun-
to 4(k2m) para obtener una curva diferenciable definida en [0, (k4 1)27],
donde k € Z. Para no sobrecargar la notacién, llamaremos a esta curva
4 también. Cuando convenga parametrizar uan curva cerrada diferen-
ciable v por longitud de arco, el dominio S* para la parametrizacién no
serd siempre adecuado. En este caso parametrizamos v : [0,{] — M,
donde [ > 0 es el menor periodo positivo de v, || v/(¢) ||= 1 para todo t,
v 7(0) = 1(1), 7'(0) = 7'(0).

Lema 10.3.1. El levantamiento 7 : R — M de una geodésica cerra-

da con longitud minima en su clase de homotopia tiene las siguientes
propiedades:

1. 8i T}, es la transformacidn de recubrimiento asociada a la clase
[V], se tiene que Tj,)(3(t)) = 5(t +1), donde | es el periodo de ~.
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2. 7 es una curva simple.

Demostracién. Observemos que dado p € 7 '(v(0)) € M, el levanta-
miento 7 de v con ¥(0) = p es tal que 7(¥ ( ) = p para todo n € Z.
Por lo que la definicién de T}, implica que 7| ( (0) = 4(nl) para todo
n € Z. Tomando como punto base 4(t) donde t 6 [0, ] la conclusién es la
misma: la curva 3(s) = 4(t+s) es un levantamiento de la curva cerrada
B(s) = v(t + s), s € [0,1], que es libremente homotépica a v y con el
mismo perio do minimo [. Por lo tanto,

T2 (3(0) = B(nl)

para todo n € Zy siendo ¢ arbitrario, deducimos que 17, (3(t) = A(t+nl)
para todo t y n. Esto finaliza la demostracién del item (1).

Para demostrar el item (2) notemos primero que 7 no contiene lazos
cerrados contractiles. Porque si fuera el caso, seria posible eliminar el
lazo y definir una nueva curva cerrada homotoépica a v con evidentemente
menor longitud.

Ahora, sea 7(t) un levantamiento de v a partir de p € 7=1(7(0)). Como
el nimero de autointersecciones de una geodésica es finito, debe existir
un primer tg > 0 tal que J(tg) = ¥(s0), donde so < to y 7' (to) # 7' (s0)-
La curva ¥[s, to] es un lazo cerrado en M cuya imagen por la aplicacién
de recubrimiento 7w es un subconjunto de «y. Pero recordemos que todo
lazo cerrado en M tiene como imagen por 7 una curva cerrada contractil.
Asi, tg no puede existir y 4 debe ser una curva sin autointersecciones, o
sea, una curva simple. O

Para simplificar nuestra exposicion en lo que resta del capitulo asu-
miremos que nuestra superficie es el toro 72. Los resultados que demos-
traremos en la secciion son en realidad vélidos para toda superficie com-
pacta orientable, sin embargo, los argumentos para superficies diferentes
del toro exigen un conocimiento mayor de la teoria de la clasificaciion
de superficies que no pretendemos abordar con profundidad. Al final del
capitulo comentaremos brevemente en un apéndice como extender los
resultados principales a una superficie orientable compacta cualquiera.

Definicién 10.3.1. Dada una clase de homotopia [v], toda geodésica
minimizante global a C M tal que Tj,j(a) = « es llamada eje de la
transformacion de recubrimiento Tj,).
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Observemos que el lema 10.3.1 garantiza que levantamientos de geodési-
cas cerradas que minimizan longitud en su clase de homotopia son pre-
servados por transformaciones de recubrimiento. Sin embargo, ésto no
basta para afirmar que dichas geodésicas son ejes, debemos demostrar
que son minimizantes globales.

Teorema 10.3.1. Sea a € G(T?) una clase de homotopia libre no tri-
vial. Entonces, si v es una geodésica cerrada cuya longitud es el mimo
de las longitudes de las curvas cerradas en su clase, la curva ¥" es la
geodésica cerrada que minimiza la longitud de las curvas cerradas en la
clase a™, donde a™ es la n-ésima potencia de a con respecto a la opera-
cion del grupo G(T?).

Demostracion. Dado n > 1 sea 3 C T? la geodésica cerrada cuya longi-
tud minimiza la longitud en la clase de homotopia libre [y]". Supongamos
que

v [0,0] — T? y B:1]0,1,] — T?

estdn parametrizadas por longitud de arco, y que v(0) = 5(0) = ~(I) =
B(l). De esta forma, la longitud minima en la clase de v es [, y la
longitud minima en la clase de § es [,,. Si vy 5 son geodésicas diferentes,
podemos suponer que n > 0 es el menor entero tal que ésto sucede.
De esta forma, sus vectores tangentes iniciales 4/(0), 8'(0) deben ser
distintos. Escoger un punto p € T2 tal que m(p) = p = v(0), y levantemos

~ v B a partir de p. Llamemos 7 : R — M, 3 : R — T2 los respectivos
levantamientos, con 7(0) = 5(0) = p.

Como la clase [3] es [y]™, se tiene que los puntos finales de los levan-
tamientos de 4" : [0,nl] — M y B :[0,1,] — M son los mismos, o

sea, ¥(nl) = B(l,). El mismo argumento demuestra que

5(knl) = B(kln)

para todo k € Z. Por el lema 10.3.1, las curvas 5 y § son curvas simples.

En nuestro modelo del toro 72 el recubrimiento universal 72 es el
plano, las transformaciones de recubrimiento son las translaciones T ,,,
k,m € Z, donde T}, p(x,y) = (z + k,y +m), y por lo tanto existe una
translacion T' = Ty, ,, tal que

1. 5(t + kl) = T*(5(t)) para todo t € [0,1], para todo k € Z.
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2. B(t +ml,) = T™(3(t)) para todo t € [0,1,], para todo m € Z.

Dicha translacién T representa la clase de homotopia de . Asi, existe
una recta L en R? y existe una constante Q > 0 tales que

1. Los puntos 7(kl), B(mln) pertenecen a la recta L para todo k,m €
7.

2. La distancia entre las curvas 7, B y la recta L es menor o igual a
Q.

Debido al lema 10.2.1, la curva 4 separa el plano en dos componentes
conexas disjuntas RT, R~. Digamos que, escogiendo una orientacién
para la curva 7, RT estd en la parte ”superior” de la curva y R~ estd en
la parte ”inferior” de la curva (ver figura).

" ~
7§\/

Figura 10.2: Particion del plano en dos regiones segiin la orientacién de
la curva

Como f'(0) es transversal a 7/(0), la curva 3 atravieza de una de las
regiones anteriores hacia la otra, o sea, existe € > 0 tal que

1. B(t) estd en R~ para t € (—e,0) y B(t) estd en RT para t € (0,¢),
2. O j3(t) estden Rt parat € (—e,0) y 5(t) estd en R~ parat € (0, ).

Podemos suponer sin perder generalidad que la primera posibilidad
se verifica. Como las curvas 4 y 3 son preservadas por las potencias de
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la translacién T, que son isometrias de (R2,§) y del plano euclidiano,
tenemos que R, R~ también son preservadas por Ty ademds

B(t+kly) € R™
parat € (—¢,0) y

B(t + kly,)

estd en RT parat € (0,¢). Es decir, la curva BN atravieza v en los puntos

(knl) = B(kl,) con la misma orientacion.
Afirmacién: Existe un punto s € (0,1,) tal que 5(s) € 7.

En efecto, como () estd en RT para t positivo pequetio, sea s € (0,1,,)
el supremo (positivo) de los valores para los cuales 5(t) € RT para
todo t € (0,5). Como ((t +1,) € R~ para t € (—¢,0), el valor de s es
estrictamente menor que [,,. Por ser B ), ] — M una curva compacta
continua, este supremo corresponde a un punto de interseccién entre las
curvas B v 9.

El punto S3(s) coincide con un punto 7(p) donde p € (ki, (k + 1)l),
donde 0 <k<n-—1

Afirmacién: Existe una curva cerrada en la clase de homotopia [y]¥*!

que tiene menor longitud que v**1. Es més, si k + 1 = n, dicha curva
tiene menor longitud que f.

Para demostrar la afirmacién, usaremos el Teorema 8.3.1 en una bola
normal B,(%(p)) con radio r > 0 suficientemente pequeno. Como los
vectores ('(s) y 4 (p) son transversales, podemos conectar B(s —r) y
(p 4+ r) con una tunica geodésica minimizante local ¢. La longitud de
ces estrictamente menor que 2r, que es la suma de las longitudes de

Bls —r,s]y ([p, p + 7]), debido al corolario 8.2.1. Asi, es facil verificar
que la curva

I'=p(0,s—r)UcUi(lp+r (k+ 1))

cuya clase de homotopia es [y]*T!, tiene menor longitud que AR Si
k + 1 = n, el punto final de la curva I" es 5(nl) = 5(l,), y por lo tanto,
I' tendria menor longitud que .

La afirmacién anterior nos muestra que k + 1 tiene que ser menor que
n, pues al ser iguales las curvas 7(T") y w(beta) = (3 tienen la misma clase
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de homotopia en M y B fue escogida como la curva de menor longitud
en su clase de homotopia.

Por otro lado, si k+1 < n entonces existe una potencia de la clase [7]
menor que n donde la curva ¥ no minimiza la longitud de las curvas
cerradas en la clase. Como n fue escogido como el minimo de estos
ndimeros, y paran = 1« minimiza la longitud en su clase, obtenemos una
contradiccién. La contradiccién surge al suponer que 3'(0) es transversal
a v'(0), por lo que 8'(0) = 7/(0) y en este caso ambas geodésicas deben
coincidir.

Concluimos entonces que 4™ minimiza la longitud de las curvas ce-
rradas en su clase para todo n € N, argumento analogo se aplica para
n < 0, lo que prueba el teorema. O

Corollary 10.3.1. Un levantamiento 7 de una geodésica cerrada vy cuya
longitud es minima en su clase de homotoia es una geodésica minims-
zante global. En particular, toda transformacion de recubrimiento posee
ejes.

Demostracion. Sea -y una geodésica cerrada de periodo I > 0 que mini-
miza la longitud en su clase, y sea ¥ un levantamiento de la misma en
T2. Por el teorema anterior, la longitud de [—nl, nl] es la menor posible
entre las longitudes de las curvas en 72 que unen 7(—nl) y 7(nl) para
todo n € N. Esto garantiza que 7[a, b] es la curva méas corta entre las
curvas que unen J(a) y 4(b) para todo —nl < a < b < nl. Como n es
cualquier natural, concluimos que 7 debe ser minimizante global. ]

Llamamos la atencién sobre la importancia del Corolario 10.3.1: el
mismo mejora substancialmente el teorema de Hopf-Rinow que garantiza
la existencia de minimizantes globales en M. El corolario 10.3.1 nos dice
que existen muchas minimizantes globales, al menos una por cada clase
de homotopia libre de M.

10.4. Apéndice: como generalizar los resultados
anteriores a superficies compactas orien-
tables

El objetivo de esta seccién es explicar en lineas generales como se ex-
tienden los resultados de las secciones anteriores a una superficie compac-
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ta, conexa, orientable cualquiera. La geometria del espacio hiperbdlico y
el teorema de clasificacion de superficies compactas seran esenciales en
la exposicién.

La topologia del plano interviene de forma fundamental en la argu-
mentacion del cap’itulo a partir del teorema 10.3.1: la versién simplifica-
da del teorema de Jordan para curvas simples del plano que se encuen-
tran en alguna vecindad tubular de una recta es ingrediente indispensa-
ble de su demostracién.

Sabemos en el caso del toro que dichos levantamientos estan en vecin-
dades tubulares de rectas en el plano porque conocemos el recubrimiento
universal del toro: el plano R?, y su grupo fundamental que se identi-
fica con un subgrupo de translaciones isomorfo a Z x Z. Esta informa-
cién sobre el recubrimiento fundamental no es puramente topoldgica, las
translaciones son isometrias de la geometria Euclidiana y las rectas son,
ademads de geodésicas del plano Euclidiano, preservadas por las transla-
ciones y representantes de las clases de homotopia libre del toro (cuando
pasan por puntos de coordenadas racionales en el plano).

En el caso de una superficie compacta orientable cualquiera, el grupo
fundamental no es mas isomorfo a un grupo de translaciones Fuclidianas.
El plano Euclidiano no es entonces un buen ”candidato” a recubrimien-
to ”geométrico” de la superficie. En la literatura sobre clasificacion de
variedades, se dice que la variedad admite una estructura geométrica
sobre un espacio homogéneo G si la variedad es difeomorfa al cociente
de G por un subgrupo discreto de isometrias de G. El toro es un ejem-
plo, admite una estructura geométrica sobre el espacio Euclidiano. El
teorema de clasificaciéon de las superficies compactas nos dice que to-
da superficie conexa, compacta orientable es difeomorfa a la esfera, al
toro, o al cociente del plano hiperbdlico por un subgrupo discreto de iso-
metrias hiperbdlicas. Es decir, superficies compactas orientables siempre
admitem estructuras geométricas sobre espacios homogéneos.

Asi que dada una superficie compacta S conexa orientable con grupo
fundamental no trivial y no isomorfo a Z x Z, se tiene que m(S) es
isomorfo a un subgrupo discreto de isometrias hiperbodlicas. No es dificil
probar que toda isometria hiperbdélica T" en 71 (.S) tiene un eje hiperbdli-
co, una geodésica hiperbdlica que es preservada por dicha isometria. La
imagen por la aplicacién de recubrimiento de tal eje es una curva en
S que representa una clase de homotopia libre [v], y por lo tanto, el
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levantamiento en el espacio hiperbdlico de una geodésica cerrada v de
(S, 9) que minimiza longitud en su clase estard en una vecindad tubular
hiperbadlica del eje hiperbdlico de T'.

Finalmente, recordemos que las geodésicas hiperbdlicas son circulos
y rectas perpendiculares al eje coordenado y = 0 en el modelo del se-
miplano superior H?. Es maés, existe un modelo del espacio hiperbélico
llamado el disco de Poincaré D, que se obtiene como imagen isométri-
ca de H? por una aplicacién que lleva el semiplano superior al disco
unitario, a saber

z—1
T =
(2) z+i’
donde z = (z,y) es la representaciéon compleja del punto (z,y). Las

geodésicas en este modelo son circulos perpendiculares al borde del disco
unitario y rectas por el origen.

Figura 10.3: Vecindad tubular hiperbdlica de una geodésica recta del
disco de Poincaré

Como existe una isometria hiperbdlica que transforma toda geodésica
hiperbdlica en la recta vertical x = 0, se tiene que toda geodésica hi-
perbolica en el disco de Poincaré se transforma en una recta por el origen
aplicando alguna isometria. Por lo tanto, si el levantamiento 4 de una
geodésica cerrada de (S, g) en D estd en la vecindad tubular hiperbdlica
de una geodésica hiperbdlica de D, podemos aplicarle una isometria y



Geodésicas en superficies 107

llevarla a una curva que estd en una vecindad tubular hiperbdlica de una
recta en el disco.

El énfasis en la distincién de la vecindad como hiperbdlica se debe jus-
tamente al hecho que una vecidad tubular hiperbélica no es una vecindad
tubular euclidiana. Se puede demostrar que si una geodésica hiperbdlica
8 C D tiene extremos a, b en la frontera de D, entonces la vecindad tubu-
lar V;.() de radio r de (3 es una regién de D que contiene 3, difeomorfa
a un cilindro, y cuya frontera esta formada por dos arcos de circulo que
pasan por a,b con curvaturas hiperbdlicas constantes (la constante es la
misma para ambos circulos y depende de r).

Esta configuracién de las vecindades tubulares de geodésicas hiperbdli-
cas permite aplicar el teorema de Jordan a 7: considerando la compactifi-
cacion de D obtenemos una curva ”compactificada” de 4 que es cerrada,
simple, en la compactificacién S2. Con el teorema de Jordan para levan-
tamientos simples de geodésicas de la superficie (S, g) podemos extender
la demostracion del teorema 10.3.1 a cualquier superficie compacta co-
nexa orientable.
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Capitulo 11

Geodésicas minimizantes
globales en el toro

Dedicaremos la tultima parte del texto al estudio de geodésicas mi-
nimizantes globales de una métrica Riemanniana en el toro T2. Con
excepciéon de los enunciados de la primera seccién, los resultados del
presente capitulo no se extienden a otras superficies.

Durante todo el capitulo consideraremos una estructura Riemanniana
(T2, g) de clase C*°, donde T? sers el espacio cociente del plano R? por
la accién del grupo de translaciones generado por Ti(z,y) = (x + 1,y),
Ts(z,y) = (z,y + 1). Cada cuadrado de la forma [n,n + 1] x [k, k + 1]
en R?, donde n,k € Z, es un dominio fundamental. Notemos que el
recubrimiento universal es cubierto por la unién de las imagenes de un
dominio fundamental fijo: [n,n+1] x [k, k+1] es la imagen de [0, 1] x [0, 1]
por la translacién 7] o T¥. Esto nos da una nocién dindmica de la accién
del grupo fundamental en el recubrimiento universal, la ”érbita” de un
dominio fundamental por la accién del grupo cubre el recubrimiento.
Esto es cierto en todas las variedades Riemannianas conexas completas.
Emplearemos esta idea con frecuencia en la argumentacién del capitulo.

El toro T? hereda del plano Euclidiano una métrica ”Euclidiana”
(T2, go), obtenida simplemente como

go(v, w), =< dr 1 (v),drH(w) >r-1(p)

donde 7 : R? — T2 es la aplicacién de recubrimiento (que es localmente
un difeomorfismo), p € T?, v,w € T,T?, <,> el producto interno Eu-
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clidiano. Notemos que a pesar de que 7~ !(p) tiene infinitos elementos,
el producto interno del lado derecho de la ecuacién estd bien definido
porque el producto interno Euclidiano no depende de 7~ *(p).

Los levantamientos de las geodésicas de (T2, gg) en R2, Gy) son todos
rectas, por lo tanto minimizantes globales.

Una recta L en R? que tiene inclinacién racional e n,m € Z, es un
eje de la translacién T o T4 para la métrica (T2, go). Como cada trans-
lacién del grupo fundamental representa una clase libre de homotopia,
ya clasificamos todos los ejes de R?, jy) que representan una determi-
nada clase. El objetivo del capitulo es demostrar el siguiente resultado
sorprendente de Hedlund [7].

Teorema 11.0.1. Sea (T2, g) una estructura Riemanniana C*° en el
toro. Sea (R?,§) el levantamiento de la estructura del toro a su recu-
brimiento universal. Entonces existe una constante H > 0 tal que toda
geodésica minimizante global de (R?,§) se encuentra en la vecindad tu-
bular de radio H de alguna recta del plano.

Es decir, las minimizantes globales de cualquier métrica Riemannia-
na en el plano inducida por una métrica en el toro se comportan como
rectas a grosso modo. La demostracion tiene varias etapas que desarro-
llaremos en las préximas secciones.

11.1. Intersecciones entre minimizantes globa-
les

Dos rectas en el plano que se intersectan o coinciden, o se encuentran
en un Unico punto. Dos geodésicas hiperbdlicas o son disjuntas o se in-
tersectan en un unico punto. Tanto en el plano Euclidiano como en el
plano hiperbdlico las geodésicas son minimizantes globales. Cabe enton-
ces la pregunta: minimizantes globales tienen propiedades analogas de
interseccion? El objetivo de la seccién es responder esta pregunta.

En la seccién usaremos la notacion [z, y| para designar la tinica geodési-
ca minimizante con extremos x, y cada vez que x, y estén en una vecindad
normal V(p) de un punto p € M.

Lema 11.1.1. Sea (M,g) una variedad Riemanniana C* completa y
vy:R— M, B: R — M dos geodésicas minimizantes globales para-
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metrizadas por longitud de arco. Entonces v y B se intersectan en un
unico punto o no se intersectan.

Demostracion. La demostracién es una aplicacion més del teorema 8.3.1
y el corolario 8.2.1. Suponer que v(0) = 3(0) y que 7/(0) es transversal a
B'(0). Si existiera otro punto de interseccién entre ellas, digamos v(r) =
B(r"), r > 0, tendriamos que r = r’ porque ambas son minimizantes y r,
r’ son parametros de longitud de arco que satisfacen

r= d(’)/(o)”)/(r)) - d(,B(O),B(T',)) =7

Sea p = (0) y considerar una bola normal B,(p) donde toda geodésica
[x,y] con extremos x,y € B,(p) es tinica y contenida en B,(p). Definir
la curva

I'= [’7(—p),5(p)] U ﬁ[p’ T]'

Es una unién de geodésicas que conecta los puntos v(—p) y B(r) = v(r),
que tiene longitud estrictamente menor que p+r, la longitud de v[—p, r].
Porque la longitud de [y(—p), B(p)] es estrictamente menor que 2p, la
longitud de la geodésica ”quebrada” ~y[—p, 0] U S[0, p], que no puede ser
la de menor longitud entre las curvas que unen y(—p) y B(p) por el
corolario 8.2.1. Asi,

L(T) = ly(Iy(=p), B(P)) + 14 (Blo, 7)) < 2p+7—p=1+p.

B
Mo

Figura 11.1: Atajo entre las geodésicas vy 3

Sin embargo, la longitud de y[—p, 7] es p+ r porque v es minimizante
global. Esto nos lleva a una contradiccion porque I' tiene los mismos
extremos que v y tiene menor longitud. La contradiccién proviene de
suponer que v'(0) es transversal a 5'(0) y que por lo tanto, existe un
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"atajo” entre y(—p) y B(p) que no pasa ni por v ni por B. Concluimos
que el conjunto de puntos de interseccién entre v y (8 consiste en un
dnico punto. O

El lema anterior en realidad se puede mejorar. No solo dos minimi-
zantes globales no se pueden intersectar en més de un punto sino que
no puede haber aproximacion asintética entre dos minimizantes que se
intersectan.

Lema 11.1.2. Sea (M,g) una variedad Riemanniana C completa.
Dados € > 0, p € M, existe 6 = 6(e,p) > 0 tal que si v : R — M,
B : R — M son dos geodésicas minimizantes globales parametrizadas
por longitud de arco tales que

1. 4(0) = B(0) = p,

2. 4'(0), B'(0) son linealmente independientes y forman un dngulo
mayor o igual a €,

entonces la distancia d entre dichas geodésicas con respecto a la métrica
g satisface

d(y(t), 8) = 6

para todo t > 1. Ademds, si M es compacta, 6 no depende de p, solo de
€.

Demostracion. La demostracion sigue la misma linea de raciocinio de la
demostracién del lema anterior. Suponer por contradiccién que existen
sucesiones t,, s, — 400 tal que

1
Ar(tn), Blsn)) < -
para todo n € N. Sea p > 0 el radio de una vecindad normal para p.
Observemos en primer lugar que t, es la distancia entre p y y(t,), S, es

la distancia entre p y (s;). Por la desigualdad triangular de la distancia,

b = d(p, (1) < d(p, B(50)) + d(B(50), 7(t0)) < 50+ -

De forma anéloga se tiene que s, < t, + % Por lo que | t, — sp |< %
Considerar la curva I'), formada por subconjuntos de geodésicas
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Ln = [v(=p), B(p)] U Blp, sn] U [B(sn), v(tn)].

La longitud de la geodésica [y(—p), B(p)] es estrictamente menor que
2p. O sea, existe a > 0 tal que ly([v(—p),B(p)]) —2p = —a < 0. La
diferencia a depende del dngulo entre 7/(0) y 5/(0), y del punto p. Asf la
longitud de la curva I';, es menor que

1 1 1
(a+20)+ (sn—p)+ —=(p—a)+snt—<(p—a)+tn+2_.

De forma tal que existe un entero ng grande a partir del cual la longi-
tud de I',, es estrictamente menor que p + t,. Sin embargo, la longitud
de v(—p,tn), p+tn, es la la distancia entre v(—p) y v(t,), y la curva T,
conecta estos mismos puntos. Siendo una geodésica ”quebrada”, I',, no
podria tener menor longitud que y[—p, t,] dado que 7 es por hipdtesis
una geodésica minimizante global. Concluimos que las sucesiones t,, s,
no pueden existir y por lo tanto, el infimo para ¢t > 1 de las distancias
d(~(t)5(t)) debe ser estrictamente mayor que 0.

Si la variedad es compacta, el nimero a no depende del punto p € M,
depende apenas del dngulo entre los vectores iniciales de las geodésicas.
Esto se puede verificar a partir de la continuidad de los radios de vecin-
dades normales en M, una consecuencia del corolario 8.2.1 y del lema
8.3.1. O

Los resultados de esta seccién son lo mejor que se puede afirmar sobre
propiedades de interseccién entre geodésicas minimizantes en cualquier
dimension. Otras preguntas naturales como la divergencia de las distan-
cias entre minimizantes globales que se intersectan (como se verifica en
los planos Euclidiano e hiperbdélico) tienen respuestas negativas, inclusi-
ve en el mundo de las superficies.

11.2. Geodésicas cerradas que minimizan longi-
tud en clases de homotopia son simples

A partir de esta seccién los resultados del capitulo son especificos de
métricas en el toro 772
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Teorema 11.2.1. Sea (T?,g) una estructura Riemanniana C™ en el
toro. Entonces toda geodésica cerrada v que minimiza longitud en su
clase de homotopia es una curva simple.

Demostracion. Sea~y : S' — T? una geodésica de (T2, g) cuya longitud
es minima en su clase de homotopia [y]. Por el corolario 10.3.1 sabemos
que todo levantamiento de v en T2 = R? es una geodésica minimizante
global de (R2, g).

Suponer que 7 tiene puntos de autointerseccién transversales, o sea,
que existen t; # to tales que v(t1) = Y(t2), ¥ (t1) y 7/ (t2) linealmente
independientes. Supongamos sin perder generalidad que t; = 0, 1 < to,
y parametricemos por longitud de arco 7 : [0,1] — T? donde I es el
periodo minimo de ~.

Denotemos por v : [0, ta] — T2 el trecho de v entre los pardmetros
0 y t2, v denotemos por 72 : [0,] — ta] — T? el trecho de v entre los
parametros to y [, con v2(0) = 7(t2). Las curvas 71 y 72 son dos curvas
cerradas en p con clases de homotopia [y1], [y2] diferentes de cero, porque
sabemos que 7 no contiene lazos contractiles (Lema 10.3.1).

Sean 7; : R — R? i = 1,2, levantamientos de 7; a partir de p, donde
7m(p) = v(0) = p. Observemos que ambas geodésicas son levantamientos
diferentes de la misma curva - a partir del mismo punto inicial p.

Afirmacion: 71 (1) = 32(1).

En efecto, el punto 71 (t2) es a su vez el punto final del levantamiento
de la curva cerrada en p v; : [0,t2] — T2 y por lo tanto corresponde a
la imagen de p por la transformacién de recubrimiento 7},,}. As{ mismo,
el punto 41 (1) es el punto final del levantamiento de 7z : [0, —t3] — T2
a partir del punto ¥(t2) = T},,1(p). Por lo tanto, podemos escribir 1 (1)
como

Y1(1) = Tpop) © Thoy ) (P)-
Aplicando el mismo argumento anterior al punto 42(I — t2) obtenemos

ﬁ?(l - t2) = T['yQ] (ﬁ)a

Y2(1) = Tjy) © Tjay) ()-

Ahora, observemos que el grupo fundamental de T2 es isomorfo a Z x Z
y por lo tanto conmutativo. Esto demuestra la afirmacion.
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Figura 11.2: Dos levantamientos diferentes de una geodésica cerrada que
no es simple

La afirmacién representa claramente una contradiccion, porque las
dos geodésicas 7; : R — R?, i = 1,2, son minimizantes globales y no
pueden, por el Lema 11.1.1, tener mas de un punto de interseccién. [

La demostracién del Teorema 11.2.1 es un bello ejemplo de la inter-
accién entre la topologia y la geometri de las geodésicas minimizantes:
la conmutatividad del grupo fundamental de 72 es crucial para el argu-
mento. De hecho, en cualquier superficie compacta con grupo fundamen-
tal no trivial, diferente del toro, la proyecciéon de recubrimiento de una
geodésica minimizante global tiene infinitas autointersecciones (ejemplo:
una superficie obtenida como cociente del plano hiperbdélico por la accién
de un grupo discreto de isometrias).

Las geodésicas minimizantes de (R?, §) que son ejes de transformacio-
nes de recubrimiento tienen esta propiedad especial: no solo son curvas
simples sino sus proyecciones de recubrimiento también lo son. Al fi-
nal del capitulo demostraremos que esta propiedad se extiende a toda
geodésica minimizante global.
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11.3. Ejes son sombreados por rectas

El Teorema 11.2.1 es quiz’as el resultado mas importante del capitulo.
Sus reflejos en la geometria global de las minimizantes son fantasticos.

Lema 11.3.1. Sea (T2, g) una estructura Riemanniana en el toro. Sea
7 : R — R? un eje de una transformacion de recubrimiento Ty Sean
x = J(t1), y = F(t2) tales que el segmento de recta Ly, de extremos
x,y intersecta Y([t1,t2]) solamente en x,y. Entonces, la region del plano
limitada por Ly, y 7([t1,t2] no contiene ningin dominio fundamental
de T?.

Demostracion. Sea o la curva formada por la unién de Ly, y 5([t1, t2].
Dicha curva es simple por las hipétesis, sea 2 la region limitada por la
curva o. Sea L la recta determinada por los puntos x, y.

Si Q contiene un dominio fundamental D de 72 entonces existe una
transformacién 7' de recubrimiento tal que T'(¥(t2)) € D. La recta T'(L)
paralela a L y disjunta de L claramente intersecta D. Los puntos de la
curva T'(3([t1, t2]) no intersectan L ya que sus extremos T'(§(t1)), T'(¥(t2))
estdan en T'(L) y cualquier otro punto de T'(L) estd mas lejos de L que
dichos extremos (recordemos que T' es una translacién).

T(x)

Figura 11.3: Levantamiento de v que contiene puntos de un dominio
fundamental D contenido en €2

Sea (to) el punto mas distante de J([¢1,t2]) a la recta L. Si dj es esta
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distancia, entonces dy también es la mayor distancia entre los puntos de
Q y la recta L.

La distancia de T'(5(to)) a T'(L) es dy, y como T'(L) y L son disjuntas
la distancia de T'(3(to)) a L es mayor que dy. Por lo tanto, T'(%(t)) no
puede pertenecer a €2, y entonces la curva T'(%([t1,t2])) tiene que inter-
sectar el borde de Q (por el teorema de Jordan). Como todos sus puntos
estan a distancia positiva de L se tiene que solo puede intersectar el
borde de Q atravezando la curva 5([t1,t2]) . Pero un punto de intersec-
ction entre ¥ y T'(¥) se proyecta por la aplicacién de recubrimiento en
un punto de autointerseccion de 7. De acuerdo con el teorema 11.2.1, no
existen tales puntos en . La contradiccién obtenida proviene de suponer
que existe un dominio fundamental D en la regién €2, lo que demuestra
el lema. O

Consideremos una recta L del plano, supongamos que L no es vertical.
Sean RT, R~ las componentes conexas de R?> — L. Sea Fy el conjunto
de los dominios fundamentales que intersectan L. Son cuadrados de la
forma [n,n + 1] x [k, k + 1] donde n, k € Z. La regién Uy formada por
la unién de dichos conjuntos es la clausura de una vecindad abierta de
la recta, cuya frontera esta constituida por una unién de segmentos de
recta. Esta frontera tiene dos componentes conexas, Far CR". Ty CR,
una de cada lado de la recta.

Necesitaremos considerar asi mismo el conjunto de los dominios fun-
damentales F; cuyas fronteras intersectan la frontera de Uy. Llamemos
Ui a la unién de los mismos, y sea V(L) = Uy U U;. V(L) es la clau-
sura de una vecindad tubular de L, su frontera tiene dos componentes
conexas Ff, I'T, que denotamos de forma coherente con las fronteras
Far , I'y. Un dominio fundamental D de F;j estd totalmente contenido
en R' o totalmente contenido en R~. Esto no sucede con los dominios
fundamentales de Fq. La orientacién de la recta induce una orientacién
de Ff, I'] y una enumeracién de los dominios fundamentales Dy; que in-
tersectan Ff por ejemplo, donde D1y puede ser determinado escogiendo
un punto dado de L como referencia.

Lema 11.3.2. Sea (T?,g) una estructura Riemanniana en el toro. Sea
7 : R — R? es una geodésica minimizante global de (R?,§). Dado un
dominio fundamental D tal que y N D # 0, se tiene que el mayor trecho

v([t,r]) de v con la propiedad de tener sus extremos en D tiene longitud
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acotada por el didmetro p de D.

Demostracion. Si ~y(t),~v(r) estdn en D, entonces su distancia es justa-
mente la longitud de 7([¢,r]). Por definicién de didmetro, la distancia
entre dichos puntos es menor o igual al didmetro de D. O

Corollary 11.3.1. Sea (T2, g) una estructura Riemanniana en el toro.
Sea v : R — R? es una geodésica minimizante global de (R?,§). Dado
un dominio fundamental D tal que vy N D # 0, y dado y([t,r]) el mayor
trecho de v tal que ¥(t),v(r) € D, se tiene que y([t,r]) no intersecta
ningun dominio fundamental que se encuentre a distancia mayor o igual
al didmetro p de D.

Demostracién. En efecto, si D’ es un dominio fundamental que se en-
cuentra a distancia mayor o igual a p de todo punto de D, entonces un
punto y(a) € D’ con a € [t,r] define dos curvas ¥([t,a)), v([a, ] disjun-
tas dentro de ([t,r]) cada una con longitud por lo menos p. Esto no es
posible por el lema 11.3.2. 0

Ahora, sea 7 : R — R? un un eje de una transformacién de recubri-
miento T},}, y sean x = 7(t1), y = J(t2) puntos tales que el segmento de
recta L, , de extremos x,y intersecta 7([t1,?2]) solamente en z,y. Sea L
la recta determinada por z,y y sea {1 , la region limitada por v([t1, t2])
¥ Ly, que podemos suponer contenida en RT. La orientacién de tildey
nos permite enumerar los dominios fundamentales de R™ que ¥ encuen-
tra: Dy es el primero, que contiene 5(0). D esté en la coleccién Fy, y sea
A([t1, s1]) el mayor trecho de 4 cuyos extremos estan en D;. Entonces
A(s1 + €) estd en otro dominio fundamental para € pequeno, llamemos a
este dominio Dy y ¥([s1, s2]) el mayor trecho de 4 cuyos extremos estén
en Ds. Por induccién, definimos Dy y J([Sk—1, sk]) de la misma forma.
El tdltimo dominio intersectado por ¥, D,,, contiene 5(t2) y esta en Fy.
Como consecuencia del corolario anterior tenemos

Corollary 11.3.2. La longitud de 4([t1, sg]) es menor o igual a kp.

Corollary 11.3.3. Euxiste v > 0 tal que si Dy, estd en Fi, Dy = Dy,
entonces, Y([t1, sk]) no intersecta ningin dominio Dyj si j > i+ v.

Demostracion. Sea p = 7(t1), y sea B(p) la bola de radio r centrada en
p. Basta demostrar que el niimero de los dominios de F; que cubren la
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region Vi, = V(L) N (B(i+1)p(p) — Brp(p)) estd acotado por una constante
v > 0 que no depende de k. Esto es cierto porque el didmetro de V;, es
menor o igual a 4p (ejercicio: verificar), lo que implica que podemos
cubrir V; con un nimero v de cuadrados de lado 1 que depende de 4p.
Como el crecimiento del indice ¢ en Dy; sigue la orientacién de la recta
L, entonces los dominios fundamentales Dy; fuera de B 1),(p) tienen
idice 7 > k. Y como para cubrir V} se necesitan dominios en JFy y JFi,
seguramente Dy, ;) estard fuera de Bij4+1),(p) para todo j > v. Por el
corolario 11.3.2, §([t1, sx]) no intersecta D) sij > i+ v. O

Teorema 11.3.1. Sea (T2, g) una estructura Riemanniana en el toro.
Existe una constante H > 0 tal que si 7 : R — R? es un eje de una
transformacion de recubrimiento T,), * = §(t1), y = 7(t2) son puntos
tales que el segmento de recta Ly, de extremos x,y intersecta 7([t1,t2])
solamente en x,y, entonces la distancia entre Y([t1,t2] y la recta L que
contiene Ly, es menor o igual a H.

Demostracion. Mantenemos las notaciones anteriores: p es el didmetro
de un dominio fundamental, V(L) la vecindad de la recta L formada por
la unién de los dominios fundamentales en Fy y Fi.

Supongamos que la regién Q limitada por ¥([t1,t2]) vy Ly estd en RT.
Sea I'" la componente conexa de la frontera de V(L) en R™.

La curva 5([t1,t2]) es una curva compacta, que intersecta un nimero
finito de dominios fundamentales D1;. Sea ig el menor indice ¢ tal que
A([t1,t2]) intersecta Dy; para algun i, y sea i; el mayor de estos indices.

Si A([t1,t2]) no intersecta ninguno de los Dy;’s, entonces ([t1,t2])
estd contenida en la unién de los dominios fundamentales de Fy. Por-
que sabemos que los extremos de ¥([t1,t2]) estdn en L y por lo tanto
en dicha unién. Por otro lado, la unién de los dominios fundamentales
de F; desconecta RT, por lo que si existiesen puntos de J([t1, t2]) en el
complemento de V(L) en R deberfa haber interseccién entre ¥([t1, t2])
y la unién de los dominios en F; (nuevamente el teorema de Jordan),
contradiciendo nuestra suposicién. Por otro lado, si §([t1,t2]) no inter-
secta ninguno de los D1;’s, entonces su distancia a la recta L es menor
o igual a p y el teorema esta demostrado.

Supongamos entonces que J([t1,?2]) intersecta los dominios Dy;’s. Si
nunca sale de V(L) entonces su distancia a la recta L es menor o igual
a 2p y demostramos el teorema. Asumiendo que ¥([t1,%2]) puede tener
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puntos fuera de V' (L), consideremos 7(¢) un punto en I" tal que 3(t+s) €
R*™ — V(L) para todo s > 0 suficientemente pequetio. Sea I't(5) = §(%).

Afirmacién 1: Existe s’ > 5 tal que TV (s") € J([t1, t2]).

En efecto, si no fuera cierta la afirmacion ([t1, t2]) tendria un punto
de autointerseccién, lo que no es posible por el lema 10.3.1 (verificar
como ejercicio, aplicando el teorema de Jordan).

Afirmacién 2: Sea k tal que I'" (s") = (') € D1. Entonces tenemos
dos posibilidades:

1. O la distancia de 4(t') a 4(t2) es menor o igual a 3p,
2. Oexisten 7 >0y 0<j < v tales que J(t' + 1) € Dy j)-

Veamos: si la distancia d(3(t'),5(t2)) =| t2 — si | es mayor que 3p, por
la definicién de v en el lema 11.3.3 se tiene que que d(3(t'), Dy(r45)) < 3p
para todo 0 < j < v. Por la afirmacién (1) existen r > 0, ¢ > k tales
que (" + 1) € Dy;. Manteniendo la notacién de los lemas 77, 11.3.2,
la curva J([t1,s]) no intersecta Dy si j > v. Por lo tanto, si la
curva ¥([sg, t2]) no intersecta D) para algin j < v tendrfamos que
D1 (45) es disjunto de 7 y subconjunto de  (ver figura).

Pero el lema 11.3.1 nos dice que €2 no puede contener dominios funda-
mentales. Asf que 7([sg,t2]) debe intersectar algin Dy ), con j < v.

Concluimos de la afirmacién (2) que todo punto de ([t1,t2]) estd a
una distancia de H = 5p de la recta L, ,, finalizando la demostracién
del lema. O

Teorema 11.3.2. Sea (T2, g) una estructura Riemanniana en el toro.
Existe una constante H > 0 tal que si 7 : R — R? es un eje de una
transformacion de recubrimiento Ty = Tam
distancia entre v y la recta L de inclinacion
menor o igual a H.

= T o T3, entonces la
m

" que pasa por ¥(0) es

Demostracion. Observemos en primer lugar que la recta L de inclinacion
™ que pasa por (0) contiene toda la érbita T¥ , (7(0)), k € Z, ya que
la clase de homotopia de 7y estd representada por 75, ,,. De esta forma,
la interseccién entre L y 4 contiene todos los puntos 5(0) + (kn, km),
ke Z.
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Llamemos z; = %(0) + (kn,km), k € Z, consideremos las curvas
([tx, tx+1]), con extremos iguales a xy, T respectivamente. Estas cur-
vas se pueden descomponer en diferentes componentes conexas que estan
en R, R, cuyos extremos son puntos de la recta L. Aplicando el teore-
ma 11.3.1 a cada una de estas componentes deducimos que la distancia
de 7 a L es menor o igual a H = 5p, lo que demuestra el corolario. [J

El Teorema 11.3.2 es una parte del Teorema 11.0.1 de Hedlund, ejes
de transformaciones de recubrimiento estdn en vecindades tubulares de
rectas. Nos falta demostrar algo semejante para cualquier minimizante
global con el fin de demostrar integralmente dicho enunciado.

11.4. Toda minimizante global es sombreada por
una recta

En esta seccién final extendemos los resultados de ”sombreamiento”
de geodésicas minimizantes globales por rectas obtenidos para ejes de
transformaciones de recubrimiento a toda geodésica minimizante global.
Comenzamos por la siguiente observacion.

Lema 11.4.1. Sea (T2, g) una estructura Riemanniana en el toro. Sea
p > 0 el didmetro de un dominio fundamental con respecto a la métrica
g, y sea H > 0 la constante de sombreamiento del Teorema 11.5.2.
Entonces, dada una recta L cualquiera en el plano existe una geodésica
minimizante global 7 : R — R? de (R2,§) que estd contenida en una
vecindad tubular de radio Q = 2p+ 2H = 12p de L.

Demostracion. La recta L se puede transladar por una transformacién
de recubrimiento 7" a una recta L que intersecte el dominio fundamen-
tal [0,1] x [0, 1]. Si demostramos que existe una minimizante global a
a distancia acotada por 2p + 2H de L tendremos que la minimizante
global T~!(a) (recordemos que T es isometria de R?, §)) se encuentra a
distancia de L acotada por p + 2H.

Sea Lo una recta paralela a L que pasa por el origen. Existe una
sucesion de rectas por el origen L,, n — oo que tienen inclinaciones
racionales y tienden uniformemente en compactos a L. Esto se debe a
la densidad de los racionales en los reales, por lo que la inclinacién de L



122 Rafael O. Ruggiero

puede ser aproximada por una sucesién de racionales que nos define las
inclinaciones de la sucesiéon L,,.

Afirmacién: Para cada n existe una geodésica minimizante global
7 : R — R? que se encuentra en una vecindad tubular de radio p+2H
de la recta L.

En efecto, cada clase de homotopia [a] del toro estd representada
por un eje & en el recubrimiento universal que pasa por el dominio
[0,1] x [0,1]. Dicho eje es subconjunto de la vecindad tubular de una
recta L(a) de inclinacién racional r(«) a distancia de & acotada por H
segin el Teorema 11.3.2. Y toda inclinacién racional a su vez representa
una clase de homotopia. Por lo que para cada n existe una recta Ly,
paralela a L, y una geodésica minimizante global v, en la vecindad
tubular de radio H de L,. Como L, est4 en el dominio [0,1] x [0,1]
cuyo didametro es p, la desigualdad triangular nos dice que la distancia
maxima entre L, y 7, debe ser menor o igual a p + 2H.

Observemos que las geodésicas <, intersectan la bola B de radio
2p+ sH centrada en el origen. Existe entonces una subsucesién conver-
gente de pares (7, (tn), v, (tn)) que tiende a un par (p, v), donde v € T,R?
es un vector unitario. Por el Lema 8.4.2, la geodésica v, ,) cuyas con-
diciones iniciales son v(,.)(0) = p, vép,v)(()) = v, es una minimizante
global. Y como la distancia méxima entre ~, v L, es p+ 2H, lo mismo
sucederd con la distancia maxima entre v, ,) y Lo. La geodésica ¥ de

nuestro enunciado es entonces Tfl(fy(p,v) . O

Corollary 11.4.1. La imagen de la geodésica v del enunciado del Lema
11.4.1 por la aplicacion de recubrimiento m : R? — T? es una curva
simple.

Demostracion. Esto se debe a dos factores:
1. Las geodésicas m(;,) son curvas simples por el Teorema 11.2.1.

2. Si una geodésica c es el limite uniforme en compactos de curvas
simples entonces ¢ es una curva simple.

Le dejamos al lector la verificacién de la segunda afirmacién. O

Demostracion del Teorema de Hedlund
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Sea (T2, g) una estructura Riemanniana en 72 de clase C*°. Conside-
remos una geodésica a : R — R? de (R?, ) que sea minimizante global.
Supongamos que exista un par de puntos x = a(t), y = «a(s), t < s tales
que la distancia maxima de la curva a([t, s]) al segmento de recta L,
que une r y y sea mayor que 3¢, donde () = 12p es la constante del
Teorema 11.3.2 y p es el didmetro de un dominio fundamental. Sea L la
recta determinada por Ly, y sean R, R~ las componentes conexas de
R? — L. Supongamos que «([t,s]) € RT. Por el Teorema 11.3.2 y el Le-
ma 11.4.1, sabemos que existe una minimizante global 5 en la vecindad
tubular de radio @ de L.

Sea a(r) un punto tal que la distancia d(«(r), L) sea méxima, y sea
z € L un punto donde esta distancia es alcanzada. Consideremos la
geodésica minimizante [« (), z] que une a(r) y z, y sea p su punto medio.
Tenemos entonces que d(p, a(r)) > %Q, d(p,L) > %Q (d(p, L) es el
minimo de las distancias entre p y puntos de L). El punto p estd incluido
en un dominio fundamental D cuyos puntos se encuentran distantes de
a(r) y de todo punto de L en por lo menos %Q —p=17p > Q. Como
existe una transformacién de recubrimiento T' tal que T'(L) intersecta
D, la minimizante global T'(3) se encuentra en la vecindad tubular de
radio @ de T'(L). Observemos ahora que el complemento de la geodésica
T(B) debe separar la vecindad tubular de radio 17p de T'(L) en dos
componentes disjuntas no vacias R(«(r)), R(x) (Teorema de Jordan),
donde R(p) es la componente que contiene el punto p. Notemos que
R(z) = R(y).

Pero ésto implica que T'(f) debe intersectar o en por lo menos dos
puntos (ejercicio: verificar aplicando el Teorema de Jordan a la regién
limitada por a([t,s]) ¥y Lzy), lo que no es posible por el Lema 11.1.1.

De esta forma, concluimos que la distancia de «([t,s]) al segmento
L, , tiene que ser menor o igual a 3¢). Como z,y son arbitrarios en «,
deducimos que existe una recta L cuya distancia a cualquier punto de
a es acotada por 3@Q), culminando asi la demostracién del Teorema de

Hedlund.

El trabajo de Hedlund sobre geodésicas minimizantes globales con-
tiene mas resultados que los expuestos en este texto. Para cerrar la
exposicién mencionamos un resultado que generaliza el Teorema 11.2.1
y nos da una descripcion de la geometria de toda minimizante global.
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Figura 11.4: La geodésica « tendria que intersectar en por lo menos dos
puntos alguna minimizante

Proposition 11.4.1. Sea (T2 g) una estructura Riemanniana en el
toro, sea 7 : R? — T? la aplicacion de recubrimiento. Entonces 7(7) es
una curva simple para toda geodésica v minimizante global de (R?,§).

La demostracién se deriva de las ideas desarrolladas en este tltimo
capitulo. Invitamos al lector a realizar como ejercicio la prueba completa
de la Proposicién.
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