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Prefacio

El presente texto fue concebido como referencia para un mini-curso
introductorio sobre geometŕıa de superficies. La teoŕıa de las superficies
es uno de los temas más clásicos y fundamentales de la matemática, su
evolución es el resultado de la convergencia de diversas corrientes de
investigación en f́ısica-matemática: mecánica clásica, análisis, ecuacio-
nes diferenciales, topoloǵıa, geometŕıa algebraica. La teoŕıa tiene apli-
caciones en un vasto dominio de las ciencias puras e ingenieŕıa, donde
son parte esencial del modelaje de muchos fenómenos. Por este motivo,
representa un gran desaf́ıo redactar notas para un mini-curso de una
semana, tiempo en el cual se pretende transmitir algo de la importancia
y la belleza del tema a una audiencia en principio bastante ecléctica, en
lo que respecta a sus intereses y su formación.

Preferimos, a riesgo de ser injustos por las omisiones, elegir la pre-
sentación de un asunto concreto que sea elemental, importante, y que
complemente la materia vista sobre superficies en los cursos de cálculo y
geometŕıa: el tema de las geodésicas en superficies. Las geodésicas cons-
tituyen una de las familias de curvas que son llamadas con frecuencia
curvas o ĺıneas especiales. Son objetos importantes no solo del punto
de vista de la geometŕıa sino también del punto de vista de la mecánica
clásica. El estudio de las geodésicas es dejado de lado en los cursos de
pregrado por ser considerado un tema técnico y algo espećıfico. Pero
la verdad es que las geodésicas ocupan lugar importante en la vitrina
de la matemática desde la Grecia antigua, el desarrollo (bien posterior)
de la mecánica Newtoniana, y de la mecánica Hamiltoniana, muestra
la relevancia de las geodésicas como generalizaciones naturales de los
movimientos uniformes libres en el plano.

Las notas están divididas en dos partes. La primera parte contiene
una introducción al estudio de las geodésicas en superficies del espa-
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cio Euclidiano, y se propone como objetivo principal la demostración
del siguiente enunciado: una superficie conexa diferenciable en R3 cuyas
geodésicas son todas curvas planas (o sea, cada geodésica es subconjunto
de un cierto plano en R3) debe ser un subconjunto de una esfera o de un
plano en el espacio Euclidiano. Las geodésicas de un plano en el espacio
Euclidiano son rectas, y las geodésicas de una esfera son las circunferen-
cias máximas. En ambos casos, cada geodésica es una curva plana. Nos
proponemos demostrar la rećıproca de esta afirmación, lo que nos sirve
de pretexto para hacer un recuento de algunas de las nociones básicas
más importantes de la geometŕıa de las superficies en R3.

La segunda parte es un poco más avanzada y trata del estudio de
una clase de geodésicas en superficies abstractas llamadas geodésicas
globalmente minimizantes. Esta clase de geodésicas viene siendo estu-
diada desde los trabajos de Morse y Hedlund de las décadas de 1920 y
1930, y son el gérmen de una cantidad enorme de investigación actual
en matemática que incluye por ejemplo lo que se conoce como la teoŕıa
geométrica de grupos y la famosa teoŕıa de Aubry-Mather. Ciertamente,
esta parte de la exposición es más compleja, requiere nociones básicas
de la geometŕıa Riemanniana y de aspectos topológicos de la teoŕıa de
la clasificación de superficies (espacios de recubrimiento y grupo funda-
mental). El trabajo pionero de Morse trata de geodésicas en superficies
de género mayor que 1, mientras que el trabajo de Hedlund trata de
geodésicas en el toro bidimensional. Ambos trabajos siguen la misma
idea general: la topoloǵıa de la superficie tiene gran impacto en compor-
tamiento global de las geodésicas minimizantes. Sin embargo, la gran
diferencia que existe entre las topoloǵıas del toro y de las superficies de
género más alto se refleja en los métodos totalmente opuestos usados por
Hedlund y Morse en el estudio de la geometŕıa global de las geodésicas
minimizantes en cada caso.

De los dos fantásticos trabajos anteriores escogimos presentar el de
Hedlund, por estar más cercano en muchos sentidos a la geometŕıa Eu-
clidiana. El objetivo de nuestra exposición será desarrollar la teoŕıa de
Hedlund sobre las geodésicas minimizantes de cualquier métrica en el
toro bidimensional: los levantamientos de tales geodésicas en el recubri-
miento universal del toro (el plano) se comportan como rectas Euclidia-
nas. Cada geodésica minimizante el recubrimiento universal se encuentra
en la vecindad tubular de una recta Euclidiana, cada geodésica minimi-
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zante es únicamente determinada por dos puntos diferentes de la misma,
dos geodésicas minimizantes o son disjuntas y çasi paralelas.o se inter-
sectan en un único punto y divergen. Las semejanzas con la geometŕıa
Euclidiana son sorprendentes, teniendo en cuenta que la métrica del toro
puede ser cualquiera.

Esperamos motivar en el lector la curiosidad por la geometŕıa Rie-
manniana, al final del texto sugerimos algunas referencias sobre el tema.
Y nos disculpamos por lo inevitablemente suscinto de muchas partes del
documento, el lector interesado en proseguir o profundizar su visión so-
bre los temas considerados encontrará en las referencias el comienzo del
camino ...
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Caṕıtulo 1

Superficies en R3 como
variedades diferenciables

En este capitulo nos proponemos hacer una introducción al concep-
to de superficie diferenciable tomando como referencia la familia de las
superficies en R3. No nos proponemos elaborar un texto de geometria
diferencial introductoria por no ser realista dentro de las limitaciones de
tiempo del presente curso. Restringiremos nuestra exposición al conjun-
to mı́nimo necesario de definiciones, ejemplos y resultados de la teoŕıa
básica. Como prerequisitos para el curso seŕıa suficiente un conocimiento
básico de cálculo en varias variables reales, donde incluimos en particu-
lar el teorema de la función inversa y el teorema de la función impĺıcita.
El lector interesado en profundizar su conocimiento sobre los temas del
caṕıtulo tiene a su disposición buenas referencias de geometŕıa diferen-
cial (por ejemplo, Do Carmo [4], Spivak [11], Hicks [2] son algunas de
ellas).

1.1. Estructura diferenciable: parametrizaciones
y plano tangente

En primer lugar, nos gustaria fijar algunas notaciones que usaremos
durante toda la exposición. Una función f : U ⊂ R2 −→ R definida en
un abierto U del plano es de clase Ck, k ≥ 1, si sus derivadas parciales
hasta orden k existen y son continuas. Identificamos la clase C0 con la

1
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clase de funciones continuas. De forma análoga definimos una función
de clase Ck f : U ⊂ R2 −→ Rn si las derivadas parciales de las funcio-
nes coordenadas fi : U −→ R de f , f(p) = (f1(p), f2(p), .., fn(p)) son
funciones de clase Ck. El producto interno de dos vectores w, n, en el
espacio Euclidiano R3 es

< w,n >=< (wx, wy, wz), (nx, ny, nz) >= wxnx + wyny + wznz.

El producto vectorial de dos vectores w, n es un vector definido por

w × n = (wx, wy, wz)× (nx, ny, nz)

= (wynz − wzny,−(wxnz − wznx), wxny − wynx).

Una Superficie en R3 diferenciable M de clase Ck, k ≥ 0, es un
subconjunto de R3 que puede ser parametrizado localmente utilizando
dos coordenadas. Mas precisamente, una superficie en R3 admite una
colección de aplicaciones Φi y un cubrimiento por subconjuntos Ui obte-
nidos como intersecciones de abiertos conexos Ai de R3 con la superficie
M , o sea M = ∪iUi, que satisfacen las siguientes propiedades:

1. Las aplicaciones Φi son biyecciones Φi : Vi −→ Ui, donde Vi es un
abierto conexo de R2,

2. Cada Φi es una función de clase Ck como aplicación de R2 en R3,
de rango máximo. O sea, el rango de la aplicación diferencial de
Φi, la cual es una matriz 2× 2, es dos en todo punto, para todo i.

Las funciones Φi son llamadas parametrizaciones locales de la su-
perficie, sus inversas (Φi)

−1 (existen por el teorema de la función impĺıci-
ta) son llamadas coordenadas o cartas locales de la superficie, y las
funciones compuestas

(Φj)
−1 ◦ Φi : V ′i ⊂ Vi −→ Uj ,

que son difeomorfismos de clase Ck como aplicaciones entre subconjuntos
de R2, son llamadas cambios de coordenadas. La colección {(Ui,Φi)}
es denominada un atlas diferenciable de clase Ck de M , en clara
referencia a los mapas y la cartograf́ıa.

La definición de superficie implica que existe en ella lo que se denomina
una estructura de espacio topológico, o sea, existe una colección de
subconjuntos F que llamamos abiertos que satisface,
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1. La unión de cualquier número de elementos de F es un elemento
de F.

2. La intersección de un número finito de elementos de F es un ele-
mento de F.

3. M y el conjunto vaćıo son elementos de F.

Esta colección de subconjuntos no es más que la formada por las unio-
nes de cualquier número e intersecciones de un número finito de imágenes
de conjuntos abiertos del plano por todas las parametrizaciones posibles
de M . En realidad basta tomar un atlas dado y formar la colección de
las uniones cualesquiera e intersecciones finitas de imágenes de abiertos
del plano por las parametrizaciones de este atlas (ejercicio).

La noción de topoloǵıa en la superficie es fundamental pues permite
generalizar de forma natural una serie de herramientas anaĺıticas de R2

de gran importancia en el estudio de la geometŕıa de las mismas. La
noción de abierto permite definir funciones continuas y diferenciables
f : M −→ R por ejemplo. A partir de esta idea es posible definir funcio-
nes continuas y diferenciables entre superficies, y el concepto de campo
vectorial en el plano se extiende sin mayores problemas a las superficies.

Lema 1.1.1. (Ejercicio) Sea M una superficie diferenciable en R3. En-
tonces todo abierto de M es la intersección de un abierto del espacio R3

con la superficie M .

Nos gustaria observar que la noción de superficie diferenciable en R3

se generaliza a objetos mas abstractos, llamados también superficies di-
ferenciables, pero que no son necesariamente subconjuntos de R3. De
hecho, la existencia de atlas con cambios de coordenadas diferenciables
se verifica en muchos objetos que pueden ser considerados naturalmente
como superficies, por estar modelados localmente por parametrizaciones
de abiertos del plano. Además, nótese que la diferenciabilidad de cam-
bios de coordenadas es definida en subconjuntos del plano y no en la
superficie. En general, en geometria diferencial la noción de superficie
diferenciable como objeto en el cual existen atlas con cambios de coorde-
nadas diferenciables (y algunas otras condiciones adicionales) se muestra
más conveniente en muchas aplicaciones. En los primeros 4 caṕıtulos so-
lo consideraremos superficies en R3, las superficies ”abstractas” serán el
objeto de estudio de la segunda parte de la monografia.
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1.1.1. Funciones continuas y diferenciables

Una función f : M −→ R es continua si la preimagen de todo intervalo
abierto es un abierto en M , según la topoloǵıa definida en M por las
parametrizaciones locales de un atlas dado.

Ejercicio: Verificar que la definición de continuidad no depende del
atlas.

Ejercicio: Verificar que la definición de continuidad coincide con la
definición de continuidad de funciones utilizada en cálculo.

De la misma forma, se dice que una función continua f : M −→ N
entre dos superficies M , N si la preimagen de un abierto de N es un
abierto de M .

Una función f : M −→ R es diferenciable de clase Ck si existe un atlas
(Ui,Φi) de M tal que las funciones Ψj(f(Φ−1

i )) son de clase Ck como
aplicaciones entre subconjuntos del plano. De forma análoga, decimos
que una función f : M −→ N entre dos superficies M , N , es de clase Ck

si dados atlas {Ui,Φi} de M , y {Aj ,Ψj} de N , se tiene que las funciones
Ψj(f(Φ−1

i )) son funciones de clase Ck entre subconjuntos de R2.

Ejercicio: Verificar que la noción de diferenciabilidad de funciones
no depende de los atlas escogidos en las definiciones anteriores.

Estas definiciones parecen un poco abstractas, a fin de cuentas es-
tamos tratando de objetos que son subconjuntos de R3 y es razonable
pensar que exista alguna relación entre la diferenciabilidad en las super-
ficies y la diferenciabilidad de funciones en R3. En realidad, las nociones
de diferenciabilidad expuestas estáan inspiradas en nociones análogas
relativas a las llamadas superficies abstractas: la existencia de atlas con
cambios de coordenadas diferenciables seŕıa suficiente para definir un
criterio de diferenciabilidad de funciones. Resulta que en el caso de su-
perficies de R3 esta noción ”intŕınseca” de diferenciabilidad es de alguna
forma heredada, asi como lo es la topoloǵıa de la superficie (Teorema
1.1.1), de la diferenciabilidad en el espacio ambiente R.

Teorema 1.1.1. (Ejercicio) Sea M una superficie diferenciable de clase
Ck en R3. Entonces, toda función f : M −→ R es de clase Cr si y solo
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si para todo punto p ∈ M existe un abierto B(p) de R3 y una función
F : B(p) −→ R de clase Cr, tal que F (x) = f(x) para todo x ∈M∩B(p).

Este teorema nos dice en particular que la restricción de funciones
diferenciables del espacio Euclidiano a la superficie M define funciones
diferenciables en la superficie. Asi como en el Teorema 1.1.1, la demos-
tración es una aplicación del teorema de la función impĺıcita. En la
próxima sección sugeriremos otra forma más geométrica de demostrar
los Teoremas 1.1.1 y 1.1.1.

1.1.2. Planos tangentes, fibrado tangente

Toda superficie diferenciable M en R3 viene equipada con una co-
lección de planos llamados planos tangentes que pasamos a definir a
continuación.

Sea Φ : V −→ U una parametrización local de una superficie M de
clase Ck, k ≥ 1. Podemos expresar Φ en coordenadas cartesianas de R3

como
Φ(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)),

donde (u, v) son las coordenadas cartesianas de V ⊂ R2. Como el rango
de la aplicación diferencial DΦ es 2 en todo punto, los vectores

∂u(Φ(u, v)) =
∂

∂u
Φ(u, v) =

∂

∂t
Φ(u+ t, v) |t=0,

∂v(Φ(u, v)) =
∂

∂v
Φ(u, v) =

∂

∂t
Φ(u, v + t) |t=0,

son linealmente independientes en todo punto Φ(u, v) de M . Notemos
que

∂u(Φ(u, v)) = D(u,v)Φ(1, 0),

∂v(Φ(u, v)) = D(u,v)Φ(0, 1).

Y por la linealidad de las derivadas parciales, tenemos que

D(u,v)Φ(a, b) = a∂u(Φ(u, v)) + b∂v(Φ(u, v)).

Por lo tanto, la imagen de la aplicación diferencial D(u,v)Φ es un plano
en R3 que contiene los vectores tangentes α′(0) de todas las curvas di-
ferenciables α(t) ⊂ M tales que α(0) = p. Por este motivo, el plano
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generado por la imagen de D(u,v)Φ es llamado Plano tangente a M
en p ∈ M , y es denotado por TpM . Los vectores ∂u, ∂v son llamados
vectores tangentes de la parametrización.

Ejercicio: El plano tangente TpM no depende de la parametrización
local utilizada en una vecindad de p en M .

El conjunto de planos tangentes

TM = ∪p∈MTpM

es llamado Fibrado tangente de M .

La ecuación del plano tangente TpM se puede obtener fácilmente en
términos del producto vectorial n(Φ(u, v)) = ∂u(Φ(u, v)) × ∂v(Φ(u, v)).
Denotaremos este vector por vector normal asociado a la parame-
trización. En efecto, recordemos que el producto vectorial w × n es
perpendicular al plano generado por w, n. Y la ecuación del plano per-
pendicular a un vector τ ∈ R3 que pasa por un punto p = (x0, y0, z0)
es

< τ, (x− x0, y − y0, z − z0) >= 0.

Asi que si las coordenadas en R3 de Φ(u, v) = p son p = (x0, y0, z0),
tenemos

TpM = {(x, y, z) t.q. < n(Φ(u, v)), (x− x0, y − y0, z − z0) >= 0}.

Ejercicio: Si M es de clase Ck, k ≥ 1, entonces los planos tangentes
TpM dependen de p continuamente en la topoloǵıa Ck−1. O sea, si TpM
tiene una ecuación del tipo

a(p)(x− x0) + b(p)(y − y0) + c(p)(z − z0) = 0,

donde p = (x0, y0, z0), entonces las funciones a(p), b(p), c(p) son de clase
Ck−1 y sus derivadas parciales hasta orden k−1 son funciones continuas
de p.

Una vez definida la noción de plano tangente, obtenemos una manera
”intŕınseca” de describir la aplicación diferencial de una función dife-
renciable entre superficies. Sea F : M −→ N una función diferenciable
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entre dos superficies. Dado un punto p ∈ M , la diferencial de f en p es
una transformación lineal

DpF : TpM −→ TF (p)N

que asocia vectores tangentes a M vectores tangentes a N . Podemos
”prescindir” de las coordenadas cartesianas de R3 para escribir la expre-
sión anaĺıtica de DpF . Por definición, dado v ∈ TpM la derivada DpF (v)
es

DpF (v) =
∂

∂t
F ◦ (γv(t)) |t=0,

donde γv(t) es una curva diferenciable en M tal que γv(0) = p, γ′v(0) = v.
La definición no depende de la curva γ(t) que pase por p en t = 0 siempre
que su derivada en este punto sea v. Usando coordenadas locales (x, y)
en una vecindad de p en M , y (s, t) en una vecindad de F (p) en N ,
tenemos que

DpF (∂x) = a11∂s + a12∂t,

DpF (∂y) = a21∂s + a22∂t,

y los coeficientes aij nos permiten obtener la matriz de DpF en la base
∂s, ∂t, es decir, usando apenas las coordenadas de la parametrización y
no las coordenadas del espacio Euclidiano.

Análogamente, podemos calcular la diferencial de una función escalar
f : M −→ R en términos de las derivadas direccionales de f con respecto
a los vectores tangentes de una parametrización dada: si v = a∂x + b∂y
entonces

Dpf : TpM −→ R

Dpf(v) = a
∂f

∂x
+ b

∂f

∂y
.

La reducción de la dimensión de 3 para 2 en el estudio de las superficies
en R3 facilitará substancialmente las demonstraciones que presentaremos
en el texto.
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1.2. Ejemplos

1.2.1. Gráficos de funciones

Los ejemplos más conocidos de superficies en los cursos de cálculo
son los gráficos de funciones diferenciables. Sea f : U ⊂ R2 −→ R una
función de clase Ck, entonces el gráfico Γ(f) de f cuja definición es

Γ(f) = {(x, y, f(x, y)), (x, y) ∈ U}

es una superficie de R3 de clase Ck. La propia definición de gráfico nos
da una parametrización bastante natural del mismo,

Φ(x, y) = (x, y, f(x, y)).

Los gráficos se cuentan entre los pocos ejemplos de superficies que ad-
mitem una única parametrización que describe totalmente la superficie
como subconjunto de R3. En general, no es posible parametrizar una
superficie con una única parametrización. Los vectores tangentes de la
parametrización son

∂x = (1, 0,
∂f

∂x
) y ∂y = (0, 1,

∂f

∂y
).

El vector normal asociado a la parametrización es

n(Φ(x, y)) = (−∂f
∂x

(x, y),−∂f
∂y

(x, y), 1).

La ecuación del plano tangente al gráfico en (x0, y0, f(x0, y0)) es

z = f(x0, y0) +
∂f

∂x
(x0, y0)(x− x0) +

∂f

∂y
(x0, y0)(y − y0).

Reconocemos en esta fórmula la aproximación de Taylor de f de primer
orden, lo que tiene un significado bastante geométrico: el plano tangente
en un punto p = (x0, y0, f(x0, y0)) ∈ Γ(f) es la mejor aproximación del
gráfico por una función lineal L(x, y) tal que L(x0, y0) = f(x0, y0).

El conjunto de los gráficos es importante en el estudio local de las
superficies debido a la siguiente propiedad:
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Figura 1.1: Gráfico de f(x, y) = x2 − y2

Proposition 1.2.1. Toda superficie M de clase Ck, k ≥ 1 en R3 es
localmente un gráfico. O sea, dado un ponto p ∈ M , existe un abierto
U ⊂ R2, una función de clase Ck f : U −→ R (que depende de p en
general), tal que la imagen de la función Φ(x, y, f(x, y)) es una vecindad
abierta de M que contiene p.

Ejercicio: Demostrar la proposición anterior.

Sugerencia: Una forma geométrica de demostrar esta afirmación es
considerar el plano tangente TpM como una aproximación local de M .
El vector normal n(p) es perpendicular a TpM y por lo tanto, las rectas
paralelas a n(p) son transversales a M en un abierto adecuado de M que
contiene p, simplemente por la continuidad de los planos tangentes a M
en una vecindad de p. Y en particular, existe un abierto Vp ⊂ M que
contiene p donde para todo q ∈ Vp se tiene que la intersección con Vp de
la recta paralela a n(p) que pasa por q es exactamente q. Sea U ⊂ TpM
el conjunto de puntos de intersección xq de las rectas rq(t) = q + tn(p)
con TpM . Para cada q ∈ Vp, el punto xq es único. Supongamos ahora
que n(p) es el vector (0, 0, 1). Entonces la función t : U −→ R definida
por

t(x) = t(xq),
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donde rq(t(xq)) = xq, tiene como gráfico el conjunto Vp de M . Demostrar
que esta función es diferenciable. Qué pasa si n(p) no es vertical?

1.2.2. Superficies de nivel

Otra categoŕıa importante de ejemplos de superficies en R3 proviene
del conjunto de superficies de nivel de funciones F : R3 −→ R diferen-
ciables. Un conjunto de nivel de F está definido por una ecuación de la
forma

F (x, y, z) = c,

donde c es un valor real constante. Suponer que en p = (x0, y0, z0) alguna
derivada parcial de F es no nula, digamos ∂F

∂z (p) 6= 0. El punto p se
conoce en la literatura como punto regular de F . Entonces el teorema
de la función impĺıcita nos garantiza que existe una vecindad abierta
U ⊂ R2, que contiene (x0, y0), tal que el conjunto de nivel F (x, y, z) = c
restricto a U tiene la forma

F (x, y, h(x, y)) = c,

donde h : U −→ R es una función diferenciable. Asi que el conjunto
de nivel en una vecindad abierta de p admite una parametrización Φ :
U −→ V dada por

Φ(x, y) = (x, y, h(x, y)),

o sea, el conjunto de nivel en una vecindad de p es el gráfico de una
cierta función diferenciable h. Los planos tangentes, la normal asociada
a la parametrización, pueden ser calculados de acuerdo a la formulación
de la subsección anterior. En efecto, los vectores tangentes asociados
a la parametrización h pueden ser obtenidos a partir de las derivadas
parciales de F usando el teorema de la función impĺıcita y la regla de
la cadena. Otra forma más concisa de obtener la ecuación del plano
tangente es con el gradiente de F

∇pF = (
∂F

∂x
(p),

∂F

∂y
(p),

∂F

∂z
(p)),

porque sabemos que el gradiente es perpendicular a los vectores tangen-
tes de la parametrización (verificar como ejercicio). De esta forma, la
ecuación del plano tangente en (x0, y0, z0) a F = c es

< ∇(x0,y0,z0)F, (x− x0, y − y0, z − z0) >= 0.



Geodésicas en superficies 11

En este caso, el campo gradiente puede ser de mejor utilidad que el vector
normal asociado a la parametrización en lo que respecta a aplicaciones,
pues la parametrización es dada impl̀’ıcitamente mientras que la función
F es un dato expĺıcito del problema.

1.2.3. La esfera

La esfera de radio 1 centrada en el origen, S1 = {x2 + y2 + z2 = 1} es
una superficie de clase C∞ (incluso anaĺıtica. Pertenece a la categoŕıa de
superficies de nivel regulares (o sea, donde todo punto de la superficie es
regular) de la función F (x, y, z) = x2 + y2 + z2. La esfera es un ejemplo
simple de superficie que no se puede cubrir con una parametrización,
se necesitan por lo menos dos parametrizaciones para este fin. Antes
de obtener cualquier parametrización para la esfera, observamos que en
cada punto p de la misma, el propio p considerado como un vector es
perpendicular a la esfera. Por lo que el plano tangente en p(x0, y0, z0) a
S1 es

< p, (x− x0, y − y0, z − z0) >= 0.

No necesitamos tener alguna parametrización a la mano para obtener la
ecuación del plano tangente en cada punto. Usaremos esta observación
en diversas oportunidades durante la exposición.

Existen varias formas de parametrizar S1. Una de ellas, tal vez la más
obvia, sea parametrizarla con gráficos de las funciones

f1(x, y) =+
−
√

1− x2 − y2,

definida en el abierto U1 = {x2 + y2 < 1},

f2(y, z) =+
−
√

1− y2 − z2,

definida en el abierto U2 = {y2 + z2 < 1}, y

f3(x, z) =+
−

√
1− x2 − z2,

definida en el abierto U3 = {x2 + z2 < 1}. Son 6 funciones, cuyos gráfi-
cos describen hemisferios de S1, y su unión cubre la superficie. Parecen
muchas parametrizaciones, de hecho se puede cubrir S1 con dos para-
metrizaciones, por medio de la llamada proyección estereográfica. Sea
PN : {z = 1} −→ S1 la aplicación definida asociando a cada punto
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(x, y, 1) del plano z = 1 el punto de intersección entre S1 y la recta que
pasa por (x, y, 1) el polo sur (0, 0,−1). La imagen de esta aplicación es
S1 menos el polo sur S.

Figura 1.2: Proyección estereográfica

Ejercicio: Encuentre la expresión de PN en coordenadas cartesianas,
y demuestre que es una biyección diferenciable en S1 menos el polo sur.

Definamos de forma análoga la proyección PS : {z = −1} −→ S1, cuya
imagen cubre S1 menos el polo norte (0, 0, 1). La unión de las imágenes
de PN , PS cubre S1, y ambas satisfacen las condiciones que caracterizan
las parametrizaciones de clase C∞.

Ejercicio: Calcule las fórmulas de cambios de coordenadas de S1 en
el atlas formado por la unión de las parametrizaciones anteriores.

Otra manera de parametrizar S1 en los cursos de cáculo es usando
coordenadas esféricas o ciĺındricas. Estas no son parametrizaciones en el
sentido definido en el presente texto, pues tanto las coordenadas esféricas
como las ciĺıdricas en S1 tienen puntos donde no son inyectivas, o no son
diferenciables, o son diferenciables pero no de rango 2 (verificar). En
la siguiente subsección comentaremos en detalle la parametrización en
coordenadas ciĺıdricas.
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1.2.4. Superficies de revolución

Una superficie de revolución es obtenida haciendo girar una curva
plana en R3, llamada con frecuencia curva generadora, en torno a una
recta contenida en el mismo plano de la curva. Esta recta es llamada
eje de revolución. Tomemos como ejemplo las superficies de revolución
cuyo eje es la recta vertical r(t) = (0, 0, t), o sea, el eje z en R3, cuyas
curvas generadoras están en el plano (x, 0, z). Una curva como esta tiene
la forma

c(t) = (x(t), 0, z(t)),

t ∈ I, y al girar en torno al eje z por las rotaciones que fijan este eje,
anaĺıticamente lo que hacemos es multiplicar la ecuación de la curva c(t)
por las matrices Rα que fijan el vector (0, 0, 1) y rotan por ángulo α ∈ R
los vectores del plano z = 0:

Rα =

 cos(α) sen(α) 0
−sen(α) cos(α) 0

0 0 1

 .

De forma que se obtiene una función G : I× [0, 2π) −→ R3 de la forma

G(t, α) = Rα(c(t)) = (cos(α)x(t), sen(α)x(t), z(t)).

Las coordenadas t, α son denominadas en los textos de cálculo coor-
denadas ciĺındricas, pero en realidad no son coordenadas según la de-
finición de superficies. Sencillamente porque en general la función G(t, α)
no es necesariamente una parametrización, aunque le falte poco para ser-
lo. De hecho, el dominio I × [0, 2π) no es un abierto del plano, además,
la función G podria no ser inyectiva. La esfera S1, asi como las esferas
de cualquier radio, son superficies de revolución (ejercicio: verificar). Pa-
ra obtener verdaderas parametrizaciones a partir de esta construcción,
es necesario imponer algunas condiciones sobre la curva c, por ejem-
plo, que sea simple, que el intervalo I sea abierto, que la curva c no
intersecte el eje de revolución, o que si lo intersecta que lo haga perpen-
dicularmente. Además, es necesario en general descomponer la función
G en dos funciones con dominios diferentes: G1(t, α) = G(t, α) restricta
a (t, α) ∈ I × (0, 2π); y G2(t, α) = G(t, α) restricta a I × (−π, π). Las
funciones G1 y G2 son un par de parametrizaciones que forman un atlas
para la superficie.
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Figura 1.3: Paraboloide f(x, y) = x2 + y2 con meridianos y paralelos

Los vectores tangentes coordenados son

∂t = (cos(α)x′(t), sen(α)x′(t), z′(t)),

∂α = (−sen(α)x(t), cos(α)x(t), 0).

Una de las particularidades de las superficies de revolución es que las
coordenadas ciĺındricas proporcionan un sistema de vectores tangentes
perpendiculares en todo punto. Esta propiedad es bastante conveniente
y será usada en diversas oportunidades en la exposición. Los vectores
normales asociados a las parametrizaciones anteriores son

n(G(t, α)) = (−z′(t)x(t)cos(α),−z′(t)x(t)sen(α), x′(t)x(t))

cuyas normas son

‖ n(G(t, α)) ‖=| x(t) |
√

(x′(t)2 + (z′(t))2.

Los llamados paralelos de la superficie de revolución son las curvas de
la forma

Gt : [0, 2π] −→ R3
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Gt(α) = G(t, α),

donde t es fijo. Son ćırculos horizontales de radio
√

(x′(t))2 + (z′(t))2,
siempre tangentes a los vectores ∂α. Los meridianos de la superficie de
revolución son las curvas

Gα : I −→ R3

Gα(t) = G(t, α),

donde α es fijo. Son curvas contenidas en los planos verticales que con-
tienen el eje z y forman águlo α con el plano y = 0. En particular,
la curva c(t) es un meridiano, los otros meridianos son nada más que
las rotaciones de c(t) por ángulo α. Los meridianos son tangentes a los
vectores ∂α.

Ejercicio: Parametrizar el paraboloide x2+y2 = z, y el cono x2+y2 =
z2 usando coordenadas ciĺıdricas.

1.3. Campos vectoriales, derivaciones, produc-
to de Lie

Un campo vectorial X : M −→ TM es una función que asocia a cada
p ∈ M un vector X(p) ∈ TpM . Observemos que esta función define
claramente una función con dominio en M e imagen en R3, por lo que
diremos que X es de clase Ck si como función entre M y R3 es una
función de clase Ck.

Ejemplo 1: Los vectores tangentes asociados a una parametrización
local de M definen campos vectoriales en una vecindad de M .

Ejemplo 2: Dada una función diferenciable f : M −→ R, el campo
gradiente∇f es un campo tangente a la superficie definido de la siguiente
forma: dado un vector v ∈ TpM , el campo gradiente ∇pf calculado en
el punto p viene dado por la relación

Dpf(v) =<< ∇pf, v >>,

donde << w, σ >> es el producto interno Euclidiano restringido a los
vectores tangentes en TpM .
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bf Ejercicio: Verificar que si F : R3 −→ R3 es de clase Ck, entonces
el gradiente en p ∈ M de la restricción de F a una superficie M es la
proyección ortogonal del gradiente de F en R3 en el plano TpM .

Una derivación δ : Ck(M,R) −→ R, donde Ck(M,R) es el conjunto de
las funciones de M en R de clase Ck, es una función lineal que cumple la
regla de Leibnitz. O sea, si f, g son dos funciones en Ck(M,R), se tiene
que

δ(f.g) = δ(f).g + f.δ(g).

Ejemplo 1: Las derivadas parciales de funciones escalares en M con
respecto a coordenadas locales de una parametrización dada son deriva-
ciones.

Ejemplo 2: Dado un campo vectorial X de clase Ck, k ≥ 1, la apli-
cación δX : Ck(M,R) −→ R definida por

(δX(f))(p) = Dpf(X(p))

es una derivación. Esta derivación con frecuencia es llamada derivada
direccional con respecto al campo X, y aplicada a una función f es
denotada también por X(f).

Ejemplo 3: El producto de Lie de dos campos vectoriales X,Y dife-
renciables en una superficie M , está definido por

[X,Y ](f)(p) = X(Y (f))(p)− Y (X(f))(p).

Notemos que [X,Y ] involucra dos derivadas sucesivas, sin embargo afir-
mamos que es una derivación (verificar esta afirmación como ejercicio).
Una forma de interpretar el significado del producto de Lie de dos cam-
pos es la siguiente: si X = ∂x, Y = ∂y son campos tangentes asociados
a una parametrización local de M , entonces [X,Y ](f) es igual a la dife-
rencia entre las derivadas mixtas de f , o sea cero, para toda f escalar
de clase C2. Es posible demostrar que el producto de Lie de dos campos
localmente definidos es cero en una vecindad de M si y solo si ellos co-
rresponden a los campos coordenados de una cierta parametrización de
M . No haremos la demostración de esta afirmación en el texto, el lector
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interesado puede consultarla en las referencias del caṕıtulo. El producto
de Lie es un objeto importante en f́ısica- matemática, en particular en
geometŕıa diferencial. Tendrá un papel importante en la descripción de
la geometŕıa local de las superficies, como constataremos en las próximas
páginas.
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Caṕıtulo 2

Superficies como
Estructuras Riemannianas,
geodésicas

Este caṕıtulo tiene como objetivo hacer una introducción al estudio de
las superficies en R3 como espacios métricos, y al estudio de las geodési-
cas. Haremos una breve comparación entre la noción de geodésica en el
mundo griego y la noción de geodésica surgida del cálculo variacional
del siglo XVIII. Terminaremos el caṕıtulo analizando algunos ejemplos
de superficies de revolución y sus geodésicas.

2.1. Espacios métricos, Grecia antigua y geodési-
cas

Un espacio métrico (X, d) es un conjunto X donde está definida una
distancia d : X×X −→ R, caracterizada por las siguientes propiedades:

1. d(p, q) ≥ 0 para todo p, q ∈ X, y d(p, q) = 0 si y solo si p = q.

2. d(p, q) ≤ d(p, x) +d(x, q) para todo p, x, q ∈ X (desigualdad trian-
gular).

Un ejemplo bien conocido de todos es Rn con la métrica Euclidiana
d(p, q) =

√∑n
i=1(pi − qi)2, donde p = (p1, p2, .., pn), q = (q1, q2, .., qn).

19
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Uno podria preguntarse si en una superficie cualquiera en R3 seria po-
sible definir una distancia.

La noción de espacio métrico responde en muchos sentidos a la for-
mulación rigurosa de varios problemas f́ısicos que surgen naturalmente
al hacer mediciones. Desde la Grecia antigua, se sab́ıa que la tierra no
era plana. Los griegos, basados en observaciones astronómicas, llegaron
a la conclusión de que la tierra era redonda, o esférica. Y se pregunta-
ron entonces algo bastante sencillo: qual seŕıa el camino más corto entre
dos puntos de la superficie terrestre? (Uno podŕıa imaginarse que en el
mundo antes de Cristo, época en la que el desplazamiento humano era
árduo y sacrificado, una pregunta como ésta tendŕıa gran relevancia).
Esta cuestión llevó a los griegos a descubrir el número π y la longitud
de un arco de circunferencia de radio r > 0 cualquiera. Y lo que para
los griegos era la distancia entre dos puntos de la superficie terrestre era
justamente la longitud del camino más corto entre estos puntos.

El camino más corto entre dos puntos de la superficie terrestre era
llamado geodésica por los griegos, cuya ráız ”geo”significa tierra. Este
concepto es uno de los legados más importantes de la geometŕıa griega
a la matemática.

A partir del origen de las geodésicas nos queda claro que la forma
tal vez más ingenua de definir una distancia en una superficie en R3,
estableciendo que la distancia entre dos puntos es la misma distancia
entre ellos en R3, no es la más natural ni la más conveniente. De hecho,
esta definición no permite encontrar una curva en la superficie uniendo
los dos puntos cuya longitud sea exactamente la distancia. Porque la
distancia Euclidiana es la mı́nima longitud posible entre las curvas que
unen los puntos, y se alcanza justamente en el segmento de recta que los
une. De esta forma, a menos que la superficie contenga este segmento de
recta, no será posible encontrar en la superficie una curva con longitud
mı́nima conectando los puntos. La idea griega sobre las geodésicas fue
formalizada en el los siglos XVIII y XIX por f́ısicos y matemáticos como
parte de una teoŕıa que ahora se conoce como cáculo variacional.
Daremos una idea de esta teoria en las secciones siguientes, pero antes
describiremos otro punto de vista de naturaleza f́ısica que permite una
interpretación y definición diferentes de las geodésicas.
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2.2. Derivada covariante y mecánica Newtonia-
na

Una de las caracteŕısticas notables de las geodésicas en el espacio
Euclidiano, o sea, las rectas, es que son las únicas curvas diferencia-
bles con aceleración nula en todo punto. De acuerdo a la segunda ley
de Newton, las trayectorias c(t) de movimientos de cuerpos con masa
constante m producidos por un campo de fuerzas F (p) obedecen la ley
F (c(t)) = mc′′(t). Es decir, la fuerza en c(t) es proporcional al vector
aceleración c′′(t). Aplicando esta ley a las rectas en el plano podemos
concluir que las mismas son trayectorias de movimientos libres de fuer-
zas, o movimientos libres simplemente. Estos movimientos tienen velo-
cidad ‖ c′(t) ‖ constante, y dado un punto p ∈ Rn y un vector v ∈ TpRn,
existe una única trayectoria del movimiento que pasa por p y tiene ve-
locidad inicial v. Esta propiedad es t́ıpica de soluciones de una ecuación
diferencial de orden 2, una relación del tipo

c′′(t) = G(t, c(t), c′(t)),

siendo la ley de Newton un ejemplo particular. Se tiene el siguiente
teorema que asumiremos sin demostración (que será importante desde
el punto de vista teórico pero que no será usado en las aplicaciones”

Teorema 2.2.1. Dada una ecuación diferencial de orden n

∂nc

∂tn
(t) = G(t, c(t), c′(t), ..,

∂n−1c

∂tn−1
(t)),

donde G es una función de clase C1 en un abierto U de Rn+1, dado un
punto (t0, (v0, v1, .., vn−1) ∈ Rn+1 existe una única solución x(t) de la
ecuación tal que x(t0) = v0, y ∂nx

∂ti
(t0) = vi para todo i = 0, 1, .., n− 1.

El teorema anterior es conocido como el teorema de existencia
y unicidad de las ecuaciones diferenciales. Usando parametrizaciones
locales, el teorema se extiende fácilmente a las superficies.

Aśı que la mecánica nos da otra interpretación de las geodésicas en el
espacio Euclidiano, son las trayectorias que representan los movimientos
libres de fuerzas. Podŕıamos preguntarnos si existe algo equivalente en
las superficies de R3.



22 Rafael O. Ruggiero

Esta pregunta nos lleva a otra pregunta: qué es aceleración en una
superficie? Si c(t) es una curva en una superficie M , su vector tangen-
te c′(t) es también tangente a la superficie para todo t, pero su vector
aceleración c′′(t) no es en general tangente a M . Pensando nuevamen-
te en la segunda ley de Newton, una fuerza aplicada en la superficie
M solo producirá algún movimiento a partir del reposo si tiene alguna
componente no nula en los planos tangentes a la superficie. En efecto, si
aplicamos una fuerza perpendicular a TpM en el punto p, este punto no
se moverá a partir del reposo. Dicha observación nos conduce natural-
mente a una noción de ”aceleración tangente” de curvas, que se conoce
en geometŕıa como derivada covariante.

Definición 2.2.1. Dados un campo vectorial X : U ⊂ M −→ R3 de
clase C2 tangente a la superficie M , definido en un abierto U en M , y
una curva c : (a, b) −→M de clase C2, la derivada covariante ∇c′(t0)X
de X a lo largo de c(t) en c(t0) es la proyección ortogonal del vector
∂
∂t(X ◦ c(t)) |t=t0 en Tc(t0)M .

Resulta un poco inconveniente que la notación de derivada covarian-
te sea muy parecida a la notación de campo gradiente de una función
escalar. Ambas notaciones son bastante usadas en la literatura, y procu-
raremos dejar bien claro en lo que sigue cuando se trate de una o del otro.
Podemos verificar sin dificultad que si X,Y son dos campos vectoriales
definidos en un abierto U ⊂ M tales que X(c(t)) = Y (c(t)) para todo
t ∈ (a, b), entonces sus derivadas covariantes ∇c′(t)X y ∇c′(t)Y son igua-
les en todo t. La definición anterior nos dice que la derivada covariante
∇c′(t0)X es la parte tangente a la superficie del vector ∂

∂t(X ◦ c(t)) |t=t0 ,
y este concepto nos conduce de forma natural a una noción de acele-
ración tangente a la superficie, a saber, la aceleración tangente de c(t)
es la proyección ortogonal de c′′(t) en Tc(t)M . Como la derivada cova-
riante ∇c′(t)X no depende de la extensión del campo X(t) fuera de la
curva c(t), nuestra definición de aceleración tangente de la curva c(t)
corresponde a la derivada covariante

∇c′(t)c′(t),

donde c′(t) es en verdad una extensión del campo de vectores c′(t) a una
vecindad de c(t) en M . Y a su vez, esta idea de aceleración tangente nos
lleva a una generalización, de la idea de geodésica.
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Enunciamos a continuación algunas propiedades de la derivada cova-
riante que nos serán útiles durante la exposición.

Proposition 2.2.1. Sea M una superficie de clase C3 en R3. Sean
c : I −→ M una curva de clase C2, X,Y campos vectoriales tangentes
a M de clase C1 definidos en una vecindad de c en M . Entonces

1. ∇c′(t)(X + Y ) = ∇c′(t)X +∇c′(t)Y , para cada t ∈ I.

2. Si f : U ⊂M −→ R es una función escalar de clase C1, entonces
para todo t ∈ I se tiene

∇c′(t)(fX) =< Dc(t)f, c
′(t) > X + f(c(t))∇c′(t)X,

∇fc′(t)(X) = f∇c′(t)X.

3. Para todo t ∈ I

∂

∂t
< X(c(t)), Y (c(t)) > = < ∇c′(t)X(c(t)), Y (c(t)) >

+ < X(c(t)),∇c′(t)Y (c(t)) >,

relación que generaliza la regla de Leibnitz de la derivación usual.

4. [X,Y ] = ∇XY −∇YX.

La demostración de la proposición la dejamos como ejercicio al lector.
Es consecuencia directa de las definiciones dadas: observemos que todas
las propiedades enunciadas en la proposición valen en el caso del espacio
Euclidiano con el producto interno y la derivada usuales. Como la deri-
vación covariante consiste en tomar la parte tangente a la superficie de
la derivada usual de R3, todas las ecuaciones anteriores son obtenidas
usando las derivadas de R3 proyectando luego ortogonalmente en TM .

Definición 2.2.2. Una geodésica c : I −→ M en M es una curva
diferenciable tal que

∇c′(t)c′(t) = 0

para todo t ∈ I.
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La interpretación f́ısica de las geodésicas definidas de esta forma es
clara, describen el movimiento libre de fuerzas en la superficie M . Y
permite una caracterización geométrica de las geodésicas bastante sen-
cilla e interesante: c(t) es geodésica de M si y solo si su vector aceleración
c′′(t) es siempre perpendicular a Tc(t)M para todo t. Como en el caso del
espacio Euclidiano, la definición ”mecánica” de las geodésicas conlleva
a una ecuación de orden 2 en la superficie, como es fácil constatar.

Ejemplo 1: En la esfera x2 + y2 + z2 = r2, las únicas curvas cuya
aceleración es siempre perpendicular a la esfera son las circunferencias
máximas de radio r contenidas en la esfera, parametrizadas con velocidad
constante. En efecto, observar que las circunferencias máximas son las
únicas curvas planas contenidas en la esfera cuyos vectores normales
(como curvas en R3) son perpendiculares a la esfera. Y dado un punto
p en la esfera, y una dirección v ∈ TpM , existe una única circunferencia
máxima por p tangente a v. Por el teorema de existencia y unicidad,
dicha circunferencia máxima es la única geodésica por p tangente a v.

Ejemplo 2: Los meridianos de las superficies de revolución son siem-
pre geodésicas. La demostración es una generalización del argumento
utilizado en el caso de la esfera. Observar que los meridianos son obteni-
dos intersectando la superficie de revolución con planos que contienen el
eje de revolución. Y estos planos son siempre perpendiculares a la super-
ficie. Sea entonces c(t) un meridiano contenido en un plano P , podemos
parametrizarlo por longitud de arco de forma que ‖ c′(t) ‖= 1 para todo
t. Su vector aceleración c′′(t) estará contenido en el plano P , y por tener
velocidad constante, c′′(t) será además perpendicular a c′(t). Como el
vector c′(t) está en la única recta de intersección entre el plano P y el
plano Tc(t)M , todo vector en P que sea perpendicular a c′(t) será per-
pendicular a TpM . Concluimos entonces que c′′(t) es perpendicular a
Tc(t)M para todo t.

Ya con los paralelos de una superficie de revolución no pasa lo mismo.
Se puede demostrar (ejercicio) que un paralelo es una geodésica si y solo
si la distancia del paralelo al eje de revolución es un punto cŕıtico de
la distancia entre la superficie y el eje de revolución. En particular, los
paralelos que están más próximos al eje de revolución son geodésicas,
aśı como los paralelos más distantes del eje de revolución.
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Ejercicio: Demostrar que si un plano Π es de simetŕıa de una su-
perficie M , entonces la intersección de este plano y la superficie es una
geodésica. El plano Π es de simetŕıa de M si al reflejar M en torno a Π
su imagen está contenida en M .

Las observaciones anteriores nos muestran la riqueza y la utilidad de
este concepto de geodésicas. Pero, cuál es la relación entre estas geodési-
cas y las geodésicas ”griegas”?. O sea, cuál es la relación entre estas
geodésicas ”mecánicas” y las curvas de longitud mı́nima que unen dos
puntos en la superficie?. En la próxima y última sección del caṕıtulo
respondemos esta pregunta.

2.3. Un poco de cálculo variacional

Volvemos al concepto griego de geodésicas en superficies, para anali-
zarlo de forma más detenida. La idea de curva de longitud mı́nima como
realización ”f́ısica” de la distancia entre puntos necesita por supuesto
de una noción de longitud en la superficie. Para ello, nos basta con la
longitud de una curva diferenciable en R3, si γ : (a, b) −→ M es una
curva diferenciable, entonces su longitud es

l(γ) =

∫ b

a
‖ γ′(t) ‖ dt,

donde ‖ v ‖= √< v, v >. Aśı que es fácil definir una longitud para curvas
en una superficie, lo que no es fácil es encontrar las curvas de longitud
mı́nima.

Es en este punto que el llamado cálculo variacional muestra su fuerza.
El cálculo variacional en pocas palabras, plantea el problema de hallar
las curvas de longitud mı́nima conectando dos puntos como un problema
de optimización: existe una función, la función longitud, que hay que
minimizar en el espacio de las curvas que unen dos puntos. Si se tratase
de Rn, lo que haŕıamos seŕıa derivar la función y encontrar sus puntos
cŕıticos. Dentro de estos puntos se encuentran los mı́nimos, que podemos
seleccionar aplicando un criterio de derivada segunda. Parece sencillo, el
punto es que el espacio de las curvas que unen dos puntos tiene dimensión
infinita, y ¿cómo se define derivada de una función en un espacio de
dimensión infinita?



26 Rafael O. Ruggiero

La idea del cálculo variacional es intentar aproximar de alguna forma
el espacio de las curvas por espacios de dimensión finita. El concepto
clave es el de variación por curvas diferenciables.

Definición 2.3.1. Dada una curva γ : [0, a]→M diferenciable, una va-
riación por curvas diferenciable por partes de γ es una función continua
f : (−ε, ε)× [0, 1]→M que cumple las siguientes propiedades:

1. Existe un conjunto de puntos {t1, t2, . . . , tm} ⊂ [0, a] tal que las
curvas fs(t) = f(s, t), son diferenciables en [0, a]−{t1, t2, . . . , tm},

2. f0(t) = f(0, t) = γ(t) ∀ t ∈ [0, a].

Si f(s, 0) = γ(0), f(s, a) = γ(a) ∀ s ∈ (−ε, ε), decimos que la variación
f tiene extremos fijos o es propia. Vamos a suponer que la curva γ(t)
está parametrizada por longitud de arco, o sea, ‖ γ′(t) ‖= 1. La noción de
derivación covariante nos permite derivar la función longitud restringida
a una variación. Sea W (t) = ∂f

∂s (0, t), el campo tangente a la variación

f en la direción ∂
∂s restringido a la curva f0(t) = γ(t).

Lema 2.3.1. (Fórmula de la primera variación). Sea γ : [0, a] −→ M
una curva de clase C2 parametrizada por longitud de arco, y sea f(s, t)
una variación de γ tal como fue definida anteriormente. Sea L(s) = l(fs)
la longitud de la curva fs. Entonces

L′(0) = < W (a), γ′(a) > − < W (0), γ′(0) >

−
m∑
i=1

< W (t− i), γ′(t− i+)− γ′(t−i ) > −
∫ a

0
< W (t),∇γ′γ′ > dt,

donde

γ′(t− i+) = ĺım
t→ti
t>t−i

γ′(t), γ′(t− i−) = ĺım
t→t−i
t<ti

γ′(t).

En particular, si la variación f es propia, tenemos,

L′(0) = −
m∑
i=1

< W (ti), γ
′(t−i+)−γ′(t−i−) > −

∫ a

0
< W (t), Dγ′γ

′ > dt
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Demostración. Una demostración completa y rigurosa de este lema se-
ríıa técnicamente algo complicada. Como nos proponemos hacer una
introducción al estudio de las superficies nos contentaremos con esbozar
las ideas principales de la prueba, una demostración completa se pue-
de consultar por ejemplo en [4], [2]. Para comenzar, vamos a suponer
que tanto f como γ son diferenciables, o sea, el conjunto {t1, t2, . . . , tm}
es vaćıo. En este caso, el segundo término a la derecha de la fórmula
desaparece. Tenemos que

L′(0) =
∂

∂s
l(fs)s=0 =

∂

∂s

(∫ √
<
∂fs
∂t

,
∂fs
∂t

>

)
s=0

=

∫ a

0

∂

∂s

√
<
∂fs
∂t

,
∂fs
∂t

>
∣∣∣
s=0

dt

=

∫ a

0
<
∂f0

∂t
,
∂f0

∂t
>−1/2< ∇W

∂f0

∂t
,
∂f0

∂t
> dt.

En la última ecuación notemos que fue usada la Proposición 2.2.1. Siendo
que f0(t) = γ(t), podemos escribir la fórmula anterior de la manera
siguiente:

L′(0) =

∫ a

0
< γ′(t), γ′(t) >−1/2< ∇Wγ′(t), γ′(t) > dt

=

∫ a

0
< ∇Wγ′(t), γ′(t) > dt;

en la última igualdad usamos el hecho que ‖ γ′(t) ‖2= g(γ′(t), γ′(t)) = 1.
Por la Proposición 2.2.1 tenemos que

Afirmación:
∇Wγ′ = ∇γ′W.

Esto se debe a que los campos W y γ′ coinciden con los campos ∂f
∂s y

∂f
∂t respectivamente, y el producto de Lie de estos campos es nulo como
fue observado en el caṕıtulo 1 (notemos que s, t son las coordenadas de
una parametrización). Por las propiedades de la derivación covariante
enunciadas en la Proposición 2.2.1, se tiene entonces

∇ ∂f
∂s

∂f

∂t
−∇ ∂f

∂t

∂f

∂s
= [

∂f

∂s
,
∂f

∂t
] = 0⇒ ∇ ∂f

∂s

∂f

∂t
= ∇ ∂f

∂t

∂f

∂s
,
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En particular a lo largo de la curva γ(t) tenemos ∂f
∂s = W , ∂f

∂t = γ′, y
∇Wγ′ = ∇γ′W , lo que prueba la afirmación.

Volviendo a L′(0), podemos reescribir

L′(0) =

∫ a

0
< ∇Wγ′, γ′)dt =

∫ a

0
< ∇γ′W,γ′ > dt

=

∫ a

0

∂

∂t
< W, γ′ > − < W,∇γ′γ′ > dt

=< W (a), γ′(a) > − < W (0), γ′(0) > −
∫ a

0
< W,∇γ′γ′ > dt.

Corollary 2.3.1. Si una curva diferenciable γ es geodésica “griega”,
entonces γ tiene aceleración nula relativa a la superficie M : ∇γ′γ′ = 0.

Demostración. La demostración del corolario aplica la fórmula de la
primera variación:

L′(0) = −
∫ a

0
< W (t),∇γ′γ′ > dt = 0,

donde W (t) es un campo variacional cualquiera proveniente de una
variación de γ por curvas diferenciables. Ahora, se puede demostrar (pero
no lo haremos por ser muy ténico, lo dejamos al lector como ejercicio),
que cualquier campo vectorial diferenciable en una vecindad de γ se
puede obtener como campo variacional de γ. En particular, el campo
∇γ′(t)γ′(t) es el campo variacional de una variación de γ por curvas
diferenciables y entonces

L′(0) = −
∫ a

0
< ∇γ′(t)γ′(t),∇γ′(t)γ′(t) > dt = 0,

lo que implica claramente que ∇γ′(t)γ′(t) = 0 para todo t por ser un
campo vectorial con norma nula en todo punto.

En realidad, el método anterior es más potente, permite demostrar que
si γ es una curva diferenciable por partes, geodésica ”griega”, entonces
γ es diferenciable y además tiene aceleración nula relativa a la superficie
M .
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Recapitulando las ideas de la sección: suponiendo que una curva di-
ferenciable tiene longitud mı́nima en el conjunto de las curvas que unen
dos puntos dados, obtenemos una condición necesariamente satisfecha
por dicha curva, su aceleración covariante es nula. Esto no significa que
la condición sea suficiente, si lo fuese tendŕıamos una equivalencia entre
la noción de geodésica ”griega” y la noción proveniente de la mecánica
Newtoniana. Lo que se tiene en realidad es lo siguiente:

Teorema 2.3.1. Sea γ : I −→M una curva tal que ∇γ′(t)γ′(t) = 0 para
todo t ∈ I. Entonces existe un intervalo (a, b) ⊂ I donde la longitud de
γ([a, b]) es la menor posible en el conjunto de las longitudes de curvas
que unen γ(a) y γ(b).

Es decir, localmente los dos conceptos de geodésicas expuestos en el
caṕıtulo son equivalentes. En general, los dos conceptos no son equi-
valentes de forma global. Por ejemplo, en la esfera de radio r > 0 las
circunferencias máximas son curvas de aceleración covariante nula. Pero
no todo arco de circunferencia máxima es minimizante de la longitud
de curvas que unen sus extremos: si el arco tiene longitud mayor que
media circunferencia es claro que su longitud no minimiza. El conjunto
de geodésicas donde la longitud de todo arco minimiza la longitud de las
curvas que unen los extremos del arco, son llamadas geodésicas mini-
mizantes, y en general son un subconjunto del total de las curvas con
aceleración covariante nula. Por este motivo, a partir de este caṕıtulo,
adoptaremos como definición de geodésicas la definición de la mecánica
clásica.

Definición 2.3.2. Una geodésica de una superficie M de clase C2 es
una curva diferenciable γ tal que ∇γ′(t)γ′(t) = 0 para todo t.

Esta es la definición empleada en todos los textos de geometŕıa. Note-
mos que en la definición no estamos suponiendo que γ tenga velocidad
constante. De hecho, la norma del vector γ′(t) es constante dado que γ
tiene aceleración nula (verificar como ejercicio).
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Caṕıtulo 3

Segunda forma
fundamental y curvatura de
Gauss

El tema del caṕıtulo es la geometŕıa local de las superficies en R3.
Aśı como existen herramientas para estudiar la geometŕıa de las curvas
en R3, funciones como curvatura y torsión de curvas espaciales tienen
aplicaciones importantes en f́ısica y matemática, existe un concepto de
curvatura para superficies. Nos proponemos hacer una introducción al
estudio de la curvatura de Gauss de superficies, incluyendo algunas apli-
caciones. En el caṕıtulo asumimos que toda superficie es de clase C∞.

3.1. Aplicación normal de Gauss y curvatura de
superficies

3.1.1. Geometŕıa de curvas en R3

.
Comenzamos por motivar las construcciones que presentaremos en el

caṕıtulo con un recuento de las principales funciones geométricas de las
curvas en R3. Dada una curva regular (o sea, c′(t) 6= 0 para todo t ∈ I)
de clase C3 c : I −→ R3, el vector tangente unitario T (t) se define como

T (t) =
c′(t)

‖ c′(t) ‖
,

31
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su vector normal N(t) se define por

Nc(t) =
T ′(t)

‖ T ′(t) ‖
,

y su vector binormal B(t) es

B(t) = T (t)×Nc(t),

donde v × w representa el producto vectorial. Estos vectores satisfacen
las conocidas relaciones

T ′(t) = κ(t)Nc(t),

N ′c(t) = −κ(t)T (t) + τ(t)B(t),

B′(t) = −τ(t)Nc(t),

que son llamadas relaciones de Frenet, y la terna {T,Nc, B} es deno-
tada por triedro de Frenet. Estas ecuaciones describen totalmente la
geometŕıa de una curva y caracterizan a menos de movimientos ŕıgidos
la curva c(t). La curvatura κ(t) de c(t) es la variación del vector tan-
gente, representa la aceleración, la torsión τ(t) mide de alguna forma el
desv́ıo de la curva c(t) del plano generado por c′(t) y Nc(t). Los siguien-
tes resultados de rigidez geométrica dan interpretaciones precisas de κ
y τ .

Lema 3.1.1. Una curva regular de clase C2 conexa tiene curvatura κ
igual a cero en todo punto si y solo si la curva es un subconjunto de una
recta.

Lema 3.1.2. Una curva regular plana de clase C2 conexa tiene curva-
tura κ constante en todo punto si y solo si la curva es un subconjunto
de una circunferencia.

Lema 3.1.3. Una curva regular de clase C3 conexa tiene torsión τ nula
en todo punto si y solo si la curva está contenida en un plano.

En el caso de una superficie parametrizada Φ : U ⊂ R2 −→ R3,
una primera aproximación al estudio de la geometŕıa local nos llevaŕıa
a considerar todas las curvas en la superficie junto con sus funciones
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geométricas. Un concepto de curvatura basado en apenas un vector tan-
gente no tendŕıa mucha utilidad pues cada punto de la superficie tiene un
plano de vectores tangentes. Siguiendo esta argumentación nos veŕıamos
obligados a considerar infinitas curvaturas en cada punto, al menos una
para cada vector tangente. Matemáticos de los siglos XVIII y XIX, en-
tre los cuales Gauss tiene destaque especial, propusieron una forma de
simplificar el estudio de los cuantificadores geométricos de una superficie
concentrándose en el comportamiento del campo de vectores normales.
En lugar de estudiar la variación de los vectores tangentes a curvas en la
superficie, estudiar la variación del campo de vectores normales uni-
tarios de la parametrización. El vector normal unitario asociado a la
parametrización Φ es

N(Φ(x, y)) = n(Φ(x, y))/ ‖ n(Φ(x, y)) ‖ .

Este vector es único, y si bien en el caso de curvas en R3 no sea la única
dirección normal a la curva, en el caso de curvas planas si lo es. Esto
es consecuencia de lo que llamamos codimensión de un objeto: lo que
sumado a la dimensión es igual a la dimensión del espacio ambiente.
Es más, si c es una curva plana parametrizada por longitud de arco,
el módulo de la curvatura κ(t) de c(t) es exactamente la norma de la
derivada del vector normal unitario.

Motivados por este modo distinto de ver una superficie en R3, no
como un objeto bidimensional en el espacio sino como un objeto de
codimensión 1, consideramos a partir de este momento la aplicación que
asocia a cada punto de la superficie su normal unitaria con respecto
a una parametrización dada. Esta función es conocida como aplicación
normal de Gauss.

Definición 3.1.1. Dada una parametrización Φ : U ⊂ R2 −→ R3 de
una superficie M , y su normal unitaria asociada N , definimos la apli-
cación de Weingarten como la diferencial de N en cada punto p,

DpN : TpM −→ R3.

Lema 3.1.4. La imagen de la aplicación de Weingarten es un subespacio
de TpM .
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Demostración. Debemos demostrar que la imagen de todo vector v ∈
TpM por DpN es un vector en TpM . Consideremos el producto interno

< DpN(v), N(p) >=<
∂

∂t
N(c(t)) |t=0, N(p) > .

Es suficiente probar que el producto anterior es cero para todo v ∈ TpM .
Veamos: por la regla de Leibnitz del producto interno usual tenemos

∂

∂t
< N(c(t)), N(c(t)) >= 2 <

∂

∂t
N(c(t)), N(c(t)) >,

por lo que en t = 0 obtenemos

∂

∂t
< N(c(t)), N(c(t)) >|t=0 = 2 <

∂

∂t
N(c(t)) |t=0, N(c(0)) >

= < DpN(v), N(p) > .

Pero la norma de N(c(t)) es 1 para todo t lo que implica que el lado
izquierdo de la ecuación anterior es cero.

Lema 3.1.5. Dado p ∈ M , la función kp(v) = − < DpN(v), v >,
definida en los vectores tangentes en p de norma 1, es la curvatura de
la curva (parametrizada por longitud de arco) obtenida al intersectar M
con el plano generado por N(p) y el vector v.

Ejercicio: Demostrar este lema.

Este Lema es bastante elocuente en lo que se refiere a DpN , nos dice
que condensa la información sobre todas las curvaturas de curvas en M
obtenidas intersectando la superficie con planos que contienen N(p).

3.2. La curvatura de Gauss-Kronecker

Definición 3.2.1. La curvatura de Gauss-Kronecker K(p) (o simple-
mente curvatura de Gauss) de la superficie parametrizada Φ : U ⊂
R3 −→ R3 en el punto p es el determinante de la matriz de la apli-
cación de Weingarten en una base ortonormal de TpM .

La matriz de la aplicación de Weingarten en una base ortonormal
de vectores coordenados normalizados es conocida como la segunda
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forma fundamental de la parametrización. Su notación es IIp. Es
siempre posible escoger parametrizaciones de una superficie tales que en
un punto p dado los vectores coordenados son perpendiculares. Por lo
que en principio seŕıa siempre posible obtener IIp. Pero en realidad lo
que importa para fines geométricos son los autovalores de dicha matriz y
su determinante, que no dependen de la base escogida para representar
la transformación de Weingarten.

Ejemplos:

1) Un plano en el espacio Euclidiano tiene curvatura cero como era
de esperarse. La aplicación normal de Gauss es constante y por lo tanto
su derivada es idénticamente cero en todos los puntos.

2) La esfera de radio r Sr = {x2 + y2 + z2 = r2} tiene curvatura
1
r2

. Pues en cada punto p ∈ Sr el vector normal unitario coincide con
p
‖p‖ = p

r salvo orientación (multiplicación por 1 o −1). La aplicación de
Weingarten es entonces

DpN =
1

r
I

donde I es la matriz identidad, y por lo tanto su determinante es 1
r2

.

3) Superficies de revolución de la forma

G(t, α) = Rα(c(t)) = (cos(α)x(t), sen(α)x(t), z(t)),

obtenidas girando una curva plana c(t) = (x(t), 0, z(t)) en torno al eje
vertical, tienen aplicación normal de Gauss

N(G(t, α)) = n(G(t, α))/ ‖ n(G(t, α)) ‖,

donde n(G(t, α)) = (−z′(t)x(t)cos(α),−z′(t)x(t)sen(α), x′(t)x(t)).
Suponiendo que x(t) > 0 para todo t, tenemos

N(G(t, α)) = n(G(t, α))/ ‖ n(G(t, α)) ‖
= (−z′(t)cos(α),−z′(t)sen(α), x′(t))/

√
(x′(t)2 + (z′(t))2,

y suponiendo además que la curva generadora c(t) está parametrizada
por longitud de arco,

N(G(t, α)) = n(G(t, α))/ ‖ n(G(t, α)) ‖
= (−z′(t)cos(α),−z′(t)sen(α), x′(t)).
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Los vectores tangentes coordenados son perpendiculares, y normali-
zados son

∂t/ ‖ ∂t ‖= (cos(α)x′(t), sen(α)x′(t), z′(t)),

∂α/ ‖ ∂α ‖= (−sen(α), cos(α), 0).

Las derivadas de N en las direcciones coordenadas son

DpN(∂t) =
∂

∂t
N(G(t, α)) = (−z′′(t)cos(α), z′′(t)sen(alpha), x′′(t)),

DpN(∂α) =
∂

∂α
N(G(t, α)) = (z′(t)sen(α),−z′(t)cos(α), 0).

Observemos que por el hecho de tener c(t) velocidad constante 1, (x′(t))2+
(z′(t))2 = 1, se tiene

x′x′′ + z′z′′ = 0

lo que implica
−z′′ = x′x′′/z′.

Reemplazando esta expresión en la ecuación de DpN(∂t) obtenemos

DpN(∂t) =
x′′

z′
∂t,

o sea, el vector ∂t tangente a los meridianos es un autovector de la
aplicación de Weingarten. Lo mismo pasa con los vectores tangentes a
los paralelos,

DpN(∂α) = − z′

‖ ∂α ‖
∂α = −z

′

x
∂α.

Aśı que en este caso es sencilla la expresión de la matriz de DpN en la
base ortonormal ∂t/ ‖ ∂t ‖, ∂α/ ‖ ∂α ‖:

IIp =

(
−x′′

z′ 0

0 z′

x

)
.

De esta manera, concluimos que la curvatura de Gauss de la superficie
de revolución está dada por la función

K(G(t, α)) = −x′′/x.

Ejercicio: Calcule la aplicación de Weingarten y la curvatura de
Gauss en los puntos de un gráfico Φ(x, y) = (x, y, f(x, y)), donde f
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es de clase C3. Cómo es la aplicación de Weingarten en los puntos cŕıti-
cos de f? Una forma de calcular la curvatura es aprovechando la forma
simplificada que tiene dicha aplicación en los puntos cŕıticos.

Uno de los resultados más importantes de la teoŕıa fundamental de
las superficies es el llamado Teorema Egregio de Gauss:

Teorema 3.2.1. La curvatura de Gauss es invariante por isometŕıas del
espacio Euclidiano. O sea, si M es una superficie en R3, y T : R3 −→ R3

es una isometŕıa, entonces la curvatura de Gauss K(p) de M en el punto
p es igual a la curvatura de Gauss K(T (p)) de T (M) en el punto T (p).

En realidad, este teorema vale en el conjunto de las superficies en ge-
neral, pero lo enunciamos restringiéndonos al conjunto de las superficies
en R3. La demostración, que dejamos al lector, es relativamente sencilla:
basta verificar que los coeficientes de la segunda forma fundamental de
M en p con respecto a una parametrización Φ coinciden con los coefi-
cientes de la segunda forma fundamental de T (M) en T (p) con respecto
a la parametrización T (Φ).

Otro resultado importante de la geometŕıa de las superficies en R3 que
generaliza el Lema 3.1.2 es

Teorema 3.2.2. Toda superficie compacta sin borde en R3 con curva-
tura Gaussiana constante es una esfera de radio r > 0.

El teorema anterior es conocido como el teorema de la esfera, no lo
demostraremos aqui por motivos de tiempo. El lector interesado puede
ver la prueba en [2] por ejemplo. Este teorema nos dice que las esferas
son las únicas superficies compactas de curvatura constante, aśı como los
ćırculos son las únicas curvas planas compactas de curvatura constante.

Ejercicio: Si la curva generadora de una superficie de revolución es
una recta, demostrar que la curvatura de Gauss es cero en todo punto.
Aśı que los planos no son las únicas superficies en R3 con curvatura de
Gauss cero.

Ejercicio: Si una superficie de clase C2 en el espacio Euclidiano tiene
la propiedad de que por todo punto de la misma pasa una recta que está a
su vez contenida en la superficie, demostrar que la curvatura de Gauss
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es cero en todo punto de la superficie. Estas superficies son conocidas
como superficies regladas.

En la próxima sección obtendremos otros teoremas de rigidez que
generalizan resultados conocidos para curvas planas.

3.3. Curvaturas principales y puntos umb́ılicos

En esta sección haremos un análisis más detallado de la aplicación de
Weingarten. El primer resultado, fundamental para los objetivos de la
sección, es el siguiente:

Lema 3.3.1. La aplicación de Weingarten es una transformación lineal
simétrica.

Demostración. Una transformación lineal simétrica A : TpM −→ TpM
está caracterizada por la siguiente propiedad:

< A(v), w >=< v,A(w) >

para todo par de vectores v, w en TpM . Sea Φ : U ⊂ R2 −→ M una
parametrización de un abierto de p, sean ∂u, ∂s los vectores coordenados
de Φ(u, s). Supongamos también que Φ(0, 0) = p. Tenemos entonces

< DpN(∂u), ∂s >=<
∂

∂u
N(Φ(u, 0) |u=0, ∂s(Φ(0, 0)) > .

Por la regla de Leibnitz del producto interno,

<
∂

∂u
N(Φ(u, 0) |u=0, ∂s(Φ(0, 0)) >=

∂

∂u
< N(Φ(u, 0)), ∂s(Φ(u, 0) >|u=0

− < N(Φ(u, 0) |u=0, ∂u(∂s(Φ(u, 0)) |u=0> .

Notemos que ∂
∂u < N(Φ(u, 0)), ∂s(Φ(u, 0) >= 0 porque N es siempre

perpendicular a la superficie. Y además, ∂u(∂s = ∂s(∂u, dado que esta-
mos considerando vectores coordenados y por lo tanto el producto de
Lie [∂u, ∂s] se anula. Aśı que

<
∂

∂u
N(Φ(u, 0) |u=0, ∂s(Φ(0, 0)) >

= − < N(Φ(u, 0) |u=0, ∂s(∂u(Φ(u, 0)) |u=0>

= −(
∂

∂s
< N(Φ(u, 0)), ∂u(Φ(u, 0)) >|u=0

− < ∂sN(Φ(u, 0)) |t=0, ∂u(Φ(0, 0)) >).
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Repitiendo el argumento anterior, obtenemos

< DpN(∂u), ∂s > = < ∂sN(Φ(u, 0)) |t=0, ∂u(Φ(0, 0)) >

= < DpN(∂s), ∂u >

probando la simetŕıa de la aplicación de Weingarten en el par de vectores
coordenados.

Finalmente, el álgebra lineal de transformaciones lineales nos dice que
si la matriz de una transformación A lineal en una base de vectores es
simétrica, entonces A es simétrica.

El resultado anterior nos dice que la segunda forma fundamental es
siempre diagonalizable.

Definición 3.3.1. Dado p ∈ M , un valor principal de curvatura es un
autovalor de la aplicación de Weingarten, y una dirección principal de
curvatura es un autovector de la aplicación de Weingarten.

En la sección anterior ya calculamos los autovalores y autovectores de
ciertas aplicaciones de Weingarten, en casos en los cuales la matriz de
la misma era diagonal. En el caso de la esfera todos los autovalores son
iguales y todo vector es autovector. En general, los valores principales de
curvatura λ1(p) ≤ λ2(p) son la menor y la mayor curvatura posibles en el
conjunto de curvas por p con velocidad unitaria obtenidas intersectando
M con planos que contienen N(p).

Definición 3.3.2. Un punto p ∈M es llamado umb́ılico si la aplicación
de Weingarten es un múltiplo de la identidad.

Proposition 3.3.1. Si p ∈M no es umb́ılico, exite una vecindad abierta
U ⊂ M de p donde existen un par de campos vectoriales diferenciables
X,Y perpendiculares entre si y tangentes a la superficie M , tales que
X(q), Y (q) son direcciones principales de curvatura.

Demostración. Daremos apenas una idea de la demostración, que es
bastante geométrica. Si p no es umb́ılico, los autovectores de la segunda
forma fundamental IIp son dos únicas direcciones tangentes en TpM . Por
continuidad de IIp, existe una vecindad abierta U de p donde lo mismo
pasa en todo q ∈ U . Por lo tanto, las direcciones principales de curvatura
de IIq forman un campo de rectas en U , que son perpendiculares en
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cada punto (pues la matriz IIp es simétrica). Podemos escoger campos
unitarios X,Y tangentes a cada uno de los campos de rectas, de forma
que sean continuos (diferenciables en realidad).

Estos campos X,Y son llamados campos de ĺıneas de curvatura y
las curvas tangentes a cada uno de ellos (existen en todo punto de U
por la teoŕıa de las ecuaciones diferenciales) son llamados ĺıneas de
curvatura.

A continuación, mostraremos algunas aplicaciones de los conceptos de
la sección a problemas de clasificación y rigidez de superficies. El próximo
resultado es una caracterización de la esfera y el plano en términos de
puntos umb́ılicos.

Teorema 3.3.1. Una superficie M conexa donde todos los puntos son
umb́ılicos es parte de un plano o de una esfera.

Demostración. Si todos los puntos de M son umb́ılicos, DpN(v) = λ(p)v
para todo v ∈ TpM , donde λ : M −→ R es una función de clase C1.
Si tomamos una parametrización Φ(x, y) de un abierto U conteniendo
p ∈M , tenemos

DqN(∂x) =
∂

∂x
N(q) = λ(q)∂x,

DqN(∂y) =
∂

∂y
N(q) = λ(q)∂y,

para todo q ∈ U . Como las derivadas mixtas de N conmutan, se tiene
que ∂2

∂x∂yN = ∂2

∂y∂xN . Además, recordemos que el producto de Lie de
los campos coordenados es cero. Aplicando estas observaciones a las
ecuaciones anteriores concluimos que

∂

∂y
λ∂x =

∂

∂x
λ∂y,

en todo punto de U . Como los vectores coordenados son linealmente
independientes, las funciones ∂

∂yλ y ∂
∂xλ deben anularse en U . Y siendo

λ una función de clase C1 deducimos que λ debe ser constante en U .
Por la conexidad de M , λ debe ser constante en M y por lo tanto, o es
cero siempre y la aplicación normal de Gauss es constante, o es siempre
no nula. En el primer caso la superficie es subconjunto de un plano,
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en el segundo podemos suponer que es siempre positiva (cambiando la
orientación de la normal si fuera necesario). Por el Lema 3.1.5, toda
curva en M obtenida intersectando un plano que contiene N(p) con M
tiene curvatura constante λ. Por los resultados de geometŕıa plana sobre
curvas, las curvas anteriores están contenidas en ćırculos de radio 1

λ que
pasan por p y son todos tangentes a TpM . La unión de estos ćırculos es
una esfera.

Las ĺıneas de curvatura, aśı como las geodésicas, forman parte de una
familia de curvas en las superficies que son denominadas ĺıneas especiales
(existen otros tipos). El nombre ”especial” refleja la especificidad de
la propiedad geométrica que las caracteriza. Los siguientes resultados
nos ayudan a entender mejor la geometŕıa subyacente a los conceptos
anteriores.

Lema 3.3.2. Sea M una superficie de clase C3. Entonces toda geodésica
plana en M es una ĺınea de curvatura.

Demostración. En la demostración usaremos el triedro de Frenet. Si
γ : I −→M es una geodésica plana parametrizada por longitud de arco,
su vector normal Nγ está contenido en el plano Π que contiene la curva,
y al mismo tiempo coincide con el vector N(γ) normal unitario de una
parametrización conveniente de la superficie. Por las fórmulas de Frenet,

N ′γ(t) = −κ(t)T (t),

lo que implica que

N ′γ(t)) = Dγ(t)N(γ′(t)) = Dγ(t)N(T (t)) = −κ(t)T (t),

caracterizando T (t) como autovector de la aplicación de Weingarten.

Observemos que la afirmación rećıproca del lema anterior es falsa,
porque ya vimos que los paralelos de una superficie de revolución son
ĺıneas de curvatura. Como en general no son geodésicas, y siempre son
curvas planas, muestran que no toda ĺınea de curvatura plana es geodési-
ca. El próximo resultado prueba que la combinación de dos propiedades
especiales en una curva de la superficie es algo realmente excepcional.

Proposition 3.3.2. Sea M una superficie conexa en R3. Toda curva
de clase C3 γ : I −→M que sea una geodésica cuyos vectores tangentes
son direcciones principales de curvatura, es una curva plana.
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Demostración. Comenzamos por escribir la ecuación de la torsión τ de
una curva γ(t), t ∈ I, de clase C3:

B(t) = T (t)×Nγ(t)

B′(t) = −τ(t)Nγ(t).

Calculando B′(t), aplicando la regla de Leibnitz de la derivación del
producto vectorial de funciones vectoriales, tenemos

B′(t) = T ′(t)×Nγ(t) + T (t)×N ′γ(t) = T (t)×N ′γ(t),

donde el primer sumando es cero dado que T ′(t) = κ(t)Nγ(t). Ahora,
supongamos que γ(t) es geodésica parametrizada por longitud de arco.
Entonces el vector Nγ(t) es perpendicular a la superficie y por lo tanto,
Nγ(t) es la aplicación normal de Gauss restringida a γ(t). Aśı, como en
el lema anterior, se tiene que N ′γ(t) = Dγ(t)N(γ′(t)), y si suponemos
además que γ′(t) es autovector de la aplicación de Weingarten, obtene-
mos que N ′γ(t) = λ(t)γ′(t) = λ(t)T (t). Substituyendo esta ecuación en
la expresión de B′(t) concluimos que B′(t) = 0 para todo t ∈ I, lo que
implica que τ(t) = 0 para todo t ∈ I y por lo tanto la curva γ es una
curva plana.

3.4. Ejercicios complementarios

En esta sección final enunciamos algunos resultados importantes de
la teoŕıa fundamental de las superficies en R3 sin demostraciones, que
dejamos al lector por falta de tiempo.

Ejercicio: Calcular los valores principales y las direcciones principales
de curvatura del gráfico de f(x, y) = x2−y2 en el punto (0, 0, 0). Calcular
la curvatura de Gauss en todo punto y constatar que es negativa.

Ejercicio: Sean f(x, y), g(x, y) dos funciones escalares de clase C3

tales que f(0, 0) = g(0, 0), sus gráficos son horizontales en (0, 0, 0), y
satisfacen

f(x, y) ≤ g(x, y)

para todo (x, y) en una vecindad abierta de (0, 0). Demostrar que

Kf (0, 0) ≥ Kg(0, 0)
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donde Kf , Kg son las curvaturas Gaussianas de los gráficos de f y g
respectivamente.

Ejercicio: Demuestre usando el ejercicio anterior que toda superficie
compacta M en R3 tiene un punto de curvatura positiva.

(Sug.: Existe una esfera centrada en el origen tangente a M en el
punto de M de mayor norma.
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Caṕıtulo 4

Clasificación de las
superficies de revolución
con curvatura constante

El objetivo de este caṕıtulo es describir anaĺıticamente todas las su-
perficies de revolución que tienen curvatura de Gauss constante. Buena
parte del trabajo está hecha, en efecto, en la caṕıtulo anterior demostra-
mos que la curvatura de Gauss de una superficie de revolución definida
en coordenadas ciĺıdricas por

Φ(t, α) = (x(t)cos(α), x(t)sen(α), z(t)),

generada por la rotación de una curva regular c(t) = (x(t), 0, z(t)) de
clase C3 en torno al eje vertical es

K(Φ(t, α)) = −x
′′(t)

x(t)
,

siempre que la curva c esté parametrizada por longitud de arco, o sea,√
(x′(t))2 + (z′(t))2 = 1.
Esto nos dice que si la curvatura es constante la coordenada x(t) de

la curva generadora satisface

x′′(t) +Kx(t) = 0

donde K es una constante. Esta ecuación diferencial es bastante cono-
cida en f́ısica, es la ecuación del oscilador armónico simple sin roce ni

45
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fuerzas externas. En geometŕıa esta ecuación es parte de una familia de
ecuaciones llamadas ecuaciones de Jacobi, cuyas soluciones pasamos
a describir a continuación.

4.1. Ecuaciones diferenciales de orden 2 con coe-
ficientes constantes

La ecuación de Jacobi x′′(t) + Kx(t) = 0 es una ecuación diferencial
de orden 2 con coeficientes constantes. Resolver la ecuación diferencial
consiste en encontrar todas las funciones x(t) que satisfacen la ecuación.
Por lo tanto, enunciamos antes que nada algunas propiedades básicas
del conjunto de soluciones de ecuaciones de orden 2 con coeficientes
constantes.

Lema 4.1.1. Las siguientes afirmaciones son verdaderas:

1. Una solución x(t) de la ecuación de Jacobi está determinada (úni-
camente) por los valores x(t0), x′(t0) para un t0 cualquiera donde
x(t) esté definida.

2. El conjunto de las soluciones de una ecuación de Jacobi es un
espacio vectorial de dimensión dos de funciones diferenciables.

3. Considerar el polinomio p(z) = z2 +K. Las ráıces de p(z),
√
−K,

−
√
−K determinan una base del espacio de las soluciones: las fun-

ciones

x+(t) = e
√
−Kt

x−(t) = e−
√
−Kt

son una base del espacio de las soluciones.

4. Si K > 0 una base del espacio de las soluciones con valores reales
es

x1(t) =
1

2
(e
√
−Kt + e−

√
−Kt) = cos(

√
Kt)

x2(t) =
1

2i
(e
√
−Kt − e−

√
−Kt) = sen(

√
Kt).
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Dejamos la demostración del lema al lector, quien probablemente ya
estudió estas ecuaciones en los cursos de f́ısica elemental o cálculo. Lla-
mamos la atención apenas sobre la demostración del primer item, que
necesita el teorema de existencia y unicidad de las ecuaciones diferen-
ciales ordinarias, ya enunciado anteriormente.

4.2. Superficies de revolución con curvatura ce-
ro

Las superficies con curvatura cero son descritas por la ecuación x′′(t) =
0, lo que implica que x(t) = at+b con a, b constantes reales. La ecuación
de la curva c(t) es

c(t) = (at+ b, 0, z(t)).

Para obtener la expresión de z(t) aplicamos la relación

z′(t) =
√

1− (x′(t))2 =
√

1− a2,

que es constante. Por lo que la expresión de c(t) es

c(t) = (at+ b, 0, At+B),

donde A =
√

1− a2 yB es una constante real. La superficie de revolución
satisface la ecuación cartesiana

(z −B)2 =
A2

a2
(x− b)2

que es la ecuación de un cono con eje vertical de simetŕıa. Notemos que
si a2 = 1 la superficie es un plano horizontal.

4.3. Superficies con curvatura negativa constan-
te

Si tenemos que K < 0, una base para el espacio de las soluciones de
la ecuación de Jacobi es

x+(t) = e
√
−Kt
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x−(t) = e−
√
−Kt,

por lo que la solución general de la ecuación es

x(t) = Ae
√
−Kt +Be−

√
−Kt,

y de la relación (z′(t))2(t) = 1− (x′(t))2 deducimos

z′(t) =

√
1− (Ae

√
−Kt +Be−

√
−Kt)2.

Para obtener la expresión de z(t) seria necesario integrar la función ante-
rior, no parece fácil. Sin embargo, podemos hacer algunas observaciones
basadas en la expresión anterior.

1. No toda solución de la ecuación de Jacobi corresponde a una super-
ficie de revolución diferenciable con curvatura negativa. En efecto,
si la superficie de revolución generada por c contiene algún punto
del eje vertical (0, 0, z) entonces no puede ser diferenciable en este
punto. El motivo es sencillo: como estamos rotando la curva en
torno al eje vertical, para que la superficie sea diferenciable en un
punto de dicho eje el plano tangente a la superficie en este punto
debe ser horizontal. Esto implica que la derivada de la curva c(t)
en este punto debe ser horizontal de la forma c′(t0) = (b, 0, 0). Co-
mo la curvatura de la superficie es constante no nula, la curvatura
de la curva κ(t) en este punto no será cero. Pero al rotar una curva
con estas propiedades en torno al eje vertical siempre obtenemos
una superficie con curvatura positiva en una vecindad del punto
en el eje vertical.

2. Las soluciones x(t) donde A > 0, B > 0 definen superficies de
revolución diferenciables con curvatura constante negativa. Obser-
vemos que estas superficies nunca intersectan el eje de rotación.
Las curvas generadoras son curvas convexas planas en R3.

Una descripción más detallada de estas superficies puede ser encon-
trada en [4].
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Figura 4.1: Superficie de revolución completa de curvatura negativa

4.4. Superficies con curvatura positiva constan-
te: esferas

Consideremos ahora el caso que más nos interesa para los fines de la
exposición: curvatura constante positiva. Las soluciones de la ecuación
de Jacobi son generadas por

x1(t) = cos(
√
Kt)

x2(t) = sen(
√
Kt),

y la solució general puede ser escrita de la forma

x(t) = Acos(
√
Kt+B)

con A,B constantes. Como la función x′′(t)
x(t) coincide con la curvatura de

la curva c(t), entonces la curva c(t) (que es una curva plana) debe ser un
arco de ćırculo de radio 1√

K
. Este resultado conocido en el plano puede

ser verificado directamente usando las ecuaciones anteriores. En efecto,
supongamos que la curva c(t) tiene un punto c(t0) que está en el eje
vertical, o sea c(t0) = (0, 0, z(t0)). Supongamos también que B = 0, el
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caso general se reduce sin dificultad a este caso. Tenemos entonces que
x(t0) = 0 = Acos(

√
Kt0), lo que implica que

t0 =
(2k + 1)π

2
√
K

,

donde k es un entero. Como observamos anteriormente, c′(t0) debe ser
un vector horizontal y por lo tanto

(z′(t0))2 = 1− (x′(t0))2 = 1−A2Ksen2(
√
Kt0).

Consideremos k = 1, el resto de los casos es similar. Tenemos

sen(
√
Kt0) = 1 =

1

A
√
K

y por lo tanto,

A =
1√
K
.

La ecuación de x(t) es entonces

x(t) =
1√
K
cos(
√
Kt)

y la ecuación de z(t) es

z(t) =
1√
K
sen(
√
Kt),

lo cual caracteriza un ćırculo de radio 1√
K

.

Ahora estamos en condiciones de demostrar el teorema principal de
la exposición.



Caṕıtulo 5

Rigidez geométrica y
geodésicas

En este caṕıtulo llegamos a la conclusión de la exposición, vamos a
demostrar que

Teorema 5.0.1. Toda superficie M conexa en R3 de clase C3 tal que
toda geodésica es una curva plana, tiene que ser parte de una esfera o
de un plano.

Dividimos la demostración en varias etapas.

5.1. Geodésicas e intersecciones de la superficie
con planos

En primer lugar, demostramos algunas propiedades especiales satisfe-
chas por superficies en las condiciones del teorema principal, que gene-
ralizan caracteŕısticas de la esfera de radio r > 0.

Lema 5.1.1. Un plano P corta la superficie M en una geodésica γP
si y solo si P es perpendicular a la superficie M a lo largo de la curva
regular γP .

Demostración. Supongamos que γ(t) es geodésica y está en la intersec-
ción de M con un plano P . El vector Nγ(t) normal a la curva en R3

está contenido en P y por definición de geodésica, Nγ(t) debe ser per-
pendicular a Tγ(t)M para todo t. Aśı que el plano P contiene todos los

51



52 Rafael O. Ruggiero

vectores normales a la superficie por los puntos de γ(t), lo que implica
que P corta M perpendicularmente en γ(t).

Supongamos ahora que un plano P corta la superficie M perpendicu-
larmente a lo largo de una curva γ : I −→ M diferenciable y regular,
parametrizada por longitud de arco. El vector normal Nγ de la curva
está contenido en P , y es perpendicular a γ′(t). Como γ′(t) es tangente
a Tγ(t)M , tenemos que Tγ(t)M ∩P consiste justamente en la recta gene-
rada por γ′(t) y por lo tanto, el vector Nγ es también perpendicular a
Tγ(t)M . Aśı, Nγ(t) coincide con el vector normal a M en γ(t), N(γ(t)),
lo que implica que γ(t) es geodésica por definición.

Lema 5.1.2. Suponer que toda geodésica de la superficie M es plana.
Entonces todo plano P que es perpendicular a M en un punto debe ser
perpendicular a M a lo largo de M∩P , y la curva M∩P es una geodésica.

Demostración. Sea P un plano que es perpendicular a M en un punto
p ∈ M ∩ P . El plano P contiene la dirección del vector N(p) que es
perpendicular a la recta TpM ∩ P . Considerar la geodésica por p cuyo
vector tangente en p es un vector unitario v en la dirección de la recta Tp∩
P , llamemos esta geodésica de γ(p,v)(t). Esta geodésica existe y es única
por el teorema de existencia y unicidad de las ecuaciones diferenciales
ordinarias. Y por hipótesis, los vectores normales Nγ(p,v)(t) de la curva

γ(p,v)(t) en R3 están todos contenidos en el mismo plano de R3. Por lo
tanto, todos están contenidos en P donde está el vector Nγ(p,v)(0) =
N(p). Esto nos dice que la geodésica γ(p,v)(t) es una curva contenida
en el plano P , y P es perpendicular a M a lo largo de toda γ(p,v)(t).
Un argumento sencillo de extensión prueba que TpM ∩ P debe ser una
curva regular en la cual P es perpendicular a M y que debe ser una
geodésica.

5.2. Gráficos donde toda geodésica es una curva
plana

A continuación, estudiamos el problema propuesto por el teorema
principal en el caso de gráficos parametrizados por Φ(x, y) = (x, y, f(x, y)),
donde f es una función de clase C3. En toda la sección supondremos que
toda geodésica de M es una curva plana.
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Lema 5.2.1. Sea M el gráfico de una función escalar f : U ⊂ R3 −→ R
de clase C3, U abierto conexo. Dado p = Φ(x0, y0, f(x0, y0)) ∈ M , las
curvas de nivel de f son ćırculos concéntricos en p.

Demostración. Como vimos en la sección anterior, la intersección TpM∩
P es una geodésica para todo plano P que contiene el vector normal
N(p). Como M es un gráfico, todo vector w ∈ TpM está contenido en la
intersección de algún plano Pw con TpM . Supongamos sin perder gene-
ralidad que TpM es horizontal, que (x0, y0) = (0, 0), y que f(x0, y0) = 0.
De esta manera, p = (0, 0, 0), las rectas TpM ∩ Pw son rw(t) = tw,
t ∈ R2, y las intersecciones M ∩ P son justamente las imágenes por Φ
de dichas rectas, γ(p,w)(t) = (twx, twy, f(tw)), donde w = (wx, wy) son
las coordenadas de w.

Tomemos w de norma 1. El vector tangente unitario de γ(p,w) es

T (t) =
γ′(p,w)(t)

‖ γ′(p,w)(t) ‖
=

1√
1+ ‖ ∇γ(p,v)(t)f(w) ‖2

(wx, wy,∇γ(p,v)(t)f(w))

donde ∇qf es el gradiente de f en el punto q. El vector N(γ(p,w)(t)) es

N(γ(p,w)(t)) = (−∂f
∂x

(γ(p,w)(t)),−
∂f

∂y
(γ(p,w)(t)), 1).

El vector Nγ(p,w)
(t) es paralelo a T ′(t),

T ′(t) =
1√

1+ ‖ ∇f ‖2
(0, 0, < Hess(f)(w), w >)

− 1

2

< Hess(f)(w), w >

(1+ ‖ ∇f ‖2)−3/2
(wx, wy,∇γ(p,w)(t)f(w)),

donde Hess(f) es la matriz Hessiana de f , o la matriz de las derivadas
segundas. El paralelismo entre Nγ(p,w)

(t) y T ′(t) implica que existe una
función aw(t) 6= 0 para todo t tal que T ′(t) = aw(t)Nγ(p,w)

(t) para todo
t, lo que nos lleva a una relación entre las coordenadas de dichos vectores
de la forma

bw(t)w = aw(t)(
∂f

∂x
(γ(p,w)(t)),

∂f

∂y
(γ(p,w)(t))).
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donde bw(t) = 1
2
<Hess(f)(w),w>

(1+‖∇f‖2)−3/2 . Notemos que si < Hess(f)(w), w > 6= 0,

o equivalentemente, ∇rw(t)f 6= 0, entonces la función bw(t) no se anula
y el gradiente de f en rw(t) = tw es paralelo a w, es un vector radial.
Esto implica que

Afirmación 1: Si rw(t0) es un punto regular de f entonces existe una
vecindad V de rw(t0) donde las curva de nivel de f por cada (x, y) ∈ V
es un ćırculo con centro en (0, 0). Además, en dicha curva de nivel no
existen puntos singulares o cŕıticos de f .

En efecto, si ∇rw(t0)f 6= 0, entonces existe una vecindad V de rw(t0)
donde∇(x,y)f 6= 0 para todo (x, y) ∈ V . En esta vecindad el gradiente de
f es radial por la observación anterior y por lo tanto, las curvas de nivel
de f por los puntos de V son perpendiculares a las direcciones radiales
que parten del origen (0, 0). Por el teorema de la función impĺıcita, las
curvas de nivel de f en V son diferenciables y tangentes a un campo
vectorial diferenciable, perpendicular a estas direcciones radiales. Pero
este campo es tangente a la familia de ćırculos con centro en (0, 0). Por
el teorema de existencia y unicidad de las ecuaciones diferenciales de
orden 1, estos ćırculos son las únicas curvas que tienen esta propiedad.

Falta verificar que si C es una curva de nivel de f que intersecta V ,
entonces V no contiene puntos ćıticos de f . Esto se debe a que el valor de
f en la curva es constante e invariante por rotaciones del plano R2. Por
lo que si (x, y) ∈ V es un punto regular, la función f será monótona lo-
calmente en la recta r(x,y)(t) = t(x, y) y este comportamiento geométrico
es preservado por rotaciones en el plano. Aśı que basta que una curva
de nivel C tenga un punto regular de f para que toda la curva C se
constituya de puntos regulares. Esto prueba totalmente la afirmación.

La afirmación 1 nos demuestra que todos los valores de f son invarian-
tes por rotaciones del plano. De hecho, acabamos de demostrarlo para
valores regulares, que son un conjunto abierto del dominio de f . Pero
observar que el mismo argumento nos garantiza que los valores cŕıticos
de f tamb́ıen son invariantes por rotaciones (si una curva de nivel con-
tiene un punto cŕıtico, ella no puede contener puntos regulares pues la
afirmación 1 implicaŕıa que toda la curva seŕıa regular). Aśı, las cur-
vas de nivel son ćırculos con centro en (0, 0), y aplicando una isometŕıa
conveniente deducimos el lema.
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5.3. Geodésicas planas y superficies de revolu-
ción

Los resultados de la sección anterior nos muestran la contundencia de
la restricción impuesta sobre las geodésicas de la superficie M , y en esta
sección nuestro objetivo es establecer una conexión entre dichos resul-
tados y superficies de revolución de curvatura constante. Comenzamos
por

Lema 5.3.1. Si en las hipótesis del teorema principal, M el gráfico de
una función escalar f : U ⊂ R3 −→ R de clase C3, U abierto conexo,
entonces dado p = Φ(x0, y0, f(x0, y0)) ∈ M existe una superficie de
revolución Sp cuyo eje de rotación es la recta por p paralela a Np, que
contiene M .

Demostración. Supongamos como en la demostración del lema anterior
que p = (0, 0, 0), f(0, 0) = 0 por lo tanto, y que TpM es horizontal. Si los
valores de f son invariantes por rotaciones que fijan el origen, entonces la
superficie M es subconjunto de una superficie de revolución, obtenida de
la siguiente forma. Considere la unión U ′ ⊇ U de los ćırculos centrados
en (0, 0) que contienen puntos en las curvas de nivel de f . Extendemos
f a f̄ : U ′ −→ R por f̄(x, y) = f(C(x, y)), donde C(x, y) es el ćırculo
por (x, y) que contiene la curva de nivel C que pasa por U , y definir la
superficie de revolución como el gráfico de f̄ en U ′.

El Lema anterior nos dice algo notable sobre la superficie M : tiene
infinitos ejes de simetŕıa. Esto ocurre raramente en superficies de re-
volución, la esfera y el plano son ejemplos, pero podŕıamos mencionar
otros? El siguiente resultado responde esta pregunta.

Lema 5.3.2. Sea M una superficie conexa y suponer que por p ∈ M
pasa un eje de simetŕıa de M . Entonces p es un punto umb́ılico.

Demostración. Si por el punto p pasa un eje de simetŕıa de M , entonces
la segunda forma fundamental de M en p, que es invariante por iso-
metŕıas, debe ser un múltiplo de la identidad. Las curvaturas principales
y las direcciones principales de curvatura son invariantes por isometŕıas
de la superficie, por lo que las curvaturas principales son constantes.
Esto caracteriza un punto umb́ılico de M .
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Corollary 5.3.1. Sea M una superficie conexa de revolución tal que
todo punto es un eje de rotación de M . Entonces M tiene curvatura
constante.

Demostración. El lema anterior nos garantiza que la superficie M debe
ser totalmente umb́ılica, por lo que aplicando el Teorema 3.3.1 deducimos
que M tiene curvatura constante.

Demostración del Teorema 5.0.1

Sea entonces M una superficie conexa donde toda geodésica es una
curva plana. Como toda superficie en R3 es localmente el gráfico de una
función escalar, podemos aplicarle a M los resultados obtenidos en este
caṕıtulo en vecindades abiertas adecuadas. Cubriendo M con un conjun-
to enumerable de tales vecindades, la conexidad de M en conjunto con
el Lema 5.3.1 y el corolario anterior nos permiten afirmar que M tiene
curvatura constante. Según la clasificación de las superficies de revolu-
ción con tal propiedad, tenemos que M es un subconjunto de un plano,
o M tiene curvatura positiva y es subconjunto de una esfera, o tiene
curvatura negativa. El punto final de la demostración es la observación
siguiente: las superficies de revolución de curvatura negativa no tienen
infinitos ejes de revolución. Como fue observado en el caṕıtulo anterior,
una superficie de revolución diferenciable de curvatura negativa no pue-
de intersectar su eje de revolución, lo que descarta dichas superficies de
nuestra argumentación debido al Lema 5.3.1. De esta forma, terminamos
la demostración del Teorema principal y alcanzamos nuestro objetivo.



Caṕıtulo 6

Superficies abstractas y
Geometŕıa Riemanniana

Teniendo ya una idea del significado de las geodésicas en superficies
del espacio Euclidiano, podemos partir hacia el estudio de geodésicas en
espacios más generales: las superficies abstractas. En un primer momen-
to nuestro objetivo es hacer un recuento de varios conceptos básicos de
geometŕıa diferencial que serán fundamentales para la exposición. Nos
limitaremos en muchos casos a enunciar resultados de la teoŕıa básica
sin mayores detalles, ya que gran parte de los mismos son generaliza-
ciones naturales de los resultados de los caṕıtulos anteriores. El lector
interesado podria encontrar en los libros de Spivak [11], O’Neill [10], o
Hicks [2] los detalles que falten en nuestra exposición.

6.1. Variedades diferenciables

Una Variedad diferenciable M de dimensión n y clase Ck, k ≥ 0,
es un conjunto que admite un cubrimiento por subconjuntos Ui, o sea
M = ∪iUi, que tienen la siguiente propiedad: existen biyecciones Φi :
Ui −→ Vi, donde Vi es un abierto conexo de Rn, tales que las funciones
compuestas

Φj(Φ
−1
i ) : V ′i ⊂ Vi −→ Vj

son funciones de clase Ck como aplicaciones entre subconjuntos de Rn.
La colección {(Ui,Φi)} es denominada un atlas diferenciable de clase Ck
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de M , las funciones Φi son llamadas coordenadas locales de M (o cartas
locales), y las funciones Φj(Φ

−1
i ) son llamadas cambios de coordenadas.

Una variedad es un conjunto que localmente puede ser parametrizado
por un abierto de Rn, en particular Rn es una variedad diferenciable.
La definición implica que toda variedad hereda de Rn una estructura de
espacio topológico, y normalmente se asume que M como espacio to-
pológico satisfazga los axiomas de enumerabilidad (primero y segundo)
de los espacios topológicos abstractos, y que M sea un espacio Hausdorff.
Recordemos que un espacio topológico X satisface el primer axioma de
enumerabilidad si todo punto del espacio tiene una base enumerable de
vecindades abiertas de la topoloǵıa. El segundo axioma de enumerabi-
lidad es un poco más fuerte que el primero: el espacio topológico X
satisface el segundo axioma de enumerabilidad si posee una base enu-
merable de abiertos. Una base U de X es un conjunto de abiertos del
espacio tales que

1. Todo abierto de X contiene un abierto en U ,

2. Intersecciones finitas y uniones cualesquiera de conjuntos de U son
integrantes de U .

Todo subconjunto abierto de una variedad es una variedad con la mis-
ma clase de diferenciabilidad. Se dice que dos atlas de clase Ck de M
son compatibles si la unión de ambos, que define otro atlas de M , es un
atlas diferenciable de M . La compatibilidad define una relación de equi-
valencia entre los atlas de M , y diremos que una estructura diferenciable
de clase Ck de M es una clase de equivalencia de atlas Ck compatibles.
Siempre que hagamos referencia a una variedad diferenciable de clase
Ck estaremos hablando de la variedad con su estructura diferenciable.
Una función f : M −→ N entre variedades C∞ M de dimensión m, y N
de dimensión n, es de clase Cr si dados atlas {Ui,Φi} de M , y {Aj ,Ψj}
de N , se tiene que las funciones Ψj(f(Φ−1

i )) son funciones de clase Cr

entre subconjuntos de Rm y Rn. Es simple verificar que la noción de
diferenciabilidad de funciones no depende de los atlas escogidos en la
definición siempre y cuando definan la misma estructura diferenciable
en M , N . Para ejercitarse un poco en el manejo de estas definiciones
sugerimos al lector la verificación de los siguientes enunciados:

Ejemplo 1: Superf́ıcies en R3 son variedades diferenciables de dimen-
sión 2.
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Ejemplo 2: El Plano proyectivo real P(R, 2) definido como el conjunto
de clases de equivalencia de rectas por el origen en R3 por la relación: L
es equivalente a R si son paralelas; es una superficie abstracta. Se puede
parametrizar localmente con proyecciones estereográficas desde el origen
en la esfera x2 +y2 + z2 = 1. En efecto, dado un hemisferio abierto de la
esfera existe una correspondencia biuńıvoca entre sus puntos y las clases
de las rectas por el origen determinadas por estos puntos. De forma
que un hemisferio abierto parametriza un abierto del conjunto de las
clases, y es posible cubrir el plano proyectivo con un conjunto finito de
subconjuntos homeomorfos a hemisferios abiertos de la esfera.

Ejemplo 3: Grupos de matrices son ejemplos bastante usuales de
variedades. El conjunto de matrices n×n es una variedad de dimensión
n2, asi como el conjunto de matrices inversibles; el conjunto de matrices
de determinante 1 es una variedad de dimensión n2 − 1, y el conjunto
de matrices simétricas es una variedad de dimensión 1

2n(n− 1).

Ejemplo 3: Si (U,Φ) es una carta local de M de dimensión m, en-
tonces podemos escribir Φ(p) = (x1(p), x2(p), .., xm(p)), y las funciones
xi : U −→ R son llamadas funciones coordenadas. Verificar que las fun-
ciones coordenadas son diferenciables.

6.2. Subvariedades, Espacio tangente

Un subconjunto S de una variedad M de dimensión m y clase C∞ es
llamado Subvariedad de M de clase Ck y dimensión s si dado un punto
p ∈ S existe una carta local de M , (U,Φ) de clase Ck, Φ : U −→ B;
donde B es un abierto de Rm que contiene el origen; tal que Φ(p) =
0 ∈ Rm, y la imagen Φ(S ∩ U) es un subconjunto abierto del plano
xs+1 = xs+2 = ... = xm = 0. Las subvariedades tienen una estructura de
variedad diferenciable naturalmente inducida por la estructura de M . A
saber, dado un atlas de clase Ck {(Ui,Φi)} de M , donde las restriccio-
nes de las funciones Φi a S satisfazgan la condición anterior (es decir,
la restricción de Φi a S parametriza Ui ∩ S como un subconjunto de un
hiperplano de dimensión s), los pares {(Ui ∩ S,ΦiεrtS)} constituyen un
atlas de S de clase Ck. De esta forma, las restricciones de funciones dife-
renciables definidas en M son funciones diferenciables de la subvariedad
con esta estructura inducida (verificar como ejercicio), y toda función
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diferenciable de S se extiende a una función diferenciable de M (ejercicio
interesante). Como ejercicio, el lector puede demostrar que los gráficos
de funciones diferenciables f : Rm −→ R son subvariedades de Rn+1, y
que las superficies en R3 son subvariedades de R3.

El Espacio tangente en p ∈ S a una subvariedad S de Rm es el conjunto
de vectores de Rm tangentes a S en el punto p. La notación usual para
este espacio es TpS. El conjunto TpS es un plano de igual dimensión que
S, y corresponde a nuestra intuición de plano tangente a un subconjunto
de R3. Lo que no es tan obvio es que podemos generalizar esta noción
de espacio tangente a una variedad cualquiera, sea ella subvariedad de
Rm o no. Hay varias formas abstractas de definir el espacio tangente a
un punto en una variedad M de dimensión m, todas equivalentes. Una
forma de hacerlo, es definir en el conjuntoΛp de curvas diferenciables c :
(−ε, ε) −→ M , tales que c(0) = p, la relación de equivalencia siguiente:
dos curvas α(t), β(t) en Λp son equivalentes si tomando una carta local
(U,Φ) de M que contenga p, se tiene que las curvas Φ(α(t)) y Φ(β(t))
tienen el mismo vector tangente en t = 0 (observar que dichas curvas
son curvas en Rm). Se puede comprobar que esta relación no depende
de la carta local que contenga p, y que el conjunto resultante de clases
de equivalencia admite una estructura de espacio vectorial de dimensión
m (buen ejercicio ..). La unión de los espacios tangentes de M se llama
Fibrado tangente de M , y se denota por TM .

Ejercicio: Demostrar que TM es una variedad diferenciable de clase
Ck−1 si M es de clase Ck. Si M es de clase C∞ entonces TM también
lo es. La dimensión de TM es 2m, si m la dimensión de M .

Con la noción de espacio tangente es posible definir la diferencial de
funciones diferenciables entre dos variedades. En efecto, si f : M −→ N
es una función de clase C1 entre dos variedades M y N , decimos que
la diferencial de f en el punto p ∈ M , que denotaremos por Dpf , es
una transformación lineal Dpf : TpM −→ Tf(p)N que asocia a un vector
tangente v = α′(0) ∈ TpM , donde α(t) es curva diferenciable en M con
α(0) = p, el vector tangente a la curva β(t) = f(α(t)) en t = 0. Es fácil
verificar que la definición de Dpf(v) no depende de la curva α(t) con tal
de que α(0) = p y α′(0) = v. La aplicación diferencial de f , denotada
por Df está definida por

Df : TM −→ TN,
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Df(v) = Dpf(v),

para todo v ∈ TpM , p ∈ TM . Siendo de naturaleza local, los teoremas
de la función inversa y función impĺıcita, herramientas fundamentales
del cálculo diferencial en Rn, se extienden a variedades por medio de
cartas locales.

Utilizando el concepto de vectores tangentes es posible aśı mismo ex-
tender la teoŕıa de ecuaciones diferenciales ordinarias de Rn a una va-
riedad. En efecto, usando vectores tangentes podemos definir un cam-
povectorial X en una variedad: X : M −→ TM asocia la cada punto
p ∈M un vector tangente X(p). Como TM tiene estructura de variedad
diferenciable podemos definir campos vectoriales diferenciables en M , y
tomando cartas locales en M estos campos se transforman en campos
diferenciales definidos en abiertos de Rn. Por lo tanto, los teoremas de
existencia y unicidad de soluciones de ecuaciones diferenciales se extien-
den a la variedad M tomando cartas locales.

Ejercicio: Probar que si una variedad M es compacta, entonces
todo campo vectorial de clase C1 es completo, o sea, toda solución de la
ecuación diferencial y′(t) = X(y(t)) en M está definida para todo t ∈ R.

Para terminar esta sección, nos gustaria mencionar un teorema im-
portante debido a Whitney, que afirma que toda variedad M admite
una submersión F : M −→ Rk en Rk, donde k depende en general de
la dimensión de la variedad, y F (M) es una subvariedad de Rk. Una
submersión F : M −→ N de una variedad M de dimensión m en una
variedad N de dimensión n ≥ m es una función diferenciable que es in-
jectiva y cuja diferencial tiene rango idénticamente igual a la dimensión
de M (observar que DpF es una transformación lineal y por lo tanto su
rango es la dimensión de la imagen de la misma). Este teorema implica
que toda variedad diferenciable puede ser considerada una subvariedad
de Rk para algún k suficientemente grande, lo que nos dice que a fin
de cuentas los conceptos abstractos de función diferenciable y espacio
tangente se reducen a los usuales en Rk. El lector puede cuestionarse si
vale la pena entonces entender estos objetos de forma abstracta cuando
ellos correspdonden a la intuición que de ellos tenemos en el espacio Eu-
clidiano. Sin embargo, para fines de muchas aplicaciones importantes es
mucho más simple usar las nociones abstractas de función diferenciable y
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espacio tangente de forma intŕınseca, olvidando el teorema de Whitney.
En la práctica, es dificil construir una submersión de una variedad en
Rk, y su obtención no disminuye sustancialmente el grado de dificultad
de muchos problemas importantes en la teoŕıa de variedades.



Caṕıtulo 7

Planos Euclidiano e
Hiperbólico

Una introducción al estudio de geodésicas en superficies no puede
prescindir de la presentación de los modelos de la geometŕıa plana: la
geometŕıa Euclidiana y la geometŕıa Hiperbólica. Haremos una breve
descripción de dichos modelos inspirándonos en la concepción de geo-
metŕıa plana que propońıa Euclides: una geometŕıa plana es un sistema
de “puntos”, “rectas”, y “transformaciones” entre puntos y rectas que
cumplen ciertos postulados. Para formular rigurosamente los objetos de
estudo de las geometrias planas necesitaremos nociones básicas de Geo-
metŕıa Riemanniana.

A partir de este caṕıtulo utilizaremos con frecuencia la notación Mn

para designar una variedad diferenciable de dimensión n. Comenzaremos
por recordar que una Variedad Riemanniana es un par (Mn, g), donde
Mn es una variedad diferenciable de dimensión n y g es una métrica
Riemanniana: g : M −→ Sn es una función diferenciable definida en M
con imagen en la variedad Sn de las n×n formas cuadráticas simétricas
positivas definidas. Dado p ∈ M , la imagen g(p), la cual denotaremos
también por gp, induce de forma natural un producto interno en TpM ×
TpM que depende del punto p. Una variedad Riemanniana adquiere de
esta forma una estructura de espacio métrico: definimos una distancia
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d : M ×M −→ R asociada a la métrica g por

d(p, q) = ı́nf
γ:[0,1]→M

γ(0)=p,γ(1)=q

{∫ 1

0
‖ γ′(t) ‖ dt

}

donde γ : [0, 1] → M es una curva diferenciable por partes, y el in-

tegrando ‖ γ′(t) ‖=
√
gγ(t)(γ′(t), γ′(t)) es la norma del vector tan-

gente γ′(t) de γ(t) con respecto al producto interno gγ(t). La varie-
dad Riemanniana (M, g) se dice completa si es completa como espacio
métrico. Dados p, q ∈ M , toda curva γ : [0, 1] → M con γ(0) = p,
γ(1) = q cuya longitud `g(γ) =

∫ 1
0 ‖ γ

′(t) ‖ dt sea igual a la dis-
tancia d(p, q), es llamada geodésica de la variedad Riemanniana (M, g).
Por lo tanto, la noción de geodésica corresponde a la idea intuitiva del
camino mas corto entre dos puntos del espacio y extiende naturalmen-
te la idea de “recta Euclidiana”. Un difeomorfismo f : M → M se
llama isometŕıa de (M, g) si ∀ p ∈ M , ∀ v, w ∈ TpM , tenemos que
gf(p)(Dpf(v), Dpf(w)) = gp(v, w). Las isometŕıas de (M, g) preservan
las distancias entre puntos, d(p, q) = d(f(p), f(q)), y preservan también
las geodésicas: si γ es una geodésica que une p y q, entonces f(γ) es
una geodésica que une f(p) y f(q). La noción de isometŕıa generaliza
naturalmente la noción de transformación ŕıgida del plano Euclidiano (el
grupo de Galileo generado por las rotaciones y las translaciones), que
son justamente las transformaciones del plano Euclidiano que preservan
las rectas.

Desde el punto de vista de la geometŕıa Riemanniana, el plano Eucli-
diano es el par (R2, g) donde gp((v1, v2), (w1, w2)) = v1w1 + v2w2, es el
producto interno usual entre las coordenadas cartesianas de los vectores
v = (v1, v2) y w = (w1, w2). Observar que en este caso especial, la for-
ma quadrática gp no depende de p. La norma del vector tangente v ∈
Tp = R2 es ‖ v ‖p=

√
v2

1 + v2
2, la longitud de una curva γ : [0, 1] → M

diferenciable es `(γ) =
∫ 1

0 ‖ γ
′(t) ‖ dt =

∫ 1
0

√
γ
′2
1 (t) + γ

′2
2 (t)dt, las rectas

son las geodésicas de (R2, g), y el grupo de isometŕıas es generado por
las rotaciones y las translaciones, como ya fue observado anteriormente.

El plano hiperbólico H2 es una variedad Riemanniana de dimensión
dos cuya métrica es obtenida multiplicando la métrica Euclidiana en
el semiplano superior de R2,el conjunto R2

+ = {(x, y), y > 0} por la
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función f(x, y) = 1
y2

. O sea, si g(x, y) es la métrica Euclidiana, H2 es el

par (R2
+, g

h), donde gh(x,y) = g(x,y)
y2

= f(x, y)g(x,y).

La norma de un vector v = (v1, v2) ∈ T(x,y)H2 escrito en coordenadas

cartesianas en H2 es dada por ‖ v ‖h= ‖v‖
y =

√
v21+v22
y . Usualmente, las

variedades Riemannianas de dimensión 2 son llamadas superficies.

Dada una variedad Riemanniana (M, g), toda métrica Riemanniana g̃
obtenida de la forma g̃p = f(p)gp, donde f : M → R es una función de
clase C∞ se llama conforme a g, o decimos que g y g̃ son conformemente
equivalentes. El simple hecho de multiplicar una métrica Riemanniana
por una función positiva produce cambios drásticos en la geometŕıa de
la variedad Riemanniana. El contraste entre las geometŕıas Euclidiana y
hiperbólica en el semiplano superior ilustra perfectamente esta afirma-
ción. A continuación, expondremos algunas de las diferencias básicas mas
importantes entre las geodésicas e isometrias Euclidianas e hiperbólicas.

1) La recta vertical r(t) = (0, t) es una geodésica de H2; dados, a < b,
el segmento de recta r(t), t ∈ [a, b] minimiza la longitud en el conjun-
to de todas las curvas diferenciables por partes que unen r(a) y r(b).
Efectivamente, sea γ : [0, 1] → H2, γ(t) = (γ1(t), γ2(t)), una curva dife-
renciable por partes tal que γ(0) = r(a), γ(1) = r(b). Podemos suponer
sin pérdida de generalidad que γ es diferenciable. La norma hiperbólica
del vector γ′(t) = (γ′1(t), γ′2(t)) es

‖ γ′(t) ‖ |h =

√
γ
′2
1 (t) + γ

′2
2 (t)

γ2(t)
≥ |γ

′
2(t)|
γ2(t)

.

Por lo tanto, la longitud hiperbólica de γ satisface la siguiente de-
sigualdad:

`gh(γ) ≥
∫ 1

0

|γ′2(t)|
γ2(t)

dt.

Considerar la función α : [0, 1] → H2, α(t) = (0, γ2(t)). Esta es una
curva diferenciable contenida en el semi-eje vertical positivo 0× R+, su
longitud satisface la desigualdad

`gh(α) ≤
∫ 1

0

|γ′2(t)|
γ2(t)

dt ≤ `gh(γ)
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que es menor o igual a la longitud de γ (ver figura). Observar que la
curva α contiene el intervalo vertical 0 × [ mı́n

t∈[[0,1]
(γ2(t)), máx

t∈[0,1]
(γ2(t))] =

0×[ā, b̄] ⊃ 0×[a, b]. Por lo tanto, `gh(α) ≥ `gh(0×[ā, b̄]) ≥ `gh(0×[a, b]) =

`gh(r)ba, lo que implica que `gh(γ) ≥ `gh(α) ≥ `gh(r|ba) demostrando el
enunciado.

Figura 7.1: Rectas verticales son geodésicas hiperbólicas

2) El grupo de isometŕıas I(H2) de H2 es isomorfo (como grupo al-
gebraico) al grupo de transformaciones de Moebius que preservan el
semiplano superior. Las transformaciones de Moebius del plano comple-
jo C ≈ R2 están definidas por f(z) = az+b

cz+d , a, b, c, d ∈ C y ad − bc 6= 0.
El lector puede demostrar como ejercicio la afirmación anterior aśı como
las siguientes propiedades de las transformaciones de Moebius:

1. El grupo de transformaciones de Moebius está generado por las ho-
motecias f(z) = az, las translaciones f(z) = a+z, y las inversiones
f(z) = 1

z .

2. Toda transformación de Moebius está determinada únicamente por
las imágenes de tres puntos del plano complejo, o en otras pala-
bras, dadas dos ternas de puntos del plano complejo, {p1, p2, p3},
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{q1, q2, q3}, existe una única transformación de Moebius T tal que
T (pi) = qi .

3. Las transformaciones de Möebius que preservan el semiplano su-
perior, o sea, f(R2

+) = R2
+, preservan necesariamente la recta real,

lo que implica que a, b, c, d deben ser números reales.

4. Las transformaciones f que preservan orientación son aquellas don-
de ad− bc > 0.

3) Las transformaciones de Moebius que preservan el semiplano supe-
rior transforman rectas verticales en rectas verticales o ćırculos perpen-
diculares al eje real, y transforman ćırculos perpendiculares al eje real
en rectas o ćırculos con la misma propriedad. Esta afirmación puede ser
verificada fácilmente como ejercicio. Por otro lado, el hecho que dos ter-
nas de puntos determinen una transformación de Moebius (afirmación
n. 2 del párrafo anterior), sumado a la invariancia de la familia de rectas
y ćırculos perpendiculares al eje horizontal bajo la acción del grupo de
transformaciones, nos permite deducir que dado un ćırculo perpendicu-
lar C al eje horizontal existe una transformación de Möebius T tal que
T (r) = C. Por lo tanto, las rectas y los ćırculos perpendiculares al eje
horizontal son geodésicas de H2 porque el eje vertical es geodésica y las
transformaciones de Moebius son isometŕıas. Observamos tambiém que
no toda recta puede ser geodésica hiperbólica. La única recta que pasa
por el punto (0, 1) que es geodésica hiperbólica es el eje vertical (lo que
puede ser demostrado directamente haciendo actuar en el eje vertical al
subgrupo de las transformaciones de Möebius que fijan el punto (0, 1)).

Las geometŕıas Euclidiana e Hiperbólica cumplen un postulado funda-
mental de la axiomática de Euclides: dados dos puntos del espacio, existe
una única geodésica que une estos puntos. Pero la geometŕıa hiperbólica
no cumple el quinto postulado o axioma de las paralelas.

Ejercicio: Demostrar que dos rectas verticales no se encuentran a
distancia constante en la geometŕıa hiperbólica. De hecho, la distancia
hiperbólica entre dos rectas verticales tiende a 0 si la altura de dichas
rectas tiende a +∞.

Es importante resaltar que la unicidad del camino más corto entre dos
puntos no es una propiedad general de las variedades Riemannianas, aún
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Figura 7.2: Geodésicas hiperbólicas determinando los vértices de un
triángulo hiperbólico

cuando sean difeomorfas a Rn. Volveremos a referirnos a este punto en las
próximas secciones, cuando discutamos la teoria local de las geodésicas.



Caṕıtulo 8

Geodésicas en variedades
Riemannianas

Las ecuaciones relativamente simples de las métricas Euclidiana y Hi-
perbólica en el plano permitieron, en la sección 1, clasificar las curvas
que son geodésicas en cada una de estas geometŕıas. A partir de las
propiedades de los grupos de isometŕıas, fue posible deducir que dado
cualquier par de puntos del espacio (Euclidiano o Hiperbólico) existe
una geodésica cuyos extremos son estos puntos. Esta propiedad de los
planos Euclidiano y Hiperbólico es de hecho una propiedad general del
conjunto de las variedades Riemannianas completas, forma parte de uno
de los resultados fundamentales de la geometŕıa global y se conoce en la
literatura como el Teorema de Hopf-Rinow. El objetivo de este caṕıtulo
es presentar un esquema (bastante completo valga decir) de la demostra-
ción de este teorema, que a pesar de ser bastante intuitiva, tiene algunos
detalles técnicos que no pretendemos discutir en este texto. Una demos-
tración completa puede ser encontrada en cualquier referencia básica de
geometŕıa Riemanniana (por ejemplo Do Carmo [4], o Fomenko-Novikov
[5]. Nos proponemos describir de forma más completa las ideas de la
prueba del Teorema de Hopf-Rinow que desempeñen papeles más im-
portantes en los próximos caṕıtulos.

Teorema 8.0.1. Sea (M, g) una variedad Riemanniana de clase C∞

conexa y completa. Dados p, q ∈M , existe una geodésica uniendo p y q.
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8.1. Conexión de Levi-Civita y derivación cova-
riante

Sea X(M) el conjunto de los campos vetoriales C∞ en M , C∞(M,R)
el conjunto de las funciones f : M → R de clase C∞.

Dado un campo vectorial X : U → TM de clase C∞ definido en un
abierto U ⊂M , y una función f : M → R de clase C∞, usaremos la no-
tación X(f) para definir la función X(f)p = ∂

∂t(f◦ψt(p))t=0, donde ψt(p)
es la trayectoria del campo X que en el tiempo t = 0 pasa por el punto
p: ψt(p)t=0 = p, d

dt(ψt(p)) = X(ψt(p)). Es simple comprobar que X(f)p
no depende de la curva tangente al vector X(p) que pase por p y que el
operador f ∈ C∞(M,R) → X(f) define lo que se conoce como una de-
rivación: X(f ·g) = fX(g) +gX(f), ∀ f, g ∈ C∞(M,R). Por lo tanto, la
definición de X(f)p, tiene sentido puntualmente, y de esta manera indu-
ce un operador sobre los vectores tangentes de la variedad M ; para todos
los fines podemos suponer que X(p) es simplemente un vector tangente y
no necesariamente la imagen de un campo vectorial en p. Asi, es posible
demostrar la existencia de un isomorfismo (de espacios vectoriales) entre
el espacio de los campos vectoriales en TM y el conjunto de los opera-
dores de derivación en C∞(M,R): un campo vectorial X de clase C∞

determina un único operador ∂X : C∞(M,R) → R de derivación dado
por ∂X(f) = X(f). Otra operación importante que necesitamos men-
cionar es el produto de Lie de dos campos vectoriales diferencibles X,Y .
Esta operación asocia a a un par de campos diferenciables X, Y otro
campo vectorial [X,Y ] definido por la siguiente ecuación : se f : M → R
es de clase C∞, entonces [X,Y ](f)p = X(Y (f))p − Y (X(f))p (observar
que por la identificación entre campos y derivaciones, basta demostrar
que el lado derecho de la ecuación anterior define una derivación para
concluir que [X,Y ] es de hecho un campo vectorial. Esta verificación es
consecuencia directa de la definición de derivación y se la dejamos al
lector).

Un operador de conexión ∇ : X(M)×X(M)→ X(M) está caracteriza-
do por las siguientes propiedades: se X, Y , Z son campos diferenciables
en M entonces

i) ∇X(Y + Z) = ∇XY +∇XZ
ii) ∇X(fY ) = X(f)∇XY + f∇XY ∀ f ∈ C∞(M,R)

iii) ∇fXY = f∇XY ∀ f ∈ C∞(M,R)
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La conexión de Levi-Civita de la métrica g es un operador de conexión
que satisface las siguientes propiedades:

A) Xg(Y,Z) = g(∇XY,Z) + g(Y,∇XZ) ∀X,Y, Z ∈ X(M).

(compatibilidad con la métrica g o regla de Leibnitz
relativa a g)

B) (Sin torsión) [X,Y ] = ∇XY −∇YX.

Un resultado fundamental debido a Levi y Civita afirma que dada
una métrica Riemanniana g existe un único operador de conexión con
las propiedades (A) y (B). Como exemplo, en el plano Euclidiano, el
operador de conexión es la derivación usual de campos vetoriales: si
X,Y ∈ X(M), y ∇ es la conexión de Levi-Civita del plano Euclidiano,
y Y = (y1, y2) son las coordenadas cartesianas del campo Y , entonces

∇XY = (X(y1), X(y2))

Ejercicio: Demostrar que la conexión de Levi-Civita de una superficie
en R3 con la métrica inducida por la restricción de la métrica Euclidiana
es la proyección ortogonal de la derivada usual de campos en el espacio
tangente de la superficie. Como la derivación usual de campos en R3

es la conexión de Levi-Civita del espacio Euclidiano, esta proyección es
llamada con frecuencia la parte tangente de la conexión ambiente. En
general, si S ⊂ M es una subvariedad cuya métrica es la restricción de
la métrica de M , se tiene que la conexión de Levi-Civita de S es la parte
tangente a S de la conexión de M .

En general la ecuación en coordenadas locales del operador de cone-
xión de Levi-Civita es mas complicada. Procederemos al cálculo de esta
ecuación porque la misma dará origen a la ecuación diferencial satis-
fecha por las geodésicas. Sea φ : Rn → U ⊂ M una parametrización
local de un abierto U en M , sean e1, e2, . . . , en las imágenes por la pa-
rametrización de los campos engendrados por las funciones coordenadas
canónicas de Rn, y consideremos los coeficientes de Cristoffel Γijk de la
parametrización:

∇eiej =
n∑
k=1

Γijk ek

La ecuación anterior es consecuencia del hecho de que podemos escribir
todo campo vectorial X en M como combinación lineal de los campos ei.
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Sean X,Y ∈ X(M), X =
∑n

i=1 xiei. Entonces tenemos Y =
∑n

i=1 yjej ,
y por lo tanto,

∇XY = ∇X(
∑
j

yjej) =
∑
j

∇X(yjej) =
∑

(X(yj)ej + Yj∇Xej)

=
∑
j

(X(yj)ej + yj
∑

xi∇eiej) =
∑
j

(X(yj)ej + yj
∑
i

xi
∑
k

γijk ek)

=
∑
k

(
∑
i,j

xiYjΓ
ij
k +X(yk))ek.

Esto demuestra que (∇XY )p depende de X(p), Y (p), y de las derivadas
X(yk) en p. En particular, el vector (∇XY )p no depende de la extensión
del vectorX(p) a un campo vectorial en una vecindad de p: si X̄ es campo
vectorial C∞ en M tal que X(p) = X̄(p), entonces (∇XY )p = (∇X̄Y )p.
Esta observación permite definir una derivada de campos vectoriales a
lo largo de curvas, la llamada derivada covariante, dada por la siguiente
fórmula:

Sea γ : [a, b]→M una curva diferenciable, y X es un campo vectorial
definido a lo largo de γ, entonces definimos la derivada covariante de
X con respecto a γ, denotada por DγX, como el campo vectorial (a lo
largo de γ(t)) cuyo valor está dado por (DγX)γ(t) = (∇γ′(t)X)γ(t).

Definición 8.1.1. Un campo X definido a lo largo de γ(t) es paralelo
si DγX ≡ 0.

De la ecuación de la conexión en coordenadas locales, tenemos que un
campo paralelo X = (x1, x2, . . . , xn) a lo largo de γ(t) es solución de un
sistema de n ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden:

γ′(xk) +
∑
i,j

γ′ixjΓ
ij
k = 0,

donde γ′(t) = (γ′1(t), γ′2(t) . . . γ′n(t)) son las coordenadas del vector γ′(t).

8.2. Fórmula de la primera variación, equación
diferencial de las geodésicas

Con la conexión de Levi-Civita y la noción de derivada covariante de
curvas proveniente de dicha conexión, podemos generalizar los resulta-
dos sobre cálculo variacional para superficies descritos en el Caṕıtulo
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2. Dados p, q ∈ M , sea Ωpq el espacio de las curvas diferenciables por
partes cuyos extremos son p y q. La longitud `g(γ) de una curva γ,
`g(γ) =

∫
‖ γ′(t) ‖ dt, define una función `g : Ωp,q → R. Una geodésica

con extremos p y q es un “punto cŕıtico” de esta función. Las mismas
dificultades técnicas que aparecen en la formulación rigurosa de este pro-
blema en el caso de superficies en R3 están presentes aqui. El solo hecho
de que el dominio de la función longitud no es un espacio de dimensión
finita conlleva a una serie de dificultades técnicas de análisis. El conjunto
Ωpq es un espacio de Hilbert, en el cual es posible formular rigurosamen-
te la diferenciabilidad de `g y la determinación de sus puntos cŕıticos.
Remitimos al lector a Do Carmo [4], o Klingenberg [8]) para los deta-
lles. Nos limitaremos en la presente sección a enunciar los principales
resultados de cálculo variacional que caracterizan a las geodésicas. Co-
mo sus demostraciones son generalizaciones directas de las presentadas
en el Caṕıtulo 2 en el caso de superficies, le dejamos al lector completar-
las como ejercicio. La palabra ”directa”puede ocultar la importancia de
la existencia de la conexión de Levi-Civita en el tema, es este operador
el que permite literalmente transcribir ciertas demostraciones de cálcu-
lo variacional de superficies para variedades Riemannianas de cualquier
dimensión.

Dada una curva γ” : [0, 1]→M diferenciable en [0, 1]−{t1, t2, . . . , tm},
una variación de γ por curvas es una función f : (−ε, ε) × [0, 1] → M
que cumple las siguientes propiedades:

i) Las curvas fs(t) = f(s, t), son diferenciables en [0, 1]−{t1, t2, . . . , tm}

ii) f0(t) = f(0, t) = γ(t) ∀ t ∈ [0, 1].

Si f(s, 0) = γ(0), f(s, a) = γ(a) ∀ s ∈ (−ε, ε), decimos que la variación
f tiene extremos fijos o es propia. Vamos a suponer que la curva γ(t)
está parametrizada por longitud de arco, o sea, ‖ γ′(t) ‖= 1 cada vez
que γ′(t) exista. La noción de derivación covariante nos permite derivar
la función longitud restricta a una variación. Sea W (t) = ∂f

∂s (0, t), el

campo tangente a la variación f en la direción ∂
∂s restricto a la curva

f0(t) = γ(t). Como en el caso de superficies en R3, tenemos,

Lema 8.2.1. (Fórmula de la primera variación). Sea L(s) = `g(fs).
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Entonces

L′(0) = g(W (a), γ′(a))− g(W (0), γ′(0))

−
m∑
i=1

g(W (t− i), γ′(t− i+)− γ′(t−i ))

−
∫ a

0
G(W (t), Dγ′γ

′)dt

donde
γ′(t− i+) = ĺım

t→ti
t>t−i

γ′(t), γ′(t− i−) = ĺım
t→t−i
t<ti

γ′(t).

En particular, si la variación f es propia, tenemos,

L′(0) = −
m∑
i=1

g(W (ti), γ
′(t− i+)− γ′(t− i−))−

∫ a

0
g(W (t), Dγ′γ

′)dt

Tal como en el caso de superficies, obtenemos,

Corollary 8.2.1. Si γ es geodésica según la definición del Caṕıtulo 2,
entonces γ es una curva diferenciable que satisface Dγ′γ

′ = 0.

Definición 8.2.1. Una curva γ diferenciable por partes es geodésica de
(M, g) si Dγ′γ

′ = 0.

8.3. Propiedades importantes de las geodésicas,
minimización local y global de la longitud
de arco

1) Existencia y unicidad de las geodésicas. Dado p ∈ M y v ∈
TpM , existe una única geodésica γ(t) tal que γ(0) = p, γ′(0) = v.

Esto se debe esencialmente a que al final de la sección 1 de este caṕıtu-
lo verificamos que la ecuación Dγ′γ

′ = 0 es equivalente a un sistema de
ecuaciones diferenciales ordinarias de orden 2 en la variedad, o de pri-
mer orden en los coeficientes del vector γ′. Una solución corresponde de
hecho a una curva c(t) = (γ(t), γ′(t)) de vectores tangentes a γ(t). La
forma misma de la ecuación nos indica entonces que Dγ′γ

′ = 0 define
una ecuación diferencial de primer orden en el espacio tangente TM ,
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que es una variedad de dimensión 2m si m es la dimensión de M . Pero
entonces, el teorema de existencia y unicidad de soluciones de las ecua-
ciones diferenciales de primer orden en variedades implica que dada una
condición inicial (p, v) ∈ TM , existe una única solución de la ecuación
tal que (γ(0), γ′(0)) = (p, v).

2) Si (M, g) es completo, las geodésicas de M son soluciones completas
de DXX = 0, o sea, toda geodésica γ está definida en R, γ : R → M .
Esto es una consecuencia directa de un argumento standard de prolon-
gamiento de soluciones de una ecuación diferencial ordinaria, le dejamos
al lector completar los detalles de la prueba.

3) El flujo geodésico. La velocidad de una geodésica, o sea, la norma
del vector velocidad de la misma, es constante. Esta propiedad conocida
como homogeneidad es consecuencia de la ecuación de las geodésicas: si
γ(t) es una geodésica, la ecuación Dγ′γ

′ = 0 implica que

γ′(t)(g(γ′(t), γ′(t))) =
∂

∂t
g(γ′(t), γ′(t))

= 2g(Dγ′(t)γ
′(t), γ′(t)) = 0,

donde en la última igualdad usamos la regla de Leibnitz de la derivación
del producto interno g(X,Y ) de dos campos con respecto a un campo
cualquiera (ver la definición de la conexión de Levi-Civita en la sec-
ción 1 de este caṕıtulo). Debido a la homogeneidad de las geodésicas, es
común y práctico parametrizar las geodésicas por longitud de arco: si
γ(t) es geodésica, entonces β(t) = γ( t

‖γ′(t)‖) también es geodésica, am-

bas parametrizan la misma curva γ y ‖ β′(t) ‖= 1. Esto implica que
las geodésicas pueden ser consideradas de forma natural como curvas
de lo que se conoce como fibrado tangente unitario de (M, g), que de-
notamos por T1M , definido como el conjunto de vectores de TM que
tienen norma 1 en la métrica g. Desde el punto de vista de la mecánica
clásica, las geodésicas son soluciones de la ecuación de Euler-Lagrange
de un Lagrangiano mecánico, L(p, v) = 1

2gp(v, v), sin enerǵıa potencial,
y por lo tanto la energia total que coincide con la energia cinética es una
integral primera del sistema de Euler-Lagrange.

Lema 8.3.1. Sea (M, g) una variedad Riemanniana completa. Entonces
la ecuación diferencial de las geodésicas determinada por el paralelismo
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de sus vectores tangentes con respecto a la conexión de Levi-Civita in-
duce un sistema autónomo de ecuaciones diferenciales de primer orden
definido en el fibrado unitario T1M donde las soluciones satisfacen el
teorema de existencia y unicidad. Por lo tanto, dichas soluciones definen
un flujo completo φt : T1M −→ T1M que actúa de la forma siguiente: si
(p, v) ∈ T1M , entonces φt(p, v) = (γ(t), γ′(t)), donde γ(t) es la (única)
geodésica con condiciones iniciales γ(0) = p, γ′(0) = v.

El flujo φt es llamado flujo geodésico de (M, g).

3) Propiedades minimizantes de las geodésicas.

Definición 8.3.1. Una geodésica γ : [0, a] → M es minimizante si
∀ 0 < t1 < t2 < a, la curva γ[t1, t2] minimiza la longitud de las curvas
diferenciables por partes con extremos en los puntos γ(t1) y γ(t2).

Toda curva γ diferenciable por partes que minimiza la longitud de las
curvas entre γ(0) y γ(a) es una solución de Dγ′γ

′ = 0; pero no toda
solución de Dγ′γ

′ = 0 minimiza necesariamente la longitud de
variaciones propias. En general, si una variedad es compacta existen
geodésicas soluciones de Dγ′γ

′ = 0 que no minimizan la longitud de
variaciones, como verificamos en el Caṕıtulo 2 en el caso de la esfera
unitaria en R3 y las circunferencias máximas. Observar que por defini-
ción, si una geodésica minimiza la longitud de las curvas que unen p y
q, entonces su longitud es la distancia d(p, q) en la métrica considerada.
En general, si M es compacta, la longitud de las geodésicas Dγ′γ

′ = 0
minimizantes es menor o igual que el diámetro de (M, g) como espacio
métrico.

A pesar de que las geodésicas pueden no ser minimizantes cuando
las consideramos en toda su extensión, es posible probar el siguiente
resultado, que enunciaremos sin demonstración.

Teorema 8.3.1. Sea (M, g) una variedad Riemanniana completa de
clase C∞. Dado p ∈M existe una vecindad V ⊂M del punto p tal que
dados x, y ∈ V , existe una única geodésica γ uniendo x y y, diferenciable,
que minimiza la longitud en el conjunto de las curvas rectificables con
extremos en x y y.

O sea, las geodésicas son minimizantes locales, si dos puntos están
suficientemente proóximos existe una única geodésica que los une cuya
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longitud es la distancia entre dichos puntos. Este teorema es una de
las aplicaciones básicas más importantes de la relación entre geodési-
cas y ecuaciones diferenciales ordinarias. La herramienta fundamental
de la demonstración del mismo es la llamada aplicación exponencial
expp : TpM → M que definimos de la siguiente forma: si v ∈ Tp, el
punto expp(v) es obtenido calculando en t = 1 la geodésica γv(t) de-
finida por las condiciones iniciales γv(0) = p, γ′v(0) = v. Debido a la
homogeneidad de la velocidad de las geodésicas, es simple demostrar
que γv(t) = expp(tv) para todo t ∈ R. A partir de la definición de la
aplicación exponencial y usando la igualdad anterior, se tiene que la di-
ferencial de la exponencial en el vector (p, 0) ∈ TpM es la identidad,
lo que garantiza que dicha aplicación es un difeomorfismo local por el
teorema de la función inversa. Esta propiedad de la exponencial es muy
importante en la prueba del teorema anterior. En el libro de Manfredo
Do Carmo, [4], se encuentra una exposición clara y simple de la teoria
básica de la aplicación exponencial, que recomendamos al lector intere-
sado. Este análisis motiva la definición principal del caṕıtulo.

Definición 8.3.2. Una geodésica con velocidad constante γ : R −→ M
de una variedad Riemanniana (M, g) de clase C∞ es llamada minimi-
zante global si la longitud de γ[a, b] es la distancia en (M, g) entre
γ(a) y γ(b) para todo a ≤ b en R.

Toda geodésica del espacio Euclidiano, asi como del plano hiperbólico,
es minimizante global. Sin embargo, las variedades compactas no tienen
geodésicas minimizantes globales, y en muchas variedades importantes
el conjunto de geodésicas minimizantes globales es un subconjunto re-
lativamente pequeño del total de las geodésicas. Estas consideraciones
conducen de forma natural al examen de las geodésicas en un espacio
no compacto asociado a toda variedad Riemanniana, el recubrimiento
universal. La relación entre el recubrimiento universal, el grupo funda-
mental de la variedad, y las geodésicas minimizantes globales, será el
tema de los próximos caṕıtulos. Para finalizar el presente, demostramos
algunos resultados generales sobre la estructura de las geodésicas mini-
mizantes globales que tienen importantes aplicaciones en geometŕıa.
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8.4. Co-compacidad de la familia de las geodési-
cas

Las primeras aplicaciones importantes que presentamos sobre la rela-
ción entre geodésicas y ecuaciones diferenciales ordinarias se refieren a la
completitud del espacio de las geodésicas como espacio topológico. Una
topoloǵıa natural en el espacio de las geodésicas es la llamada topoloǵıa
compacta-abierta: decimos que una sucesión γn : R→ M de geodésicas
de (M, g) converge a γ : R → M en la topoloǵıa compacta-abierta si
dados ε > 0, a < b, existe n0 = n0(ε, a, b) tal que d(γn(t), γ(t)) ≤ ε
∀ t ∈ [a, b], ∀n ≥ n0, donde d es la distancia asociada a la métrica g.

Lema 8.4.1. Sea (M, g) una variedad Riemanniana completa, y sea
γn : R → M una sucesión de geodésicas tales que ĺım

n→∞
γn = γ en la

topoloǵıa compacta-abierta. Entonces γ es una geodésica de (M, g).

Demostración. Dados ε > 0, T > 0, existe n0 = n0(ε, T ) tales que para
todo t ∈ [0, T ] y n ≥ n0, d(γn(t), γ(t)) ≤ ε. Sea vn = γ′n(0) la sucesión
de vectores tangentes iniciales de las geodésicas, que podemos suponer
unitarios. Esta sucesión de vectores tiene una subsucesión convergente
vnk

, ĺım
k→∞

vnk
= v∞. Por el Teorema de la dependencia continua de las

soluciones de una E.D.O. con respecto a las condiciones iniciales, te-
nemos que la geodésica γv∞(t) con condiciones iniciales γvn(0) = γ(0),
γ′v∞(0) = v∞, es tal que ĺım

k→∞
γnk

(t) = γv∞(t) ∀ t ∈ R. Por lo tanto, la

geodésica γvn(t) coincide con la curva γ∞(t), demostrando el lema.

Un razonamiento análogo al de la demostración del lema anterior per-
mite concluir lo siguiente:

Corollary 8.4.1. Sea (M, g) variedad compacta. Entonces toda sucesión
de geodésicas en (M, g) possee una subsucesión convergente, cuyo ĺımite
es una geodésica.

Demostración. Si γn : R → M es una sucesión de geodésicas en M ,
basta tomar vn = (γn(0), γ′n(0)) como sucesión de puntos en T,M que
es compacto, y por lo tanto posee una subsucesión convergente vnk

→
v∞ = (p, θ). Por la continuidad de las soluciones de una E.D.O. con
respecto a las condiciones iniciales, tenemos que ĺım

k→∞
γnk

(t) = γv∞(t)
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∀ t, donde γv∞ es la geodésica con condiciones iniciales γv∞(0) = p,
γ′v∞(0) = θ.

Continuando la misma ĺınea de argumentación, podemos demostrar
que el conjunto de las “geodésicas minimizantes” en T1M es cerrado.

Lema 8.4.2. Sea (M, g) una variedad Riemanniana completa, y sea
Λ ⊂ T1M el conjunto de los (p, v) en T1M tales que la geodésica γ(p,v)(t)
es minimizante global. Entonces Λ es un subconjunto cerrado.

Demostración. Probaremos que el complemento Λc de Λ es una subcon-
junto abierto, lo que es equivalente al enunciado. Sea (p, v) ∈ Λc, y sea
γ(p,v) la geodésica con condiciones iniciales γ(p,v)(0) = p, γ′(p,v)(0) = v.
Como γ(p,v) no es minimizante global, existen a < b y una geodésica
β : R→ M que contiene a γ(p,v)(a) = B(0) y γ(p,v)(b) = B(T ) tales que
β[0, T ] es el segmento de geodésica de menor longitud cuyos extremos
son γ(p,v)(a) y γ(p,v)(b), y

T < |b− a| = lg(γ(p,v)[a, b]).

Podemos suponer sin pérdida de generalidad que a = 0, y entonces
T < b = lg(γ(p,v)[0, b]), y que toda geodésica está parametrizada por
longitud de arco.

Afirmación: Existe una vecindad abierta V de (p, v) en T1M tal que
ninguna geodésica con condiciones iniciales en V es globalmente mini-
mizante.

Efectivamente, sea ε = b−T
4 , y considerar a vecindad abierta V de

(p, v), determinada por el Teorema de la dependencia continua de las
soluciones de una E.D.O. con respecto a las condiciones iniciales, dada
por:

∀(q, w) ∈ V , la geodésica γ(q,w) satisface d(γ(q,w)(t), γ(p,v)(t)) < ε ∀ t ∈
[−2b, 2b].

Considerar la geodésica quebrada αq obtenida como unión de las si-
guientes geodésicas:

– la geodésica [p, q] = [p, γ(q,w)(0)] = [β(0), γ(q,w)(0)]

– la geodésica β[0, T ],

– la geodésica [β(T ), γ(q,w)(b)] de menor longitud con extremos β(T )
y γ(q,w)(b).
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De esta forma,

αq = [p, γ(q,w)(0)] ∪ β[0, T ] ∪ [β(T ), γ(q,w)(b)],

y por lo tanto

lg(αq) = lg([p, γ(q,w)(0)]) + lg(β[0, T ]) + lg([β(T ), γ(q,w)(b)]) < 2ε+ T.

Podemos concluir entonces que

lg(αq)− lg(γ(q,w)[0, b]) < 2ε+T −b = T −b+2

(
b− T

4

)
=

1

2
(T −b) < 0,

dado que T < b, lo cual implica que γ(q,w)[0, b] no es una de las geodésicas
cuya longitud minimiza la longitud entre todas las curvas con extremos
γ(q,w)(0) = q y γ(q,w)(b). Esto demuestra la afirmación, y el lema.

8.5. El Teorema de Hopf-Rinow

Terminamos el caṕıtulo con la demostración del Teorema de Hopf-
Rinow: la existencia de geodésicas que unen dos puntos cualesquiera en
una variedad Riemanniana completa. En realidad, el enunciado completo
del Teorema de Hopf-Rinow contiene varias afirmaciones equivalentes a
la completitud de la variedad Riemanniana (ver por ejemplo en el libro
de Manfredo Do Carmo, Geometria Riemanniana), que no son dif́ıciles de
demostrar a partir de la completitud geodésica. De hecho, la completitud
geodésica es la parte esencial del Teorema de Hopf-Rinow.

Sea (M, g) una variedad Riemanniana conexa y completa. Por los re-
sultados de la sección anterior sabemos que dos puntos suficientemente
próximos están conectados por una (única) geodésica minimizante. Sean
p, q ∈ M , y sea cn : [0, 1, ] → M una sucesión de curvas diferenciables
por partes tales que ĺımn→∞ lg(cn) = d(p, q). Dado ε > 0, tomar nε > 0
tal que ∀n ≥ nε, |lg(cn)− d(p, q)| < ε. Como la distancia entre los pun-
tos de cn es menor o igual a la longitud lg(cn), tenemos que las curvas
cn, n ≥ nε, están todas dentro de una bola compacta Bp centrada en
p cuyo radio es r = d(p, q) + 1. Sea {Vpi , i = 1, 2, . . .m} un cubrimien-
to finito de Bp por abiertos Vpi donde Vpi es la vecindad descrita en
el Teorema 8.3.1. En particular, toda curva cn, n ≥ nε está cubierta
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por un número menor o igual a m de vecindades Vpi . Podemos escoger
una colección finita de puntos {cn(tj), 0 ≤ j ≤ Nm} en la curva cn,
de forma tal que tj ≤ tj+1 ∀ j, y existe un pij ∈ {p1, p2, . . . , pm} tal
que cn(tj) ∈ Vpij . El número Nm depende apenas de m. Por el Teo-
rema 8.3.1 existe una geodésica minimizante uniendo cn(tj) y cn(tj+1)
que denotaremos por [cn(tj), cn(tj+1)]. Considerar la geodésica “quebra-
da” o diferenciable por partes γn =

⋃
j [cn(tj), cn(tj+1)]. Es claro que

lg(γn) ≤ lg(cn) ⇒ |lg(γn) − d(p, q)| ≤ ε, ∀n ≥ nε, y existen subsuce-
siones convergentes de los puntos {cn(tj) < n ∈ N}, digamos {cnk

(tj)},
con ĺımk→∞ cnk

= xj (notar que la colección de sub́ındices nk no de-
pende de j, verificar como ejerćıcio que tal colección de sub́ındices exis-
te). Como las geodésicas [cnk

(tj), cnk
(tj+1)] convergen a las geodésicas

[xj , xj+1] (que son únicas por la naturaleza de las vecindades Vpi), ob-
tenemos una geodésica “quebrada” γ =

⋃
i[xj , xj+1] uniendo p y q, tal

que lg(γ) = d(p, q). En particular, γ es minimizante, o seja, minimiza
la longitud de las curvas con extremos en cualquer par de puntos con-
tenidos en γ, y por lo tanto, por el Teorema 8.3.1, γ es una geodésica
diferenciable.
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Caṕıtulo 9

El recubrimiento universal,
el grupo fundamental y las
minimizantes globales

El propósito de este caṕıtulo es hacer un recuento de los principa-
les resultados de la teoŕıa de los espacios de recubrimiento y el grupo
fundamental. Este tema forma parte de los cursos de topoloǵıa general
frecuentemente, el lector interesado en profundizar su conocimiento al
respecto encuentra una exposicíıon sencilla y completa por ejemplo el
libro de Gamelin-Green [6].

9.1. Espacios de recubrimiento

Recordemos la definición de un espacio topológico mencionada en el
primer caṕıtulo.

Definición 9.1.1. Sea X un conjunto y U una colección de subconjuntos
de X. El par (X,U) es denominado espacio topológico si la colección U
satisface las propiedades siguientes:

1. La intersección finita de dos elementos de U está en U .

2. La unión de elementos de U está en U .

3. U contiene X y el conjunto vaćıo.

83
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Los elementos de U son llamados conjuntos abiertos de X, los com-
plementos de los abiertos son llamados conjuntos cerrados. Ejemplos
conocidos de tales espacios: recta real y uniones de intervalos abiertos;
espacio euclidiano y uniones de conjuntos abiertos por la distancia eucli-
diana; superficies, variedades. Diferentes colecciones de subconjuntos de
X pueden definir diferentes espacios topológicos, y a pesar de que exis-
ten muchos ejemplos de tales espacios bastante diferentes de variedades
no entraremos en detalles sobre el tema. Por convención, denotaremos
por X al espacio topológico (X,U), mencionando la colección U apenas
cuando sea estrictamente necesario.

Una función continua f : X −→ Y entre dos espacios topológicos es
una aplicación tal que la preimagen de todo abierto de Y es un abierto
de X.

Un homeomorfismo h : X −→ Y entre dos espacios topológicos X,Y
es una biyección continua con inversa continua.

Definición 9.1.2. Dados dos espacios topológicos E, X, y un abierto
U ⊂ X, toda función P : E −→ X tal que P−1(U) consista en una
unión disjunta de abiertos Vi de E, i variando en un cierto conjunto de
ı́ndices, donde P : Vi −→ U es un homeomorfismo, es llamada recubri-
miento propio de U . Una función sobreyectiva P : E −→ X es llamada
recubrimiento de X si todo punto p ∈ X posee una vecindad abierta
Up donde P es un recubrimiento propio de Up.

Ejemplos

1) E = R, X = S1= ćırculo unitario en el plano, P : R −→ S1,
P (t) = e2πit.

2) E = R2, X espacio cociente de R2 por la siguiente relación de
equivalencia: (x, y), (a, b) ∈ R2 están en la misma clase de equivalencia
si (x− a, y− b) es un punto de coordenadas enteras. Es sencillo verificar
que el conjunto de las clases de equivalencia (llamado espacio cociente) es
un espacio topológico, es más, es una superficie abstracta que llamamos
el toro T 2.

Ejercicio: Demostrar usando el ejemplo n. 1 que el toro T 2 es difeo-
morfo a S1 × S1.

Ejercicio: Demostrar que el toro es difeomorfo al espacio cociente Y
obtenido a partir de R2 según la siguiente relación de equivalencia: dos



Geodésicas en superficies 85

puntos (x, y), (a, b) son equivalentes si existe una translación de la forma
T (s, t) = (s+ n, t+m), con n,m enteros, tal que T (a, b) = (x, y).

Ejercicio: Demostrar que el toro es difeomorfo a la superficie de re-
volución obtenida girando el ćırculo (x − 2)2 + y2 = 1 en torno al eje
vertical (ver figura).

Figura 9.1: Toro de revolución

Cocientes de variedades por relaciones de equivalencia aparecen fre-
cuentemente en geometŕıa y en teoŕıa de grupos de Lie, los mismos cons-
tituyen una familia importante de ejemplos de variedades. Otra relación
de equivalencia muy conocida es la que define el espacio proyectivo real
de dimensión n, P (R, n): es el conjunto de clases de equivalencia de rec-
tas por el origen en Rn+1 − {0} identificadas entre śı si son paralelas.
Esta relación define una aplicación de recubrimiento de la esfera Sn en
el espacio proyectivo.

9.2. Clases de homotoṕıa, grupo fundamental

En esta sección supondremos que nuestro espacio topológico es una
variedad conexa M , a pesar de que los argumentos que serán expuestos
se aplican a espacios más generales conocidos como espacios topológicos
arco-conexos.

Definición 9.2.1. Dadas dos curvas continuas γ : [0, 1] −→ M , β :
[0, 1] −→M , una homotoṕıa entre γ y β es una función continua

f : [0, a]× [0, 1] −→M
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tal que

1. f(0, t) = γ(t) para todo t ∈ [0, 1],

2. f(a, t) = β(t) para todo t ∈ [0, 1].

Si γ(0) = β(0) = p o sea, las curvas tienen el mismo punto inicial,
una homotoṕıa f tal que f(s, 0) = p para todo s ∈ [0, a] se conoce como
homotoṕıa con punto base p. Si γ y β son curvas cerradas, γ(0) = γ(1),
β(0) = β(1), entonces una homotoṕıa con punto base p = γ(0) = β(0)
se define como una homotoṕıa que cumple f(s, 0) = p y f(s, 1) = p para
todo s ∈ [0, a]. Una homotoṕıa que no preserva el punto inicial de las
curvas se conoce como homotoṕıa libre.

(0,0) (a,0)

(0,1)

f(s,t)

Figura 9.2: Homotoṕıa entre curvas cerradas con punto base p

Una homotoṕıa es un movimiento continuo entre curvas de la variedad,
una manera de ”deformar” continuamente una curva hasta obtener otra.
Las curvas γ y β se denominan homotópicas, y se puede probar sin mucha
dificultad que la homotoṕıa entre curvas continuas c : [0, 1] −→M define
una relación de equivalencia en dicho conjunto de curvas. Denotaremos
la clase de la curva c por [c].

Definición 9.2.2. El grupo fundamental con punto base p ∈ M , deno-
tado por πp1(M), es el conjunto de clases de equivalencia de homotoṕıa
con punto base p de curvas cerradas continuas γ : [0, 1] −→ M con
γ(0) = γ(1) = p: dos curvas son equivalentes si existe una homotoṕıa
con punto base p entre las dos.

El conjunto de las clases de equivalencia entre curvas por homotoṕıas
libres es llamado grupo de homotoṕıa libre de M , denotado por G(M).
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Ejemplo: Los meridianos del toro de revolución son libremente ho-
motópicos. Los paralelos también son libremente homotópicos.

En la definición anterior la palabra grupo hace referencia a una es-
tructura de grupo algebraico que el conjunto de clases πp1(M) posee
de forma natural. Con efecto, es bien conocido que si dos curvas γ :
[0, 1] −→ M , β : [0, 1] −→ M , ahora no necesariamente cerradas, satis-
facen γ(1) = β(0), entonces podemos definir la composición de curvas
γ ∗ β : [0, 1] −→ M . Esta nueva curva es otra curva continua tal que
γ ∗ β(0) = γ(0), γ ∗ β(1) = β(1), y además

γ ∗ β(t) =

{
γ(2t), para todo t ∈ [0, 1

2 ]

β(2t− 1), para todo t ∈ [1
2 , 1]

.

La composićıon de curvas es una forma de definir una curva a partir
de una unión de curvas ”contiguas”. Se puede verificar sin mayores pro-
blemas que esta operación entre curvas induce una operación de grupo
[γ]∗ [β] en el conjunto de las clases πp1(M), donde la identidad del grupo
es la clase de las curvas que son homotópicas a un punto, las llamadas
curvas contráctiles. El inverso de una clase [γ] es la clase de la curva
obtenida a partir de γ invirtiendo el sentido de su parametrización. Una
variedad conexa M tal que πp1(M) es apenas la identidad se denomina
simplemente conexa.

Ejercicio: Demostrar que πp1(M) y πq1(M) son isomorfos para todo
par de puntos p, q ∈M .

Este ejercicio justifica que en la mayor parte de las referencias sobre
el grupo fundamental se omita el punto p en la notación del grupo: la
notación más usada es π1(M). Existe claramente una biyección entre
π1(M) y el grupo de homotoṕıa libre G(M): dado p ∈ M y una curva
cerrada γ podemos conectarla a p através de una curva simple sin lazos
c : [0, 1] −→M , c(0) = p, c(1) = γ(0), y formar aśı una curva con punto
base p libremente homotópica a γ. Esta correspondencia induce a su vez
una operación de grupo en G(M).
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9.3. Recubrimiento universal, isometŕıas de re-
cubrimiento

El recubrimiento universal M̃ es un espacio topológico simplemente
conexo que cubre M en el sentido definido en la sección anterior: existe
una función continua π : M̃ −→ M sobreyectiva tal que todo punto
p ∈ M tiene una vecindad abierta U donde π : π−1(U) −→ U es un
homeomorfismo local. El objetivo de la sección es describir brevemente
este espacio y enunciar algunas de sus propiedades principales.

Para comenzar, fijamos un punto p ∈M que llamaremos punto base.
Consideremos el conjunto M̃ de los pares (x, [γ]), donde x ∈ M y [γ]
es la clase de homotoṕıa de una curva continua γ : [0, 1] −→ M tal
que γ(0) = p, γ(1) = x. Dada una vecindad abierta Ux ⊂ M de x
simplemente conexa (siempre existe ..) consideremos el conjunto Ũ(x,[γ])

de pares (q, [γ] ∗ [α]) donde α : [0, 1] −→ Ux es una curva que comienza
en α(0) = γ(1) = x y termina en α(1) = q ∈ Ux.

Tomando el conjunto de intersecciones finitas y uniones de un número
cualquiera de conjuntos Ũ(x,[γ]) generamos una topoloǵıa para el conjunto

M̃ (ejercicio).

Afirmación: La función π : M̃ −→ M dada por π(y, [γ]) = y es una
aplicación de recubrimiento.

En efecto, π es continua y su restricción a Ũ(x,[γ]) es un homeomorfis-

mo. Veamos: si q̃ ∈ Ũ(x,[γ]) se tiene que q̃ = (q, [γ]∗[α]) para alguna curva
α contenida en Ux que une x = γ(1) a q. Como Ux es simplemente cone-
xa, la clase de homotoṕıa de α es la identidad, por lo que q̃ = (q, [γ]) para
todo q̃ ∈ Ũ(x,[γ]). Ahora, observemos que la correspondencia (q, [γ])→ q

restringida al conjunto Ũ(x,[γ]) es una biyección continua con imagen Ux.

Esto es suficiente para demostrar que π : M̃ −→M es una aplicación
de recubrimiento.

Definición 9.3.1. El espacio topológico M̃ es el recubrimiento universal
de M .

Observemos que M̃ es una variedad con las mismas dimensión y clase
de diferenciabilidad que M . El término universal en la denominación de
M̃ se justifica por las siguientes propiedades.

Teorema 9.3.1. 1. El espacio M̃ es simplemente conexo.
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2. Existe una biyección entre πp1(M) y π−1(p) para todo p ∈M .

3. Si Π : E −→ M es otra aplicación de recubrimiento donde E es
simplemente conexo, entonces E y M̃ son homeomorfos.

El item (3) nos dice que el espacio M̃ que construimos anteriormente
es esencialmente único. La idea principal de la demostración de este Teo-
rema es una caracteŕıstica especial de las aplicaciones de recubrimiento,
conocida como la propiedad de levantamiento de curvas.

Lema 9.3.1. Sea Π : E −→ M una aplicación de recubrimiento. Dada
una curva continua γ : [0, 1] −→M donde γ(0) = p, y dado p̃ ∈ Π−1(p),
existe una única curva continua γ̃ : [0, 1] −→ E tal que γ̃(0) = p̃, y
Π(γ̃(t)) = γ(t) para todo t ∈ [0, 1].

Dejamos la demostración de este lema como ejercicio al lector. Dispo-
niendo de este resultado, ya podemos demostrar el item (2) del Teorema
9.3.1. Escogiendo un punto base p ∈ M y una preimagen por π de p,
p̃ ∈ M̃ , levantamos toda curva cerrada de M con base en p a una curva
en M̃ que comienza en p̃. La propiedad de levantamiento de curvas per-
mite levantar homotoṕıas de curvas en M a M̃ , y por la definición de M̃
constatamos que dos curvas cerradas homotópicas con punto base p se
levantan a curvas que comienzan en p̃ y deben tener el mismo punto final
en π−1(p). Aśı se construye una correspondencia entre las preimágenes
de p por la función π y las clases de homotoṕıa de curvas cerradas con
punto base p, que resulta ser biuńıvoca (ejercicio).

La demostración del item (1) es consecuencia del item (2): si β :
[0, 1] −→ M̃ es una curva cerrada tal que β(0) = β(1) = p̃ =, entonces
la curva cerrada π(β) : [0, 1] −→ M tiene punto base p y por la pro-
piedad de levantamiento, su único levantamiento a partir de p̃ = (p0, e)
es β, donde e es la identidad en πp1(M). Como (p0, [π(β)]) es el punto
final del levantamiento de π(β) que comienza en p̃, y β(0) = p̃ = β(1),
concluimos que [π(β)] = e y por lo tanto, π(β) es contráctil. Levantando
una homotoṕıa entre π(β) y el punto p a M̃ con punto base p̃, consegui-
mos una homotoṕıa entre β y el punto p̃, o sea, β es contrátil también.
Como este argumento se aplica a cualquier punto base en M , deducimos
que M̃ es simplemente conexo.

Para demostrar el item (3) del teorema, basta observar que la pro-
piedad de levantamiento de curvas permite construir un homeomorfismo
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entre cualquier recubrimiento de M que sea simplemente conexo y el
espacio M̃ (ejercicio).

Ejemplos:

1) El recubrimiento universal del ćırculo es la recta real, el grupo fun-
damental πp1(S1) es isomorfo a Z para todo punto base p. Esto se puede
verificar a partir de la aplicación de recubrimiento sobre S1 construida
en la Sección 1: las preimágenes de e0 ∈ S1 son los números enteros. El
grupo fundamental de S1 es de gran importancia en topoloǵıa, está es-
trechamente relacionado a la noción de ı́ndice de curvas y a la teoŕıa de
grado de aplicaciones.

2) El recubrimiento universal del toro T 2 es el plano R2, su grupo
fundamental es isomorfo a Z × Z. Podemos demostrar esta afirmación
usando la aplicación de recubrimiento sobre T 2 de la Sección 1 del pre-
sente caṕıtulo. Las preimágenes de la clase de (0, 0) por la relación de
equivalencia que define T 2 es el conjunto de pares (n,m) de puntos
del plano con coordenadas enteras. Este conjunto es justamente Z× Z.
Construyendo una aplicación de recubrimiento para el toro de revolución
utilizando las coordenadas ciĺıdricas del mismo, se puede demostrar que
un meridiano nunca es homotópico a un paralelo.

Figura 9.3: levantamiento de un par de lazos del toro que generan el
grupo fundamental

3) El recubrimiento universal del espacio proyectivo P (R, n) es la es-
fera Sn, su grupo fundamental es Z2, el grupo ćıclico con dos elementos.
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Definición 9.3.2. Dada una clase de homotoṕıa [γ], la transformación
de recubrimiento T[γ] : M̃ −→ M̃ asociada a [γ] está definida de la
siguiente forma: T[γ](x) es el punto final del levantamiento a partir de
x de una curva cerrada cx : [0, 1] −→M libremente homotópica a γ, tal
que cx(0) = π(x) = cx(1).

Se puede demostrar sin mayores dificultades que T[γ](x) no depende
de la curva cx en la clase de homotoṕıa libre de γ. El siguiente resultado
ilustra algunas propiedades relevantes del conjunto de las transforma-
ciones de recubrimiento que usaremos con frecuencia en los próximos
caṕıtulos. Denotaremos πp1(M) por π1(M), ya que todos los enunciados
son válidos para todos los grupos fundamentales con punto base.

Proposition 9.3.1. 1. T[γ] ◦ T[β] = T[γ]∗[β], para todo par [γ], [β] ∈
π1(M). Por lo tanto, el conjunto T (M) de transformaciones de
recubrimiento es un grupo.

2. La correspondencia Ψ : π1(M) −→ T (M) dada por Ψ([γ]) = T[γ]

es un isomorfismo de grupos.

3. M es difeomorfa al espacio cociente obtenido a partir de M̃ apli-
cando la siguiente relación de equivalencia: dos puntos x, y ∈ M̃
son equivalentes si y solo si existe una transformación de recubri-
miento T[γ] tal que T[γ](x) = y.

4. La acción del grupo T (M) en M̃ es propiamente discontinua, o
sea, dado un subconjunto compacto K ⊂ M̃ el número de trans-
formaciones T ∈ T (M) con la propiedad T (K) ∩K 6= ∅ es finito.
En particular, el grupo T (M) es discreto.

5. Existe un subconjunto cerrado conexo D ⊂ M̃ con la siguientes
propiedades:

D contiene por lo menos una preimagen de todo punto de M
por la aplicación de recubrimiento universal.

El interior de D contiene apenas una preimagen de cada pun-
to en π(D) ⊂M .

Este conjunto se llama dominio fundamental de M .

6. Si M es compacta, entonces D es compacto.
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7. Dada una tranformación T[γ] de recubrimiento, se tiene que el in-
terior de T[γ](D) ∩D es o vaćıo o coincide con el interior de D.

8. La unión en [γ] ∈ π1(M) de los conjuntos T[γ](D) es M̃ .

La demostración de la Proposición 9.3.1 es un buen ejercicio que de-
jamos al lector. Su importancia reside en que nos da un punto de vista
”dinámico” sobre el grupo fundamental: cada clase de homotoṕıa se
representa como una transformación de M̃ . De hecho, en la literatura
sobre el tema, se identifican con bastante frecuencia π1(M) y T (M), y
la palabra representación”tiene un significado bien preciso en teoŕıa al-
gebraica de grupos: una representación de un grupo G en otro H es un
epimorfismo entre G y un subgrupo de H.

El dominio fundamental D es un objeto importante de la teoŕıa de los
espacios de recubrimiento. Se puede interpretar como el ”mejor”subconjunto
de M̃ que representa M . De hecho, la identificación definida en el item
(3) de la proposición anterior aplicada a D es difeomorfa a M .

Definición 9.3.3. Dada una variedad Riemanniana (M, g), sea g̃ la
métrica Riemanniana en M̃ definida por g̃p̃(v, w) = gπ(p̃)(dπ(v), dπ(w)),

donde π : M̃ −→M es la aplicación de recubrimiento, v, w ∈ Tp̃M̃ .

Esta métrica Riemanniana es llamada en general el pullback de la
métrica g por la aplicación de recubrimiento. En realidad es un ejercicio
sencillo (a esta altura debeŕıa serlo ..) demostrar que g̃ provee de hecho
una métrica Riemanniana en M̃ . La razón por la cual esto es cierto
es porque M̃ y M son localmente difeomorfos (π es un difeomorfismo
local), y la definición de la métrica g̃ es estrictamente local. Con esta
estructura Riemanniana para M̃ deducimos lo siguiente:

Lema 9.3.2. Las transformaciones de recubrimiento son isometŕıas de
la variedad Riemanniana (M̃, g̃).

Ejemplos:

1) Las translaciones T(m,n)(x, y) = (x+m, y+n) son isometŕıas de to-
da métrica Riemanniana definida en el toro T 2 obtenido (como variedad
diferenciable) como cociente del plano por la acción de dicho grupo de
translaciones. Es claro que el toro puede admitir muchas métricas Rie-
mannianas, todas ellas inducen métricas en el plano R2 que tienen un
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grupo discreto de isometrás que son translaciones. Ojo que no todas las
translaciones son isometŕıas de cualquier métrica en el plano obtenida
como pullback de una métrica en el toro, la única métrica en R2 cu-
yas isometŕıas incluyen todas las translaciones Euclidianas es la métrica
Euclidiana.

2) Los grupos fundamentales de superficies compactas de género ma-
yor o igual a dos son isomorfos a subgrupos discretos de las llamadas
transformaciones de Moebius del plano hiperbólico. Como en el caso an-
terior, aplicando un difeomorfismo a una superficie como esta podemos
suponer sin pérdida de generalidad que el grupo fundamental es de hecho
un subgrupo de transformaciones de Moebius. Estas son las conocidas
isometŕıas del espacio hiperbólico que preservan orientación.

Los próximos caṕıtulos será dedicados a estudiar la relación que existe
entre el grupo fundamental y las geodésicas minimizantes globales.
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Caṕıtulo 10

Minimizantes globales y
clases de homotoṕıa en
superficies

Las geodésicas que tienen propiedades minimizantes globales tienen
una estrecha relación con la topoloǵıa de una variedad M cuyo grupo
fundamental no es simplemente la identidad. El objetivo del caṕıtulo es
presentar de forma detallada algunos de los principales resultados sobre
este tema. Comenzamos por el famoso teorema atribuido a Cartan [4],
resultado en el que también se reconoce la contribución de Birkhoff,
sobre la existencia de geodésicas cerradas en cada clase de homotoṕıa
no trivial de una variedad compacta cuya longitud es mı́nima en dicha
clase. Luego, nos concentraremos en el caso de superficies compactas,
donde se puede probar que dicha geodésica cerrada γ que minimiza la
longitud de arco en su clase [γ] tiene la propiedad especial siguiente:
todo levantamiento de γ a (M̃, g̃) es una geodésica minimizante global.

10.1. Teorema de Cartan

En esta sección demostramos el siguiente resultado:

Teorema 10.1.1. Sea (M, g) una variedad Riemanniana compacta de
clase C∞. Entonces dada una clase de homotoṕıa libre a ∈ G(M) no
trivial existe una geodésica cerrada diferenciable γ cuya longitud es la

95
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mı́nima posible en el conjunto de las curvas cerradas con la misma clase.

La demostración de este teorema aplica la siguiente observación que
será de extrema importancia en todo lo que resta del texto.

Definición 10.1.1. Sea (M, g) una variedad Riemanniana completa
C∞. Una vecindad abierta conexa V donde toda geodésica es minimi-
zante se denomina vecindad normal.

La existencia de vecindades normales en torno a un punto cualquiera
de M es consecuencia del teorema 8.3.1.

Lema 10.1.1. Sea (M, g) variedad Riemanniana completa C∞. Sea V
una vecindad normal. Sean x, y, z tres puntos diferentes en V , y sean
[x, y], [y, z], [x, z] las únicas geodésicas en V que unen x a y, y a z, x
a z. Entonces las longitudes de dichas geodésicas cumplen la siguiente
propiedad:

lg([x, y]) ≤ lg([x, z]) + lg([z, y])

donde hay igualdad si y solo si los tres puntos están sobre una única
geodésica de V .

Demostración. La demostración es consecuencia directa del hecho que
en V las geodésicas son minimizantes, por lo que sus longitudes son dis-
tancias. Aplicando la desigualdad triangular de las distancias obtenemos
la desigualdad entre las longitudes. La igualdad se verifica solo si los tres
puntos están sobre una única geodésica diferenciable. Si no, se tendŕıa
que la distancia entre dos determinados puntos de la vecindad normal
V correspondeŕıa a la longitud de una geodésica ”quebrada.o no diferen-
ciable formada por la unión de dos geodésicas concurrentes que forman
ángulo no nulo en su punto de intersección. Esto contradice el corolario
8.2.1: toda curva rectificable que sea un punto cŕıtico de la longitud de
variaciones propias es una curva diferenciable solución de una ecuación
diferencial de orden 2.

Demostración del teorema de Cartan.

Sea a una clase de homotoṕıa libre no trivial de M , y sea Ta la trans-
formación de recubrimiento asociada a la clase a. La compacidad de M
y la continuidad de Ta implican que existe un punto p̃ ∈ M̃ donde la
función

f(x) = d(x, Ta(x))
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alcanza un mı́nimo absoluto. Esta función se conoce como el desplaza-
miento de la transformación Ta. Sea p̃0 = Ta(p̃), el cual es diferente a
p̃ porque a es una clase no trivial. Sea γ = [p̃, p̃0] una geodésica mi-
nimizante en (M̃, g̃) que une los puntos p̃ y p̃0. Dicha geodésica exis-
te por el teorema de Hopf-Rinow: la variedad (M̃, M̃) es completa si
(M, g) es compacta. Parametricemos γ : [0, l] −→ M̃ por longitud de
arco. Si π : M̃ −→ M es la aplicación de recubrimiento, la curva π(γ)
es una geodésica de (M, g) que define un lazo, una curva cerrada en
π(γ(0)) = π(γ(l)) = p = π(p̃). Sea V una vecindad normal de p, que
podemos suponer que sea una bola de radio ε > 0 pequeño centrada en
p. Si los vectores tangentes de π(γ), dπ(γ′(0)) y dπ(γ′(l)) no coinciden,
entonces la intersección de π(γ) con V tiene al menos una componente
conexa formada por la unión de dos geodésicas concurrentes en el punto
p que forman una geodésica quebrada, diferenciable por partes. Sean
π(γ(ε)), π(γ(l − ε)) los puntos de intersección de dicha componente co-
nexa de π(γ) con la frontera de la bola V . Por el lema 10.1.1 existe una
geodésica β = [π(γ(ε)), π(γ(l− ε))] dentro de V minimizante, con longi-
tud estrictamente menor que la suma de las longitudes de [p, π(γ(ε))] y
[p, π(γ(l − ε))]. Consideremos la curva cerrada

Γ = β
⋃
π(γ[ε, l − ε]).

Figura 10.1: Un lazo más corto tomando un ”atajo”

Afirmación: Γ y π(γ) son homotópicas.

Esto es relativamente fácil de demostrar porque la diferencia simétrica
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entre las dos curvas es una curva cerrada que está contenida en una bola,
V , que es simplemente conexa, a saber, la curva

β
⋃

[p, π(γ(ε))]
⋃

[p, π(γ(l − ε))].

Por lo tanto, existe una homotoṕıa que deforma β en [p, π(γ(ε))] ∪
[p, π(γ(l− ε))] dentro de V manteniendo el resto de Γ y π(γ) invariable.
Esta deformación es una homotoṕıa entre Γ y π(γ).

Observemos que la longitud de Γ es estrictamente menor que la longi-
tud de π(γ), por lo que el levantamiento de Γ a partir de una preimagen
x̃ por π de cualquier punto x ∈ Γ será una curva más corta que γ. Pero
ésto implica que el desplazamiento de x̃, d(x̃, Ta(x̃)), es menor que el
desplazamiento de p̃, porque Ta(x̃) es el punto final del levantamiento
de Γ. Esto contradice el hecho que d(p̃, Ta(p̃)) fuera el mı́nimo despla-
zamiento posible de Ta, e implica que los vectores tangentes de π(γ)
en p, dπ(γ′(0)) y dπ(γ′(l)), deben coincidir. De esta forma, π(γ) es una
geodésica cerrada diferenciable con clase de homotoṕıa libre a como
queŕıamos probar.

10.2. La topoloǵıa de los espacios de dimensión
2: Teorema de Jordan

En esta sección analizamos el comportamiento de geodésicas cerradas
que minimizan longitud en su clase de homotoṕıa libre. La dimensión
baja (dos) tiene impacto importante en la topoloǵıa y geometŕıa global
de dichas curvas.

El primer resultado fundamental sobre la topoloǵıa del plano que ne-
cesitaremos es una especie de versión simplificada del famoso teorema
de Jordan. Recordemos que una curva continua simple C en una va-
riedad M es una curva que admite una parametrización de la forma
c : S1 −→ M donde c es biyección sobre su imagen. O sea, una curva
simple es una curva que no tiene auto-intersecciones.

Teorema 10.2.1. El complemento de toda curva continua simple cerra-
da C del plano consiste en dos componentes conexas disjuntas.

La versión simplificada que aplicaremos en el texto es la siguiente.
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Lema 10.2.1. Sea L una recta en R2 y C una curva simple en R2 con-
tenida en una vecindad tubular de la recta L de radio A > 0 para algún
A. Entonces el complemento de C separa el plano en dos componentes
conexas disjuntas.

Demostración. En realidad esta afirmación puede ser deducida a partir
de una versión del teorema de Jordan para la esfera S2 vista como la
compactificación del plano. Sin embargo, demostrar que el complemento
de una recta en el plano tiene dos componentes conexas es un ejercicio
de cálculo. Y si una curva C simple en el plano está a distancia A de una
recta es posible demostrar lo mismo (ejercicio) sin aplicar el teorema de
Jordan.

10.3. Primera aplicación del teorema de Jor-
dan: ejes de transformaciones de recubri-
miento

Para comenzar, fijemos la siguiente notación: dada una curva cerrada
γ : S1 −→ M , definamos por γn : S1 −→ M la curva cerrada dada por
γn(t) = γ(2π(n t

2π − [[n t
2π ]])), donde [[a]] es la parte entera de a. Esta es

una forma de parametrizar γ de forma que sea recorrida totalmente n
veces por la parametrización.

Observemos que un levantamiento γ̃ : [0, 2π] −→ M̃ de una curva ce-
rrada γ : S1 −→M diferenciable se puede extender a una curva definida
en todo R: basta continuar el levantamiento de la curva a partir del pun-
to γ̃(k2π) para obtener una curva diferenciable definida en [0, (k+1)2π],
donde k ∈ Z. Para no sobrecargar la notación, llamaremos a esta curva
γ̃ también. Cuando convenga parametrizar uan curva cerrada diferen-
ciable γ por longitud de arco, el dominio S1 para la parametrización no
será siempre adecuado. En este caso parametrizamos γ : [0, l] −→ M ,
donde l > 0 es el menor peŕıodo positivo de γ, ‖ γ′(t) ‖= 1 para todo t,
y γ(0) = γ(l), γ′(0) = γ′(l).

Lema 10.3.1. El levantamiento γ̃ : R −→ M̃ de una geodésica cerra-
da con longitud mı́nima en su clase de homotoṕıa tiene las siguientes
propiedades:

1. Si T[γ] es la transformación de recubrimiento asociada a la clase
[γ], se tiene que T[γ](γ̃(t)) = γ̃(t+ l), donde l es el peŕıodo de γ.
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2. γ̃ es una curva simple.

Demostración. Observemos que dado p̃ ∈ π−1(γ(0)) ∈ M̃ , el levanta-
miento γ̃ de γ con γ̃(0) = p̃ es tal que π(γ̃(nl)) = p para todo n ∈ Z.
Por lo que la definición de T[γ] implica que Tn[γ](γ̃(0) = γ̃(nl) para todo

n ∈ Z. Tomando como punto base γ̃(t) donde t ∈ [0, l] la conclusión es la
misma: la curva β̃(s) = γ̃(t+ s) es un levantamiento de la curva cerrada
β(s) = γ(t + s), s ∈ [0, l], que es libremente homotópica a γ y con el
mismo peŕıo do mı́nimo l. Por lo tanto,

Tn[γ](β̃(0) = β̃(nl)

para todo n ∈ Z y siendo t arbitrario, deducimos que Tn[γ](γ̃(t) = γ̃(t+nl)

para todo t y n. Esto finaliza la demostración del item (1).
Para demostrar el item (2) notemos primero que γ no contiene lazos

cerrados contráctiles. Porque si fuera el caso, seŕıa posible eliminar el
lazo y definir una nueva curva cerrada homotópica a γ con evidentemente
menor longitud.

Ahora, sea γ̃(t) un levantamiento de γ a partir de p̃ ∈ π−1(γ(0)). Como
el número de autointersecciones de una geodésica es finito, debe existir
un primer t0 > 0 tal que γ̃(t0) = γ̃(s0), donde s0 < t0 y γ̃′(t0) 6= γ̃′(s0).
La curva γ̃[s0, t0] es un lazo cerrado en M̃ cuya imagen por la aplicación
de recubrimiento π es un subconjunto de γ. Pero recordemos que todo
lazo cerrado en M̃ tiene como imagen por π una curva cerrada contráctil.
Aśı, t0 no puede existir y γ̃ debe ser una curva sin autointersecciones, o
sea, una curva simple.

Para simplificar nuestra exposición en lo que resta del caṕıtulo asu-
miremos que nuestra superficie es el toro T 2. Los resultados que demos-
traremos en la seccíıon son en realidad válidos para toda superficie com-
pacta orientable, sin embargo, los argumentos para superficies diferentes
del toro exigen un conocimiento mayor de la teoŕıa de la clasificacíıon
de superficies que no pretendemos abordar con profundidad. Al final del
caṕıtulo comentaremos brevemente en un apéndice cómo extender los
resultados principales a una superficie orientable compacta cualquiera.

Definición 10.3.1. Dada una clase de homotoṕıa [γ], toda geodésica
minimizante global α ⊂ M̃ tal que T[γ](α) = α es llamada eje de la
transformación de recubrimiento T[γ].
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Observemos que el lema 10.3.1 garantiza que levantamientos de geodési-
cas cerradas que minimizan longitud en su clase de homotoṕıa son pre-
servados por transformaciones de recubrimiento. Sin embargo, ésto no
basta para afirmar que dichas geodésicas son ejes, debemos demostrar
que son minimizantes globales.

Teorema 10.3.1. Sea a ∈ G(T 2) una clase de homotoṕıa libre no tri-
vial. Entonces, si γ es una geodésica cerrada cuya longitud es el mı́mo
de las longitudes de las curvas cerradas en su clase, la curva γn es la
geodésica cerrada que minimiza la longitud de las curvas cerradas en la
clase an, donde an es la n-ésima potencia de a con respecto a la opera-
ción del grupo G(T 2).

Demostración. Dado n > 1 sea β ⊂ T 2 la geodésica cerrada cuya longi-
tud minimiza la longitud en la clase de homotoṕıa libre [γ]n. Supongamos
que

γ : [0, l] −→ T 2 y β : [0, ln] −→ T 2

están parametrizadas por longitud de arco, y que γ(0) = β(0) = γ(l) =
β(ln). De esta forma, la longitud mı́nima en la clase de γ es l, y la
longitud mı́nima en la clase de β es ln. Si γ y β son geodésicas diferentes,
podemos suponer que n > 0 es el menor entero tal que ésto sucede.
De esta forma, sus vectores tangentes iniciales γ′(0), β′(0) deben ser

distintos. Escoger un punto p̃ ∈ T̃ 2 tal que π(p̃) = p = γ(0), y levantemos

γ y β a partir de p̃. Llamemos γ̃ : R −→ M̃ , β̃ : R −→ T̃ 2 los respectivos
levantamientos, con γ̃(0) = β̃(0) = p̃.

Como la clase [β] es [γ]n, se tiene que los puntos finales de los levan-
tamientos de γn : [0, nl] −→ M y β : [0, ln] −→ M son los mismos, o
sea, γ̃(nl) = β̃(ln). El mismo argumento demuestra que

γ̃(knl) = β̃(kln)

para todo k ∈ Z. Por el lema 10.3.1, las curvas γ̃ y β̃ son curvas simples.

En nuestro modelo del toro T 2 el recubrimiento universal T̃ 2 es el
plano, las transformaciones de recubrimiento son las translaciones Tk,m,
k,m ∈ Z, donde Tk,m(x, y) = (x + k, y + m), y por lo tanto existe una
translación T = Tk0,m0 tal que

1. γ̃(t+ kl) = T k(γ̃(t)) para todo t ∈ [0, l], para todo k ∈ Z.
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2. β̃(t+mln) = Tmn(β̃(t)) para todo t ∈ [0, ln], para todo m ∈ Z.

Dicha translación T representa la clase de homotoṕıa de γ. Aśı, existe
una recta L en R2 y existe una constante Q > 0 tales que

1. Los puntos γ̃(kl), β̃(mln) pertenecen a la recta L para todo k,m ∈
Z.

2. La distancia entre las curvas γ̃, β̃ y la recta L es menor o igual a
Q.

Debido al lema 10.2.1, la curva γ̃ separa el plano en dos componentes
conexas disjuntas R+, R−. Digamos que, escogiendo una orientación
para la curva γ̃, R+ está en la parte ”superior” de la curva y R− está en
la parte ”inferior” de la curva (ver figura).

R+

R-

Figura 10.2: Partición del plano en dos regiones según la orientación de
la curva

Como β̃′(0) es transversal a γ̃′(0), la curva β̃ atravieza de una de las
regiones anteriores hacia la otra, o sea, existe ε > 0 tal que

1. β̃(t) está en R− para t ∈ (−ε, 0) y β̃(t) está en R+ para t ∈ (0, ε),

2. O β̃(t) está en R+ para t ∈ (−ε, 0) y β̃(t) está en R− para t ∈ (0, ε).

Podemos suponer sin perder generalidad que la primera posibilidad
se verifica. Como las curvas γ̃ y β̃ son preservadas por las potencias de
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la translación T , que son isometŕıas de (R2, g̃) y del plano euclidiano,
tenemos que R+, R− también son preservadas por T y además

β̃(t+ kln) ∈ R−

para t ∈ (−ε, 0) y
β̃(t+ kln)

está en R+ para t ∈ (0, ε). Es decir, la curva β̃ atravieza γ̃ en los puntos
γ̃(knl) = β̃(kln) con la misma orientación.

Afirmación: Existe un punto s ∈ (0, ln) tal que β̃(s) ∈ γ̃.

En efecto, como β̃(t) está en R+ para t positivo pequeño, sea s ∈ (0, ln)
el supremo (positivo) de los valores para los cuales β̃(t) ∈ R+ para
todo t ∈ (0, s). Como β̃(t + ln) ∈ R− para t ∈ (−ε, 0), el valor de s es
estrictamente menor que ln. Por ser β̃ : [), ln] −→ M̃ una curva compacta
continua, este supremo corresponde a un punto de intersección entre las
curvas β̃ y γ̃.

El punto β̃(s) coincide con un punto γ̃(ρ) donde ρ ∈ (kl, (k + 1)l),
donde 0 < k ≤ n− 1

Afirmación: Existe una curva cerrada en la clase de homotoṕıa [γ]k+1

que tiene menor longitud que γk+1. Es más, si k + 1 = n, dicha curva
tiene menor longitud que β.

Para demostrar la afirmación, usaremos el Teorema 8.3.1 en una bola
normal Br(γ̃(ρ)) con radio r > 0 suficientemente pequeño. Como los
vectores β̃′(s) y γ̃′(ρ) son transversales, podemos conectar β̃(s − r) y
γ̃(ρ + r) con una única geodésica minimizante local c. La longitud de
c es estrictamente menor que 2r, que es la suma de las longitudes de
β̃[s− r, s] y γ̃([ρ, ρ+ r]), debido al corolario 8.2.1. Aśı, es fácil verificar
que la curva

Γ = β̃([0, s− r]) ∪ c ∪ γ̃([ρ+ r, (k + 1)l])

cuya clase de homotoṕıa es [γ]k+1, tiene menor longitud que γk+1. Si
k + 1 = n, el punto final de la curva Γ es γ̃(nl) = β̃(ln), y por lo tanto,
Γ tendŕıa menor longitud que β.

La afirmación anterior nos muestra que k+ 1 tiene que ser menor que
n, pues al ser iguales las curvas π(Γ) y π( ˜beta) = β tienen la misma clase
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de homotoṕıa en M y β fue escogida como la curva de menor longitud
en su clase de homotoṕıa.

Por otro lado, si k+ 1 < n entonces existe una potencia de la clase [γ]
menor que n donde la curva γn no minimiza la longitud de las curvas
cerradas en la clase. Como n fue escogido como el mı́nimo de estos
números, y para n = 1 γ minimiza la longitud en su clase, obtenemos una
contradicción. La contradicción surge al suponer que β′(0) es transversal
a γ′(0), por lo que β′(0) = γ′(0) y en este caso ambas geodésicas deben
coincidir.

Concluimos entonces que γn minimiza la longitud de las curvas ce-
rradas en su clase para todo n ∈ N, argumento análogo se aplica para
n < 0, lo que prueba el teorema.

Corollary 10.3.1. Un levantamiento γ̃ de una geodésica cerrada γ cuya
longitud es mı́nima en su clase de homotóıa es una geodésica minimi-
zante global. En particular, toda transformación de recubrimiento posee
ejes.

Demostración. Sea γ una geodésica cerrada de peŕıodo l > 0 que mini-
miza la longitud en su clase, y sea γ̃ un levantamiento de la misma en
T̃ 2. Por el teorema anterior, la longitud de γ̃[−nl, nl] es la menor posible

entre las longitudes de las curvas en T̃ 2 que unen γ̃(−nl) y γ̃(nl) para
todo n ∈ N. Esto garantiza que γ̃[a, b] es la curva más corta entre las
curvas que unen γ̃(a) y γ̃(b) para todo −nl ≤ a ≤ b ≤ nl. Como n es
cualquier natural, concluimos que γ̃ debe ser minimizante global.

Llamamos la atención sobre la importancia del Corolario 10.3.1: el
mismo mejora substancialmente el teorema de Hopf-Rinow que garantiza
la existencia de minimizantes globales en M̃ . El corolario 10.3.1 nos dice
que existen muchas minimizantes globales, al menos una por cada clase
de homotoṕıa libre de M .

10.4. Apéndice: como generalizar los resultados
anteriores a superficies compactas orien-
tables

El objetivo de esta sección es explicar en ĺıneas generales como se ex-
tienden los resultados de las secciones anteriores a una superficie compac-
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ta, conexa, orientable cualquiera. La geometŕıa del espacio hiperbólico y
el teorema de clasificación de superficies compactas serán esenciales en
la exposición.

La topoloǵıa del plano interviene de forma fundamental en la argu-
mentación del cap’ıtulo a partir del teorema 10.3.1: la versión simplifica-
da del teorema de Jordan para curvas simples del plano que se encuen-
tran en alguna vecindad tubular de una recta es ingrediente indispensa-
ble de su demostración.

Sabemos en el caso del toro que dichos levantamientos están en vecin-
dades tubulares de rectas en el plano porque conocemos el recubrimiento
universal del toro: el plano R2, y su grupo fundamental que se identi-
fica con un subgrupo de translaciones isomorfo a Z × Z. Esta informa-
ción sobre el recubrimiento fundamental no es puramente topológica, las
translaciones son isometŕıas de la geometŕıa Euclidiana y las rectas son,
además de geodésicas del plano Euclidiano, preservadas por las transla-
ciones y representantes de las clases de homotoṕıa libre del toro (cuando
pasan por puntos de coordenadas racionales en el plano).

En el caso de una superficie compacta orientable cualquiera, el grupo
fundamental no es más isomorfo a un grupo de translaciones Euclidianas.
El plano Euclidiano no es entonces un buen ”candidato” a recubrimien-
to ”geométrico” de la superficie. En la literatura sobre clasificación de
variedades, se dice que la variedad admite una estructura geométrica
sobre un espacio homogéneo G si la variedad es difeomorfa al cociente
de G por un subgrupo discreto de isometŕıas de G. El toro es un ejem-
plo, admite una estructura geométrica sobre el espacio Euclidiano. El
teorema de clasificación de las superficies compactas nos dice que to-
da superficie conexa, compacta orientable es difeomorfa a la esfera, al
toro, o al cociente del plano hiperbólico por un subgrupo discreto de iso-
metŕıas hiperbólicas. Es decir, superficies compactas orientables siempre
admitem estructuras geométricas sobre espacios homogéneos.

Aśı que dada una superficie compacta S conexa orientable con grupo
fundamental no trivial y no isomorfo a Z × Z, se tiene que π1(S) es
isomorfo a un subgrupo discreto de isometŕıas hiperbólicas. No es dificil
probar que toda isometŕıa hiperbólica T en π1(S) tiene un eje hiperbóli-
co, una geodésica hiperbólica que es preservada por dicha isometŕıa. La
imagen por la aplicación de recubrimiento de tal eje es una curva en
S que representa una clase de homotoṕıa libre [γ], y por lo tanto, el
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levantamiento en el espacio hiperbólico de una geodésica cerrada γ de
(S, g) que minimiza longitud en su clase estará en una vecindad tubular
hiperbólica del eje hiperbólico de T .

Finalmente, recordemos que las geodésicas hiperbólicas son ćırculos
y rectas perpendiculares al eje coordenado y = 0 en el modelo del se-
miplano superior H2. Es más, existe un modelo del espacio hiperbólico
llamado el disco de Poincaré D, que se obtiene como imagen isométri-
ca de H2 por una aplicación que lleva el semiplano superior al disco
unitario, a saber

T (z) =
z − i
z + i

,

donde z = (x, y) es la representación compleja del punto (x, y). Las
geodésicas en este modelo son ćırculos perpendiculares al borde del disco
unitario y rectas por el origen.

Figura 10.3: Vecindad tubular hiperbólica de una geodésica recta del
disco de Poincaré

Como existe una isometŕıa hiperbólica que transforma toda geodésica
hiperbólica en la recta vertical x = 0, se tiene que toda geodésica hi-
perbólica en el disco de Poincaré se transforma en una recta por el origen
aplicando alguna isometŕıa. Por lo tanto, si el levantamiento γ̃ de una
geodésica cerrada de (S, g) en D está en la vecindad tubular hiperbólica
de una geodésica hiperbólica de D, podemos aplicarle una isometŕıa y
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llevarla a una curva que está en una vecindad tubular hiperbólica de una
recta en el disco.

El énfasis en la distinción de la vecindad como hiperbólica se debe jus-
tamente al hecho que una vecidad tubular hiperbólica no es una vecindad
tubular euclidiana. Se puede demostrar que si una geodésica hiperbólica
β ⊂ D tiene extremos a, b en la frontera de D, entonces la vecindad tubu-
lar Vr(β) de radio r de β es una región de D que contiene β, difeomorfa
a un cilindro, y cuya frontera está formada por dos arcos de ćırculo que
pasan por a, b con curvaturas hiperbólicas constantes (la constante es la
misma para ambos ćırculos y depende de r).

Esta configuración de las vecindades tubulares de geodésicas hiperbóli-
cas permite aplicar el teorema de Jordan a γ̃: considerando la compactifi-
cación de D obtenemos una curva ”compactificada” de γ̃ que es cerrada,
simple, en la compactificación S2. Con el teorema de Jordan para levan-
tamientos simples de geodésicas de la superficie (S, g) podemos extender
la demostración del teorema 10.3.1 a cualquier superficie compacta co-
nexa orientable.
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Caṕıtulo 11

Geodésicas minimizantes
globales en el toro

Dedicaremos la última parte del texto al estudio de geodésicas mi-
nimizantes globales de una métrica Riemanniana en el toro T 2. Con
excepción de los enunciados de la primera sección, los resultados del
presente caṕıtulo no se extienden a otras superficies.

Durante todo el caṕıtulo consideraremos una estructura Riemanniana
(T 2, g) de clase C∞, donde T 2 será el espacio cociente del plano R2 por
la acción del grupo de translaciones generado por T1(x, y) = (x + 1, y),
T2(x, y) = (x, y + 1). Cada cuadrado de la forma [n, n + 1] × [k, k + 1]
en R2, donde n, k ∈ Z, es un dominio fundamental. Notemos que el
recubrimiento universal es cubierto por la unión de las imágenes de un
dominio fundamental fijo: [n, n+1]×[k, k+1] es la imagen de [0, 1]×[0, 1]
por la translación Tn1 ◦T k2 . Esto nos da una noción dinámica de la acción
del grupo fundamental en el recubrimiento universal, la ”órbita” de un
dominio fundamental por la acción del grupo cubre el recubrimiento.
Esto es cierto en todas las variedades Riemannianas conexas completas.
Emplearemos esta idea con frecuencia en la argumentación del caṕıtulo.

El toro T 2 hereda del plano Euclidiano una métrica ”Euclidiana”
(T 2, g0), obtenida simplemente como

g0(v, w)p =< dπ−1(v), dπ−1(w) >π−1(p)

donde π : R2 −→ T 2 es la aplicación de recubrimiento (que es localmente
un difeomorfismo), p ∈ T 2, v, w ∈ TpT 2, <,> el producto interno Eu-
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clidiano. Notemos que a pesar de que π−1(p) tiene infinitos elementos,
el producto interno del lado derecho de la ecuación está bien definido
porque el producto interno Euclidiano no depende de π−1(p).

Los levantamientos de las geodésicas de (T 2, g0) en R2, g̃0) son todos
rectas, por lo tanto minimizantes globales.

Una recta L en R2 que tiene inclinación racional m
n n,m ∈ Z, es un

eje de la translación Tn1 ◦Tm2 para la métrica (T 2, g0). Como cada trans-
lación del grupo fundamental representa una clase libre de homotoṕıa,
ya clasificamos todos los ejes de R2, g̃0) que representan una determi-
nada clase. El objetivo del caṕıtulo es demostrar el siguiente resultado
sorprendente de Hedlund [7].

Teorema 11.0.1. Sea (T 2, g) una estructura Riemanniana C∞ en el
toro. Sea (R2, g̃) el levantamiento de la estructura del toro a su recu-
brimiento universal. Entonces existe una constante H > 0 tal que toda
geodésica minimizante global de (R2, g̃) se encuentra en la vecindad tu-
bular de radio H de alguna recta del plano.

Es decir, las minimizantes globales de cualquier métrica Riemannia-
na en el plano inducida por una métrica en el toro se comportan como
rectas a grosso modo. La demostración tiene varias etapas que desarro-
llaremos en las próximas secciones.

11.1. Intersecciones entre minimizantes globa-
les

Dos rectas en el plano que se intersectan o coinciden, o se encuentran
en un único punto. Dos geodésicas hiperbólicas o son disjuntas o se in-
tersectan en un único punto. Tanto en el plano Euclidiano como en el
plano hiperbólico las geodésicas son minimizantes globales. Cabe enton-
ces la pregunta: minimizantes globales tienen propiedades análogas de
intersección? El objetivo de la sección es responder esta pregunta.

En la sección usaremos la notación [x, y] para designar la única geodési-
ca minimizante con extremos x, y cada vez que x, y estén en una vecindad
normal V (p) de un punto p ∈M .

Lema 11.1.1. Sea (M, g) una variedad Riemanniana C∞ completa y
γ : R −→ M , β : R −→ M dos geodésicas minimizantes globales para-
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metrizadas por longitud de arco. Entonces γ y β se intersectan en un
único punto o no se intersectan.

Demostración. La demostración es una aplicación más del teorema 8.3.1
y el corolario 8.2.1. Suponer que γ(0) = β(0) y que γ′(0) es transversal a
β′(0). Si existiera otro punto de intersección entre ellas, digamos γ(r) =
β(r′), r > 0, tendŕıamos que r = r′ porque ambas son minimizantes y r,
r′ son parámetros de longitud de arco que satisfacen

r = d(γ(0), γ(r)) = d(β(0), β(r′)) = r′.

Sea p = γ(0) y considerar una bola normal Bρ(p) donde toda geodésica
[x, y] con extremos x, y ∈ Bρ(p) es única y contenida en Bρ(p). Definir
la curva

Γ = [γ(−ρ), β(ρ)] ∪ β[ρ, r].

Es una unión de geodésicas que conecta los puntos γ(−ρ) y β(r) = γ(r),
que tiene longitud estrictamente menor que ρ+r, la longitud de γ[−ρ, r].
Porque la longitud de [γ(−ρ), β(ρ)] es estrictamente menor que 2ρ, la
longitud de la geodésica ”quebrada” γ[−ρ, 0] ∪ β[0, ρ], que no puede ser
la de menor longitud entre las curvas que unen γ(−ρ) y β(ρ) por el
corolario 8.2.1. Aśı,

lg(Γ) = lg([γ(−ρ), β(ρ)]) + lg(β[ρ, r]) < 2ρ+ r − ρ = r + ρ.

p

( )

( )

Figura 11.1: Atajo entre las geodésicas γ y β

Sin embargo, la longitud de γ[−ρ, r] es ρ+ r porque γ es minimizante
global. Esto nos lleva a una contradicción porque Γ tiene los mismos
extremos que γ y tiene menor longitud. La contradicción proviene de
suponer que γ′(0) es transversal a β′(0) y que por lo tanto, existe un
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”atajo” entre γ(−ρ) y β(ρ) que no pasa ni por γ ni por β. Concluimos
que el conjunto de puntos de intersección entre γ y β consiste en un
único punto.

El lema anterior en realidad se puede mejorar. No solo dos minimi-
zantes globales no se pueden intersectar en más de un punto sino que
no puede haber aproximación asintótica entre dos minimizantes que se
intersectan.

Lema 11.1.2. Sea (M, g) una variedad Riemanniana C∞ completa.
Dados ε > 0, p ∈ M , existe δ = δ(ε, p) > 0 tal que si γ : R −→ M ,
β : R −→ M son dos geodésicas minimizantes globales parametrizadas
por longitud de arco tales que

1. γ(0) = β(0) = p,

2. γ′(0), β′(0) son linealmente independientes y forman un ángulo
mayor o igual a ε,

entonces la distancia d entre dichas geodésicas con respecto a la métrica
g satisface

d(γ(t), β) ≥ δ

para todo t > 1. Además, si M es compacta, δ no depende de p, solo de
ε.

Demostración. La demostración sigue la misma ĺınea de raciocinio de la
demostración del lema anterior. Suponer por contradicción que existen
sucesiones tn, sn → +∞ tal que

d(γ(tn), β(sn)) <
1

n
,

para todo n ∈ N. Sea ρ > 0 el radio de una vecindad normal para p.
Observemos en primer lugar que tn es la distancia entre p y γ(tn), sn es
la distancia entre p y β(sn). Por la desigualdad triangular de la distancia,

tn = d(p, γ(tn)) ≤ d(p, β(sn)) + d(β(sn), γ(tn)) < sn +
1

n
.

De forma análoga se tiene que sn < tn + 1
n . Por lo que | tn − sn |< 1

n .
Considerar la curva Γn formada por subconjuntos de geodésicas
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Γn = [γ(−ρ), β(ρ)] ∪ β[ρ, sn] ∪ [β(sn), γ(tn)].

La longitud de la geodésica [γ(−ρ), β(ρ)] es estrictamente menor que
2ρ. O sea, existe a > 0 tal que lg([γ(−ρ), β(ρ)]) − 2ρ = −a < 0. La
diferencia a depende del ángulo entre γ′(0) y β′(0), y del punto p. Aśı la
longitud de la curva Γn es menor que

(−a+ 2ρ) + (sn − ρ) +
1

n
= (ρ− a) + sn +

1

n
< (ρ− a) + tn + 2

1

n
.

De forma tal que existe un entero n0 grande a partir del cual la longi-
tud de Γn es estrictamente menor que ρ + tn. Sin embargo, la longitud
de γ(−ρ, tn), ρ+ tn, es la la distancia entre γ(−ρ) y γ(tn), y la curva Γn
conecta estos mismos puntos. Siendo una geodésica ”quebrada”, Γn no
podŕıa tener menor longitud que γ[−ρ, tn] dado que γ es por hipótesis
una geodésica minimizante global. Concluimos que las sucesiones tn, sn
no pueden existir y por lo tanto, el ı́nfimo para t > 1 de las distancias
d(γ(t)β(t)) debe ser estrictamente mayor que 0.

Si la variedad es compacta, el número a no depende del punto p ∈M ,
depende apenas del ángulo entre los vectores iniciales de las geodésicas.
Esto se puede verificar a partir de la continuidad de los radios de vecin-
dades normales en M , una consecuencia del corolario 8.2.1 y del lema
8.3.1.

Los resultados de esta sección son lo mejor que se puede afirmar sobre
propiedades de intersección entre geodésicas minimizantes en cualquier
dimensión. Otras preguntas naturales como la divergencia de las distan-
cias entre minimizantes globales que se intersectan (como se verifica en
los planos Euclidiano e hiperbólico) tienen respuestas negativas, inclusi-
ve en el mundo de las superficies.

11.2. Geodésicas cerradas que minimizan longi-
tud en clases de homotoṕıa son simples

A partir de esta sección los resultados del caṕıtulo son espećıficos de
métricas en el toro T 2.
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Teorema 11.2.1. Sea (T 2, g) una estructura Riemanniana C∞ en el
toro. Entonces toda geodésica cerrada γ que minimiza longitud en su
clase de homotoṕıa es una curva simple.

Demostración. Sea γ : S1 −→ T 2 una geodésica de (T 2, g) cuya longitud
es mı́nima en su clase de homotoṕıa [γ]. Por el corolario 10.3.1 sabemos

que todo levantamiento de γ en T̃ 2 = R2 es una geodésica minimizante
global de (R2, g̃).

Suponer que γ tiene puntos de autointersección transversales, o sea,
que existen t1 6= t2 tales que γ(t1) = γ(t2), γ′(t1) y γ′(t2) linealmente
independientes. Supongamos sin perder generalidad que t1 = 0, t1 < t2,
y parametricemos por longitud de arco γ : [0, l] −→ T 2 donde l es el
peŕıodo mı́nimo de γ.

Denotemos por γ1 : [0, t2] −→ T 2 el trecho de γ entre los parámetros
0 y t2, y denotemos por γ2 : [0, l − t2] −→ T 2 el trecho de γ entre los
parámetros t2 y l, con γ2(0) = γ(t2). Las curvas γ1 y γ2 son dos curvas
cerradas en p con clases de homotoṕıa [γ1], [γ2] diferentes de cero, porque
sabemos que γ no contiene lazos contráctiles (Lema 10.3.1).

Sean γ̃i : R −→ R2 i = 1, 2, levantamientos de γi a partir de p̃, donde
π(p̃) = γ(0) = p. Observemos que ambas geodésicas son levantamientos
diferentes de la misma curva γ a partir del mismo punto inicial p̃.

Afirmación: γ̃1(l) = γ̃2(l).

En efecto, el punto γ̃1(t2) es a su vez el punto final del levantamiento
de la curva cerrada en p γ1 : [0, t2] −→ T 2 y por lo tanto corresponde a
la imagen de p̃ por la transformación de recubrimiento T[γ1]. Aśı mismo,
el punto γ̃1(l) es el punto final del levantamiento de γ2 : [0, l− t2] −→ T 2

a partir del punto γ̃(t2) = T[γ1](p̃). Por lo tanto, podemos escribir γ̃1(l)
como

γ̃1(l) = T[γ2] ◦ T[γ1](p̃).

Aplicando el mismo argumento anterior al punto γ̃2(l− t2) obtenemos

γ̃2(l − t2) = T[γ2](p̃),

γ̃2(l) = T[γ1] ◦ T[γ2](p̃).

Ahora, observemos que el grupo fundamental de T 2 es isomorfo a Z×Z
y por lo tanto conmutativo. Esto demuestra la afirmación.
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Figura 11.2: Dos levantamientos diferentes de una geodésica cerrada que
no es simple

La afirmación representa claramente una contradicción, porque las
dos geodésicas γ̃i : R −→ R2, i = 1, 2, son minimizantes globales y no
pueden, por el Lema 11.1.1, tener más de un punto de intersección.

La demostración del Teorema 11.2.1 es un bello ejemplo de la inter-
acción entre la topoloǵıa y la geometŕı de las geodésicas minimizantes:
la conmutatividad del grupo fundamental de T 2 es crucial para el argu-
mento. De hecho, en cualquier superficie compacta con grupo fundamen-
tal no trivial, diferente del toro, la proyección de recubrimiento de una
geodésica minimizante global tiene infinitas autointersecciones (ejemplo:
una superficie obtenida como cociente del plano hiperbólico por la acción
de un grupo discreto de isometŕıas).

Las geodésicas minimizantes de (R2, g̃) que son ejes de transformacio-
nes de recubrimiento tienen esta propiedad especial: no solo son curvas
simples sino sus proyecciones de recubrimiento también lo son. Al fi-
nal del caṕıtulo demostraremos que esta propiedad se extiende a toda
geodésica minimizante global.
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11.3. Ejes son sombreados por rectas

El Teorema 11.2.1 es quiz’as el resultado más importante del caṕıtulo.
Sus reflejos en la geometŕıa global de las minimizantes son fantásticos.

Lema 11.3.1. Sea (T 2, g) una estructura Riemanniana en el toro. Sea
γ̃ : R −→ R2 un eje de una transformación de recubrimiento T[γ]. Sean
x = γ̃(t1), y = γ̃(t2) tales que el segmento de recta Lx,y de extremos
x, y intersecta γ̃([t1, t2]) solamente en x, y. Entonces, la región del plano
limitada por Lx,y y γ̃([t1, t2] no contiene ningún dominio fundamental
de T 2.

Demostración. Sea σ la curva formada por la unión de Lx,y y γ̃([t1, t2].
Dicha curva es simple por las hipótesis, sea Ω la región limitada por la
curva σ. Sea L la recta determinada por los puntos x, y.

Si Ω contiene un dominio fundamental D de T 2 entonces existe una
transformación T de recubrimiento tal que T (γ̃(t2)) ∈ D. La recta T (L)
paralela a L y disjunta de L claramente intersecta D. Los puntos de la
curva T (γ̃([t1, t2]) no intersectan L ya que sus extremos T (γ̃(t1)), T (γ̃(t2))
están en T (L) y cualquier otro punto de T (L) está más lejos de L que
dichos extremos (recordemos que T es una translación).

y

x

L

T(x)

T(y)

T(L)

D

Figura 11.3: Levantamiento de γ que contiene puntos de un dominio
fundamental D contenido en Ω

Sea γ̃(t0) el punto más distante de γ̃([t1, t2]) a la recta L. Si d0 es esta
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distancia, entonces d0 también es la mayor distancia entre los puntos de
Ω y la recta L.

La distancia de T (γ̃(t0)) a T (L) es d0, y como T (L) y L son disjuntas
la distancia de T (γ̃(t0)) a L es mayor que d0. Por lo tanto, T (γ̃(t0)) no
puede pertenecer a Ω, y entonces la curva T (γ̃([t1, t2])) tiene que inter-
sectar el borde de Ω (por el teorema de Jordan). Como todos sus puntos
están a distancia positiva de L se tiene que solo puede intersectar el
borde de Ω atravezando la curva γ̃([t1, t2]) . Pero un punto de intersec-
ctión entre γ̃ y T (γ̃) se proyecta por la aplicación de recubrimiento en
un punto de autointersección de γ. De acuerdo con el teorema 11.2.1, no
existen tales puntos en γ. La contradicción obtenida proviene de suponer
que existe un dominio fundamental D en la región Ω, lo que demuestra
el lema.

Consideremos una recta L del plano, supongamos que L no es vertical.
Sean R+, R− las componentes conexas de R2 − L. Sea F0 el conjunto
de los dominios fundamentales que intersectan L. Son cuadrados de la
forma [n, n + 1] × [k, k + 1] donde n, k ∈ Z. La región U0 formada por
la unión de dichos conjuntos es la clausura de una vecindad abierta de
la recta, cuya frontera esta constituida por una unión de segmentos de
recta. Esta frontera tiene dos componentes conexas, Γ+

0 ⊂ R+, Γ−0 ⊂ R−,
una de cada lado de la recta.

Necesitaremos considerar aśı mismo el conjunto de los dominios fun-
damentales F1 cuyas fronteras intersectan la frontera de U0. Llamemos
U1 a la unión de los mismos, y sea V (L) = U0 ∪ U1. V (L) es la clau-
sura de una vecindad tubular de L, su frontera tiene dos componentes
conexas Γ+

1 , Γ−1 , que denotamos de forma coherente con las fronteras
Γ+

0 , Γ−0 . Un dominio fundamental D de F1 está totalmente contenido
en R+ o totalmente contenido en R−. Esto no sucede con los dominios
fundamentales de F0. La orientación de la recta induce una orientación
de Γ+

1 , Γ−1 y una enumeración de los dominios fundamentales D1i que in-
tersectan Γ+

1 por ejemplo, donde D10 puede ser determinado escogiendo
un punto dado de L como referencia.

Lema 11.3.2. Sea (T 2, g) una estructura Riemanniana en el toro. Sea
γ : R −→ R2 es una geodésica minimizante global de (R2, g̃). Dado un
dominio fundamental D tal que γ ∩D 6= ∅, se tiene que el mayor trecho
γ([t, r]) de γ con la propiedad de tener sus extremos en D tiene longitud
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acotada por el diámetro ρ de D.

Demostración. Si γ(t), γ(r) están en D, entonces su distancia es justa-
mente la longitud de γ([t, r]). Por definición de diámetro, la distancia
entre dichos puntos es menor o igual al diámetro de D.

Corollary 11.3.1. Sea (T 2, g) una estructura Riemanniana en el toro.
Sea γ : R −→ R2 es una geodésica minimizante global de (R2, g̃). Dado
un dominio fundamental D tal que γ ∩D 6= ∅, y dado γ([t, r]) el mayor
trecho de γ tal que γ(t), γ(r) ∈ D, se tiene que γ([t, r]) no intersecta
ningún dominio fundamental que se encuentre a distancia mayor o igual
al diámetro ρ de D.

Demostración. En efecto, si D′ es un dominio fundamental que se en-
cuentra a distancia mayor o igual a ρ de todo punto de D, entonces un
punto γ(a) ∈ D′ con a ∈ [t, r] define dos curvas γ([t, a)), γ([a, r] disjun-
tas dentro de γ([t, r]) cada una con longitud por lo menos ρ. Esto no es
posible por el lema 11.3.2.

Ahora, sea γ̃ : R −→ R2 un un eje de una transformación de recubri-
miento T[γ], y sean x = γ̃(t1), y = γ̃(t2) puntos tales que el segmento de
recta Lx,y de extremos x, y intersecta γ̃([t1, t2]) solamente en x, y. Sea L
la recta determinada por x, y y sea Ωx,y la región limitada por γ([t1, t2])
y Lx,y, que podemos suponer contenida en R+. La orientación de tildeγ
nos permite enumerar los dominios fundamentales de R+ que γ̃ encuen-
tra: D1 es el primero, que contiene γ̃(0). D1 está en la colección F0, y sea
γ̃([t1, s1]) el mayor trecho de γ̃ cuyos extremos están en D1. Entonces
γ̃(s1 + ε) está en otro dominio fundamental para ε pequeño, llamemos a
este dominio D2 y γ̃([s1, s2]) el mayor trecho de γ̃ cuyos extremos están
en D2. Por inducción, definimos Dk y γ̃([sk−1, sk]) de la misma forma.
El último dominio intersectado por γ̃, Dm, contiene γ̃(t2) y está en F0.
Como consecuencia del corolario anterior tenemos

Corollary 11.3.2. La longitud de γ̃([t1, sk]) es menor o igual a kρ.

Corollary 11.3.3. Existe ν > 0 tal que si Dk está en F1, Dk = D1i,
entonces, γ̃([t1, sk]) no intersecta ningún dominio D1j si j ≥ i+ ν.

Demostración. Sea p = γ̃(t1), y sea Br(p) la bola de radio r centrada en
p. Basta demostrar que el número de los dominios de F1 que cubren la
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región Vk = V (L)∩(B(k+1)ρ(p)−Bkρ(p)) está acotado por una constante
ν > 0 que no depende de k. Esto es cierto porque el diámetro de Vk es
menor o igual a 4ρ (ejercicio: verificar), lo que implica que podemos
cubrir Vk con un número ν de cuadrados de lado 1 que depende de 4ρ.
Como el crecimiento del ı́ndice i en D1i sigue la orientación de la recta
L, entonces los domı́nios fundamentales D1j fuera de B(k+1)ρ(p) tienen
ı́dice j > k. Y como para cubrir Vk se necesitan dominios en F0 y F1,
seguramente D1(k+j) estará fuera de B(k+1)ρ(p) para todo j ≥ ν. Por el
corolario 11.3.2, γ̃([t1, sk]) no intersecta D1(k+j) si j ≥ i+ ν.

Teorema 11.3.1. Sea (T 2, g) una estructura Riemanniana en el toro.
Existe una constante H > 0 tal que si γ̃ : R −→ R2 es un eje de una
transformación de recubrimiento T[γ], x = γ̃(t1), y = γ̃(t2) son puntos
tales que el segmento de recta Lx,y de extremos x, y intersecta γ̃([t1, t2])
solamente en x, y, entonces la distancia entre γ̃([t1, t2] y la recta L que
contiene Lx,y es menor o igual a H.

Demostración. Mantenemos las notaciones anteriores: ρ es el diámetro
de un dominio fundamental, V (L) la vecindad de la recta L formada por
la unión de los dominios fundamentales en F0 y F1.

Supongamos que la región Ω limitada por γ̃([t1, t2]) y Lx,y está en R+.
Sea Γ+ la componente conexa de la frontera de V (L) en R+.

La curva γ̃([t1, t2]) es una curva compacta, que intersecta un número
finito de dominios fundamentales D1i. Sea i0 el menor ı́ndice i tal que
γ̃([t1, t2]) intersecta D1i para algún i, y sea i1 el mayor de estos ı́ndices.

Si γ̃([t1, t2]) no intersecta ninguno de los D1i’s, entonces γ̃([t1, t2])
está contenida en la unión de los dominios fundamentales de F0. Por-
que sabemos que los extremos de γ̃([t1, t2]) están en L y por lo tanto
en dicha unión. Por otro lado, la unión de los dominios fundamentales
de F1 desconecta R+, por lo que si existiesen puntos de γ̃([t1, t2]) en el
complemento de V (L) en R+ debeŕıa haber intersección entre γ̃([t1, t2])
y la unión de los dominios en F1 (nuevamente el teorema de Jordan),
contradiciendo nuestra suposición. Por otro lado, si γ̃([t1, t2]) no inter-
secta ninguno de los D1i’s, entonces su distancia a la recta L es menor
o igual a ρ y el teorema está demostrado.

Supongamos entonces que γ̃([t1, t2]) intersecta los dominios D1i’s. Si
nunca sale de V (L) entonces su distancia a la recta L es menor o igual
a 2ρ y demostramos el teorema. Asumiendo que γ̃([t1, t2]) puede tener
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puntos fuera de V (L), consideremos γ̃(t̄) un punto en Γ tal que γ̃(t̄+s) ∈
R+ − V (L) para todo s > 0 suficientemente pequeño. Sea Γ+(s̄) = γ̃(t̄).

Afirmación 1: Existe s′ > s̄ tal que Γ+(s′) ∈ γ̃([t1, t2]).

En efecto, si no fuera cierta la afirmación γ̃([t1, t2]) tendŕıa un punto
de autointersección, lo que no es posible por el lema 10.3.1 (verificar
como ejercicio, aplicando el teorema de Jordan).

Afirmación 2: Sea k tal que Γ+(s′) = γ̃(t′) ∈ D1k. Entonces tenemos
dos posibilidades:

1. O la distancia de γ̃(t′) a γ̃(t2) es menor o igual a 3ρ,

2. O existen r > 0 y 0 ≤ j ≤ ν tales que γ̃(t′ + r) ∈ D1(k+j).

Veamos: si la distancia d(γ̃(t′), γ̃(t2)) =| t2−sk | es mayor que 3ρ, por
la definición de ν en el lema 11.3.3 se tiene que que d(γ̃(t′), D1(k+j)) ≤ 3ρ
para todo 0 ≤ j ≤ ν. Por la afirmación (1) existen r > 0, i ≥ k tales
que γ̃(t′ + r) ∈ D1i. Manteniendo la notación de los lemas ??, 11.3.2,
la curva γ̃([t1, sk]) no intersecta D1(k+j) si j ≥ ν. Por lo tanto, si la
curva γ̃([sk, t2]) no intersecta D1(k+j) para algún j ≤ ν tendŕıamos que
D1(k+j) es disjunto de γ̃ y subconjunto de Ω (ver figura).

Pero el lema 11.3.1 nos dice que Ω no puede contener dominios funda-
mentales. Aśı que γ̃([sk, t2]) debe intersectar algún D1(k+j), con j ≤ ν.

Concluimos de la afirmación (2) que todo punto de γ̃([t1, t2]) está a
una distancia de H = 5ρ de la recta Lx,y, finalizando la demostración
del lema.

Teorema 11.3.2. Sea (T 2, g) una estructura Riemanniana en el toro.
Existe una constante H > 0 tal que si γ̃ : R −→ R2 es un eje de una
transformación de recubrimiento T[γ] = Tn,m = Tn1 ◦ Tm2 , entonces la
distancia entre γ̃ y la recta L de inclinación m

n que pasa por γ̃(0) es
menor o igual a H.

Demostración. Observemos en primer lugar que la recta L de inclinación
m
n que pasa por γ̃(0) contiene toda la órbita T kn,m(γ̃(0)), k ∈ Z, ya que
la clase de homotoṕıa de γ está representada por Tn,m. De esta forma,
la intersección entre L y γ̃ contiene todos los puntos γ̃(0) + (kn, km),
k ∈ Z.
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Llamemos xk = γ̃(0) + (kn, km), k ∈ Z, consideremos las curvas
γ̃([tk, tk+1]), con extremos iguales a xk, xk+1 respectivamente. Estas cur-
vas se pueden descomponer en diferentes componentes conexas que están
en R+, R−, cuyos extremos son puntos de la recta L. Aplicando el teore-
ma 11.3.1 a cada una de estas componentes deducimos que la distancia
de γ̃ a L es menor o igual a H = 5ρ, lo que demuestra el corolario.

El Teorema 11.3.2 es una parte del Teorema 11.0.1 de Hedlund, ejes
de transformaciones de recubrimiento están en vecindades tubulares de
rectas. Nos falta demostrar algo semejante para cualquier minimizante
global con el fin de demostrar integralmente dicho enunciado.

11.4. Toda minimizante global es sombreada por
una recta

En esta sección final extendemos los resultados de ”sombreamiento”
de geodésicas minimizantes globales por rectas obtenidos para ejes de
transformaciones de recubrimiento a toda geodésica minimizante global.
Comenzamos por la siguiente observación.

Lema 11.4.1. Sea (T 2, g) una estructura Riemanniana en el toro. Sea
ρ > 0 el diámetro de un dominio fundamental con respecto a la métrica
g, y sea H > 0 la constante de sombreamiento del Teorema 11.3.2.
Entonces, dada una recta L cualquiera en el plano existe una geodésica
minimizante global γ̃ : R −→ R2 de (R2, g̃) que está contenida en una
vecindad tubular de radio Q = 2ρ+ 2H = 12ρ de L.

Demostración. La recta L se puede transladar por una transformación
de recubrimiento T a una recta L̄ que intersecte el dominio fundamen-
tal [0, 1] × [0, 1]. Si demostramos que existe una minimizante global α
a distancia acotada por 2ρ + 2H de L̄ tendremos que la minimizante
global T−1(α) (recordemos que T es isometŕıa de R2, g̃)) se encuentra a
distancia de L acotada por ρ+ 2H.

Sea L0 una recta paralela a L̄ que pasa por el origen. Existe una
sucesión de rectas por el origen Ln, n → ∞ que tienen inclinaciones
racionales y tienden uniformemente en compactos a L̄. Esto se debe a
la densidad de los racionales en los reales, por lo que la inclinación de L̄
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puede ser aproximada por una sucesión de racionales que nos define las
inclinaciones de la sucesión Ln.

Afirmación: Para cada n existe una geodésica minimizante global
γn : R −→ R2 que se encuentra en una vecindad tubular de radio ρ+2H
de la recta Ln.

En efecto, cada clase de homotoṕıa [α] del toro está representada
por un eje α̃ en el recubrimiento universal que pasa por el dominio
[0, 1] × [0, 1]. Dicho eje es subconjunto de la vecindad tubular de una
recta L(α) de inclinación racional r(α) a distancia de α̃ acotada por H
según el Teorema 11.3.2. Y toda inclinación racional a su vez representa
una clase de homotoṕıa. Por lo que para cada n existe una recta L̄n
paralela a Ln y una geodésica minimizante global γn en la vecindad
tubular de radio H de L̄n. Como Ln está en el dominio [0, 1] × [0, 1]
cuyo diámetro es ρ, la desigualdad triangular nos dice que la distancia
máxima entre Ln y γn debe ser menor o igual a ρ+ 2H.

Observemos que las geodésicas γn intersectan la bola B de radio
2ρ+ sH centrada en el origen. Existe entonces una subsucesión conver-
gente de pares (γn(tn), γ′n(tn)) que tiende a un par (p, v), donde v ∈ TpR2

es un vector unitario. Por el Lema 8.4.2, la geodésica γ(p,v) cuyas con-
diciones iniciales son γ(p,v)(0) = p, γ′(p,v)(0) = v, es una minimizante
global. Y como la distancia máxima entre γn y Ln es ρ+ 2H, lo mismo
sucederá con la distancia máxima entre γ(p,v) y L0. La geodésica γ̃ de
nuestro enunciado es entonces T−1(γ(p,v)).

Corollary 11.4.1. La imagen de la geodésica γ̃ del enunciado del Lema
11.4.1 por la aplicación de recubrimiento π : R2 −→ T 2 es una curva
simple.

Demostración. Esto se debe a dos factores:

1. Las geodésicas π(γn) son curvas simples por el Teorema 11.2.1.

2. Si una geodésica c es el ĺımite uniforme en compactos de curvas
simples entonces c es una curva simple.

Le dejamos al lector la verificación de la segunda afirmación.

Demostración del Teorema de Hedlund
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Sea (T 2, g) una estructura Riemanniana en T 2 de clase C∞. Conside-
remos una geodésica α : R −→ R2 de (R2, g̃) que sea minimizante global.
Supongamos que exista un par de puntos x = α(t), y = α(s), t < s tales
que la distancia máxima de la curva α([t, s]) al segmento de recta Lx,y
que une x y y sea mayor que 3Q, donde Q = 12ρ es la constante del
Teorema 11.3.2 y ρ es el diámetro de un dominio fundamental. Sea L la
recta determinada por Lx,y, y sean R+, R− las componentes conexas de
R2 − L. Supongamos que α([t, s]) ⊂ R+. Por el Teorema 11.3.2 y el Le-
ma 11.4.1, sabemos que existe una minimizante global β en la vecindad
tubular de radio Q de L.

Sea α(r) un punto tal que la distancia d(α(r), L) sea máxima, y sea
z ∈ L un punto donde esta distancia es alcanzada. Consideremos la
geodésica minimizante [α(r), z] que une α(r) y z, y sea p su punto medio.
Tenemos entonces que d(p, α(r)) > 3

2Q, d(p, L) > 3
2Q (d(p, L) es el

mı́nimo de las distancias entre p y puntos de L). El punto p está incluido
en un dominio fundamental D cuyos puntos se encuentran distantes de
α(r) y de todo punto de L en por lo menos 3

2Q − ρ = 17ρ > Q. Como
existe una transformación de recubrimiento T tal que T (L) intersecta
D, la minimizante global T (β) se encuentra en la vecindad tubular de
radio Q de T (L). Observemos ahora que el complemento de la geodésica
T (β) debe separar la vecindad tubular de radio 17ρ de T (L) en dos
componentes disjuntas no vaćıas R(α(r)), R(x) (Teorema de Jordan),
donde R(p) es la componente que contiene el punto p. Notemos que
R(x) = R(y).

Pero ésto implica que T (β) debe intersectar α en por lo menos dos
puntos (ejercicio: verificar aplicando el Teorema de Jordan a la región
limitada por α([t, s]) y Lx,y), lo que no es posible por el Lema 11.1.1.

De esta forma, concluimos que la distancia de α([t, s]) al segmento
Lx,y tiene que ser menor o igual a 3Q. Como x, y son arbitrarios en α,
deducimos que existe una recta L cuya distancia a cualquier punto de
α es acotada por 3Q, culminando aśı la demostración del Teorema de
Hedlund.

El trabajo de Hedlund sobre geodésicas minimizantes globales con-
tiene más resultados que los expuestos en este texto. Para cerrar la
exposición mencionamos un resultado que generaliza el Teorema 11.2.1
y nos da una descripción de la geometŕıa de toda minimizante global.
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Figura 11.4: La geodésica α tendŕıa que intersectar en por lo menos dos
puntos alguna minimizante

Proposition 11.4.1. Sea (T 2, g) una estructura Riemanniana en el
toro, sea π : R2 −→ T 2 la aplicación de recubrimiento. Entonces π(γ) es
una curva simple para toda geodésica γ minimizante global de (R2, g̃).

La demostración se deriva de las ideas desarrolladas en este último
caṕıtulo. Invitamos al lector a realizar como ejercicio la prueba completa
de la Proposición.
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Sirvia Ávila (Suplente)
Gerencia General
Lira Parra

Comisión Editorial

Eloy Sira (Coordinador)
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