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Prefacio

El propésito de este curso hacer una presentaciéon histéricamente motivada de
varios resultados dispersos en la literatura relacionados con la nocién combinato-
rial e intuitiva de derivada, introducida por Alexander Percy MacMahon a princi-
pios del siglo XX, y luego formalizada por A. Joyal en 1981. Usaremos esta nocién
para introducir y resolver varios problemas que relacionan el célculo diferencial y
la teoria combinatoria, en particular la interpretacién combinatoria de la solucién
de una ecuacioén diferencial auténoma, cuyo primer ejemplo fue introducido por
Desiré André en el siglo XIX.

MacMahon en [15] di6 la siguiente descripcién combinatoria del proceso del
célculo de la derivada enésima del monomio x”. Escribiendo x” como un producto
x" = xx...x, usando la regla de la derivada de un producto y el hecho de que (x)’ =
1, se obtiene

a , d
—x"'=—(xx..X)=1x..x+xlx...x+--+xx...x1

dx dx
Vamos ahora a identificar 1 con el simbolo *,

d n

— X" = ——XX.. . X=%X..X+X*X... X+ FXX... X%

dx dx
Para obtener la segunda derivada, aplicamos el mismo procedimiento a cada su-
mando. Por ejemplo, aplicandolo al primero

d
—(xxx...)=x*x1x...x+=*x1lx...x+---+=*x...x1
dx
Substituyendo de nuevo 1 por *, pero esta vez colocando subindices para distinguir
el primer proceso de derivacion del segundo, se obtiene

d2
ﬁ(xx...x):

k1 #2X... X+ XX *k2X... X+ *1X...X*kp+ )2 %1 X... X+ -+ Xk ... X*k2+....
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Es decir, reemplazamos dos de las n equis por el par *; y *» en todas las posiciones
y ordenes posibles. Continuando de ese modo se obtiene que al calcular la derivada
enésima queda la suma de palabras obtenidas de reemplazar cada una de las equis
del producto por los simbolos #1, *3,..., *,, en todos los ordenes posibles:

n

dx"

(xx...x):*l Hp ook ko k) kg ek oL

z . . nyn . .
Asi, suponiendo conocido el resultado Lilxx" = n! este procedimiento demuestra

que el nimero de permutaciones de n elementos es 1!, o en el orden inverso, si sa-
bemos que el nimero de permutaciones de 7 objetos es n! obtenemos ’Z;x,,n = n!Es-
te procedimiento parece banal, pero solo lo es aparentemente dada la simplicidad
del ejemplo con que lo ilustramos. Puede ser aplicado a situaciones mas complejas,
incluso usando derivadas parciales, dando lugar a interpretaciones combinatorias
de ciertos operadores diferenciales y a soluciones combinatorias de ecuaciones di-
ferenciales.

Désiré André por su parte hizo el descubrimiento que pasamos a describir. Con-
sideremos el conjunto [n] de enteros positivos totalmente ordenados entre 1y n.
Una permutacion sobre [n], 0102...0, se llama alternate sio; <02 >03<04....
Por ejemplo las permutaciones alternantes de [3] son sdlo dos 213 y 312. Las per-
mutaciones alternantes de [4] son 5:

2134, 3241, 3142, 4132, 4231.

Pues bien, en 1879 André se di6 cuenta del siguiente hecho maravilloso: los
coeficientes de la serie de Taylor de la funcién secante cuentan las permutaciones
alternantes de longitud par, y los de la de la funcién tangente las permutaciones
alternantes de longitud impar. Veamos los primeros términos de la expansién en
serie de Taylor de la funcién sec(#) + tan(?):

1, 2, 5, 16 5 61 ; 272 .
sec()+tan(t) =1+t+ —x"+—x"+—x"+—x"+—x"+—x"+...
2! 3! 4! 5! 6! 7!
con ella podemos construirnos una pequena tabla con los ntimeros de permuta-
ciones alternantes:

Aan

16
61
272

N OOk W =S
o




En otras palabras, André demostré que la serie generatriz de tipo exponencial de los
coeficientes a, es sec(f) + tan(¢). La obtuvo mediante el siguiente procedimiento:
dedujo una férmula recursiva para dichos coeficientes, y de ella la ecuacién dife-
rencial para su serie generatriz exponencial. Al resolverla encontr6 las funciones
antes mencionadas. Veamos esto en detalle.

= Primero demostr6 que a, satisface la siguiente férmula recurrente

" [n
2ap+1 = Z k Ak an—k-

k=0
con la condicién inicial ag = 1.

= Luego demostr6 que dicha recurrencia es equivalente a la ecuacién diferen-
cial para su serie generatriz Y,

2Y'=Y2%2+1
Y(0)=1.

» Finalmente consigui6 la solucién de dicha ecuacién en la forma

tan(~ + % = sec(#) + tan(#)
an2 2 = SecC an .

En 1981 A. Joyal introdujo una nocién combinatoria de derivada, en el contexto
de su Teoria de especies combinatorias [11], parala comprension de las operaciones
conjuntisticas o combinatorias que estdn detrds de las operaciones usuales entre
series formales. El concepto combinatorio de derivada introducido por Joyal es un
formalismo simple y a la vez riguroso de la idea intuitiva usada por MacMahon
explicada mas arriba. Usando esta maquinaria, Leroux y Viennot [14] dieron una
interpretacién combinatoria general a la solucién de una ecuacién diferencial au-
ténoma en términos de arboles crecientes. Las permutaciones alternantes son un
ejemplo del tipo de problemas que resuelve dicha teoria.

En esta monografia estudiamos diversas aspectos del célculo diferencial com-
binatorio, introduciendo antes nuestra herramienta fundamental: la interpretaciéon
combinatoria detrds de las operaciones entre series formales. Esta es esencialmen-
te la formulado por A. Joyal, [11, 3], pero sin introducir el concepto de especie com-
binatoria. Creemos que de esta manera la presentaciéon de estos topicos es mds
simple e inmediata, por que se evita el uso, innecesario para nuestros fines en el
contexto de esta monografia, del lenguaje de Teoria de Categorias.

Hacemos una introduccién breve al cdlculo umbral, sistematizado por G-C. Ro-
tay sus colaboradores [19], [23], [22]. Estudiamos luego el aspecto combinatorio de
cierto tipo de ecuaciones integrales, usando el modelo de composiciones de un
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entero. Mostramos que éstas se reducen a ecuaciones diferenciales lineales. Tam-
bién hacemos un recuento breve del trabajo de Leroux-Viennot [14] relacionado
con la resolucién combinatoria de ecuaciones diferenciales auténomas. Expone-
mos como estas técnicas se aplican al problema del orden normal de operadores
de creacién y aniquilacién de la mecénica cuéntica [12], [16],[18]. La parte final
del curso es un material no publicado a esta fecha. Resolvemos desde el punto de
vista combinatorial una clase de ecuaciones diferenciales auténomas de primer or-
den, que dependen un ntimero numerable de pardmetros, y cuyo lado derecho esta
modificado por un desplazamiento (shift), en los pardmetros. Las soluciones com-
binatorias a este tipo de ecuaciones son importantes en el estudio estadistico de la
profundidad de nodos en los arboles de btisqueda, y otros tipos de estructuras de
datos en teoria de la computacion [2], [8], [9].
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Capitulo 1

Nociones preliminares de
combinatoria

Denotaremos por D al conjunto de funciones de un conjunto C (finito) al con-
junto D (finito). Se demuestra facilmente |IDC| = |D|'®!, donde |.| denota el cardinal
de un conjunto. Para un par de enteros m, n, (m), y (m)" denotan respectivamente
los factoriales decrecientes y crecientes

m),; = mm-1)(m-2)...im—-n+1)

m® = mm+D)(m+2)...(m+n-1)

El ndmero de funciones inyectivas de C en D es igual a (|C|)|p;. Consideremos
un alfabeto (conjunto finito totalmente ordenado) A. Una palabra de longitud n,
con letras en A = {ay, ay,...,an} es cualquier sucesion a;, a;, ... a;, de letras en A.
Denotemos por [7n] al conjunto {1,2,...,n}. El conjunto de todas las palabras de
longitud n con letras en el alfabeto A se puede identificar con el conjunto A" de
todas las funciones f : [n] — A. Luego, el cardinal de dicho conjunto es m”.

De la misma manera (m), cuenta el niimero de palabras inyectivas de longitud
n sobre A; es decir, el nimero de palabras de longitud n, sin repeticién de letras,
tomadas del alfabeto A (funciones inyectivas de [#] en el alfabeto A, cuya cardina-
lidad es m).

Una palabra inyectiva de longitud m = |A|, con letras de A se llama un orden
lineal sobre A o lista de los elementos de A. El nimero de ordenes lineales sobre
cualquier conjunto de cardinalidad m es

mMmm=mim-1)(m-2)...1=ml

El factorial creciente m""” cuenta el niimero de disposiciones de un conjunto de
cardinal n en otro de cardinal m. Una disposicién es una funcién d : [n] — [m] mas



2 M. Méndez

un orden lineal en cada una de sus preiméagenes d~'(j), j = 1,..., m. La mejor ma-
nera de entender lo que es una disposicién es pensando d como una manera de
colocar n banderas distintas en m astas. Para colocar la primera, tenemos m posi-
bles astas que elegir. Para colocar la segunda bandera tenemos m — 1 posibilidades
en las astas libres mas dos posibilidades en el asta ocupada por la primera bandera
(por debajo, o por arriba de la primera bandera), total m + 1 posibilidades. Para co-
locar la tercera bandera tenemos m + 2 posibilidades. Asi hasta agotar las banderas.
El total esiguala m(m+1)(m+2)...(m+n-1).
Recordemos que los coeficientes binomiales (,’C’) se definen por la formula

n\| n! _%
k| Kn-k! k-

Ejercicio 1.1. Verificar que los coeficientes binomiales cuentan el ntimero de sub-
conjuntos de cardinalidad k de un conjunto de cardinalidad n. &

Proposicién 1.1. Para todo entero no-negativo n se tiene la identidad

Demostracion. 2" cuenta el nimero de funciones de un conjunto C cualquiera
de cardinalidad n, en el conjunto {0,1} . La correspondencia

f—rdh

establece una biyeccién entre el conjunto {0,1}¢ y el conjunto 2[C] de todas las
partes de C. Por otro lado, (Z) es el cardinal del conjunto 2% [C], cuyos elementos
son los subconjuntos de C con cardinal k. |

Proposicién 1.2. Los coeficientes binomiales satisfacen la siguiente formula recur-
siva (Identidad de Pascal)
ny) (n)_
[3)-(0)=

n+1 n n
= + 1.1
SRR a
Demostracion. El conjunto &7, [n + 1] se descompone en dos clases disjuntas: el
conjunto de las partes de [n+ 1 que no contienen a n+ 1y el conjunto de las partes
que lo contienen. El primer conjunto es exactamente 2 [n] y existe una biyeccién

entre el segundo conjunto y Z._[[n]]. O
Ejercicio 1.2. Demuestre biyectivamente las siguientes identidades:
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L ()= (2

2. (m+1)k= ZZO(Z)mk

3. Identidad de Vandermonde: (") = Zfzo( r]n ) ( k?j )

&

Ejercicio 1.3. Demuestre biyectivamente la identidad binomial

" [n
(x+y)n — Z (k)xkyn—k
k=0
Ayuda: Demuestre la identidad para valores enteros arbitrarios de x e y. Luego use
el principio de extension de identidades algebraicas: dos polinomios son iguales si
coinciden en un numero de valores mayor que su grado. &

Ejercicio 1.4. Definamos el coeficiente multinomial

n n!
ny,ny,...,nyu nllngl...nm!’

donde ny + ny +...+ ny, = n. Demuestre que ( ) cuenta el niimero de

ny,n2,...,Niy,
tuplas (Cy,Cy,...,Cy) de subconjuntos de un conjunto C de cardinalidad 7, tales
que

ICil=n;(i=1,2,...,m)

m
Y ci=C.
i=1

Aqui, y de ahora en adelante, el simbolo de suma denota union disjunta de conjun-
tos. &
Ejercicio 1.5.

1. Usando la interpretacién de los coeficientes multinomiales en términos de
tuplas de conjuntos disjuntos dos a dos, y del coeficiente m” en términos de
funciones, dar una demostracién biyectiva de la identidad

m' =

( . )
m+ngtotnm=n\ M2, Am

2. Interprete los coeficientes multinomiales en términos de palabras con repe-
ticién. Usando esa interpretacion demuestre (biyectivamente) la identidad
del problema anterior.
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1.1. Composiciones.

Una composicién de un niimero entero positivo n es una tupla de enteros positi-
vos cuya suma da n. Por ejemplo, las composiciones de 3 son 4: (1,1,1), (2,1) y (1,2)
y (3). Las composiciones de 4 son 8: (1,1,1,1), (2,1,1), (1,2,1), (1,1,2), (2,2), (3,1),
(1,3), y (4). Una composiciéon de z con k partes la llamaremos una k-composicion.
El nimero de 3 composiciones de 4 es tres. En general se tiene:

Proposiciéon 1.3. El niimero de k composiciones de n, k < n, es igual a (,"Cj) El
niimero total de composiciones de n es 2"~!

Demostracion. Sea C = {cj, ¢, ¢3,...,cx} un conjunto totalmente ordenado. Ca-
da k-composicién de n, (11, ny,...,ng) la representaremos poniéndole barras a la
palabra ccac3... ¢, una después de cada uno de los elementos:

CVL1 ’ Cn1+n2r Cn1+n2+n3; ceey Cn1+n2+~~~+nk_1 .
Por ejemplo, representamos a la composicion (2,3,2,1) de 8 asi:
C1C203C4C5CC7C8 ~ €1C2 | €3€4C5 | CoC7 | Cg

La palabra queda asi dividida por k — 1 barras en k segmentos, el primero de lon-
gitud ny, el segundo de longitud ny, etc. Esto se puede hacer de (Zj) maneras,
puesto que estamos seleccionando k — 1 elementos de los elementos del conjunto
{c1,¢2,...,cn1}. La suma de esos coeficientes binomiales nos da 271 O

El nimero de muchos tipos de composiciones se pueden calcular mediante el
meétodo de sucesiones recurrentes. Por ejemplo, si denotamos por F, el niimero de
composiciones de n cuyas partes todas son o 1 o 2 solamente, y suponemos que el
cero consta de sélo una parte, entonces se tiene:

F,=Fy1+Fy,

con Fy =1y F; = 1. Larecursion sale de clasificar las composiciones de acuerdo al
tamano de la primera componente.

Ejercicio 1.6. Hallar una férmula recursiva para el nimero Fﬁlk) de composiciones
de n el las cuales todas las partes son menores o iguales a k. &

1.2. Numeros de Stirling y nimeros de Bell

Recordemos que una particién de un conjunto finito C es una coleccién de sub-
conjuntos de C, disjuntos dos a dos, y cuya unién es C. Los elementos (conjuntos)
de una particion se llaman bloques.
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Consideremos el conjunto II[C], de todas las particiones del conjunto C. Para
C = @, I1[@] consta de un solo elemento, la particién vacia.

El niimero de Bell B,, se define como el cardinal de II[#]. Por ejemplo, para C =
{a, b, c}, los elementos de II[C] son los conjuntos

{{a}, {b}, {c}}, H{a, b}, {c}}, a, c}, (b}, H{al, (D, c}}, {a, b, c}}.

Por lo tanto se tiene B3 = 5. Los niimeros de Bell se llaman también ntimeros expo-
nenciales [1], la razén de este nombre la veremos luego.

El nimero de Stirling de segundo tipo S(n, m), n y k enteros no-negativos, se
define como el cardinal del conjunto de las particiones con k bloques sobre un
conjunto de n elementos. En otras palabras S(n, k) = |II;[[n]]], donde II[[n]] de-
nota el conjunto de particiones de [n] que tienen k bloques. Por ejemplo S(3,2) = 3.
Claramente se tiene la identidad:

n
B,=)_ S(n,k)
k=1

Proposiciéon 1.4. Los niimeros de Bell satisfacen la siguiente recurrencia

By=1

Bn+1 = Z (Z)Bn—k (1.2)
k=0

Demostracion. Es claro que By = 1. Consideremos el conjunto
A={(C,1):C<n], tel[[n]-Cl}.

El cardinal de A es igual a la suma del lado derecho de (1.2), por que A = 22:1 Ay,
donde Ay es el subconjunto de A tal que el cardinal de C es igual a k. Es claro que
|Akl = () Bu-k, por que el subconjunto C se puede escoger de (}) maneras, y la par-
ticién 7, de B, maneras. Ahora basta definir una biyeccién y de I1[n + 1] en A.
para una particion & de I1[n + 1] se escoge el tinico bloque B en 7 que contiene a
n+1, y definimos y () = (B—{n+ 1},m — {B}). Es facil verificar que v tiene una in-
versa, y por lo tanto es una biyeccién (;Cudl es su inversa?). O

Proposiciéon 1.5. Los niimeros de Stirling S(n, k) satisfacen la siguiente formula re-
cursiva:

5(0,0)=1,S(n,00=0,n>0

S(n+1,k)=Sn,k—-1)+kS(n, k) (1.3)
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Demostracion. La demostracion es similar a la demostracién de las proposicio-
nes previas, y se deja al lector. |

Ejercicio 1.7. Demuestre biyectivamente la relacion de recurrencia

" (n
S(n+1,k)=Z( : )S(j,k—l).
j=o\ J

&

Ejercicio 1.8. Demuestre biyectivamente la identidad

n
x"=) S(n, k)X
k=1
donde (x); = x(x—1)(x—2)...(x— k+1) es el factorial decreciente.
Ayuda: Demuestre la identidad suponiendo que x es un ntimero entero m, y
luego use el principio de extensién de identidades algebraicas. &

Ejercicio 1.9. Demuestre que el niimero de funciones sobreyectivas de un conjunto
de cardinalidad » en un conjunto de cardinalidad k es igual a k!S(n, k). &

La clase o tipo de una particioén 7 € II[n] es una tupla a = (a3, az,...,a,), n=|C|,
donde a; es el nimero de bloques de 7 de cardinalidad i. El tipo de una particién
I[1[n] obviamente satisface a; +2a» +3a3 +--- + a, = n. Por simplicidad en la nota-
cién esto se indica como a - n.

Ejercicio 1.10. Demuestre que el niimero de particiones de I1[n] de tipo a es igual

a
n!

g 2122 gyl pleng,!’
Explique el porqué de la identidad
n!

Bp=)_ -

arn N aq 12192 qp! .. nl%nary,!

)

Ejercicio 1.11. Un apareamiento es una particion cuyos bloques son todos de tama-
fio dos. Una involucién es una particion cuyos bloques tienen a lo sumo tamaio 2.
Demostrar que el nimero de apareamientos en un conjunto de cardinal 27 es

em!'=2n-1)2n-3)2n-5)...3,1,

y que el niimero de involuciones en n elementos, con exactamente k bloques de
tamafio dos, 2k < n, es igual a
n!

2kkl(n—2k)!"
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.
She

Figura 1.1: Descomposicién de una permutacion en ciclos

~

J

1.3. Permutaciones y numeros de Stirling del primer
tipo

Una permutacion sobre un conjunto C es una biyeccién o : C — C. Una per-
mutacién se llama ciclica si la 6rbita de cualquier elemento es el conjunto C, es
decir:

C={c,0(0),0%(c),0°(0),...,a" (o)}

En general, toda permutacién se descompone en ciclos o permutaciones ciclicas.
Es decir, las 6rbitas de o forman una particién 7 de C de tal modo que cada res-
triccién o, B € , es una permutacion ciclica. La particién de las érbitas se llama
particién subyacentea o y diremos que p(o) = 7.

Cuando el conjunto C esta totalmente ordenado C = {cj, cy,...,c,}, hay varias
maneras de hacerle corresponder de una manera natural a ¢ una lista u orden total
sobre C. La primera forma es hacerle corresponder la lista de sus imégenes, en el
orden dado por C:

o—o(c1)o(c)...o(cy).

La segunda construccién que mostraremos aqui pasa primero por las permu-
taciones ciclicas. Si o es ciclica, se coloca el menor elemento de C de primero en la
lista, y luego en orden sus imagenes por o

o~ cio(e))a®(cy)...a" ey

Asi, a una permutacion ciclica le corresponde un orden lineal cuyo primer ele-
mento es el minimo de C. El nimero de permutaciones ciclicas es entonces (n—1)!
Si 0 se descompone en ciclos 0 = {0 g} ey, Se ordenan primero los bloques de 7 en
orden decreciente de sus minimos y luego a cada ciclo se le asigna su orden lineal
correspondiente, y se yuxtaponen de acuerdo al orden de los bloques:

0—0B.0OB;_,---0By-
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Por ejemplo, ala permutacion (cy, s, ¢1)(cs5, €9, €3), (€7, Cs, cg) le corresponde la lista:
CeC8C7C3C5C9C1C2C4.

Esta biyeccion es claramente reversible. Por ejemplo a la lista 798564132 le corres-
ponde la permutacién o = (798)(56)(4)(132), la cual se obtiene consiguiendo pri-
mero los minimos locales recorriendo la lista de izquierda a derecha, y luego des-
componiendo la lista en ciclos, cada uno con los con los elementos entre dos mini-
mos locales:

798564132 — 798|56|4|132 — (798)(56)(4)(132).

En lo que sigue, cuando se trate de conjuntos ordenados, identificaremos permu-
taciones con listas y ciclos con listas cuyo primer elemento es el minimo de C. De-
notaremos por S, el conjunto de permutaciones de [n].

Sea o € S;,. Un subconjunto A de [n] de cardinal dos se llama una inversién de
o si o transpone el orden natural de sus dos elementos, es decirsii,j€ A, i < j =
o (i) > o(j). El signo de una permutacion estd dado por la paridad del nimero de
inversiones:

siglo)= " [[ 10,40, j}),
{i,j}e2(n]

donde
-1 si{i,j} esunainversién de o

I(U,{i,j})={

1 en caso contrario.

T ]

Es facil verificar que I(oo7,{i, j}) = I(o,{r (i), 7(j)}) I(7,{i, j}) (ver figura arriba). Lue-
go tenemos

sigloor)= || Ioetii,jh= [] Io&@,t(OHHI, i)}
{i,j}eP2(n] {1,j}eP2(n]

= I Ioinsh [] 1@, ) =siglo)sig).
{r,;s}€e2?,(n] {i,j}eP2(n]

Se obtiene entonces que el signo es una funcién multiplicativa
sig: S, —{1,-1}.

El signo del ciclo (123...7) es (—1)""!, puesto que tiene n— 1 inversiones. Para
un ciclo arbitrario 7 = (1,7(1),72(1),..., 7"~ !(1)) existe una permutacién 7 tal que

(123...n)=ntn" L. (1.4)
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Por la multiplicatividad del signo, tenemos entonces que sig(t) = (—~1)""! para cual-
quiera que sea el ciclo 7 de longitud n. El signo de una permutacién se S, depende
entonces solamente del ntimero k de sus ciclos.

siglo) = [T D"~ = (=p"*,

Benm

Los nimeros de Stirling de primer tipo se definen como la suma de los signos de
las permutaciones de n con exactamente k ciclos:

simb =Y Y [lpE-l

nellg[n] p(o)=n Ben
Como el nimero de permutaciones cuya particion subyacente es  es

[TaBI-1!

Benm

tenemos finalmente

simk =Y J]EDEB-ni=n™% Y JTuBI-1! (1.5)

nellg[n] Ben nellg[n] Ben

Observar que el valor absoluto de s(n, k) es el niimero de permutaciones de S,, con
exactamente k bloques.
Ejercicio 1.12. Escribir explicitamente la permutacion 7 de la ecuacion (1.4). &

Ejercicio 1.13. Demostrar que la suma de los signos de todas las permutaciones de
S, es cero, para n > 0. Deducir que:

n

Y s(n, k) =6,
k=1

1.4. Grafosy arboles
Un grafo simple consta de un conjunto de vértices y un conjunto de lados,
g=W,E).

Los lados estan formados por pares no ordenados de vértices, es decir E € 9% (E).
Un camino de longitud n entre un par de vértices u, v de un grafo g es una sucesiéon
de vértices u = vy, v1,v2,..., vy = v, tal que para todo i =0,...,n—1, el par {v;, v;+1}
es un lado de g. Un grafo se llama conexo, si entre cualquier par de vértices existe
un camino.
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@ (b)

Figura 1.2: (a) Grafo simple y (b) Arbol, sobre el mismo conjunto de vértices

N3

g N/ Y4

- N\ AN J

Figura 1.3: Tres representaciones del mismo arbol con raiz

Un drbol es un tipo especial de grafo en el cual cualquier par de vértices siempre
estd unido por un tinico camino (ver figura 1.2). Un 4rbol con raiz es un arbol con
un vértice distinguido al cual llamamos raiz. En general pensamos a los drboles con
raiz, con sus lados orientados en direccion a ella. La fibra de un vértice de un arbol
es el conjunto de vértices que lo preceden inmediatamente bajo en esa orientacién
de lados. La profundidad de un vértice de un arbol es la longitud del camino que lo
une a la raiz.

Un arbol planar es uno topolégicamente inmerso en el plano. Esto es equivalen-
te a decir que cada una de las sus fibras estd dotada de un orden total. Al cambiar
cualquiera de esos ordenes, obtenemos otro arbol planar.

Ejercicio 1.14. Calcular el niimero de grafos que se pueden construir con n vérti-
ces. &



Capitulo 2

Funciones generatricesy
operaciones

Fue Laplace quien descubri6 el método de funciones generatrices y la corres-

pondencia entre operaciones conjuntisticas y operaciones entre series formales de
potencias. Us6 eficientemente este método para resolver problemas de combina-
toria, porque requria de esas herramientas para sus investigaciones en teoria de
probabilidades [13].
Comenzamos por explicar lo que es una serie generatriz o serie formal de tipo ex-
ponencial, junto con las operaciones desde el punto de vista algebraico, para luego,
siguiendo el punto de vista de Joyal [11], explicar su correlato conjuntistico o com-
binatorio.

Una serie formal de tipo exponencial es una expresion de la forma:

[e o) tn
F)=) fo—, 2.1)
n=0 n.

donde los coeficientes (o términos) f; pertenecen en general a un cuerpo como el
delos reales o los complejos, 0 a un anillo conmutativo con identidad que contenga
a Q@ como subanillo (tal como cualquier anillo de polinomios en una o varias varia-
bles con coeficientes en C). Para simplificar la notacién, en general nos referiremos
a series formales genéricas con letras maytsculas, y a sus coeficientes con la mis-
ma letra, pero en minusculas. Con frecuencia denotaremos como F(0) al término
constante fy de F(1).

Dada una sucesion de coeficientes (términos) f;, diremos que la serie formal
(2.1) es su funcién generatriz exponencial o simplemente, su funcién ( o serie) ge-
neratriz. Fijando el anillo de coeficientes %, denotaremos el conjunto de las series
formales en la indeterminada ¢ y con coeficientes en % como 2|[?]].

11
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Ejemplo 2.1. Muchas veces llamamos a series formales con los mismos nombres
de las funciones analiticas que ellas representarian en el caso de que tengan un
radio de convergencia positivo. Por ejemplo, la serie generatriz cuyos coeficientes

son todos 1 es la exponencial
o0 tVl
r_
e = —.
n=0 n!
Si Z = R[x], el anillo de polinomios en la indeterminada x, la serie generatriz de las
potencias de x, (1, x, x2,...) se denota

o0 tn

De igual manera, la serie generatriz de la sucesién de los factoriales (1,2,6,24,...),
es la serie geométrica
1 "

(e ) (e ) n
— = ! =
- nz::()n'n! nz::()t :

2.0.1. Topologia de las series formales

Podemos definir una topologia en Z[[¢]] usando la siguiente definicién de con-
vergencia de sucesiones. Dada una sucesion de series formales Fy.(f), diremos que
Fy.(t) converge a la serie formal F(¢) si cada coeficiente de Fj () es igual al corres-
pondiente coeficiente de F(f) cuando k se hace lo suficientemente grande. Mas
precisamente: dado n entero, existe un entero K, (que depende de n) tal que cuan-
do k > Kj, entonces f,(lk) =fu( f,gk) es el coeficiente enésimo de Fy(?)). Si identifi-
camos a cada serie formal con la sucesién de sus coeficientes, F = (fo, fi, f2,...), la
topologia que recién definimos en 2[[£]] = 2" no es otra que la topélogia producto
con la topologia discreta en cada componente %. Dicha topologia es 1-numerable,
y por lo tanto estd completamente caracterizada por sus sucesiones convergentes.

Ejemplo 2.2. La sucesion de potencias ¢" converge a cero en la topologia de series
formales. En general, si se define la funcién p(F(t)) = min{k|fx # 0}, se puede de-
mostrar que Fi(t) — 0 siysolo si p(Fx(f)) — oo para k — co. &

2.1. Operaciones fundamentales con funciones gene-
ratrices

Las operaciones fundamentales entre funciones generatrices son la suma, el
producto y la substitucidn, las cuales pasamos a describir. Dadas dos funciones ge-
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neratrices F y G, se define su suma como la funcién generatriz de la suma término
a término de sus respectivos coeficientes:

00 L
(F+G) ()= ) (fa+gn)—-
n=0 n.

De una manera mas general, bajo ciertas condiciones se puede definir la su-
ma formal de una sucesion infinita de series formales. Una sucesion de series for-
males {Fk(f)}io:() se llama sumable si para todo n, el coeficiente n-ésimo de Fy se

. . k
anula para k lo suficientemente grande. Si F,,(t) = ;O:O lén) %, entonces se define

> %2 o Fu(t) como la suma término a término de las series respectivas

Y Fu(t)= Z (Z (”’>
n=0

La definicién tiene sentido por que solamente hay un nimero finito de elementos
diferentes de cero en la suma interna.

La condicién de sumabilidad se puede reformular en términos de la topologia
de series formales arriba definida. Ella es equivalente a la condicién de convergen-
cia

lim F, () =
n—oo

Es facil demostrar la siguiente proposicion, y se deja como ejercicio al lector.

Proposicion 2.1. Sea {F(1)}}", una sucesion de series formales en Z|[1]]. La serie
Y52 o Fn(t) correspondiente es convergente si 'y solo si Fy(t) converge a cero.

Asi, tenemos la equivalencia:

(e ¢] (e ¢]
Z F,, (1) es sumable < nlggo F,(H)=0s Z F,(t) es convergente. (2.2)

n=0 n=0

El producto de dos series se define de una manera similar al producto de po-
linomios, aplicando propiedad distributiva y agrupando términos semejantes, te-
niendo en cuenta que el resultado debe expresarse también como una serie formal
de tipo exponencial:

th+i
(FG)(x)—(Z fx k,)(Z §)= Y fegi— i

k,j=0

Haciendo k + j = m, y substituyendo j por m — k, obtenemos

1
(EG)() = Z (Z fi8m-km——)1".

m=0 k=0 ki(m —k)!
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Dividiendo y multiplicamos por m! obtenemos finalmente

[e.e] m tm
(EG) (=) () (’Z)fkgm—k)%- (2.3)

m=0 k=0

De una manera similar al caso de la suma, se puede definir el producto de una
familia infinita de series formales: H?COZI Fi(1). Diremos que una familia de series
formales {Fy(1)}37 , es multiplicable si la sucesion de productos parciales

[1Fe
k=1

es convergente. En el ejercicio 2.2.1 el lector puede ver un criterio similar al de la
suma para la convergencia del producto infinito de series formales.
Si G(0) = 0 definimos la substitucion de G en F como la serie

x Gk
F(G0) =Y fi f )
i K

(2.4)

Requerimos de la condicén G(0) = 0 para que la serie en (2.4) sea convergente, y la
definicién tenga sentido para F arbitraria (ver ejercicio 2.2.1).

2.2. La combinatoria de las operaciones fundamenta-
les

A menudo las series formales tienen asociadas familias de estructuras combi-
natorias que utilizan como base un conjunto finito. Mds precisamente, en muchos
casos el coeficiente f}, es el cardinal de un conjunto F,, de ‘estructuras combina-
torias’ construidas sobre un conjunto de n elementos (pensados frecuentemente
como ‘vértices’). Por ejemplo, la serie geométrica L(x) = 1T1x es la funcién genera-
triz de los factoriales (11,2!,3!,...), cuyo término enésimo es el cardinal del conjunto
S, de permutaciones que se pueden hacer de un conjunto con 7 elementos. De esa
manera la serie geométrica tiene asociada naturalmente a la familia de permuta-
ciones (u ordenes lineales).

Un conjunto con pesos es un conjunto C junto con una funcién w: C — £ (pe-
sos) de C en el anillo de coeficientes de la serie. El inventario |C|, de (C,w) se
define como la suma de los pesos de los elementos de C;

IClw =) w(o).

ceC

Otras veces f;, es el inventario de un conjunto de n elementos con pesos. Siguiendo
el ejemplo anterior, si a cada permutacion o se le asigna el peso w(o) = x*©@, donde
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o
. F .
o

@ (b)

Figura 2.1: Dos representaciones del coeficiente F[4].

k(o) es el nimero de ciclos de o, el inventario de S;, es

ISnlw=Y. x¥@ =Y |s(n,k)x*,

€Sy, og€eS,

el cual es un polinomio en la variable x. En este caso la funcién generatriz de las
permutaciones, inventariadas de acuerdo al nimero de ciclos, es, como veremos

mas adelante
1 X
Lix,t)=|—] .
(x, 1) (l—t)

Las familias de estructuras combinatorias que estudiaremos pueden construir-
se sobre un conjunto finito de vértices C. A estas estructuras combinatorias, con
pesos o sin ellos, asociadas a la serie formal en cuestion las llamaremos configura-
ciones. Las operaciones entre series formales se traducen entonces en operaciones
entre las configuraciones asociadas a las series involucradas, y se pueden expresar
de una manera mas simple y compacta cuando ponemos los términos de las series
a depender de conjuntos finitos arbitrarios en vez del subindice # o el conjunto
particular [n] ={1,2,..., n}. Esto motiva la siguiente definicién.

Definicién 2.1. Sea C un conjunto finito arbitrario de cardinal n. Dada una serie
formal F, se define F|C] como el coeficiente n-ésimo de la serie F (1),

F[C]:= fn.
Representaremos graficamente el coeficiente F[C] usando la forma de G. Labe-

lle, como en la figura 2.1 (a). Otras veces como la letra F rodeada de los elementos
del conjunto C (figura 2.1(b)).
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n

2.2.1. Algunas configuraciones elementales

Denotaremos por Ip la funcién de verdad de una proposicion P

{ 1 siPescierta
Ip=

0 en caso contrario.
1. Parala serie monomial t" tenemos

t"[C] = n!Tcj=n)-

M. Méndez

Podemos asociar a t” los ordenes lineales o permutaciones de longitud .

2. Parala potencia dividida %,
n
E[C] = Tyci=n)-

n

Le asociamos a % una s6la configuracién, que puede ser el conjunto de vér-

tices C sin ninguna estructura adicional.

3. Para la serie L(¢) = ﬁ se tiene L[C] = n!, para C de tamaiio arbitrario (fini-
to). Entonces le asociamos los ordenes lineales o permutaciones de tamafio

arbitrario.

4. Para la exponencial e’ se tiene que e'[C] = 1 para cualquier C finito . Las
configuraciones asociadas a e’ son los conjuntos de tamafo arbitrario, sin

estructura adicional.

Es claro que

(F+G)[C] = FIC] + GIC). |

La siguiente proposicion sale directamente de la ecuacién (2.3).
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7

! F
.(\\ ‘/ /.\ \‘ F
@ (b) (©

Figura 2.2: En la figura (a) se representa el producto e’ F(t), en las figuras (b) y (c)
un F-arbol pequeno, tF(?).

Proposicién 2.2. El coeficiente del producto (F.G)|[C] viene dado por la formula

| (EG)ICI= L +co-c FIC1.GIC, | (2.5)

donde el simbolo + en el subindice denota union disjunta de conjuntos.

La suma de arriba es entonces sobre todas las descomposiciones de C, (Cj, Cy),
en pares de subconjuntos disjuntos cuya unién da C. Como un ejemplo, calculan-
do el coeficiente del producto de la serie exponencial con otra serie arbitraria F,
obtenemos

EFM)CI= Y e [CLFIGl= Y FlGl=Y FIC. (26

C1+Cr=C C1+Cr=C Cc'cC

El coeficiente genérico del producto e’ F(r) puede representarse como en la figura
2.2(a). Deigual forma, el producto tF(t) se puede representar como el arbol peque-
fio en la figura 2.2(b).

Podemos deducir facilmente de la proposicién 2.2 la siguiente férmula para el
producto de 7 series formales

k k
([T Fplc) = > [1E;Cxl, @2.7)
j=1 Cy +C2+-"+Ck:Cj:1
donde la suma es sobre todos las descomposiciones de C en k-tuplas de conjuntos
(Cy1,Cy,...,Ck) (cuya unién disjunta es C).
En particular obtenemos la férmula para la potencia G* (1) de una serie.

k
GF[Cl = Y []GIC)1 2.8)
C1+Co++Cr=C j=1
Ejercicio 2.1. Sea {Fi(1)}77, una sucesion de series formales. Demostrar que si la
sucesion Fy(f) converge a 1 entonces entonces la familia es multiplicable. El reci-
proco no es cierto: x* — 0y el producto I, x¥ converge a cero. &
Usando la férmula (2.8) y la proposicién 2.1, obtenemos
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Proposicion 2.3. Laserie} 3 G¥ (1) es convergente si y sélo si G(0) =

Definicién 2.2. Sedice que una serie formal F(t) esinvertible si existe otra serie K(t)

tal que F(1t).K(t) = 1. La serie K(t) se denota como K(t) = Flin= F(t)

Por ejemplo, se puede verificar facilmente que la inversa de la serie geométrica
alternante Z ~o(— l)k x* es la serie polinomial 1+ x. El siguiente criterio de inver-
tibilidad es fac1l de demostrar. Hacemos un esquema de la prueba y se dejan los
detalles al lector.

Proposiciéon 2.4. Una serie formal F(t) € C[[t]] es invertible si y sélo si su término
constante fj es distinto de cero.

Demostracion. Si F(0) # 0, como F(¢) = fy. (F m) lainvertibilidad de F() es equi-

F(t)

valente ala de y podemos suponer que F(0) = 1. En ese caso expresamos a F de

la forma F(z) = 1 + F,(t), donde F,(0) =0. Como F ff (1) — 0, se verifica facilmente
que

1 [e.e]
Flio=——— =Y (-D*Fr@).
(1) 1+ F. (D) kg’o( )YFL(D)
Reciprocamente, si F(0) =0, no existe K(¢) tal que K(t)F(¢) =1, por que de lo con-
trario tendriamos 0 = K(0)F(0) = 1. O

Si suponemos que G(0) = 0, todos los componentes de las tuplas de conjuntos
en la férmula (2.8) son no vacias. Por esta raz6én, dada una particién 7 con exacta-
mente k bloques, ordenando los bloques de 7 de todas las maneras posibles obte-
nemos k! de tales tuplas. De donde obtenemos que

ka

(cr= Y [JaiB, (2.9)
nell,[C] Ben
donde IT;[C] es el conjunto de particiones de C que tienen exactamente k bloques.
Previo a la demostracién de la férmula combinatoria para la operacién de subs-
titucién, debemos verificar antes que ella estd bien definida.

Ejercicio 2.2. Demostrar que la serie F(G(9) = X3 fk 7 ¢t m es convergente para to-
da serie F siy s6lo si G(0) = 0. &

2.2.2. Substitucién y Férmula exponencial

Proposicién 2.5. Sea G una serie formal tal que G(0) = 0 y F una serie formal ar-
bitraria. Entonces se tiene que los términos de la substitucion F(G)(t) se obtienen
mediante la féormula

| F(G)IC] = Laenic) Flnl Mpex GLB. (2.10)
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Figura 2.3: Dos representaciones gréficas de la formula de substitucién

s - . )
I’,—~\\ - \\\ K ‘\\ /,"‘\\ K/ \\\
:VM.\V%’ " ! "N
\ , \\ 7 ‘\ ,’ N L \\ /l

- J

J

1

T=iet la substitucién de te’ (arboles pe-

Figura 2.4: Estructura contada por F(f) =
quenos) en L(?) = 1%[ (ordenes lineales).

Demostracion. Por la féormula(2.9) se obtiene

) Gk t |C| IC|
EGO)ICI=Y fi f D= i Y JleBi=> Y fm]]GBI.
k=0 k! k=0  mell[C] Bex k=0mell;[C] Ben
La cual es equivalente a (2.10). O

Observar el significado combinatorio de esta férmula: para obtener las configura-
ciones de F(G(f)) en un conjunto se colocan configuraciones asociadas a G ‘dentro’
de una configuracién externa asociada a F, de todas las maneras posibles, una pa-
ra cada particion 7 del conjunto. Los bloques de 7 se interpretan como vértices
‘gordos’ para las configuraciones de F. En la figura 2.2.2 se pueden apreciar dos re-
presentaciones graficas de las configuraciones asociadas a la substitucién. Como
una consecuencia inmediata de la férmula de substitucion, los coeficientes de la
serie formal e%(? tiene la siguiente expresién, conocida como férmula exponencial
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Figura 2.5: Una configuracién de e 12,

(ver [7])
e“Dic1= Y ] GiBl. (2.11)

nell[C] Ben

Ejemplo 2.3. Calculando el coeficiente de enésimo de la Gaussiana e

e Pm= Y [[22B= Y []-Igse-2),

nell[n] Ben nell[n] Ben

obtenemos que sus configuraciones son las particiones con bloques de tamafo 2
(apareamientos), con peso (-1) en cada par (ver Fig. 2.5).
Los polinomios de Hermite se pueden definir mediante su funcién generatriz

X t" 2
Y hn()— = ez, (2.12)
n=0 :

. . 2 . .
Calculando los coeficientes de la serie e*'~*"/2 obtenemos la interpretacién com-

binatoria cldsica de los polinomios de Hermite (ver [7]),

ha0) =" 2= ¥ [Jae-22B1= Y ] (¢Tgs=n - Tesi-2).

nell[n] Ben nell[n] Ben
. . . 2 . .
Las configuraciones asociadas a la serie e*'~*"/2 que definen los polinomios de Her-
mite son entonces las particiones con bloques de tamafio a lo sumo 2, los bloques
de tamafo 1 tienen peso x y los de tamafio 2 tienen peso —1. De alli se obtiene la
expresion explicita:

ln/2]

- n! k  .n—2k
B (x) = kX::I e e (2.13)

Normalizando a su vez h,(x) para obtener una funcién generatiz de tipo exponen-
cial, se tiene que
!

n. k
™ Cnkm-2k
ok gz (2R

hn[C] =
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Figura 2.6: Configuracién de hisl{a, b, c,d, e}].

para cualquier conjunto C de cardinal n —2k. Luego, a los coeficientes h,[C] le
podemos asociar el siguiente tipo de configuracién:

= Un conjunto de cardinal 7 (disjunto de C) mds una particion 7 € [1[n] con
k bloques de tamafio 2 y n — 2k bloques de tamafio 1 (el ntimero de dichas
particiones esta dado por W!n—ﬂc)')'

= Los bloques de tamafio 2 tienen peso —1 y los de tamafio 1, peso 1 (dado por
el factor (—1)%).

= Una biyeccién del conjunto de bloques de tamafio 1 en el conjunto C (el ni-
mero de éstas estd dado por el factor (n —2k)!).

Ver figura 2.6. &

Ejemplo 2.4. El ntimero de permutaciones ciclicas sobre un conjunto de n elemen-
tos es (n—1)!. La serie generatriz de las permutaciones ciclicas es entonces

t oo " t du 1
€)= Z(n 1)'— Z Y ou duzf =ln(—) (2.14)
n! o 1—-u 1-1¢

nln 0 n=0

Por la féormula exponencial obtenemos que la funcién generatriz de las permuta-
ciones, pesadas con el peso w(o) = x*@, donde k(o) es el ntimero de ciclos en los
que se descompone o, es igual a

Lix, 1) = () = (%t) .

En efecto,

xln(%) [n]

> Hxln(ll )[B] > I xuBI-1)

nell[n] Ben nell[n] Ben

Y X" TTaBI-Dy,

nell[n] Ben
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el nimero de permutaciones cuya particién inducida por sus ciclos es 7 es igual a
[Igex(IBI- D!y x es el peso de cada una de ellas. Al sumar sobre todas las parti-
ciones de [n] estamos calculando el inventario de S;,. Por otro lado

1) a” - )
(:) [n]:dx”(l_t) T l=0=x".

De donde obtenemos ademads que
n
X =Y |s(n, )|k
k=1

[ )
Ejemplo 2.5. La expansion en serie de potencias de In(1 + ) se obtiene de In ( ﬁ)
por cambio de signos

ln(1+t):—ln( ): Z(—l)”_l(n—l)!%. (2.15)
n=1 :

1-(-0
De donde
In(l1+Hnl =" -1

Sea el €, el conjunto de las permutaciones ciclicas de n, y sig: €, — {—1,1} el peso
que le asigna a cada permutacion ciclica su signo sig (o) = (—1) n=1 Como hay (n—1)!
permutaciones ciclicas y cada una de ellas tiene peso (signo) (—1)""!, el inventario
de €,:

Calsig = (=1)" " (n- 1)},

nos da el coeficiente n-ésimo de In(1 + 7).
Por la férmula exponencial obtenemos que el coeficiente n-ésimo de

1+ t)x — exln(1+t)

es el inventario de las permutaciones de S, pesadas con el peso:

w(o) = sign(o)xk(”).

En efecto:

exln(1+t)[n] — Z H x(|B] _1)!(_1)(|B\—1) — Z xlﬂl H (IB] - 1)!(_1)(\B|—1)'

nell[n] Ben nell[n] Benm

Obtenemos entonces que:

Wn=0+0%n =Y x5 Y JTBI-D=DBY =Y stk (2.16)

k=1 nelly[n] Ben k=1
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[ )

Ejercicio 2.3. De las identidades

" Y S(n, k) (0

=
Il

k=1

n

Y s(n, k)xk,
k=1

(%)

deducir que la matriz (s(n, k)) , k. es la inversa de (S(n, k), k. &

Ejercicio 2.4. Denotemos por Gr(#) la serie generatriz de los grafos, y por Gré(¢)
la de los grafos conexos. De la férmula exponencial se obtiene.

Gr(t) = &S0, (2.17)

De alli obtener una férmula para el ntimero de grafos conexos con n vértices. &
Ejemplo 2.6. ( Polinomios de Bell) Los polinomios de Bell completos pueden defi-
nirse por medio de su serie generatriz (ver [1])

& tk 00 tk
bu(x1, X2, ..., Xn) — = eXkc1 kT, (2.18)
n=0 k!

Hallamos su férma combinatoria explicita tomando el coeficiente enésimo de su
serie

00 tk
bp(x1,%2,...,xp) = B(t,x) [0 = Y [] (Z xkF[B])
k=1 :

nell[n] Ben

= ) H(ixkll(B:k))z Y [lxs @19

nell[n] Ben \k=1 nell[n] Ben
Equivalentemente, clasificando las particiones de [n] de acuerdo a su tipo, obtene-

mos

n!
bn(x1,%2,...,Xp) = XM x%2 . xln,
P02 ) 0;’"1!“1@1!2!“2&2!...11!“" 1 %2 e n

[ )
Ejemplo 2.7. Sea Y,,(t) la sucesién de series formales definida recursivamente por

i =t
Y, = tem'® p>1. (2.20)
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Figura 2.7: La ecuaci6n implicita <7 (£) = te®,

Se puede demostrar por induccién que para cualquier conjunto finito B, si n,m =
|B| se tiene Y,[B] = Y,,[B]. Por lo tanto Y}, (t) converge. Por la ecuacion (2.20) el
limite </ (t) = lim,_.o, Y, (#) obviamente satisface la ecuacién implicita

(1) = te? D, (2.21)

Las configuraciones enumeradas por & (¢) son los drboles con raiz (ver figura 22).
De una manera similar la sucesién definida recursivamente por

Z1 =t

t
Z, = —— n>1, 2.22
" 1= Zp_1(2) (2.22)

converge a <71 (t), que satisface la ecuacién implicita

A (1) = ————. 2.23
L(7) 1,00 (2.23)
[ )
Ejemplo 2.8. Sea W/ () 1a sucesién de series formales definida recursivamente por
wi =t
wE = t+FWr ), n>o0, (2.24)

donde la serie F(¢) satisface F[0] = F[1] = 0 (es decir, p(F(¢)) = 2). Se puede de-
mostrar que para todo conjunto B, si n,m = |B|—1, entonces se tiene que Wf[B] =
Wnb; [B]. La demostracién es por induccion en el cardinal de B usando la recursién
(2.24). El limite de esta sucesion (1) = limy o W,f (1) satisface la ecuacién im-
plicita

Hp(t) = t + F(Fr(1)). (2.25)

La serie A (t) cuenta los F-arboles de Schroder [24]. Con la letra A que usamos
aqui le hacemos honor a Hiparco, astronomo y matematico helénico, quien fué el
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primero en estudiar y contar este tipo de estructuras. Ver [20], y [25], para conocer
una historia fascinante en relacién a los arboles de Schroder-Hiparco. &

Definicién 2.3. La serie formal t es la identidad respecto a la operacion de substi-
tucion en el conjunto C.[[t]] de series formales cuyo coeficiente constante es nulo.
Una serie se llamareversible si ella tiene inversa con respecto a la operacién de subs-
titucién. Es decir, F(t), con F(0) = 0, se llama reversible si existe una serie formal
denotada por FV (1) (reversa de F(t)) tal que

FYF@) =FFE @)=t
Proposicién 2.6. Una serie formal F(t) € C.[[t]] es reversible siy sélo si F[1] # 0.

Demostracion. Si fi = F[1] # 1, como F(f) = fi.( %), la reversibilidad de F(t) es

equivalente a la de %, y podemos suponer que f; = 1. En ese caso expresamos a

F dela forma F(t) = t + Fo4 (), donde F»4[0] = F>,[0] = 0. La serie formal #_p,, (¢)
satisface la ecuacion

H_py, () = 1= Fps (g, (D). (2.26)

De donde se obtiene que
H_py, () + For (H_py, (1) = t = (t+ Fay) o (A, (1)) = F(A_F,, (D).

Luego F(t) es reversible por la derecha. Como #_p,, [1] = 1, el mismo argumen-
to vale para _p,, (), y ella también es reversible por la derecha: existe F tal que
FO_Fy, (F (1)) = t. Por asociatividad se tiene F(t) = F(f) y

FV () = g, (1) 2.27)

Reciprocamente, si F[1] = 0, no existe G(t) tal que F(G)(#) = ¢, por que de lo contra-
rio tendriamos 0 = F[1]G[1] = F(G)[1] = ¢[1] = 1. O

2.2.3. Ejercicios

Ejercicio 2.5. Sea la serie

H(t) = —.
2 1-t—1r2
Demostrar que H[n] = n!F,, donde F; es el nimero de Fibonacci definido por:
Fy=1, F, =1, Fy4 = F, + F,—1. Ayuda: hallar primero las estructuras que enumera
dicha serie, y luego demostrar que % satisface la recursion de los ntimeros de Fi-
bonacci. &
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Ejercicio 2.6. Interpretar combinatorialmente los coeficientes de las siguientes se-

ries:
1 1-t
Pulpo(?) = ln( - )zln( )
1- L 1-2¢
-t
1
Medusa(t) = ln(it)
1-telT7)
1
Vert(t) = ———
1-o/(1)
&

Ejercicio 2.7. Demostrar la condicién de convergencia de la sucesién Y, en (2.2.2).
;Qué estructuras combinatorias cuenta Y, (£)? &

Ejercicio 2.8. Calcular la serie generatriz <1 (f) usando la ecuacién implicita que
ella satisface. ;Qué estructuras cuenta </ (£)? &

Ejercicio 2.9. Demostrar la condicién de convergencia de la sucesién W} (¢). ;Que
configuraciones cuenta W ()2 &

Ejercicio 2.10. Dar una interpretacién combinatoria de los coeficientes de la serie
reversa F¢1 = 72 F,, (1), basandose en la ecuacién implicita (2.26). &

Ejercicio 2.11. Sea F(t) una serie formal tal que F(0) = 1. Argumente la razén de la
existencia de una solucién tinica para la ecuaciéon implicita

Ar(t) = tF(AF). (2.28)

De una manera similar, argumente el porqué de la unicidad de la solucién de la
ecuacion (2.25). Demostrar que «/r(t) es la reversa de tF~1(p), y por lo tanto se
tiene la identidad

AE(t) = F_g(1),

donde G(#) = t(F~'(#) —= 1) = tF~1(¢) — t. Este es un caso en el que dos familias de
configuraciones completamente diferentes tienen la misma serie generatriz. &

2.3. Calculo Umbral: Familias de tipo binomial,
de Sheffer, y de Appel

Damos una breve introduccién al cédlculo umbral, desarrollado desde princi-
pios del siglo pasado por muchos autores tales como Pincherle, Sheffer, Steffensen,
y Riordan. En la década de los 70, fue formalizado por G-C. Rota y sus colaborado-
res [19, 23, 22]. El punto de partida son las familias de polinomios de tipo binomial.
Ellas satisfacen, tomando como modelo las potencias, la propiedad de la identidad
binomial.
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Definicién 2.4. Una familia de polinomios {p,(x)};,_, se llama de tipo binomial si

po(x) =1, el grado de cada p, (x) es n y satisfacen laidentidad binomial

n

n
prn(x+y)=) ( k) Pe(X) P (). (2.29)
n=0
De la identidad binomial se deduce facilmente que p,(f) tiene término cons-
tante nulo para todo n > 0. Las familias de polinomios de tipo binomial estan ca-
racterizados por su serie generatriz. Para demostrar dicho resultado nos seré ttil el
siguiente

Lema 2.1. Una familia de polinomios de tipo binomial p,,(x) estad completamente
determinada por sus valores en 1. Es decir, si q,(x) es otra familia de tipo binomial
tal que para todo n, p, (1) = q,(1), entonces ambas familias son la misma, p,(x) =
qn(x).

Demostracion. Como ambas familias satisfacen la identidad binomial, se tiene
que para todo j =1 entero,

J

. — n
Pr(N=prQ+14+---+1)= Z ( )pkl(l)pkz(l)---l?kj(l)
Kyt kj=n ki, ka,.... kj

> h Mg, (1) M =a(i)
k1+'"+kj:n kl’kZ;---,kj Gk k. "'qkj =4q(j).

Por ser ambos polinomios, obtenemos p,(x) = g, (x). O

Proposicién 2.7. Una familia de polinomios {p,(x)}5, es de tipo binomial si y s6lo
si su serie generatriz es de la forma

(o) tVl
Y palx)— =0 (2.30)
n=0 n!

donde F es una serie formal reversible.

Demostracion. Suponiendo que se satisface la identidad (2.30), por propiedades
de la exponencial se tiene que:

po(=e"=1,

3 t R+ E) _ XF(0) yF(@) _ [ o (& n
L pnlctyy = M=t =(Z pnm—,)(Z pn(y>—,),
n=0 " n=0 nt ;2o n!

de donde se deduce (2.29). De la férmula exponencial obtenemos

pn(0)=eFm= Y [[xFBI=Y( Y TJ]FBY)x*m>0. (231
k

nell[n] Ben =1 nelli[n] Ben
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Por lo tanto el coeficiente de x" es f}" # 0, y pn(x) tiene grado n. Reciprocamente,
si la familia es de tipo binomial, sea F(¢) la serie formal

F(t):ln(1+ > pn(l)t—).
n=1 n!

Claramente F(0) = 0. El término constante de p;(x) es cero y por lo tanto F[1] =
F'[0] = p1(1) # 0. Por la primera parte de la demostracion se tiene entonces que la
familia de polinomios definida por

Fo 00 i
X — —_
e = nZ::0 Gn(x) e

es de tipo binomial. Se tiene ademads que

> )— = =Y q()—.
n:Opn( )l’l! e k:oqk( )l’l!
Por el lema anterior p,(x) = gn(x). O

Ejercicio 2.12. Los polinomios de Touchard [26], o polinomios exponenciales for-
man la familia de tipo binomial definida por la serie generatriz

7 t" t
Y Tu(x)— =e*@ V. (2.32)
k=0 n!

1. Verificar que T, (x) = ZZIS(n, k)xk, donde los coeficientes S(n, k) son los

numeros de Stirling de segundo tipo.

2. Verificar que, pensando a T,(t) como serie formal de tipo exponencial (po-
linomial), el coeficiente T,[C] cuenta el nimero de funciones sobreyectivas
que van de un conjunto con # elementos en C.

3. Demostrar la identidad (férmula de Dobinski [5])
k

t
a (2.33)

(e )
Tp(te' =) k"
k=1
Ayuda: el coeficiente en C de la serie del lado derecho cuenta el nimero de
funciones de un conjunto de n elementos en C.

Denotamos por D, al operador derivada actuando en le espacio de los polino-
mios en la variable x, D, : C[x] — C[x]. Dada una serie G(#), G(Dy) representard al
operador

0 DI;
G(Dy) = I;ngﬁ,



Funciones generatrices 29

que actia también sobre C[x]. G(Dy) se extiende naturalmente al anillo de las series
formales con coeficientes en C[x] mediante la accién,

n

GDY) Y. qu¥) == Y G(Dx)Gn(x)—.
k=0 n: k=0 n:

Es facil verificar que
G(D,)e*FD = G(F(1)e*F®, (2.34)

Estamos listos entonces para demostrar la siguiente proposicion:

Proposicién 2.8. Sea una familia de tipo binomial {p,(x)}5,_, como la definida por
la la ecuacion (2.30). Si F$~V(t) la reversa de F(t), se tiene que

FY(D) pn(x) = npp—1 (x). (2.35)

Demostracion. Por la ecuacion (2.34)

(e8] _ lJ’l B B
Z F( 1>(Dx)pn(x)F :F( 1>(Dx)exF(t) :F( 1>(F(t))exF(t) — teXF([).

n=0
Como
r 00 n+1 e8] Vl o0 tn
et =y pn(x)— Z P10, =Y npaax—,
n=0 n=1 - 1! n=1 n!
igualando término a término obtenemos el resultado. O

La familia p, () se dice asociada al operador F*"V(D,), y conjugada al operador
F(Dy).

2.3.1. Ejercicios

Ejercicio 2.13. Demostrar que x"” es una familia de polinomios de tipo binomial,
asociada al operador V=1- ePx &

Ejercicio 2.14. Demostrar que (x), es una familia de polinomios de tipo binomial,
y que esté asociada al operador A = ePx —1. &

Ejercicio 2.15.Los polinomios de Abel forman la familia de tipo binomial asocia-
da al operador De~P. Dar una interpretacién combinatoria de dichos polinomios
usando la serie del operador conjugado (reversa de te ). &

Ejercicio 2.16. Los polinomios de Laguerre forman la familia de tipo binomial aso-
ciada al operador —L, (D). Dar una interpretacién combinatoria de dichos
polinomios. &
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Definicién 2.5. Una familia de polinomios {s,(x)}, se llama de Sheffer si existe

una serie formal A(t) invertible, y una F(t) reversible, tales que:

Y sulx)

n=0

t}’l
— = A(e*tF®, (2.36)
n!

Si F(t) = t, la familia definida por (2.36) se llama de Appel.
Por la ecuacion (2.34) se tiene:
AFTV D)™ = AFTV E@) e = A e,
de donde obtenemos

sn(x) = A(FY (D) po (). (2.37)

En particular, una sucesién de polinomios de Appel X907 an(x)% = A(r)e*! satis-
face a;,(x) = A(Dy)x".
Los polinomios de Hermite son una familia de Appel con A(?) = e /2 Se tiene
entonces
hu(x) = e D2 yn.

Ejercicio 2.17. Describir las configuraciones asociadas a la serie generatriz de los
polinomios de Sheffer (2.36). Analizar el caso particular de los polinomios de Ap-
peL, F(f)=t. &

2.4. Derivada, Integral, y sus interpretaciones
combinatorias
Denotamos ahora por D el operador derivada actuando sobre el anillo de las

series formales Z[[t]]. Tanto la derivada como la integral se definen sobre una serie
formal como operadores que actiian de la manera usual sobre cada sumando:

0 t" 0 tn—l
DF t = D—: _
2 ,;f" n! n;f”(n—l)!
y
t [ee] t un [oe) tn+1
F = —d = Ea——
fo ,lz::ofnf() n! “ ,lz::ofn(n+l)!
de donde obtenemos
o0 tn
DE(t) = ) for1— (2.38)
n=0 n!

o0 tn
> fo1—- (2.39)
n=1

t
|
0

n!
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Para un conjunto finito arbitrario C, el coeficiente DF[C] es igual entonces al coefi-
ciente de F en un conjunto obtenido de C agregdndole un elemento adicional (que
no estd en C),

DF[C] = F[{*}+C]. (2.40)

Al elemento adicional * lo denominaremos elemento fantasma. De la misma ma-
nera obtenemos que

D"FI[C] = F[§n+C] = Fl{*p, ¥p-1,..., 1} + Cl. 2.41)

Donde §,, es una coleccién de n elementos fantasmas.

Para obtener fot F[C] tenemos que quitarle un elemento a C y calcular el coefi-
ciente de F en dicho conjunto. El problema es que no hay una manera sistemética
de escoger dicho elemento cuando C es un conjunto arbitrario, sin estructura adi-
cional. Si suponemos que el conjunto C = {cy, ¢2,..., c,} esté totalmente ordenado,
podemos elegir el menor elemento min(C) = ¢; ( 0 el maximo) para quitérselo. Asi,
tenemos que para |C| = 1, C totalmente ordenado

t
(fo R[CI=F[CT], (2.42)

donde C™ = C—{c1}. El coeficiente fot F[0] es cero. Cuando se requiera mayor simpli-
cidad en la notacién, denotaremos al operador ‘integral indefinida’ con el simbolo

B .
(UF)(1):= f Fwdu.
0
El coeficiente en C de la integral de F lo representaremos como un arbol pequeiio,

cuya raiz es el menor de los elementos de C, y con peso el coeficiente de F en el
conjunto de vértices restantes:

®
L
ypu= O

=B

Las integrales iteradas (f kp )[4], k =2,3,4, tienen la forma:

@

F(0)

B
2pui= O [|Pru=lL@0l||1*nu=I0e6 &l

La integral (f 5F)[4] = 0. En general, cualquiera que sea la serie formal F, se tiene
que ko — 0, porque como

(J*P)[C] = Flick+1, Cs2r--» Call = FIC = {c1, C, .., il
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(f*P)(Cl=0sik>|C].

Si suponemos también que el conjunto C en la ecuacién (2.40) estd totalmente
ordenado, el elemento fantasma lo colocamos como primer elemento del nuevo
conjunto {*} + C. De una manera similar en (2.41) el primer elemento de §, + C es
*,, y los subindices indican el orden en el cual fueron aplicadas sucesivamente las
derivadas. Tenemos entonces que el operador D es inverso a la izquierda de |,

(DN)F=D([F)=F

2.5. Operadores integrales y ecuaciones diferenciales
lineales

Como ["F — 0 para cualquier serie F, para una sucesion arbitraria a; de ele-
mentos del anillo de coeficientes £, el operador

o0

> afk, (2.43)
k=1

estd bien definido en todo el anillo de series formales Z[[¢]]. Por ejemplo se tiene:
(e )
Z fk el =t et’
k=1
porque evaluando en un conjunto finito C = {cj, ¢z, ..., cx}
(o] n
Y [felic1= Y e'lC—fci e, el = 1,
k=1 k=1

y te'[C] = n.

Ejemplo 2.9. Queremos hallar la serie generatriz del nimero de composiciones de
n de acuerdo al nimero de partes. Para ello identificamos a una composicién de n
con distribuciones de barras en la palabra c; ¢z ... ¢,. Sea y una tal distribucién. De-
notemos por |y| el niimero de sus partes. Definimos su peso como el monomio x'!.
Sea Y = Y (¢, x) la serie generatriz de las composiciones contadas con dicho peso. Se
puede verificar ficilmente que x[Y es la funcién generatriz de las composiciones
cuya primer segmento es c;. De la misma manera x/*Y es la serie generatriz de las
composiciones cuyo primer segmento es cj ¢z ... cx. Luego, se tiene que Y satisface
la ecuacion integral

Y=1+x(JY+2Y+fY..)=1+x[.1-N"'Y. (2.44)
Multiplicando a ambos lados de la ecuacién por el operador (1 — f) obtenemos:

A-N¥-D=xJY,
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y por lo tanto,
Y-1-[(Y-1)=x[Y.

Derivando a ambos lados obtenemos la ecuacion diferencial

Y=x+1)Y -1 (2.45)
Resolviéndola, obtenemos
xe® DI 4
Y=Clt,x) = ————
(x+1)

La inversa de esta serie cambiandole el signo a la variable x es la serie generatriz de
los polinomios de Eulerianos
1 _ 1-x
C(t,—x) 1-xell=vt

=y An(x)% (2.46)
n=0 .

(ver [6] para ver la motivacion analitica que llevé Euler al descubrimiento de estos
polinomios. Ver también [7] para el lado combinatorial de ellos). La explicacién
mas satisfactoria de esta interesante identidad (2.46) fue dada por Gessel en [10]. &
El problema general es la resolucién de una ecuacién de la forma

o0
Y=1+) arf*Y, (2.47)
k=1

cuya solucién enumera diversos tipos de composiciones con peso ay en las partes
de tamafio k. La solucién efectiva puede conseguirse en muchos casos usando téc-
nicas similares a la del ejemplo de arriba. En el caso en el que a; = 0 para k > n,
aplicando el operador D" a ambos lados de (2.47), obtenemos la ecuacién diferen-
cial homogénea equivalente:

00
Y(Vl) — Z aky(?’l—k)’
k=1

con condiciones iniciales: Y(0) =1, Y'(0) = a1, Y"(0) = af + ay, etc., obtenidas apli-
cando D/ a ambos lados de (2.47) y evaluando en cero.

Ejemplo 2.10. La serie generatriz de las composiciones y, con partes de longitud a
lo sumo 2, y con peso x!"!, satisface la ecuacion:

Y =1+x(fY + [*Y),
equivalente a la ecuacién diferencial lineal homogénea:

Y'=xY'+xY,
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con condiciones iniciales Y (0) = 1, Y'(0) = x. La solucién es:

xX+VxZ+4x X+VxZ+4x x—Vx2+4x x—Vx2+4x
Y(t,x)= exp r| - exp t].
2Vx2 +4x 2 2Vx2 +4x 2
o

Ejercicio 2.18. Verificar combinatorialmente que DL(¢) = I2(6). &

Ejercicio 2.19. Verificar combinatorialmente que fot Luw)du=€(t).%

Ejercicio 2.20. Obtener la ecuacion diferencial (2.45) directamente de las configu-
raciones enumeradas. &

Ejercicio 2.21. Obtener la serie generatriz C(t, x) directamente del hecho de que el
numero de composiciones de n con k partes es (Zj) )

Ejercicio 2.22. Obtener una ecuacién andloga a (2.44) para enumerar las composi-
ciones con todos sus segmentos de longitud par respecto al nimero de segmentos.
Transformarla en una ecuacién diferencial y resolverla. &

Ejercicio 2.23. Sean x; y x; las indeterminadas del anillo de coeficientes Z[x;, x2].
Resolver la ecuacién integral

Y=x1/Y+x2/?Y +1 (2.48)
o equivalentemente, la ecuacion diferencial lineal de segundo orden:
Y'=xY' +xY, (2.49)

con condiciones iniciales Y(0) = 1, Y'(0) = x;. La ecuacién diferencial (2.49) es
equivalente ala recursion Y[n] = x; Y[n— 1]+ x2 Y[n —2], con condiciones iniciales
Y[0] =1, Y[1] = x;. Calcular Y[2], Y[3], y Y[4], y cotejar con la solucién combina-
toria obtenida.&

Ejercicio 2.24. Demostrar la férmula de Rodrigues para calcular los polinomios de
Hermite: , ,
hn(t) — et /2(_1)nDne—t /2’

usando el formalismo introducido y las configuraciones asociadas a la gaussiana y
a los polinomios de Hermite. Ayuda: escribir la identidad de la forma

hn(t)e—tZ/Z — (_1)nDne—t2/2'

&

Ejercicio 2.25. Demuestre la regla de Leibniz:

n
D"(F(G(1) =) (’1: DFF(D" FG. (2.50)

k=0
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&

Ejercicio 2.26. Demostrar la regla de la cadena:
D(F(G(¥)) = DF(G(1)DG(?)
&

Ejercicio 2.27. Demostrar la regla de la cadena generalizada (Férmula de Fad di
Bruno [4]):
DMFGM) =Y. (DRG] D®Go.

nell[n] Bern
Clasificando las particiones por tipos deducir:

n

n — (k) /(1)) %1 (M) (g1@n
D"(F(G(1)) k:lF (G(t))wn%lzk1!“1a1!...n!“nan!(G(t)) (G (1)
n
= Y FOG@) b, (G (0,G"(D),...,G™ (1)), (2.51)
k=1

donde by, (x1, X2,...,Xy) es el polinomio de Bell parcial

n! a a a

bp(X1, X2, Xp) = Y, —————————x{xy X"
121 4! n%nq,!
a)—n,lal:k . leeestte ne

2.6. Operadores de creacién y aniquilacién

Sea 5 un espacio de Hilbert sobre C. El espacio de Fock (bosénico) relativo a
se define como la completacién del dlgebra simétrica (ver por ejemplo [21]):

F$9) = Py Sk ().

Consideraremos aqui solo el caso en el que $) es unidimensional y F($)) es iso-
morfo al espacio de Hilbert [,. Sea {en}j’fzo una base ortonormal de [,, se definen
los operadores de creacién a' y de aniquilacién a mediante su accién sobre la base
ortogonal

aTen = VvVn+lep+
ae, = +Vne,. (2.52)

Ambos operadores son no-acotados, y por lo tanto no estdn definidos en todo I,. El
dominio de ellos es

)
@z{Zakek

k=0

o0
Y nlag? <oo .

k=0
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Los operadores a'y a' son adjuntos el uno del otro y satisfacen la regla de conmu-
tacion

la,a'l=aa"-ata=1,
donde I es el operador identidad. Sea D el operador derivada actuando sobre series
formales, y por abuso de lenguaje, denotamos por t el operador ‘multiplicar por ¢’

Se tiene que
(DOF(t) = (tF(1) = F(t) + tF'(t) = (I + tD)F(2).

Por lo tanto, ¢y D satisfacen la misma relacién de conmutacién que a' y a. En pro-
blemas de reordenamiento de los operadores de creacién y aniquilacién podemos
identificar a @ con Dy a t con a', y usar la interpretacién combinatoria de ¢y D
para obtener una gran variedad de resultados.

Comenzaremos por introducir alguna notacién. Sea F(a, a') una expresién que
esta formada por una combinacién lineal finita (polinomio) o infinita (serie formal)
de palabras en el alfabeto {a, aT}. En el caso de que F(a, aT) sea polinomial, dicha
expresion representa un operador en un subconjunto [,. En caso contrario, ella re-
presenta un operador si se cumplen condiciones para la convergencia. La forma
normal del operador F(a, a') se define como la expresion obtenida al mover en ca-
da monomio todos los operadores de aniquilacién a la derecha de los operadores
de creacién usando la relacion [a, a'] = I en cada paso. La forma normal de F(a, ah
se denota ./ F(a, a'). Como operadores F(a,a') y 4 F(a, a") son iguales. El doble
punto : F(a, a’) : denota la expresion que se obtiene al mover en cada monomio de
F(a,a") los operadores de aniquilacién a la derecha de los de creacién, tratindolos
como si ellos conmutaran. Como operadores, en general : F(a, a') : es distinto de
F(a,a").

Por ejemplo:

n veces

@a=wada.. aa),
mientras que
(a'a)?:= (ahH"a".

La siguiente proposicién fue demostrada por primera vez por Katriel en [12]. La
demostracién que presentamos se basa en las herramientas combinatorias desa-
rrolladas previamente en este capitulo.

Proposicién 2.9. La forma normal del operador (a' a)" estd dada por
n
N a "=y Sk (aH*ak =:T,(a"a): (2.53)
k=1

donde Ty, (x) es el enésimo polinomio de Touchard.
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/

*—QO

F

@)

N\ VAN Y,

Figura 2.8: Accién del operador ¢D sobre F

Demostraciéon. Por la observacion hecha mas arriba, basta demostrar la identi-
dad ;
(tD)" =Y S(n,k)t*D*. (2.54)
k=1
Aplicando el operador ¢D ala derecha a una serie F(#) y evaluando en un conjunto
C obtenemos
(tDF)[C] = )_ FIC—{c}+{*}].
ceC
Las configuraciones de (tD)F se obtienen de las de F quitdndole un vértice c y
agregandole en vez de él un elemento fantasma =. Ellas se pueden representar mas
pictéricamente como una configuracién de F a la cual le quitamos un vértice y
le agregamos un vértice fantasma mdas un segmento que lo une al vértice que le
quitamos (ver Fig. 2.8). Es conveniente para entender las construcciones siguientes,
imaginar el operador D como una ‘patica’ cuyo pie o extremo inferior es un vértice
fantasma, y cuyo extremo superior es un vértice normal.

-1

Iteramos el procedimiento agregando cada vez una pata a la configuracién pre-
via, enumerando los vértices fantasmas en orden de aparicién. Al final obtendre-
mos un conjunto de cadenas de vértices fantasmas ordenados en forma creciente,
en el tope de cada cadena un vértice de C, el primer vértice fantasma de cada ca-
dena formando parte de los vértices de la configuracién inicial que corresponde a
F (ver Fig. (2.9). Para k cadenas, k < n, las configuraciones sobre un conjunto finito
viene dada por

Y S(n k) tF[C11.DYFIC,).
C1+Cr=C

Esto por que hay S(n, k) maneras de agrupar los n elementos fantasmas en k blo-
ques, t*[Cy] = k!Tc,|=k) maneras de asignarle a cada bloque de la cadena su ele-
mento tope, y DXF[C,] es el peso de la configuraciones correspondientes a F en el
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Figura 2.9: Una configuracién de ((tD)8F)[{a, b, c,d, e}].

conjunto C, mads el conjunto los k vértices fantasmas (obtenidos tomando el pri-
mero de cada cadena). Sumando sobre el niumero k de cadenas, finalmente obte-
nemos:

(D)"RICI=Y. Y Sn k)t Ci1).DFFIC) = (Y S(n, k) t*.D¥F)(C)
k=1C1+C=C k=1

Como dicha identidad es valida para toda serie formal F(t), obtenemos (2.54). O

De alli obtenemos como corolario

. ta
Corolario 2.1. El operador e’ ¢ tiene la forma normal

Nt = eMeaTa_U :

Demostracion. Por la proposicién 2.9

+ (o] Aﬂ () A]VL
Hlra=Y — @' a"=) :Tya'a): =
—o 1! - n!
n=0 n=0
La férmula exponencial para los polinomios de Touchard (2.3) nos da inmediata-
mente el resultado. O



Capitulo 3

Funciones generatrices en dosy
mas variables.

Consideraremos ahora series formales de tipo exponencial en las dos variables

tyx:
m

F(t,x) = Z fnm 3.1)

Im!
n,m=0 n.m.

De una manera similar al caso univariado, obtenemos el producto F(¢, x)G(t, x):

oo mn [\ (5 e
.| 8m-kn-j| - (3.2)
m;—()(k,]z—o(k)(])kyj e ]) min!

Lo cual motiva la siguiente definicién para poder expresar combinatorialmente y
de una manera compacta la férmula del coeficiente del producto de dos series.

Definicién 3.1. Para una serie bivariada F(t, x) y dos conjuntos finitos disjuntos E
y D, sedefine
FID,E] = = fin,n)

donde m y n son los cardinales de D y E respectivamente.

3.1. Conjuntos coloreados y operaciones
combinatorias

Segtn la férmula (3.2) se tiene que

(EG)IE,D] =) _FI[E1, D1]G[Ez, D2], 3.3)

39
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O @ @ O
OF.O OG.
¢ ®

G

O

G

Figura 3.1: Producto de series bivariadas

donde la suma es sobre el conjunto de todas las posibles descomposiciones D; +
D, =Dde DyE; +E;=EdeE.El par ordenado (E, D) se puede representar de una
manera muy intuitiva como un conjunto coloreado usando dos colores, (E,D) =
(C,x), donde C = E+ Dy« esuna funcién « : C — {e,0} que le asigna a los elementos
de E el color e y a los elementos de D el color 0. Usando esta notacién, la formula
(3.3) queda

(FGQIC,x] = Z F[Cy,x¢1GICy, kg, ], (3.4)

C1+C=C

donde ¢, denota la restriccion de x a C;, i = 1,2. En la Figura 3.1, asi como en
el resto de éste capitulo hacemos la identificacién de colores con indeterminadas
como sigue: f =ey x=0.

El cardinal |(C,x)| de un conjunto coloreado se define como el par ordenado
de los cardinales (Jx ()|, |k 1 (Q)]). La topologia de las series bivariadas se define
de una manera similar a la de las series en una variable: se dice que una sucesién
F,(t) converge a F(?) si para cada (C, k), existe un entero N(r,s), que depende del
cardinal (r, s) de (C, ), tal que F,[C,«] se hace estacionario e igual a F[C,«] a partir
de N(r, s):

n> N(r,s) > F,[C,x] = F[C,«k].

La substituciéon de una serie bivariada G(t,x), con G(0,0) = 0, en una univaria-
da F(t) es posible para toda F, por que como en el caso univariado se tiene que
Gk(t, x) — 0y por lo tanto la serie

X Gt,x)"

Z fn | »

=0 n!
es sumable.
Como .

G"[C,x] = > [1GiCixc,],
C1+Co+++Cp=Ci=1

se tiene

G n
[Cxl= ) []GIBxsgl.

n
n! nell[C] Ben
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Figura 3.2: Substitucion de series bivariadas en una serie bivariada.

El coeficiente de la substitucién nos da entonces.

n
FG(t,x)ICxl= Y Flal Y []GIB ksl
nell[C] nell[C] Ben
Consideremos ahora el caso mds general de la substitucion de dos series G(t, x) y
H(t, x), G(0,0) = H(0,0) =0, en F(t, x) bivariada,

G(t x)™ H(t, x)”
m! n!

FG(U 0, H ) = Y. o
m,n=0
Para obtener la descripcién conjuntistica de su coeficiente genérico tenemos que
colorear también los bloques de las particiones en cuestién. Es decir, considerar
pares de la forma (7,K), donde m € II[C] y K : 1 — {o,0}. Asi

F(G(t,x), H(t, 0)[C,x] = Y Fln,&] [| GIBi,kg] [] HIBa kg, (3.5)
(1,%) Biek1(e) Brek~1(0)
donde la suma es sobre todas las particiones bicoloreadas de C. La demostracién
de la férmula (3.5) es estandar y se deja al lector.
Ejercicio 3.1. Describir las estructuras combinatorias bicoloreadas que cuentan las
series:

Ciempg(t,x) = o0
' 1-x2G(1)
OrugaG(t xX) = ﬂ
’ 1-x%G(1)
Medusa(t,x) = In (%) (3.6)
1- teli=)
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donde G(1) es una serie arbitraria tal que G(0) =0. &

La operacion conjuntista para cada derivada parcial consiste en agregar un ele-
mento fantasma con el color correspondiente:

0F((;t’X) [C,k] = F[C+{x},x*®
LX) -l = FC+ 4.6,
0x

donde x*%, i = 0,0, es la extension de x a C + {}, que colorea el vértice fantasma
con el color i.
Ejercicio 3.2. Demostrar combinatorialmente la regla de cadena:

0F(G(t,x), H(t,x))

= a—F(G(t x), H(t x))a—G + a—F(G(t x), H(t x))a—H
Cooor T er ox T T o

ot
RGN HGX) - OF oy om0 2 + %E (6t 0, Ht o 22
0x S T ox ox T T ax

&
De una manera anéloga se define la integral parcial. Para (C,x) un conjunto bi-
coloreado, con C un conjunto totalmente ordenado, el coeficiente de la integral
respecto a la variable ¢ en (C,«) es:

t —Q . .o -1
(ftF)[C,K]:(f F(u,x)du)[C,K]:{(l:[C Ke-] sikTl@) #@
0

en caso contrario.

Donde C™® = C—{c1}, y ¢ es el elemento minimo del conjunto K1 (o).

Hemos usado series bivariadas, pero todas estas interpretaciones combinato-
rias se pueden hacer con series en un niimero finito de variables, considerando
conjuntos coloreados (C,x), k : C — [n], en un ntimero finito de colores, igual al
ndamero de variables de las series en consideracion. Asi, la férmula (3.5) se genera-
liza de una manera natural para la substitucién de una tupla de series

Gj(x1,%2,..., %), j=1,...,m,

cada una con término constante nulo, en una serie formal m variada F(xq, Xo, ... X;;):

F(GI®),G),...,Gue)ICxl= Y. Fim&l[] [] GjIBxsl, 3.7

nell[C],k:m—[m] j=1Bem;

dondew; = f(‘l(j).
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3.2. Ecuaciones diferenciales autonomas

En esta seccion estudiaremos la soluciones de ecuaciones diferenciales aut6-
nomas
Y =¢(Y) (3.8)

cuya solucién es una serie formal Y () que depende de la condicién inicial Y (0) =
Vo € C. Si yp # 0, en general la sunbstitucién ¢(Y) no se puede hacer a menos que
¢ sea polinomial. por esa razén, cuando estudiemos la existencia de la solucién
Unica de (3.8) y su interpretacién combinatoria, la condicién inicial serd la indeter-
minada x. En dicha solucion se pueden considerar los casos en los cudles haciendo
x =c €C, enlos cudles eso tenga sentido. En general, la solucion a (3.8) es una serie
formal Y (£, x) que cuenta cierto tipo de arboles crecientes. Antes de ver la perspec-
tiva general, estudiaremos dos casos particulares de ecuaciones diferenciables que
conducen a soluciones combinatorias.

3.2.1. Arboles binarios crecientes

Sea la ecuaci6n diferencial Y’ = Y2 con la condicién inicial Y (0) = 1. Ella es
equivalente a la ecuacion integral

r
y = 1+f y2. (3.9
0
Se pueden obtener aproximaciones a la solucién de (3.9) calculando iteradamente
r
Yps1=1+ f Y2
0

partiendo de Yy = 1, se obtiene:

Yy
1
1+1¢
1+t+t2+83/3
2 3,24, 1,5 1.6, 1 7
1+t+t°+t +3t +3t +9t +63If2

2, 3.4, 183,5,26,29,7, JL 8, 86 9, 22 10, 5 ,II
I+t + o+ P+ 1+ P+ SO+ S + e+ em D+ 52l + 1ol ...

Wi -=Oo S

La solucién combinatorial se obtiene de la interpretacién combinatoria de la inte-
gral. Para |C| = 0, Y[C] = 1. Para |C| > 0, la ecuacién (3.9) se escribe coeficiente a

coeficiente:
YICl= )icl ) (3.10)

donde c; es el primer elemento de C y la flecha indica que las Y’es en el tope del
arbol binario pequefo estdn ordenadas. Iterando la ecuacién (3.10) y usando la
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condicién Y [@] = 1 obtenemos que la serie formal Y cuenta los arboles binarios
planares crecientes (en general no completos). Por ejemplo, para C = {1,2,3} tene-
mos:

3 ? ] 3 3 ] ) 3
Y23 =#¢ 1@ @ . @ . ¥ R 4 :

Resolviendo analiticamente la ecuacién obtenemos Y (¢) = L(f) = ﬁ, y por lo tan-
to tenemos que el nimero de drboles binarios planares crecientes con n vértices
es igual a n!l. Efectivamente, dado un arbol binario T, le podemos asociar un or-
den lineal siguiendo el procedimiento recursivo clasico llamado en ciencias de la
computacién ‘Inorder’ definido como sigue

In(2)
In(T)

)
In(T7)rIn(Ty),

donde r es la raiz del arbol, T; su rama izquierda y 7> su rama derecha. Reciproca-
mente, a un orden lineal / le asociamos el &rbol A(/) con el siguiente procedimiento
recursivo. Si c; es el primer elemento del conjunto base del ordenlineal, y I =1I;c; I,
entonces

A(2)

Il
IS}

@) @)

Allical) = a

Los procedimientos In y A son claramente uno el inverso del otro.

3.2.2. Permutaciones alternantes

Sea Y (1) la serie generatriz de las permutaciones alternantes de longitud impar.
La derivada Y'(¢) cuenta las permutaciones alternantes de longitud impar donde
el minimo elemento es un vértice fantasma *. Es decir, si C = {c1, ca,..., 2} €S Un
conjunto totalmente ordenado, entonces Y'[C] = Y [{x, ¢y, C2,..., C25}]. Si formamos
una permutacion alternante con esos elementos, y 7 > 0, el primero de ellos (*)
debe estar entre dos elementos, ambos mayores que él, en una disposocién como
la siguiente: a; > ap < ... < ag > * < Agi2 > Ag43... < dzp. Es decir, el elemento
fantasma secciona a la permutacién alternante en dos permutaciones alternantes
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de longitud impar: a; > a <... < ag, V Gx+2 > Gg+3... < dz2p. Cuando n =0, C = @,
y la tinica permutacién alternante es *. De donde se deduce que Y (¢) satisface la
ecuacion diferencial atbnoma:

Y'=Y%+1, (3.11)

con la condicién inicial Y (0) = 0. Esta es equivalente a la ecuacién integral siguien-
te:
Y=[(Y*+ 1)) =t+ (Y.

La ecuacion diferencial (3.11) se resuelve analiticamente por separacién de varia-
bles y se obtiene
Y (1) =tan(?).

en este caso, la restriccion de la biyeccién A manda permutaciones alternantes im-
pares en arboles binarios completos.

Si denotamos por Z(t) la serie generatriz de las permutaciones alternantes pa-
res, con un razonamiento similar obtenemos que Z satisface la ecuacion diferencial
(no-auténoma):

Z'(1) = Z(1).tan(p),

con la condicién inicial Z(0) = 1. Al resolverla por separacion de variables obtene-
mos:
Z(t) =sec(t). (3.12)

Luego, la serie generatriz de las permutaciones alternantes viene dada por
Alt(t) = sec(t) + tan(t),
el resultado cldsico de André comentado en la introduccién.
Teorema 3.1. Sea ¢(t) una serie formal. La ecuacién diferencial autonoma
Y =¢(Y), (3.13)
sujeta a la condicién inicial Y (0, x) = x, tiene una solucion uinica Y (t, x).

Demostracion. La ecuacion diferencial (3.13) es equivalente a la ecuacion inte-
gral

Y:x+f0t¢>(Y)du. (3.14)
Se define la siguiente sucesion de series:
Yo = x
Y, = x+f0[gb(Yn_1)du, n>0. (3.15)

Si demostramos que esa sucesiéon converge, el limite claramente satisface la ecua-
ci6én integral (3.14). Vamos a demostrar que para todo conjunto bicoloreado (C, ),
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si my n son mayores o iguales que |x~1(1)], entonces Y, [C,x] = Y;,[C,«]. Si eso su-
cede, obviamente la sucesién converge puesto que Y, [C,«] se hace estacionaria a
partir de [x 1 (1)].

Lo demostraremos por inducciéon en [x~1(1)]. Para |x~1(1)| = 0, por la ecuacién
(3.15) para todo n = 0 se tiene Y,[C,«] = x[C,«]. Suponiendo que para k1)l <r
es cierta nuestra hipétesis, si kK TDl=r y n,m = r, de nuevo por (3.15)

YulCkl= ) ol [] Ya-1lB ksl

mell[C™*] Ben

Como para todo B € 7, |kz' ()] < [k '(1)| -1 =r—1, se tiene que m—1y n—1
ambos son mayores o iguales a |1<1§1 (1)], y por hip6tesis de induccién Y,,—1[B,xp] =
Ym-1(B,xg]. Porlo tanto Y;,[C,«] = Y,,[C,k].

La unicidad se obtiene también por induccién. Si Z(¢,x) es otra solucién de
(3.14), como Z(0, x) = x = Yy(t, x), se demuestra por induccién que Z[C,«] = Y, [C,«]
sin=|x"1(1)|. Luego Z(t,x) = Y(t, x). |

Ahora vamos a dar una interpretacién combinatoria a los coeficientes de la solu-
ci6én a la ecuacion (3.14). Si el conjunto coloreado consta de un sé6lo elemento de
color O, Y se representa como un vértice de color blanco. En otro caso, usando la
interpretacién combinatoria de la integral, se toma el menor de los elementos co-
loreados con color e como raiz de un arbol pequefio en cuyo tope hay de nuevo
estructuras de Y. La fibra de la raiz tienen peso dado por los coeficientes de la serie

¢:
990
N\

y=0 =+ a (3.16)

Iterando la ecuacién (3.16) y usando la condicion inicial obtenemos que Y[C,«]
nos da el niimero de arboles crecientes en los vértices con color e, los cudles llama-
remos vértices fértiles. Las fibras de dichos vértices tienen peso dado por la serie ¢
(incluyendo las fibras vacias). Los vértices blancos no tienen fibra (y los llamaremos
infértiles). Denotaremos de ahora en adelante a la solucién Y (¢, x) de la ecuacién
(3.13) como dgg(t, X), por enumerar ese tipo de drboles. Observar que los vértices
blancos son siempre hojas, y si el término constante de ¢(x) es cero, los vértices de
color e son todos internos.

Ejercicio 3.3. Resolver las ecuaciones diferenciales auténomas, con condicién ini-
cial Y (0) = x. En cada caso interpretar combinatorialmente.

1. Y=Y
2. Y =Y?

3. Y =¢Y
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Figura 3.3: Arbol enumerado por la serie d(; (t,x), solucién de la ecuacién auténo-
ma Y =¢(Y), Y(0)=x.

4. V=%

5.Y'=Y3

6. Y =1+Y2,
&

3.2.3. Férmula de Lie-Grobner-Taylor

Consideremos el operador
o0 tn
e"PIDx = > _'((P(X)Dx)n
n=0 1
que actiia sobre series formales que dependen de la variable x:
(e8] lJ’l
WP p(x) = Y —(¢p(x) Dx)"F(x).
n!

n=0 "

Esta accién no es trivial, por que los operadores ‘multiplicar por ¢(x)’ vy ‘derivar
respecto de x’ no conmutan. Haciendo algunos célculos tenemos:

(@(x)Dx)*F(x) = ((x) D) (p(x) D) F(x)
= (@PX) D) (P F'(x)) = px)¢' (X)F' (x) + ¢* () F" (x).
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Figura 3.4: Una configuracién de (¢p(x)DxF)[C] = X¢, +c,=c PIC11F[Cz + {*}], para
C: {a,b,C’d’f,g, h}

El célculo de (¢(x) Dy)3F(x) es ya bastante engorroso:

(P(X)Dx)*F(x) = (p(x) D) (P()' () F'(x) + ¢p* () F" (%))
= () (' (D)) F'(x) + ¢* ()" () F' (x)p* (x) (x) F" (%)
+2¢0% ()" () F" (%) + ¢3 (X) F(x).

No aparece un patrén legible, al menos para mi, que pueda conducir a una férmula
general para expresar (¢(x)Dy)"F(x) de una manera compacta. Vamos a intentar
hacer los célculos con el método combinatorio. Lo primero es expresar el operador
¢(x) Dy al estilo ‘vértice fantasma’ como en el caso xD; del capitulo anterior.

@X)DLP)ICl= )  QICIIFICo+{x}].
C1+Cr=C

Podemos representar la configuracién obtenida de este modo como un érbol
pequefio integrado con una configuracién de F. Las hojas del drbol pequefio son
vértices blancos, su raiz es un vértice fantasma y su fibra tiene peso en dado por
los coeficientes de la serie ¢p(x) . El vértice fantasma estd incorporado a los vértices
(blancos) de la configuracién que corresponde a F (ver figura 3.4).

Para obtener las configuraciones de (</)(x)Dx)2F (x), usamos el mismo procedi-
miento anterior agregandole a la configuracion de ¢(x) Dy F(x) otro drbol pequeiio,
cuyo vértice fantasma puede formar parte o bien de los vertices hojas del primer
drbol pequerio, o bien, de los vértices de la configuracion de F (ver figura 3.5 (b)).
Los vértices fantasmas se enumeran en orden de aparicién. Iterando este procedi-
miento, obtenemos que las configuraciones de (¢pD,)" F(x) son drboles con n vér-
tices fantasmas cuyos subindices crecen a lo largo de cada rama, sus fibras tienen
pesos dados por la serie ¢, y sus raices forman parte de los vértices de la configura-
cién de F. Los vértices blancos siempre son hojas. Es decir, en cada vértice de F hay
un arbol del tipo enumerado por </ 1 pero con vértices fantasmas en vez de vérti-
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Figura 3.5: Configuraciones tipicas de: (a)¢(x) DyF, (b) (¢p(x) Dy)?F, (c) (¢p(x) Dx)°F,
(d) & (@0DL)F.

ces de color 1 (observar que un vértice blanco solitario también es una configura-
ciébn enumerada por a{(;). Veamos ahora el significado combinatorio del producto

%((p(x)D)”F (x). Como %, y (¢p(x) D)" F(x) son ambas univariadas, tenemos

t" t"
ﬁ((/J(X)D)"F(X)[C,K] = ;[K_l(-)]((db(X)D)"F) k1 (0)]
= ]I(|K—1(.)|:n)((¢(x)D)nF) [K_I(O)]-

Si suponemos que los vértices de x ! (e) estdn totalmente ordenados, podemos re-
emplazar a los n vértices fantasmas en las configuraciones de (¢(x) D)" F) por aque-
llos, siguiendo el orden en ambos conjuntos de vértices (ver figuras 3.5 (c) y (d)).
Asi, %((p(x) D)"F(x) enumera las configuraciones de F(</ ! (¢, x)) con exactamente
n vértices de color e. De alli obtenemos la formula de Lie-Grodbner-Taylor.

Teorema 3.2. El operador exponencial e'™P~ actiia sobre una serie formal F(x)
como sigue
e" PP F(x) = F(of,) (1, ). (3.17)

En particular, para F(x) = x se tiene

e!PIDx 5 — a{(;(t, X).

Ejercicio 3.4. Demostrar que los coeficientes a®(x) de la serie
(e e] n
=Y a0
sy (t,x) =} an(x) "
n=0 :
satisfacen la férmula recursiva:
{ag) (x)=x

(3.18)
al, (0= pDya?_ (x).
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Calcular los cinco primeros términos para la solucién a la ecuacién Y’ =1+ Y2y
constatar con dibujos el resultado obtenido. &
Ejercicio 3.5. Sea ,d(}) L) = (g (t, x) — x. Definiendo la serie

1
B®(t,x) = eZor (t’X),

interpretar combinatorialmente los polinomios b(,f(x) de su expansion:
(o] lJ’L
B(t,x)= Y bh(x)—.
n=0 n!
Demostrar la férmula recursiva:

{bf(x):l

(3.19)
b? . (0) = p(0) (b3 () + Dbl (x)).

Ayuda: e"?WDx ¥ = ot
;Qué familia de polinomios se obtienen para ¢(x) = x?



Capitulo 4

Pletismo de desplazamiento y
ecuaciones diferenciales
autonomas

En este capitulo estudiaremos series formales en la variable ¢ e infinitas varia-
bles xg, x1,x2....:

m ,.lo ,.1ny .12
t Xo Xp X,

F(t, xg,x1,%2,...) = Z fM,Vlo,VlLVlz... (4.1)

MG 2 mlng'ni!ny!...
Para escribir de una manera mas compacta este tipo de series usaremos la siguiente
notacion: n denotard el vector de enteros no-negativos (ng, n1, 1z, ...), donde siem-
pre supondremos que s6lo un nimero finito sus componentes son distintas de ce-
ro. La tupla de (xo, X1, X ...) se denotaré por x, y el monomio x,°x!" x, ... como x™.

0 X1 X3

Asf, la serie (4.1) luce como sigue:
n

tmx
F(t,x) = _
(&) n;,fm’n m!n!

donde mva de cero a infinito, y n varia en las tuplas de enteros no-negativos con un
ntamero finito de componentes no-nulas. Como en el caso bivariado y univariado,
las series de este tipo estdan dotadas de la topologia dada por la topologia discreta
en cada coeficiente: se tiene la convergencia

Fi(t,%) — F(t,x)
si para todo par (m,n), la sucesion f,%‘L se hace estacionaria e igual a f;;, , para k
suficientemente grande.

51
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El operador desplazamiento S actiia sobre este tipo de series formales despla-
zando en una unidad las variables, de la forma siguiente
SF(t, xg,x1,X2,...) =F(t,x1,Xx2,X3...).

Es claro que x; — 0 cuando k — 0. Asi, para ¢(x) univariada, se tiene

lim ¢ (xg) = p(0).

k—o0
M4s generalmente,

lim SkF(t,xo,xl,xg...) = klim F(t, Xp, X41) Xgs2-..) = F(£,0,0,0,...). 4.2)
—00

k—o0

4.1. Operaciones combinatorias
Para n y k vectores de enteros como arriba, se define el coeficiente binomial

=1Lz}

Haciendo un célculo similar al del caso univariado, el producto de dos series F(f,x)
y G(t,X) estd dado por la férmula:

m\[(n tmx"
(FG)(t,x) = Z Z (Z ( i )(k)fj,kgm—j,n—k) il (4.3)

m,n ik

De nuevo, como en el caso bivariado, la clave para entender la combinatoria detras
de las operaciones entre series formales, son los conjuntos coloreados. En este caso
tenemos que usar un nimero infinito de colores, uno para cada variable x;, i =
0,1,2,..., y un color adicional, e para la variable t. Los colores correspondientes a
las variables x’s serdn representados con un vértice blanco junto con el nimero
del color correspondiente: x; = 0;, t = o. En los conjuntos coloreados (C,x) que
consideraremos en éste capitulo, x es una funcién de C en el conjunto infinito de
colores {e} UN. El cardinal de (C,«) se define como el vector de las cardinalidades
de las conjuntos preimagenes por x,

1(C,x) = (k" @)1, Ik 1O, Ik (D), Ik @)],....).

Para F(t,x) € ZI[t, xo, X1, X2,...1] se define F[C, k] como el coeficiente f;; », con
(m,n) el cardinal de (C,x),
F[C,x] = ficx)-

Podemos chequear facilmente que

(F+@IC,«]
(EG)IC)x]

FIC,x] + GIC,«]

Y. FIC1,kq GICy ke, ).
C1+Co=C
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Ademads las interpretaciones combinatorias de derivadas parciales y la integral par-
cial son exactamente como en el caso bivariado

Dy, FIC,x] = FIC+{*},k™]
F'[C,x] =D/F[C,x] = F[C+{x},x"®
( f B)ICx] = FIC kgl

Asi como la substitucién de una serie infinitovariada en G(¢,x), con G(0,0) =0, en
una univariada H(x):

H(G(t,x) = Y. Hinl [] GIB,kzl.

well[C] Ben

Ejemplo 4.1. La serie e' Lo tiene la siguiente expansion

In|yn ]| a1y
o Ik :Z mix’ _ "M n|'x
o nl o In|n!

)

donde |n| = ng + nj + ny.... Ella cuenta el nimero de biyecciones entre vértices de
color e y vértices de cualquier color numérico. &
El caso general de la substitucién se hace de un sistema de infinito de series

G(t,x) = (Go(t,x), G1(1,X), G2 (1,X),...),
en una serie infinito- variada F(xo, X1, X2, ...),
GyG' G2 ...
F(Gy(t,x),G1(t,X),Ga(1,X),...) = Z [ 0 Y1 2 ‘
10,1, 12... nolni!ny!...

Esto es similar al caso multivariado, para G, un sistema de series tales que G;(0) =0
para todo i, la descripcién conjuntista de la substitucién debe ser como sigue:

FGx)[Ckl= Y  Fin&[] [] GjlB ksl (4.4)

nell[Cl,R:m—N Jj=0Bemn;

s6lo que la suma, por ser sobre funciones que colorean usando un nimero infinito
de colores, pudiera ser infinita. Para que esta definicién tenga sentido para una
serie arbitraria F, la condicién necesaria y suficiente es la siguiente:

lim G;(t,x) =0, (4.5)
j—oo
en cuyo caso diremos que G es admisible. Veamos prirnero que la condicion es ne-

cesaria, por que si tomamos F(x) = e 0x], F(G(tx)) = ] 20 G;(t,x) y por lo tanto
G(t,x) debe ser sumable. Re-escribiendo la suma en (4.4) 0btenernos.

FG(,x)[Ck]=) Y Flnkl[] [] GjB ksl (4.6)

n |(7,k)|=n j=0Ben;
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Como G; — 0, existe un N(C,«) tal que si j > N(C,x), Gj[B,xp] =0 paratodo B < C.
Luego, podemos restringir las coloraciones internas para que satisfagan la condi-
ci6én: ®(B) < N(C,x), por que la contribucién a la suma de las que no la satisfacen
en cero. Luego, la suma externa es sobre las tuplas de enteros tales que n; = 0 para
j > N(C,x) ytales que |n| = ng+ ny +--- = || < |C|. Un nimero finito evidentemen-
te.

En el caso que nos ocupa, también tenemos la operacién adicional S, cuya des-
cripcién conjuntista es como sigue:

SFIC.x] FIC,s71x] six(c)=1 paratodo c ¢ x (o)
y K1 =
en caso contrario,
donde
(S_IK)(C) e sik(e) =e
x(c)—1 en caso contrario.

4.2. Formula de Lie-Grobner-Taylor multivariada

Vamos a considerar en este contexto, operadores de la forma:

oo
2% = ) $(xj41) Dy;. (4.7)
j=0
Este tipo de operador estd bien definido para series en Z[[t, xg, X1, X2,...1] si ¢(0) =

0.Endicho caso ¢(xi) — 0y se puede deducir facilmente que Z‘]’.ZO (p(xj+1)ij F(t,x)
converge para F(t,x) arbitraria. En caso contrario, tenemos que suponer F(,x) de-
pende de un ntimero finito de variables. Es decir, que existe un n tal que

F(t,x) = F(t, x9, X1,..-,Xn,0,0,...).

En ese caso el operador se transforma en una suma finita.

n
PPF(t,%) =Y $(xj+1)Dx, F(1,%),
j=0

y 2% va de ZI[t, xo, X1, ..., X,1] en R[[¢, X0, X1,..., Xn+1]]. Una serie se llama de am-
plitud acotada si depende de un niimero finito de variables. Es decir, el espacio de
series de amplitud acotada es la union

(o]

U @[[t,xo,XI,...,xn]] C%[[thval)XZv---]]-

n=0

En general, 2% manda series de amplitud acotada en series de amplitud acotada.
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Figura 4.1: Configuraciones tipicas de: (a)2?F, (b) (2?)?F, (c) (29)°F, (d) g—f(@¢)5F.

Veremos que 2% generaliza el operador ¢(x)D a este contexto, de tal modo que
es util para resolver ecuaciones diferenciales autbnomas combinadas con la ope-
racién desplazamiento de variables, conduciendo a interesantes interpretaciones
combinatorias de su solucidn.

Hagamos primero algunos célculos combinatorios para motivar los resultados.
Si F(x) es una serie univariada, veamos la accién de 2% sobre F(xp):

2?FIC,x] = (p(x1) Dy F)IC,K]= Y. ¢p(x)IC1x¢ IFIC + 1}k,
C1+Cr=C

los sumandos que contribuyen a la suma deben satisfacer x(C;) = 1 yx(Cz) = 0. Las
configuraciones de la serie (2% F)(x0, x1) son como en el caso bivariado del capitulo
anterior, excepto que las hojas del drbol pequefio tienen color 1, mientras que los
vértices bésicos de F tienen color 0. Las configuraciones de (@P)2F)(xp, x1, X2) se
obtienen o bien afladiendo un arbol pequefio con hojas de color uno colocando un
vértice fantasma sobre un nodo de color cero, o bien afiadiendo un arbol peque-
fio con hojas de color 2 colocando un vértice fantasma sobre un nodo de color 1.
Iterando este procedimiento (ver figura 4.1), de una manera similar al caso biva-
riado, se obtiene que las configuraciones de (2%)"F(x) son drboles con n vértices
fantasmas cuyos subindices crecen a lo largo de cada rama, sus fibras tienen pesos
dados por la serie ¢, y sus raices forman parte de los vértices de la configuracién de
F. Todos los vértices no-fantasmas de la configuracién de F tienen color cero. La
peculiaridad de éstas estructuras respecto al caso bivariado es que los vértices no-
fantasmas en los arboles son siempre hojas cuyo color numérico indica su altura
en el drbol (el nimero de vértices que lo preceden desde la raiz). La serie generatriz
infinitovariada nos da una informacién muy importante, el nimero de arboles que
tienen la misma multiplicidad de hojas clésificadas por su altura.

Denotemos por « (; (t,x) la serie generatriz (en infinitas variables) de este tipo
de arboles, obtenidos al reemplazar los vértices fantasmas por vértices de color e,
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preservando el orden dado por los vértices fantasmas. Por lo anteriormente visto
tenemos la férmula de Lie-Grobner-Taylor en este contexto:

e F(x0) = F(ef}(1,%)). 4.8)

Esta férmula, como antes, esta ligada intimamente a la solucién de ciertas ecuacio-
nes diferenciales auténomas, que llamaremos pletisticas. Observar que

A} (1) =e?" xp, (4.9)
y por lo tanto
1. d£(0,x) = Xp.
2. of)(1,0) = 0,51 $(0) = 0.

3. Al agregar un vértice fantasma minimal de color e en una estructura enume-
rada por «/ dE (t,x), éste va a ocupar la raiz y se obtiene una estructura enume-

rada por (p(dj)(t, X1,X2,x3,...)) (Ver figura 4.2). Luego, d(;(t,x) es una solu-
cién de la ecuacion diferencial

Y' = ¢p(SY).

La serie
S" el ) (1,%) = o} (£, Xn, X1, Xns2, )

enumera arboles similares a los enumerados por d£(t,x), excepto que los colores
numéricos de sus vértices indican su altura mds n. Como el operador desplaza-
miento conmuta con la derivada, se tiene ademas

(SEst) (£,%)' = S¥ (st (1,%))' = SF (@St (£,%)) = p(SS* ) (1,).
Teorema4.1. La ecuacion diferencial

Y =¢(SY)
Y0, = xk,

tiene una tinica solucion Y (t,x) dada por la serie Skoy dE (t,X).

Demostracion. Ya verificamos que Skd(;(t,x) es una solucién de la ecuacién
pletistica. La demostraciéon de la unicidad es como en el Teorema 3.1, usando la
ecuacion integral equivalente:

r
Y =xi +f d(SY)du. (4.10)
0
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Figura 4.2: Ecuaciéon (.szf(})(t, X0, X1,...)) = </)(a¢(;(t, X1,%2,...)).

a

Ejemplo 4.2. Podemos calcular las aproximaciones de la solucién a la ecuacién di-
ferencial pletistica usando la férmula recursiva

YO = Xo,
Yy =xo0+ fy p(SYp_1)du.

Sin embargo, la férmula (4.9) es més eficiente para hacer cdlculos manuales. Vamos
a usarla para encontrar algunos términos en la serie

o tk
Y(,x)=) ax(®) -7,
k=0 :

solucién a
Y’ = (8Y)?
Y (0,x) = xo.
Para este caso la formula recursiva es

n-1

_ 2
an= ) Xj. Dx;an-1.
Jj=0
Partiendo de ay = xg, tenemos:
2 2
ar = X{Dy,x0 =X
ap = x%Dx1 xf = 2x§x1
_ 2 2 2 4.2 4
a3 = (x3Dy, + X5Dx)2Xx5%1 = 4X35X2X1 +2X,

a, = (xli3 + )C%Dx2 + ngxl)(4x§x2x1 + 2x‘21) = 8x§x3x2x1 +4x§x1 + 12x§x§.
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Figura 4.3: Arboles binarios enumerados por el coeficiente a3 (x) = 4x5 xox1 +2x; de
la solucién a la ecuacién Y’ = (SY)2. No se muestran las etiquetas de los vertices de
color numérico.

[ )

En general, los coeficientes a(,f (%), de la serie
o) k
=S alet
sty (1,%) = kgoak 0~

solucién de la ecuacién diferencial auténoma pletistica, se obtienen mediante la
férmula recursiva

af)b (x) X0

k
ag,, ™ $(xj+1) Do, @ 0. (4.11)
=0

J

Ejercicio 4.1. Calcular los 4 primeros términos de la solucién a la ecuacién diferen-
cial pletistica

Y =(SY)2+1
Y (0) =0.

Interpretar combinatorialmente y observar que la solucién Y es el andlogo pletisti-
co de la serie Y = tan(t + arctan(x)).éd
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Ejercicio 4.2. Sea d(}f (t,x) = d(; (t,X) — xp, y sea la serie

(o) tn T+
B0 =Y bl— =% Y,
n!

n=0

1. Usar la férmula de Lie-Grobner-Taylor para obtener
BY(1,x) = e e ?’ ™. (4.12)

2. Deducir la férmula recursiva para los coeficientes de B? (t,x).

b(()bsz

b, ® LB + Y plxj41) Dy, by x). (4.13)
=1

J

3. Daruna interpretacion combinatoria a la serie B?(¢,%x) y a sus coeficientes.

&

Ejercicio 4.3. Verificar que la solucién a la ecuacién diferencial pletistica
Y'=SY
Y (0) = xo

es el andlogo pletistico de la exponencial
o0 tn
Y, =Y x— = (1,%).
=0 N

Verificar también que B*(¢,x) = B(f,X) es la serie generatriz de los polinomios de
Bell, b, (x). De la férmula (4.13) obtener una férmula recursiva para dichos polino-
mios y calcular los 4 primeros. &

4.3. Pletismo de desplazamiento y férmula de
Lie-Grobner-Taylor pletistica
Lleg6 el momento de explicar el porqué de la terminologia. La operacidn, pletis-
mo de desplazamiento se define entre dos series formales infinitovariadas, y es un

andlogo de la substiticién de series formales en una variable. Se trata de substituir
cada variable x, de F por la G desplazada n veces, S"G:

(FE G)(t, xg, X1, X2,...) := F(t, G(t, xo, X1,...), G(t, X1, X2,...),...) (4.14)
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Figura 4.4: Configuracién de et@d)F (x0, X1, X2,...). No se muestran etiquetas.

De una manera més compacta:
(FS G)(t,X) := F(t,G,SG, S%G,...).

Desde luego que se requiere la condicion de admisibilidad (4.5) sobre la serie G
para garantizar la convergencia de la serie definida por medio de (4.14), la cual es

lim Gj(t,x)=0.

J—0o0

Esta operacién de pletismo de traslacion fue introducida en [17], y aparece de una
manera natural en éste contexto. De hecho, el desplazamiento es un caso especial
de pletismo. Se tiene:

xn@ G(t)x())xleZ)---) = SnG(tvxo,xerZv---) = G(t;xn’xn+1vxn+2;---)’

y la ecuacién diferencial auténoma pletistica se puede reescribir asi:

Y =¢(x))8Y
Y(0) = X0.

Larelacién con la solucién a «f (g (t,x) es més esencial. Con no mucho esfuerzo extra
podemos generalizar la férmula (4.8).

2’ E(xp, x1,..., %) = F(dd[(t,x),sgg;(t,x),...,s”%[(t,x)) (4.15)
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Esto por que el efecto de la accién combinatoria del operador % (2%)" sobre una
variable xj. consiste en hacer crecer drboles como los enumerados por d(;(t,x), pe-

ro cuyos colores en los vértices numéricos estdn trasladados por el valor k. Es decir,
los drboles enumerados por S kddl(t,x) (ver figura 4.4).

Més generalmente, cuando ¢(0) = 0 el operador 2% esta definido en todo el
espacio de series formales en infinitas variables, y ademads, lim,,—. .szf(; (,x) =0,y
tenemos la férmula de Lie-Grébner-Taylor pletistica.

e'?’ F(x0,x1,%3,...) = (F@dd[)(t,x). (4.16)

Ejercicio 4.4. Usar la férmula (4.16) para calcular

X (o)
e'?" eXizo ¥k,
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