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Introduccion

Hace casi exactamente diez afios, en febrero de 2001, hubo un encuen-
tro (MAMLS Meeting) en Rutgers que fue memorable por muchas razo-
nes. Una de esas razones fue que durante ese encuento, con la presencia de
Shelah y Zilber, de Baldwin y Grossberg, de VanDieren y Lessmann, tuvo
lugar la primera fusién sdlida entre dos areas hasta entonces bastante ale-
jadas dentro de la teoria de modelos. Al final de la charla de Zilber planted
preguntas sobre existencia de modelos primos sobre cierto de diagrama de
configuracion de independencia, y quienes estabamos entre el publico y
trabajabamos en Clases Elementales Abstractas casi literalmente saltamos
al final de la charla a hablar con Zilber. La pregunta de Zilber era acerca
de configuraciones complicadas en la pseudo-exponencial compleja, y de
alguna manera era muy parecida a temas que estdbamos estudiando al
tratar de entender la teoria de clases excelentes de Shelah. Hasta la época
no habia ejemplos matematicos de ese estilo de clases elementales abs-
tractas, y tampoco habia una técnica para capturar bien las preguntas de
Zilber.

Esas preguntas tenian su historia vieja en la Conjetura de Tricotomia,
en su formulacion, en la falla inicial de ésta y los &mbitos de solucién que
armaron con Hrushovski, y finalmente en el intento de entender la “cuarta
parte” de la tricotomia (si, al igual que en la famosa novela de Dumas,
la Tricotomia de Zilber parece admitir una cuarta parte, completamente
distinta de las otras tres).

El 4mbito es teoria de modelos.

En teoria de modelos usamos logica para entender (es decir, clasificar,
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encontrar invariantes, construir nuevas versiones de modelos):
= ;CoOmo estan encajados unos modelos en otros?

= ;Coémo podemos descomponer un modelo complicado en “ladrillos
basicos” (y posiblemente reconstruir un modelo grande en términos
de trozos pequenos)?

= ;Qué estructuras admiten “geometria interna”? ;Cuéles no? En el
primer caso, ;como podemos sacar jugo de la geometria?

En vez de mirar la clase de todos los grupos abelianos, o campos, o
anillos locales, estudiamos propiedades comunes de todas estas clases
y usamos LOGICA. Los conjuntos definibles (0, de manera mas general,
tipo-definibles) juegan un papel crucial en teoria de modelos.

La teoria de modelos ha tenido varias definiciones a lo largo de su
existencia. Por ejemplo, en el texto clasico de 1973, C. C. Chang y H. J.
Keisler la definieron mediante la ecuacion

teoria de modelos = algebra universal + logica

Después de veinte afios de muchisima actividad en teoria de modelos,
la ecuacion habia cambiado y en el texto de Hodges a principios de los
anos 1990 era la siguiente:

teoria de modelos = geometria algebraica - campos

Otras ecuaciones similares han aparecido. Una descripcion informal
mas contemporanea (2007), debida a Hrushovski, es la siguiente, que en
muchos sentidos captura el espiritu de gran parte de la investigacion ac-
tual en teoria de modelos — uso de estabilidad y de estabilidad geomé-
trica (salidas de consideraciones inicialmente muy abstractas) para hallar
aplicaciones cada vez mas ambiciosas a geometria algebraica, teoria de
numeros, campos valuados, algebras de operadores:

La teoria de modelos es la geografia de la matematica docil.
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El punto principal de estas definiciones es que reflejan, por un lado,
la interaccion (cada vez mas intensa) entre la teoria de modelos y otras
ramas de la matematica, y por otro lado el crecimiento activo y dinamico
de una disciplina matematica.

La teoria de modelos también es una de las cuatro ramas principales
de la légica matematica. Tiene aplicaciones a algebra (teoria de campos,
geometria algebraica, teoria de nimeros y teoria de grupos), analisis (no
estandar, geometria de espacios de Banach, teoria de operadores) y compu-
tacion tedrica. Por otro lado, tiene conexiones profundas (y cruciales) con
la teoria de conjuntos.

La teoria de modelos basica estudia entonces la clasificacion de las
estructuras matematicas, las inmersiones (elementales o no) entre estas
y varios subconjuntos de su conjunto potencia (por ejemplo, variedades
algebraicas), por medio de féormulas l6gicas. Adicionalmente, caracteri-
za propiedades estructurales (semanticas) de las clases de modelos y les
asocia propiedades combinatorias (sintacticas) de sus teorias. También da
herramientas para construcciones de modelos (ultraproductos y variantes
de estos, modelos de Ehrenfeucht-Mostowski, clausuras definibles y alge-
braicas, etc.) que terminan afectando la manera como estudiamos la clase
de modelos.

Por ejemplo, en lugar de estudiar la estructura de los complejos “mi-
rando solamente” (C,+,-,0,1) la teoria de modelos estudia la clase de todos
los modelos de la teoria de los complejos (y demuestra, como veremos, que
esta teoria tiene las siguiente propiedades:

» es axiomatizable recursivamente,

» es decidible,

= es categorica en todos los cardinales no contables’,
= es completa,

= etc)

'Este hecho es clasico - es el teorema de Steinitz de principios del siglo XX pero que la
teoria de modelos retoma y generaliza de manera enorme en los afos 1960 y 1970.
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Estudia también muchisimos modelos de la teoria de los nimeros comple-
jos distintos del “modelo estandar” (C,+,-,0,1): modelos contables, mode-
los de tamanos infinitos arbitrarios, modelos pequenos (primos, atdmicos),
grandes (con mayor o menor grado de saturacion, homogéneos, universa-
les, etc.).

Lo anterior es solamente un ejemplo del tipo de cosas que hace la teoria
de modelos - el caso de los nimeros complejos (C,+,-,0,1) y el estudio de
su teoria (llamada ACF) y finalmente la clase de modelos Mod(ACF) es
sencillamente emblematico de muchas construcciones mas complicadas o
mas abstractas.

Finalmente, en este curso estudiaremos varias etapas del fenémeno
llamado “tricotomia de Zilber”. Se trata de un caso de estudio en el cual
uno puede aprender (una parte de) teoria de modelos, muy acotada al
ambito de las pregeometrias que aparecen en las estructuras fuertemente
minimales, y a la vez empezar el camino hacia conexiones nuevas, en
multiples direcciones (ver ultimo capitulo).

Las fuentes son multiples. En los primeros capitulos no hay fuente
precisa, pues sencillamente recuento ciertos hechos basicos de teoria de
modelos que son necesarios para entender lo que sigue. La primera parte
del curso es una introduccion rapida a algunos temas de teoria de modelos
- con omisiones fuertes, pero no graves para nuestro tema. Los siguientes
temas (capitulos 3 y 4) se basan fuertemente en dos fuentes: el libro de
Zilber de 2010 [Zi10] y su articulo [Zio3]. La prueba de tricotomia dé-
bil y del lema de configuraciéon geométrica esta casi literalmente tomada
de esas fuentes - mi Unica contribucién fue revisar algunos casos, pero
en esas demostraciones hay ain campo para mejorar la presentacion. Fi-
nalmente, los dltimos capitulos son casi un ensayo sobre las direcciones
que toma el tema. Planeo cubrir construcciones muy concretas en el cur-
so (construcciones de Fraissé y de Hrushovski relativamente sencillas) y
dejar indicado hacia dénde van los temas.

Bellaterra, Catalufia - julio de zo11.



Capitulo 1

Estructuras: las bases

1.1. Estructuras, lenguajes

En teoria de modelos los objetos de estudio son clases de estructuras
de un mismo “tipo” fijo, definidas y controladas por ldgica (por ejemplo,
por logica de primer orden). Ejemplos de estas clases pueden ser muy va-
riados pero en la mayoria de los casos interesantes seran clases de modelos
de una teoria. Muchos de los casos en los cuales hay teoremas mas intere-
santes corresponderan a teorias completas.

Algunos ejemplos de clases de estructuras para las cuales la teoria de

modelos da informacion.

= Grupos abelianos libres de torsion.

Campos algebraicamente cerrados de caracteristica cero.

Campos algebraicamente cerrados de caracteristica p, p > 0.

Campos real-cerrados.

La clase de todos los modelos de ZFC.

Campos diferencialmente cerrados.
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El punto de agarre para controlar esas clases de estructuras, en nuestro
caso, es la logica. Mas especificamente, se fija de antemano un lengua-
je o vocabulario T que consta de simbolos de relacion, de funciéon o de
constante:

Un vocabulario t consta de tres conjuntos R, (simbolos de relacion),
F+ (simbolos de funcion) y €. (simbolos de constante, junto con funciones

ar: Ry —> 7 y ar:Fr > 7Z,.

Una t-estructura es entonces un objeto de la forma

A= (A)R%)R%{f" )f?l7f%l>"' vc%7C%l)"')-

donde

A es un conjunto no vacio,

R* ¢ A9T(Ri s la interpretacion de R; en 2,

f]?‘ : A9(f) — A es la interpretacion del simbolo de funcion f; en 2,

¢! es un elemento de A - la interpretacion del simbolo de constante

ck en A.

Por ejemplo, el vocabulario de anillos ordenados T,in4 consta de dos
simbolos de funcion + y - con ar(+) = ar(-) = 2, un simbolo de relaciéon <
con ar(<) =2, un simbolo de relacion P con ar(P) =1, y dos simbolos de
constante 0 y 1, y un anillo ordenado es claramente una Ti,4-estructura.
El vocabulario usual de la teoria de conjuntos consta tan solo del simbolo
de relacién binario €.

Pasamos rapidamente por los resultados mas clasicos basicos de la teo-
ria de modelos: compacidad (y su rol en la construcciéon de modelos),
eliminacion de cuantificadores, que en un caso particular famoso co-
rresponde a que las variedades algebraicas son cerradas bajo proyecciones
(Tarski-Chevalley), categoricidad (que en casos algebraicos tiene un sabor
similar a “equivalencia débil implica isomorfismo, dentro de una clase de
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cardinalidad”, una situacion que recuerda la Conjetura de Poincaré (equi-
valencia homotépica en la misma dimensién implica isomorfismo).

1.2. Compacidad

Teorema 1.1 (Compacidad). Una teoria T tiene modelos si y solo si todo
subconjunto finito Ty C T tiene modelos.

En logica de primer orden, la compacidad es una herramienta muy util
para construir modelos y para demostrar propiedades de regularidad.
DEMOSTRACION

(mediante ultraproductos) Demostramos compacidad usando ultrapro-
ductos - el teorema de Lo$. La idea de la demostracion es “pegar” de
manera astuta los modelos. Arrancamos con modelos de cada sub-
teoria finita y armamos (a partir de todos estos modelos) un modelo
para la teoria.

1. Fijamos L = L(T), el vocabulario asociado a T. Sean I un con-
junto no vacio, U un ultrafiltro sobre Iy (2;]i € I) una familia
de L-estructuras. El ultraproducto [ 2 de (2ili € I) es la si-
guiente estructura:

a) El universo es el cociente del producto cartesiano [[;.;Ai
por la siguiente relacion (de equivalencia):

def

f~ugé={iclf(i)=g(i)} el

b) La interpretacion de un simbolo de relacion R en [, 2
viene dada por

def

RITu (1], [fndu) € e (fi(1),...,fa(i)) € R%) e UL

¢) La interpretacion de un simbolo de funcién F en [, 2; vie-
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ne dada por
FIu ([, o Ifdu) = [glu 5

{i e IF%(f1(1),...,fm(i)) = g(i)} € W

d) La interpretacién de un simbolo de constante ¢ en [] 2
viene dada por

cu — (¢ ], where f.(1) A

2. Cuando todos los 2l; son la misma estructura 2, el ultraproducto
correspondiente se llama la ultrapotencia de 2 a lo largo de U,
y se denota [ ;2 (o simplemente 2AY).

3. Los resultados fundamentales sobre ultraproductos y ultrapo-
tencias son el Teorema de LoS y el Teorema de Keisler-Shelah.

Teorema 1.2 (Lo$). Dado un ultraproducto de L-estructuras | [, 2,
y dada una L-formula ¢(x1,...,xy) y funciones fy,...,fn € [ [ic; At

[ 12 o(filuy. . [flu) &= L€ 12 = @(fr (1), fa (i)} € Ul
u

En particular, toda estructura 2 es elementalmente equivalente
a cualquiera de sus ultrapotencias A"
Mas atin, identificando una “copia” de A dentro de A" (dada por
las U-clases de funciones constantes f, (a € A) en el producto
cartesiano de A ) tenemos también que

A < AY,

4. Hacemos la siguiente construccion: sea I = P""(T). Tomamos,
para cada i € I, un modelo 2; .
5. Definimos ahora un ultrafiltro: Primero tomamos la familia S

de todos los subconjuntos de I de la forma I, ={i € I|lo € I}.
Observamos que S tiene la propiedad de intersecciones finitas:
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{o1,...,0n} € I5, N...N 15, . Tomamos un ultrafiltro cualquiera
que contenga a S.

6. Ahora, verificamos que el ultraproducto [[ i =T.SioeT,
entoncessio €, = o-porlotanto{ic 2 Eo} DIy Iy €U.
Por el Teorema de Lo$, tenemos que [ [, 2 = o. Olultrapr.

Vale la pena recordar otro tipo de demostracion, basada en el teorema
de completitud de la logica de primer orden:

DEMOSTRACION  (usando Completitud): Claramente, si T tiene modelos,
todo subconjunto finito To C T tiene modelos. Para la otra direccién apli-
camos el teorema de compacidad (es decir, T tiene un modelo si y solo es
consistente?).

Si T no tiene modelos, entonces es inconsistente, y entonces (dado que las
T-deducciones son finitisticas) existe Ty c"" T tal que Ty - 0 A—o. Por lo
tanto, Ty no puede tener modelos. O

1.3. Aplicaciones de Compacidad

Mencionamos aqui —no incluimos casi ninguna demostracion— algu-
nas aplicaciones importantes de compacidad. Estas combinan la limitacion
del poder expresivo de la logica de primer orden con una mayor capacidad
para producir cantidades enormes de modelos de teorias dadas.

Teorema 1.3 (NoFin). Inexpresabilidad de la finitud: no existe una senten-
cia o tal que 2= o ssi A es finito.

Teorema 1.4 (NoBO). Inexpresabilidad del buen orden: no existe una sen-
tencia o tal que (A,<,---) = o ssi (A, <) esta bien ordenado.

El siguiente es uno de los teoremas mas importantes de la teoria de
modelos - permite construir extensiones arbitrariamente grandes de cual-
quier estructura infinita.

Esto es, T no implica formalmente contradicciones - para ningin o se tiene que si-
multaneamente T+ o A—o.
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Teorema 1.5 (L6wenheim-Skolem ascendente). Sea T una teoria en un
lenguaje contable L, con algiin modelo infinito. Entonces para cada cardi-
nal infinito  existe un modelo 2 de T de cardinal mayor o igual a k.

DEMOSTRACION  Sea L’ = LU{ci/i < x} una extension de L mediante «
simbolos de constante nuevos. Sea T’ la L’-teoria T' = TU{c; # ¢jli <j < k}.
Entonces

1. T’ es finitamente satisfactible: todo subconjunto finito de T tiene un
modelo. [jRevisar por qué!]

2. Por lo tanto, T tiene un modelo 2. Como dentro de 2 hay interpre-
taciones de todas las constantes c¢; (para i < k) implica que 2 tiene

cardinal al menos «. O

De hecho, por el teorema descendente de Lowenheim-Skolem (que no
demostramos aqui), el modelo 2 de la demostracion anterior tiene un sub-
modelo elemental de tamafio exactamente .

1.3.1. Modelos no estandar

Otro tipo de aplicacion importante de compacidad es la construccion
de modelos no estandar (de la aritmética, campos real-cerrados, etc.). He
aqui algunos de los pasos de esa construccion.

NNoEst Modelos no estindar de la aritmética:

1. Existe una extension elemental 21 de (N,+,-,<,0,1) tal que para
algin elemento a € A, todo niimero primero estandar p divide
a a en 2, por compacidad.

2. Existe un elemento b en A tal que b > a y para todo nime-
ro natural n, b > a+n. Elementos como a o b son “naturales
no estandar” de 2. En el orden de 2, todos los elementos no
estandar son mayores que todos los elementos estandar.
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3. En 2, si a es no estandar, tenemos los siguientes elementos
.,a—m,...,a—3,a—2,a—Tl,a,a+1,a+2,a+3,...,a+mn,...

(Note que podemos restar numeros naturales estandar arbitra-
rios n de a.)

4. Dado cualquier elemento no estandar a € A, denotamos me-
diante K, :={...,a—n,...,a—3,a—2,a—1l,a,a+ l,a+2,a+
3,...,a+n,...} la ménada de a. Note que (Kp,<| Kp) es isomor-
fo al orden (Z,<). También, si b y ¢ son no estandar y Ky, # K,
Ky N K, = 0.

5. Si by < b; son no estandar y las moénadas K;, K, son disyuntas,
existen c, d, e no estandar tales que las ménadas correspondien-
tes son disyuntas y

Ke < Kp, <Kg < Kyp, <Ke.

Asi, las mdnadas estan densamente ordenadas dentro de 2, no
hay minima moénada no estandar, y no hay maxima moénada.

6. Lo anterior se denota asi (en notaciéon de Hausdorff):
tipo de orden(A,<) = w+ (w* +w) -7

donde w denota el tipo de orden de los naturales, w* el orden
inverso y 1 el tipo de orden lineal denso sin extremos (no espe-
cificamos cardinal).

7. Si cierta formula ¢@(x) es tal que N = @(n) para todo natural
estandar n, entonces 2 = ¢(a) para todo a € A. Por otro lado, si
cierto natural no estandar b satisface cierta féormula \(x) en 2,
entonces existen naturales estdndar arbitrariamente altos que
satisfacen P (x).

NonStR Modelos no estandar de la teoria de los reales?.

2Los reales (R,+,-,<,0,1) son modelo de la teoria RCF de “campos real-cerrados”. La
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la estructura de orden de A= (A,+,-,<,0,1)

la ménada [,

B

la parte estandar - isomorfa a (N- +, -, <, 0, 1)

(Z,<)

1. Usando compacidad, armamos una extension elemental
(R*>+7 ) <)O) 1 )

de (R,+,-,<,0,1) propia. Entonces, existe cierto elemento ¢ € R*
tal que

B < % para todo nimero natural n,

m 0<e.

Esto resulta dando una extension propia, no arquimedeana, de
los reales?

2. En “los” reales no estandar4 para cada elemento r existen infi-
nitos elementos s tales que |r—s| > 0 pero [r—s| < ]ﬁ para todo
natural n. Estos elementos, “infinitamente cercanos” a r, con-
forman la monada alrededor de r; podemos denotarla mediante

m(r).

axiomatizacién, y muchos detalles interesantes sobre la teoria RCF se pueden encontrar
en muchos libros de teoria de modelos.

3Y de paso esto demuestra que la arquimedianidad no es una propiedad que se pueda
expresar en la logica de primer orden, otra de las famosas consecuencias de compacidad.
En lalogica Ly, ,w sise puede expresar la arquimedianidad.

4Conviene alertar aqui sobre el uso poco cuidadoso, pero muy comun y no problema-
tico cuando el contexto es claro, de expresiones como “los” reales no estandar. En realidad,
hay toda una clase propia de modelos no estandar de la teoria de los reales - sin embargo,
ciertos argumentos valen para todos estos modelos.
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(Ra —l_a "y <701 1)

la ménada m(()) la ménada TIL(T‘)

infinitos: inversos de infinitesimales

3. Buena parte del Calculo y el Analisis se pueden desarrollar so-
bre R* en lugar de desarrollarlos sobre los reales estandar R.
A nivel elemental inicial, las definiciones y propiedades basicas
de derivadas e integrales se pueden llevar a cabo “estilo Leib-
niz”, con infinitesimales en lugar de definiciones tipo ¢, (argu-
mentos de continuidad, teorema del valor intermedio, reglas de
I’'Hopital, etc.). En este camino hay resultados de investigacion
en areas como economia matematica (varios trabajos de Keis-
ler) o incluso una teoria de modelos de procesos estocasticos en
trabajos de Fajardo y Keisler [FK]. Este trabajo fue iniciado por
Abraham Robinson hace unos cincuenta afnos. Hoy continda
siendo usado, sobre todo con fines de ensefianza alternativa del
célculo (trabajos de Hrbacek, Lessmann, Keisler, etc.).

Esos dos ejemplos de modelos no estandar de teorias familiares son
aplicaciones muy directas de compacidad. En ambos casos temas que usual-
mente se trabajan “en los naturales” o “en los reales” pueden tener so-
luciones distintas (“mas” soluciones) en esos modelos no estandar. En el
siguiente capitulo abordamos parcialmente el problema de

1.4. Equivalencia elemental e inmersiones

En teoria de modelos de primer orden controlamos las clases de estruc-
turas mediante sus teorias. Una situacion bastante basica, pero ilustrativa,
sigue estos tres pasos:
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Fije M: fije cierta estructura M que quiere estudiar (por ejemplo un espa-
cio vectorial V sobre un campo K, o algin campo algebraicamente
cerrado (F,+,-,0,1), o un campo valuado (F,+,-,I;v), algin arbol in-
finito, algun grafo, etc.), en algun vocabulario apropiado L =L(M).

Tome la teoria de M: el conjunto de todas las L-sentencias validas en M.
Asi, T=Th(M) ={o € Sent(L) | M = o}.

Regrese a la clase de modelos: de nuevo el énfasis pasa a
Mod(T) = Mod(Th(M)).

Al estudiar muchas variantes de esos modelos (variantes “no estan-
dar” del modelo original M - se puede entender M también:

= ;Qué tanto depende M de sus trozos pequefios (por ejemplo,
contables)?

= ;Como se pueden generar extensiones de M que tengan, por
ejemplo, muchos automorfismos? ;Que sean “rigidas™?

» ;Es categorica la teoria de M?

= Si encuentro una solucién a cierta ecuacion en una extension,
jcuando puedo afirmar que eso implica que debia haber una
solucion en un modelo mas pequeno?

Lo anterior esta lejos de describir exhaustivamente lo que sucede al
considerar modelos, sus teorias, las clases de modelos. Hay situa-
ciones en las cuales no se parte de un modelo inicial que se quiera
estudiar, sino es la misma teoria de modelos la que sugiere el paso 2,
por analogia con otros casos.

Por ejemplo, trabajos clasicos de Abraham Robinson llevaron a Le-
nore Blum en su tesis doctoral de 1968 a axiomatizar correctamente
la teoria DCF de campos diferencialmente cerrados, por analogia cla-
ra con el caso de los campos algebraicamente cerrados (modelos de
ACF). En el caso de campos algebraicamente cerrados, el modelo de



1.4. EQUIVALENCIA ELEMENTAL E INMERSIONES 15

partida habia sido los complejos (C,+,-,0,1). En el caso de los cam-
pos diferencialmente cerrados, no hay tal modelo de partida, no hay
modelo canonico.

La teoria surgida de los trabajos de Robinson y Blum ha tenido un
impacto brutal en la conexién entre teoria de modelos y el resto de la
matematica, posterior y completamente independiente de los traba-
jos iniciales de esos autores. Parte importante de la famosa prueba de
Hrushovski de la Conjetura de Mordell-Lang, a mediados de la dé-
cada de 1990, usa propiedades estructurales sofisticadas de la teoria
DCF, surgidas de la Teoria de la Clasificacion de Shelah.

Las siguientes definiciones capturan de manera concreta las bases de
la discusion anterior. Conectan teorias con (clases de) modelos.
Fijamos un lenguaje L.

Definicién 1.6. La teoria (la L-teoria, realmente) de una L-estructura M
es el conjunto de L-sentencias que son validas en M.

Por ejemplo, Th(N), la “verdadera aritmética”, o Th(C), la teoria de los
complejos>.

Definicion 1.7. Dos L-estructuras M y N son elementalmente equivalentes
si Th(M) = Th(N), ésto es, cuando todas las L-sentencias validas en M son
validas en N y viceversa.

La dualidad béasica teorias versus clases de modelos queda capturada

en la siguiente lista de conexiones:

Hecho 1.8. Lo siguiente vale para L-teorias T, Ty, T, arbitrarias, clases de
L-estructuras X,X,X, arbitrarias.

1. X1 C Xy = Th(X;) D Th(X;3)

5La primera es “salvaje” desde el punto de vista tradicional de la teoria de modelos,
la segunda es “décil”: nociones de dimensidn, independencia, etc. que se generalizan de
manera bastante extrema en el trabajo de Shelah en Teoria de la Clasificacion. Th(C) tiene
la axiomatizacion recursiva ACFy - campos algebraicamente cerrados de caracteristica
cero.
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2. Ty C T, = Mod(Ty) D Mod(T;)

3. T1 equiv T, &= Mod(T;) = Mod(T)

4. Mod(Th(X)) D X; son iguales si X es axiomatizable
5. Th(X) contiene todas sus consecuencias logicas

6. Th(Mod(T)) D T; T axiomatiza a Th(Mod(T)).

Finalmente, vale la pena mencionar este resultado de Keisler en un ca-
so particular (luego extendido por Shelah a situaciones méas generales). Es
un resultado que enlaza la relacion (l6gica) = con la relacion (algebraica)
~. Aunque = es mucho mas débil, y cantidades enormes (clases propias)
de estructuras que no son isomorfas si son elementalmente equivalentes,
es importante saber que se puede caracterizar la equivalencia elemental
mediante la existencia de ciertas ultrapotencias isomorfas.

Teorema 1.9 (Keisler-Shelah). Dado cualquier par de L-estructuras 2l y B,
tenemos que A =B si y solo si existen ultrapotencias A4 y BY tales que
AU ~ BY,

1.4.1. Extensiones elementales

La nocion de “extension elemental” (o “subestructura elemental”) es la
conexion entre estructuras mas importante de toda la teoria de modelos
(incluso fuera de “Primer Orden” o clases elementales).

Inicialmente, definimos extensién “a secas”.

Definicion 1.10 (Extension, submodelo). Dadas dos L-estructuras 21 y B,
decimos que B es extension de 2 (A es subestructura de B) si

= ACB
n 2 =3 | Av) para cada simbolo de funcion f,
s R =RPNAYR para cada simbolo de relacién R,

» ¢ =c® para cada simbolo de constante c.
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Usamos la notacion 2 C ‘B.

El ejemplo clésico de esto es la cadena siguiente.

(N)+)'a<)0>]) - (Z,+,',<,O,]) - (Q>+)'><)Oa1) - (R)+)')<>O)])-

Estos ejemplos muestran como la satisfaccion de una sentencia puede
variar enormemente al pasar a una extension.

Lanocién de extension robusta es la de extension elemental. El analogo
en geometria algebraica serian las extensiones de campos en las cuales los
abiertos de Zariski del campo pequefio son los mismos que en el grande.

Definicion 1.11 (Extension elemental, subestructura elemental). Dadas dos
L-estructuras 2 y B, decimos que 2 es una subestructura elemental de B
o0 equivalentemente que B es una extension elemental de 2 (A < B) si

1. ACB, y

2. Para toda a € A y toda L-formula ¢(x), tenemos que
2= @(a) siysolo siB = e(a).

La nocién 2 < B es por lo tanto una “mezcla fuerte” entre 21 C B and
20 = B. De hecho, 2 < B si y s6lo si A C By Tha(A) = Thg(B) (aqui,
Tha(2A') ={o € Sent(LA) | A’ E o}).

Ejemplos

= (N\{0},<) C (N,<),

= (N\{0},<) = (N,<) (ya que la funcién “sumar 1” de hecho da la con-
clusion mas fuerte (N\ {0}, <) ~ (N, <)); sin embargo,

= (N\{0},<) 4 (N,<) (pues 1 es el minimo en la estructura pequena

pero no en la mas grande).



18 CAPITULO 1. ESTRUCTURAS: LAS BASES
u (Qalg)"_)‘)())])'<((C)+>')0)”
u (Q)+v')<)ov])%(R)+)'v<>0»])

= NULLSTELLENSATZ/TEOREMA DE LOS CEROS DE HILBERT Si Fy y F, son
campos algebraicamente cerrados y F; C F, entonces F; < F,.

1.4.2. Modelos generados

La construccion de modelos de una teoria es una de las lineas centrales
de trabajo en teoria de modelos. Damos aqui varias maneras adicionales
de construir nuevos modelos dentro de una clase (hasta ahora tenemos
el teorema de Lowenheim-Skolem). Esto refina nuestro conocimiento de
elementos de una clase de la forma Mod(T) para una teoria de primer
orden T.

La primera construcciéon nos permite calcular “clausuras logicas” de
conjuntos dentro de modelos - un proceso similar a tomar “subcampos
generados” o “subespacios generados” — pero que tiene como resultado
subestructuras elementales: el teorema descendente de Léwenheim-Skolem.
No incluimos la demostracion (solo mencionamos que involucra calcular
una clausura de caracter l6gico — formalmente, una clausura de Skolem,
es decir, bajo términos en un lenguaje tipicamente muy enriquecido con
respecto al lenguaje original L).

Teorema 1.12 (Lowenheim-Skolem descendente). Dado un modelo infinito
2, y X C A, existe B tal que:

1. XCB <,
2. Bl < |[X|+ o +]L.

B es por lo tanto una especie de clausura de X dentro de 2l - con
cardinalidad pequefia (controlada por [X|), pero subestructura elemental
de .
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1.4.3. El criterio de Tarski-Vaught

Este es uno de los criterios mas utiles para decidir cuando una estruc-
tura 2l es subestructura elemental de B. Dice, basicamente, que las “exis-
tenciales bajan”: que lo Unico que hay que revisar cuando ya se sabe que
2l C B, es que toda formula existencial con pardmetros en A que valga en
B vale en 9B con un testigo de A.

Teorema 1.13 (Tarski-Vaught). Sea 2 C 9. Entonces son equivalentes:
1. A<D,

2. Dada cualquier formula ¢(x,y), y dado cualquier a € A de longitud
igual a la de x, si existe b € B tal que B = ¢(a,b), entonces existe
b’ € A tal que B | ¢(a,b’).

PrROOF  Sean 2 C B. Demostramos primero “1 — 2”. Supongamos en-
tonces que 2A < B, y sean ¢(x,y) una formula, a € A, b € B tales que
B E ¢(a,b). Entonces B E Jyo(a,y). Los parametros de esta ultima for-
mula son de A, y por lo tanto 2 = Jy¢(a,y), pues A < B. Pero entonces
debe existir algun b’ € A tal que A = ¢(a,b’). De nuevo, como todos los
parametros estan en A, tenemos que B = ¢(a,b’). O;_,;.

Demostracién de “2—1”: usamos induccion sobre la complejidad de ¢(x)
para probar que para todo a € A, 2 = ¢(a) si y solo si B E ¢(a). El pa-
so crucial es el existential. [Los otros pasos son mas sencillos, y son un
ejercicio.] Suponga entonces que ¢ (x) = Jyp(y,x) y supongamos primero
que 2 E @(a), es decir, 2 = Jy(y,a). Pero entonces realmente existe un
elemento b € A tal que 2 = (b, a). Por la hipotesis de induccion, también
tenemos que B E P(b,a) - ésto da inmediatamente que B E FyP(y,a).
Finalmente, el caso interesante: supongamos que B E ¢(a), o sea que
B = Jyp(y,a). Esto nos da un testigo b € B tal que B = Y (b,a). Usamos
ahora la hipdtesis (2): debe existir entonces b’ € A tal que B =1 (b’,a). Lo
importante es que ahora si todos los parametros estan en A, y podemos
usar la hipétesis de induccion para concluir que 2 = ¢ (b’,a). Con ésto
ahora si tenemos que 2 = Jy(y, a), es decir, A = @(a). O
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Observe que el criterio nos da 2 < B en términos de satisfaccion en
B (y no en 2, a diferencia de la definicién). Este hecho es 1util a la hora
de armar por modelos como “clausuras” de un modelo grande, pues la
verificacion final de 2 < 9B, y la construccién, sélo dependen de evaluar
sentencias en 5.

Teorema 1.14 (Los-Tarski- uniones de cadenas). Dada una cadena <-creciente
de modelos Ao <2y < ... <A <A1 ... parai< «, se tiene que A; < Ui o As
para todoj < «.

Proor  Una aplicacion del criterio de Tarski-Vaught para ser subestruc-
tura elemental. O

Observacion 1.15. Es facil construir C-cadenas de modelos 2y C 2y C
... C Ay C ... tales que Th(2,) = Th(~A) para todo m,n pero Th(U, An) #
Th(Ao).

La observacion anterior muestra que la clausura bajo uniones de cadenas
dada por el teorema de Los-Tarski es una propiedad estructural fuerte de
la relacion <.

Damos ahora un criterio importante para la completitud de una teoria.
Es un puente interesante entre la semantica y la sintaxis: la nociéon (muy
semantica) de categoricidad queda relacionada con la completitud.

Teorema 1.16 (Criterio de Vaught-Completitud). Sea T una L-teoria con-
sistente (sobre L contable) sin modelos finitos. Entonces, si T es categorica
en algiin cardinal infinito A, se tiene que T es completa.

DEMOSTRACION  Suponga que no. Sea entonces o tal que T/ oy Tt/
—o. Existen entonces modelos 21y y 2, tales que 2, ETU{o} y 2, ETU
{—0}. Como 2l; y 2, son ambos modelos infinitos de T, por Loéwenheim-
Skolem (ascendente o descendente, segun el cardinal de cada uno de estos
modelos), sabemos que existen 9B; y B,, ambos de cardinal A, tales que
2; =B y Ay =B;,. Como By y B, son modelos de T de cardinal A, deben
ser isomorfos (y en particular son elementalmente equivalentes, con lo
cual obtenemos que 2l; = B; = B, = 2. Pero ésto es imposible, dado que
B =oy A E—o. O
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Card

Az = —o

Figura 1.1: El criterio de Vaught.

Corolario 1.17. La teoria Th(C,+,-,0,1) del campo complejo es decidible.

DeEmosTRACION  Ejercicio. Usar el criterio de Vaught y el hecho clasico
(teorema de Steinitz) que dice que los campos algebraicamente cerrados
de caracteristica fija p (p primo o 0) son A-categéricos, si A > Nj. O
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Capitulo 2

Teoria de modelos

2.1. Tipos, saturacion, homogeneidad.

Los objetos de trabajo basicos en teoria de modelos, y ain mas, en
teoria de estabilidad, son los “tipos”. Estos se pueden ver como férmu-
las generalizadas - o como intersecciones infinitas de conjuntos definibles
mediante férmulas.

Siguiendo la analogia expresada en varios puntos, los definibles (ba-
sicos) se pueden ver como una version (muy generalizada) de conjuntos
algebraicos.

El conjunto algebraico clasico
V ={(x,y,z,w) € C** —y>+ (w—7)°+2=0}
se puede ver como el conjunto definido por la formula
Yol(x,y,z,W,7) = x2—93 +(w=7P+z=0

(claramente escrita en el lenguaje de teoria de anillos {+,-,0,1} con ayuda
del parametro 7), en la estructura

(C>+>')O»])-
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Ese “conjunto solucién” o “conjunto definible” que usualmente se denota
en teoria de modelos de manera general como

V(R b) :={ac A"WA = p(a,b)}

en este caso concreto seria \y(C,7).
Desde este punto de vista es que los tipos son formulas generalizadas,
o definibles generalizados.

Tipos Sistemas infinitos de ecuaciones

Formulas Ecuaciones

Figura 2.1: La Estacion de Francia en Barcelona: un ejemplo de superfi-
cie algebraica. Los tipos se pueden entender como superficies algebraicas
generalizadas.

La definicién formal es la siguiente:

Definicion 2.1. Dado 20 =T, X C A, a € A, el tipo de a sobre X en 2 es el
conjunto

tp(a/X,Ql) :{@(X)B”Q{ ': (p(a,B),(p(X,Q) € le(]—))l—) € X}'

De manera mas general, un tipo 7t en x1,...,x, es un subconjunto de
Fml(L) tal que para todo ¢ € 7, las variables libres de ¢ estan todas en
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X1,...,Xn. Tal subconjunto puede ser o no consistente con una L-teoria
dada. Cuando es consistente con T, decimos que 7t es un tipo parcial de T.

Cuando ademas resulta completo, decimos que 7t es un tipo completo
de T, o (a secas) que 7t es un tipo de la teoria T. Usualmente en ese caso
en lugar de usar una letra griega como 7, usamos las letras p, q,p1,... para
denotar los tipos.

Ejemplos: tipos en ACFy, DLO, etc.

1. El tipo % sobre Q en (C,...) esta determinado por una férmula x = %.

Esto es un caso muy extremo - cuando sucede, se dice que el tipo es
principal. En este caso las cosas son ain mas simples: el numero 3
es la inica “solucion” posible del tipo.

2. El tipo de v/2 sobre Q en (C,...), tp(v2/Q;(C,...)) también es prin-
cipal. Pero en este caso existen dos soluciones distintas al tipo en
cualquier campo algebraicamente cerrado de caracteristica 0. Esto
es el prototipo de los tipos algebraicos: nimero finito de soluciones
en cualquier modelo.

3. El tipo de 7t sobre Q en (C,...). Note que este tipo no es principal y
tampoco es algebraico. Ademas, todo par de niimeros trascendentes
(por ejemplo, 7t y e) tienen el mismo tipo sobre Q:

tP(W/Q, (C)+) '>0> 1 )) = tp(e/Q;(C>+>')O> 1 ))

La razon es que, al poder usar solamente formulas del lenguaje, y
parametros de @, lo unico que puede decir el tipo pir(x) de un tras-
cendente es que dado un polinomio P(X) € Q[X], P(x) # 0:

Per(x) D {~(anx™ +---+aix+ap =0)|ag,--,an, € Qn € N}L.

4. El tipo de un elemento no estandar sobre 0, dentro de un modelo no
estandar de la aritmética (ver analisis de estos modelos en el capitulo
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anterior):
pnoest(x) :{_'(X =1+---+1 )|Tl < w}
n veces

5. Los cortes de Dedekind estan incluidos en tipos de reales sobre los
racionales. Los reales no estandar también pueden ser descritos me-
diante tipos.

Teorema 2.2 (Realizacion de tipos). Dado un tipo consistente p de una
teoria T y dado A =T, existen B = A y a € B tales que a =p en B.

DEMOSTRACION  Armamos la teoria siguiente, en el lenguaje L =L(T)U
{c}, donde c es un simbolo de constante nuevo:

Tha () U{e(c)le(x) € p).

Ahora usamos la consistencia del tipo con T para concluir que esta teoria
es consistente. Un modelo B de esta teoria sin pérdida de generalidad
extiende a 2 y realiza p. O

En general, armar un modelo de una teoria donde cierto tipo se omi-
ta es mucho mas dificil que realizarlo. A diferencia del teorema anterior,
cuya prueba es una aplicacion sencilla de compacidad, el Teorema de Omi-
sion de Tipos (que no incluimos aqui) requiere varias cosas:

= Que el tipo que se quiere omitir no sea principal’.

= Que el lenguaje sea contable. Existen versiones (muy parciales) de
omision de tipos en lenguajes no contables - pero todas requiren
algun contexto especial.

La demostracion del teorema de omision de tipos es de la familia de
la demostracion del Teorema de Categoria de Baire (y, para aquellos que
saben teoria de conjuntos, de la demostracion de existencia de genéricos
para familias numerables de densos - lo que se llamaria alla MAy, pero

'Los tipos principales son imposibles de omitir. Lo interesante es que ésa sea, en esencia
la dinica obstruccién.
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no se menciona pues es una simple consecuencia de ZFC). Esto muestra,
ademas, por qué la Omision de Tipos es un fendémeno (en principio) re-
ducido a lenguajes contables, a familias contables de tipos. Las versiones
no contables (que existen - la mas famosa es la de Morley) son bastante
distintas.

2.1.1.  Ejercicios

Cortes de Dedekind. Describa el tipo de v/2 sobre Q en (R,+,-,<,0,1).
Compérelo con el corte de Dedekind “usual” de v/2. Considere de
nuevo el tipo p = tp(v2/Q;(R,+,-,<,0,1)). ;Es principal? ;Es alge-
braico? ;Es trascendente? Arme el “corte de Dedekind al infinito” de
un elemento mayor que todos los racionales. ;Es consistente? ;De
serlo, donde habria realizaciones de este tipo?

Tipos en ACFy. Tenemos tipos algebraicos (es decir, con finitas solucio-
nes), como el tipo tp(v/5/Q). Observe que la nocién de “algebraico”
y “trascendente” depende del conjunto de pardmetros. Por ejemplo,
tp(7r/Q;C) es trascendente pero tp(7t/C;C) es algebraico. Generalice
e intente describir todos los tipos algebraicos y todos los tipos tras-
cendentes dentro de C.

Tipos de reales no estandar. El tipo
Po+ ={x>0lU{x+ - x<In < w}
n

es consistente con la teoria de los reales. Los reales lo omiten (es
decir, no hay real que realice ese tipo). Como es consistente con la
teoria de los reales, se realiza en alguna parte. Cualquier realizacién
¢ es un infinitesimal positivo. Explique todo ésto.

2.1.2. Saturaciéon y homogeneidad.

Una manera de construir modelos grandes, donde “muchas solucio-
nes existen” es “saturar” los modelos: extenderlos elementalmente, pero
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realizando mas y mas tipos.

Definicion 2.3. Un modelo 2 es A-saturado si dado cualquier D C A de
tamano < A, y dado cualquier tipop € S(D) (esto quiere decir que los pa-
rametros de p estan en D), p es realizado en 2.

Es decir, “todo lo que sea consistente con 2| y se pueda expresar usando
menos que A-parametros” de hecho ya tiene solucién en 2.
Ejemplos

= No es dificil ver que (Q, <) es ¥y-saturado, pero no es NX;-saturado.

(C,+,-,0,1) también es Ny-saturado. De hecho, también es ¥;-saturado

... aun mas (?), es (2¥0) —saturado.

(R,+,-,<,0,1) no es X;-saturado.

(Maés dificil:) ningiin modelo contable de ZFC puede ser Ny-saturado.
No es complicado, pero requiere saber un poco de estabilidad (o sen-
cillamente, armar 2%° tipos distintos sobre 0).

Similar al caso, anterior, ningin modelo contable de PA o de la ver-
dadera aritmética Th(N,+,-,<,0,1) es Ny-saturado.

Note que el maximo grado de saturacion de un modelo 2 siempre es
Al

Ejercicio: Demuestre que si 2 es infinito y es k-saturado, entonces
|A| > k. Demuestre que si 2 es saturado (=|A|-saturado) y B C A es definible
en 2 e infinito, entonces |B| = |A|.

La siguiente definicion es una variante de saturacion (de modelos “gran-
des”), con un sabor muy distinto. En lugar de concentrarnos en la realiza-
ciéon de muchos tipos (tantos como sea posible en el caso de los modelos
saturados), nos concentramos en la posibilidad de extender monomorfis-
mos elementales de trozos de la estructura a automorfismos de la estruc-
tura.
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Definicién 2.4. Una estructura 2l es homogénea si dado cualquier mo-
nomorfismo elemental «: B — B’ entre subconjuntos de A de tamario es-
trictamente menor que |A|, « se puede extender a un automorfismo & de
2L

Si los modelos saturados son grandes en el sentido de que tienen mu-
chas “soluciones” a todos los sistemas “posibles”, los modelos homogéneos
son “grandes” en un sentido muy distinto: tienen una cantidad enorme de
“simetrias”. Si un par de trozos pequefios son similares (caso atestiguado
por un monomorfismo elemental & como en la definicion), entonces la si-
militud, la simetria se extiende al modelo entero. El modelo entero “ve”
todas las “posibles simetrias” entre sus trozos pequerios.

La homogeneidad de los modelos es importante en la discusién en
torno a la conjetura de tricotomia (ver Capitulo 5).

2.2. Eliminacion de cuantificadores

La eliminacién de cuantificadores es una propiedad muy fuerte que
puede tener o no tener una teoria dada. Intuitivamente, dice que todas las
formulas se pueden reducir (dentro de la teoria) a férmulas sin cuantifi-
cadores. Si se interpreta ésto en términos de los conjuntos definibles que
aparecen, quiere decir que los definibles se logran todos en dos etapas:

= Se escogen unos conjuntos “basicos” para generar todos los defini-
bles.

= Se toman combinaciones booleanas de los basicos (uniones, intersec-
ciones, complementos).

Lo anterior se itera un numero finito de veces. Note que en ese caso jno es
necesario tomar proyecciones!. Es decir, cuando hay eliminacién de cuan-
tificadores el algebra booleana de definibles (la “jerarquia boreliana”, la
“jerarquia proyectiva”, etc.) son triviales.

Mas precisamente, lo anterior quiere decir que si uno toma unos ba-
sicos By, los cierra bajo combinaciones booleanas finitas, digamos B =
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UiN; Byj, y luego toma una proyeccion de B, jla imagen bajo proyeccion
ya estaba en la familia original!

Que una teoria tenga eliminaciéon de cuantificadores tiene consecuen-
cias enormes.

Demostrar eliminacion de cuantificadores es un verdadero arte, que
usualmente requiere entender bastante bien la teoria de la cual se esta
demostrando la eliminacion. Tesis enteras de doctorado han tenido partes
sustanciales consistentes en lograr alguna eliminacién de cuantificadores
en algln contexto algebraico especifico. Usualmente hay que enriquecer
ligeramente los lenguajes para obtener la eliminacion.

Definicion 2.5. T admite eliminacion de cuantificadores (QE) si para cada
formula ¢(x) de L existe una formula libre de cuantificadores \(x) tal que

TEVx[e(x) & P(x)].

Note que T no necesariamente es completa en esta definiciéon. En mu-
chos ejemplos concretos la completitud de una axiomatizaciéon dada puede
ser bastante dificil de demostrar. Sin embargo, cuando T tiene QE la com-
pletitud se puede reducir a una condicién facil de verificar, por el hecho
siguiente.

Hecho 2.6. Dada una teoria consistente T, son equivalentes:
1. T is completa para sentencias libres de cuantificadores.

2. Todos los modelos de T tienen la misma “caracteristica” (es decir,
la subestructura generada por 0 es siempre la misma en cualquier
modelo, médulo isomorfismo).

Cuando T tiene QE, estas condiciones corresponden a la completez de
T.

Note que para lograr QE basta eliminar los cuantificadores de las for-
mulas existenciales.

Teorema 2.7 (Criterio de QE). Sean T completa, y € =T un modelo satu-
rado. Entonces, son equivalentes:
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1. T admite QE.

2. Para cada par a =y c y cada b, existe d tal que ab =¢ cd.

Teorema 2.8 (QE “criterio de vaivén”). Sea T completa para las sentencias
libres de cuantificadores, con |L| = k. Entonces son equivalentes:

1. T admite QE.

2. SiA,B =T son tales que |A| < x y B es k" -saturado, Ay T A y f es
una inmersion de 2, en B, entonces f se puede extender propiamente
a una inmersioén de alguna subestructura € de 2 en B.

2.2.1. Ejemplos

Teorema 2.9. 1. La teoria de érdenes lineales densos sin extremos ad-
mite QE.

2. La teoria ACF admite QE.

El segundo es uno de los hechos fundamentales de la parte “clasica” de

la teoria de modelos. Muchas otras teorias algebraicas admiten elimina-
cién de cuantificadores?: DCF (campos diferencialmente cerrados - tesis
de Lenore Blum de 1968), campos p-adicos, campos valuados. Las prue-
bas usan criterios similares a los presentados arriba, pero para lograr las
amalgamaciones requieren uso de lemas, teoremas, herramientas, méto-
dos sofisticados de cada una de las areas a las cuales se refieren. “Eliminar
cuantificadores” (es decir, probar alguna de las amalgamaciones mencio-
nadas) es casi un verdadero arte, que requiere entender a fondo la otra
disciplina.
DEMOSTRACION  Verificamos la condicion para ACF. Como el lenguaje
de ACF es contable, k = w. Entonces, considerando campos algebraica-
mente cerrados 2,8 con 2 contable y 8 N;-saturado, sea 2y una subes-
tructura propia de 2, y f una inmersién de 2/, en B. Sea B, la imagen de
f; entonces By C B y f es un isomorfismo de 2y en By. Sea a € A\ Ay.

2Y también admiten eliminaciéon de imaginarios, un tema debido a Shelah que no
tocamos en estas notas y que permite “cerrar bajo cocientes definibles” los modelos de
muchas teorias.
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20y es un subanillo de 2. Extendamos f a un subcampo de 2, generado
por 2. Sin pérdida de generalidad, 2/, es subcampo de 2.

Caso I: a es algebraico sobre 2. Sea p(x) el polinomio minimo de a
sobre 2. Sea q(x) el polinomio correspondiente en By(x) (aplique f a
los coeficiente de p(x)). Entonces q(x) es irreducible en By[x]...pues B
es algebraicamente cerrado, q(x) tiene una raiz en B. Sea b una de esas
raices. Claramente, decretar f(a) = b nos da un isomorfismo de 2,(a) en
B.

Caso II: a es trascendente sobre 2/y. B debe ser no enumerable (pues es ¥;-
saturado). Por lo tanto, hay un b € 9B, trascendente sobre 9B,. Extendemos
f a un encaje de 2o(a) en B definiendo f(a) =b. O

Corolario 2.10 (Tarski-Chevalley). 1. La proyeccion de un conjunto cons-
truible es construible.

2. La teoria Th(C,+,-,0,1) del campo complejo es decidible.

= Ejemplos: (N\ {0}, <) — (N, <) (shifts, ultrapotencias, extensiones de
campos (extension algebraica de Q no, extension de un ACF a un
ACF)...

= Definicion de Categoricidad - discusion basica (analogia con conje-
tura de Poincaré)

= Ejemplos: DLO (Back and Forth), ACF, Conjuntos infinitos
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Capitulo 3

Estabilidad geométrica.

Con las bases de teoria de modelos e inicio de estabilidad dadas en el
capitulo anterior, podemos arrancar nuestro camino hacia la tricotomia
de Zilber. El contexto general es el de estructuras fuertemente minimales,
que definimos mas adelante.

Cuando tenemos una estructura suficientemente “bien comportada”
desde el punto de vista de la teoria de estabilidad, veremos que se pue-
de “extraer” contenido “geométrico” implicito en los modelos de la teoria;
contenido “geométrico” de caracter similar al de los espacios vectoriales
(dimension, independencia, generacion), los campos algebraicamente ce-
rrados, o estructuras similares.

Lo interesante es que ciertas hipotesis l6gicas terminen dando lugar a
geometria en sentido amplio, es decir, presencia de las siguientes propie-

dades:
= Nociones de independencia,
» Dimension,
= Grupos actuando/controlando la estructura,
= Grupos de enlace/cubiertas.

La tricotomia de Zilber (el teorema de tricotomia, en los casos don-
de se tiene, la conjetura, incluso sus contraejemplos posteriores) se basa
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completamente en la presencia de estas nociones. Mas adelante veremos
que en el caso mas general deben ser completadas con nociones “topol6-
gicas”™: que la sola geometria que subyace a las estructuras (fuertemente
minimales) no es suficiente.

3.1. Geometria combinatoria.

Definicion 3.1 (Clausura algebraica). Dada una estructura 2 y dado un
subconjunto B C A, la clausura algebraica de B es el conjunto acl(B) =
{a e AIFb e Bt m e N, @(u,v) tales que A = ¢(a,b) AF="ve(v,b)}.

Es decir, la clausura algebraica de B es el conjunto de todos los a € A
que satisfacen alguna férmula con parametros en B que solo un niime-
ro finito de elementos de A satisface (decimos que la clausura algebraica
consta de todos aquellos elementos “con 6rbita finita” sobre B).

Observacion 3.2. En la definicién, acl(B) no depende de 2.

DEMOSTRACION  Formalmente, la definicién parece depender de la es-
tructura 2 - pero si 2; =2 es tal que B C A, entonces podemos sumergir
ambas en una extension elemental 2, > 2. Si a € A tiene 6rbita finita (por
ejemplo, con m elementos) sobre B, 2l = 3= ™v(v,b). Como esto es cierto
también en 2, los m elementos de la 6rbita deben ser los mismos entre A

y 2, luego entre A, y 24 O
Hecho 3.3. En cualquier estructura se tienen las siguientes propiedades
de acl.
A C acl(A) (3.1)
A C B —acl(A) C acl(B) (3.2)
acl(acl(A) =acl(A). (3.3)
Ejemplos

= Si K es un campo (en el lenguaje usual de anillos T,ing) y A C K,
acl(A) contiene a la clausura algebraica usual (de teoria de campos)
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de A en K.

= Si2=A esun conjunto puro (T=1. = ()), entonces para todo B C A,
acl(B) = B.

» Si2=(N,+,-,<,0), acl(0) = N. En general, si 2 es cualquier modelo
no estandar de la aritmética, acl(@) O N (donde N denota la “parte
estandar” de 21).

Lema 3.4. Dada una estructura 2, todo monomorfismo elemental f entre
B,B’ C A se puede extender a f: acl(B) — acl(B’).

DEMOSTRACION  Enumeramos acl(B) \ B como (b;)i<y y usamos induc-
cion transfinita para ir extendiendo f a BU{b;[i <y} asi: para cada b,
encontramos b;, € acl(B’) una realizacion del tipo

f(tp(by/(BU{bili <v})))

(que se obtiene reemplazando los elementos de cl(B) por los que les corres-
ponden mediante la funcién ya construida en el tipo tp(b, /(BU{bi[i <v})).
Es un ejercicio verificar que este proceso es exhaustivo en ambos lados
(acl(B) y acl(B’)). O

3.2. Estructuras minimales y fuertemente minima-
les

Suponemos que el lenguaje es contable.
Los modelos minimales/fuertemente minimales son aquellos donde el
algebra booleana de definibles es la minima posible.

Definicion 3.5. Un modelo 2 es minimal si todo subconjunto definible
(con parametros) de A es finito o cofinito.

El lema fundamental es el siguiente.
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Hecho 3.6. [Intercambio] En modelos minimales vale la propiedad de
intercambio:

DadosBC A, b,ce A beacl(B,c)\acl(B) —cecacl(B,b). (3.4)

DEMOSTRACION  Suponga que b € acl(B,c)\acl(B). Sean entonces ¢(x,y)
una férmula con parametros en B y m < w que atestigiien lo primero:

Ak @(b,c) AF=xe(x,c). (3.5)

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que

AE @(b,y) AI=™x0(x,y). (3.6)

Hay que ver que c € acl(B,b). Basta ver que el conjunto ¢(b,2):={d €
Al = @(b,d)} es finito. Supongamos que no. Entonces su complemento
—@(b,2) debe ser finito (por minimalidad). Suponga entonces que es de
tamario < k, es decir que 2 = 3=y~ (b,y). Pero entonces

D ={b' € A2l = 3=y~ (b’ y)}

(la “6rbita” de b sobre B para la formula 3=*y—¢@(b,y)) debe ser infini-
to, ya que b ¢ acl(B). Podemos entonces tomar m+ 1 elementos distintos
di, -+ ,dme1 en D. Con ésto,

(P(bhm)ﬂﬂ@(bmﬂym)

debe ser infinito - por lo tanto no vacio, y contiene un punto c¢’. Esto
contradice la Ecuacion 3.6. O

3.3. Pregeometrias, geometrias

Las pregeometrias de van der Waerden (también llamadas “matroides”
en combinatoria finita) ocurren de manera natural en el contexto minimal.
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Definicién 3.7 (Pregeometria). Una pregeometria abstracta es un con-
junto M dotado de un operador

cl:P(M) = P(M)

que satisface (para todo A,B C M):

Caracter Finito VA Cc M cl(A) = { cl(A")|A’ C A finito}.
Crecimiento A C cl(A).

Monotonia A c B — cl(A) C cl(B).

Idempotencia cl( cl(A) = cl(A).

Intercambio b € cl(A,c)\ cl(A) — c e cl(A,b).

Por la seccion anterior (Hecho 3.6), si 2( es una estructura minimal, la
clausura algebraica acl en los subconjuntos de A da lugar a una pregeo-
metria.

Definicioén 3.8. [Geometria combinatoria] Una geometria es una pregeo-
metria (M, cl) tal que

para todo a € M, cl({a}) ={a}. (3.7)

3.3.1. De pregeometria a geometria

La diferencia entre pregeometrias y geometrias esta en el comporta-
miento de cl en los puntos. El paso de pregometria a geometria es el na-
tural en este caso: dada una pregeometria (M, cl), definimos la relacion ~
en M\ cl(0) asi:

x~y ossi cl(xh) = iy

Claramente, ~ es una relaciéon de equivalencia. Note que (por la propiedad
de intercambio), se tiene x ~y si y solo siy € cl({x}).
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Ahora, la geometria correspondiente a (M, cl) tiene como soporte el
conjunto

M:=(M\ cl(0))/~.

Todo punto de M es entonces de la forma @ = cl(a)\ cl(@) para algin
a e M\ cl(0). Ahora definimos, para A = {a|a € A} ¢ M la clausura

cl(A):={bb e cl(A).

Proposicion 3.9. Si (M, cl) es una pregeometria, la construccion anterior
da lugar a una geometria (M, cl).

DEMOSTRACION  Basta revisar que ~ respeta las cinco propiedades. O

Ejemplo

Sea M un espacio vectorial. No es dificil ver que M es minimal (los
subconjuntos de M definibles con parametros son todos combinaciones
booleanas finitas de soluciones de ecuaciones lineales - luego son combi-
naciones booleanas finitas de singletons [0 de M mismo o el conjunto 0]:
conjuntos finitos o cofinitos).

La pregeometria asociada a la clausura algebraica en M, acl da lugar
mediante el procedimiento anterior al espacio proyectivo asociado con
M: M es exactamente lo que en geometria se llama el espacio proyectivo
(asociado a M).

El espacio afin asociado a un espacio vectorial M es la pregeometria
con el mismo soporte M y la nueva clausura

claff(A) = A+span(A—A)

donde A—A ={a—bla,bc A}.
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3.4. Localizar pregeometrias.

El paso de pregeometrias a geometrias es una version del paso de
(la pregeometria de) un espacio vectorial a (la geometria de) un espacio
proyectivo. Otra construccion (sumamente importante) se llama “locali-
zacion”.

Definicion 3.10 (Localizacion). Dada una pregeometria (M, cl) y dado un
subconjunto D C M, la localizacion de (M, cl) con respecto a D es la
siguiente pregeometria (Mp, clp):

Mp =M clp(A) = cl(DUA). (3.8)

Hecho 3.11. Todo espacio afin es una geometria. Su localizacion con res-
pecto a cualquier punto es una pregeometria isomorfa a la del espacio
vectorial inicial.

DEMOSTRACION  Es una verificacion inmediata. O

Ejemplo

Grupos minimales: sea (G,+) un grupo minimal. De nuevo se puede
armar el “espacio afin” asociado a G, con los mismos puntos pero con la
nueva nocion de clausura cly(A) = A+ (A—A). Y de nuevo se tiene que
si se localiza esta construccion a cualquier elemento g € G, se recupera el
grupo inicial.

Asi, algunos pares afin/localizacién se describen a veces en términos
de “olvidar el 0/recuperar un 0”.

3.5. Dimension

La manera usual de tratar las nociones de independencia, generadores,
dimension en espacios vectoriales se generaliza a todas las pregeometrias.
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Definicion 3.12 (Independencia/Bases). En una pregeometria (M, cl) se
dice que un conjunto A C M es independiente si cl(B) # cl(A) si B C A.
Un subconjunto independiente maximal de A es una base de A.

Lema 3.13. Todo par de bases B y C de un conjunto A tienen el mismo
cardinal.

DEMOSTRACION  Consideramos primero el caso en que B tiene n ele-
mentos, B ={bj,---,b,}. Como B es independiente, se tiene

Cl(b1)"' )bn)\ Cl(b1)"' »bn—1) 7&0
Como cl(B)=A = cl(C), existe c € C tal que

ce Cl(bh"' )bn)\ Cl(bla"' )bnfl)-

Usando intercambio, podemos concluir que {c,by,---,b,_1} es base de A
[como ¢ € cl(by,---,by)\ cl(by,---,bn_1), by € cl(c, by, ,by_1); pero asi,
tenemos {by,---, by} C cl(c,by,--+,by_7) con lo cual A = cl(by,---,by) C
cl( cl(c,by,---,bn_1)) = cl(c,by,---,by_1); por otro lado, como ¢ € C C

A, se tiene {c,by,---,by_1} C A con lo cual cl(c,bs,---,by 1) C cl(A) =
cl(cl(B)) = cl(B) =A.]

En M, (la localizaciéon en c), los conjuntos {by,---,by_1} y C\{c} son
bases de A [jverificar por qué!]. Por induccion sobre n se sigue el teorema
para el caso de bases finitas: la hipotesis de induccion daria que C\ {c}
debe tener n—1 elementos.

Ahora, si B y C son ambos infinitos, usamos el caracter finito de cl: po-
demos enumerar B y C y armar una biyeccién usando vaivén [Ejercicio.].
]

Con lo anterior, tiene sentido definir dimension exactamente como se
hace en espacios vectoriales, o como se define el grado de trascendencia
en teoria de campos.

Definicion 3.14 (Dimension). Sea (M, cl) una pregeometria. Dado un sub-
conjunto A C M, la dimensién (combinatoria) de A es el cardinal de
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una base de A. Denotamos este cardinal mediante dim . (A) o simplemen-
te dim(A) cuando no hay ambigiiedad. Si B C A, la dimension relativa
es la dimension de A en la pregeometria (localizada) Mg; la denotamos
dim(A/B).

Lema 3.15 (Féormula de adicion).
dim(A/B)+dim(B) = dim(A).

DEMOSTRACION  Ejercicio.

Ejemplos

= La dimension en espacios vectoriales (coincide con la dimensién

combinatoria cuando se toma cl = span).

= En el caso de campos algebraicamente cerrados (modelos de ACF), la
dimensién combinatoria correspondiente a la pregeometria es pre-
cisamente el famoso grado de trascendencia. Como todo campo se
puede extender a uno algebraicamente cerrado, la definicién se pue-
de extender a subconjuntos de cualquier campo.

= En el caso de estructuras puras, la dimension combinatoria coincide
con la cardinalidad.

;Qué pasa con los “trozos” de un conjunto y la dimensién combinato-
ria? ;Como se combinan entre si? El siguiente lema resultara parcialmente
familiar: cuando la desigualdad < es una igualdad, es una propiedad basi-
ca y muy util de la dimension en espacios vectoriales. En nuestro caso, el
que se tenga (o no) la igualdad resultara fundamental.

Lema 3.16. Dada una pregeometria M, y dados X,Y C M,

dimd(XUY) < dide—l—dide—dimd(XﬂY).
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DEMOSTRACION  Sea Z una base de XNY, y sean ZUX, base de X, ZUY,
base de Y. Entonces cl(XoUZUYp) = cl(XUY), con lo cual dim 4(XUY) <
XoUZ|+YoUZ|—|Z| = dim g X +dim Y — dim ¢ (XN Y). O

3.5.1. Ejercicio

= Verifique que en la pregeometria de clausura algebraica de estruc-
turas triviales (infinitas) y de espacios vectoriales, la anterior es una
igualdad.

= ;Se tiene la igualdad en espacios afines?

= Verifique mediante un ejemplo que la igualdad falla en la pregeome-
tria de acl asociada al campo complejo (C,+,-,0,1). (Pista: use tres
complejos mutuamente trascendentes.)

Hecho 3.17. Toda estructura minimal 2 en un lenguaje enumerable es
homogénea.

DEMOSTRACION  Suponga que B,B’ C A son de cardinal < |A|, y «:B —
B’ es un monomorfismo elemental. Entonces dimB = dimB’ [ejercicio].
Ademas, dimB < |A[; con ésto, por la féormula de adicion

dim(A/B)+4dimB = dimA = dim(A/B’) +dimB’,

se tiene que dim(A/B) = dim(A/B’). Extendamos ahora B a Cy B’ a C’
para formar una base de 2 sobre B y B’ respectivamente. Como |C\ B| =
|C"\ B’| podemos tomar una biyeccion y: C — C’ que extiende a . Es un
ejercicio verificar que y es monomorfismo elemental (basta verificar los
tipos de las n-tuplas en las bases). Por el Lema 3.4 se puede extender y a
un automorfismo de 2 y terminar la demostracion. O

3.6. Minimalidad fuerte

La nocién de minimalidad de una estructura es suficiente para basar

en ella una pregeometria con acl: si una estructura es minimal, la clausura
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algebraica satisface intercambio. Sin embargo, una estructura 2l puede ser
minimal pero ser elementalmente equivalente a otra estructura 8 que no
lo sea.

En muchos casos importantes, uno requiere que las propiedades que
estudia resulten cerradas bajo =; éste es un criterio de qué tan “modelo-
tedrica” es una propiedad. En este sentido, la minimalidad no es muy ro-
busta modelo-teéricamente. Por eso en muchos tratamientos del tema se
prefiere trabajar directamente con estructuras fuertemente minimales, que
si resultan cerradas bajo equivalencia elemental (por definicién). Ademas,
la minimalidad fuerte (como muchas buenas propiedades en matematica)
es una nocioén natural, como lo atestigua el hecho de que tenga muchas
definiciones equivalentes que usan ideas distintas'.

Antes de definir la minimalidad fuerte, examinamos la conexion entre

la saturacion de una estructura y su dimensién combinatoria.
Teorema 3.18. Toda estructura minimal de dimension infinita es saturada.

DEMOSTRACION  Cuando 2 es de dimension infinita, se tiene dim,(2l) =
|Al, por el caracter finito de acl. Sea ¢(x) una férmula con parametros en
un conjunto B con cardinal |B| < |A]. El conjunto ¢ (%) es finito o cofinito,
por minimalidad. En el segundo caso ademas tenemos que

A\acl(B) C ¢(2):

si a € A es tal que 2 B~ ¢(a), entonces 2 = —@(a), pero como @(2A) es
cofinito, se tendria que a € —¢(2l), un conjunto finito definido sobre B, es
decir a € acl(B) - contradiccion.

Por lo tanto, dado cualquier tipo p € S(B), por ejemplo p ={@;(x,b;)[i <
B[}, hay que ver que existe b € 2 que realiza p.

Basta observar que dado cualquier conjunto consistente de férmulas

'En el caso general, M es fuertemente minimal si es elementalmente equivalente a una
estructura minimal de dimensién infinita, o bien si es de rango de Morley igual a 1y grado
de Morley igual a 1.
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@; con parametros en B, la interseccion

m Pi(A)

o bien contiene el conjunto (no vacio, pues |B| < |Al) A\ acl(B), o bien es
un subconjunto no vacio de algin ¢;(2!) finito.
Esto implica que 2 es saturado. a

Corolario 3.19 (Eliminacién de 3°°). Toda estructura elementalmente equi-
valente a una que sea minimal de dimension infinita es minimal también,
y elimina el cuantificador 3°°: dada una formula ¢(x,y), existe un nii-
mero natural m, tal que |@ (A, a)| > m, implica que ¢(2,a) es infinito.

Antes de iniciar la demostracion, vale la pena contrastar ésto con el

hecho general de Indefinibilidad de la Finitud (consecuencia inmediata de
compacidad). Sucede aqui que ciertas teorias (por ejemplo, las fuertemente
minimales), si permiten eliminar el cuantificador 3°°.
DEMOSTRACION  Suponga que no se elimina 3°°: que la férmula ¢(x,3)
es un contraejemplo dentro de cierta estructura 2 minimal de dimension
infinita. Entonces para cada m existe un conjunto ¢(%l,a,,) finito de ta-
mafio > m. El complemento —¢ (%, @) es por lo tanto infinito. Esto quiere
decir que a,, satisface la formula

Y (§) = F™xp (%, ) AF"x—p(x, 7).

Por lo tanto, el tipo p :={im|m < w} es consistente - como 2 es saturado
por el Teorema 3.18, existe a € A tal que a |=p - pero ésto quiere decir que
@(2,a) y ~@(2,a) son ambos infinitos, lo cual contradice la minimalidad
de la estructura 2. O

Los hechos anteriores justifican la siguiente definicion de minimalidad
fuerte.

Definicion 3.20 (Minimalidad fuerte). Una estructura minimal 2 es fuer-
temente minimal si es elementalmente equivalente a una estructura mi-
nimal de dimension infinita.
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En estructuras fuertemente minimales 2, la minimalidad es una pro-
piedad de primer orden: la teoria Th(2() implica que todos los modelos son
minimales.

Hecho 3.21. Sea 2l minimal, X C A y B = acl(X) una subestructura infinita.
Entonces B < 2.

DEMOSTRACION  Por Tarski-Vaught, basta revisar que si una formula con
parametros en B tiene una realizacion en 2, también tiene una realizacién
en B. Si ¢(2A) es finito, entonces ¢(2A) C B por ser B algebraicamente ce-
rrado. Si () es infinito, debe ser cofinito por la minimalidad de 2, y por
lo tanto —¢(2A) es finito y se debe tener ¢ (1) N B # 0. O

3.7. Rango de Morley

Los rangos, entre éstos el rango de Morley, son usados a todo lo ancho
de la teoria de estabilidad. Son medidas de “complejidad” de conjuntos
definibles: capturan “qué tanto se puede descomponer” en trozos mas sen-
cillos un conjunto definible.

El uso de los rangos en teoria de modelos se remonta a los trabajos de
Morley en la década de 1960. En la década siguiente, Shelah modifico los
rangos y defini6 muchas variantes combinatorias que resultaron funda-
mentales para el desarrollo de la teoria de la estabilidad. Desde entonces,
muchos rangos han seguido apareciendo, adaptados al tipo de situacion
modelo-tedrica a estudiar.

La idea intuitiva es la siguiente: los rangos son ordinales (o en un casos
extremos, —1 0 co) que le asociamos a cada conjunto definible. Asi, por
ejemplo, el “rango R,” crece de la siguiente manera: un definible X tiene
rango R;(X) > 0si X no es vacio, Ry(X) > a+1 siexisten Y1, Y2 C X, YiNY, =
0 tales que Ry(Y7) > a y Ry(Y2) > «. Si & es ordinal limite, Ry(X) > & si
R2(X) > « para todo « < 5. Finalmente, si R,(X) > « para todo ordinal «,
se dice que Ry(X) = co.

Nuestro enfoque en esta seccion no es tan general. Aunque resulta

equivalente en el caso de estructuras fuertemente minimales, la definicién
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y las propiedades estaran adaptadas a ese caso, y son (superficialmente)
distintas de las usuales.

En el resto de esta seccion 2 es fuertemente minimal, de dimension
infinita.

Definicién 3.22 (Rango de Morley). Sea X C A finito y suponga que 2 es
saturado. Dado un conjunto S C A™ definible sobre X, el rango de Morley
de S es

RM(S):= max dimq({s1, - ,sn}/X).

(81,7y5n)€ES

Por la saturacion de 2, el valor del rango de Morley no depende de 2:
es igual en cual otra estructura saturada elementalmente equivalente a 2l.
Tampoco depende de X.

En efecto, si RM(@(21)) =, sea {s1,---,s;} una base de (sq,---,s,) de
dimensiéon maximal sobre X. Si 2" = 2 es minimal y de dimension infini-
ta, y XUX' C A’ y ademas 2" =x x A, podemos escoger {sf,---,s/} C A’
independientes sobre la union XU X'. El tipo

Psi,eysy = tp(<51»' " )Sn>/{5h" : )ST}UA)

es algebraico (de hecho, principal), pues cada s; (1 <1i<n) es algebraico
sobre {sj,--,s;}. Reemplazando los s; por los s! correspondientes en todas
las formulas de p; ... s, obtenemos un tipo py; .. ./, algebraico (y principal)
también, obviamente. Tiene entonces una realizacion (s,---,sn). El tipo
Ps), s satisface que (s1,---,sn) esta en @(2’) y tiene dimensién r sobre
XUX’. Con esto,

RM(o(20)) <RM(@(2)).

Igualmente, se obtiene que RM(¢ (")) < RM(¢(2)), y que el rango de
Morley, calculado sobre X, es el mismo que calculado sobre X'. O

Con lo anterior, extendemos la definicion a conjuntos definibles en
cualquier modelo fuertemente minimal M: RM(¢(M)) se define en gene-
ral como el rango en cualquier extension elemental saturada de M.

Lema 3.23. [Propiedades del rango de Morley] En cualquier estructura
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fuertemente minimal M tenemos lo siguiente (para S,S1,S; C M™ defini-

bles):
1. RM(M") =n,
2. RM(S) =0 ssi S es finito,
3. RM(S1US;) = max{RM(S;),RM(S2)},
4. Sipr:M"™ — MK (parak <n)denota la proyeccion candnica, entonces

RM(S) < RM(pr(S)) +tmé()s<]RM(pr_‘ (t)NS).
€pr

5. Si ademas suponemos que RM(pr~' (t)) NS tiene el mismo valor para
todo t € pr(S), tenemos que

RM(S) = RM(pr(S)) +RM(pr~'(t)nS).

DEMOSTRACION
1. Basta escoger n elementos independientes si,---,s, en M.

2. Si RM(S) =0, entonces S debe ser finito (si fuera infinito, por el Ca-
racter Finito de cl, el rango de Morley deberia ser un nimero > 1). Si
S es finito, se puede tomar X como S en la definicién de RM. Enton-
ces claramente dim . calculada en elementos de S sobre X (es decir,
sobre S) debe ser siempre 0.

3. Ejercicio.
4. Sea (s1,--+,sn) una n-tupla en S de dimension maximal. Entonces
RM(S) = dim({s1,---,sn}/X) = dim({s1,--- ,sn}/XU{s1,--, 51}

+dim({s1, -+, si}/X) <RM(pr~' ({s1,---,5}) N S) +RM(pr(S)).
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5. Suponga que (sy,---,sx) es una k-tupla en pr(S) de dimensién ma-
ximal. Entonces podemos extenderla a una n-tupla de dimensioén
maximal sobre (s1,---,sk) UX en S. Pero entonces

dim({s1,-- . )STL}/XU{S1)' e )Sk}) - 1{1\/[(1:)1‘_1 ({51)' e )Sk}))?

dim(({s1,---,sn}/X) =RM(pr(S)).

Por lo tanto,
RM(S) = RM(pr(S)) +RM(pr ' ((s1,---,5x)))-
Pero esto implica que

RM(S) = RM(pr(S)) +RM(pr~'(t)nS).

]

Para la buena definicién del grado de Morley (intuitivamente, el nu-
mero de componentes irreducibles de misma dimension en caso de varie-
dades algebraicas), necesitamos definir indiscernibles y el siguiente lema
sobre indiscernibilidad en estructuras fuertemente minimales.

Los indiscernibles (terminologia inspirada, naturalmente, en Leibniz)
son uno de los conceptos mas utiles e importantes de toda la teoria de
modelos, mucho més alla de nuestro ambito fuertemente minimal. Usual-
mente, extraer indiscernibles requiere algo de combinatoria (Erdés-Rado
o Ramsey) o, como en nuestro caso, hipétesis de estabilidad. Los indiscer-
nibles de orden permiten una enorme flexibilidad en la construccién de
modelos: esencialmente, proveen

= maneras de “estirar” modelos estirando 6rdenes lineales, y

= maneras de controlar propiedades como saturacién y omision de ti-
pos en modelos de una teoria.

Vale la pena notar que los indiscernibles son utiles también en contextos
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muy alejados de la logica de primer orden. Definimos aqui los conjuntos
de indiscernibles.

Definicion 3.24 (Indiscernibles). Dados una estructura®l y conjuntos X,Y C
A, decimos que X es indiscernible sobre Y si

tp(a/Y) =tp(b/Y)

para cualquier par de n-tuplas de elementos distintos de X, para cualquier
n.

Hecho 3.25. Sean M una estructura minimal, A,B C M, con A indepen-
diente sobre C en la pregeometria de M. Entonces A es indiscernible sobre
C. Ademas, dado n, el tipo tp(a/C) no depende de a, para a € A.

DEMOSTRACION  Induccidn sobre n: sean @ = (ay,---,a,) y b= (by,---,by)
con coordenadas distintas de A. Sin=1, tp(a;/C) consta de las formulas
@(x) € Lc para las cuales @(M) es infinito (por la independencia). Esto
vale claramente también para tp(b;/C). Si n > 1 y el hecho vale has-
ta n, sean any1 € A\{as,--,an} y bny1 € A\{by,---,bn} y consideremos
©(x1,---,xny) € Lc. Entonces tenemos que = @(aj, -+, an,ans1) iy solo
si ¢(aj,---,an,M) es infinito si y solo si ¢(by,---,bn,M) es infinito si y
solo si = @(by, -+, by, brit). O

3.7.1. Grado de Morley

Una de las propiedades mas importantes del rango de Morley es que
permite “descomposiciones minimales” en cada nivel. Especificamente, si
cierto conjunto definible X tiene rango de Morley «, X se puede partir
en subconjuntos (disyuntos) de rango « solamente una cantidad finita de
veces. E]l nimero maximo de pedazos disyuntos dentro de X que tienen el
mismo rango de Morley de X es un invariante de X, el grado de Morley de
X, dM(X).

Lema 3.26. Dado un definible S ¢ M™", existe una cota maxima m € N tal
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que S se puede partir en m subconjuntos disyuntos

S=S;U---USm,
con todos los S; con rango de Morley igual a RM(S).

DEMOSTRACION  Por induccion sobre n. Para n =1, es claro: como M es
minimal, todo definible S es finito o cofinito. Si es finito, RM(S) =0 por el
Lema 3.23. En ese caso, m =|S|. De lo contrario, RM(S) = 1, pero como S
no se puede a su vez partir en dos subconjuntos disyuntos infinitos (por la
minimalidad), se tiene que m debe ser igual a 1.

Si ahora tomamos n arbitrario, sea RM(S) = k. Entonces hay un ele-
mento (s7,---,sn) € S con dimension k atestiguada por algun {si,,---,si.}
acl-independiente. Sin pérdida de generalidad, i; =1,---,ix = k. Enton-
ces todo s; € acl{sy,---,s¢} para j=1,---,n con lo cual existe un nimero
(=t < w tal que

iyl
ME 371, xn) € S[(x1, -, xic) = (81,7, Sx)],

por la propiedad (4) del lema 3.23. Lo anterior se puede capturar por una
féormula

1l)(y1>"' )yk) = 3:g<x1a"' )Xn> S S[<X1)"' )Xk> = <yla"' >yk>]-

Por la construccion, (M) es un subconjunto de M* de rango de Morley
k. Asociamos ahora a ésto el conjunto St C S dado por

Si]’myik = {<S1)' o )Sn> € SN)(S])' o )Sk)}-

Claramente se tiene RM(S" ) = RM({p(M)) = RM(S) = k. Si ahora te-
nemos una particion de St asi:

Sih""i’k =S U---USP

con todos los sumandos definibles y de rango de Morley k sobre algtin X,
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entonces dado j < p existe (sj,---,sjn) € Sj con las primeras k coordena-
das independientes sobre X’. Por indiscernibilidad (Lema 3.25), se puede
cuadrar que (sj 1, - ,8jx) = (s1,---, k) para todo j < p. Asi, necesariamente
j < €. Tomando todos los posibles (i;,---,ix), tenemos que

m< Z Eil,..‘,ik

{i]a"')ik}

lo cual termina la induccion. O

Con lo anterior, queda claro que el grado de Morley dM esta bien de-
finido.

Hecho 3.27. 1 <dM(X) < w, para todo conjunto definible X.

Es importante y 1til notar la analogia con conjuntos irreducibles en
geometria algebraica basica. Cada conjunto algebraico tiene un nimero
natural fijo de componentes irreducibles de su misma dimension. Ese nu-
mero es en nuestro caso el grado de Morley.

3.7.2. Estabilidad clasica

Conviene que nos detengamos un momento antes de seguir las cuentas
que nos llevaran a la tricotomia débil y a las conjeturas de Zilber. La es-
tabilidad clasica es un tema inmenso, anclado en los resultados de Morley
de mediados de los afios 1960, pero desarrollada de manera impresionante
por Shelah a partir de su tesis doctoral (1969), y a lo largo de varias déca-
das. El contexto pasé fuera de Primer Orden hacia finales de la década de
1970, pero ha continuado su desarrollo simultaneo (y muy robusto) tanto
en Primer Orden como en ambitos no elementales. El libro Classification
Theory de Shelah [Sh c] (versiones de 1978 y 1990) es un hito enorme de la
matematica de la segunda mitad del siglo XX, comparable tal vez solamen-
te a nivel de obras del ultimo medio siglo con la ceuvre de Grothendieck
a nivel de trascendencia matematica. En ese libro las bases de toda la teo-
ria de estabilidad quedan fijadas, incluyendo la demostracién del famoso
teorema del Main Gap: dada una teoria T, la funcion I(k, T) que arroja el



52 CAPITULO 3. ESTABILIDAD GEOMETRICA.

nimero de modelos (médulo isomorfismo) de T de cardinal « siempre va a
caer en una de dos grandes clases: asintoticamente, I(k,T) sera el nimero
maximo (la exponencial de cardinales infinitos 2*) o bien quedara acotado
por una funcién practicamente lineal: I(NX, T) < 3y, (|w + «f).

Las teorias fuertemente minimales son casi la base de la “jerarquia de
estabilidad”. Las teorias categéricas en cardinales no contables son atn
mas “basicas” que las fuertemente minimales: si una teoria es categérica
en un cardinal no contable, tiene modelos fuertemente minimales. A la
vez, estos tienen rango de Morley acotado - una de las caracterizaciones
de uno de los “peldaiios basicos” de la jerarquia: las teorias categdricas en
cardinales no enumerables (por el teorema de Morley, también llamadas
“teorias N-categoricas” a secas, pues es equivalente que sean categoricas
en N a que lo sean en fodos los cardinales no contables).

Mas alla de las teorias “no contablemente categoricas”, la jerarquia tie-
ne peldafios importantes: Xy-estables, superestables, estables. Finalmente,
mas recientemente se ha “ampliado” la zona de efectividad de la teoria de
la estabilidad a zonas inestables, pero con otras propiedades: las teorias
simples y las teorias dependientes (también llamadas “NIP” por algunos
autores - como abreviatura de “No Independence Property”).

La figura a continuacién es un mapa muy general de algunas areas
importantes de la teoria de modelos actualmente. Observe que la zona
de primer orden tiene varias lineas divisorias - correspondientes a teorias
(en orden creciente de complejidad) w-estables, superestables, estables, y
luego dos clases muy estudiadas en los ultimos quince afos: dependientes
(NIP) y simples—extensiones “ortogonales” entre si de la zona de teorias
estables.

Una cantidad enorme de los resultados de la teoria de Estabilidad ha
sido extendido (de maneras sofisticadas) al ambito de las teorias simples y
de las teorias dependientes.

Fuera de primer orden, estan las clases definibles mediante senten-
cias en logicas mas fuertes (las mas importantes de éstas tal vez son las
de la forma Mod (), donde \ es una sentencia de la logica infinitaria
Lw,,w)- Luego estan las clases elementales abstractas, definidas como cla-
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Figura 3.1: Un mapa de la teoria de modelos en 2011.

ses de modelos de cierto vocabulario fijo, pero no como los modelos que
satisfacen cierta sentencia de una logica dada, sino en términos de una
propiedad de clausura (abstracta) de una relacion <4 que captura algunos
de los puntos mas importantes de la nocién de subestructura elemental <.

La “zona azul” del mapa corresponde a la ldgica continua de primer
orden, desarrollo iniciado hace cuatro décadas por Keisler, pero continua-
do solo desde hace unos diez afios por Ben Yaacov, Berenstein, Henson y
Usvyatsov—extendiendo trabajos de Iovino y Henson de mediados de la
década de 1990.

Lo que es importante notar es que todos los temas que discutimos (tri-
cotomia débil, conjetura de tricotomia, etc., pregeometrias) se “ubican” en
los niveles mas bajos de esta jerarquia, en los que Zilber llama los “mejor
comportados”, mas dociles, de la matematica.

Naturalmente, existen intentos, mas o menos exitosos, de generaliza-
cién de estos temas a lugares mas altos de la jerarquia de estabilidad, o
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lugares ubicados por fuera de las teorias de primer orden (clases “no ele-
mentales”).
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Capitulo 4

Tricotomia débil.

El teorema débil de tricotomia, que exponemos de manera mas o me-
nos detallada en este capitulo, es una de las bases de la Conjetura de
Tricotomia de Zilber. Su demostracion se debe a Zilber e independien-
temente a Cherlin y Mills en su trabajo de clasificacion de grupos finitos
2-transitivos.

4.1. Geometrias clasicas.

Las estructuras fuertemente minimales sirven de base para definir otro
tipo de geometrias'. Esta construccion es clasica, y crucial para entender
lo que sigue.

Fijemos F un campo algebraicamente cerrado. Sabemos que F es fuer-
temente minimal. Podemos construir el plano afin A?(F) sobre el campo F,
asi:

= Los puntos son los elementos de A%(F) =F x F.

= Las lineas rectas (L%(F)) son las triplas (a,b,c) € F? tales que (a,b) #
(0,0), divididas por la relacion de equivalencia siguiente:

(a,b,c)E(a’,b’,c’) ssi A #0(a,b,c) =A(a’,b’,c’).

173 p foo» - “« . foo»
ilber las llama “macro-geometrias”, por oposicién con las “micro-geometrias” aso-
ciadas a las pregeometrias.
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Cada (clase de equivalencia modulo E) de una tripla (a,b,c) deter-
mina una “recta” correspondiente a la ecuacion

ax+by+c=0.

Otro plano, el “plano proyectivo”, se logra de manera igual, pero con
una recta mas correspondiente a la nueva tripla (0,0,1) en L%(F) (la “recta
al infinito”).

Consideramos ahora la estructura en dos “suertes”
(A%(F),L*(F), 1)
con una relacién de incidencia I ¢ A?(F) x L?(F) dada por la ecuacién
(x,y)I(a,b,c) ssi ax+by+c=0.

Hecho 4.1. Todo par de puntos determinan una tinica recta. Todo par de
rectas se intersectan en a lo sumo un punto y para casi todo par de lineas,
la interseccion es no vacia.

Por el Teorema Fundamental de la Geometria Proyectiva, se puede
reconstruir el campo F a partir del plano proyectivo (A?(F),L?(F),I).

Podemos construir ejemplos similares sobre espacios vectoriales y so-
bre la estructura trivial:

1. Sea k un campo y sea V un espacio vectorial sobre k, de dimension
infinita.

= Puntos: elementos de V2,

= Lineas rectas: para cada « € k, la linea de pendiente « que pasa
por (x,y) es
{(xy) € Va(x—a) =y —b).

La relacién de incidencia aqui es mas sencilla que en el caso de geo-

metria sobre un campo: hay exactamente
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| |k| elementos si k es infinito.
k| —1 elementos si k es finito.
2. Sea ahora M un conjunto.

= Puntos: elementos de M?,

= La linea recta “a la izquierda” por el punto (a,b) es
{(x,y) e M*x = a};
la linea recta “a la derecha” que pasa por (a,b) es
{(x,y) € M?ly = b).

Aqui la relaciéon de incidencia es casi trivial: casi ningun par de rec-
tas se cortan, casi ninguin par de puntos estan sobre una misma linea
recta.

Lo anterior justifica la siguiente definicién de geometria “proyectiva”
abstracta.

Definicién 4.2 (Geometria proyectiva abstracta). Una geometria pro-
yectiva abstracta es un conjunto de “puntos” y un conjunto de “lineas
rectas”, junto con una relacion de incidencia tales que

= por todo par de puntos pasa una linea,
= cada linea tiene al menos tres puntos,
= dos lineas distintas se cortan en a lo sumo un punto,

» dados cuatro puntos distintos a,b,c,d, si las lineas (a,b) y (c,d) se
cortan, entonces (a,c) y (b,d) también se cortan.

El siguiente teorema es clasico:

Teorema 4.3. Toda geometria proyectiva abstracta generada por al menos
cuatro puntos distintos es isomorfa a la geometria asociada a un anillo con
division.
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4.2. Pseudoplanos.

Un pseudoplano (Lachlan) es una “geometria abstracta” dada en un vo-
cabulario t,, ={P,L, I}, donde P y L son predicados monadicos (los “pun-
tos” P y las “lineas rectas” L) y una relacion de “incidencia” I, IC P x L. La
idea intuitiva es que pI{ formaliza lo que en geometria se llama “el punto
p estd en L” o “el punto p es incidente a L”. He aqui la definicion formal.

Definicion 4.4 (Pseudoplano liso). Una tp,-estructura M = (P,L,1) es un
pseudoplano liso si

s (P,L,I) es Ny-estable,
s RM(P)=2=RM(L),

= El conjunto de puntos incidentes con una linea { de L (que denotamos
I{ - asi, It :={p € Plplt}) tiene rango de Morley 1,

= El conjunto de lineas incidentes con un puntop de P (que denotamos
pl - asi, pl :={{ € L|pIt}) tiene rango de Morley 1,

» Dados & # {, € L, existen finitos p € P tales que pl{; y plt; (la “inter-
seccion” entre dos lineas es a lo sumo finita),

= Dados py # p; € P, existen finitas { € L tal que p11¢ y p,I¢ (por dos
puntos distintos “pasan” solo finitas lineas).
Ejemplos de pseudoplanos lisos
1. El plano euclideo, con la interpretacion usual.
2. Cualquier geometria finita desarguesiana.

3. Cualquier superficie algebraica (conjunto P), con L interpretado co-
mo una familia de dimension dos de curvas.

4. Un plano abstracto (afin o proyectivo). [Si satisface el teorema de
Désargues, resulta definiblemente equivalente a un anillo con divi-
sion F. Al ser Ny-estable, F resulta ser un campo.]
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Teorema 4.5. Una geometria infinita localmente finita (si U es finito,
cl(U) es finito) es isomorfa a una de las siguientes tres posibilidades:

1. Geometria trivial.
2. Geometria proyectiva sobre un campo finito.
3. Geometria afin sobre un campo finito.

El teorema anterior culmina trabajos iniciados por Désargues durante
el siglo XVII, continuados con impetu por Hilbert hace un siglo. Estos
trabajos fueron la base de partes enormes de la geometria algebraica de
mediados del siglo pasado.

4.3. Configuracion de Zilber

Antes de iniciar este lema (el lema técnico mas sofisticado de este libro
— el lector puede saltar la lectura de la demostracion en una primera ins-
tancia y seguir a la siguiente seccion) damos algo de la idea de qué ocurre
aqui.

Arrancamos con un modelo fuertemente minimal y cinco puntos que
satisfacen cierta configuracion general de caracter geométrico - la llamada
“configuracion de Zilber”. De esta configuracion puramente geométrica (es
decir, referente a cl), se extrae un pseudoplano liso, definible en M.

Existen varias maneras de abordar el tema (por ejemplo, Buechler en
su libro [Bueg6] trata la configuraciéon de Zilber de manera mas global
o naturalmente el libro de Pillay [Pil]). Seguimos aqui de cerca [Zig3],
mezclado con [Zi1o].

Notacion 4.6. Fijamos una estructura fuertemente minimal M. Dados
$1,S2 € M™ definibles, decimos que S; es un casi subconjunto de S;
(S1 = Sz) si RM(S1\ S2) < RM(S;). Decimos que S; y S, casi coinciden
(S] C Sz) Si Sy IZSZySzI:S1.

No es dificil ver que  es un cuasiorden y 1 es una relacién de equi-
valencia, entre conjuntos definibles de M™.
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Lema 4.7. [Teorema de la relacion de equivalencia finita] Dado un subcon-
junto S que sea A definible con RM(S) =k, existen un subconjunto Sy C S,
también A-definible, y una relacién de equivalencia E sobre S° tales que

= SO,
L] SO/E es un conjuntoﬁnito, y

» cada E-clase de equivalencia en S° tiene rango de Morley k y es irre-
ducible.

DEMOSTRACION  Ver [Sh c] o [Pil]. O

Lema 4.8. [Configuracion proyectiva] Sea M un modelo fuertemente mi-
nimal, y sean a;,a;,b1,bz,c € M tales que

= Cada subconjunto de cuatro elementos son independientes.
= ce cl(ay,az,by,br)
= cl(aj,az,¢)N cl(by,by,c) = cl(c).
Entonces existe un pseudoplano (L,P,1), definible en M, tal que
= RM(L)=2,dM(L) =1, RM(L) =2,
= RM(Ip) =1 para todop € P,
= sip; #p; son dos “puntos” distintos en P, entonces |Ip; UNIpa| < No.

DEMOSTRACION  Seguimos [Zig3]. La idea es extraer un pseudoplano
liso de manera definible y a partir del puro contexto dado de un modelo
fuertemente minimal y su pregeometria.

Sean Sp:=M x M, Po:=M xMx M, y sea Iy C Sy x Py una relacion
definible sin parametros tal que

(b1,b2)1o(ar,az,c)

(x1,x2)Io(y1,Y2,2) = z € cl(x1,x2,Y1,Y2).
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Como los puntos aj,az,by,bz,c son dependientes, la relacion que atesti-
gua esta dependencia ((u,v)Iy(x,y,z) ssi {u,v,x,y,z} son un conjunto cl-
independiente) tiene las dos propiedades anteriores.

Sea py = (aj,az,c). Entonces Iypy es un conjunto py-definible de ran-
go de Morley 1 (ejercicio). Por el teorema de la relacion de equivalencia
finita4.7, usando py como parametro se puede definir una relacién de equi-
valencia E,; con un nimero finito de clases, donde m de ellas tienen rango
de Morley 1y son irreducibles (tienen grado de Morley 1).

Sea ahora

I :={(s,p) € Io|E, es rel. eq. con m clases y s es una de esas clases}.

Ya tenemos una aproximacion. Ahora definimos la siguiente relacién
binaria E en I;:

(S)p)F—(Sl)p,) =P :p//\SEPSI'

Claramente, E es relacion de equivalencia también. Dividimos por E:

Py :=1;/E,

y definimos para q € Py, s € Sp la nueva relaciéon “de incidencia” I dada
por sI,q siy solo si q=(s,p) para algin p € Py.

Por la definicién, hay una funciéon canonica o« : P; — Py dada por la
proyeccién I} — Py, que resulta ser m a uno. Ademas, para todo q € Py,
RM(Lq) =1.

Por las definiciones, dados qo,po tales que «(qo) = po, I2qo es irreduci-
ble.

Sea ahora
Py:={qePi¥q’ € P; RM(LqNLq')=1-LqC Lg'h

Se sigue que qo € P, y para todo q € P,, RM(L,q) = 1.
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La relacion siguiente es de equivalencia en P;:

!/

qFq ssi LqCaLq'.
Por el Teorema de la relacion de equivalencia finita 4.7, se sigue que
qFC sl

si s es genérico en I,q sobre q y s es genérico en S,.

Definimos ahora
P3 = Pz/F

y parap € P3, s € Sp,

slzp ssi p C Ips.

Tenemos entonces que sol3po, donde py es el resultado de iniciar la
construcciéon con py y so. Por construcciéon también tenemos que py €

cl(po).

Como sg € I3po, RM(I3po > 1. Por otro lado, si s € I3py es de rango
maximal sobre py y q € poF es de rango maximal sobre spy, entonces por
definicion se tiene sI;py q,s son independiente sobre py. De ahi se sigue
que RM(s/po) = RM(s/po,q) < 1. Con esto,

RM(I3po) = 1.
Sean ahora
» P={peP;RM(I3p =1},
m S={scSoFpcP(slzp)},
= [=13N(SxP).

Aun hay que ver que dados p; # p, € P, la intersecciéon Ip; NIp; es
finita. Suponga que s € Ip; N Ipy, y tome (q1,qz2) € p1F x p2F de rango de
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Morley maximal sobre s,p;,p2. Entonces s € I,q1 N 12qz y s es indepen-
diente con respecto a g1, q, sobre p1,p2. Asi,

RM(s/p1,P2) = RM(s/p1,pP2,q1,q2) <1,

ya que no se tiene q1Fq;.

La demostracion queda completa si vemos que RM(P) > 2, con lo cual
RM(po/0) > 2. Suponga que no es asi - que RM(py/0) < 1. Entonces como
RM(sp/po) =1 < RM(s0/0), tenemos que RM(po/so) < RM(po/0). Asi, po €
cl(sp) = cl(by,by). Por las hipétesis de la proposicion, ¢ € cl(po).

Por otro lado, py € cl(po) = cl(ar,az,c). Entonces by ¢ cl(pg),b, ¢
cl(po). Asi, existe ¢’ € M tal que tp(cc’/po) =tp(b1ba/Po) = tp(so/Po)-

Con todo esto, RM(cc’/po) =1y

¢’ € cl(po,c) C cl(ar,az,c)N cl(by,by,c).

Asi, cl(c’) = cl(c), lo cual contradice que cl(b;) # cl(by). O

4.4. Tricotomia débil

Teorema 4.9. [Zi93][Zilber] Sea M un modelo fuertemente minimal. En-
tonces se tiene una de las siguientes tres situaciones:

1. La geometria de M es trivial (es decir, dado X c M, cl(X) =X en M),
y no se puede definir un pseudoplano en M.

2. La geometria de M es localmente proyectiva.

3. Se puede definir un pseudoplano en M.

DEMOSTRACION  (Ver [Ziio]) Supongamos que que el caso (3) falla -
que no es posible definir un pseudoplano en M. Fijemos un punto ¢ de M.

Tenemos entonces la situacion siguiente:

Afirmacién 4.10. Para todox,y € M y Z C M finito

x € cl(y,c,Z) implica que 3z € cl(c,Z)[x € cl(y,z,c)].
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Para verificar esta afirmacion, podemos suponer sin pérdida de genera-
lidad que Z es independiente sobre ¢ — ;por qué? — y seguir por induccién
en el cardinal de Z.

Si Z es un singleton, la afirmacién es obvia.

Si Z tiene por lo menos dos elementos z; y z,, usamos la proposicion 4.8
asi: si Z=27'U{z1,z,}, y ademas suponemos que x € cl(y,c,Z) yy ¢ cl(c,Z),
entonces los puntos c,x,y,z1,z; estan en configuracion XX y por 4.8 se
tiene que o bien algin cuarteto de x,y,z1,z,,c es dependiente o bien

CI(ZMZZ)C) U CI(X,U»C) 7& CI(C)a
pero en este caso 3z € M\ cl(c) tal que
cl(zy,z2,c) U cl(x,y,¢) D cl(z,c).

En el primer caso, la unica posibilidad es x € cl(y,z1,z;). Pero esto signi-
fica al pasar a la pregeometria de M que x € cl(y,z1,{z2Z}). Como [{z,}U
Z' < |Z|, por la hipdtesis de induccion existe z € cl(z1,z2,Z’) tal que x €
cl(y,z,z). Por lo tanto si cdim(y,z,z,¢c) = 3, tenemos x € cl(y,z,c) o
x € cl(y,z,c), con lo cual completamos la demostracion de ese caso.
En el otro caso, existe z; € cl(z1,z,¢) \ ( cl(z1,2) U cl(c,z1) U (c,z)). Su-
poniendo que x ¢ cl(y,z) tenemos que en el conjunto {x,y,z,z{,c} todo
cuarteto es independiente. De nuevo, por la proposiciéon 4.8 debe exis-
tir z/ € M\ cl(c) tal que cl(z,z{,c)N cl(x,y,c) D cl(z/,c). Pero entonces
z' € cl(c,Z)n cl(x,y,c), con lo cual x € cl(y,z/,c) lo cual completa la de-
mostracion (en este caso).

Si ahora suponemos que z € cl(c,Z) y x € clz/(y,z,c), por la hipdtesis
de induccion existe z € cl(c,z,Z’) tal que x € cl(y,z’,c). O

Afirmacion 4.11. Si cl(x,y,c) = cl(x,c) = cl/y,c) para ciertos x,y inde-
pendientes sobre c, entonces la geometria M es degenerada (o “disconexa”),
esto es:

cl(xgy- -+ yxn) = cl(xg)U---U cl(xn),

para cualesquiera xp,- -+ ,xn € M.
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DEMOSTRACION  de 4.11: Al suponer que cl(x,y,c) = cl(x,c) = cl(y,c),
se tiene que cl(xg,x71,x2) = cl(x0,x1) U cl(xo,x,) para cualquier tripla inde-
pendiente xo,x1,x;. Demostramos por inducciéon sobre n. Si n =1, supon-
ga que cl(xo)U cl(x1) # cl(xp,x1). Entonces existe y € cl(xo,x1)\ ( cl(xp)U
cl(x1)). Escojaw ¢ cl(x¢,x;). Entonces

y € cl(w,xo,x1) = cl(w,x0) U cl(w,x7).

Pero si y € cl(w,x;) para i € {0,1}, entonces w € cl(y,x;) (por intercam-
bio). Pero cl(y,xi) = cl(xo,x;) (por dimension, mas y ¢ cl(xo) U cl(x7)).
Contradiccion. Ahora suponemos que vale la afirmacion paran—1y la

demostramos para n. Si y € cl(xo,---,xn), por la Afirmacién 4.10, existe
z € cl(xo, - ,xn_1) tal que y € cl(xn,z,x0). Pero entonces (por lo demos-
trado antes), y € cl(z,xo) U cl(xn,%o). Por lo tanto y € cl(xgp, -+, xn_1)U

cl(xo,xn) = cl(xoy- -+ yxn_1)U cl(x0) U cl(xn) = cl(xp)U---U cl(xn). O
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Capitulo 5

La conjetura de tricotomia

Figura 5.1: Tres arboles - Lochalsh, Escocia - 2011

El resultado del capitulo anterior, sumado con que los ejemplos basicos
de estructuras categdricas en cardinales no contables fueran basicamente
de tres tipos, llevaron a Zilber a lanzar su conjetura de tricotomia.
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Los tres tipos de ejemplos que hasta entonces se habian encontrado
de estructuras categoricas en cardinales no contables (por Morley, las X;-
categéricas) eran

1. Estructuras triviales o “desconectadas”. Lenguaje: {=}.

2. Estructuras “tipo médulo”: grupos abelianos divisibles sin torsion,
grupos abelianos con exponente primo, espacios vectoriales sobre
anillos con division enumerables. Lenguaje: {+,=}.

3. Campos algebraicamente cerrados. Lenguaje: {+,-,=}.

Cualquier estructura interpretable en alguna de estas también es cate-
gorica en cardinales no contables - en el lenguaje en el cual se lleva a cabo
la interpretacion.

Los trabajos de Baldwin y Lachlan del principio de la década de 1970
basicamente muestran que (respondiendo a una pregunta vieja de Los so-
bre el tipo de propiedades estructurales que implican que una teoria resul-
te siendo N;-categorica), todo se reduce a problemas de

= dimension de bases de conjuntos fuertemente minimales, o
= rango de Morley.

Los trabajos de Baldwin y Lachlan dan de hecho mucha méas informa-
cion detallada de lo que sucede en ese caso, basada en un grado alto de
homogeneidad de las estructuras X;-categdricas.

Iniciaron la teoria de estabilidad geométrica, que seria impulsada lue-
go por Pillay, Buechler, y principalmente Hrushovski y el mismo Zilber
para aplicaciones a la Teoria de Numeros'. Las analogias con geometria
algebraica en el caso de estabilidad aplicada a campos llevaron a varios de

'La demostraciéon modelo-tedrica de la Conjetura de Mordell-Lang, debida a Hrushov-
ki, de la década de 1990, es tal vez el resultado mas espectacular. Mas recientemente, varios
autores (Hrushovski, Chatzidakis, Scanlon, Medvedev) han aplicado ideas de estabilidad
geométrica para aplicaciones a Dinamica Algebraica.
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esos autores a tratar de extender esas similitudes a otros Ambitos, cada vez
mas amplios?.

En el ambito mas general de teorias fuertemente minimales, recorde-
mos que el analisis de los dos capitulos anteriores se basé en el compor-
tamiento de las pregeometrias asociadas. De nuevo aparecen tres tipos de
pregeometrias, en términos de propiedades de la dimensién dim :

1. Estructuras triviales: la dimensiéon dim . coincide con el cardinal de
X.

2. Los grupos abelianos divisibles sin torsion, los grupos abelianos con
exponente finito, los espacios vectoriales sobre algiin campo. La di-
mension alli es lineal, y es localmente modular: médulo localizacio-
nes, satisface

dim 4(XUY) =dim 4(X) +dim 4(Y) —dim 4(XNY). (5.1)

3. Campos algebraicamente cerrados. Alli la dimension viene dada por
el grado de trascendencia y no es localmente modular.

Ejercicio

Demuestre que en los campos la dimension dada por el grado de tras-
cendencia no es localmente modular (es decir, no satisface la ecuacion 5.1).

5.1. Homogeneidad

Las estructuras fuertemente minimales resultan homogéneas (ver el
Hecho 3.17). Esto no es cierto, por ejemplo, para campos arbitrarios (no
necesariamente algebraicamente cerrados). Aunque se puede usar grado
de trascendencia en ese caso también, y llegar bastante lejos, hay proble-
mas si se intenta generalizar la teoria de la dimensién a variedades al-
gebraicas sobre campos que no sean algebraicamente cerrados: imagenes

2Ver discusion al respecto en las definiciones de Hodges y de Hrushovski sobre la teoria
de modelos, en la introduccidn a este curso.
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de variedades bajo mapas algebraicos no se comportan bien en términos
de dimension3® En el caso de campos algebraicamente cerrados, la homo-
geneidad se expresa en la Eliminaciéon de Cuantificadores (ver el Teore-
ma 2.9) para la teoria ACF. Todo definible ahi es combinacién booleana
de variedades y no hay el problema de “proyectivos mal comportados”. La
teoria de la dimension funciona bien en ese caso.

He aqui la version de la conjetura de 1984.

La conjetura de tricotomia (Zilber, 1984).

Sea M una estructura fuertemente minimal. Entonces la geometria de
M es una de las siguientes tres:

1. Trivial.
2. Localmente modular.
3. Isomorfa a la geometria de un campo algebraicamente cerrado.

En particular, cuando no es ni trivial ni localmente modular, existe un
campo algebraicamente cerrado K definible en M y la tinica estructura
inducida sobre K por M es el campo mismo.

Conviene citar la discusién que da el mismo Zilber sobre sus motiva-
ciones aqui:

The ground for the conjecture was the weak trichotomy
theorem and more importantly the general belief that logically
perfect structures could not be overlooked in the natural pro-
gression of mathematics. Allowing some philosophical license
here, this was also a belief in a strong logical pre-determination
of basic mathematical structures.

Boris Zilber, en [Zi10], p. 203.

3Mal comportamiento de conjuntos “proyectivos” en esos casos.
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(La base para la conjetura fue el teorema de tricotomia débil y de ma-
nera mas importante la creencia general segun la cual las estructuras 16-
gicamente perfectas no se pueden pasar por alto en el avance natural de
la matematica. Permitiendo algo de licencia filoséfica aqui, ésto también
era una creencia en una predeterminacion logica fuerte de las estructuras
matematicas basicas.)

Sabemos desde 1993 que la conjetura, enunciada de esta manera, es fal-
sa. Hrushovski dio el contrajemplo - diremos algunas cosas en el préoximo
capitulo sobre el tema. Resalto los siguientes puntos importantes surgi-
dos de la conjetura, distintos de la linea abierta por el contraejemplo de
Hrushovski del proximo capitulo:

1. Las razones iniciales de la conjetura eran sensatas. Hasta 1993 no ha-
bia habido ningun ejemplo distinto de los tres casos, y la estructura
geométrica que surgia de estar en el ambito de teorias fuertemente
minimales daba lugar a creer que se tenia suficiente para clasificar
esas estructuras en los tres posibles casos.

2. De hecho, fuera de la tricotomia débil, varios casos positivos de la
tricotomia han sido demostrados, en situaciones analogas. La mas fa-
mosa de todas las tricotomias (fuera de las de Zilber) es la de Peterzil-
Starchenko, para el caso de teorias o-minimales [PetSta], de 1998. No
entramos en los detalles de ese teorema, pero es claramente un re-
sultado del influjo de estabilidad geométrica iniciado por Zilber. En
el caso de Peterzil y Starchenko el “control” geométrico viene dado
por la informacién “diferencial abstracta” que se puede extraer de
la o-minimalidad. En ese caso si logran plena tricotomia. Hay casos
recientes de tricotomia en ambitos de dinamica algebraica también.

3. El principio de tricotomia también vale en estructuras fuertemente
minimales definibles en los siguientes casos (ver [Mao9)):

» Campos diferencialmente cerrados de caracteristica cero — esta
teoria (usualmente llamada DCF,) es uno de los ejemplos mas
importantes de aplicaciones de la teoria de modelos, desde los
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trabajos de Robinson y Blum en la década de 1960. Satisface
eliminacién de cuantificadores, eliminaciéon de imaginarios y
varias otras propiedades, pero a la vez es mucho menos sen-
cilla modelo-teéricamente que la teoria de campos algebraica-
mente cerrados de caracteristica cero ACFy: aunque también es
No-estable, tiene propiedades estructurales que la hacen mas
compleja (la famosa DOP - Dimensional Order Property). Sin
embargo, las estructuras fuertemente minimales definibles en
DCF, satisfacen el principio de tricotomia. Trabajos relativa-
mente recientes de Pillay y otros han permitido un desarrollo
modelo-tedrico de la teoria de Galois diferencial. La tricotomia
ha jugado un papel fundamental ahi.

= Campos Hasse-diferencialmente cerrados de caracteristica po-
sitiva p — este caso es una version en caracteristica positiva de
lo anterior, con nociones de derivaciéon mas elaboradas (deriva-
da de Hasse). De nuevo aqui vale la tricotomia para estructuras
fuertemente minimales. Trabajos recientes de Moreno [Mo11]
han logrado avanzar en la direccion de teorias de Galois en am-
bitos diferenciales cada vez mas amplios (aqui, teoria de Galois
iterativa diferencial en caracteristica positiva).

= Campos con diferencias algebraicamente cerrados.

= Variedades compactas complejas. Pillay y Ziegler usan este caso
para conectar la clasificacion de estas variedades con la teoria
de campos diferenciales.

Todas estas variantes del principio de tricotomia han sido usadas exi-
tosamente (por Hrushovski) en partes de la demostraciéon modelo-
tedrica de la Conjetura de Mordell-Lang: la primera, para campos
de funciones de caracteristica 0, la segunda, para la formulacion y
demostracion de una conjetura analoga a Mordell-Lang pero para
caracteristica positiva p, la tercera para producir una nueva demos-
tracién de otra conjetura, esta vez de Manin y Mumford (“propie-
dad de Lang” sobre puntos de torsién en variedades semi-abelianas).
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Scanlon da también una demostracion de Manin-Mumford (version
“mddulos de Drinfeld”) y de otra conjetura de André-Oort.

En el siguiente capitulo veremos algunos aspectos de la falla de la con-
jetura de tricotomia de Zilber en su forma mas general. Sin embargo, vale
la pena considerar, a la luz de la lista anterior de aplicaciones (demostra-
ciones modelo-tedricas de Mordell-Lang y de Manin-Mumford) el impacto
que tuvo la idea del principio de tricotomia en los trabajos de Hrushovski,
Pillay, Scanlon, Ziegler y varios otros.

Mas recientemente, Chatzidakis y Hrushovski generalizaron resulta-
dos de Benedetto y Baker, Bhatnagar y Szpiro sobre el comportamiento
dinamico de funciones racionales — teoremas de descenso que describen
el comportamiento de ciertos sistemas dinamicos sobre campos* (ver las
notas de clase del Workshop on Model Theory and Algebraic Dynamics,
CUNY 2010 [Sc10]).

4Chatzidakis/Hrushovski: Dada L/K una extensién de campos finitamente generada
regular, y (Y,f) un sistema dindmico algebraico primitivo sobre L, entonces o bien (Y,f)
desciende de manera constructible a K o bien dado S subconjunto limitado de Y(L), existen
un numero n =n(S) y una subvariedad propia W C Y tal que si a € S\ Y(L), entonces alguna
de las iméagenes f(a),---,f™(a) esta fuera de S.
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Capitulo 6

Después de la conjetura.

Como mencionaba, la conjetura en su expresion inicial fall6. Sin em-
bargo, como ha pasado varias veces en matematica, la falla resultd a la
postre ser mucho mas interesante que el supuesto resultado inicial.

Contamos muy brevemente la historia de la falla (Contraejemplo de
Hrushovski, seccion 6.1) y construcciones asociadas, la construccion de
Hrushovski y Zilber de las Geometrias de Zariski, un ambito donde de
hecho si vale la Tricotomia y se cubre un amplio espectro de casos (sec-
cion 6.2), los intentos de Zilber ya en el siglo XXI de capturar mejor los
contraejemplos de Hrushovski (entenderlos de manera mejor asociada a
otras estructuras matematicas - en este caso, las estructuras analiticas, ver
seccion 6.3), y finalmente su analisis mas reciente, ain lleno de conexiones
misteriosas, de un caso de las Geometrias de Zariski en que las interpre-
taciones de los campos no son uno a uno, y aparecen cubiertas finitas, ver
seccion 6.4.

Este capitulo estda muy lejos de ser autocontenido y se propone mas
bien como un breve ensayo/survey de cuatro areas conectadas con la tri-
cotomia. Durante la Escuela Venezolana uno de esos temas sera tratado
con algo mas de detalle.
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6.1. El contraejemplo de Hrushovski.

Hrushovski inventa, a principios de los afios 1990, toda una nueva ma-
nera de armar estructuras estables - en el caso particular que nos intere-
sa, fuertemente minimales - pero en general sus construcciones producen
nuevas estructuras de &mbitos mas grandes.

La idea basica es analoga a la de las construcciones de Fraissé, clasicas
en teoria de modelos (y supremamente importantes en combinatoria y en
teoria de conjuntos), pero con un control mucho mas sélido del tipo de
amalgamas que se aceptan y del tipo de dimension que se quiere lograr al
final.

Partimos de una clase de estructuras 3 dotada de una nocién de di-
mension combinatoria d(X) para subconjuntos finitos de las estructuras.
Supongamos ademas que queremos agregar una nueva funcion f, pero de
manera tal que la nueva estructura siga teniendo una buena nocién de
dimension.

= La idea clave es la “fusion libre”: la nueva funcién f deberia estar co-
nectada con la estructura original de la manera mas genérica posible,
de la manera menos especifica posible.

= La nueva estructura que se arma debe ser homogénea.

El primer paso es entonces escoger una clase de estructuras finitas’
H junto con una funcién llamada pre-dimension & : H — Z. La idea de
la predimension es que capture la idea siguiente de Hrushovski (la “ge-
nericidad” o “libertad”): el nimero de dependencias explicitas en X en la
estructura nueva no debe superar al cardinal de X. Algunos ejemplos im-
portantes de pre-dimensiones incluyen lo siguiente (digamos que M es un
campo expresado de manera relacional, 3 consta de subconjuntos finitos
de M, y queremos agregar una nueva relacion ternaria R sobre M). En ese
caso podemos tomar

§(X) =tr.d.(X) —r(X).

'Es mas facil arrancar con estructuras puramente relacionales.
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La condicion clave para poder aplicar el teorema de Fraissé es que

= tomamos solo los M tales que 5(X) > 0 para todo X finito: H;s:={M €
H|5(X) > 0VX finito} y

= amalgamamos con respecto a las siguientes inmersiones:
M < L ssi para todo subconjunto finito X € M, dm (X) < di(X),

donde
dm(X) = min{é(Y)\X CY Ctin M}

La clase asi lograda (35, <) es una clase inductiva. Si la clase tiene ade-
mas amalgamacion, podemos demostrar (siguiendo las ideas clasicas de
Fraissé) que la estructuras limite son suficientemente homogéneas. Ade-
mas, para M existencialmente cerrado en la clase, dyi(X) es de hecho una
nocion combinatoria.

Zilber hacia el afio 2000 extiende estas construcciones a ambitos ex-
ternos a la logica de primer orden, a &mbitos axiomatizables en Ly, 0
Ly, w(Q). La construccion mas famosa de éstas es el campo pseudoexpo-
nencial de Zilber (seccidn 6.3).

Otros autores (Baldwin, Pillay, Baudisch, Ziegler, Martin-Pizarro, Hils,
etc.) han usado con éxito construcciones de Hrushovski para muchos otros
ambitos algebraicos.

6.1.1. Un caso minimal: el bosque aleatorio

El siguiente ejemplo simplificado se debe a Kirby — se puede ver como
una construccién de Hrushovski (primer paso) “minimal”. Da una idea
muy simplicada del rol de las predimensiones y de la amalgamacion; es
importante anotar que las construcciones de Hrushovski son bastante mas
sofisticadas que este ejemplo sencillo, y que varios pasos muy sofisticados
(el uso de distintas funciones de predimension, el control ejercido para

obtener limites que resulten fuertemente minimales, etc.) no se ven aqui.
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Pero el ejemplo sirve para ver en un caso muy sencillo qué tipo de cosas
controlan las predimensiones.

Consideremos la clase X, que consta de todos los grafos aciclicos (tam-
bién llamados “arboles” en teoria de grafos). A diferencia de la clase de to-
dos los grafos, no podemos aqui aplicar directamente el teorema de Frais-
sé: la clase K, es cerrada bajo subestructuras, pero falla la propiedad de
amalgamacioén cuando la inclusion de grafos es la usual.

En efecto, considere los siguientes grafos: Go = ({a,b,c},{(a,b)}), G| =
({a,b,c,d}{(a,b),(a,d),(d,c)}), Go = ({a,b,c,e},{(a,b),(b,e),(c,e)}), con to-
dos los puntos distintos. Claramente, Gy,G1,G, € X,. También es claro
que Go C G y Go C G; (subgrafos). Sin embargo, el amalgama natural
G1 ®g, G, no esta en K,: al amalgamar, aparece el ciclo

(a,b),(b,e),(e,c),(c,d),(d,a).

Una manera de corregir lo anterior es revisar la nocion de inclusién
entre grafos aciclicos, y prohibir la situacién que potencialmente crea pro-
blemas en una inclusiéon como Gy C Gj. Si definimos

5(A):=|Al—=[R(A)|
(niimero de vértices menos nimero de aristas) y ademas pedimos que
G<H ssi para todo A C H S(ANG) <§(A)

logramos excluir inmersiones problematicas como Gy C G;: ahora Gy £
G1,Go £ G;. En efecto, si A ={a,c,d}, tenemos que en Gy, §(A) =3—-2=
1. Sin embargo, 5(ANGy) =2—0 =2, con lo cual falla la desigualdad
5(ANGy) < 8(A). Esto atrapa justamente el rol problematico de c en la
inmersion: si era aislado en Gy no debe quedar conectado con caminos
nuevos.

No es dificil verificar que la clase (X,,<) si satisface la propiedad de
amalgamacion. En este caso, el limite de Fraissé de la nueva clase es el
“bosque aleatorio”.
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6.1.2. Estilos de construcciones de Hrushovski

Mas alla del ejemplo inicial (dado como relacion ternaria sobre conjun-
tos finitos, con funcién § analoga a la del ejemplo anterior), las “construc-
ciones de Hrushovski” son de varios estilos, y reciben diversos nombres?:

Fusiones: (donde basicamente se “funden” campos de caracteristica p con
campos de caracteristica q # p, dando lugar finalmente a estructu-
ras fuertemente minimales que no son interpretables en un campo (y
que tampoco son localmente modulares, pues heredan la no modula-
ridad local de los campos fundidos). Aqui, la funcién & basicamente
captura instancias de interaccion entre elementos del campo con ca-
racteristica p con elementos del otro campo.

Ab initio: construcciones mas directas que las fusiones, donde basica-
mente se controla de manera mas grafo-teérica la funcion 6.

6.2. Geometrias de Zariski.

Zilber y Hrushovski dieron, después del contraejemplo inicial, una
construccién que generaliza las topologias de Zariski, llamada “geome-
trias de Zariski” (ver [HrZig3]). En estas, arman un contexto para “salvar
la tricotomia” en casos algo mejores que solo fuertemente minimales: las
geometrias de Zariski - un contexto a priori mas geométrico, pero que
incluye todos los ejemplos anteriores al contraejemplo de Hrushovski.

La definicién de geometrias de Zariski es larga, pero incluye informa-
cién adicional sobre lo siguiente (de manera simplificada):

M = (M, C)

donde M es un conjunto y € es una colecciéon de predicados basicos. €
es una base de cerrados de una topologia en cada M™ tal que

2Un muy buen lugar para estudiar muchar variantes de estas construcciones es la “Guia
de Campo” de Baldwin[Bao8].
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» Las proyecciones pr: M™ — M¥ son continuas.

= Los cerrados son “lineales, superficies”... existe una dimensién dimR
de cada cerrado tal que si R es irreducible,

dimR = dimpr(R) +dim(fibras gen.)

= (Presuavidad) U irred. es presuave (presmooth) si para cada par de
subconjuntos cerrados irreducibles S;,S; € U y cada componente
irreducible Sy of S1NS,

dimSy > dim$S; +dimS; — dimU.

Con ésto, tienen el teorema grande

Teorema 6.1 (Teorema de clasificacion - Hrushovski-Zilber). A toda geo-
metria de Zariski unidimensional M que sea “no lineal” se le puede asociar
una curva algebraica suave C sobre un campo algebraicamente cerrado F
a través de un mapa sobreyectivop : M — C(F), definible en M de manera
tal que la fibras son todas de un tamario finito fijo N.

Asi, las geometrias de Zariski son “casi” como la geometria algebraica,
excepto por las fibras finitas.

6.3. Exponencial compleja.

Zilber empieza entonces un analisis sistematico de variantes “analiti-
cas” del contraejemplo de Hrushovski. En 2001 Zilber consolida su teoria
de estudio de “pseudoexponenciaciéon” al notar que el contexto correc-
to son las clases elementales abstractas excelentes de Shelah, y logra una
descripcion de la pseudoexponenciaciéon como una variante de las cons-
trucciones de Hrushovski. De manera mas general, varias estructuras ana-
liticas como los complejos con exponencial resultan ser ejemplos naturales
de clases elementales abstractas - algo insospechado antes.
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6.3.1. El campo de Zilber

Kexp consiste en la clase de estructuras (M,+,-,ex) que satisfacen la

, L .
formula Py ' - una manera de capturar una “pseudo-exponencial”.

1. (M,+-) es un campo algebraicamente cerrado.

2. ex es una funcion de M en M tal que ex(x+y) = ex(x) - ex(y)

3. (EC) (M, +,-,ex) es existencialmente cerrada,

4. (CC) (M,+,-,ex) es contablemente cerrada,

5. (SK) El ntcleo de ex es estandar: JaVx(ex(x) =1 — V,ezx =n-a).

6. (SC) (M,+,-,ex) satisface la conjetura de Schanuel, es decir, dados
z1,+,zn € M linealmente independientes sobre Q, el grado de trascen-
dencia del conjunto {z;,---,zn,ex(z1), -+ ,ex(zn)} €s > n.

Usando la Teoria de Excelencia de Shelah, Zilber probé dos cosas:

» La clase K.y, es categérica en Xj. jEsto no implica nada a priori en
principios sobre los demas cardinales, dado que la axiomatizacion
dada aqui no es en primer orden!

» La clase Xy, es excelente (definicion complicada, que tiene que ver
con la existencia de modelos primos sobre configuraciones indepen-
dientes). La teoria de Shelah implica que las clases excelentes trans-
fieren categoricidad. Por lo tanto, Ky, es categérica en 2% y

Sigue completamente abierto el saber si la estructura de tamafio 2%
Recientemente (Mantova, 2011) demostrd que, a diferencia de lo que se
sabe en los complejos, el campo de Zilber (de cardinal continuo) tiene
muchas involuciones de la exponencial. En el caso de los complejos tra-
dicionales, atn esta abierto el que haya mas involuciones que la conjuga-

cion.
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6.4. Cubiertas finitas.

De manera muy sorprendente, en trabajos mas recientes Zilber inicia
el estudio del “pequerio detalle faltante” de la demostracion de tricotomia
en geometrias de Zariski: las “cubiertas finitas” resultantes en el caso final
de la demostracion con Hrushovski.

Zilber detecta, primero de manera vaga y luego con ejemplos cada vez
mas concretos (toros cuanticos, limites de toros clasicos, etc.) maneras de
interpretar fendmenos cuanticos y no conmutativos en esas geometrias de
Zariski y cubrimientos finitos de éstas. Zilber decide indagar qué conteni-
do matematico pueden tener los “mapas de finitos a uno” que surgieron en
la prueba de la tricotomia para geometrias de Zariski.Los mapas finito-a-
uno que no son uno-a-uno (y no pueden serlo) terminan llevando a Zilber
a la geometria no conmutativa, y a la teoria de modelos de la fisica. A la
fecha no es claro hasta qué punto tendra éxito esta linea - muchas de sus
construcciones asociadas a toros cuanticos, etc. son muy fluctuantes atn,
y objeto de trabajo en seminarios, etc. El trabajo por hacer es enorme atn.
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Capitulo 7

Lineas nuevas.

En la ultima década Zilber ha iniciado un verdadero proyecto de Teoria
de Modelos de la Fisica, anclado en geometrias de Zariski generalizadas, y
en comunicacion fuerte con fisicos matematicos como Philip Candelas o
gedmetras no conmutativos como Alain Connes. El tipo de teoria de mo-
delos que usa esta claramente anclado del lado méas abstracto (estabilidad,
ciertas clases no elementales, etc.).

También empiezan a aparecer analogias/conexiones entre sus inicios
de formalizacion nueva de la Fisica Matematica (la famosa Aproximacion
Estructural de 2010 es un buen ejemplo) con construcciones sobre haces
y prehaces - topos de Grothendieck - recientes de otros autores (Isham y
Doering, ver [IshDoeo8], etc.) - todas fundamentaciones alternativas de la
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Fisica Cuantica — nuevas formalizaciones (modelo-teéricas) de integrales
de camino de Feynman.

En ultimas Zilber traza una linea que desde la teoria de modelos llega
a extremos de la geometria no conmutativa y en ultimas a las teorias de
Grothendieck.

Por ultimo, conviene mencionar que la famosa tricotomia nos lleva
desde pregeometrias sobre estructuras fuertemente minimales hasta am-
bitos conectados en trabajos mas recientes de Julia Knight, de Pillay, de
Hyttinen, de este autor, de Zambrano, de Baldwin a conexiones sorpren-
dentes con clases elementales abstractas y lugares ya muy lejanos de nues-
tro punto de arranque.

Una lectura filosofica complementaria excelente a estos temas esta en
el libro reciente de Zalamea, Filosofia sintética de la matematica contem-
poranea (ver [Zaog]). Uno de los casos de estudio centrales del libro es
precisamente la contribucion de Zilber.
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