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Capitulo 1

La Entropia Topolbgica

1.1. Introduccién

1.1.1. Historia del Libro, de su dedicatoria y agradecimientos

El ano 2009, en Noviembre para ser preciso, me contacté mi colega Neptali Ro-
mero, quién se encontraba coordinando la versiéon 2011 de la Escuela Venezolana
de Matematicas(EVM), para pedir que divulgase, por la pagina de UMALCA, la
convocatoria a presentar cursos para la XXIV EVM. Le consulté, casi de inmediato,
si seria interesante para ellos un curso sobre la entropia topoldgica y el calculo de la
misma para shifts ordenados de dos simbolos y me dijo que si y que podia postular
una propuesta. En los primeros meses de 2010 hice la propuesta y me fue informada
su aceptacion en agosto de 2010.

Ahi, empezo6 el drama. Habia que escribir el libro....

En todo caso, y como parte de una estadia sabatica en la Universidad de Oviedo
en Espania( afio 2005-2006), habia desarrollado diversos contenidos, relacionados con
el tema, en varios cuadernos . También, habia que completar varias cosas y mejorar
la escritura de lo que tenia hecho. O sea, harto trabajo.

Afortunadamente, por esa época, andaban cerca mio dos de mis alumnos: Erick
y Solange.

Erick, que habia hecho su programa de maestria con nosotros y que, por razones
de estudio y trabajo, no habia completado su tesis y Solange, que estaba haciendo
su programa de doctorado en la USACH.



Conversé con Erick para que completase su tesis, se interes6 y empezo a trabajar
en su memoria. De su memoria viene gran parte de la recopilaciéon del capitulo 1;
buena parte del capitulo 2 y los anexos de éste libro.

Luego, diversas circunstancias hicieron que fuera interesante, para Solange, com-
pletar, como parte de sus estudios, el grado de magister en ciencia. Asi, ella trabajo
en el verano y parte del primer semestre 2011 para completarla. Parte de esa memoria
est& en el capitulo 3 y en algunas partes del capitulo 1.

Este libro, como todo libro, es perfeccionable y espero mejorarlo en otras versio-
nes.

Hace ya un par de meses que Neptali me escribié para que le enviase la forma
final el libro y no lo habia hecho por diversas razones.

La primera, es que siempre lo urgente posterga lo importante(uno de los teoremas
de la condicién humana).

La segunda, es que habia parte del material cuyas demostraciones eran poco
elegantes. No es que hayamos mejorado todas, apenas algunas.

En esta demora, ocurrié un hecho de esos lamentables que no tienen reparacion
posible.

Fallecid, producto de una leucemia linfatica aguda, mi querido amigo y colega
Prof. Dr. Sergio Eugenio Plaza Salinas a la edad de 55 anos.

A Sergio lo conoci el ano de 1980, cuando habia concluido la Pedagogia en Ma-
tematica y Estadistica en la Universidad Técnica del Estado( actual USACH) y se
habia incorporado al programa de magister en educaciéon matemaética. En esa oca-
sion me toco ser su ayudante en un par de los cursos béasicos de ese programa. Alli
reconoci su talento, disciplina y voluntad. Me recuerdo que le senalé, a la manera
usual del chileno hablante, que se cambiara de programa y que se incorporase al
magister en ciencia en la especialidad de matemaética. Hizo eso y este fue el inicio de
una excelente carrera profesional que ahora, con su fallecimiento, qued6 truncada.

En estos casi 32 anos de amistad y colaboracion, son muchas las complicidades
que habiamos desarrollado juntos y, como no, me quedaré un poco mas solo con su
ausencia.

Por eso le dedico este libro: para mantener su memoria y convocar a las nuevas
generaciones a conocerla y a imitarla.

Estimo necesario, ademas, aclarar el nombre final del libro. Cuando envie la
propuesta de cursillo, la bautice con el titulo La Entropia Topoldgica como medi-

da de desorden en Sistemas Dindmicos. claro, es un titulo marketinero( o sea que



produce un mejor llamado al lector)pero, con el tiempo, verifique que no represen-

taba muy bien lo que habiamos hecho en el libro y, lo mas honesto, es llamar esta

cria(intelectual) como se debe llamar.

También como no, debemos aradecer a quiénes nos apoyaron para que la actividad

generadora del libro se hiciera. Asi, agradecemos:

1.-

A la Direccion de Investigaciones de la Universidad de Santiago de Chile(Dicyt-
USACH) por el apoyo brindado a través del proyecto de investigacion del cual
soy investigador principal.

A la Direccion de Graduados de la USACH, por el apoyo que brind6 a Solange

Aranzubia y Lautaro Vasquez para su estadia en el IMPA el verano 2011.

Al proyecto MATHAMSUD 09MATHO2, por el apoyo a mi estadia de investi-
gacion en el IMPA el verano 2011.

Al IMPA, en las personas de los colegas Carlos Moreira, Jacob Palis y Marcelo
Viana, por el apoyo emocional y econémico constante para que sigamos ha-
ciendo matematica en esa excelente institucion( o sea, nos apoyan en nuestras
visitas alld) y por las discusiones y sugerencias que siempre mejoran lo que
hemos hecho.

Dr. Rafael Labarca B.
Profesor de Mateméticas
Universidad de Santiago de Chile

Santiago de Chile, Julio de 2011



1.1.2. Introduccidén al Texto

La Teoria de Bifurcaciones es una rama de los Sistemas Dindmicos cuyo pro-
posito es la descripcién, mediante el uso de familias parametrizadas, de todas las
dinamicas que, esencialmente, representan las variaciones posibles de la dindmica en
una vecindad de un sistema dinadmico dado.

El suefio, desde mediados de 1930 y hasta finales de la década de 1960, era que
esto se podia hacer con un ndmero finito de parametros.

Este sueno se terminé de acabar, a finales de la década de 1970, con los trabajos
de Guckenheimer-Williams [7], a respecto del atractor geométrico de Lorenz, donde
para modelar se usaba una cantidad no enumerable de pardmetros.

Uno de los parametros que se usé, ya desde inicio del siglo XX, fue el ntumero
de rotacion. Este ntimero se mostré interesante para la familia estandar y para
homeomorfismos del circulo. Para generalizar este parametro se introdujeron los
intervalos de rotacion y se pretendid, por este medio, describir las bifurcaciones de
la dindmica. El mejor intento, en este sentido, fue el trabajo de Philip Boyland,
[3], que muestra claramente todo lo complicado que podia ser el querer describir las
bifurcaciones por medio del intervalo de rotacion.

Desde finales de la década de 1990 se han publicado diversos trabajos de Labarca
y Moreira([9],[12],[10]) respecto de familias parametrizadas de aplicaciones de tipo
Lorenz. En estos trabajos ellos usan las sucesiones principales como parametros para
describir las bifurcaciones de familias genéricas a dos parametros.

Recientemente, en el trabajo [10], establecen un programa a desarrollar para dar
una acabada descripcién de la teoria de bifurcaciones de aplicaciones del tipo Lorenz
aplicable a campos geométricos de tipo Lorenz.

En sus trabajos de tesis de magister en ciencia, Erick y Solange, avanzan, en
el sentido del programa de Labarca y Moreira, en el mundo de Milnor Thurston.
Esperamos publicar parte de estos resultados en coautoria con ellos.

La primera parte del libro consiste en introducir la teoria basica de la entropia
como introducida por Adler-Konheim y Mac Andrew( en [1]) y como modificada
por Rufus Bowen (en [4] y [5]), que nos seran de utilidad. Mostraremos algunas
de sus propiedades y calcularemos la entropia topologica de la funcion shift. Ade-
maés, veremos una descripciéon del Mundo de Milnor-Thurston. En este punto es
necesario detenerse un poco. Alrededor de 1977 los renombrados matematicos John
Milnor y William Thurston, que a la sazon se encontraban en el Instituto para Es-

tudios Avanzados de la Universidad de Princeton( en Estados Unidos) escribieron
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un trabajo sobre dindmica de aplicaciones del intervalo. En él asociaron un orden
al conjunto de sucesiones de n simbolos y generaron una teoria que ha sido funda-
mental en sistemas dindmicos. Por ello, es que al espacio de dos simbolos provisto
del orden que representa a funciones del intervalo del tipo crecientes-decrecientes
le hemos llamado orden de Milnor-Thurston y al conjunto de pares de sucesiones
(minimales,maximales) accesibles, asociados a este orden, le llamamos el mundo de

Milnor-Thurston. Este pre-print fue publicado finalmente en [13].

También, en la primera parte del libro, daremos la definicién de A-grafos, romas,
matrices de incidencia, entre otras, y como se utilizan en el calculo de un valor
minimo para la entropia topologica de funciones continuas del intervalo (a la manera

de Block-Guckenheimer-Misiurewicz y Young, [6]).

La segunda parte del libro consiste basicamente en lo siguiente: en teoria de
bifurcaciones hay una bifurcacién genérica que se reconoce como la ruta dobla pe-
riodo al caos. Aqui lo que sucede es que una oOrbita periodica atractora pierde ese
caracter y sucede una bifurcacion de tipo flip y aparece una nueva orbita periddica
atractora que dobla el periodo. En el parametro, aparece una sucesiéon de valores
donde en cada uno de ellos se produce esta bifurcaciéon. Primero una orbita peri6-
dica atractora de periodo uno desdobla y aparece una oérbita periddica atractora
de periodo dos, la orbitade periodo uno es ahora repulsora; luego ésta desdobla
y aparece una Orbita periddica de periodo cuatro atractora, la érbita de periodos
dos es ahora repulsora y asi sucesivamente. Esto, como sefalado en [11] y [12],

refleja una propiedad que tiene el shift de Milnor Thurston. A saber: tiene un pun-

to fijo cuyo itinerario es 1 = (1,1,1,1,1,...---); luego una orbita de périodo dos
10 = (1,0,1,0,1,0,1,0,...---) que satisface 1 < 10; luego una orbita de periodo
cuatro 1011 = (1,0,1,1,1,0,1,1,1,0,1,1,...- - -) que satisface 1 < 10 < 1011; y asi
sucesivamente.

Estas orbitas estan entrelazadas ;Cémo?. Eso responde el capitulo 2. El calculo
de la entropia de estas 6rbitas nos entrega relaciones interesantes entre dindmica y
algebra lineal que, al menos para nosostros, no nos eran conocidad. Més detalles se

encuentran en [§]

En el Capitulo 3 lo que hacemos es analizar la entropia topolégica de érbitas
periodicas maximales vecinas en el Mundo de Milnor-Thurston, . Para ello tomare-
mos una Orbita periddica maximal 6 y encontraremos una orbita peridédica maximal
vecina de 0, construida a partir de 6 y veremos como los iterados de esas 6rbitas nos

ayudan a encountrar la entropia topologica de ellas (para ello utilizamos, por ejemplo,



los A-grafos, las romas, matrices de incidencia, etc). Y, a modo de ejemplo, de apli-
cacidon de estas técnicas, demostraremos la continuidad de la entropia topologica en
6 = 101. Luego, usamos esta continuidad y el operador de renormalizacién Hi1 10,
para obtener la continuidad de la entropfa en las imagenes Hf} 1,(101), k € N.

Una de las cosas interesantes aqui, visto desde la perspectiva del algebra de
matrices, es que definimos una sucesion de matrices cuadradas, de largo tendiendo
a infinito, que podemos relacionar y calcular su radio espectral por medio de los
métodos de dinamica. Més detalles en [2] y [8].

El Anexo contiene el material necesario para, 6jala, permitir una lectura inde-

pendiente del libro.

1.2. La Definicién de Adler—-Konheim y Mc Andrew

La definicién de entropia que usaremos se debe a R. L. Adler, A. G. Konheim y
M. H. Mc Andrew y fue publicada en el Transactions of the American Mathematical
Society, vol. 114, N° 2 del ano 1965. Seguiremos libremente este trabajo.

En lo que sigue M # () y T serd una topologia en M tal que (M, T) es un espacio
compacto.

Por la compacidad de (M, 7) sabemos que si A C 7 es un cubrimiento por abiertos
de M, entonces existe A’ C A que es un cubrimiento por abiertos de M y que posee
un namero finito de elementos. Esto es la cardinalidad de A" = #(A’) < oc.

Asi, podemos definir el nimero
N(A) = min {#(A") : A" C A es un subcubrimiento finito de M} .

Definicién 1. Diremos que el subcubrimiento A’ C A es minimal, si:

a) #(A) <ooy b) no existe A" C A subcubrimiento fi-
nito tal que #(A") < #(A’)

Definicion 2. Se define la entropia del cubrimiento abierto A C 7 como el niimero

H(A) = log(N(A)).

Notamos que N(A) = exp(H(A)) = (A,
En lo que sigue (M) = {A C 7; A es cubrimiento de M} denotara el conjunto de

todos los cubrimientos por abiertos de M.



Definiciéon 3. Para A,B € € (M), se define la juncion de Ay B como AV B =
{ANB:Aec A Be B}

Es claro que la juncion es una funcion V: € (M) x €(M) — € (M), V(A,B) =
AV B.

Ademés, A C AV Ay vale AV A = A s6lo si ocurre que los elementos de A son

dos a dos disjuntos y el cubrimiento A contiene al vacio. Caso contrario, la inclusién
serd estricta.

Definicion 4. Diremos que un cubrimiento B € € (M) es un refinamiento del
cubrimiento A € (M), denotado A < B,si VB € B3A € A tal que B C A.

1.2.1. Propiedades de V y <

1. Sea Ay = {M}. Es claro que Ay € (M) y que VA € € (M) se tiene que
AV Ay = AgV A = A, es decir, Ay es el elemento neutro de la juncion.
Ademas, Ayg < A, VA € €(M).

2. Se cumple que AVB =BV AVA B E(M). O sea la juncion es conmutativa
en €(M).

3. Se cumple que AV (BVC) = (AVB)VC, VYA B,C e €(M). Esto sigue del
hecho que AN (BN C) = (AN B)NC para conjuntos A, B,C cualesquiera.

Asi, la juncion es asociativa en €' (M).
4. VA€ E(M) vale A < A.

5. Sean A, B,C € € (M) entonces, si A < By B < C resulta ser A < C.

En efecto, sea C' € C. Como B < C 3B(C) € B tal que C C B(C) = B. Como
A < Bexiste A= A(B) € Atal que B C A, luego C C B C A implica C C A.
Asi, VC e CIA=AC)ec AtalqueC C A . A<C.

Observacion 1. Como < satisface 4 y 5, entonces constituye un cast orden
reflezivo entre elementos de € (M). No es un orden parcial pues no cumple la

propiedad de antisimetria. Por ejemplo, los cubrimientos

A= {B(0, 1):n € N} U{B(0,2)}

B = {B(0, %);n e}

7



de la bola cerrada de centro 0 € R™ y radio 1 satisfacen A < B y B < A y no

son iguales entre ellos.

6. Si A< A yB< B entonces AVB< A VB

Demostracion. Sean A’ € A', B’ € B’ y consideremos A’ N B’. Como A < A" 3A =
A(A") € A tal que A’ C A. Como B < B' 3B = B(B’) € B tal que B’ C B. Luego
ANB CANB. AsiVANB e AvBIANBe AVBtalque ANB Cc ANB.
Esto implica que AV B < A"V B'. O

7. Sean U, B € €(M). Como Ay = {M} <U; Ay ={M} < B; B<B;U <U se
tiene Ag VU <UVB; AgVB <UVB,osea, VUBEE(M)vale <UVBy
B < UV B. De aqui concluimos lo siguiente: para cada par U, B € (M) existe
A €M) tal que U < Ay B < A. En efecto, basta tomar A =U V B.

8. SiU,Be ¥ (M)yU < Bentonces N(U) < N(B) (y consecuentemente H (U) <
H(B)).

Demostracion. En efecto, sea B = {By, ..., By} un subcubrimiento minimal de 5.
Como U < B, para cada i existe U; € U tal que B; C U,;. Se sigue que U’ =
{U1,...,Ug} es un subcubrimiento de M. Asi N(U) < k = N(B). O

9. SiUd < B entonces N(UV B) =N(B)y HUV B) = H(B).
Demostracion. Como B < U V B, entonces de 8:
N(B) < NUVB) (L.1)

La hipdtesis U < B dice que para cada B € B existe U = U(B) € U tal que
B C U(B). En particular B C BNU(B) .. VB € B, existe BNU(B) € BV U tal
que B C BNU, es decir, U V B < B. Aplicando lo probado en 8:

N(U Vv B)<N(B) (1.2)
De (1.1) y (1.2) concluimos que N(U V B) = N(B) O

10. Para todo U,B € ¥ (M) vale N(U Vv B) < N(U)N(B) (y consecuentemente
HUVB)<HU)+ H(B))



Demostracion. Sean U’ = {Ul, cee, UN(M)}, B = {317 e BN(B)} subcubrimientos

minimales de U y B, respectivamente. Se tiene que:
Z/{/\/BIZ{UZ‘QBJ‘; ’LZI,,N(Z/{),]i 1,,N(B)}
es un subcubrimiento de Y V B ... N(U V B) < N(U)N(B). O

Consideremos ahora ¢: M — M una aplicacién continua. Para cada U € € (M)
sea o1 (U) = {1 (U); U € U}. Es claro que o' (U) € €(M).

11. Si U < B entonces o1 (U) < o~ (B).
Demostracion. Para cada B € B3U € U tal que B C U. De aqui:
¢HB) C T U) = ¢ U) < 7N (B). O

12. SiU,B € € (M), entonces o H UV B) = ¢~ U) V o~ 1(B)
(Esto es, la aplicacion ¢~ ': €(M) — ¢ (M) es un (¢ (M), V)-morfismo).

Demostracion. Sigue del hecho que ¢~} (AN B) = ¢~ 1(A) N ¢~ 1(B) para cualquier
par de conjuntos A, B C M. O

13. Para todo U € € (M) vale N(¢~1(U)) < N(U).

Demostracion. Sea U’ = {Ul, e UN(L{)} un subcubrimiento minimal de U, enton-
ces o HU') = {7 (Uh),...,¢ "(Unw))} es un subcubrimiento de ¢~*(U). De
aqui que N(p~1(U)) < N(L{). O

14. Si ¢: M — M es sobreyectiva, entonces: N (¢~ 1(U)) = N(U).

Demostracion. Sea U], = {¢~'(Uy) ¢ Y Up(p-1(vy)) } un subcubrimiento mini-

mal de o~ (U). Como
p(e™H(U))) € Uj;
y © es sobreyectiva, se cumple que:
{Un - Unemrun }
es un subcubrimiento por abiertos de U
L NU) < N U).
Combinando esta desigualdad con la desigualdad en 13 tenemos el resultado. O

9



15. Para cada U € € (M) se cumple que:

ltm 1 (n\/ @k(u)> = Jim SHUV e U)oV D)

n—oo n n—oo N
k=0
existe y es finito.

Para demostrar este resultado, probaremos lo siguiente:

Si (an),n € N es una sucesion de nimeros reales no negativos que satisface

. , Qn,
ptm < Ap + am Y1, m € N, entonces existe nh~>nolo -

Demostracion. La condicién ay 4y < a, + ay, implica que ag, < ka, y asi

1 an
— g, < —.
En "=

a a
Haciendo k& — oo concluimos que ¢ = inf <—p> < 2V¥YneN.
P n
ng
no
n=mnegp+qconpecN, 0<qg<ng. Luego

Dado € > 0, existe ng € N tal que < ¢+ e. Asi, para n > ng escribimos

An _ Anoptq - Plng taq Qng Qq

on < < Oy <
n nop+gq p(nOJr%) no+ % pno+q

a a a 1 .
<4+ d<ete+ 2L <cete+—supfa;,0<i<ng}
no n n n
. ap Gnp .
Asi que para n grande — < ¢ + 2¢. Como ¢ < — < ¢ + 2¢ concluimos que
n n
a
c= lim —=. O
n—oo N

n—1

Demostracion. (De 15) Sea a,, = H ( <p_k(7/{)> = HUVe L U)V-- Ve~ D).

k

0
Tenemos:

ngm =HUV o UV -V o~ DUV o (U)V
Ve T U Vvt U)
=HUV e U)V--- Ve " DUV
VerUV e U) V-V T D))
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De acuerdo a la propiedad 10, tenemos

Ap+m < H(u \ 9071(“) VeV Qi(nil)(u))_k
+H(e"U Ve UV Ve THU))

Usando ahora la propiedad 13, tenemos
pgm <HU NV @ UV -V o~ DU+
+HUV T U) V-V D))

Es decir, ap4m < ap + am

De la definicion de (a,) se tiene que a, > 0. Asi, obtenemos que existe

n—1
;o Qn 1 —k
Jn Sy =t <\/ v <“>>

k=0
|

Definiciéon 5. Para cada U € € (M) y ¢: M — M continua, la entropia de ¢

respecto de U es el niumero

n—1
h(p,U) = lim Lu (\/ go_k(Z/I)> .

n—o0o N
k=0

1
ar=HU);a, < ap1 <n-ay, se tiene ﬁan < a1, esto es:
16. Para cadaf € €(M) y ¢: M — M continua, se tiene que
h(p,U) < HU) = log(N(U)).

Demostracion. Como a1 = HU) y ap, = an1 < n-aq, se tiene %an < ay. Por lo

. a
tanto, lim —= < a;. O
n—oo N

17. Si U, B € €(M) satisfacen U < B, entonces h(p,U) < h(p, B).

Demostracion. De la propiedad 11, tenemos que U < B = ¢ *U) < o~ *(B),
V k € N. Aplicando la propiedad 6, obtenemos

UV o YUYV -V S0—(n—1)(u) <BVe HB)V---V 90_("_1)(3)

k=0
h(p,U) < h(p, B). 0

n—1 n—1
De la propiedad 8, obtenemos que H <\/ go_k(l/l)> <H (\/ gp_k(B)). Luego,

11



18. 51U € (M) y o: M — M es un homeomorfismo, entonces h(p,U) =
(g™t U).

Demostracion. De acuerdo a la propiedad 14, N(p(U)) = N(p~1(oU))) = NU).
Asi,

HUV U V-V " U) =H(" UV o U) V- Vo D))
=HUV o U) V-V D))

Dividiendo por n y pasando al limite, cuando n tiende a infinito, se tiene el resultado.
O

Definicién 6. Sea ¢: M — M una aplicaciéon continua. Se define la entropia
topologica de ¢ como h(p) = sup{h(p,U) : U € €(M)}

Notar que 0 < h(p) < o0

1.2.2. Propiedades de la entropia topolégica

Definicién 7. Diremos que una sucesion de cubrimientos abiertos {U,,;n € N} es
refinante si:

(1) Uy < Upsy ¥ €N
(2) Para cada B € € (M) existe U, tal que B < U,

Lo interesante de una sucesion de cubrimientos abiertos refinante, es el siguiente

lema.

Lema 1. Si (U,) es una sucesion de cubrimientos abiertos refinantes, entonces
h(p) = lim, oo Ao, Uy).

Demostracion. La propiedad (1) implica h(p,Uy,) < h(p,Unt1). Asi que

lim h(p,Un) = sup {h(p,U,);n € N}.

n—oo

La definicion de h(y) implica que para cada ¢ > 0 existe B. € € (M) tal que
h(¢) < h(p, Be) + €.
La propiedad (2) dice que existe U,, tal que B. < U,,. De aqui h(p, B:) < h(p,U,)

y luego tenemos
h(p) < h(p,Un) + < h(p,Un+p) +eVp EN.

12



Ya que h(p,Un+p) < h(p) < h(p,Untp) + ¢, Vp € N, debe ser entonces que h(p) =
lmy, oo h(@, Uy). O

Probaremos ahora que la entropia topoldgica es un invariante topologico. Para

ello consideremos ¢: M — M continua y ¢»: M — M’ un homeomorfismo.

Teorema 1. h(p) = h(¢poporp™t).

Demostracion. Como ¢: M — M’ es un homeomorfismo, entonces (% (M)) =
E(M'). Esto es: VU € € (M') 3V € €(M) tal que (V) = U. (Basta considerar
V = ¢ 1(U) ). De aqui

= lim ~H () v (Wopov ) W)V -V (bopov ) D ww)
= Y (500 v Wop 0w W) V-V oy ™D oy (wu))
= lim —H (0) Vel @) V- Vabe W)

_HILIEOEH(M) (uvwl(u)v vw”*l)(u)))

= lim 1 (u Vo 'U) V-V cp_("_l)(u)) = h(p,U).

sup {h(Y ooy, V);V e €(M')} = sup{h(e,U);U € €(M)}
" h(popoyTt) =h(p).0

Lema 2. Sea ¢: M — M continua. Se cumple que h(p*) = kh(¢), Vk € N.

Demostracion. Parad € €(M) sea Uy, = UV @~ (U) V-V o~ F=D(UY). Bs claro

13



que:

M) > (AU = Tim L (U v ()7 W) VoV (650D 04)

n—oo M

1 B o ) ) e
:ﬂg&EH(va1@0vaw(k”WDv@kawlgnvmvw(kDW»
\VEAV; Lpfk(nfl)(u V; 3071(1/{) VY sof(kfl)(u))) _
= lim %H (L[ Vi <,0_1(Z/{) VY <p1_k(l/[) V ga_k(bl) V gp_l_k(?/l) VIRY: @_2k+1(U)V

VUV TR U Vv T @) v DT ) v v i @) =

=k lim —H(Z/{\/gp YUYV -V o TN U)) = k- h(o,U)

n—oo kn
Esto es h(*) > k- h(p,U) VU € €(M). Concluimos que:
h(¢") > kh(p). (1.3)
Sea ahora U € €' (M). Se tiene que:

V()T U Vv (M) W) <
<UV90‘1(U)V VT ’“(U) VT RU) Vv T U

Luego

v

h((p I/{) — lim H (Z/[ V 90_1(1/{) VeV (p—nlﬁ_l(u))

n— 00 nk

n—oo nk

> lfm —H(u\/(@k)—l(u)\/...v o0y =
:l lim lH(Z/{\/(gpk)*l(z,{)\/...\/( ) (n— 1)(u)):%

n—oo N,
. kh(p,U) > h(e®U) U e E(M).

De aqui concluimos que:
kh(p) > h(e*) (1.4)

De (1.3) y (1.4) tenemos: k h(p) = h(oF). O
Corolario 1. Si ¢: M — M es un homeomorfismo, entonces:

h(g®) = k| h(p) k€ Z.
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Demostracion. El teorema anterior prueba el resultado para k € N.
h(e™) = h((¢™)") = kh(¢™") = kh(9),
de acuerdo a 18
h(e™") = | = k|- h(p).0

Sean ahora (M, (yr) y (N, () dos espacios topologicos compactos. Sean ¢: M —
M y: N — N aplicaciones continuas. Se define la aplicacion producto ¢ x ¥ : M X

N — M x N por ¢ x ¢(z,y) = (p(z),1(y))-
Con la topologia producto de M x N resulta ser que ésta aplicacién es continua.

Tenemos el siguiente resultado:
Teorema 2. h(p x ¢) = h(p) + h(¢)).

Demostracion. Probemos primero que h(p x 1) > h(y) + h(v)). Para ello notamos
lo siguiente: sild € € (M) y B € €(N), entonces:

UxB={UxB,UecU,BeB}cC(MxN)

De aqui:

NU x B)=N(U) - N(B)
y entonces:

HU x B)=H(U)+ H(B)
Por otro lado, para

UU € €M)y B,B €€(N)
se cumple que:
UxB)VU xB)Y=UVU)x (BVB)

En efecto,

AcUxB)V U xB) e A= AN A

15



con
AleUxBy Ay el x B, estoes, Ay =U; x By, Ay=U| x B}
De esta forma

A:(U1><Bl)ﬂ(U{XBi)=
= (U1 ﬂU1) X (Bl ﬂBl) S (L{\/L{’) X (B\/B/)
CUXB)VU xB)YC UVU) % (BVB) (1.5)

Si ocurre que A € (UVU') x (BV B'), entonces existen By e U VU y Es € BV B’
tal que A = Fy x Es. Como F, = U; NUj, E; = By N Bj, entonces:

A= (U;NnU;]) x (BN By) = (Uy x By)N(Uj x BY)
AeUxB)v U xB)
Esto es:
UVU)x (BVB)cC UxB)V U VvB) (1.6)

De (1.5) y (1.6): UVU")x (BV B')= (U x B)V (U x B'). Tenemos:

h( x U x B) =
:HILH;O%H(Z/{X BV (g x 0) U x B) V-V (o x ) " DU x B)) =
= lim % HUxBV (™ U) x ™ (B) V-V (" U) x ' 7(B))) =
= Y (U UV V) X (BY T B) Vv (B) =
= Jim - (HUV T @)YV e ) + BBV T B) V- v i (B)
:nlgroloﬁ UV U V-V T U)) +
+JH&; BV~ (B) V-V IT(B)) =

= h(p,U) + h(v, B).

Esto es: h(p x ¢, U x B) = h(p,U) + h(1), B). Como esto vale para cualesquiera
UeFC(M),Be € (N), tenemos:

h(p x 1) > h(p) + h(1). (1.7)
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Vamos ahora a probar que h(p) + h(1)) > h(p x ¢). Consideremos € € € (M x N)
un cubrimiento por abiertos de M x N. Vamos a probar que existen cubrimientos
UeE(M), Be €(N) tales que € < U x B. Si esto es asi, entonces h(p x ¢, %) <
h(px,Ux B) = h(p,U)+h(), B). De aqui concluimos que h(p X)) < h(p)+h(y).

Cada cubrimiento ¢ de M x N es formado por conjuntos abiertos de la topologia
producto, esto es, si C' € € es abierto en M x N, entonces existen {A;;i € I(C)} C
Cu, {Bjij € J(C)} C (v tales que C =, ; A; x Bj. Se tiene entonces que:

@' = {A(C) x B;(C)i € I(C), jeJ(C),Ce?(MxN)}

es un cubrimiento por abiertos de M x N. Como M x N es compacto, existen
Aq,..., Ay, Bi,...,By, tales que (51/ ={A; x B;;i=1,2,...,N(%¢’)} es un subcu-
brimiento minimal de ¢”. Debe ser entonces que U’ = {Ay,..., Ay} es cubri-
miento de M y que B = {Bl,...,BN(cgl)} es cubrimiento de N. Sea x € M y
A, la interseccion de los elementos de U’ que contienen z. Sea y € N y B, la in-
terseccion de los elementos de B’ que contienen a y. Claro que estos conjuntos son
abiertos y podemos escoger x1,...,T, en M y y1,...,ym en N de tal forma que
U ={A4,,...,A;,} es cubrimiento de M y B = {B,,,...,B,, } es cubrimiento
de N. Consideremos un conjunto A,, x By, de U x B. Como %’ es un cubrimien-
to de M x N entonces (z;,y;) € Ar X By, para algin k = 1,...,N(%”). Ya que
r; € Ap y y; € By se tiene que A,, C Ay y B, C By .. Ay, x By, C Ay X By
S VA xBy, eUxB FAxBy € ¢ talque Ay, x By, € Apx By, . € <UxXB.
Como % < ¢’ tenemos que ¢ < €' < U x B que es lo que queriamos probar para
obtener la desigualdad h(y x 1, €) < h(p,U) + h(¢, B). De aqui concluimos que:

h(p x ¥) < h(p) + h(¥). (1.8)

De (1.7) ¥ (L8): hp, %) = h(y) + h(¥). O

Otra interesante propiedad de la entropia la obtenemos a través del siguiente
resultado

Teorema 3. Sean My y Ms subconjuntos cerrados de M tales que M = My U M.
Sip: M — M es continua y o(My) C My, p(Ms) C Ms, entonces

h(p) = max{h(¢|ar, ), h(elar,)}

Para demostrar este teorema, usaremos el siguiente lema
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Lema 3. Sean {a,} y {b,} dos sucesiones de nimeros reales mayores o iguales a

uno, tales que lim —log(a,) =a y lim —log(b,) = b, entonces
n—oo M n—oo M

1
lim —log(ay, + b,) = max{a, b}
n—oo n
Demostracion. Sea ¢ > méax {a,b}. Entonces existe ng € N tal que

loga, <nc y logb, <nc Vn>ng.

a
De aqui que para cada n > ng tal que — < 1 se tiene
n

log(a, + b,) = logb,, + log <1 + Z—n> < nc+log2.

n

. b .
También, para cada n > ng tal que — < 1 se tiene:
n

bn
log(a, + b,) = log(ay) + log (1 + —) < nc+ log 2.
an
De esta forma, y para cada n > ng, se cumple que:

log(an + by) < nc+ log2.

1 1
— log(an +by) < c+ —log2
n n

¥y, €n consecuencia,

1 1
a,b < lim inf — log(a, + b,) < lim sup — log(a, + b,) < ¢
n— 00 n n— oo n
1
. max {a,b} = lim — log(a, + b,)O
n—oo M
Demostracion. (del teorema) Sea i =1 6 2. Sea U € € (M); podemos definir U; €
€ (M;) por U; = {U N M;;U € U}. De aqui se deduce que N (U;) < N(U).
Sil,B € €(M) se cumple (U V B); =U; V B;.
En efecto, A; € UV B); < 3In Ae€lU,B € B tales que:
A, = (AﬂB)ﬂMl = (AﬂMl)m(Bli) ceu; v B;.
S UVB); CU;V B; (1)
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Por otro lado si
AeU,BeB entonces (ANM;)N(BNM,;)=(ANB)NM,; € (UV B);.
Esto es:
U;v B; C UV B),. (ii)
De (i) y (ii) se sigue que

(U\/B)iZUiVBi

Denotaremos ahora por ¢; la restriccién de ¢ a M;. Tenemos que ¢; : M; — M,
i = 1,2. Probamos ahora que se cumple que: @; *(U;) = (o~ (U));.

En efecto, sea A € ¢~ 1(U); entonces 3A’ € U tal que A = p~1(A’). Sea A; =
ANM; = o A) N M = ¢ 1 (A) N (M) = @7 (AN M) € o7 (Uy)
(o7 U))i C @y ' (U). Si A € ;1 (Us), entonces A = ;7 (A’ N M;) = p~H(A) N
o ' (M;) = o Y (A) N M; € (71 U)),- Ast o7 (Us) = (7' (U))

i

Sea ahora U' € €' (M;) entonces existe cubrimiento U € € (M) tal que U; = U".
En efecto, basta considerar U = { AU (M \ M;); A € U'}.

Tenemos:

N(V@W%O=N(Vwkwm>=

k=0

(V) ) v ()

Esto implica h(p;,U;) < h(p,U) y de aqui:
M) <hlp)  i=1,2 (19)

Sild € € (M), entonces vale:
()5 w) ) ()
k=0 k=0 1 k=0 2
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Como:

Entonces:

k=0 k=0 k=0
Esto es:
n—1 n—1 n—1
N (\/ wk(u)> <N <\/ so;k(ul)> +N (\/ so;’“%))
k=0 k=0 k=0
Asi:

log N (\/ wk(u)> <log (N (\/ sﬂfk(bﬁ)) +N <\/ %‘k(uz)>> -
k=0 k=0 k=0

Aplicando el lema a:

n—1
1 -
a—éa%#%( (\/% @) )) yb=tim 5 loe (N (yo%k(u”)) tene-

mos que:

o (3 () o (7 ) it -

k=0
= méax {h(p1,U1), h(p2,U2)}

y en consecuencia

h(907 Z/[) S max {h(@hul% h(5027 Z/[2)}

De aqui
h(p) < méx {h(p1), h(p2)} (1.10)

Lo probado en (1.9) y (1.10), dice que h(p) = max {h(v1), h(p2)} O

Vamos ahora a ver el comportamiento de la entropia cuando pasamos al cuocien-

te. Para ello probamos el siguiente:
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Teorema 4. Sea ~ una relacion de equivalencia en M. Sea p: M — M una aplica-
cion continua tal que x ~ y en M implica p(x) ~ o(y) en M. Sea ¢: M/ ~— M/ ~
la aplicacion cuociente ([z]) = [p(x)] y 7: M — M/ ~ la proyeccion. Se cumple
que h() < h(e).

Demostracion. Sea U € € (M/ ~), entonces 71 (U) = {7~ (U); U € U} es un cu-
brimiento por abiertos de M y es claro que N (7w~ 1(U)) = N(U). De esta relacion y
del hecho que N(7=YU Vv B)) = N(m—*(U) vV 7= 1(B)) concluimos que:

De esta forma

h(¢) = sup {h(p,U);U € €(M/ ~)} =
=sup {h(p, 7 ' (U)),U € C(M/ ~)} <
< sup {h(p, Ao); Ao € €(M)} = h(p).0
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1.3. Calculo de la Entropia en Espacios Métricos
Suponemos que (M, d) es un espacio métrico compacto.

Definicién 8. 1) Para A C M, se define el didmetro del conjunto A como d(A) =
sup{d(z,y) : z,y € A}

2) Para U € € (M) se define d(U) = sup{d(U);U € U}

Observacion 2. Si U, B son cubrimientos abiertos de M tales que U < B entonces
d(B) < d(U).

En efecto, VB € B3U(B) € U tal que B C U(B) entonces d(B) < d(U(B)). Asi
d(B) =sup{d(B); B € B} <sup{d(U(B)); B € B} <dU).

Probemos, ahora, el siguiente resultado:

Lema 4. (del cubrimiento de Lebesgque) Sea U € € (M), entonces existe e(U) > 0 tal
que siz € M y B,(z) ={y € M;d(z,y) < r} satisface r < e(U), entonces 3U € U
tal que B.(x) C U.

Demostracion. Como U € € (M) existe subcubrimiento finito {Us,...,U,}. Para
cada i = 1,2,...,n, sea f;: M — [0,00] la funcion continua f;(x) = d(x, M \ U;).
Como (M \ U;) es cerrado, se cumple que f;(z) =0z € (M\U;).

Como para cada x € M existe igp € {1,2,...,n} tal que z € U;, entonces f;,(z) >
0 (%).

Sea f: M — R la funcion f(z) = mix{f1(z),..., fn(x)}. De acuerdo a (x) se
tiene que f(xz) >0 Va € M. Como f es una funcién continua, entonces f(M) =
[01,02] es un intervalo cerrado con 61 = inf {f(z);z € M} > 0.

Sea x € M cualquiera y 0 < 0 < ¢;. Se cumple f(z) > J. Esto es, hay [, €
{1,...,n} tal que f;, (z) > d. Esto implica que d(xz, M \ U;,) > J. Luego, para cada
y € Bs(x) debe ser que y € Up, pues d(z,y) < 0.

Concluimos que Bs(z) C U, . O

Corolario 2. Para cadald € € (M) existe ¢ = e(U) > 0 tal que si A es un conjunto
abierto con d(A) = sup {d(z,y);z,y € A} < ¢, entonces existe U € U tal que A C U.

Demostracion. Notamos que A C Bga)(r) para cada € A. De aqui basta consi-

derar d(A) < §; como en el lema del cubrimiento de Lebesgue. O
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Observamos que si 0 < 6 < ¢(U) entonces ¢ satiface la propiedad. A saber, si
A C M es un conjunto tal que d(A) < § entonces existe U € U tal que A C U. En
efecto, como § < e(U) sirve el mismo U del corolario 2. Esto nos permite la siguiente

definicién:
Definicion 9. Se define el numero de Lebesgue de U como:
0(U) = sup {e(U), e(U) satisface el corolario 2 anterior} .

Corolario 3. Sea U,B € €(M). Sea d(U) = sup{d(U);U € U}. Si ocurre que
d(U) < 6(B), entonces B < U.

Demostracion. Para cada U € U vale d(U) < §(B), entonces 3B(U) € B tal que
U cC B(U), esto es, B<U. O

Corolario 4. Sea {U,} C € (M) una sucesion de cubrimientos abiertos tales que:
(1) Up < Up11

(2) dU,) — 0, n — 0.

Entonces {U,} es una sucesion refinante.

Demostracion. La primera propiedad es la primera parte de la definicién de una
sucesion refinante.

Si B € €(M) es una cubrimiento abierto, entonces 6(B) > 0y In € N tal que
d(Uy,) < 6(B). De acuerdo al corolario 3, B < U,, (que es la segunda propiedad de

un cubrimiento refinante). O

En particular, hyop(p) = limy, o0 h(p,U,) para cualquier ¢: M — M continua

y cualquier sucesion de cubrimientos {U,,} como en el corolario.

Ejemplos de sucesiones que satisfacen el corolario.

1
1. Si consideramos U,, = {Br(x); reM, 2r < —} el conjunto de todas las bolas
n

abiertas de didmetro d = 2r < — entonces la sucesion {U,,; n € N} es refinante.
n

1 1
En efecto, si B,.(z) € U,y1 entonces 2r < T < — y B.(z) € Uy, por lo
n n
tanto U, < Up+1.

1
Por otro lado d(U,,) = sup {d(U);U e U, } = ~y asi d(Uy,) — 0, n — oo.
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2. Sea {B,,} C ¥ (M) una sucesion de cubrimientos abiertos tales que d(5,,) — 0,
n — oco. Sea Uy, = \/j_, Bi. Como B, < U, entonces d(U,) < d(B,) y luego,
dU,) — 0, n — oo.

Ademas, como U,, < U4 el corolario 4 garantiza que {U,} es una sucesion
refinante. O sea, a partir de cualquier sucesion de cubrimientos abiertos {B,,} C
€ (M) tales que d(B,,) — 0, n — 00, se puede construir una sucesion refinante.
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1.4. Un Resultado de R. Bowen

En muchos trabajos, relativos a la entropia, se usa la definiciéon de R. Bowen. En
esta seccion daremos esta definicién, veremos que coincide con la que hemos dado y
probaremos el siguiente resultado: sean (X, d), (Y,d') espacios métricos compactos
vy f: X = X, g: Y — Y aplicaciones continuas. Sea 7: (X,d) — (Y,d’) continua y

sobreyectiva tal que m o f = g o 7, entonces:
Teorema 5 (Bowen). hiop(9) < hiop(f) < hiop(g) + sup {hiop(f, 771 (y)),y € Y}

Este resultado se puede leer de la siguiente forma: 7 es un fibrado de X sobre
Y ( para cada y € Y su fibra es 7~ !({y}))entonces la entropia de f es mayor que la
entropia del factor g pero menor que ésta sumada la mayor entropia en las fibras.
En particular, si el fibrado es finito las entropias coinciden.

Aqui hay algunas cosas que aclarar (en particular jqué significa hiop(f, 71 (y))?).
Para ello introduciremos una segunda definiciéon de entropia dada por Bowen. Sea

(X, d) un espacio métrico compacto y f: X — X continua.

Definicién 10. a) Se dice que un subconjunto E C X es (n,e)-separado si para

cualquier par de puntos distintos xz,y € FE, existe un entero j, 0 < j < n tal que
a(f(x), [ (y)) > e.

b) Se dice que un subconjunto F' C X, (n,€)-genera un subconjunto K C X, si
para cada z € K existe y € F tal que d(f’(z), f/(y)) < e para 0 < j < n.

Para K C X compacto denotamos por
rn (g, K) = min {#(F); F(n, €)-genera K}

Denotamos por s, (g, K) = max {#(F), E es (n,e)-separado y E C K}.
Se definen

1
r(e, K) = lim sup — log(ry (g, K))
n

1
s(e, K) = lim sup — log(s, (g, K))
n—oo n
Lema 5. 1. Para &1 < 2 valen (g2, K) < r(e1, K) y s(ea, K) < s(e1, K)
2. rp(e, K) < sp(e,K) < rn(%s,K) < 00

Demostracion. 1. Sea F' C X un conjunto que (n,e1)-genera a K. Entonces Vz €
K3y € F tal que d(f*(z), f'(y)) S e1, 0 < i< d(f'(2), f'(y) S e1 < e,
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asi que F'(n,e3)- genera K. Luego, si

Gn(e,K) ={F C X;F(n,e)-genera K}

entonces
Gn(gvi) C G (525 )
somin {#(F), F € Gn(e2, K)} < min {#(F); F € Gn(e1, K)}
= rp(e2, K) <16, K)
de aqui
1 1
—logryp(es, K) < —logry(e1, K)
n n
y

1 1
r(eq, K) = lim sup — logrn(ag,K) < lim —logr,(e1, K) = r(e1, K)

n— oo n—oo N

Esto es:
’I"(EQ,K) S ’I"(El,K).

Sea ahora F C K un conjunto (n,es2)-separado, entonces para z,y € E,
x#y Fjtal que 0 < j < ny d(fi(z),f(y)) > e2. Como g2 > &1 vale
d(f7(x), f7(x)) > ez > €1, .. E es (n,e1)-separado.

Si S,(e,K) ={E C K; E es (n,c)-separado} entonces

Sn(é‘g, ) C S (51, )

Sn(Sl,K) = mé'x{#(E)aE € Sn(glaK)} >
> max {#(F); E € Sp(e2, K)} = sn(e2, K)

1
s(e, K) = nlingo sup glog(sn(al,K)) >

1
> lfim _IOg(Sn(EQ,K)) = 3(52aK)

n—oo N
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2. Consideremos U;,Us, - - - , U, un cubrimiento por abiertos de didmetro ¢ de X.
Sea E € S, (e, K) un conjunto (n, €)-separado. Afirmamos que #(E) < p™. En
efecto, formemos los conjuntos ﬂ?;olf’j(Uij) donde i; € {1,2,---,p}. Tene-
mos p" de estos conjuntos. Sea E un conjunto que es (n,¢) separado entonces
#(FE) < p™. En efecto, si #(FE) > p™ entonces hay x,y € E, x # y tal que
T,y € ﬁ}:ol _j(Uij) para alguna sucesion (ig, i1, ,ip—1) de {1,2,--- p}.
Asi d(f?(x), f2(y)) <e,0 <j < ny estono puede ocurrir ya que E es (n,¢)

separado.

Lo anterior implica que
sn(e, K) = méx {#(F), E C K es (n,¢)-separado}

satisface s, (e, K) < p", para cualquier cerrado K C X.

Como s, (g, K) es acotada, existe E C K que es (n, £)-separado tal que #(E) =
sn(g, K).Afirmamos que dado x € K 3y € E tal que d(f’(z), f/(y)) < € para
0 < i < n. Enefecto, sino Vy € E Jig, 0 < ip < ntal que d(f(z), fio(y)) > e.
Entonces E' = E U {z} es un conjunto (n,e)-separado en K tal que #(E') =
#(E)+1

LH(E) > sn(e, K) =#(E)  (—)

Tenemos entonces que E(n,e)-genera a K. Como
rn (e, K) = min {#(F); E(n,¢)-genera K}
entonces
rn(e, K) < #(E) = sp(e, K) (1.11)
Sea ahora F' C X un conjunto que (n, %5)—genera K. Sea E C K un conjunto

(n,)-separado. Para z € E existe y = T'(x) € F tal que d(f'(z), f{(T(x))) <
%eparaO§i<n.

Afirmacion 1. T: E — F es inyectiva. Esto es, si x1 # x2 en E, entonces T'(x1) #
T(l‘g)
De hecho, si T'(z1) = T'(z2), entonces

d(f'(@1), f'(2)) < d(f*(21), f1(T(@1))) + d(f(T(x2)), f'(22)) <

1 1
§§E+§5:5par3,0§i<n
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Esto no puede ser porque x1 # z2 y E es (n,e)-separado. Luego, T: E — F es
inyectiva. En particular, #(F) < #(F)

. sn(e K) < rn(%a,K) (1.12)
de (1.11) y (1.12)

1
rn(e, K) < sp(e, K) < §rn(5,K)
Corolario 5. (de la parte 2. del Lema)
1. r(e,K) < s(e,K) < r(3¢,K)

2. lim r(e, K) = lim s(e, K).

e—0 e—0

Demostracion. La parte 1), sigue directamente de la parte 2), del lema.

La parte 2), del corolario sigue de la parte 1), del corolario. O

Definicion 11. 1. Sea f: X — X continua en el espacio métrico compacto
(X,d). Sea K C X un subconjunto compacto. La entropia topologica (segin
Bowen) de f con respecto a K es el valor comtn:

hi(f, K) = iii%r(s,K) = lim s(e, K).

e—0
2. La entropia topologica (segin Bowen) de f es el valor h:(f) = h:(f, X).

Proposicion 1. Para (X,d) compactoy f: X — X continua se cumple que h:(f) =
hiop(f)-( Aqui hiop(f) es nuestra h(f) definida en la seccion 1.1.1)

Para probar esto, primero veremos otra forma de calcular h(f,.A) para un cubri-
miento abierto A de X.
Un subconjunto F C A X A x --- x A se llama un n-cubrimiento para (f,.A) si
—_——

n—veces

Vz € X existe (Ag, A1,...,A,_1) € E tal que f*(z) € Ay, para 0 < k < n.
Sea

M, (f,A) =min{ #(F),E C (A x --- x A) es un n-cubrimiento de (f,.A)

n—veces

Lema 6. hyop(f, A) = lim Llog M, (f,A)
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Demostracion. Asociado con (Ag,...,A,_1) € E tenemos Ay N f~1(A;) N---nN
FrOD (A, ) € AV FLA) V- v fm D (A4) y si colocamos

U, = {AO AF AN NN D (A1) (Ao, Ar, .. Apy) € E}

donde F es un n cubrimiento tal que M, (f, A) = #(FE); tenemos un subcubrimiento

minimal de AV f~1(A) V.-V ("D (A)
L H(E) = #U) = NAV fTHA) Vv fTD(A))

. lim llogMn(f,.A) = lim llog#(E) =
n—oo N

n—oo N

= lim llog(N(A\/f’l(A) VeV D (A))) = hygy(f, A) 0

n—oo n

Demostracion. (de la proposiciéon) Sea A un cubrimiento finito de X y sea 5 > 0 el
nimero de Lebesgue de A (o sea V Bg(x)JA(x) € A tal que Bg(x) C A(z)).

Sea @ un conjunto (n, §)-separado maximal (o sea #(Q) = s,(5,X)). Para z €
Q, sea B(z) = (Ag(2), A1(2), ..., An_1(2)) con A;(z) € Atal que Bs(f*(z)) C Aw(2)
para 0 < k < n. Sea E,, = {B(z);z € Q}.

Afirmacién 2. E, es un n-cubrimiento para (f,A).

En efecto, para cada * € X existe z, € Q tal que d(f*(z), fF(z.)) < B,
para 0 < k < n. Si asi no fuera, habria z € X tal que para cada z € @ se
cumpliria d(f*(z), f¥(2)) > B para algtin 0 < k < n, i. e. Q U {z} seria (n, 3)-
separado contradiciendo la maximalidad de @, .. para cada x € X existe z, € Q
tal que d(f*(z), f¥(z:)) < B. Como d(f*(z), f¥(2,)) < 8 para 0 < k < n enton-
ces f¥(x) € Bs(f*(22)) C Ak(22) = en E, existe B(zz) = (Ao(2z), -+, Ap_1(22))
tal que f*(z) € Ax(z e. E, es un n-cubrimiento para (f,.4). Esto implica que

z) 1.
M, (f,A) < #(En) = #(Q) = sn(8, X). Asi que

1
htop(fa A) < nlingo E logsn(ﬂ,X) = S(ﬂaX)

Haciendo que 8 — 0 se tiene:
hiop(f) = sup {hiop(f,A), A es cubrimiento de X} < él’n%) s(B,X) = he(f).
Luego hemos probado que hiop(f) < he(f).
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Sea EC Ax - _cubrimient : R iunto (1, d(A))-
ea A x -+ x A un n-cubrimiento para (f, A) y sea R un conjunto (n, d(A))

n—veces

separado (Aqui d(A) = sup{d(C);C € A} y d(C) = sup {d(x,y);z,y € C}). Dado
r € Rsea g(z) = (Ag(),..., An_1(x)) € E tal que f*(x) € Ax(x) para 0 < k < n.

Si ocurre que g(z) = g(y) entonces A;(x) = A;(y) para 0 < i < n y se cumple
que d(f*(z), f¥(y)) < d(Ag(x)) < d(A), por lo tanto R no es (n,d(A))-separado

Luego, si g(z) = g(y) = = = y, es decir g: R — E es una inyeccion y tenemos
que #(E) > #(R) de esta forma M, (f, A) > s,(d(A), X), hiop(f, A) > s(d(A), X).

Asi, sup {hiop(f; A)} > sup {s(d(A), X); A es un cubrimiento abierto de X} =
he(f)

Esto es hiop(f) > he(f). Esto concluye la demostracion de la proposicion. O

Vamos ahora a probar el resultado de Bowen usando h.(f) en vez de hyop(f).

Sabemos que (X, d) es compacto y 7: (X,d) — (Y, d’) es continua y sobreyectiva.
Asi que 7 es uniformemente continua. Esto es: Ve > 034 > 0 tal que d(z,y) < §
implica d'(7(z), 7(y)) < €. En particular esto implica que si v,w € X son tales que
d'(w(v), m(w)) > e, entonces debe ser d(v,w) > ¢.

Sea E,, C Y un conjunto (n, ¢)-separado de cardinalidad méaxima, i. e. s, (g,Y, g) =
#(E,). Sea E, C X un conjunto que contiene una, y s6lo una, preimagen de cada
y € E,. Tenemos que E, es (n, d)-separado y #(E,) = #(Ey), . sn(6,X,f) >
sn(e,Y, g). De aqui

s(6, X, f) = hm sup — logsn(é X, f)>
> s(e,Y,g) = hm sup — log sn(e,Y, q)
y entonces
sup {s(d, X, f);0 > 0} > sup {s(e,Y, g); e > 0}

Esto es

hi(f) > hi(g).

Resta ahora probar que
he(f) < hi(g) +sup {he(f, 7 (y));y € Y}
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Sea a = sup {h(f, 7 *(y));y € Y}. Si @ = oo, entonces la desigualdad es siempre
verdadera.
Suponemos que a < co. Por definicién

(™ 0) =l e ) =t o sup g7 0) )

e—0 \ n—oo n

donde 7,,(¢,7 %(y)) es la cardinalidad minima de un subconjunto de 7~ 1(y) que
1

(n,e)-genera m~*(y) con respecto a f. Asi que

he(f, 7 (y)) > nll»néo sup % logra(e, 7 (y)) =r(e, 7 *(y)), Ve>0 (1.13)

Fijemos un € > 0 y escojamos un « > 0. Por definicion de a se tiene a >
he(fomH(y)) ¥, y €Y, luego a+a > hy(f, 77 (y)) +, Yy € Y. Por (L.13) Vy € Y
encontramos m(y) € N tal que

W ) +0 2 s logng (7 ()

1
a+a>h(f,my) +a> ) log 7y (e, 1 (y) Vyey (1.14)

Para cada y € Y sea E, C 7 !(y) un subconjunto que (m(y),e)-genera 71 (y)
con respecto a f y tal que #(E,) = 1) (e, 7 1(y)).

Para z € E, sea D(z,2¢, f) = {w € X;d(f(2), fi(w)) < 2e} para 0 < i < m(y).
Definamos

U, = U D(z,2¢, f).

z€E,y

Afirmacién 3. U, es una vecindad de 77 (y) en X.

Demostracion. Vo € 7=1(y) 3z € E, tal que d(f'(z), fi(z)) < € para 0 < i < m(y),
entonces x € D(z,2¢, f) y ... #*(y) C U, que es un conjunto abierto.

Sea ahora W, C Y una vecindad abierta de y en Y tal que 7= 1(W,) C U,.
{Wy;y € Y} es un cubrimiento abierto de Y, que es compacto, y luego existen
Y1,Y2,---,Yp en Y tal que § = {Wyl,Wyz7 .. .,Wyp} es un cubrimiento finito de
Y. Supongamos que § = 6(5) es el namero de Lebesgue de 8 (i. e. V B;s(y) bola
abierta de centro y € Y y radio 0 vale B;s(y) C Wy, para algan Wy, € ).
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Sea FF C X un conjunto (n,e)-separado con respecto a f tal que #(F) =
sn(4e, X, f). Queremos estimar #(F'). Consideremos E,, C Y un conjunto que (n,d)-
genera Y con respecto a g tal que #(E,) =r,(4,Y, g).

Para cada y € F,, y para cada entero j, escojamos un punto
cj(y) €{y1,92,...,4yp} tal que Bs(g/(y)) C We,(y)-

Consideremos ahora la siguiente sucesion de enteros (ts(y)) definida recursiva-
mente por t5(y) = 0, tsr1(y) = ts(y) + mlce, ) ()
Sea [ = I(y) tal que

-1
> mlen) ) = tily) <n < ty) +mley ) ) =t (y) (1.15)
s=0

Ahora, para cada y € E, y 21 € Ecmy)(y)’ To € E%(y)(y), e, Xy € Ectl(w(y)v

consideremos el conjunto

V(g as,..om) = {2 € X3d(£0 (@), () < 22,

para 0 <t <m(cy )(y) y 1 <s<1= l(y)}

Afirmamos lo siguiente:

1. la familia de conjuntos

V= {V(y,xl,zg, )Y € B xs € Eey (), 1 <8< l(y)}

es un cubrimiento abierto de X.

2. Cualquier conjunto (n,4e)-separado en X intersecta cada elemento de V en a

lo méas un punto.

dem 1. Sea z € X y consideremos w(z) € Y. Como E,(n,d)-genera Y, existe
y € E, tal que d'(¢'(y), g*(m(z))) < § para 0 < i < r. Entonces:
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mo fleW(x) = g W (x(x)) € Bs(g"®) (y)) C We,_,, ()

W(ftS(y)(l‘)) € Wcts(y)(y) = ftS(y)(Z‘) € W_l(Wcts(y)(y)) C

CUywC U Dumterym(2:26 )
2€Ee, .\ (Y)

oo das € Ects(y)(y) tal que fts(y)(l’) € Dm(cts(y)(y))(xsvzsa f)

ie. d(f* (%W (@), f'(as)) < 22 para 0 < t < mler, () (y))
Lw e V(yay, za, ..., Ty y))

dem 2. Sean z,w € V(y;x1,%2,...,2(,)), entonces

d(f*H W) (2), fHW (w)) < d(f1HW(2), fx)) + d(f (), FHW (w))
<2+ 2 =4e, para 0 <t <mcy,(p(y) y 1 < s <I(y).

O sea d(fi(z), fi(w)) <4e V0 < i < n. .. siun conjunto (n,4c)- separado para f
intersecta un elemento de 1, debe hacerlo en a lo mas un punto que es lo que afirma
2.

De 2, se sigue que si F' C X es un conjunto (n,4e)-separado, entonces #(F) <

#(V),

VY= U Vy, Vy = {V(y;xl,mg,...,xl);ms €E, ,w1<s< l(y)}
yeE,

I(y)
L HW) S Y #Wy #Vy) = [[ card(E.,_, (1) =
s=0

yeE,

I(y)
= [ e,y (&7 ey (@)
s=0

De aqui
1(y)
log(#(Vy) = > _108(Pm(e,. () (& T ety (1)) <
s=0
1(y) l(y)—1
< ata)mlen ) == (a+a) | > mle,q) )+ mlcyy )
s=0 s=0
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Si M = méax{m(y1),m(y2), ..., m(yp)} entonces de (1.15)

log(#(Vy)) < (a + a)(n + M).
Asi: #(V,) < elat) (M) g jyego
#V < () el D,
En consecuencia: #(F) < #V < #(E,,) elat®)(n+M),

1 1
y entonces — log s, (4e, X, f) < —log #(E,) + (a + ) +
n n

SR ISERES

Esto es: %bg sn(de, X, f) < % logr,(6,Y,9) + (a+ ) +
Haciendo que n — oo
s(4e, X, f) <r(6,Y,9) + (a+ a) < hi(g) + (e + @)
Como « es arbitrario
s(4e, X, ) < hi(g) + a

haciendo que € — 0,

hi(f) < hi(g) +a

que es lo que asegura el resultado de Rufus Bowen.
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1.5. El Shift de Milnor—Thurston

Consideremos 0 = zg < 71 < ... < To,_1 = 1, 2n puntos en el intervalo
n—1

[0,1] C R. Sea I; = [z2;, x2;41),5 = 0,1,...,n—=1yT: | | I; = [0,1] una aplicacién
j=0
tal que su restriccién a I; es lineal y biyectiva para j = 0,1,...,n — 1. La restriccion

de T a I; puede preservar o no la orientacion del intervalo. Esto quiere decir que
n—1

podemos definir 2" aplicaciones diferentes T': |_| I; — [0, 1] con estas caracteristicas
§=0
y todas ellas satisfacen que Ay = inf {|T"(z)|;z € Ul [;} > 1.

Para n = 2 tenemos las siguientes aplicaciones

Tl T2 T3 T4

Denotemos por Z(n) el conjunto formado por estas 2" aplicaciones. Asociado

con cada T € Z(n) tenemos su conjunto maximal invariante

oo n—1 n—1 n—1
N=(TH||]L|=32¢|]|LiT@ e | |1, VkeN
k=0 §=0 j=0 =0
Este conjunto resulta ser de Cantor y consideraremos en él la topologia inducida
por [0, 1].
Consideremos el conjunto ) = {6: Ny — {0,1,...,n—1}} de sucesiones (6;)
con 0; € {0,1,2,--- ,n—1}. Para o € /\, se define su itinerario Ir(z) € ), por

Afirmamos que la aplicacion Ir: A\, — ), es biyectiva.

a.-) Es inyectiva. Suponemos que z,y € A, satisfacen Ir(z) = Ir(y).
Esto quiere decir que It(x)(i) = Ir(y)(i) = j,¥i € Ny. Esto tdltimo implica
que {T%(x), T(y)} C I;,Vi € Ny. puesto que

T () = T* ()| < [(T") (z)||lz — | < 1
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P _ 1 1 .
para algin z; entre x e y, tenemos |z — y| < T ] < ()\T)“Vl € Ny. La

unica forma de que esto ocurra es que x = y.

b.-) Essobreyectiva. Para € 3 consideramos I (6,01, - ,0,_1) = N7 T~ (Iy,).
La condicion sobre la derivada de T dice que 1(6g) D I(6o,01) D I(6p,01,62) D
<+ D I(0p,61, -+ ,0,_1) es una sucesion de intervalos encajados con longitud
disminuyendo, en cada paso, por un factor % < 1, o sea tendiendo a cero. Con-
cluimos que NS, (6o, 01, -+ ,0,—1) es un punto (). Este elemento satisface

I7(2(0)) = 6. Es decir It es sobreyectiva.

Usamos ahora la biyeccion I7( con inversa I (6) = Ip, N T~ (Ip,) N T2(Ip,) N
~--NT7™(ly,) ) para inducir en ) una topologia. A saber U C " es abierto
siy solo si I;'(U) C A\; es abierto. Considerando la topologia inducida en A, y
esta topologia en ) resulta ser que Ir: A, — . es un homeomorfismo.

De ahora y en adelante estas seran las consideraciones que usaremos sobre la
topologia de ), .

En ), consideramos la aplicacion de corrimiento o shift o: )" — > definida
por o(6g,01,0a,---) = (61,602,03,---). En la topologia anterior resulta ser que o es
una aplicacion continua.

Asimismo, usando el homeomorfismo I7, podemos definir un orden total entre

elementos de ), de la siguiente forma:
0 <rae I;'(0) <I:'(a)en [0,1].
En lo que sigue ), (T') denotara el espacio métrico compacto ordenado
(> d, <7).
Para n = 2 podemos considerar > ,(T1) = (D _,,d, <7, ). En este caso:

0<p 01 <p, 10 <7, 1;
0=1(0,0,0,...), 0l=(0,1,1,1,...)
10 = (1,0,0,0,...), 1=(1,1,1,...)

Si consideramos Y (T5) = (D5, d, <r1,) tenemos 0 <p, 010 <7, 110 <7, 10.

En lo que sigue ) (7%) sera conocido como el espacio lexicografico y Y ,(75)
serd llamado el espacio de Milnor-Thurston.
En general, y para cada T' € £ (n), se cumple lo siguiente:
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Lema 7. oo Ip(xz) = Iy o T(x), Vx € Aj. Esto es, el diagrama siguiente es
conmutativo:

Ne — Mo

IT O IT

2on 2on

Definicién 12. Una sucesion 6 € >, (T) se dird mazimal si ocurre que o*(6) <1 0
para cada k € N. Una sucesion a € Y (T') se dird minimal si ocurre que a <7 ¥ ()
VkeN.

Sea

max(T) = {6 € >, (T); 0 es maximal}

min(T) = {a € >, (T); a es minimal} .
Definicion 13. Se define el T-mundo como
TM = {(a, 8) € min(T) x max(T); {e, B} C Ap([cx, B])}

donde Ap([le, B]) = {p € X,; a<ro'(p) <r B,Vi€No} = ﬁla’k([a,ﬂl)

Para n = 2, T = Ty, TM se llamara el mundo lexicografico y lo denotaremos
L.

Paran =2, T =T,, TM se llamara el mundo de Milnor-Thurston y lo denota-
remos M7TW.

Observacion. Para cada T € £ (n) podemos definir H: TM — [0,log(n)] como H(«, ) =
hiop (7 | A (le8) )-

En trabajos recientes (ver [9] y [12]) se prueba que existe relacion entre H(a, 6)
y la dimension de Haussdorff de A,.([a, 0]). En particular, se prueba que H(a,0) es

una funcién continua de («, 6).
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Un problema mas restringido y, como veremos maéas adelante en algunos casos,
bastante aleccionador es probar, por ejemplo para el caso T = T, que h(f) =
H(o(0),0) es una aplicacion continua en 0 € méx(7:). En esta direcciéon un paso
relevante es probar que V6 € mdax(Tz) N Per(c), ocurre que h es continua en 6.
Aqui Per(o) = {6 € >_,;0 es una orbita periodica de o}. En el tercer capitulo de
este libro daremos una prueba constructiva de este tultimo resultado, en algunos
casos.

En lo que sigue, trabajaremos con Tp: IgUI1 — [0,1]y o: > 5 — > .

Sea 6 € méx(T>) una oOrbita periodica tal que 6y = 1. Asociado a 6 tenemos el
conjunto

B, (0) = {aoal e Qp—1;QQQ ... Qpy—1 OCUITE COMO fo ... Pn—1 Para algin p € /\T2 (9)}

Aqui \p,(0) = {€€>,, o(0)<n, 0'(€)<n, 0, VieNy}. Es claro que
A1, (0) es cerrado e invariante por o.

Teorema 6. h,(0) = htop(a|/\T2(0)) = limy, o 2 log(|B,(0)]). Aqui |B,(0)| =
cardinalidad de B,(0).

Demostracion. Denotemos por oy = U|/\T2 2 A, (0) = Ap, (0).
Sea U = {MQ, Ml},

UB) = {Mo N Ay, (0), M1 0 Ay (6)}

k—1
ut(e) = \/ oy w(0)).
=0
Ya sabemos que {L{k (09)} es una sucesion refinante y luego
hiop(0p) = lim h(oe, U (0)) = Jim %log N(U*9)).

Sea A # @ tal que A € U*(6). Tenemos que A = A;,Na, ' (As,)N-- -ﬂae_(k_l)(Aikfl)
para A;; € U(#), j=0,...,k—1.Secumpleentonces que p € A < p € A;;,09(p) €
Aiyyoob™Mp) € Ay, & p(0) = ig,p(1) = d1,...,pk — 1) = dp_1. O sea,
(poy--->pr—1) € Bi(#). Claro que la aplicacion S: U*(0) — By(f) que asocia a
A € U*(0) el block (po, ..., pr_1) € Br() de cualquier p € A es una biyeccién entre
Uk (0) y Bi(0). Como N(U*(0)) = #U*(9)) = | Br(0)] se sigue el resultado. O
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Nota: Vamos a probar el resultado anterior para el caso de subshifts de tipo finito
de ¥, (N)={0:Nyg — {1,2,...,n}}

Definicién 14. a) Un subconjunto A C 3,,(Z) se dice un subshift si A es com-
pactoy o(A) = A

b) Diremos que un subshift A C 2,,(Np) es de tipo finito si existe una matriz de
nxn A= (a;)cona;; =100 tal que A =3(A) = {0 € ,(No); apiyo(i+1) =
1, para todo i € Np}

Dada una matriz A denotamos A™ = A - A™~! para todo m > 1, A™ = (ag.n))
Vamos a calcular el valor de hyop(0|5;(4)) para una matriz de ceros y unos A. Con

este proposito probamos el siguiente lema:

Lema 8. (Lema A)
Para cada 1 <i<n,1<j<n, ym>1 sea

S = (140 = (L} () = 7 (m) =y sy = Bt =0, ),
entonces Card(Si(;n)) = ag;n)

Demostracion. Para m = 1 tenemos que

SH =1{7:{0,1} = {1.2,...,n};7(0) =i, 7(1) = j y ay; = 1}

Es claro que
1 ia;,; =1
C’ard(Si(Al)) =a; = S% g
J 0 81 G5 = 0
Por lo tanto el resultado es valido para m=1
(m+1)

Vamos a suponer que az(;n) = card(Si(;n)) y vamos a probar que ag»nﬂ) = Card(S;;"")

Sea S = U Si(tm), donde la unioén se hace sobre todos los ¢ tal que a;; = 1. Tenemos:
t

Card(S) = ZCard(Si(:l)) = Zaz(-:n) = Zagtm) 1= Zaz(-:n) Say = ag-nﬂ)
t t t t

entonces
Card(S) = a{™™" | (i).

¥

Para completar la demostracion del lema vamos ahora a probar que
Card(S) = Card(S"V) | (id).
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Es claro que (i) y (ii) implican el resultado del Lema A.

Sea p: S — {0:{0,1,2,....,m+ 1} — {1,2,...,n}}a aplicacion definida por
e()(s) =7(s)si0<s<myp()(m+1)=j

Afirmacion 4. ¢ es inyectiva y p(S) = Sl-(f”rl)

a) ¢ es inyectiva
Sean «,vy € S tales que p(y) = ¢(a), entonces p(7)(s) = ¢(a)(s) para 0 <
s <m+ 1 en particular, para 0 < s < m, ¥(s) = a(s) por lo tanto a =

b) (8) = 57"
Sea 6 € Sl-(;-nﬂ) entonces 6 : {0,1,...m+ 1} — {1,2,...,n} satisface 6(0) =
i,0(m+1) = j y aguyoasry = 1 para 0 < t < m. Sea v : {0,1,...m} —
{1,2,...,n} definida por v(s) = 0(s) para 0 < s < m. Si t = y(m) entonces
v E SZ-(Zn) pues ¥(0) = i,y(m) =t y ayq)ya41) = 1 para 0 <1 < m — 1 por lo
que vy €S, p(y) =0y 0 € p(9), esto implica Si(;nﬂ) C »(9).

Para probar que ¢(S) C Si(;nﬂ) cousideramos v € S'y ¢(7y). Tenemos v € Si(zn)

para algin ¢ talque a;; = 1. p(7)(i) =v(i),0 <i <my o(y)(m+1) = j.

Asi que si 0 = () entonces §(0) = ¢(7)(0) =i,0(m+1) = p(y)(m+1) =3

S'(m+1
ij

Y ag(iyoci+1) = 1 para 0 < i < m. Luego 6 € ) 1o que implica que

w(S) C Si(;n"rl). Por lo tanto Card(S) = Card(5§;1+1)) (44).
De (i), (i) obtenemos el resultado. O

Corolario 6. Sea ga = olx(a) : X(A) — X(A), entonces

, 1
htop(gA) = kli}n;.lo E log Z G’Ef)
ij

Demostracion. Consideremos los cilindros C(1),C(2),...,C(n) donde C(i) = {0 €
¥,(N),6(0) = i}. Es claro que U C(i) = ¥p(N) y entonces A = {C(1),...,C(n)}

i=1
es un cubrimiento por abiertos de ¥, (N), por lo tanto A(A) = ANX(A) = {C(1)N

Y(A),...,C(n)NX(A)} es un cubrimiento por abiertos de X(A) y

k
An(4) = \/ o9 (A(A) = {Ao o (A1) N... Mo F(Ap); Ao, Ar,..., Ay € A(A)}

=0

40



Un elemento Ag N o~ (A) N...N o *(Ay) # 0, si ocurre que hay 6 € Ay tal
que o(0) € Ay,0%(0) € As,...,0%(0) € Ay, colocando A; = C(j;) N B(A) tenemos
que 0 € C(jo) N E(A), a(f) € C(51) NX(A),...,c80) € Cjr) N E(A), es decir,
0= (jo,jl,...,jk,...), CON Ag(3)0(i+1) — 1 para 1= 0,...,/€— 1.

Por lo tanto el largo (0(0),...,0(k)) € Sj(fj)k o sea que cada elemento no vacio

AgNo (A N...Nno"%(A;) de Ai(A) define un elemento de S](f])k Haciendo la

unién sobre todos los posibles jg, jx talque S](M)k # () se tiene entonces un subcu-

brimiento numerable de X(A) de Ax(A), es decir, N(Ax(A) ZC’ard S(k))
ir
y por lo tanto N(Ax(A) Za”) Como {Ak(A);k € Ny} es una sucesion de

i,
cubrimientos refinantes, entonces

1 .1
huop(94) = Jlim +log N(Ax(4),0) = lim —log o)

Ya que podemos considerar ||A*|| = Z |a )| tenemos que
i

o L k|| _ e L k
htop(ga) = lim —log||A%[| = lim --log(r(A))
donde 7(A) es el radio espectral de A, por lo tanto tenemos el siguiente corolario.

Corolario 7. hiop(ga) = log(r(A))donde r(A) es el radio espectral de A para A una

matriz de ceros y unos, a saber r(A) = max{|A|; A es autovalor de A}

Consideremos ahora § € Per(c) N Maxs una orbita periodica maximal para el
shift de Milnor Thurston. La sucesiéon 6 puede tener un periodo terminado en 0 o

un periodo terminado en 1.

Si 6 = 6105...6,,_10 entonces (9~0 = 00 es una oOrbita periddica y es igual a
o"~1(6). En este caso la sucesion 0, = 10 = 10105 ...6,,_10 no es periddica y satis-
face o(61) = 0
Sif =60;...0,_11entoncesf; = 10 es periodica y satisface 0(9 y=0o00""(0) = 0;.

La sucesion 6y = 00 no e periodica y satisface o () = 6.

Es claro que si A(6 ﬂ o "( ) entonces A(6 ﬂ o "( Go] U [0, 6)).
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En lo que sigue Ty denotara la restriccion de T a [o(6), 8]. Escribamos los puntos de
la orbita de 6 como 01 = 0 (f) < by < ... <0 <6y < 6 <Osi1<...<6,=0.
Para el caso que 0 = 6;...60,,_10 tenemos 0~0 =05y 0~1 < @s41.Para el caso de que
0 =6...0, 11, tenemos 0, < 0y y 0; = Oy, 1.

Para el caso de que § = 6 ... 60,10 definamos I; = [01,0s], s = [02,05],...Is_1 =
[93—17 90]7 Is = [91, 08-‘,—1}7 Is+1 = [93+1a 03+2]a ceey [n—l = [en—la en]

Para el caso de que § = 0 ... 60,11 definamos I} = [01,0s], [z = [02,05],...[s_1 =
[95717 65]7 Is = [957 90]7 Is+1 = [917 95+2]7 ceey Infl = [anlu Gn]

Es claro que 1 UL U...UI,_; = [0, 9~0] U [0~1, 0] y entonces

n o0 oo

AO) € | T A0) = () o7 ™([62,6]) = () o "([61. 6] U [61,6]).

i=1 n=0 n=0

La aplicacién Ty es inyectiva restringida a [f1, 0] o restringida a [f1,6]. Para

n—1
cada i las intersecciones Tp(I;) N (U Ik> contienen uno o mas de los intervalos
k=1
n—1
I,...I,_1. Siocurre que I; C Ty(I;) N (U Ik>, entonces colocaremos una flecha
k=1

de I; a I;.

Sea G(0) el grafico resultante y M (6) la respectiva matriz de incidencia. Es claro
que M (0) es una matriz de ceros y unos.
Para cada a € X(M(f)) tenemos que mq(iya(i+1) = 1 para i € Ng. Esto quie-
re decir que In1y C T(Ia0)); laz) € T(Ia1))s - - - Lage+1) € T(Ia))- En particu-
lar, la sucesion de intervalos encajados I (o), La(0) N Tfl(la(l)), INOIR T’l(Ia(l)) N
T 2(In2))s -+ La@NT (Iaa))N. . .0TF(I4(1)) es decreciente (recordar que|T”| >
1) y su interseccion es un tnico punto z(a) € A(f). No es dificil verificar que la asig-

nacion o — z(«) es biyectiva y tenemos

Lema 9. hy,(Tp) = logr(M(6))
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1.6. Un resultado de BGMY para la estimacién por
bajo de la entropia topolégica de una aplicacién

continua

En esta seccion seguiremos parte del trabajo Periodic points and topological en-
tropy de L. Block - J. Guckenheimer - M. Misiurewicz y L. S. Young que fue publicado
en el Lecture Notes in Mathematics N° 819, en donde hacen una estimacién minima
del valor de la entropia topologica de una aplicaciéon continua del intervalo sabiendo
que esta aplicacion posee puntos periodicos de periodo ny y ns.

Sea I C Run intervaloy f: I — R una aplicacion continua. Sea A = {1, Io, ..., I}
una particién de I en subintervalos tales que I; UI; U---U Iy = I con la propiedad

de que si @ # j, entonces I; N I; consiste en a lo més un punto.

Definicién 15. 1. Diremos que un intervalo I f cubre J si existe subintervalo
K C I tal que f(K)=J.

2. Diremos que I f cubre n-veces a J si existen subintervalos K1, Ko, ..., K, con
interiores disjuntos, tales que f(K;)=J,i=1,...,n
Definicién 16. Un A-grafo para f es un gréafico orientado con vértices I,...,Isy

tal que si I; f cubre I;; n pero no (n+ 1)-veces, entonces hay n y no (n + 1)-flechas
desde I; a I;.

Ejemplo. Consideremos f: I — I como en la figura. En este caso el A-grafo es:

[

A

L L, I

Tenemos los siguientes resultados.

Lema 10. Si I, J, K son intervalos tales que I f-cubre J y K C J, entonces I
f-cubre K.
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Demostracion. Como f(I) D J D K, entonces f(I) D K y hay intervalo L C I tal
que f(L) =K. O

Corolario 8. 5i f: I - R y K C R es un intervalo tal que f(I) D K, entonces I
f-cubre K.

Demostracion. En efecto, f(I) = J es un intervalo que satisface J D K. O

Observaciones

1) Si hay una flecha de I; a I; en el A-grafico de f lo denotaremos I; EN I; o

simplemente I; — I; si el contexto es claro.

2) Un loop en el A-grafico de f es un camino I,, — I,, — -+ — I,, — I, que se

presenta en el A-grafo de f con I, # I, sii # 0.

Lema 11. Si Jy — J; — -+ — J_1 — Jy es un loop en el A-grifico de f, entonces
existe un punto x de I tal que f™(z) =z y fi(z) € J; parai=1,2,...,n— 1.

Esta es una consecuencia del teorema del punto fijo para aplicaciones continuas
del intervalo.

Asociemos al grafico G(A), A = {I1,...,I,} una matriz s x s M = (m;;) tal
que m;; =n° de flechas de I; a I;. Notamos que los coeficientes de la matriz M son
enteros no negativos.

En lo que sigue r(M) denotara el radio espectral de la matriz M, a saber: r(M) =
méx {|A|; A es autovalor de M}

Observaciones

3) El A-grafo asociado a la aplicaciéon es Iy — Iy y luego mi; = 0, mia = 1,

0 1
M = .

Esta matriz tiene como tnico autovalor A = 0, o sea que su radio espectral es 0.

mao1 = mao = 0. O sea

I

I

I I
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4) Si ocurre que cada m;; > 0, entonces la matriz M es irreductible (ver apén-

dice C de la Teoria de Perron-Frobenuis) y entonces r(M) > méx m; > 1

1<i<n
s log(r(M)) > 0.

5) Si ocurre que para cada ij existe g tal que ml(?)

r(M) = lim (|[M™|)'/", se tiene r(M) > 1.

> 0 entonces, y puesto que

Definicién 17. La entropia del grifico G(A) = G, h(G), se define como log(r(M)).
Nota. Puede ser h(G) = —oo =: log0.

Sea f: I — R una funcion. Consideraremos la entropia topologica de f como la

entropia de la restricciéon de f al conjunto
Ap=()f"UI)={zel;f"(x) €I VneN}.
n=0
Proposicion 2. Si G es el A-grdfico de f, entonces h(G) < h(f).

Demostracion. Como (M) = lfm,, . (||M™]|)}/", entonces se tiene que

1
logr(M) = lim —log(||M"|])
n—oo N

escogiendo

s
||(.'L'1,(E2, v 71'5)” = Z |‘T1‘
=1

Tenemos que

M= Im =Y my
i,J ,J



Ahora

n—1
Z m;; = n° total de caminos de longitud n en G < N (\/ f’(A))
(%] i

n—1
- Tog(r(M)) < Tim log N (\/0 fi(A)> — h(f,A) < h(f)D
i=
Definicion 18. Sea M = (m;;) una matriz n x n. Para una sucesion p = (pj);?:o de
elementos de {1,2,...,n} definamos su ancho por w(p) = H§:1 My, p,- Diremos
que p es un camino en M si w(p) # 0. En este caso el nimero k = {(p) se llamara el
largo del camino p. Un loop es un camino p = (po, p1, - .-, pr) para el cual p; # pit1,
i =0,1,....,k— 1y px = po. Una roma en M es un subconjunto R C {1,...,n}
para el cual no existe un loop fuera de R, i. e., no hay loop p = (po,...,pxr) con

{ro,p1,..- Py NR = 0.

= Dada un roma R y un camino p = (po,...,px). Diremos que el camino p es
simple respecto de la roma R si {pg,pr} C Ry {p1,---,pk_1} N R =10.

» Dada una roma R = {ry,...,ry} con r; # r; para i # j se define la matriz

AR = Ag(z) = (aij)ﬁjzl = (aij(x))ﬁjzl por
aij(z) =Y w(p)a~');
P
donde la suma es sobre todo los caminos simples que se originan en r; y ter-
minan en 7;.

Ejemplo. Consideremos la siguiente aplicacion

fZIlU12U13—>I:[O,1]

I I, I3
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Su A-grafo es: La matriz asociada es

L

Il
- o o
oS = O
O =

Una roma para M es R = {2,3}. En efecto, no hay un loop que empiece en I; y
termine en I7, que no pase por R.

Vamos a calcular Ag(z).

= p = (2,2) hay una flecha que se inicia en I5 y termina en I .. éste p satisface

maoz = 1y w(p) = 1. De aqui ag(z) = x71.

= p = (2,3) hay un camino simple que parte en I y termina en I3. Este p

satisface maz = 1y w(p) = 15 agz = 71

= p = (3,2). No hay un camino que parta en I3 y termine en Iy ", mg3y =0y
a32(£L') =0.

= Caminos que partan en I3 y terminen en I3. p = (3,1, 3) y no hay mas w(p) =
myz = 15 azz(x) = 1- 272 pues I(p) = 2(p = (po, p1,p2) = (3,1,3)) asi que la
matriz Ar(z) asociada a la roma R = {2,3} es

Ejemplo. Consideremos la siguiente funcién

f:]1UIQU13UI4UI5UIG*>I:[0,1]
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I, I I3 Iy Is

La matriz asociada es

Si consideramos R = {2,4} vemos que no hay ningtn loop fuera de R. En efecto,
si un camino cerrado p empieza en I, entonces necesariamente sigue a Iy (I; — Iy)
(intersecta a la roma). Si empieza en Is — I — I} — I (intersecta la roma).

Si empieza en Is — I (intersecta la roma). Si empieza en Is — I; — I (inter-

Is

= O O O O© O

SO = O O O O

S O = O O O

El A-grafo es:

8

O O = O O =
S O = O = O
S O O = = O

secta la roma) -, R = {2,4} es una roma del A-grafo de f.

Calculemos ahora su Ag(z) matriz.

a) caminos que empiecen en I5 y terminen en Iy y que no pasen por R en el medio:
Iy — Iy — I (es una que cumple) Iy — Ig — I} — Iy — I5 — I5 es un camino
cerrado pero pasa por la roma ... p = (2,5,2); w(p) =1, 1(p) =2y a(x) = 7=

b) Caminos que empiecen en I y terminen en Iy y que no pasa por R en el medio

Iy — Is — I — I (es uno que cumple) y no hay méas ... p = (2,6, 1,4), w(p) = 1,

I(p) =3, ags(x) = 273,

¢) Caminos que empiecen en I, terminen en I y que no pasen por R en el medio:

Iy — Is — I (es uno que cumple) y no hay méas p = (4,5,2), w(p) =1, I(p) = 2,

age(z) = 272,
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d) Caminos que empiecen en Iy, termina en Iy y que no pasa por R en el medio:
I, — I (es uno que cumple): Iy — I3 — Is — I} — I4 es otro que cumple y
no hay més: p = (4,4); w(p) =1, l(p) = 1; p = (4,3,6,1,4), w(p) =1, l(p) = 4,

agp(z) =1+ o4
A =2 23
o\ et

La matriz Ar(z) cumplird un rol fundamental en el célculo de h(G). En lo que

sigue, IV denotar4 la matriz identidad del largo apropiado.

Teorema 7. Dada una matriz M = (m;;)}';_; y una roma R = {r1,..., 74} (donde
ri £ 1r; sii# j) para M. Se cumple que el polinomio caracteristico de M, py(x) =
det(M — xE) es igual a (—1)""*a" det(Ag(z) — E).

Demostracion. Suponemos primero que R = {1,2,3,...,n}. En este caso los cami-
nos posibles que parten en 1 y terminan en 1 = (1,1); que parten en 1 y terminan
en 2 = (1,2), ..., que parten en ¢ y terminan en j = (i,5). Luego, si p = (4,j),
w(p) =m4; y Up) =1 . aij(z) = myz™*

(—1)" k2" det(Ar(z) — E) = 2™ det(mjz~" —e;5) =
= 2" det(x " (myj — wei;)) = 2™ -z~ " det(mi; — zey;) =

=det(M — zF)

Observamos que si.S C {1,...,n} contiene una roma R, entonces S es en si misma
una roma. Asi que usaremos induccion en la cardinalidad de la roma disminuyendo
la cardinalidad de la roma, en uno a cada paso.

En estas condiciones vamos a probar lo siguiente: suponemos que
S = {81,82,...,8q}

es una roma (con s; # s; para i # j), so € Sy T = {so} U S es una roma para la
que vale el resultado. Esto es (—1)"~(@*Yg" det(Ar(z) — E) = det(M — zE).

Entonces, si probamos que
det(Ag(z) — E) = —det(Arp(z) — E), (1.16)
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tendremos

(—1)" %" det(Ag(z) — E) = (—=1)" @Dz det(Ap(z) — E) =
=det(M — zE),

como afirma el resultado. Vamos entonces a probar (1.16). Suponemos que Ag(z) —
E = (bij)} j1, Ar(x) — E = (cij){ j—o. Como S es un roma debe ser que ajy(z) =0
(caso contrario habria un camino cerrado fuera de S) .". ¢oo = —1.

Consideremos vértices I, I, . .., I,, asociados a la matriz M. Sea G el respectivo
grafico de incidencias. Veamos la relacion entre (bi;){ ;_, v (cij)] j—o- Especificamen-
te, consideremos b;;. Como I, no es vértice de la roma S, entonces para obtener
bi; debemos considerar c;;. O sea, si hay un camino en 1" que va de I; a I; debe
considerarse en S. También por cada camino que parte de I; y llega a Iy, y por
cada camino que parte de I, y llega a I;. Esto es: bj; = ¢;; + ¢io - co; (la verdad
aj; = al +aly - af;).

Consideremos la matriz D; obtenida de (c¢;;) multiplicando la columna 0 por cy;

y suméndola a la columna 1. Se tiene

Coo 0 Co2 ... Coq

C10 €11 +Ci0-Co1 Ci12 C1q
D; =

Cq0 Ciq + Cq0 - Co1  Cq2 - -- Cqq

Consideramos la matriz Dy obtenida de D; multiplicando la columna 0 por cgo

y sumandola a la columna 2. Tenemos:

Coo 0 0 coz ... Cogq
D, — |0 +cio-co1 Ci2+cCip-Co2 €13 ... Cig
g =
Cq0 Cig+Cq0 Co1 Cq2+Cq0 Co2 Cq3 --- Cqq
Sucesivamente para ¢ = 3, ..., q obtenemos D; de D;_1 multiplicando la columna

0 por cp; y suméndola a la columna 7. Finalmente

Coo 0 0 . 0
D — €10 c11+cip-c1 ci2+cioco2 ... Cig+cio-clq
=
Cq0 Ciq + Cq0 " Co1  Cq¢2 + Cq0 " Co2 .- Cqq + Cq0 * Cogq
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O sea que:

-1 0 0 0
D. = cio b1 bio b14
.=
Cq0 blq ...... bqq
oo det Dy = —det(b;;) = —det(As(z) — E). Como Dy ~ Dy ~ --- ~ Dy y
Dy ~ (Ar(z) — E), entonces det(Ap(z) — E) =det Dy =det Dy = --- =det D, =

—det(Ag(z) — E), como anunciado. Esto concluye la demostracion del Teorema. O

Corolario 9. Si ocurre que el grifico G tiene una roma de un inico vértice, entonces
el polinomio caracteristico de M es (—1)" 12" p(z) donde

p(z) = Z(mlmero de loops simple de longitud n)z™" — 1

Vamos ahora a calcular la entropia de algunos grafos.

Por ejemplo, consideremos el siguiente grafico y su matriz de incidencias.

1 1.0 .......... 0 0
001 0 ...... 0 0
0 0 010 0 0
M:
00 0 0 ...... 0 1
101 0 ...... 1 0
Para este grafico una roma es R = {1,n — 1}.
ari(z) =271, a1 =2~ ("2
(1,1) (1,2,3,4,...,n— 1)
an-11 =21, an-in-1=2 2+ +27 04 4273
((n—=1),1) m-=1,n—2n-1),(n—1,n—4,n—-3,n—2,n—1),

(n—1,n—6,n—5n—4,n—3,n—2)
(n—1,3,4,5,6,...,n— 1)
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-1 _ —(n—2)
o det(Ag(@) —B) = [ 1 .

A SRR A Al |
et (1 —2) z=(n=2) B
B R O
711 - 2) z~= (=2 o )
= —(n—3) _ 1 — x*(’ﬂ*?}) -1 —
-1 ¥ _ -1 ro Ty
’ v z72 -1 ! ! 1—a?
—-(n=3) _1q
— gzt r ~(n—1) _
=z (l—x)(ﬁ_l)_ag( —
—(n—3
A — . —z g1 gD
1+
—(n—2) _ ,.—1
_ ne1 [ x _ (e
2"V det(Ap(a) ~ 1) = x 1(1+—x_x RANEE 1))

:337:1:"’2 _$n72+xn71_1:xfx"’Z733”*2+x”71717x”*1+x"71
1+z 1+z
et =222 -1
14z

.. la entropia del grafico es el logaritmo de la mayor raiz real de " — 22" "2 — 1 =
pn().

Notemos que: p(1) = =2, p/(2) = na" 1 —2(n —2)2" 2, p'(1) =n—-2(n—2) =
n—2n+4=4—n,p2)=2"-2""1—-1=2""1(2-1)~1>0,n> 1. Por lo tanto
hay una raiz de p,(z) esté entre 1y 2. Para x > 2 se cumple p(x) > p(2).

Observacion 3. Consideremos la siguiente aplicacion f cuyo A-grafo en la parti-
cion {Il, Ig, e ,In}
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N
[ —
[ — ]

/
s
L

L I, Is -+ Inal, In_o"

En este caso R = {n} es una roma

ann(x) = (E_l +(E_2+(E_3+---—|—(E_n
(n’n)’(n’n_17”)7(n3n_27n_17”)3(”7”—3,n—2,n—17771)7«..

o.(ny1,2,...,n—1,n)

Por lo tanto el polinomio caracteristico asociado a la matriz de incidencias

0 0
0 0
M=1...............
0 ...... 0 1
11 ..., 1

€s
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Capitulo 2

Calculo de la entropia de
algunas orbitas periodicas

maximales en el mundo de
Milnor-Thurston

Sea o: ¥y — Y5 la aplicaciéon de shift con el orden de Milnor-Thurston. Sea
0 € Per(o) una orbita periddica maximal de periodo n. En este caso tenemos § =
méx {o%(0),i € No} y () = min {o?(#),i € Ng}. Ordenamos las iteraciones de 6

de la siguiente forma:
01 :U(Q) <6y < ,Sek <9k+1 SSGHZH

donde
0, = max {91,91 S 20}, 9k+1 = min {93';9]‘ S Zl}

Sea fp =00 € Yoy 0, =10 €%y
Lema 12. Para cada 0 € max, vale 0, < 0y < 61 < 011

Demostracion. = Supongamos que:

0 =10505...0,_10 = (10205 ...0,,_1010205...0,_10105...)
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En este caso

00 = (016405 ...6, 1016205 .. .6, 10165 ...6,_101...) =
=016205...0, 1 =0""1(0) .0 =0, =0c""1(6).

= Supongamos que:
0 =10503...0,_11 = (160205...0,,_11105...60,,_11105...)
En este caso

10 = (1105 ...0,-11105...0,, 11105 ...0,111...) =11605...0,,_1 =
=" Y0) .0 =0k =0""H(H)O
= Para el caso de que:
0=160,...0,_10
entonces
6, =116,...6,_10 =16

no hace parte de la 6rbita de 6 y claramente 6o < 6,

En este caso 0; < 0k1+1 ya que si ocurriera 011 < 0~1, entonces o(f41) >
0(51) = 0 contradiciendo el hecho que 6 es maximal. Por lo tanto, debe ocurrir
que 0, = 9~0 < él < 9k+1~

= Para el caso de que:
0=1605...60,_11
entonces
0o =016 ...0,_11
no hace parte de la érbita de 6.

En este caso debe ocurrir que 0 < b ya que si ocurriese que 6o < 0., entonces
0(fp) = 6 < o(61) que es un elemento de la 6rbita de 6, contadiciendo el hecho que
f es maximal. Por lo tanto, debe ocurrir 6, < 0~0 <6, = Ok11-

Concluimos entonces lo siguiente:
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Corolario 10. a) Si 0 =165...0,,_10, entonces 6; = 0y = o 1(0) < 0, < Ort1

b) Si0=105...0,_11, entonces ) < 0y < 6, = Orr1 = o™ 1(0).

2.1. Adaptacién del resultado de BGMY para nues-

tro caso

En esta seccién establecemos un resultado que es consecuencia de lo desarrollado
en la seccion dedicada al resultado de Block-Guckenheimer-Misiurewicz y Young.
Sea # € maxs una orbita periddica maximal, en el mundo de Milnor Thuston, de
periodo n. Suponemos 6 = 6,, , 61 = o (1) y los iterados o(6), . ..,c" " 1(#) ordenados
como b <0y < ... <0 <041 <...<0, =0 donde 0, = méx {c'(0); 0% (F) € Xp}
y 0541 =min {c?(0);0(0) € X1 }.

1. Si ocurre que 6 = 165...6,_10, entonces 6, = o"~1(0) y 0, = 1165 ...60,,_10
satisfacen éo =0, <6, < Os11<...<0=20,.

2. Si ocurre que 6 = 165...60,_11, entonces 6511 = 6, = o () y Oy =
016 ...0,_11 satisfacen 0, < Gy < 0511 = 0, = o O <...<0,=0.

Nos referiremos al caso 1 como el primer caso y al caso 2 como el segundo caso.

En el primer caso consideraremos I1 = [01(0),0s], I = [02,05], ..., Is;—1 =
051,05 = 0o), Iy = [01,0511), -, In1 = [n_1,06]

En el segundo caso, consideramos I; = [0(60),0s], I = [02,05], ..., Is—1 =
051,05, Is = [05,00), Is11 = [01 = Os11,0542), -+ In—1 = [0—1,0].

En el primer caso, consideramos la restriccion de o a

o= (Vo (06,6, = bo] U [01,0])
n=0
y en el segundo caso consideramos la restricciéon de o a
No=[)o" ([0(9),%] U[fysr = él,o}) .
n=0

En ambos casos consideramos a G como el A-grafo de o restringido a
{Ag ﬂfl,Ag ﬂfg,...,Ag ﬂfnfl}.
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Proposicion 3. h(o|s,) = h(G).

Demostracion. La desigualdad h(G) < h (o]a,) ya fue probada en la seccion dedica-
da al resultado de Block, Guckenheiner, Misiurewicz y Young.
La demostracion de la otra desigualdad se obtiene de manera similar a como fue

probado el Teorema 6 en el capitulo 1. O

Una consecuencia de este resultado es la siguiente. Sea T': [0, zo] U [21,1] — [0, 1]
el shift de Milnor-Thurston y

0)= () Tz (o(8)), I (O))),
n=0

donde It: Ar(f) — X2 es el itinerario.

En el primer caso denotamos por
I (0) = [17'(a(0)), Iz (02)] . I3 (0) = [I3"(02), 17" (63)] .-
I24(0) = |11 (0s0), I (80) = 17 (04) | 17(6) = [ 17" (0) 17 (esm}
L1 (0) = [I7'(00-1), 171 (0)] -
En el segundo caso denotamos por
') = [Iz'(o ( ): 171 (6:)] -
17.,(0) = [I7(0s1), I (65)] , 17(6) = ITl 10|,
I54(60) = 17 (00) = 17 (6.4, 17 (6 s+2>] ,
Ly_1(0) = [I7'(0n-1), I71(0)] -

En el primer caso consideramos la restricciéon de T a:
0)= 17 ([17"(0®). 171600 U |17 (01). 17 0)])
n=0

y en el segundo caso, la restriccion de T a:

= N7 (100, 5760 U (17 0. 174 0))).
n=0

Corolario 11. hyop, (T|A7(0)) = h(G) donde G es el A-grafo de T restringido a
Ar(0) NI (0), Ar(0) N (0), - ., Az(6) 0 I _1(6).
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Demostracion. Es una consecuencia del resultado anterior y del resultado de Bowen

aplicado al itinerario. O

Este ultimo corolario nos entrega un algoritmo simple para el calculo de hyop(0) =

hiop (0|a,) para cada § € méxs NPer(o).

99



2.2. Sobre la combinatoria y la entropia de las 6rbi-
tas que doblan periodo(trabajo original en con-

junto con Eric Inda)

Sabemos que el shift de Milnor-Thurston es representado por la aplicacion T': [0,1] —

[0,1] como definida en la siguiente figura:

Sea Hi1,10: Y2 — X2 la aplicacién de renormalizacién que reemplaza el 0 con 11
y el 1 en 10. Por ejemplo, H1;10(1) = 10, Hy110(100) = 101111, Hyy 10(10) = 1011,
Hi110(1011) = 10111010.

Es claro que si g = 1 entonces inf {6;0 € Per(c) Nméaxy} =
concluir que: 1 < Hyy10(1) < Hf) 19(1) < ... < limy, oo HYj 1o(1) = 10111010. ..

Observamos que H{y 15(1) es una orbita periodica de periodo 2". Consideramos
Oon = HY 19(1) y A(020) = 2o o " ([0(62n), 02])

1 y no es dificil

m Paran =0, 00 =1y A(l) = {1}, por lo tanto h.p(1) =0

= Paran =1, §; = 10 y A(10) = {01,110,1110,11110,...,1™10,1,10;n € N}
htop(l_O) = 0.

En general A(f2-) es un conjunto numerable y hyop(62n) = 0.
Esto puede verse a través de T
En efecto, consideremos [0(fan ), 02n] y la restriccion de T a [o(02n), Oan], n > 1.

Ejemplos

1) Para 6 = 10 la restriccion T'[[g1 19] es:
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Aqui se ve claramente que hy,(10) = 0 y el conjunto A(fz) = A(10) es como

senalado.

2) Para 0 = 1011 la restriccion T'[jp111,1011] €

{ I, I3

0111 01011 1101 1110 1011

Si llamamos I; = [0111,01011], I, = [1101,1110], I5 = [1110,1011], entonces,
asociado a T'|jg111,1011] tenemos el siguiente A-grafo,

que tiene la siguiente matriz de inciden-

e cias:

Mz2—1) =

—_= O O
o = O
S = =
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que tiene como roma a R = {1,2}

Su matriz Ag = (a;;), viene dada por:

ain(z) =272, ap(z)=0
as1(z) =272, agp(z)=a"
(=13 223 det(Ag(x) — )= —2*(@ 3 —ax 2~ 1) =
=422 +r-1=—-(1-2)1-2)
cuya raiz real mayor es z = 1. Por lo tanto, hp(G) = 0 que coincide con
haop(1011).

3) Para 6 = 10111010 la restriccion de 7" a [01110101,10111010] es:

cuyo A-grafo es:

0, 62 05 10 04 65 05 07 0

y cuya matriz de incidencia es:

Mzs—1) =

_ O O Ol O O
O = O OO0 O O
SO O = OO0 © O
O O O =R|O O O
SO O O =IO O =
O O O =IO = O
O O O OoOl= = O




Una roma para el A-grafo es R = {1,2,4} (esto se verifica tomando i ¢ R
i€{1,2,3,4,5,6,7}) y viendo si hay un camino que parte en i y regresa a i que

no pase por R, cosa que no ocurre)
Calculamos la Ar matriz.
— 4 _ _
a1 = ai2=0 ayu=0

ag1 = 1'_2 a29 = £L'_2 agy — 0

apn =2 ap=2?% ayu=a"

x4 -1 0 0
det(Ag(x)—1I)=| 272 272-1 0 =
x4 x 2 z -1

=@t -2 -)a ' -)=0" -2~ 2 -1

(=) 32" det(Ap(x) —I) =1 - —2® + 2% —2* +2° + 2% — 27

= (2" —ab — 2P f ot — P a4 —1).

Si denotamos por p,(z) al polinomio caracteristico de fzn. Tenemos

p3(x) = 2'pa(x) — pa(2) = (a* — Dpa(z) = —(1 — 2*)pa(a)
sops(1) =1-pa(1) = p2(1) =0

. A =1 es el radio espectral, y
oo log A =0 = hiop(023).

4) Sea 631 = Hi1,10(63) = Hi1,10(10111010) = 1011101010111011.

Escribamos a; = o(624), az = o(ay), ag = o(ag),..., a1 = o(ays) = O4. Tene-

meos:
a1 <ag<azg<as <ay<as <arp <az<ag<
<apg<apy<a <ag <ag <ag < aig.-

La restriccion de T[4, 4,,) Se Ve como en la siguiente figura:
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I3

1y

I5

Ig

17

Ig

Iy

I

111

1o

I3

Iy

I

as
a13

ag

ai

A-grafo es :
cuyo

ar

aii
ais

64
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n /
/ \ fr
Iy T2

IQ 18

Iy

I

— )

Is

Cuya matriz de incidencias es:
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0 0 0O

1

1 10

1

11100 00

0 000O0OO0OTO0ODTO0O|1L 0O0O0O0O0OO0
0 000OO0OO0OO0OTO0D|]01 0O0O0TO0OTGO0

0 000 0 O0OO0OTU OO0 O

0 000O0OO0OTO0OTO 0|0 O0O01

0 0O00OO0OO0OO0OTO0O|0O0O0O0O0OTQ 01

0 0000 O0O0OO0OI0 O0O0O0OT 01

0 000O0OO0OO0OO0O0O0O0OO0OT1T®O0OT®O

1
0 000O0OO0OT1TO0I00O0O0OGO0®O0OT®O
0 000O0O1O0O0I0O0O0OO0OGO0O0O®O
00001 O0O0OO0O0O0O0OO0OTO0TO OO
0001 0O0O0O0]0O0O0OO0O0CO0OO0
0 01 00O0OO0OTO0}]0O0O0OOO0OO0OTGO0
01000O0OO0OOOOOOGO®OT®O

0 000 O0O01
1

0 0000 O0O0O0O0O0O0OO0OQO0OT@®O

Mga_)

—
S~

i
= .
_ e
e 2
al o X
= -

2]
- g
T e

O(23_1)x23

{1,2,4,8} cuyo Ap-matriz es :

Una roma para este A-grafo es R
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8

a1 =z~ a2 =0 a4 =0 a1z =0
ag = a4 ass =271 axu =0 azg =0
a4 = z 6 g9 = x~2 g4 = x 2 ass =0
ag; =z 8 + ot aga = x4 ags = x4 agg =t
x 8 -1 0 0 0
x4 x4 -1 0 0
Ap(z) = I = -6 —2 2
T T z -1 0
x 8 42274 x4 x4 |

o det(Ag(z) — I) = (z

(71)1574'%15('%78 o

SonEt - DE - e - )

D =)@~ — 1)

=—(1-2%)(1 -1 -2*)(1~2) = ~(1-2*) ps(2)

. pa(1) =0 asi

que

hiop(021) = 0 = hyop(G)

Por lo tanto, coincide con la entropia topologica del gréafico asociado.

Veamos, como una manera de encaminarnos a la féormula general para obtener

pn(x), €l caso n = 5.

En este caso 05 = Hy1110(1011101010111011) =
=10111010101110111011101010111010 = @

En la figura siguiente, ordenamos las iteraciones 6, o(), ..., 03}(6) y colocamos

su A-grafo.
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I>s —_— Ii7
15
y su matriz de incidencias es
O(24—1)x24 Maa_yy
LI | 111100000000000
MQS,l ==
1
1 O@2e—1)x(21-1)

Esta A-grafo, tiene como roma a R = {1,2,4,8,16} cuya Ag-matriz es:
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ayg =z 10 a2 =0 a14 =0 aig =10 ar16 =0
asg =78 ags =278 axy =0 azg =0 az16 =0
ag =z 12 app=2"" ay=2"" aig=0  as16=0
agy = 206 4 14 ago = x~ 6 agqy = x4 agg = x~ 1 ag1e =0
ajp1 = * aje2 = * a164 = * aigg = * al<316=96‘_1
Tenemos entonces que:
x 16 -1 0 0 0 0
x~8 x 8 -1 0 0 0
Agp(z) -1 = 212 [ S | 0 0
2070 4 x4 z =6 x4 z72 -1 0
* * * * -1

Sodet(Ap(x) =D = (7 )@@ 8-t - )@ -1 (=" -1)
(=D det(Ap(z) — 1) = (1 —2'9)(1 - 2%)(1 —2H(1 — 21 —2) =
ps(@) = —(1 = 2 %)pa(w) = (1 — 2*)pa().

De aqui ps(z) =0y A =1 es el radio espectral de M. Por lo tanto,

log(A) = 0 = hyop(625)

Observacion 4. Consideremos 6 = 632 = 1011, 095 = Hy110(6) = 10111010,
094 = Hi1,10(f93) = 1011101010111011

095 = Hyq10(f24) = 10111010101110111011101010111010

y en general O30 = Hyy 10(03n—1) = H"2(0).

Vamos a establecer un algoritmo para el ordenamiento de los iterados de Oon+1 a

partir del ordenamiento de Oon, n > 2

@ los iterados de 02 = 0 estdn ordenados asi o(0) < 00 < 03(0) <1 < o2(f) <
que lo identificaremos con (1,00;3,1,2;0)

69



@ los iterados de 093 = 0 estdn ordenados asi:
o(0) <a®B) <a"(0) <10 < a3(0) <1< %) <o%(0) <o*(h) <0
que lo identificaremos con (1,5,7;16;3,1,2;6,4;0)
@ los iterados de 0514 = 0 estdn ordenados asi:
a(0) < 6°(0) < 0'3(0) < o®(0) < o (0) <00 < 6(0) < o™ (0) < o3(h) <1
< o?(0) < a'(0) < o'(0) < 05(0) < 0*(0) < o'2(0) < o®(0) < 0
que lo identificaremos con (1;9,13;5,7;00;15,11;3,1,2;10, 14;6,4; 12,8;0)
@ los iterados de O35 = 0 estdn ordenados asi:
o) <o <o¥ <o <aB <P <o <o’ <o <P <ot <10<
<o <ol <o <o <o?<l<o?<o® <o <o <o <o’ <
0?2 <ol <ot<oP<o® << <o <ol <h
que lo identificaremos con
(1;17,25;9,13: 29, 21; 5, 7; 23, 31; 10; 15, 11; 27, 19;
3,1,2: 18, 26; 10, 14; 30, 22, 6, 4; 20, 28; 12, 8; 24, 16, 0)
@ los iterados de 056 = 0 estdn ordenados asi:
ol <P <o <ol <o <o <ot <o <ol <o <o <0 <o <
08 <o <o’ <o"<o¥ <P <P <o <00<0B <ot <o <ol <
<0’43<U59<0'27<0'19<U51 <U350'3<l<0’2<0'34<0'50<018<026<
<o <o << <o <o <o << <o® <o <ot<
< o0 << o2 < o0 < o2 < % < ot < ol? < o8 < o*0 <
<o <o <ol® <o <o <h

que lo identificaremos con:

(1;33,49;17,25; 57,419, 13; 45, 61; 29, 21; 53, 37; 5, 7; 39, 55;
23,31;00; 63,47; 15, 11; 43, 59; 27, 19; 51, 35; 3, 1, 2; 34, 50;
18,26; 58,42; 10, 14, 46, 62; 30, 22; 54, 38; 6, 4; 36, 52; 20, 28;

60, 44; 12, 8; 40, 56; 24, 16; 48, 32; 0)
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Antes de proseguir: en cada paso tenemos una cantidad, 0(n), de elementos
de la orbita de 6 que empiezan con 0 y una cantidad, 1(n), de elementos de la orbita

que empiezan con 1. Estas dos cantidades satisfacen la relaciéon béasica:
0(n) +1(n) =2"

Tenemos, por ejemplo:

0(2) =1, 1(2) = 3; 0(3) =3, 1(3) = 5;0(4) = 5,
1(4) = 11; 0(5) = 11; 1(5) = 21; 0(6) = 21; 1(6) = 43;

y asi, sucesivamente.

Para 0(n + 1), tenemos: 0(n + 1) = 1(n). En efecto, ordenemos los elementos de
0 = 02n.

0 <02 <...<0bppn) <00 <10 <Opnyr1 <...<bon =0

al hacer la renormalizacion 6; = Hiq10(6;) vemos que 6; comienzan con dos 1’s

para 1 < 4 < 0(n) y que comienza con 10 si 0(n) + 1 < ¢ < 2. Asi que cada

oHi110(0;) = 0(6;) empieza con 0 si f(n)+1 <4 < 2". Cada uno de estos elementos
esta en la orbita de f = Hyp 10(f2n) = Banir. AsiO(n+1) = 1(n). (como se comprueba
paran = 2,3,4,5,6).

Tenemos entonces:

I(n+1)=2""—0(n+1)=2"" ~1(n) =2"" - 2" 4 0(n) =
="t 2" 4 i(n—1)=2""t —2" 42" —O(n—1)
1) =2t —on g2l _1(n—2) =
=ortl _gn g on=l_9on=2 4 g(p —2) =
ontl _gn gn=l _9on=2 4 q(p — 3)
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Vamos a suponer que n = 2k

1(2k) = 2%k —92k=1 1 92k=2_92k=3 4 1(9k —4), k>3
— 22k o 22]@71 4 22]672 o 22]673 R 24 o 23 4 1(2) —
— (22k+22k72++24)_(22k71+22k73+._'_23)_"_3
_ 24(1 + 22 4 (22)2 N (22)k—2)_
—23(1 4224+ + (252 +3
( 2)k—1
=28(1+22 4+ + (292 +3=23 s T3

8
1(2k) = §(22<’H> —1)+3| k>3

Por ejemplo,

k:3:>1(6):§(15)+3=43

Vamos a suponer que n = 2k + 1

1(2k + 1) = 221 92k 4 92k=1_ 92k=2 4 1(9k — 3)
— 22k+1 _ 22k + 22]{,‘71 _ 22]{:72 + . + 25 _ 24 _|_ 1(3)
1(2k + 1) — 22k+1 + 22k—1 + 22k—3 + .. + 25 _ (22k + 22k—2 + . + 24) + 1(3)
=25(2%k—4 9273 L 28 Ly 20 (2% 1 1) 1 1(3)
2%)k-1 1 16
p@) T 1 5 16y g
Por ejemplo: para k = 2

1
1(5) = ;(22—1)+5:21

12k +1) = 2—6((22)’6—1 145

Vamos ahora a trabajar el caso n = 7, con el intuito de establecer la forma del

caso general.

Tenemos 16 16
—(2H?* -1 +5= 5 15+5=85

1(7) = 5
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O sea, hay 85 elementos de la orbita de 6 = 07 que empiezan con 1. De estos hay
0(6) = 1(5) = 21 que estén entre 16 y 1 y entonces hay 85 — 21 = 64 = 25 que estan
entre 1 y 67. Tenemos que 0(7) = 1(6) = 5(2%2 —1)+3 = 43, i.e., hay 43 elementos
de la 6rbita que empiezan con 0.

Como n = 7 es impar, entonces 00 es un elemento de la orbita y 16 no lo es.

Para ordenar los iterados de 6, tenemos que o(#) < o?(f) < @ para cada 0 < i <
127.

a2(0) es el primer elemento de la érbita de la derecha de 1.

o3(0) es el primer elemento de la 6rbita a la izquierda de 1.

Tenemos o' (0) < o'27(0) =00 < 10 < a3(0) < 1 < o2(0) < 0.

Contando o%(0) y 6, hay 64 elementos de la érbita de 6 entre ellos. En el lugar
32, contando desde 6, esta o*(f). Esto implica que en el lugar 32, contando desde
ol(0) esta 0°(0). El iterado 0%(6) es colindante, a la izquierda de o(0) y el iterado
o7(0) es colindante, a la derecha de o°(7).

Tenemos: 1 <5 <7< 127=00<10<3<1<2<6<4<0.

El iterado o

El iterado o

El iterado o'°(#) esta localizado en el lugar 16, contanto desde o2(9).

8(0) esté localizado en el lugar 16, contando desde 6 .
9(0) esta localizado en el lugar 16, contando desde o (6).
0

El iterado o'!(f) esta localizado en el lugar 16, a la izquierda, contando desde
a3(0).

El iterado o'2(6) esté localizado en el lugar 16, a la derecha, contando desde
at(0).

El iterado o'3(#) esta localizado en el lugar 16, a la izquierda, contando desde
a(0).

El iterado o'4(f) esta localizado en el lugar 16, a la izquierda, contando desde
a®(0).

El iterado o'5(6) esté localizado en el lugar 16, a la derecha, contando desde
o7(#). Como o7 esta en el lugar 33 y 0(7) = 43, tenemos que o'5(6) esta a la derecha
de 16. Hasta ahora tenemos lo siguiente:

1<9<13<b<7<12T=00<10<15<11<3<1
<2<10<14<6<4<12<8<0.

Observamos que estos 16 iterados estan ordenados tal cual lo estaban en 6s4.

El iterado o'%(0) esta localizado en el lugar 8, a la izquierda, contando desde 6.
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El iterado o7 (6) esta localizado en el lugar 8, a la derecha, contando desde o(6).

El iterado o18(0) esta localizado en el lugar 8, a la derecha, contando desde o2 (6).

El iterado o'%(f) esta localizado en el lugar 8, a la izquierda, contando desde
a3(0).

El iterado 02%(0) esta localizado en el lugar 8, a la derecha, contando desde o4(6).

El iterado 02!(f) est4 localizado en el lugar 8, a la izquierda, contando desde
a(0).

El iterado 022(f) esta localizado en el lugar 8, a la izquierda, contando desde
a%(0).

El iterado 023(6) est4 localizado en el lugar 8, a la derecha, contando desde o7 (6).

El iterado 024(0) esta localizado en el lugar 8, a la derecha, contando desde o®(6).

5

El iterado 025(f) esta localizado en el lugar 8, a la izquierda, contando desde

a2(9).

El iterado 02(f) est4 localizado en el lugar 8, a la izquierda, contando desde
at0(0).

El iterado 027(f) est& localizado en el lugar 8, a la derecha, contando desde
atl(0).

El iterado 02%(f) esta localizado en el lugar 8, a la izquierda, contando desde
a'2(0).

El iterado 02(f) esta localizado en el lugar 8, a la derecha, contando desde
at3(0).

El iterado 03%(0) esta localizado en el lugar 8, a la derecha, contando desde
a4 (0).

El iterado 031(f) esta localizado en el lugar 8, a la izquierda, contando desde
a'5(0).

Hasta ahora tenemos lo siguiente:

1<17<25<9<13<29<21<hH<T7<23<31<12T=00<10<1b<1l<
<27T<19<3<1<2<18<26<10<14<30<22<6<4<20<28<12
<8<24<16<0

Observamos que estos 32 iterados estan ordenados tal cual estaban en 6qs.
El iterado 032(f) esta localizado en el lugar 4, a la izquierda contando desde 6.
Sucesivamente, los iterados 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 40,..., 63, estaran locali-

zados a 4 lugares de los iterados 1, 2,..., 31, a la izquierda o derecha, dependiendo
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de si el anterior preserva o invierte orientacion (contando desde el iterado).
Por ejemplo, el iterado 33 estéd localizado en el lugar 4, a la derecha, contando
desde o!(#). Esto porque en el trecho [032(6), 0] la aplicacién T invierte orientacion.
Resumiendo, tenemos lo siguiente:

1<33<49<17<25<d7T <41 <9<13<45<61<29<21<B3<
37T<H<7<39<b5<23<3l<00=127T<10<63<47<15<11<43<
<HhYI<C27T<19<H1<35<3<1<2<3M<hl<cI8<26<b8<42<10<
<14<46<62<30<22<H4<38<6<4<36<52<20<28<60<44<
<12<8<40<56<24<16<48<32<0.

El iterado 0%4(0) esta localizado en el lugar 2, a la izquierda, contando desde 6.
O sea 04(0) es colindante a 6.

Sucesivamente, los iterados 65, 66, 67,..., 127, estaran colindantes a los iterados

1,2, 3,..., 63, ala derecha o a la izquierda, dependiendo de si el anterior preserva
o invierte orientacion.

Por ejemplo, el iterado 65 sera colindante con el iterado 1 esto porque en el trecho
[064(0), 6] la aplicacion T invierte orientacion.

Resumiendo, tenemos lo siguiente:

1 <60 <97 <33 <49 <113 <81 <17<25<89 <121 <57 <41 <105<
T3<9<I3I<CTI <109 <45 <61 <125 <93 <29<21 <8 <1II7T<H3<CITL
101 <69 <H <7< 71 <103 <39<b5<119<87T <23 <3l <95«
127=00 <10 <63 <47< 111 <79<15 <11 <75 <107 <43 <59 <123 <
91 <27 <19<83 <115 <dl <35 <99<67T<3I<1<2<66<98<
34 <0< 114 <82 <I8<C26<90<122 <58 <42 <106 <74<10<14
<78 <110 <46 <62 <126 <94 <30<22<86 <118 <dH4<38<
102 <70 <6 <4 <68 <100<36<52<114<84<20<28<92<
124 <60 <44 <108 <74 <12 <8 <72 <40 <56 <120 <
88 <24 <16<112<48<32<96<64<4.

Vamos ahora a hacer el A-grafo asociado a la aplicacion T'j5s),e) vy para ello
definimos:

(0]



I = [01(9)7065(9)]7 I, = [065(6)7097(9)}7 I3 = [097(9)7033(6)]
Iy = [0%(0),0"(0)), Is = [o'7(0),0%(0)], Iig = [0°(0),0'%(0)],
Iz = [0°(0),07(0)], Liz = [0%°(6),0'%7(0))], iz = [10,0%(0)]
Iy = [0°(0),0%(0)), Igs = [02(9),0%°(0)], Iz7 = [0%4(0), 0]

Colocamos estos intervalos en la recta real y tenemos lo siguiente:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23
| | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | |
T T T

|
I T T T T T T T T T T T T T T T T T T T 1
1 65 97 33 49 113 81 17 25 89 121 57 41 105 73 9 13 77 109 45 61 125 93 29

24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 41 42
| | | | | | | | | | | | | | | | |
T

43 44 45
| | |

| |
I T T T T T T T T T T T T T T T T T L T T 1
29 21 8511753 3710169 5 7 71103 39 55 119 87 23 31 95 127 16 63 47 111

46 47 48 49 50 51 52 53 54 55 56 57 58 59 60 61 62 63 64 65 66 67 68
| | | | | | | | | | | | | | | | |

| |
I T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T 1
111 79 15 11 75 107 43 59 123 91 27 19 83 115 51 35 99 67 312 66 98 34 50

69 70 71 72 73 74 75 76 77 78 79 80 81 82 83 84 85 86 87 88 89 90 91
| | | | | | | | | | | | | | | | | | | |

I T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T 1
50 114 82 18 26 90 122 58 42 106 74 10 14 78 110 46 62 126 94 30 22 86 118 54

92 93 94 95 96 97 98 99 100101102103104105106107108109110111112113
| | | | | | | | | | | | | | | | | | | |
T T

114
| | |
I T T T T

54 3810270 6 4 6

T T T T T T T T T T T T T T T 1
8 100 36 52 114 84 20 28 92 124 60 44 108 76 12 8 72 104

115116117118119120121122123 124125126 127
| | | | | | | | | | | |

|
1
4 0

I T T T T T T T T T T T
104 40 56 120 88 24 26 80 112 48 32 96 6

En la parte inferior colocamos el iterado y en la parte superior colocamos el

namero del intervalo.

Afirmacion 5. R = {I1, 5,14, 1Ig, I16, I32,Is4} es una roma para el A-grifico de

|[019,01270]U[19,0]

Para probar esto, probaremos que en el calculo de a1, @22, @44, ass, G41616, 432 32
y agq64 aparecen los 127 intevalos.

Afirmacion 6. a;; = 4.
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Demostracion. En efecto, tenemos lo siguiente:

Iy — Igs — Is3 — Iog7 — I31 — Ig5 — I33 — 113 — 15 —

— Irg — Iyg — I111 — D1 — Is1 — Iyr — Loy — It — Iy — Is7
— T103 — Io5 — Igg — I39 — I119 — Ig — I73 — Is5 — 105
— Io3 — Igr — Iy — I1os — I3 — Iy — Ig1 — Igg — Iag — g3
— I35 — Inis — I3 — Irp — Is1 — Tig9g — I19 — Ig3 — Ius
— 193 — Is — Ig9 — Isg — I101 — Ia7 — o1 — I37 — I117 —

— Ity — Irs — Iss — Tor — Io1 — Igs — Iy3 — oy — Ih
De aqui concluimos lo afirmado. O
Corolario 12. a12 — A14 — Q18 — A116 — A132 — Q164 — 0.

Demostracion. Vemos que si escogemos x € I, entonces su orbita sigue el camino

ya trazado y no pasa por Ia, Iy, Ig, I1g, I32 € Ig4.

Luego, no hay caminos de I; a I; para j = 2,4, 8,16, 32, 64. O
Notamos, ademas, que la trayectoria T'(I1),T?(I1),...,T%(I;) es solo formada
por intervalos impares T'(I1) = Igs, ..., T%3(I1) D I127.

Observamos que T%%(I;) = {0127(0)} U I43 y por eso hemos dejado solo a I43.

Afirmacioén 7. agy =z~ 32

Demostracion. Verificaremos que en la formacion de aso participan

{I2,Is, Lo, I12, 14, - . . ; T122, 126}

Iy — Isg — Igo — Iog — I39 — Tgg — I34 — T4 — T4 —
— I7g — Isg — I110 — 18 — Igo — Is¢ — L1220 — Ig — 79 —
— Isg — I102 — Iog — Igg — I3g — 118 — 10 — I74 — Isy —

I I
Tios — Iag — Igs — 4o 126 77 72
Iior — 1)

Como se afirmo. O
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Corolario 13. 24 — A28 — A216 — A232 — A264 — 0.
Demostracion. Similar al corolario 9.
16

Afirmaciéon 8. ayy = 2~

Demostracion. Verificamos que en la formacion de ayqq participan

{14, 12, Ino, . .., T124}

Iy — Isg — Iso — I100 — Iog — Igo — I3 — I116 — 112 —

Tios — Iy
— It — Isg — I1og — Iog — Ig4 — l4a Iios — - —= I

I196 — I
Como se afirmo.
Corolario 14. a48 = a416 = G432 = a464 = 0.
8

Afirmacién 9. agg = x7°.

Demostracion. Verificamos que en la formacion de agg participan

{Is, I24, 110, I56, I72, Iss, 104, 1120 }

Iog — Ig
Loy — - — 1)

Is — I7o — Isg — Ingq — Iog — Igg — Iyo Iigg — -+ = I
Iioy — - — I
Loy — - — 14

Como se afirmd.

Corolario 15. agle — aAg32 — AgE4 — 0

Afirmacion 10. a1616 =z~
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Demostracion. Verificamos que en la formacion de ai616 participan

{56, Ius, Iso, T112}

T2 — It
Lz —---—1
Ly — - — Do
Iiys — - — 1
L — Iso — Ius I — - — 14
Ly —---— 1
Iiig — - — 1o
Iy —--— 1
Iiyg — -+ — Ig

Como se afirmo.

Corolario 16. a1632 = A1664 — 0

Afirmacién 11. ass30 = 27 2.

Demostracion. Verificamos que en la formacién de ags 32 participan

{I32,I6}
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Igg — I3z

197*)...
198*)...

199_)"'

T00
T01
T102
I03
I3o To4
Th05
T106
To7
I08
To9
T1o
Iy

1112

Como se afirmo.

Corolario 17. a3264 = 0.

Afirmacién 12. agigs = L.

!

Lrririiiiiny

— I
— Iy
— I
R
NN
N S
R
R
NI
RN
N
R
NI
RN X
N

._)I116_)...

—)I4

Demostracion. En efecto T'(Igs) = Igq U L5 U Igg U - - - U Igg. Ya sabemos que todos

los impares terminan en I; y que los pares Igg, . .

132.

Corolario 18. det(A7(z) —I) = (275 — 1)pg(z) = —(1 — 2%)pg(2).

., Igg terminan en Io, Iy, Ig, I14 €

O

Demostracion. Como ya vimos, si A, (z) denota la A-matriz asociada a fan, n =

2,3,4,5,6 y 7 tenemos

det(Asz(z) —1I) =



v luego det(Ag(z) — I) = (72" — 1) det(As2 () — 1).

210 0
x’22
det(Ay(z) — I) =
et(Aa(7) ) x~6 As(x)—1
x 8 42274
y luego
det(Ay(z) — I) = (272" — 1) det(As(z) — I)
2 ~1 0 0 0 0
X
det(As(z) —I) = x Ay(z) =1
X
X
y luego
det(As(z) — I) = (z72" — 1) det(A4(z) — I)
Asi mismo
det(Ag(z) — I) = (=% — 1) det(As(z) — I)
y

det(Az(z) — I) = (272" — 1) det(Aq(z) — I)
que es lo que queriamos probar.

Notamos que para Mys_; tenemos

O(25—1)x25 M5 _1
1 1111100...0
Mys_y =
1
1 Og2s —1)x(25-1)
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y que para Msy7_; tenemos

O(26 —1)x26 Mys 4
1 11111100...0

1 026 —1)x (20 -1)

2.2.1. Para el caso general

A) Consideremos n = 2k, k > 3 y que las 2" iteraciones de § = f3n estan

distribuidos en el intervalo [o1(6), 6] de la siguiente forma:

o' (0) <o) <. <o THO) <00 < 10 =01 (h) <

<< <l<a?B) <ot O)< ... <o (0) <0
que suponemos escritos de la forma:

ol (0) =™ (0) < 0™(f) < ... < o™E-D(h) <00 < 10 = g™ eE-THH) < (2.1)
<..<a™mrf) < o™ (0) =0

Recordamos que:
0?0 Hy110=Hi11000, H=Hiio
Aplicamos Hij 109 a (2.1) y tenemos

Hoal(ﬁ) = Hoanl(ﬂ) = Hog”2(9) < ... < Hoo-nl@k—l)(o) <
< H(OQ) < H(l@) = Ho'nl(%*l)"'l(e) <...<Ho O-”Q"—l(e) <
< H(an) = 92n+1 = 9n+1

Luego

1< o (H(0)) = 0*(H(9)) = 0°(Ons+1) < 07" (011) < (2.2)
< o2k D(0) < 110541 < 100,41 = o2 2n— 1)+1)(9 11) <

<L < o?eE =D (0,00) < Opi
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Aplicando o en (2.2), tenemos:

U(9n+1) < U2"+1(9n+1) <...< O‘gn-i-l = 0'2(”1(%71)4_1)(971-5-1) <

<10p41 < o?Mme-ntlg ) < <o 0,) <o (0,) <1
que denotaremos

o™ (en_;,_l) < o™ (91'7,-‘,-1) <. < oMk = 09n+1 < 10n+1 <
< oMEITG, 1) < .. < 03 () = CTIEHED (0, 1) = 07 (B4) <
1< 02(6n+1) =g+t (0n+1) <... < Jzn (9n+1) = O'n2"+1*1(0n+1) <

<o (Opy1) = Onga.
De aqui definimos:

I = 0" (0n11), 0" (Ons1)], I2 = [0 (0n11), 0" (Ont1)], - - -
Il(2k) 1= [o™en- 1( 1), 0@ (O 11)]
= 10511, 0™ O (Op40)], ..,
Iyn =0 ( ) ( )], Iong1 = [02(0),0™" T2 (0,11)], - .-
Ity = [0% (Bps1), Onsa).

De aqui, no es dificil deducir que la 6rbita I; contiene los intervalos
{11, Lon g, Ion v, Iongon—141, Ton-1 40, oo Tons g}
También que la 6rbita de I3 contiene los intervalos de la forma
{Ioyar,k=0,1,2,... 2" —1}.

Esta orbita contiene, ademas, a Ion+1_1 € I5.

La orbita de I, contiene los intervalos de la forma:
{Liysi, k=0,1,2,...,2"2 -1}

y también contiene a Ign+1_3, Ion+1_o.
Sucesivamente, T'(I3n-1) contiene a Ion—149n, Ion-1410n11, ..., Lon—149n on-2.
También T'(I3n) contiene a Ion, Ioniq1, ..., Ignygn-1. Asi R = {I1,Is,...,Ion}
constituye una roma para el A-grafo de T = T'[(,1(5
{I,I2,...,Ion+1_1}.

ni1),0nia] ¥ Cuya particion es
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Ahora no es dificil cerciorarse que

Ogan —1)xan Maon
1 111---1 0---0
—_—— ——

M2n+1_1 —
n (2n—-1)—n
1 O2n—1)x2n—1
De aqui concluimos que:
=2 _ _ =0
ail =7 yA12 = - = ap2n = U]
_on—1
a2 =X 024 = Q28 =+ -+ = agan = (;
_on-—2
(g4 = T aa48:"':a42”:07"'7
Qonon = 1
y luego
—2n —on—1 -2 -1
det(Api1(z) = 1) = (x 1)(x 1)z =D(z7 1)
Asi,

(—1)2" D2 et (A () — 1) = — (1 — 22" )pa (@) = ppsa (@)

B) Para n = 2k + 1, k > 3 vamos a suponer que las 2" iteraciones de 6 = fan

estdn distribuidas en el intervalo [o1(6), 6] de la forma:

ol(0) <ot < <o) =00<10 <0 THO) < ... < (O) <...<

<1l<o@) <o <. <o) <0

que suponemos escrita de la forma

o™ (0) < o™ (0) < ...< oM (0) =¥ L < 10 < 0¥ TL(B) = o™ e (h) <
<. o< am(0) =03 (0) < 02(0) = 0"t (f) < oMt (0) <L

<o 1(0) =02 (0) < O = Oon
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Procediendo como en el caso A), llegamos a que

R={L,I,..., I}

es una roma para el A-grafo de

Ont+1 = Hi1,10(02n)

que es formado por

{117]2a s 7127””’171}

Yy que

Pati(@) = —(1 =2 )pa(2).

Concluimos que pp4+1(1) =0y Aiop(Ont1) = hiop(G) =0
Observamos que

1<10< 1011 < 10111010 < ... <0, < Opy1 < ...

y en consecuencia
A1 € Nor € Asorr € Asorr1o10 € -+~ € Ns, C /\9n+1 C...

En particular, hemos probado lo siguiente:

Sea Mayn_1 la sucesion de matrices cuadradas (2™ — 1) x (2" — 1) de ceros y unos
definida por
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0 0 1
M22_1: 0 1 ].
1 0 0
O(221)x22 M2y
0 001
Mysi=| 001 0] 1 1 0
01 0 O 0(2271)><(2271)
10 00
Ogan —1)xan Maon
L 11101 0---0
Myn+1_1 = —_—— ——
n (27—1)—n
1 O2n—1)x2n—1

Sea r,, el radio espectral de Man_1 y p,(z) su polinomio caracteristico

Corolario 19. Se cumple quer, =1y p,i1(x) = —(1—22" )p, () para cadan > 2.

86



Capitulo 3

Sobre la Continuidad de la
Entropia en las Orbitas

Periodicas en el Mundo de
Milnor-Thurston (Trabajo

original conjunto con Solange
Aranzubia V.)

3.1. Introduccion

En lo que sigue consideraremos T = Ty: Ip U I} — [0,1],Ip = [0,241], [y =
[x2,1], 21 < @2 aplicacion lineal por pedazos tal que T|;, preserva orientacion y
T\, invierte orientacion y T'(I;) = [0,1],7 = 0,1. El siguiente grafico sefiala las

principales caracteristicas de T'

87



IO I]

Para cada z € Ar = ﬂ T "(IpUI;) se define su itinerario Ir(z) € ¥, por

Ir(z)(i) =j 31y501051T’( ) € I;.
Consideramos en Y5 la métrica

d(6,0) =Y =700, 00);  0(0i,00) = { L
£~ 2i+1 1 0 # oy

Tenemos que I7: Ay — Y es un homeomorfismo (usando la topologia inducida por
[0, 1] en Ar).

Asi podemos considerar el espacio topolégico compacto ordenado (X9, d, <r), (don-
de § < asiy solosi I7'(0) < I;:'(a)) que reconocemos como el espacio simbolico
de Milnor - Thurston

Sea o : Yy — 39 la operaciéon de shift. Una sucesiéon 0 € Yo se dird maximal si
o'(#) < 0 para cada i € Ny.

Definicién 19. Diremos que 6 € Y5 es una oOrbita peridédica con periodo primo N
siol(0) #60;paral <i<N—1yao"N(9) =0.

Para 6 € ¥, = {a € ¥o;a09 = 1} se define h(0) = hiop(o|a)) donde A(0) =
Nj=o o=7([0(6),0]). Es sabido que esta aplicacion h : X1 — [0, log 2] es continua (ver
por ejemplo [12]), pero la demostracion de este hecho no es simple. En este capitulo
avanzamos en una demostracion simple de la continuidad de h en algunas sucesiones

maximales
Observacién 5. Si 6 < 0, entonces h(61) < h(6s)

Demostracion. En efecto, [0(61),601] C [0(02),02] y entonces A(61) C A(62). Por lo
tanto h(gl) S h(92)
O
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3.2. Orbitas periédicas maximales vecinas

Sea 6 = 10%11%20*s1%4 ... 0*2r-11%2» una orbita peridédica maximal de periodo
N=1+Fk +ko+...+kgp.
Sea § = 10%11k20ks 1k k2r—11k2r=10 (difiere de # cambiando el 1 final por 0).
Notamos que si ko + k4 + ... + kgp, es par entonces 0 < 0, en efecto 0 y 0 coinciden

enl+ky+...+koyp—1=Fka+...ky unos, asi que coinciden en un nimero par de

unos luego 6 < 0. De la misma forma si ko + kg + ... + kop es impar entonces 6 < 0

Proposicion 4. Si 6 es una drbita periddica mazximal, entonces 6 también es una

orbita periddica mazximal

Demostracion. Aqui debemos probar que o’ (5) < 5, paracada j =1,2,...,N — 1.
Es claro que si 07 () empieza con un cero entonces o7 (f) < 6. También, si 07 (0) em-
pieza con dos unos entonces o7 (5) < 6. De esta manera, el resultado tiene relevancia
so6lo cuando o7 (é) es un iterado que empieza con un uno seguido de ceros.
Consideremos entonces j = k1 + ko, para este caso:

okitke(g) = 10Fs1ka .. F2r-11k20— 1010k 1R -1

Si k3 > ky entonces 6 no es maximal por lo tanto ks < k.

Si k3 < ki, entonces o*1 %2 (6) < 6.

Suponemos que k3 = k1, entonces 0 = 10%11k20k11kaQks | Qk2e—11k20—10,

oF1tke (g) = 10k11ka0ks . . Ok2p—11k2p 1010k 1R~ 1,

Si kg # ko, la condicién de maximilidad de 6 dice que o1 *2 (0~) <.
Asi que ky = ky y 0 = 10F11F20k11k20ks 1k | gk2p-11k20 10,

ok1th2 () = 10k 1k20ks ke, k2p-11k2p 1010kt 121,

Si ki # ks, entoncesla maximilidad de 6 dice que o*1*2 (5) < 0.

Asi que ky = ks y 6 = 10*11*k20k11k20k1 (ke gk | gk2e—11k20 10
Sucesivamente kg = ko, k7 = ki, ks = ko, kg = k1,... , kop—o = ko, kop_1 =k1 y

0 = 10711720k 1k200 . 1k20k1 k20— 10,

Lo anterior implica que 6 = 10F11520k11520k11%2  1k20k11k2p,

oF1tk2(9) = 10k 1k20k11k2 01 1k | 1R20k1 1 R2p 10k 1R T

Si ocurre que ko = kg, + 1, entonces ko — 1 =kop y

0 = 10k 120k 1k20k1 1 k2, 1k2Qk1 k2R 1 Re T,

oF1thk2(9) = 101 1k20k1 1k20F1 1h2 |, 1R2Qk1 k2 QR ke

O sea o*11*2(9) = @, por lo tanto § = 10*11¥2—1 = 10k 1%,

En este caso § = 10¥11510. Es facil verificar que 0%(f) < 0, para todo 1 < s < k; +k.
Asi que suponemos que kg # kop + 1.
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Suponemos que ko < kg, + 1. Asi existe s € N para el que ko + 5 = kop + 1

Si ocurre que s = 1, entonces ky = ko, y por lo tanto

0 = 10*11k20F1 1k20k1 12, 1k2Qk1 1 k2 0k 1 P2,

ofitkz(9) = 10k 1k2krkeb ke | R2Qki ke 10k ket

En este caso debe haber un niimero impar de unos en las partes en que 6 y o*1++2(9)
coinciden. Para 6 tenemos: 6 = 10F11F20k1 1k2gk11k2 | 1k2(k11k2 gk 1k2—171,

ghithe (é) = 10k11k20k1 k2R k2 | k2R k2101 0k 1R2 T

Concluimos que en las partes en que 6 y o*17%2(6) coinciden hay un uno menos que

en las partes en que coinciden 6 y o*1+%2(¢). El primer lugar donde no coinciden 0
tiene un uno y ¢*1+*2(0) tiene un cero, por lo tanto o*1 %2 () < 4.

Vamos a suponer que s > 1.

En este caso kyp = ko +s—1y 0= 10k 1k2Qk1 keghi ke | 1R2Qk1kzgkkets T
ofitkz(9) = 10k11kekrkebr 1 ke | Tk2Qkike s ket

Para 0 tenemos:

6 = 10~11k20k1 k2R k2 | k2qk1 Rk ke ts 20

ak1+k2(§) = 10F11k20k1 1 k2R k2 | k2R 1k21572010k 1R

Si s > 2, entonces el niimero de unos iguales entre  y o*1**2(§) coinciden con el

ntimero de unos iguales entre § y o*17*2(8), por lo tanto 0k1+k2(6‘~) <0.Sis=2,
entonces

0 = 10+ 1k20k11k20k11k2 . 1F20R11R20k1 1420,

ak1+k2(§) = 10%11k20k1 k2R ke | 1R20R1 k2010 (k2T

Si ocurre que ki > 2, entonces 0 y gF1tk2 (0~) coinciden en tantos unos como coinci-
den 6 y o*1t*2(9), por lo tanto o*1+*2(§) < 6.

Suponemos que k; = 1, en este caso

6 = 101%201%201%2 .. . 1%201*201*20,

Uk1+k2(9~) = 101%201*201%2 . .. 1%201*20101%2—1.

Si ks = 1, entonces debe ser § = 1010101 ...101011 y 6 = 10, que es maximal.

Si ks > 2, entonces el nimero de unos es que coinciden 7 y akﬁ‘k?(é) es igual al

nimero de unos en que coinciden 6 y o*1+*2() mas uno, como el pimer simbolo
distinto de 6 con o*11*2(§) es un uno entonces o152 () < 4.

Concluimos la demostracién de que oF1+kz (0~) < 6 en todos los casos cuando ky <
kop + 1.

El caso ky > ky, + 1 se hace de manera similar.
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Ahora, probar que g1 tkethathatothosrithos (§) < @ para s = 2,3,...,p es un

ejercicio similar al que acabamos de hacer para s =1 y lo dejamos al lector.

O
Ejemplos
1. =101, 0 =100,0 <6
2. 0=1011,0 =1010=10,6 < 6
3. 6 =10111, § = 10110, 6 <
Observacion 6. 1. Notar que si 0 = m con k > 2 entonces 0 no es maxi-
mal
Si k=2, 0=101011 < 101110 = ¢*()
Si k=3, §=10101011 < 10111010 = o*()
En general

6 = (10)*11 < 1011(10)* " = g2k~ ()

2. El reciproco de la proposicion anterior también es cierto. Esto es:

Proposicién 5. Si § = 10%11%20ks . 0F20-11%2-10 de periodo primo N =
14+k1+ka+. . . +kop_1+kop es mazimal, entonces § = 10k11k20ks . Qk2p-11k2e
de periodo primo N es maximal.

3. Notamos, en cualquier caso, que 0 y 0 son drbitas periddicas consecutivas del

mismo periddo (mazimales o nd)

Suponemos ahora que § = 10%11%20ks . Qk2r-11k2r y

6 = 10k11k20ks 0*2r-11%2r—10  son maximales de periodo primo N y sea ay_; =
10F11k20ks | 0k2p-11k2r=1 ]a palabra de largo ki + ko + ...+ k2, que es raiz de 0 y 6

Definiciéon 20. Una palabra finita « es raiz de § € X5 si 6 € C(«a), donde C(a) =
{7] € 227772 =t = 07 17 LR largo(oz) - 1}

Tenemos que 6,60 € Cay_1).
La cantidad de unosen ay_1 = 1(an—1) = 1+ko+ka+. . .Akop—1 = kotka+. . +kop

1. Si 1(apn—1) es par, entonces 6<6 y estan localizadas de la siguiente forma en

Clan-1)
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2. Si 1(apn—1) es impar entonces 6 < 0 y estan localizadas de la siguiente forma

en Clay—_1)

a;\r,ll a!\‘?lo

Sin perdida de generalidad vamos a suponer que estamos en el caso 1. En este
caso

o(f) = 0F11k20ks 1k 111 < o(0) = 0F11k20s . ke =101

o?(0) = 0M1-11k20ks 172071110 < 62(0) = 0P —11R20Rs L 1k 1010

ol tRL(g) = 1k20ks . 1krm110M < o (G) = 1F20ks .. 1R 10100

Notamos que ambos iterados o' t#1(6), o1+*1(f) estan al mismo lado de 1.

Si ko es par entonces 110 < o'*t*1(9) < !tk (é) < 1, y si k2 es impar entonces
1< olth(9) < otth(9) < 10

A) ks = 2as es par, entonces

glthit2e(g) = oks1ks | 1kerm1110M 1292 <

< glthit2az(g)y — gksgha | 1R2e—1010k1 1292

B) ko = 2ay + 1 es impar, entonces

gl tht2eatl(g) = ohsks | qk2r—1010M 1292 <

< glthit2aatlgy — ghagks | qker—1q70krq202

El siguiente grafico muestra la evolucion de los iterados de 0 y 0 en el caso A
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Ordenamos los iterados de 0 de la forma
91:0(9)<92<...<9N_1<9N:90:(9

Para cada uno de los siguientes indices : = 0,1,2,..., N — 1, existe un
ki € {0,1,2,...,N — 1} tal que 6; = o*i(¢). Si denotamos k; = P(6)(i) entonces
hemos definido una permutacion

P():{0,1,2,....,N —1} — {0,1,2,...,N — 1}
dada por
P(0)(i) = j siy solosi 0; =a’(6)
Observemos que 6y = 0°(0) = 6, P(6)(0) =0, 6, = o'(#) y entonces P(0)(1) = 1.
Asi la ecuacion que satisface P(6)(4) es

0, =00 @), i=0,1,.... N—-1

)
Proposiciéon 6. Si 6 = 10%11%20ks . . 0F2r—11%2r es una sucesion mazimal de periodo

primo N = 1+ ki +ko+ ...+ kyp ¥ § = 10%11k20ks .. 0k2e-11k20—10 entonces
P(0) = P(0)

Demostracion. Consideremos los iterados o(6) = 61,0%(6),...,c%1(#) tenemos

01 < 02(0) < a®() < ... <™ (0) = 01720 ... Qk2r-11k2eph 1

Si ocurre que ko es par entonces

ol th1(9) € [160 = o™V 71(0), 1], luego o™ T2(0) €]1, 6], o™ T3() € [16, o™ T1(0)],
aF1H4(0) € [F172(0), 6], M1 F2(0) € [16, o2 (B)], oF1H0(0) € [0F174(0), O]

y en general

gh1H1+23(9) € (10, ghrHIF2=L(g)); GhitIH2sH (g) € [oF1+25(9), 0] para s = 1,2, ...,

LY
2
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Para s = % — 1 tenemos:

oFHIH2CE =141 () = ghitha () = 10ks1ke  Qk2-11kep k1 ke =1 € [ghi+ha=2(p), g]
y ofithetl(g) = oks1ks . OFzo-11k2010k11%2 € [09(0),0"F1(0)] para algin 1 < i <
ky — 1.

Asi ofitket14i(9) € [0119(0), 01 (0)] C Do, para j =0,1,...,k; —i— 1.
Tenemos

O.k1+k2+1+k17i71(9) c [O.iJrklfifl(g)?Ui+1+k17i71(9)] _ [O'klfl(@),aklw)] v
Uk1+k2+1+k17i(9) c [akl(ﬂ),olirl(@)}.

De aqui puede ser

i) ghithatlthi=i(g) e [o51(0),00] 6
i) ghitketlthi—=i(g) c [10, o*111(0))]

En el primer caso g*1tket1+ki=i(g) = g1kaQks . . Qk2e-11k2e0k11k20ks 1 v |y — 4 =
ks —1conloquei=ky +1—ks.

En el segundo caso gfitketithi=i=1(g) — g1ksgks .  Qk2e-11k2pQk11k20ke—1 v k) —
i—1=ks3—1conlo quei=k; — k3.

En el primer caso o*1Tr2Thst1(g) ¢ [oF1F1(9), 0].

En el segundo caso o*1tFzthstl(9) € [10, o*171(0)).

Ahora gFithethst1(g) = 1kaghs . . Qk2r—11k2p10F1 1F20ks,

Suponemos que k4 es par entonces O'kl+k2+k3+1(9) < 1. Si k4 > ko entonces solo

ocurre el primer caso. en efecto:

160 < Jk1+k2+k3+1(0) < 0k1+1(9) implica 0k1+2(9) < 0k1+k2+k3+1+1(9) < 9’ 16 <
Uk1+k2+k3+1+2(9) < 0k1+1+2(9) < Uk1+1(9)‘ Sucesivamente gFitke+ks+1+1+k2 (9) c
Yo lo que no puede ser pues ko < k4. Asi que en este caso solo ocurre el primer
caso. En esta situacion los iterados g*1tkethst14i(9) 'y =12 ... k4 — ky estdn en
[0%171(6), 1] 6 en [1, 0*172(0)]. Los iterados siguientes acompaiian los iterados de
0k1+2(9).

Si k4 < ko entonces solo ocurre el segundo caso, caso contrario o¥1+*2+ks+1(9) no
llegaria a 3 luego de k4 iteraciones.

Si k4 = ko puede ocurrir cualquiera de los casos y o*1Hk2+Fs+1(0) llega a ¥ en ko
iteraciones (al igual que o*1+1(0))

De manera similar vemos que es posible analizar el caso de que k4 sea impar (en cuyo
caso debe ser que oF1tF2tRatLl(g) € [1, 0] y entonces a*1TF2Fhst1(9) € [1, oF1+2(0)]
6 existe t tal que gF1thzthst1(g) ¢ [ohi+242L () P F2H2142(0)] ¢ ghithathatl(g) ¢
[ot+ha=2 (), g]).
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Hacemos el analisis caso a caso y establecemos la forma en que se distribuyen los
iterados de 0, 0(0),02(0),...,oN=2(0),0N"1(9) = 16
Para 0 ocurre una distribucién similar con sus iterados y se diferencian de 6 en
que UNfl(é) = 00 como entre 00 y 10 no hay iterados de 6 y como en 00 y 16 no
hay iterados de 6 concluimos que la distribuciénde iterados de 6 y 6 es la misma, es
decir, P() = P(f) como queriamos probar.
O

Ejemplos

1. Consideremos 6 = 100010011, 6 = 100010010.

o(0) = 000100111, 0(f) = 001001110, o(f) = 010011100,
o*() = 100111000, o° () = 001110001, o%(6) = 011100010,

o"(0) = 111000100, 0®(9) = 110001001 = 16.

1 23456 789
p(0) =
1526 3 87 49

6 = 100010010.

o(f) = 000100101, ¢%(f) = 001001010, o>(6) = 010010100,
o(9) = 100101000, ¢°(#) = 001010001, () = 010100010,

o7(f) = 101000100, ¢®(A) = 010001001 = 06.
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Se cumple que P(f) = P(f) como sefiala la proposicion

. Consideremos a # = 10000100010011 y 6 = 10000100010010 6rbitas periédicas

maximales de periodo 14.

o(6) = 00001000100111, o(§) = 00010001001110, o(#) = 00100010011100,

o4(9) = 01000100111000, ¢°(#) = 10001001110000, o5(#) = 00010011100001,

o7(0) = 00100111000010, ¢%(#) = 01001110000100, o (#) = 10011100001000,

o'%(#) = 00111000010001, o**(#) = 01110000100010, ¢*?(#) = 11100001000100,
o3(#) = 11000010001001 = 16, ¢**() = 10000100010011 = 6.

(9)_1234567891011121314
p_1621073118413129514

6 = 10000100010010.
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() = 00001000100101, o%(d) = 00010001001010, ¢*(f) = 00100010010100,
o*(f) = 01000100101000, ¢°(f) = 10001001010000, o®(f) = 00010010100001,
6) =0

o' (
o1%(6) = 00101000010001, o1 () = 01010000100010, o*2() = 10100001000100,

0100101000010, ¢®(f) = 0100101000010, () = 10010100001000,

o3() = 01000010001001 = 06, o**(#) = 10000100010010 = 4.

S Yot

~ 123 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
16 2 10 7 3 11 8 4 13 12 9 5 14
Se cumple P(6) = P(f) como enunciado en la proposicion.

Notamos la siguiente construccién asociada a la oérbita periddica maximal § =
10k11k2Qks ,  Ok2r—1]P2e

Asociada a 6 tenemos una aplicacion lineal por pedazos fy : UN_II I; — [0, 1] defini-

1=

da de la siguiente manera:

Supongamos que
01 <0y <...<0,<00< IQZO’Nil(Q)(: 9k+1) <Opya<...<Opyn_p=10

es la orbita ordenada de 0, I; = [0p)i), Opo)i+1)], 1 = 1,2,... k=1

Iy = [0k, 00]; Iit1 = (10, Opg)ykr2))s - - - In—1 = [Opoy(v-1), OP(0)(v)]

f11; se define linealmente satisfaciendo que foo'() = o"+*(0).

Asi f(0(0)) = f(01) = a(bh),..., f(Or—1) = 0(Ok—1), f(Ok) = 0(0k) = On—1, f(00) =
0, f(10) = 0 y sucesivamente

Ejemplo

6 = 100010011
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Asociado al A-grafo tenemos la matriz M (0) y asociado a la matriz M (0) tenemos
el mayor valor real 1 < A(0) < 2 y resulta ser que hop(6) = log(A(6))

00100000
00010000
00001100

M@= |0 0000010
00000001
00000111
01111000

(1000000 0

Veamos, ahora f; para 6 = 100010010
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Que resulta ser igual al A- grafo asociado a fy y luego M (6) = M(0) y por lo tanto

h(6) = h(6).

Asi que podemos concluir la siguiente proposicion

Proposicién 7. Si 6 = 10%11%20%31%4 . 0F2r-11F20 es una drbita periddica mawi-
mal, entonces si 6 = 10F11%20F31ks  OF2p-11k20=10 se cumple que h(0) = h(6),

donde h(0) = hiop(a|a(g)), M(0) = ht0p(0|A(é))

Corolario 20. En las condiciones de la proposicion: si I(0, é) es el intervalo [0, é]
(caso 0 < 0) 6 [0, 6] (caso 6 < 0), entonces para todo o € I(0,0) vale h(a) = h(6)

Demostracion. En efecto pues h(8) < h(a) < h(f) si (8 < ) o h(d) < h(a) < h(6)
si (0 < ).
O
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Corolario 21.  a) Si ocurre que 6 < 0 entonces h(B) es continua a la derecha de

0

b) Si 6 < 6 entonces h(3) es continua a la izquierda de 0.

Concluimos entonces que para probar que la aplicacion h(3) es continua en 6
basta probar que e s continua a la izquierda de 6 si § < y a la derecha de 0 si
6<6.

3.3. Demostracion de la continuidad en 6 =101
En esta seccion vamos a probar la continuidad de h(0) en 6 = 101.
Para ello consideremos 6,, = (101)"111, n =1,2,3,... 6; = 101111 < 6, = 101101111 <
3 = 101101101111 < ... <O, < ... <@y lim 0, =6 =101
n—oo
Seréa suficiente calcular h(6,) y probar que h(6,) — h(f). Con esto tendremos la

continuidad de h(f) en 6 = 101. Para esto sera suficiente calcular fp,, el A- grafo

de fp, , su matriz de incidencia M (6,) (o entonces una roma R(6,,) y su matriz de
incidencia A(6,,)) v probar que A(6,) — A(6) (A(0) es el mayor autovalor real de

M(8))

1. 6; = 101111, o(6;) = 011111, ¢%(6;) = 111110, ¢3(6,) = 111101, o(6;) =
111011, 65(6;) = 110111

Iy

I

h \ I

L /
L. 5
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Usamos como roma R = {I, I5}

ai] = z ! a5 = x4
(1,1) (1,2,3,4,5)
as1 = 0 ass = 5672 + SC74

(5,4,5), (5,2,3,4,5)

R | x4 _ _ _
i PSP e LAt
=24t 4t a4 -1=—2*@?’—2z-1)—2?+2-1

Entonces p(101111)(7) = —23p(101)(z) — 22 + = — 1.
Si 7 es tal que p(101)(x) = 0, entonces p(101111)(F) = —7°> + T — 1.
Ahora p(101)(z) =22 —2 — 1 =0si y sélo si # = H[VQH' ,T = 1+2\/g

1 1
p(L01111)(7) = —5 (3 + V5) + S+ VB —1=-2<0
p(101111)(1) = 0, p(101111)' (x) = —5a* + 42 + 32% — 2z + 1
p(101111)'(1) = -54+4+3—-241=1>0

Por lo tanto, existe x; €]1, 7] tal que p(101111)(z,) = 0.
Tenemos 1 < 21 < Ty hyop(01) = log(z1).

2. 6, =101101111.

o(6y) = 011011111, o2(f,) = 110111110, o3(6,) = 101111101,
04(62) = 011111011, o5(6,) = 111110110, 0°(6,) = 111101101,
07(6y) = 111011011, o3(6,) = 110110111,

I
, ?
I ,8/’ T L
L / \
Iy I7 Iy
I
| L Ii| L |L|L|L I
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Usamos como roma a R = {I, Is} y tenemos como matriz de incidencia a:

aj; = A als = x4 + i
(1,1), (1,2,6,7,8,1) (1,2,3,4,5), (1,2,6,7,8,3,4,5)
a5y = x 3470 T55 = 24t 404277

(5,7,8,1), (5,2,6,7,8,1)  (5,4,5), (5,2,3,4,5), (5,7,8,3,4,5),
(5,2,6,7,8,3,4,5)

(—1)" 2" 37_1_-3F 37_5_; ' 2 —;104_4 +_£E5_7 _7 =
T+ ittt -1
=2z '+ D@2+t e P42 ) — (@t )P+ 27P))
=a® —aT -S4+ af 2
=a® — 2" — 2% — p(101111)(x)
— £8p(101)(x) — p(101111)(x) = p(101101111)(x)
p(101101111)(z1) = 2$p(101)(1) < 0
p(101101111)(T) = —p(101111)(F) > 0

Por lo tanto existe xo; 21 < 2 < T tal que p(101101111)(z3) =0y
hiop(101101111) = log(a2)

o+

. 03 =101101101111.

o(f3) = 011011011111,  ¢%(f3) = 110110111110, o3(f3) = 101101111101,
o4(f3) = 011011111011, ¢5(f3) = 110111110110, ¢5(f3) = 101111101101,
o7(63) = 011111011011,  08(f3) = 111110110110, 0°(h3) = 111101101101,

010(f3) = 111011011011, o' (63) = 110110110111,

Iro
/ Iy
/ i

I
L

I3

\ I

Iy
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Usamos como roma a R = {I, Is} que tiene como matriz de incidencia

ayp = 4279428 a5 = x4+ x 7 + 710
(1,1), (1,2,6,7,8,1), (1,2,3,4,5),(1,2,6,7,8,3,4,5),
(1,2,9,1,11,6,7,8,1) (1,2,9,10,11,6,7,8,3,4,5)
asi =2 3 +2 P+ 0+ aps=a?+r 20+ T+ 8 4710
(5,7,8,1), (5,2,6,7,8,1), (5,4,5),(5,2,3,4,5), (5,7,8,3,4,5),
(5,10,11,6,7,8,1) (5,2,6,7,8,3,4,5), (5,10,11,6,7,8,3,4,5),
(5,2,9,10,11,6,7,8,1) (5,2,9,10,11,6,7,8,3,4,5)

Tenemos

(_1)117%11_

Tl 40481 x4 T 4710

3420420428 o244 S48 427101

=% —x—1)—[2®—a" -2+ 25—t — ¥+ 22—+ 1]
— a%p(101)(x) — p((101)2111)(x) = p((101)7111)(x).
Tenemos:

p((101)°111)(x2) = 2~ p(101)(22) > 0

p((101)3111)(%) = —p((101)%111)(z) < 0.

Por lo tanto existe z3; x1 < @9 < w3 < T tal que p((101)3111)(z3) = 0y
hiop((101)3111) = log(x3).

4. 6, = (101)*111 = 101101101101111.

o(64) = 011011011011111, 02(6,;) = 110110110111110,
03(6,) = 101101101111101,  o%(6,) = 011011011111011,
0°(6,) = 110110111110110,  5(6,) = 101101111101101,
o7(6,) = 011011111011011,  o8(6,) = 110111110110110,
0(64) = 101111101101101, 10(9,) = 011111011011011,
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/ Lo

Aalls | Is | (Dol do|Le | I3 [ Lo | Io | Ia| Iz [T10| P53 T1a

1 471000142 58 121113 9 ¢ 3 4,

2y
e G

I3

2

Escogemos la roma R = {I1, I5} y tenemos

a1 =z '+ 428421t

(1,2,6,7,8,1), (1,2,9,10,11,6,7,8,1)(1,2,12,13,14,9,10,11,6,7,8,1)
as=a 4+ T 2710 4 413

(1,2,3,4,5), (1,2,6,7,8,3,4,5), (1,2,9,10,11,6,7,8,3,4,5)
(1,2,12,13,14,9,10,11,6,7,8, 3,4, 5)

as1 =z 342+ 0428424211
(5,2,6,7,8,1),(5,10,11,6,7,8,1),(5,2,9,10,11,6,7,8,1),
(5,2,12,13,14,9,10,11,6,7,8,1), (5,13,14,9,10,11,6,7,8,1)

ass =1 2+t 8 410 p g1l 418
(5,4,5),(5,2,3,4,5),(5,7,8,3,4,5),(5,2,6,7,8,3,4,5),(5,10,11,6,7,8,3,4,5),
(5,2,9,10,11,6,7,8,3,4,5), (5,13,14,9,10,11,6,7, 8,3, 4, 5),
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(5,2,12,13,14,9,10,11,6,7,8,3,4,5)

Tenemos (—1)14~2g14.

B A A S | T 10 4 18
34+ 0B84 24t 44T 4784
L1011y 13

(I L O B B S T
s W O I I T C B S P TIPS ISR Y
N VAT I T SRS RS (IR SR, B S . S s, QU e |
212(2? —x — 1) — p((101)3111)(z) = p((101)*111) ().

Tenemos

P((101)111) (z5) = 212(23 — 25 — 1) < 0

p((101)*111)(F) = —p((101)3111)(z) > 0.

Por lo tanto existe z4; 1 < 71 < 72 < 23 < 74 < T tal que p((101)*111)(x4) =
0 y resulta ser que hty,((101)4111) = log(z4).

5. Ahora 05 = (101)°111.

T4
{lha [ {Is |I5 Lis| Lo |Io |16 |15 |1, | I | Is | I7| Tio|11s | 1hr
14 710130017 2 5 8 11 15 14 14 129 6 3 65
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Usamos la roma R = {I, I5} y tenemos:

o= '+ P par Sl g1
(1,1),(1,2,6,7,8,1),(1,2,9,10,11,6,7,8,1),
(1,2,12,13,14,9,10,11,6,7,8,1)
(1,2,15,16,17,12,13,14,9,10,11,6,7,8,1)

s =2t 47 410 418 4 16

(1,2,3,4,5), (1,2,6,7,8,3,4,5), (1,2,9,10,11,6,7,8, 3, 4, 5),
(1,2,12,13,14,9,10,11,6,7,8, 3, 4,5),
(1,2,15,16,17,12,13,14,9,10,11,6,7,8, 3,4, 5)

Gy =2 34 4O p S pp 9 pp 12 1
(5,7,8,1), (5,2,6,7,8,1), (5,10,11,6,7,8, 1), (5,2,9,10,11,6, 7,8, 1),
(5,13,14,9,10,11,6,7,8,1), (5,2,12,13,14,9,10,11,6,7,8,1),
(5,16,17,12,13,14,9,10,11,6,7,8,1),
(5,2,15,16,17,12,13,14,9,10,11,6,7,8, 1)

P I BT G L R T I
(5,4,5), (5,2,3,4,5), (5,7,8,3,4,5), (5,2,6,7,8,3,4,5),
(5,10,11,6,7,8,3,4,5), (5,2,9,10,11,6,7,8,3,4, 5),
(5,13,14,9,10,11,6,7,8,3,4,5),
(5,2,12,13,14,9,10,11,6,7,8,3,4,5), (5,16,17,12, 13,14,9, 10, 11,6,7,8, 3,4, 5),
(5,2,15,16,17,12,13,14,9, 10,11,6,7,8, 3,4, 5)

Tenemos entonces:

(—1)17—217.

])_1 + ]}_5 + x—S + x—ll + ‘,1:—14 -1 ]}_4 + ]}_7 + x—lo + $—13 + x—16

3+ P+ 0+ 8 4% e o A S i

+l,711 +I’712 +$714 +l,710 +Z711 +l,713 +I’714+ -
42716 -1
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T 16 4 15 14y 18 4 12 A1y 00 4 09 8 4 0T 06 o5y
rr4ad -2+ —1

= -z (2% — 2 — 1) — p((101)*111)(z) = p((101)°111)(z).

Luego:

p((101)%111)(x4) = —21B (23 —24 — 1) > 0

p((101)°111)(z) = —p((101)*111)(z) < 0.

Por lo tanto existe z5; 71 < T2 < 13 < x4 < 75 < T tal que p((101)°111)(x5) =
0 y resulta ser que hy,((101)°111) = log(xs).

Por lo tanto la expresion
p((101)*111)(x) = (—1)*23* (2% — 2z — 1) — p((101)*71111) ()

vale para k =2,3,4y 5.
Vamos a suponer por induccién que la expresion anterior es valida para k = 2,3,4,....n
y que existe x,; 1 < T2 < ... < x, < T tal que p((101)"111)(z,) = 0y es la
tinica solucion en [z,_1,Z] con p((101)"111)(x,—1) - p((101)"111)(Z) < 0 y vamos a
suponer que

A Dy

Ap(z) — I =
w(@) Cr By

k=1,23,....n

donde
Ai=21 -1, Ay=2_ 1+ %1, As=ac 425 +278 -1,
Aj=c 42+ 82 -1, As=2 42+ 842 M+ ¥~ 1, yen

general

k—1
Ap=2'+> 2 G 1k >5
=1

Di=a24Dy=a*42" Ds=a*4+2"+279 Dy =04 4+2"+27104+

zB Dy =244+ "+ 270 42713 4 2716 y en general

k
Dy = Zx—(3i+1), k>5
i=1
C1=0,Co=a34+2°C3=a34+2+20+28 Ci=23+2°+270+
84+ Cs =034+ 0420+ V422 ¥ yen

k—1
general Oy = Cj_1 + 30— 4 = Bk-1)+2) — Z(az—?ﬂ + a:_(gi“)) por lo tanto
i=1
k—1

Ck: = Z.’L‘_Si(l +(E_2), k‘ 2 5
i=1
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Bi=2?4+2"%*-1,By=Bi+2%+2"—1, By=By+z84+2710-1
By=Bs+a2 ' 4+27183 -1, Bs=B;+2 " +271%— 1y en general
Bp =By 1+ G0 4 o=GkD _ 1 =B, | + 2% (1 +22) — 1, por lo tanto

)

Escribiendo Ay, = a}y — 1, Dy = afy, Oy = af;, By = af5 — 1, donde los afj son
los coeficientes asociados a la matriz Ay (z) definidos por la roma R = {I;,I5} a
partir de la restriccion del shift a [o((101)*111), (101)¥111] y cuyo A- grafo para la
particiéon

A={L,I,,...I3t12}, donde

Usisolsk - TdsTs Tsplsgyy - - Ish LTy . Ipgr) = [o((101)K111), (101)*111]
es

Ik «— Iyppy <—— Iy,

I3 T2

Cuya aplicacién del intervalo esta definida por
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Ifik,«#l

14
1>
11
183

\ I

I

I3p12

I3ky2 Is Is Ig Is I3 1, I 14 I; I, I3p41

Este es el grafico de la restriccion de o a [o((101)*111), (101)*111].
Consideramos ahora el caso de 0, = (101)*T1111

Lo primero que debemos hacer es escribir la iteraciones de 041

1) Op1 = Pp = (101)F+1111 = 1(011)F+111

2) P, =o(P) = (011)1111 = 0(110)*11111

3) Ps=o(P,) = (110)*111(110) = 1(101)*11110

4) Py = o(P3) = (101)*111(101) = 1(011)*11101

5) P5 = (011)¥111(011) = 0(110)*~111111011

6) Ps = (110)*~1111(110110) = 1(101)*~111110110

7) P; = (101)*-1111(101101) = 101(101)¥~2111(101)2 = 1(011)¥~111(101)2

8) Pg = (011)k¥~111(101)%1 = 0(110)¥~2111(110)(110)11

9) Py = (110)*-2111(110)® = 1(101)*~2111(101)210
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10) Pyo = (101)k=2111(101)3

3j) P3j = o(Py;—1) = (110)F7179111(110)7, j=3,4,...k

3j+1) Psji1 = o(Ps;) = (101)F179111(101)

3j+2) Psjy2 = o(Psjp1) = (011)F1=9111(011)7

3k) P = o(P3p_1) = (110)111(110)%
3k+1) Psprq = o(Psg) = (101)111(101)*
3k+2) Papio = 0(Psgy1) = (011)111(011)%

3(k+1)) Psygr1) = 0(Pspy2) = 111(110)F !

3(k+1)+1) Pypys = 0(Pspgs) = 11(110)F+11 = 111(101)k+1

3(k+1)42) Pspys = 0(Pspgs) = 11(101)FF11 = 111(011)k+?

3(k+1)+3) Pspye = 0(Psgys) = (110)F+1111

Ordenando los puntos P, Ps, ..., P3;+¢ en el intervalo tenemos
Psjyo P 1 Pspis Py
—1 | 1 1 L I I 1 I | 1 1 | | | | |
L T L e T
Pops B Psp—y 0P, Parts Ps Py Parta Pz Pann Py P

Hacemos ahora el grafico que corresponde a la restriccién de o al intervalo
[0((101)*+1111), (101)*+1111]
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/ I3j4a
/ JETS

17
1y
1>
Iy
I3
| I

Is

JEVES:)

¢ng+2 Ig Isi I3k+43 Ig Is 1 Io 1, I7 L I3pqa

JEVES) 0P, FEVEST

Este grafico se obtiene juntando linealmente los puntos (P;, o(F;))

Consideramos la particién :

A(k+1) = {Iskts, Iskyo, - - -, Tias Isy Is, Ispy sy Iy - -y Iy I3, 1y, Ioy Iy, Iry oo Iagogn, Iggya }

El A- grafo asociado a esta aplicacion es:
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Isiors € Isnia €— I3pys @

X

I3p42 I3p+1 €— I3y

Observamos que este A- grafico es como el A- grafico de la restriccion de o a
[0((101)*¥111), (101)*111] al que hemos agregado las siguientes flechas

Ispys € Iskra €— Iskes < @
-«

A}
I3kt1 <€— I3

T2

Esto se va a traducir en que

R TR e

agit = afy + 271+ a7, agft = aly +am O +a7?)
Esto es:
Apy1 = Ap+ 27 G2 Dy =Dy + 2= G O = C + 2730 (1 +272),
Bpy1 = By, + 2~ GF2)(1 4 272)

Aqui hemos denotado:

Ak; (:17) Dk; (JJ)
Cr(z) Bi(z)

Ap1(x)  Drya(z)

Ap(z) =1 = Crs1(z) Bigi(x)




Asi Api1- Brg1 — Cry1 - Dy =
(Ap+2=CF2) (B2~ (14 272)) — (Ch+ 2735 (1 +272)) (D + 2~ CF+) =
AkBk+Akx*(3k+2)(1+x72)+ka7(3k+2) 2 0k=4(1+272)— C}, Dy — G BkF4)
Dz =3k (1 4+ 272) — 7% 41 + 272) = AyBy — CpDy + ApxCF2(1 4 272) +
Bra—3=2 — Cpa=3%—1 _ Dyz=34(1 + 72)

Usando las expresiones

k—1 k
Ay =zt + Zx_(?’”m -1 Dy= Zaz—(:””l)
i=1 i=1

k—1 k
Cp=)Y a %1422 Bp=)Y a G V1+a27%) -1
i=1 i=1
Tenemos
k—1
$—3k—2(1 + CL'_Q)Ak — $—3k—2(1 + $_2)(CL'_1 _ 1) + Z$—3z—3k—4(1 + $—2)
i=1
k
r3k—2p, = (1+ z72)zx73i73k71 _ oy 3k—2
i=1
k—1
_$—3k—40k — _(1 + x—2)zm—3z—3k—4
i=1
k .
7x73k(1 + x*Q)Dk =—(1+ z72)zx73273k71
i=1

Por lo tanto

Apy1Bii1 — Cry1Dyy1 = Ag By, — Cp Dy + 27302 (27 — 1 4 273 — p72) — g —3k—2
— AuBj, — CpDy — 23~ 3k=2 4 p=3k=3 _ 5 —8k—4 4, —3k—5

Formando (—1)3*+5=233k+5 det(Ay 41 (x) — I) que es el polinomio caracteristico de

la matriz asociada al grafico de o[, ((101)k+1111), (101)F+1111] tenemos

(—1)H329645 (A, By — CuDy + o33 — 2q 3k 4 53k _ ;—8k—d)
(—1)* " (245 (Ap By — CxDy) + 2° — 22° + 1 — )
(—1)* (@22 (A By — Cp D) — 22° + 2 =z + 1)

Como
p((101)*111)(2) = (=1)*+27 223422 det(Ay, — I) = (—1)* a3 2(A, By — Cy Dy,
Tenemos 238 T2( A By — C.Dy) = (—1)3*p((101)*111)(x), y luego

p((101)*H1111)(2) = (—1)3* 1 [23(=1)%*p((101)F111) () — 223 + 2% — 2 + 1]
= —23p((101)F111) (z) + (=1)3F (=223 + 22 — 2 + 1)
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Usando la hipétesis de induccién sobre p((101)¥111)(z), a saber
p((101)*111)(z) = (=1)*23*p(101)(z) — p((101)¥~1111)(x), tenemos

p((LOD)*H111) (2) =
= —2°((=1)*2**p(101) (x) — p((10)" '111)(2)) + (~1)* (22" + 2 — 2 + 1)
= (1)1 p(101) (2) + 2°p((101)*M111) (2) + +(—1)*F 22"+
(=) (2?2 — 24 1)
= ()PP Dp(101) (2) + 2 ((—1)F 2 p(101) (2) — p((101)F~2111) (2))+
+(=DF22° + (=) (@? —z 4+ 1)
= (=) Dp(101) () + (=1)" 12 p(101) (z) — 2®p((101)* 111 (2)+
+ (=1)F223 + ()P (22 —x + 1)
= (=1)FH @R 4 23 )p(101) () + (—1)%2°p((101)**111) (z)+
+ (=P (=223 + 2% —z + 1)
= (=) (@D 4 2¥)p(101) (2) + (=1)%2° ((—1)* 22 * 2 p(101) ()
— p((101)*73111)(2)) + (=) (—22% + 2% —2 + 1)
= (=DM (@D 4 2¥)p(101) (x) + (1)1 E D p(101) (2)+
+ (=1)*23p((101)F3111) (2) + (- 1)* (=223 + 22 — 2 + 1)
= (—1)FFY (30D g8k g g3 5101) (@) + (—1)*23p((101)F~3111) () +
+ (=D (223 + 2% —x + 1)
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Sucesivamente

= (—D)kHL (30D g3k 8D g3 33 p(101) () +
+ (=Dkz3p(101111) (x) + (— )" (—22° + 2% —z + 1)

k+1
= (—=1)*1p(101)( stz—f— 2 dat a2t -2 1)+

+ (=) (=223 4 22—z +1)
k+1
= (=1)F1p(101)( Zx?” + (=DM a3 2 (2% — g — 1) + (=) 4 (1)t

+ (=13 4 (= 1)’“+22x + (=122 -z 4+1)
k+1
:( 1 k+1 101 Zx:}ﬁ_i_ k+1$3($2—$—1)+( 1)k+1(x 4 )

k+1
— ( 1 k+1 101 Z-’EB,L + k+1 —r+ 1)

k+1

= (=113 p(101) () +(— 1) (= fo‘u D (22 —z+1) (3.1)
Asi hemos llegado a que
P((101)*1111) () =
k+1
— (—)FHL3FR(101) (2) + (~ 1) (@? —w — 1) - 3@ 4 (1) (@ — 2+ 1)
i=1

Calculamos el desarrollo polinomial de p((101)*111)

() — p((101)*~'111)(x)

(@) = ((=1)* 12 Dp(101) (z) — p((101)* >111)(=))

(@) + (=1)*2**=Vp(101)(2) + p((101)*2111)(x)

22 23D 4p((101)F2111) ()

2 4 g3 70) 4 ()R 22 2p(101) + (—1)°p((101) 2111 (2)
2%k 3D 4 3=y 4 (1)3p((101)F3111) (2)

—~ o~
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Sucesivamente

= (=1)*p(101)(z) (@3 + 22*=Y 4 4 23?) 4 (=1)F " 1p(101111)(x)
(3% + 2D 4 B4 (—DF N (P a2t -2t - 1)
(2%F + 230 4 2P 4 (—D) R (e — 2 — 1)

= (=1)Fp(101)(z)(2®* + 23FD 4 4232 4 2% + (—DF N (=) (@? -z + 1)

k
= (—1)’“p(101)(33)z 2 4 ()M — e+ 1)
Por lo tanto
—p((101)*111)(z) = (-1 Z:v?” + (-1)Fa? -z +1) (3.2)

Reemplazando (3.2) en (3.1) tenemos:
p((L0)*111)(2) = (=1)*1a** TV p(101) () — p((101)*111)(2)

como queriamos probar. Ahora
p((101)"*'111)(F) = —p((101)"111)(Z) y
p((101)"1111) () = (—1)" 2™ p(101) ()

(—=1)"p((10)™1111)(@) = (=)™ 'p((101)"111)(@) = (—1)"~'p((10)"111)(T) < 0
(—1)"p((101)" 1111 (z,) = (=1)*" 2 Dp(101) (2) = —a "V p(101) ()

y como p(101)(z,) < 0 entonces (—1)"p((101)"+1111)(x,) > 0
Por lo tanto p((101)"*1111)(Z) y p((101)"*1111)(z,) tienen distinto signo.
Asi existe 413 21 < T2 < ... < Ty < Tpy1 < T tal que p((101)"1111)(zp41) =0

Vamos ahora a probar que
lim z, =T (3.3)

n— oo

Supongamos que (3.3) es cierto, como hy,,((101)"111) = log z,, tenemos
Riop((101)™111) — hypp(101) = log Z. Esto es hyop es continua en § = 101. En efecto:
ya sabemos que hyp es creciente; hyop(0) = hiop(101) para cada 6 € [101, 100]. Si
&, < 101 es cualquier sucesion tal que &, — 6 = 101 entonces para cada n existe
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m(n) € N tal que (101)™(M111 < &, < (101)™™*1111 y m(n) — oo si n — oo por
lo tanto
hiop((101)™ ™ 111) < hrop(&n) < hrop((101)™ W +111)
Asi
10 iy (60) = hioy(101)
Por lo tanto hy,, es continua en § = 101

Vamos ahora a probar 3.3 ( lim z, =7)

n—oo

P((101)F1111) () = (—1)F+ 12+ Dp(101) () — p((101)111) (x)
— (—D)FEp(101) () — [(~1)4 ¥ p(101) () — p((101)F ' 111) ()]
1R p(101) () + (—1)F e p(L01) () + (1)

k 1

)

= (~1) 1)%p((101)*~"111)(x)
= (=1)*p(101)(2) (z**HY + &%) + (=1)*p((101)*"111) ()]
( 1)k+1 (1 1)(1,)( 3(k+1)+x3k)+

+ (~1)*[(=)* P *Up(101) () — p((L0)*2111) ()]
= (=1)Fp(101) (2) (&3F Y 4 23 + 23 =D) 4 (—1)%p((101)*%111) ()
= (=) p(101) (2) (@3 *F D) + 2% 4 4 2%2) + (—1)Fp(101111)(z)
— (- 1)k+1p(u)(x)(x3(k+1)+...+x3'2)+(—1)k[—x5+x4+x3—x2+x—1}
= (=DM p101) (@) (@Y + 4+ 232 4 (=1)Fad(—a? + 2 + 1)+

= (—=D*p(101) (2) (z*FHV 4 2PP) 4+ (1) (@ — 2 - 1)+
+(=D)M(=2? + 1)

Como p((101)*+1111)(zx41) = 0 se tiene

k
(=1)F 1 p(101) (wp41) - 2340 [Z milﬂl = (="M (=20 + 2pa — 1)
i=0

O sea
3(k+1)

k
p(101) (k1) '332-1-1 : ;:1 1 = —xi_,_l + Ty —1
Tht1
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3(k+1
P0D)(@pi1) - 2y (35 = 1) = (ahyy = 1) - (~af i + 2a41 — 1)

. . . 3
Dividiendo por zj

1
p(101) () - (3 = 1) = (1 - 5 ) (=2 Faen - 1)
Tit1

o 3(k—+1)
Dividiendo por Ty, tenemos

1 1 1
p(101)(2k+1) - (1 - 3(k+1)> = 30kt (1 - x3—> (T T — 1)
Trt1 Trt1 kt1

Yaquel <z <xp <...<241 <7Tse tiene que

3(k+1) _

lim T, =

k—oo

Por lo tanto
lim p(101)(zx+1) =0

k—o0
La sola forma que esto ocurra es klingo Tht1 = T.
Podemos reinterpretar estos calculos “dinamicos” desde el punto de vista del algebra
lineal de la siguiente forma:

Consideremos la sucesién de matrices cuadradas

1100 0
0010 0
Ms=Ms1s0=10 0 0 1 0
0000 1
0101 0],
1 1.0 0 00 0 0]
00100100
00010000
00001000
Mg = Myp,y =
8 et 01010010
0000O0O0TDO
0000O0O0GO0 1
(1010000 0]
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- 11x11

10 0 0 0 0 O0j0 0O

1
0

0 01 0 01 0O

1
0001 0O0O0TO0]0 00

0 0001O0O0O0]0 00O
0101 001O0]0 10

0

1 00 0 O
0 000O0OO0OTO0OT1T|0O0O0

0 000 0O

10100 0O0O0OI0O0O0
0 000O0OO0OO0OT 0|0 10
0 000OO0OO0OO0T 0|0 01
0 000O0OT1TO0TO0]0 00

My = M3.349

Y en general para k > 3

] 3x(3k+2)

(—1)k+1$3(k+1)(1'2 o 1) _pk(x)

o o o
~ o
X
X ~
m A2 +
< X 2
o~ o 5 o o o
22 r 1
HH - OO0 o0 o0 oo oo o S e <
D ™
i
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y la sucesion de radios espectrales 1, de Mgy o satisfacen 1 < r; <1y <rg <...<
rr <7donde T eslaraizl <7< 2dex?—x—1=0. Ademas kh'm ry =T
— 00

Estos calculos sirven para probar el siguiente resultado

Proposicion 8. La aplicacion hiop(0) = hiop(0ls(0(6),6)) €5 continua en 6 = 101

Demostracion. Ya vimos que hyop(100) = hyop(101) asi que para cada 6, 101 < 6 <
100 se cumple
htop(&) S htop(e) S htop(m)

Como hyop(101) = hypp(100) tenemos que hiop(f) = hiop(101). Asi que para toda
sucesion (&,) C X tal que &,41 < &, ¥ h;m &, = 101 se cumple que hyop(€n) =
hiop(101) toda vez que 101 < &, < 100. e
Si (§,) C X1 es una sucesion tal que &, < £,41 Y nlin;o &, = 101 entonces, para n
grande consideramos k(n) tal que (101)*(™111 < &, < (101)kM+1111.
De aqui

Piop(LOD)PIT11) < hyop(€) < hiop((101)FM+1111)

lim &, = lim (101)*™111 = lim (101)™111 = 101

n—oo n—o0 ——————— m— 00
Concluimos entonces que hy,p(6) es continua en § = 101
O

3.4. Continuidad de hy,,(f) en 0, = Hf,,, (101), k =
1,2, ..

Paraa = 11,b = 10 denotamos X, , = {0 : Ny — {a,b}} el conjunto de sucesiones
0 : Ng — {a,b}. En ¥, consideramos la métrica d : X, x X4 — [0, co[ definida

por
o0

d(6,¢) = Z 2,»%5(91'7&); 6(0;,&) = {

i=0

0 6;=6&

1 0; #&

Sea 04 @ Xap — Mg, la aplicacién de shift. Sea Hyp : Yo — g la aplicacion
de renormalizacion: H, (6o, 01,02,...) = (0~0,9~1,0~2,‘..) donde ; = asif; =0 y
0;=bsif =1

Es facil verificar que Hy1,10 es un homeomorfismo de Y3 en ¥, . De hecho, si ds es
la métrica en Xo y d, p s la métrica en X, 5, se tiene d(6, &) = do by (Hap(0), Hap(€))-

Esto es Hij 10 es una isometria de (X2, dz) en (X4, dap)-
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Lema 13. H,p00 =04p0 Hyy

Demostracion. Ha,b o 0(90, 917 6‘2, .. ) = Ha,b(617 92,93, .. ) = (9~17 9~2, 9~3, .. )
Ua,b o Ha)b(eo,el, 92, . ) = O'a)b(eo,el, 92, .. ) = (91, (92, 93, .. )
Luego Hyp o0 (0) = 04 0 Hep(8), para todo 0 € Xy O

Sea ahora 6 € ¥, una sucesiéon maximal tal que 101 < 6 < 10 y sea hyp(0) =
htop(Tlsio(6),6)) la entropia topologica de o|sy(9),6]-
Sea I'p = Hy1,10(X[0(0),0]). Es claro que hiop(0alry) = Piop(o|sio(6).6) = Ptop(0).
Consideremos Ay = Ty U o(T'y) C Xo. Es claro que Ty No(Ty) = 0 y que Ay es
o—invariante, ademas o(o(Ty)) C Ty.
Asimismo; si 6 = Hji1,10(0) entonces Z[O’(é), 5] = Ay y entonces
htoz)(é) = htop(‘7|2[a(é),é]) = hiop(0]a,) (3.4)
Notamos, también, que o117 19|r, actia como o?|r,. Esto dice que hiop(c11,10|r,) =
hiop(?|r, ), como Hi 10(X[0(8),6]) = Iy entonces hiop(011,10|1,) = hiop(Tlsio6),0]) =
hiop(0). Por lo tanto
htoz)(gz‘l“e) = hop() (3.5)

2 _invariantes y luego se cumple que hyop(0?|a,) =

Observamos que I'g y 0(T'g) son o
mAx{ Niop (021, )5 htop(02]o(ry)) }- Como también o|p, : Ty — o(I'y) es un homeomor-
fismo entre Iy y o(I'g) que conjuga a o?|r, con 02|, (r,) vemos que hyop(0?|r,) =

hiop(02|5(ry)) ¥ €n consecuencia

hiop(0%125) = Piop(a®[ry) (3.6)
De (3.5) y (3.6) concluimos que

hiop(0%|ag) = Tiop(6) (3.7)
Por otro lado Ag es o—invariante entonces
ht0p(02|/\s) = 2htop(0a,) (3.8)
de (3.7) y (3.8) tenemos
2ht0p(0—‘1\e) = htop(g) (3.9)
Usando (3.9) y (3.4) thop(é) = hyop(6). Por lo tanto concluimos que htop(é) =

1
5htop(0).
Esto es, hemos probado la siguiente proposiciéon

121



Proposicion 9. Sea 101 < 0 < 10 una sucesion mazimal y hiop(0) = hiop(o|5(0(6),0)) -
Sea 0 = Hi110(9) € [101110,101] su imagen por el operador de renormalizacion. Se

cumple que .
ht()p(‘g) = §ht0p(9)

donde hiop(0) = hiop(0|5(5,9))-

Usando el resultado anterior y el resultado de la continuidad de hyo,(0) para
6 = 101 es posible concluir la continuidad de hop(6x) para 0y = Hfmo(M).
Aquif; = Hyq10(101) = 101110; 6, = H121,10(m) = H11,10(101110) = 101110101011;
03 = Hf’mo(&) =101110101011101110111010;
0, = Hf1710(ﬂ) =101110101011101110111010101110101011101010111011; ...
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Apéndice A

Matrices Positivas

Desarrollaremos la parte del libro de Laura Martignon (escrito por ocasion del
16° Coloquio Brasileiro de Matematica) que desarrolla la parte de la Teoria de
Perron Frobenius necesaria para comprender el trabajo de Block-Guckenheimer-
Misiurewicz-Young, Periodic points and topological entropy of one dimensional maps
publicado en Lecture Notes in Mathematics N° 819 y que explica elalgoritmo con el

cual calculamos la entropia de subshifts de tipo finito.

Lo que deseamos establecer es lo siguiente: Sea f: I — R una aplicacion continua.

Diremos que el intervalo I f-cubre el intervalo J C R si existe intervalo K C I tal
que f(K)=J.

Diremos que I f-cubre J m-veces si existen subintervalos K7, Ks,..., K, en [
con int(K;) Nint(K;) =0, si i # j tales que f(K;)=J,i=1,...,n.

Definicion 21. Un A-grafo de f es un grafo orientado con vértices Iy, I, ..., I tal
que si I; f-cubre I; n pero no (n + 1)-veces, entonces hay n pero no (n + 1) flechas
de Il a Ij.

Ejemplo. Consideremos f: I — I como en la figura. En este caso el A-grafo es:
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/v\ /\

I3 \_/Ig

I I I3

En este ejemplo, denotamos por A = {11, I, I3} la particion de I y G = G(A) el
respectivo grafico.

En general, podemos asociar el A-grafo G una matriz M = (m;;) de orden s x s
donde m;; = ntmero de flechas desde I; a I;. Es claro que M es una matriz no
negativa (i.e. m;; > 0y m;; € Ny). El logaritmo del radio espectral de M (o sea, el
logaritmo del mayor autovalor de M) se llama la entropia de G y se denota h(G).

Para f: I — R se denota por h(f) a la entropia asociada a la restriccion de f al
conjunto ﬂ () = Ay.

n=0

Lema 14. Si G es un A-grafo de f, entonces h(G) < h(f)

Pregunta ;Por qué no ocurre que el mayor autovalor de M es cero? Hay casos

en que es asi.

Ejemplo. I, <+ Iy A-grafo de f.

= )2
—A

! M:G vj@WWJD:|AO
10 1

AN=0s1=0

Por lo tanto el inico autovalor es A = 0 y hA(G) = —oco. Obviamente —oco < h(f).
Buscamos entonces, encontrar condiciones sobre la matriz M de tal manera de

garantizar que el mayor autovalor de M sea A > 1 para, en ese caso, tener 0 <
log A < h(f).

Por eso hemos llegado al libro de Laura Martignon que estudia lo que se conoce
como la «Teoria de Perron-Frobenius». En estas notas veremos la parte del libro
que nos interesa y que se refiere (someramente) al siguiente tipo de resultados «El
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radio espectral de una matriz positiva es autovalor de ella con un autovector positivo
asociado» y «Si la matriz es irreductible su radio espectral es una raiz simple del
polinomio caracteristico asociado con un autovalor estrictamente positivoy.

El libro de algebra lineal de Kenneth Hoffman y Ray Kunze contiene las demos-
traciones de la mayor parte de las afirmaciones, de algebra lineal, que aqui enuncia-

mos y no probamos( y que aparecen en el libro de Laura).

1. Elementos previos
En R"™ se define el siguiente orden parcial
rzye (zi—y) =0
paracadai=1,...,n. Aqui x = (21, Z2,...,&n), Y= (Y1,Y2+- - - Yn)-

Afirmacioén 13. Es un orden parcial en R™.
En efecto,

a) Refleja: x > x, Vo € R", pues ; —x; >0, Vi=1,...,n.

b) Antisimétrico: si x >y ANy > x, entonces T = y.
Ne>yew,—y>0,i=1,....n y 2)y>zsy —2,>0,,i=1,...,n
De 1) y 2) se tiene que x; —y; =0, i =1,...,n y luego x = y.

¢) Transitivo: si x >y, y > z, entonces x > z.

y>ze (yy—z)>0i=1,....n

Sumando ambas expresiones

(x;i—yi)+ (yi—2)>0,i=1,....n
(t;—2)>0,i=1,....ne x>z

El conjunto de vectores positivos en este orden es R} = {z € R";z >0} =
{reR”:2;,>0,i=1,...,n}.
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a) Sixz,y € R, entonces (x4 y) € R} (invariante bajo suma)
b) Si A€ Ry y x € R, entonces Az € R}

Por lo tanto R es un cono.

Ejemplo. Paran =2

A | RY R? = {(z,y) € R% 2 >0,y > 0}
(,y) € A4 2<0,y>0

Az | 43 (r,y) € Ao 2 <0,y <0
(r,y) e A3 2>0,y<0

Notamos que este orden no es total. Por ejemplo, no es posible comparar (—2,1)
con (1,3),1—(=2) =3 >0y 3—1 <0, por lo tanto no es cierto que (1, 3) > (=2, 1).
Como: —2—1<0y1—1 >0, entonces no es cierto que (—2,1) > (1, 1).

Observacion 7. El limite de una sucesion de vectores positivos en R’y es un vector
de R, por lo tanto R} es cerrado. Escribimos x > 0 si x es positivo no nulo y

x> 0 si cada componente de x es mayor que cero.

Para dos ntameros reales x, y se define z A y = min{x,y}. Para z,y € R” se
define el infimo de = e y por

TAY=(T1 AY1, T2 A Y2,y .oy Ty AYn)-

Para x,y ntumneros reales se define z V y = max {z,y}. Para z,y € R" se define el
supremo de x e y por xVy = (v1VYy1,T2VY2,..., Ty V). Paraz € R", 27 =2 V0
yax~ =(—x) V0.

Si para € R" denotamos |z| = (|z1], |z2|,...,|zs]), entonces: a) z =at —z~
y b)lz|=at+a".
Consideramos C" = R™ + iR™ = {(z1 + iy1, 22 + iy, ..., Tn + iyn)} (la complexi-
ficacion de R™); y alli podemos, de igual manera, definir y > = < (y — x) tiene
componentes no negativos. Se escribe z > 0 si z es positivo y no nulo y & > 0 si

todas sus componentes son estrictamente positivos.
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Observacion 8. Para z =a+ib € C, |z| = Va2 + b2,

Definicion 22. Un ideal de C™ es un subespacio J que satisface lo siguiente: si

z € J,y e C", cumplen |y| < |z|, entonces y € J.

Observacion 9. Como J debe ser subespacio, entonces st ocurre que hay x € J tal

que |x| = (|z1], . .-, |xn]) satisface z; 0, i =1,...,n, entonces
yi = (X1, 22, 2i—1,0,2i41, ..., %) € J pues |y| < |z|, asi que debe ser J = C"
pues yi,Y2,---,Yn € J. Por lo tanto, si J # C", existe subconjunto no vacio H C

{1,...,n} tal que
J={(x1,29,...,2,) €EC"% 2, =0 parai € H}.
Ejemplos:

a.- En R? hay solo cuatro ideales. A saber: J, = {(z,0);z € R}; J, = {(0,y);y €
R}; Jo = {(0,0)} y R?.

b.- En R3 hay ocho ideales. A saber: J, = {(z,0,0);z € R}; J,, = {(z,9,0);z,y €
R}7JZ,Z = {(x,O,z),:c,z € R}7Jy = {(O,y, ) S R} Jyz = {( ) Y,z €
R}; J, = {(0,0,2);2 € R}; Jo = {(0,0,0)} y R3.

2. Norma de matrices

En C", tenemos las normas

) Nzl = (Z xﬂ> sil<p< oo

b) ||z, = max{|z;|;1 <i < n} la norma del méaximo.
Lema 15. |z| < [y| implica ||z|[, < [y,
Demostracion.
1
n n P
2| <yl = |zil < |yl = <Z|$z’|p> < <Z|yz‘|p>
i=1 i=1

Cada norma en C" induce una norma en .Z(C") = {A: C™ — C"; A es lineal} por
[A[] = sup {[|Az[[; [l«] < 1}. 0
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Observaciones

1) Como (C™,||-||) es completo, entonces (£ (C™), ||-||) también lo es.
2) Se cumple que |4 0 B| < [|A]- | B

3) |[I]] =1 donde I: C™ — C" es la identidad I(z) = z.

3. Teoria espectral

Sea A: C" — C™ una transformacion lineal. Considerando una base {vy, v, ..., v}
en C" y una base {wy,wo, ..., wy,} de C™.

El vector A(v;) resulta ser una combinacion lineal de los vectores {w, wa, ..., wn },
o sea,

m
A(Uj)=Zaijwi, j:L...,TL
=1

por lo tanto, en las bases {v1,va,..., v,y {w1, wa, ..., wy}, la transformacion lineal
A tiene asociada la matriz m x n: (a;;)i%; /-;. Manteniendo las bases de C" y C™
fijos podemos asociar a A € Z(C") la matriz (a;;) € Myxn(C) y la aplicaciéon

A — (ai;) es un isomorfismo de espacios vectoriales.

Observacion 10. En lo que sigue, toda vez que consideremos una matriz (a;j),
vamos a pensar que representa una transformacion lineal A: C* — C™ que hemos
representado en las bases candnicas {e1, ez, ..., en}, {e1,€a,...,en}. La matriz (a;;)

serd denotada A al igual que la transformacion lineal A: C* — C™.

Definicion 23. )\ € C se dice autovalor de A: C* — C™ si existe x € C™, x # 0

tal que A(x) = Az. En este caso z se llama el autovector asociado al autovalor A.
Observacion 11. Si A € C es autovalor de A, entonces 3z € C™, x £ 0 tal que
(A=XD)(z)=0 S A=A C" — C™no es inyectiva.

Definiciéon 24. El determinante A(\) = det(A — AI) es llamada el polinomio ca-
racteristico de A. Se cumple que si

AN =ap+ar A+ + a A",

entonces
A(A) :Oé0+OélA+"'+OénAn:O

es la aplicacién nula (resultado conocido como Teorema de Cayley-Hamilton).
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Si o, #0, AN = ay, <0[0+O‘1)\+...+O‘”—1/\n1+/\n)_

Si A(X) =0y g(A) = X0 By Somlynty A", entonces g(Ag) =0y
« Qy o
g(A) es un polinomio ménico. Por lo tanto A(A)n: 0 implica g(A) = 0.

Definicion 25. El polinomio moénico de menor grado que anula a A, se llama poli-

nomio minimal de Ay se denota m(\).

Observaciones

1) Como A(A) =0, m(A) =0y m()\) es de menor grado, entonces m(A) divide a
A(N).

2) El conjunto de autovalores de A coincide con las raices del polinomio caracteris-

tico de A y se conoce como el espectro de A. Se denota

o(A) = {\ € C; X es autovalor de A}.

3) tanto la matriz A = (a;;) cuanto su transpuesta A* = (a;;) tienen los mismos

autovalores.

Definiciéon 26. El radio espectral de A es r(A) = max {|A\|; A € o(A)}. El conjunto
(C\ o(A)) = p(A) se conoce como el resolvente de A. Si A € p(A), entonces la
transformacion A — Al (o A\I — A) es invertible y denotamos R(\) = (M — A)~! que

se llama la resolvente de A en \.

Dado A € o(A) el subespacio {zx € C™"; Az = Az} se llama el autoespacio de A
asociado al autovalor .
La dimension del autoespacio de A asociado al autovalor A, es llamada la multi-

plicidad genérica de A. Si esta dimensién es 1, diremos que A es autovalor simple.

Observaciones

1.-) X autovalor de A, tiene una multiplicidad como raiz del polinomio caracteristico

de A que se conoce como la multiplicidad algebraica de .

2.-) X autovalor de A, tiene una multiplicidad como raiz del polinomio minimal de A

que se conoce como multiplicidad analitica de .

En el siguiente lema suponemos 1,2 y 3 conocidos y probaremos 4.
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Lema 16. 1. Si U es una matriz invertible y B = U~YAU, entonces o(A)

o(B).
ARy = {Xk; X e o(A)}.

3. Si A € C, satisface |\| > r(A), entonces

RO =OI=4)7 =3 55

La serie del lado derecho, converge para R(\) en cualquier norma |-

1
4. r(A) =lim, o || A" ™.
Demostracion. En efecto, si |A| > r(A), entonces

k A"

2 3T
n+1 ’

n

por lo tanto, la sucesiéon ( ) es limitada en norma:

An+1

Se= AT < eR AR

n
HAn+1

- imsup [ A™[|7 < |A].

Esto vale para todo |A\| > 7(A), por lo tanto lim sup || A" || "< r(A). Como (r(A))"

r(A") < ||A™]| = r(A) < lim||A,]|* por lo tanto,

r(A) = lim_||A"|"

4. Comportamiento asintético de potencias de ma-

trices

Lema 17. Sea A una matriz y v = r(A) su radio espectral. Si v = 1 es un polo

simple de la resolvente y el unico autovalor de A de mddulo 1, entonces A = P+ B,

donde P = limy_.1(A — 1)R(X) es la proyeccion sobre el espacio fijo de A (i. e. de

los vectores x tales que A(x) = z). Ademds PB=BP =0 yr(B) < 1.
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Demostracion. Sea

P = lim (A = JR(Y) = lm(AR() = R(A)) =

-1
I A
A A2 )

+’\_1A2+...).

hm I+A+A2+
o A A2 o
A

A—1 A—1
:11'm< I+

A—1 A A2 A3
L PA=lim (/\)\IA+/\)\21A2+>\)\31A3+...)
—h;rnl((/\1)/\%+(/\1))\f—§+)\0\1)§1—j+...)
pmo- ()

— lfm (A — 1A <R(/\) - i) = Jm (A~ DRO) = P

—1

Analogamente AP = P. De aqui

P-P= lim (A—l)R(}\)P:/\liml()\_l)<oo Ak—P):

A——1 )\k+1
k=0
) P P P
_}\lfri()\_l)()\—’—ﬁ—i_ﬁ—’_ )
= If P+£+£+£+ — £+£+£+ =
3 XAz T3 AP Y
=limP=P
A—1
i.e. P2=P.

Tenemos ademéas Ax = x & Px = z. En efecto:
= Si P(z) =2, AP(z) = P(z) = Az = z.

= Si Az = z, entonces x es punto fijo de A y como P es la proyeccion en el

espacio fijo de A, entonces Pr = x.

Sea B=A—-—P;BP=AP-P?=P—-P=0;PB=PA-P?=P-P=0
..BP=PB=0.
Por demostrar que r(B) < 1. Suponga B(z) = ax con |a] > 1.
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aP(x) = P(ax) = P(B(z)) =PB(z)=0 .. P(x)=0
. B(z) = axr = Az — P(x) = ax = Az = az.

Como para |a| > 1 no hay x # 0 tal que Az = ax, puesr(4A) =1= 2 =0, o sea
que, r(B) < 1. Si B(z) = ax con |a| = 1. Como P(z) =0, Az = ax, por lo tanto si
a es complejo (—<«), pues r(A) = 1 es autovalor tnico de modulo 1.

Si B(xz) = x: como Px = 0y Ax = x, entonces x € al espacio fijo de A y
Pr=0=2=0,..rB)<1l O

Lema 18. Sea A una matriz cualquiera. Tenemos
1. limg o AF=0&1r(4) <1
2. limy,_, o AF existe y es no nulo si, y solo si, A\ = 1 es polo simple del resolvente

y el unico autovalor de mddulo 1.

3. Sir(A) > 1 entonces no eriste limy,_, o, A*.
Demostracion. Demostremos primero la parte 2.

Si A = 1 es polo simple del resolvente y el tinico autovalor de médulo 1. Pd.
limy, o AF exite. El lema anterior asegura que A = P+ B, P = lim,_1(A — 1)R(\)
es la proyeccion sobre el espacio fijo de A, PB=BP =0y r(B) <1

A-A=(P+B)(P+B)=P-P+P-B+B-P+B-B=P+ B’
A= (P+B*)(P+B)=P*+P-B+B> P+B*=P+DB*

y en general A¥ = P 4 B*.
Como [[B¥] < | BIF < (+(B))F, entonces B* 0, k — oo
lim A* = P.
k—oo
Suponemos ahora que la sucesion A* es convergente y su limite es no nulo.
Suponemos « € C es un autovalor de A con |a] = 1. Sea & € C", & # 0 tal que
Azr = ax, entonces AFz = oFz y resulta ser que (ak)keN es convergente.
La tnica manera de que esto sucede es que o = 1. Como (AF),ecn converge,
entonces es acotada.
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Si |A] > 1 se tiene

A=DRN) =(A-1) S5
k=0
|| AR = []A%
k=0 k=0
A1) AN =1
— . - = Y
P ILe A ©

k=0
Por lo tanto (A — 1)R(\) es limitada V |A| > 1. Asi que A =1 es un polo de orden 1
de la resolvente.
Demostracion de la parte 3. Si 7(4) > A > 1, entonces r(;\4) > 1, A =
sup {[|Az], [lz[} < 1}.
Six € C" es tal que Az = ax con |a| = r(A) y ||z|| > 1, entonces

(D)= 13- Bl 51 20

b Gl (52) ==

- lim A* no existe.

k—o0

Demostracion de la parte 1. Si 0 < r(A) < 1, entonces

lim [|A*|| < lim (r(A))* = 0= lim A" = 0.

k—oo

Si limy, .o A¥ = 0, entonces no puede ser r(A) > 1, . r(A) < 1. O
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Apéndice B

Matrices positivas y el Teorema

de Perron

El matematico aleman Oskar Perron, prob¢ el siguiente resultado:

« El radio espectral de una matriz positiva, es un autovalor con un autovector
positivo asociado. »

Esta seccién se dedica a la demostracion de este resultado y al anélisis del espectro

de una matriz positiva.

1. Positividad

Definicion 27. Sea A: C" — C” una transformacion lineal. Diremos que A es una
transformacion lineal positiva, y escribimos A > 0, si para todo x € C™ tal que
x >0, vale Ax > 0.

Observaciones

1) Si R} = {z € C*;x > 0}, entonces si A es positiva. Vale A(R?}) C R’}. O sea,

deja invariante el cono positivo.

2) Si (a;j) es la matriz de una TL positiva A: C* — C” en la base canonica, entonces
ai; > 0. En efecto,

135



ejZ(O,O,...,l,O,...,O)ZO y Aej:(a1j7a2j,...,anj)20

a;; >0 1=1,...,n, j=1,...,n
3) Sia;j > 0y (a;;) es lamatriz de la TL A: C" — C" en la base canonica, entonces
A es positiva.

4) Si (a;;) es la matriz de A denotamos por |A| la matriz (|a;;|). Obvio que la TL

que representa la matriz |A|, en la base candnica, es positiva.

Definicion 28. Una matriz A = (a;;) es positiva si a;; > 0 Vi, j.

Observaciones

5) Sea A = (a;;) una matriz positiva, entonces para cada x € C", vale |Ax| < Alz|.
Esto se deduce del hecho que |z| = (J21],... |x,]) ¥ la desigualdad triangular. En

efecto,

n n n
Az = E 154, E 25Ty .-, E UnjTj
j=1 j=1 j=1

entonces

n n n
|AZC‘ = E a15Tj| , E A25T 5| 5.y E AnjTj S
j=1 j=1 j=1

n n

n
< Z\aul’ﬂ, |¢12jxj|7---72\anjiﬂj| <
=1 =1 =1

n n n
<Y anilal Y agslagls Y anglasl | = Alzl
j=1 j=1 j=1

6) Para matrices A, B y escalar A > 0, se tiene

a) SiA>0, B>0, entonces (A+ B) >0
b) SiA>0y A> 0, entonces AA >0

136



7) Si (a;)nen son matrices positivas y A = lim,, o Ay, entonces A > 0. Esto se
deduce del hecho de que si a,, > 0, n € Ny a = lim,_ a,, entonces a > 0. O

sea el conjunto de matrices positivas es cerrado.

8) SiA>0y B >0, entonces A-B > 0. Esto es claro y concluimos que el conjunto

de matrices positivas es cerrado para la multiplicacién.

Proposicion 10. Sea A una matriz positiva y A un nimero real tal que X > r(A),
entonces
RO\ = (M —A)~!
es una matriz positiva.
Ak
Demostracion. Sabemos que R(A Z Y1 bara cada A € C tal que |\ > r(A).
Ahora el resultado se deduce del hecho de que las matrices positivas son cerradas

para la suma, el producto y para la multiplicacién por un niimero positivo. O

Definicién 29. Una norma ||-|| en C”, se dird mondtona, si || < |y| implica que
]l < {lyll-

Lema 19. Consideramos C" con norma ||-||, mondtona. Sea A una matriz positiva.

Sea r =1r(A). Existe un vector y € C" cony >0y
l,_ =
Alg}IIR(A)yIIp 00
Demostracion. Supongamos que no. O sea, para cada y > 0, R(\)y es limitado

VALl
Sea xz € C":

0
<IN AM | = R(A] .
n=0
Como la norma es mondtona, tenemos ||R(N)z|| < ||R(|A])z]]. Sea Ao € C autovalor
de A tal que |Ag] = 7y A € p(A) una sucesion tal que A, — Ag. Si ocurre que
[R(An)z|, es limitada para cada « € C", entonces la sucesion || R(A,)][, también es
limitada. (Esto no puede ser ya que en este caso R(\;) seria una sucesion de Cauchy
y su limite serfa (Ao — A)~! que no existe). Por lo tanto 3z € C™ no nulo tal que
[R(An)zl], es ilimitada. Asi que |[R(A,)[z[[], es ilimitada. O
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Teorema 8 (de Perron). El radio espectral de una matriz positiva es un autovalor

con un autovector positivo asociado.

Demostracion. El conjunto S = {z € C";||z[|; =1y = > 0} es compacto (es la in-
terseccion de un cerrado, R’ , y un compacto, {z € C"; ||z[|, = 1}). Sea A la matriz

positiva, r su radio espectral.

Por demostrar que existe vector z € C", x > 0, tal que Az = rx. Por el lema
anterior, existe yo > 0 y sucesion A, | 7 tal que |[R(\,)yol; — oo.
R(A)yo

[R(An)yoll,
Como S es compacto, existe x,, — x € S.

Sea z, = = |lznll; =1y 2, > 0. Por lo tanto z, € S Vn € N.

R(/\n)yO _ Yo
[R(An)volly  [[R(An)wolly

(
(I = Az, = (rl = Ny Day + (A — A)zy, =

Yo
— (] — MDDy + —— 20
o TRl

(Al — Az = (M — A)

Por lo tanto, considerando n = ny, y haciendo ny — oo se tiene (rI — A)x = 0, por

lo tanto Ax = rx. O

Observacion 12.
En particular: r = r(A) es un autovalor de A y se tiene x € S (y entonces x > 0).

Remarcamos entonces, para una matriz positiva A, que si A € R es un autovalor de
A entonces A < r(A).

Proposicion 11. Sea A una matriz positiva, entonces r(A) < 1 si, y sélo si, (I —

A)~Y emiste y

(I-A) =) A >o0.
k=0
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Demostracion. Suponemos que r(A) < 1, en este caso
S S S 1
Akl < AlF < k<
IVE D SIFTES) i
k=0 k=0 k=0
S
X , k .
. Slirgo;A existe

=0

(I—A)iA’“ = iAk —iAk“ =
k=0 k=0 k=0

o0

AP =(T-4A)"1>0.
k=0

Suponemos que (I — A)~!, existe y (I — A)~! > 0. El teorema de Perron asegura
que existe z > 0 tal que Ax = r(A)xz. Debe ser que r(A) # 1 pues (I — A)~! existe.

(I— Az = (1—r(A)z = (I— A) (%T(A)) =z

Asi que

xT

T (I—A) " (x)

Como (I —A)™' >0y z >0, resulta que 1 — r(A4) > 0. Como r(A) # 1, entonces
1> r(A). O

2. El espectro periférico de una matriz positiva

En esta seccién, haremos algunas observaciones sobre el conjunto de autovalores

de una matriz positiva A que se encuentra sobre el circulo de radio r(A).
Definicién 30. Siz = (z1,22,...,2,) € C", sn(z) denotara el vector cuyo i-ésimo
i
%]
Ejemplo. = = (1,—1,2,0); sn(z) = (1,-1,1,1)
x=(-1,0,-3,2); sn(z) = (-1,1,-1,1)

componente es ,six; A0y 1sia; =0.

Definiciéon 31. Para z = (z1,22,...,2,) € C*, y = (y1,¥2,.--,yn) € C* z -y

denotara el vector (z1y1,...,ZnYn) € C™.
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Con esta definicion, tiene sentido 2% = 2% 1o = (af, 2k, ... 2F).

Definicién 32. Sea A una matriz y r su radio espectral. El espectro periférico de

A, indicado o,(A), es el conjunto
op(A) ={ A e c(A), |\ =r}.

Proposicion 12. Sea A una matriz positiva, r = 1 su radio espectral y o un auto-

valor de A tal que |o| = 1. Si |z| = Alz|, entonces
oFlz|(sn(z))* = A(|z|(sn(2))*) VEk € Z.
Demostracion. Ver libro de Laura, pag. 26. O

Definicion 33. Sea A una matriz en C™ y r su radio espectral. Diremos que el
espectro periférico de A es ciclico si para cada autovalor A € 0,(A) tal que A = ro
con |a| =1, vale ra* € 0,(A) Vk € Z (o sea, \a? € 0,(A) Vj € Z).

Teorema 9. Sea A una matriz positiva. Su espectro periférico o,(A) es ciclico.

Demostracion. Ver libro de Laura pag. 27. O
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Apéndice C

Matrices Irreducibles

En la seccién anterior, vimos que el radio espectral de una matriz positiva es
autovalor de ella misma. Perron observd, en 1907, que si la matriz es estrictamente
positiva, su radio espectral es un autovalor simple, con un autovector estrictamente
positivo asociado. Frobenius prob6 un resultado més general para matrices irreduci-
bles. Aqui veremos este tipo de resultados y probaremos s6lo lo necesario a nuestros

propositos en dindmica.

1. Elementos de la Teoria de Perron-Frobenius

Una matriz de permutacion, es una matriz P = (p;;) de ceros y unos con la
propiedad de que
V1i<j<n3Ilige{l,...,n} talque p;;; =1y p;; =0
para i # ig
V1<i<n3ljoe{l,...,n} talque pjj,=1 y p;; =0

para j # jo.
Ejemplo. Para n = 3, las seis matrices de permutacién son:
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o
o
o
—_
o
o
o
—_

0 , 1 0 0], 010
0 0 1 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0
00 1}, 0 0 11, 100
0 1 00 010
Una matriz de permutacion P, se dira par, si det P = 1, e impar si det P = —1.

Definiciéon 34. Sea A una matriz positiva. Diremos que A es reducible, si existe

una matriz de permutacion P, tal que

papt— (8 0
C D

donde B y D son matrices cuadradas de orden menor al orden de A. Una matriz

que no es reducible se llama irreducible.

Observaciones

1) Toda matriz estrictamente positiva es irreducible.

2) Si A > By P es una matriz de permutacion, entonces PAP~! > PBP~!, Como
consecuencia: si A es irreducible y B > A, entonces B es irreducible. (Caso
contrario: B reducible = A reducible).

3) A es irreducible si, y s6lo si, A' es irreducible. Esto se obtiene por contradiccion.

Si A es reducible (digamos A = (2 J)), entonces se prueba que existe una matriz

!
PA'PT! = (g/ DO/> .
4) A es irreducible si no existe ideal J C C", J # 0, J # C", tal que AJ < J. En

efecto, si
A= B0 B = Br><r7
C D

entonces J = {(0,...,0,Z,41,...,2,)} esunideal J # 0, J # C" tal que AJ = J,
por lo tanto AJ < J.

de permutacién P, tal que
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Proposicion 13. Sea A una matriz positiva no nula y r su radio espectral. Se cumple
que A es irreducible si, y sdlo si, r es una autovalor simple de A con autovector

estrictamente positivo asociado.

Demostracion. Suponemos que A es irreducible. Como A es positiva el Teorema de
Perron asegura: > 0 tal que Az = rzx.

Sea J, la interseccién de todos lo ideales que contienen a x. Como Az = rzx,
entonces AJ, < J,, por lo tanto J, = C* y > 0. S upongamos que hay otro
autovector y y # Az asociado a r. Sin pérdida de generalidad, suponemos y € R"™.
Sea z(\) = x — M\y. A(x — \y) = Az — A(\y) = rx — rAy = rz, por lo tanto,
VA € R, ocurre que z(\) es autovalor de A. Claro que para algin A, se tiene que
z(A) intersecta un eje coordenado, i.e. z;(\) = 0 para algtin componente de z(\).

Sea J, el ideal generado por z, entonces AJ, < J, y J, es un ideal propio
de C" (—+«), por lo tanto no existe tal y y r es autovalor simple con autovector
estrictamente positivo.

Probamos ahora el reciproco. Sabemos que existe y > 0 tal que Ay = ry. Sea J
un ideal no trivial tal que AJ < J. Sea p el radio espectral de la restriccion A; de
A a J. Sabemos, por el Teorema de Perron, que existe z > 0 en J tal que Az = pz

y debe ser p < r (ya que y ¢ J pues sino J = C").

Lor{zy) = (z,ry) = (2, Ay) = (A2,9) = (pz,y) = p(z,v)
“{z,y)=0 (—«) pues y>0 y z2>0

por lo tanto no existe tal J, i.e. A es irreducible. O

Nota. Las matrices A y A! tienen el mismo radio espectral y A es irreducible < A

lo es. Asi que el resultado anterior es igualmente valido para A*.

Proposicion 14. Sea A una matriz positiva no nula y v su radio espectral. Se

cumple: A es irreducible si, y solo si,
M-A)"z>0 V>0 y A>r

Demostracion. Supongamos que A es irreducible. Escribamos R()\) = (A — A)~!
para A # r(A). Ya que (A — A)R(\) = I, entonces

AR(A) — AR\ =1>0
SARN) > AR(N) A>r
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Por lo tanto, para cada x > 0, R(\)z genera un ideal no nulo que es invariante por
A, por lo tanto R(A)z > 0.

Si, de otro lado, (A\] — A)"'z >0V 2 > 0y X > r, entonces el tinico ideal J tal
que AJ < Jes J = C", ya que para cualquier z > 0y A > r tenemos R(A\)z > 0. O

Probaremos ahora una interesante propidedad del radio espectral de una matriz

irreducible.

Proposicion 15. Sea A = (aij)an; n > 2 una matriz irreducible, entonces
r>méx{a;;, 1 <i<n}, r=r(A).

Demostracion. Sabemos que existe z > 0 tal que Az = rz. Luego,

n
rr; = Zaijxj = Q;T; + Z al-jxl-‘
=1 i
No puede ser que a;; = 0 para cada j # . En efecto, si eso ocurre, entonces
el ideal J = {(y1,y2,-.-,Yn),y; = 0} seria invariante por A. Esto no puede ser,
pues A es irreducible. Por lo tanto, existe jo # ¢ tal que a;j, # 0 = ra; > aux;,
1<i<n. O

Observacion 13.

Para el caso de que A sea una matriz irreducible de ceros y unos, se tiene entonces
que 7 > méx{a;; 1 < i < n}. Asi que, si A tiene algin 1 en la diagonal entonces
r>1.

Proposicion 16. Sea A una matriz irreducible A = (aij)nxn, n > 2. Si z es
un autovector positivo y no nulo, entonces z es estrictamente positivo y z es una
autovector asociado a T.

1
Demostracion. Sea z > 0 tal que Az = pz. Si p # r, entonces y = —Aly > 0, satis-
face (z,y) = 0, imposible, por lo tanto, p = r y el resultado sigue de la proposiciéon
en la pagina 143. O

Observacion 14.

Si B es una matriz que satisface |B| < A, entonces r(B) < r(A). Esto se deduce de
| Bx| < |B|||z|| < Allz|| v la definicion del radio espectral.

Las proposiciones siguientes, las establecemos sin demostracion.
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Proposicion 17 (H. Wielandt). Sea A una matriz irreducible y B una matriz po-
sitiva tal que B < A. Si r(B) = r(A) y si A es autovalor de B con r(B) = |},
entonces, existe una matriz diagonal Dy, tal que B = AD\AD), donde Dy = matriz
conjugada de Dy.

Teorema 10 (Frobenius). Sea A una matriz irreducible y v su radio espectral.
Entonces el espectro periférico de A es ciclico y de la forma rH, donde H es el

grupo ciclico de todos los h-ésimos raices de la unidad para algin h > 1.

Corolario 22 (Frobenius). Sea A una matriz irreducible y v su radio espectral. Sea
H el grupo de raices de la unidad tal que 0,(A) = rH. Cada elemento A € rH es

una Taiz simple de la ecuacion caracteristica y, en consecuencia, un autovalor simple
de A.

Corolario 23 (Frobenius). Sea A una matriz irreducible y v su radio espectral. Sea
H el grupo de raices de la unidad tal que 0,(A) = rH. Entonces, el grupo de las
notaciones inducidas por H deja invariante el espectro de A.

Teorema 11. Sea A una matriz irreducible, r su radio espectral y op(A) = rH,
donde H es el grupo de los h-ésimas raices de la unidad. Se cumple que C™ es suma
directa de h ideales Jy, J1, Ja, ..., Jh—1 tales que AJp1 C Ji y Jp = Jo.

Como consecuencia de este resultado, vemos que si A es una matriz irreducible
y h el nimero de puntos de su espectro periférico, entonces, existe una matriz P de

permutacion tal que

0 A 0 0
0 0 Ao 0
P YAP = | . )
0 Ahflh
A 0 0

Esta manera de representar A, tiene como consecuencia el

Teorema 12 (Perron). Si A es una matriz estrictamente positiva, su radio espectral
es el inico autovalor de médulo r(A) y es una raiz simple de la ecuacion caracteris-
tica.

Nota. El ntimero de puntos en 0,(A) es llamado el indice de ciclicidad de A. A se

dice ciclica de orden h si h > 1y si h =1 la matriz A se dice primitiva.
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2. Otras propiedades de las matrices irreducibles

Sea A una matriz irreducible sobre C", n > 2 y sea y un vector positivo con
j coordenadas no nulas, entonces (A + I)y tiene al menos (j + 1) coordenadas no
nulas. Esto implica que (I + A)"~! es una matriz estrictamente positiva (para darse
cuenta de esto, basta suponer y = (yh...,yj,0,0,...,O) cony; >01< i< 35y
aplicar (A + I)y sabiendo que A no puede tener la forma (5 §)).
Indiquemos por A7 = (aj;) = A-A--- A
q—veces

Proposicion 18. Sea A una matriz positiva. A es irreducible si para cada (i, )

existe q tal que af; > 0.
Demostracion. Vimos que (A+1)""1 > 0. Sea B= (I + A" 1A.

o= (S (e )a=E ()

=0

n n n
n Anfl An72 A
O O e )

n\ (n— n
" bij:a?j‘i'(l)al(-j 1)+"'+<n_1>aij~

Como B es estrictamente positiva, b;; > 0 y para cada (i, j) existe ¢ € N tal que
aj; > 0. O

I
S

La siguiente propiedad, caracteriza una matriz irreducible a través de su grafo

asociado.

Definiciéon 35. Sea A una matriz. El grafo dirigido asociado a A consiste en n
vértices: Pi, Ps,..., P, con la propiedad de que para cada par de vértices (P;, P;),

existe una arista de P; a P; si a;; # 0.

Ejemplo.
P
0 2 1
A=12 0 0
0 3 0
tiene grafo dirigido asociado Ps )
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Definicién 36. Un grafico dirigido G, se dice fuertemente conezo, si para cada par
(P;, P;j) de vértices de G existe una sucesion de aristas (i.e. un camino) que comienza

en P; y termina en P;.

Teorema 13. Sea A una matriz positiva. A es irreducible si, y sdlo si, su grdfico

dirigido G(A) es fuertemente conezxo.

Demostracion. A es irreducible, entonces, para cada (i,7) existe ¢ € N, tal que
a?j > 0. Sea P la matriz asociada a A definida por p;; =1 < a;; >0y p;; =0 en
otro caso. Se tiene p;; = 1 < existe una arista de P; a P;.

Para cada (i,7), tal que p;; = 1, diremos que el camino desde el vértice P; al
vértice P;, tiene largo 1. Diremos que el camino de F; a P; tiene largo 2, si existe P,
tal que p;x = 1y pr;j = 1. Esto quiere decir: F; ER Py ER P;. Por lo tanto el camino
de P; a P; tiene largo 2. Diremos que el camino de FP; a P;, tiene largo s si no hay
camino de P; a P; de largo p < sy es posible encontrar indices k1, k2, . .., ks_1, tales
que

PYP, 5Py, 55 P, &P

Como p?j >0& agj > 0. Es suficiente probar que P es irreducible < G(P) es
fuertemente conexo. El resultado sigue de notar que p?j > 0 < hay un camino de
largo ¢ de P; a P;. O
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