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Capítulo 1
La Entropía Topológi
a
1.1. Introdu

ión1.1.1. Historia del Libro, de su dedi
atoria y agrade
imientosEl año 2009, en Noviembre para ser pre
iso, me 
onta
tó mi 
olega Neptalí Ro-mero, quién se en
ontraba 
oordinando la versión 2011 de la Es
uela Venezolanade Matemáti
as(EVM), para pedir que divulgase, por la página de UMALCA, la
onvo
atoria a presentar 
ursos para la XXIV EVM. Le 
onsulté, 
asi de inmediato,si sería interesante para ellos un 
urso sobre la entropía topológi
a y el 
ál
ulo de lamisma para shifts ordenados de dos símbolos y me dijo que sí y que podía postularuna propuesta. En los primeros meses de 2010 hi
e la propuesta y me fue informadasu a
epta
ión en agosto de 2010.Ahí, empezó el drama. Había que es
ribir el libro....En todo 
aso, y 
omo parte de una estadía sabáti
a en la Universidad de Oviedoen España( año 2005-2006), había desarrollado diversos 
ontenidos, rela
ionados 
onel tema, en varios 
uadernos . También, había que 
ompletar varias 
osas y mejorarla es
ritura de lo que tenía he
ho. O sea, harto trabajo.Afortunadamente, por esa épo
a, andaban 
er
a mío dos de mis alumnos: Eri
ky Solange.Eri
k, que había he
ho su programa de maestría 
on nosotros y que, por razonesde estudio y trabajo, no había 
ompletado su tesis y Solange, que estaba ha
iendosu programa de do
torado en la USACH.1



Conversé 
on Eri
k para que 
ompletase su tesis, se interesó y empezó a trabajaren su memoria. De su memoria viene gran parte de la re
opila
ión del 
apítulo 1;buena parte del 
apítulo 2 y los anexos de éste libro.Luego, diversas 
ir
unstan
ias hi
ieron que fuera interesante, para Solange, 
om-pletar, 
omo parte de sus estudios, el grado de magister en 
ien
ia. Así, ella trabajóen el verano y parte del primer semestre 2011 para 
ompletarla. Parte de esa memoriaestá en el 
apítulo 3 y en algunas partes del 
apítulo 1.Este libro, 
omo todo libro, es perfe

ionable y espero mejorarlo en otras versio-nes.Ha
e ya un par de meses que Neptalí me es
ribió para que le envíase la forma�nal el libro y no lo había he
ho por diversas razones.La primera, es que siempre lo urgente posterga lo importante(uno de los teoremasde la 
ondi
ión humana).La segunda, es que había parte del material 
uyas demostra
iones eran po
oelegantes. No es que hayamos mejorado todas, apenas algunas.En esta demora, o
urrió un he
ho de esos lamentables que no tienen repara
iónposible.Falle
ió, produ
to de una leu
emia linfáti
a aguda, mi querido amigo y 
olegaProf. Dr. Sergio Eugenio Plaza Salinas a la edad de 55 años.A Sergio lo 
ono
í el año de 1980, 
uando había 
on
luído la Pedagogía en Ma-temáti
a y Estadistí
a en la Universidad Té
ni
a del Estado( a
tual USACH) y sehabía in
orporado al programa de magister en edu
a
ión matemáti
a. En esa o
a-sión me to
ó ser su ayudante en un par de los 
ursos bási
os de ese programa. Allíre
ono
í su talento, dis
iplina y voluntad. Me re
uerdo que le señalé, a la manerausual del 
hileno hablante, que se 
ambiara de programa y que se in
orporase almagister en 
ien
ia en la espe
ialidad de matemáti
a. Hizo eso y este fue el ini
io deuna ex
elente 
arrera profesional que ahora, 
on su falle
imiento, quedó trun
ada.En estos 
asi 32 años de amistad y 
olabora
ión, son mu
has las 
ompli
idadesque habíamos desarrollado juntos y, 
omo no, me quedaré un po
o más solo 
on suausen
ia.Por eso le dedi
o este libro: para mantener su memoria y 
onvo
ar a las nuevasgenera
iones a 
ono
erla y a imitarla.Estimo ne
esario, además, a
larar el nombre �nal del libro. Cuando envíe lapropuesta de 
ursillo, la bauti
e 
on el título La Entropía Topológi
a 
omo medi-da de desorden en Sistemas Dinámi
os. 
laro, es un título marketinero( o sea que2



produ
e un mejor llamado al le
tor)pero, 
on el tiempo, veri�que que no represen-taba muy bien lo que habíamos he
ho en el libro y, lo más honesto, es llamar esta
ría(intele
tual) 
omo se debe llamar.También 
omo no, debemos arade
er a quiénes nos apoyaron para que la a
tividadgeneradora del libro se hi
iera. Así, agrade
emos:1.- A la Dire

ión de Investiga
iones de la Universidad de Santiago de Chile(Di
yt-USACH) por el apoyo brindado a través del proye
to de investiga
ión del 
ualsoy investigador prin
ipal.2.- A la Dire

ión de Graduados de la USACH, por el apoyo que brindó a SolangeAranzubia y Lautaro Vásquez para su estadía en el IMPA el verano 2011.3.- Al proye
to MATHAMSUD 09MATH02, por el apoyo a mi estadía de investi-ga
ión en el IMPA el verano 2011.4.- Al IMPA, en las personas de los 
olegas Carlos Moreira, Ja
ob Palis y Mar
eloViana, por el apoyo emo
ional y e
onómi
o 
onstante para que sigamos ha-
iendo matemáti
a en esa ex
elente institu
ión( o sea, nos apoyan en nuestrasvisitas allá) y por las dis
usiones y sugeren
ias que siempre mejoran lo quehemos he
ho. Dr. Rafael Labar
a B.Profesor de Matemáti
asUniversidad de Santiago de ChileSantiago de Chile, Julio de 2011
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1.1.2. Introdu

ión al TextoLa Teoría de Bifur
a
iones es una rama de los Sistemas Dinámi
os 
uyo pro-pósito es la des
rip
ión, mediante el uso de familias parametrizadas, de todas lasdinámi
as que, esen
ialmente, representan las varia
iones posibles de la dinámi
a enuna ve
indad de un sistema dinámi
o dado.El sueño, desde mediados de 1930 y hasta �nales de la dé
ada de 1960, era queesto se podía ha
er 
on un número �nito de parámetros.Este sueño se terminó de a
abar, a �nales de la dé
ada de 1970, 
on los trabajosde Gu
kenheimer-Williams [7℄, a respe
to del atra
tor geométri
o de Lorenz, dondepara modelar se usaba una 
antidad no enumerable de parámetros.Uno de los parámetros que se usó, ya desde ini
io del siglo XX, fue el númerode rota
ión. Este número se mostró interesante para la familia estandar y parahomeomor�smos del 
ír
ulo. Para generalizar este parámetro se introdujeron losintervalos de rota
ión y se pretendió, por este medio, des
ribir las bifur
a
iones dela dinámi
a. El mejor intento, en este sentido, fue el trabajo de Philip Boyland,[3℄, que muestra 
laramente todo lo 
ompli
ado que podía ser el querer des
ribir lasbifur
a
iones por medio del intervalo de rota
ión.Desde �nales de la dé
ada de 1990 se han publi
ado diversos trabajos de Labar
ay Moreira([9℄,[12℄,[10℄) respe
to de familias parametrizadas de apli
a
iones de tipoLorenz. En estos trabajos ellos usan las su
esiones prin
ipales 
omo parámetros parades
ribir las bifur
a
iones de familias genéri
as a dos parámetros.Re
ientemente, en el trabajo [10℄, estable
en un programa a desarrollar para daruna a
abada des
rip
ión de la teoría de bifur
a
iones de apli
a
iones del tipo Lorenzapli
able a 
ampos geométri
os de tipo Lorenz.En sus trabajos de tesis de magister en 
ien
ia, Eri
k y Solange, avanzan, enel sentido del programa de Labar
a y Moreira, en el mundo de Milnor Thurston.Esperamos publi
ar parte de estos resultados en 
oautoría 
on ellos.La primera parte del libro 
onsiste en introdu
ir la teoría bási
a de la entropía
omo introdu
ida por Adler-Konheim y Ma
 Andrew( en [1℄) y 
omo modi�
adapor Rufus Bowen (en [4℄ y [5℄), que nos serán de utilidad. Mostraremos algunasde sus propiedades y 
al
ularemos la entropía topólogi
a de la fun
ión shift. Ade-más, veremos una des
rip
ión del Mundo de Milnor-Thurston. En este punto esne
esario detenerse un po
o. Alrededor de 1977 los renombrados matemáti
os JohnMilnor y William Thurston, que a la sazón se en
ontraban en el Instituto para Es-tudios Avanzados de la Universidad de Prin
eton( en Estados Unidos) es
ribieron4



un trabajo sobre dinámi
a de apli
a
iones del intervalo. En él aso
iaron un ordenal 
onjunto de su
esiones de n símbolos y generaron una teoría que ha sido funda-mental en sistemas dinámi
os. Por ello, es que al espa
io de dos símbolos provistodel orden que representa a fun
iones del intervalo del tipo 
re
ientes-de
re
ientesle hemos llamado orden de Milnor-Thurston y al 
onjunto de pares de su
esiones(mínimales,maximales) a

esibles, aso
iados a este orden, le llamamos el mundo deMilnor-Thurston. Este pre-print fue publi
ado �nalmente en [13℄.También, en la primera parte del libro, daremos la de�ni
ión de A-grafos, romas,matri
es de in
iden
ia, entre otras, y 
omo se utilizan en el 
ál
ulo de un valormínimo para la entropía topológi
a de fun
iones 
ontinuas del intervalo (a la manerade Blo
k-Gu
kenheimer-Misiurewi
z y Young, [6℄).La segunda parte del libro 
onsiste basi
amente en lo siguiente: en teoría debifur
a
iones hay una bifur
a
ión genéri
a que se re
ono
e 
omo la ruta dobla pe-ríodo al 
aos. Aquí lo que su
ede es que una órbita periódi
a atra
tora pierde ese
ará
ter y su
ede una bifur
a
ión de tipo �ip y apare
e una nueva órbita periódi
aatra
tora que dobla el período. En el parametro, apare
e una su
esión de valoresdonde en 
ada uno de ellos se produ
e esta bifur
a
ión. Primero una orbíta perió-di
a atra
tora de período uno desdobla y apare
e una órbita periódi
a atra
torade período dos, la órbitade período uno es ahora repulsora; luego ésta desdoblay apare
e una órbita periódi
a de período 
uatro atra
tora, la órbita de períodosdos es ahora repulsora y así su
esivamente. Esto, 
omo señalado en [11℄ y [12℄,re�eja una propiedad que tiene el shift de Milnor Thurston. A saber: tiene un pun-to �jo 
uyo itinerario es 1 = (1, 1, 1, 1, 1, ... · · · ); luego una órbita de péríodo dos
10 = (1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, ... · · · ) que satisfa
e 1 < 10; luego una órbita de período
uatro 1011 = (1, 0, 1, 1, 1, 0, 1, 1, 1, 0, 1, 1, ... · · · ) que satisfa
e 1 < 10 < 1011; y asísu
esivamente.Estas órbitas están entrelazadas ¾Cómo?. Eso responde el 
apítulo 2. El 
ál
ulode la entropía de estas órbitas nos entrega rela
iones interesantes entre dinámi
a yálgebra lineal que, al menos para nosostros, no nos eran 
ono
idad. Más detalles seen
uentran en [8℄En el Capítulo 3 lo que ha
emos es analizar la entropía topológi
a de órbitasperiódi
as maximales ve
inas en el Mundo de Milnor-Thurston, . Para ello tomare-mos una órbita periódi
a maximal θ y en
ontraremos una órbita periódi
a maximalve
ina de θ, 
onstruída a partir de θ y veremos 
omo los iterados de esas órbitas nosayudan a en
ontrar la entropía topólogi
a de ellas (para ello utilizamos, por ejemplo,5



los A-grafos, las romas, matri
es de in
iden
ia, et
). Y, a modo de ejemplo, de apli-
a
ión de estas té
ni
as, demostraremos la 
ontinuidad de la entropía topológi
a en
θ = 101. Luego, usamos esta 
ontinuidad y el operador de renormaliza
ión H11,10,para obtener la 
ontinuidad de la entropía en las imágenes Hk

11,10(101), k ∈ N.Una de las 
osas interesantes aquí, visto desde la perspe
tiva del álgebra dematri
es, es que de�nimos una su
esión de matri
es 
uadradas, de largo tendiendoa in�nito, que podemos rela
ionar y 
al
ular su radio espe
tral por medio de losmétodos de dinámi
a. Más detalles en [2℄ y [8℄.El Anexo 
ontiene el material ne
esario para, ójala, permitir una le
tura inde-pendiente del libro.
1.2. La De�ni
ión de Adler�Konheim y M
AndrewLa de�ni
ión de entropía que usaremos se debe a R. L. Adler, A. G. Konheim yM. H. M
 Andrew y fue publi
ada en el Transa
tions of the Ameri
an Mathemati
alSo
iety, vol. 114, N◦ 2 del año 1965. Seguiremos libremente este trabajo.En lo que sigue M 6= ∅ y τ será una topología en M tal que (M, τ ) es un espa
io
ompa
to.Por la 
ompa
idad de (M, τ ) sabemos que siA ⊂ τ es un 
ubrimiento por abiertosde M , enton
es existe A′ ⊂ A que es un 
ubrimiento por abiertos de M y que poseeun número �nito de elementos. Esto es la 
ardinalidad de A′ = #(A′) <∞.Así, podemos de�nir el número

N(A) = mı́n {#(A′) : A′ ⊂ A es un sub
ubrimiento �nito de M} .De�ni
ión 1. Diremos que el sub
ubrimiento A′ ⊂ A es minimal , si:a) #(A′) <∞ y b) no existe A′′ ⊂ A sub
ubrimiento �-nito tal que #(A′′) < #(A′)De�ni
ión 2. Se de�ne la entropía del 
ubrimiento abierto A ⊂ τ 
omo el número
H(A) = log(N(A)).Notamos que N(A) = exp(H(A)) = eH(A).En lo que sigue C (M) = {A ⊂ τ ;A es 
ubrimiento de M} denotará el 
onjunto detodos los 
ubrimientos por abiertos de M .6



De�ni
ión 3. Para A,B ∈ C (M), se de�ne la jun
ión de A y B 
omo A ∨ B =

{A ∩B : A ∈ A, B ∈ B}.Es 
laro que la jun
ión es una fun
ión ∨ : C (M) × C (M) → C (M), ∨(A,B) =

A ∨ B.Además, A ⊂ A∨A y vale A∨A = A sólo si o
urre que los elementos de A sondos a dos disjuntos y el 
ubrimiento A 
ontiene al va
ío. Caso 
ontrario, la in
lusiónserá estri
ta.De�ni
ión 4. Diremos que un 
ubrimiento B ∈ C (M) es un re�namiento del
ubrimiento A ∈ C (M), denotado A < B, si ∀B ∈ B ∃A ∈ A tal que B ⊂ A.
1.2.1. Propiedades de ∨ y <1. Sea A0 = {M}. Es 
laro que A0 ∈ C (M) y que ∀A ∈ C (M) se tiene que

A ∨ A0 = A0 ∨ A = A, es de
ir, A0 es el elemento neutro de la jun
ión.Además, A0 < A, ∀A ∈ C (M).2. Se 
umple que A∨B = B∨A, ∀A,B ∈ C (M). O sea la jun
ión es 
onmutativaen C (M).3. Se 
umple que A ∨ (B ∨ C) = (A ∨ B) ∨ C, ∀A,B, C ∈ C (M). Esto sigue delhe
ho que A ∩ (B ∩ C) = (A ∩ B) ∩ C para 
onjuntos A,B,C 
ualesquiera.Así, la jun
ión es aso
iativa en C (M).4. ∀A ∈ C (M) vale A < A.5. Sean A,B, C ∈ C (M) enton
es, si A < B y B < C resulta ser A < C.En efe
to, sea C ∈ C. Como B < C ∃B(C) ∈ B tal que C ⊂ B(C) = B. Como
A < B existe A = A(B) ∈ A tal que B ⊂ A, luego C ⊂ B ⊂ A impli
a C ⊂ A.Así, ∀C ∈ C∃A = A(C) ∈ A tal que C ⊂ A ∴ A < C.Observa
ión 1. Como < satisfa
e 4 y 5, enton
es 
onstituye un 
asi ordenre�exivo entre elementos de C (M). No es un orden par
ial pues no 
umple lapropiedad de antisimetría. Por ejemplo, los 
ubrimientos

A = {B(0,
1

n
);n ∈ N} ∪ {B(0, 2)}y

B = {B(0,
2

n
);n ∈ N}7



de la bola 
errada de 
entro 0 ∈ R
n y radio 1 satisfa
en A < B y B < A y noson iguales entre ellos.6. Si A < A′ y B < B′ enton
es A∨ B < A′ ∨ B′Demostra
ión. Sean A′ ∈ A′, B′ ∈ B′ y 
onsideremos A′ ∩B′. Como A < A′ ∃A =

A(A′) ∈ A tal que A′ ⊂ A. Como B < B′ ∃B = B(B′) ∈ B tal que B′ ⊂ B. Luego
A′ ∩B′ ⊂ A ∩B. Así ∀A′ ∩B′ ∈ A′ ∨ B′ ∃A ∩B ∈ A ∨ B tal que A′ ∩B′ ⊂ A ∩B.Esto impli
a que A∨ B < A′ ∨ B′.7. Sean U ,B ∈ C (M). Como A0 = {M} < U ;A0 = {M} < B; B < B; U < U setiene A0 ∨U < U ∨B; A0 ∨B < U ∨B, o sea, ∀U ,B ∈ C (M) vale U < U ∨B y

B < U ∨B. De aquí 
on
luimos lo siguiente: para 
ada par U ,B ∈ C (M) existe
A ∈ C (M) tal que U < A y B < A. En efe
to, basta tomar A = U ∨ B.8. Si U ,B ∈ C (M) y U < B enton
es N(U) ≤ N(B) (y 
onse
uentemente H(U) ≤
H(B)).Demostra
ión. En efe
to, sea B′ = {B1, . . . , Bk} un sub
ubrimiento minimal de B.Como U < B, para 
ada i existe Ui ∈ U tal que Bi ⊂ Ui. Se sigue que U ′ =

{U1, . . . , Uk} es un sub
ubrimiento de M . Así N(U) ≤ k = N(B).9. Si U < B enton
es N(U ∨ B) = N(B) y H(U ∨ B) = H(B).Demostra
ión. Como B < U ∨ B, enton
es de 8:
N(B) ≤ N(U ∨ B) (1.1)La hipótesis U < B di
e que para 
ada B ∈ B existe U = U(B) ∈ U tal que

B ⊂ U(B). En parti
ular B ⊂ B ∩ U(B) ∴ ∀B ∈ B, existe B ∩ U(B) ∈ B ∨ U talque B ⊂ B ∩ U , es de
ir, U ∨ B < B. Apli
ando lo probado en 8:
N(U ∨ B) ≤ N(B) (1.2)De (1.1) y (1.2) 
on
luimos que N(U ∨ B) = N(B)10. Para todo U ,B ∈ C (M) vale N(U ∨ B) ≤ N(U)N(B) (y 
onse
uentemente

H(U ∨ B) ≤ H(U) +H(B)) 8



Demostra
ión. Sean U ′ =
{
U1, . . . , UN(U)

}, B′ =
{
B1, . . . , BN(B)

} sub
ubrimientosminimales de U y B, respe
tivamente. Se tiene que:
U ′ ∨ B′ = {Ui ∩Bj ; i = 1, . . . , N(U), j = 1, . . . , N(B)}es un sub
ubrimiento de U ∨ B ∴ N(U ∨ B) ≤ N(U)N(B).Consideremos ahora ϕ : M →M una apli
a
ión 
ontinua. Para 
ada U ∈ C (M)sea ϕ−1(U) =
{
ϕ−1(U);U ∈ U

}. Es 
laro que ϕ−1(U) ∈ C (M).11. Si U < B enton
es ϕ−1(U) < ϕ−1(B).Demostra
ión. Para 
ada B ∈ B ∃U ∈ U tal que B ⊂ U . De aquí:
ϕ−1(B) ⊂ ϕ−1(U)⇒ ϕ−1(U) < ϕ−1(B).12. Si U ,B ∈ C (M), enton
es ϕ−1(U ∨ B) = ϕ−1(U) ∨ ϕ−1(B)(Esto es, la apli
a
ión ϕ−1 : C (M)→ C (M) es un (C (M),∨)-mor�smo).Demostra
ión. Sigue del he
ho que ϕ−1(A ∩B) = ϕ−1(A) ∩ ϕ−1(B) para 
ualquierpar de 
onjuntos A,B ⊂M .13. Para todo U ∈ C (M) vale N(ϕ−1(U)) ≤ N(U).Demostra
ión. Sea U ′ =

{
U1, . . . , UN(U)

} un sub
ubrimiento minimal de U , enton-
es ϕ−1(U ′) =
{
ϕ−1(U1), . . . , ϕ

−1(UN(U))
} es un sub
ubrimiento de ϕ−1(U). Deaquí que N(ϕ−1(U)) ≤ N(U).14. Si ϕ : M →M es sobreye
tiva, enton
es: N(ϕ−1(U)) = N(U).Demostra
ión. Sea U ′

ϕ =
{
ϕ−1(U1), . . . , ϕ

−1(UN(ϕ−1(U)))
} un sub
ubrimiento mini-mal de ϕ−1(U). Como

ϕ(ϕ−1(Uj)) ⊂ Uj ;y ϕ es sobreye
tiva, se 
umple que:
{
U1, . . . , UN(ϕ−1(U))

}

es un sub
ubrimiento por abiertos de U
∴ N(U) ≤ N(ϕ−1(U)).Combinando esta desigualdad 
on la desigualdad en 13 tenemos el resultado.9



15. Para 
ada U ∈ C (M) se 
umple que:
ĺım

n→∞
1

n
H

(
n−1∨

k=0

ϕ−k(U)

)

= ĺım
n→∞

1

n
H(U ∨ ϕ−1(U) ∨ · · · ∨ ϕ−(n−1)(U))existe y es �nito.Para demostrar este resultado, probaremos lo siguiente:Si (an), n ∈ N es una su
esión de números reales no negativos que satisfa
e

an+m ≤ an + am ∀n,m ∈ N, enton
es existe ĺım
n→∞

an

n

Demostra
ión. La 
ondi
ión an+m ≤ an + am impli
a que akn ≤ k an y así
1

kn
akn ≤

an

n
.Ha
iendo k →∞ 
on
luimos que c = ı́nf

(
ap

p

)

≤ an

n
∀n ∈ N.Dado ε > 0, existe n0 ∈ N tal que an0

n0
≤ c + ε. Así, para n > n0 es
ribimos

n = n0p+ q 
on p ∈ N, 0 ≤ q < n0. Luego
an

n
=

an0p+q

n0p+ q
≤ pan0

+ aq

p
(

n0 + q
p

) ≤ an0

n0 + q
p

+
aq

pn0 + q
≤

≤ an0

n0
+
aq

n
≤ c+ ε+

aq

n
≤ c+ ε+

1

n
sup {ai, 0 ≤ i < n0}Así que para n grande an

n
≤ c + 2ε. Como c ≤ an

n
≤ c + 2ε 
on
luimos que

c = ĺım
n→∞

an

n
.

Demostra
ión. (De 15) Sea an = H

(
n−1∨

k=0

ϕ−k(U)

)

= H(U∨ϕ−1(U)∨· · ·∨ϕ−(n−1)(U)).Tenemos:
an+m = H(U ∨ ϕ−1(U) ∨ · · · ∨ ϕ−(n−1)(U) ∨ ϕ−n(U)∨

∨ ϕ−n−1(U) ∨ · · · ∨ ϕ−n−m+1(U))

= H(U ∨ ϕ−1(U) ∨ · · · ∨ ϕ−(n−1)(U)∨
∨ ϕ−n(U ∨ ϕ−1(U) ∨ · · · ∨ ϕ−(m−1)(U)))10



De a
uerdo a la propiedad 10, tenemos
an+m ≤ H(U ∨ ϕ−1(U) ∨ · · · ∨ ϕ−(n−1)(U))+

+H(ϕ−n(U ∨ ϕ−1(U) ∨ · · · ∨ ϕ−(m−1)(U)))Usando ahora la propiedad 13, tenemos
an+m ≤ H(U ∨ ϕ−1(U) ∨ · · · ∨ ϕ−(n−1)(U))+

+H(U ∨ ϕ−1(U) ∨ · · · ∨ ϕ−(m−1)(U)))Es de
ir, an+m ≤ an + amDe la de�ni
ión de (an) se tiene que an ≥ 0. Así, obtenemos que existe
ĺım

n→∞
an

n
= ĺım

n→∞
1

n
H

(
n−1∨

k=0

ϕ−k(U)

)

De�ni
ión 5. Para 
ada U ∈ C (M) y ϕ : M → M 
ontinua, la entropía de ϕrespe
to de U es el número
h(ϕ,U) = ĺım

n→∞
1

n
H

(
n−1∨

k=0

ϕ−k(U)

)

.

a1 = H(U); an ≤ an·1 ≤ n · a1, se tiene 1

n
an ≤ a1, esto es:16. Para 
ada U ∈ C (M) y ϕ : M →M 
ontinua, se tiene que

h(ϕ,U) ≤ H(U) = log(N(U)).Demostra
ión. Como a1 = H(U) y an = an·1 ≤ n · a1, se tiene 1
nan ≤ a1. Por lotanto, ĺım

n→∞
an

n
≤ a1.17. Si U ,B ∈ C (M) satisfa
en U < B, enton
es h(ϕ,U) ≤ h(ϕ,B).Demostra
ión. De la propiedad 11, tenemos que U < B ⇒ ϕ−k(U) < ϕ−k(B),

∀ k ∈ N. Apli
ando la propiedad 6, obtenemos
U ∨ ϕ−1(U) ∨ · · · ∨ ϕ−(n−1)(U) < B ∨ ϕ−1(B) ∨ · · · ∨ ϕ−(n−1)(B)De la propiedad 8, obtenemos que H (n−1∨

k=0

ϕ−k(U)

)

≤ H
(

n−1∨

k=0

ϕ−k(B)

). Luego,
h(ϕ,U) ≤ h(ϕ,B). 11



18. Si U ∈ C (M) y ϕ : M → M es un homeomor�smo, enton
es h(ϕ,U) =

h(ϕ−1,U).Demostra
ión. De a
uerdo a la propiedad 14, N(ϕ(U)) = N(ϕ−1(ϕ(U))) = N(U).Así,
H(U ∨ ϕ(U) ∨ · · · ∨ ϕn−1(U)) = H(ϕn−1(U ∨ ϕ−1(U) ∨ · · · ∨ ϕ−(n−1)(U)))

= H(U ∨ ϕ−1(U) ∨ · · · ∨ ϕ−(n−1)(U))Dividiendo por n y pasando al límite, 
uando n tiende a in�nito, se tiene el resultado.
De�ni
ión 6. Sea ϕ : M → M una apli
a
ión 
ontinua. Se de�ne la entropíatopológi
a de ϕ 
omo h(ϕ) = sup{h(ϕ,U) : U ∈ C (M)}Notar que 0 ≤ h(ϕ) ≤ ∞

1.2.2. Propiedades de la entropía topológi
aDe�ni
ión 7. Diremos que una su
esión de 
ubrimientos abiertos {Un;n ∈ N} esre�nante si:(1) Un < Un+1 ∀n ∈ N(2) Para 
ada B ∈ C (M) existe Un tal que B < Un.Lo interesante de una su
esión de 
ubrimientos abiertos re�nante, es el siguientelema.Lema 1. Si (Un) es una su
esión de 
ubrimientos abiertos re�nantes, enton
es
h(ϕ) = ĺımn→∞ h(ϕ,Un).Demostra
ión. La propiedad (1) impli
a h(ϕ,Un) ≤ h(ϕ,Un+1). Así que

ĺım
n→∞

h(ϕ,Un) = sup {h(ϕ,Un);n ∈ N} .La de�ni
ión de h(ϕ) impli
a que para 
ada ε > 0 existe Bε ∈ C (M) tal que
h(ϕ) ≤ h(ϕ,Bε) + ε.La propiedad (2) di
e que existe Un tal que Bε < Un. De aquí h(ϕ,Bε) ≤ h(ϕ,Un)y luego tenemos

h(ϕ) ≤ h(ϕ,Un) + ε ≤ h(ϕ,Un+p) + ε ∀ p ∈ N.12



Ya que h(ϕ,Un+p) ≤ h(ϕ) ≤ h(ϕ,Un+p) + ε, ∀ p ∈ N, debe ser enton
es que h(ϕ) =

ĺımn→∞ h(ϕ,Un).
Probaremos ahora que la entropía topológi
a es un invariante topológi
o. Paraello 
onsideremos ϕ : M →M 
ontinua y ψ : M →M ′ un homeomor�smo.

Teorema 1. h(ϕ) = h(ψ ◦ ϕ ◦ ψ−1).
Demostra
ión. Como ψ : M → M ′ es un homeomor�smo, enton
es ψ(C (M)) =

C (M ′). Esto es: ∀U ∈ C (M ′) ∃V ∈ C (M) tal que ψ(V) = U . (Basta 
onsiderar
V = ϕ−1(U) ). De aquí
h(ψ ◦ ϕ ◦ ψ−1, ψ(U)) =

= ĺım
n→∞

1

n
H
(

ψ(U) ∨ (ψ ◦ ϕ ◦ ψ−1)−1(ψ(U)) ∨ · · · ∨ (ψ ◦ ϕ ◦ ψ−1)−(n−1)(ψ(U))
)

= ĺım
n→∞

1

n
H
(

ψ(U) ∨ (ψ ◦ ϕ−1 ◦ ψ−1)(ψ(U)) ∨ · · · ∨ (ψ ◦ ϕ−(n−1) ◦ ψ−1)(ψ(U))
)

= ĺım
n→∞

1

n
H
(

ψ(U) ∨ ψ(ϕ−1(U)) ∨ · · · ∨ ψ(ϕ−(n−1)(U))
)

= ĺım
n→∞

1

n
H
(

ψ
(

U ∨ ϕ−1(U) ∨ · · · ∨ ϕ−(n−1)(U)
))

= ĺım
n→∞

1

n
H
(

U ∨ ϕ−1(U) ∨ · · · ∨ ϕ−(n−1)(U)
)

= h(ϕ,U).

Así que:
sup

{
h(ψ ◦ ϕ ◦ ψ−1,V);V ∈ C (M ′)

}
= sup {h(ϕ,U);U ∈ C (M)}

∴ h(ψ ◦ ϕ ◦ ψ−1) = h(ϕ).

Lema 2. Sea ϕ : M →M 
ontinua. Se 
umple que h(ϕk) = kh(ϕ), ∀ k ∈ N.
Demostra
ión. Para U ∈ C (M) sea Uk = U ∨ ϕ−1(U) ∨ · · · ∨ ϕ−(k−1)(U). Es 
laro13



que:
h(ϕk) ≥ h(ϕk,Uk) = ĺım

n→∞
1

n
H
(

Uk ∨ (ϕk)−1(Uk) ∨ · · · ∨ (ϕk)−(n−1)(Uk)
)

= ĺım
n→∞

1

n
H
(

(U ∨ ϕ−1(U) ∨ · · · ∨ ϕ−(k−1)(U)) ∨ ϕ−k(U ∨ ϕ−1(U) ∨ · · · ∨ ϕ−(k−1)(U))

∨ · · · ∨ ϕ−k(n−1)(U ∨ ϕ−1(U) ∨ · · · ∨ ϕ−(k−1)(U))
)

=

= ĺım
n→∞

1

n
H
(

U ∨ ϕ−1(U) ∨ · · · ∨ ϕ1−k(U) ∨ ϕ−k(U) ∨ ϕ−1−k(U) ∨ · · · ∨ ϕ−2k+1(U)∨

∨ϕ−2k(U) ∨ ϕ−2k−1(U) ∨ · · · ∨ ϕ−k(n−1)(U) ∨ ϕ−k(n−1)−1(U) ∨ · · · ∨ ϕ−kn+1(U)
)

=

= k · ĺım
n→∞

1

kn
H
(
U ∨ ϕ−1(U) ∨ · · · ∨ ϕ−kn+1(U)

)
= k · h(ϕ,U)Esto es h(ϕk) ≥ k · h(ϕ,U) ∀U ∈ C (M). Con
luimos que:

h(ϕk) ≥ k h(ϕ). (1.3)Sea ahora U ∈ C (M). Se tiene que:
U ∨ (ϕk)−1(U) ∨ · · · ∨ (ϕk)−(n−1)(U) <

< U ∨ ϕ−1(U) ∨ · · · ∨ ϕ−k(U) ∨ · · · ∨ ϕ−nk+k(U) ∨ · · · ∨ ϕ−nk+1(U)Luego
h(ϕ,U) = ĺım

n→∞

H
(
U ∨ ϕ−1(U) ∨ · · · ∨ ϕ−nk+1(U)

)

nk
≥

≥ ĺım
n→∞

1

nk
H
(

U ∨ (ϕk)−1(U) ∨ · · · ∨ (ϕk)−(n−1)(U)
)

=

=
1

k
ĺım

n→∞
1

n
H
(

U ∨ (ϕk)−1(U) ∨ · · · ∨ (ϕk)−(n−1)(U)
)

=
1

k
h(ϕk,U)

∴ k h(ϕ,U) ≥ h(ϕk,U) U ∈ C (M).De aquí 
on
luimos que:
k h(ϕ) ≥ h(ϕk) (1.4)De (1.3) y (1.4) tenemos: k h(ϕ) = h(ϕk).Corolario 1. Si ϕ : M →M es un homeomor�smo, enton
es:

h(ϕk) = |k|h(ϕ) k ∈ Z.14



Demostra
ión. El teorema anterior prueba el resultado para k ∈ N.
h(ϕ−k) = h((ϕ−1)k) = k h(ϕ−1) = k h(ϕ),de a
uerdo a 18

∴ h(ϕ−k) = | − k| · h(ϕ).Sean ahora (M, ζM ) y (N, ζN ) dos espa
ios topológi
os 
ompa
tos. Sean ϕ : M →
M y ψ : N → N apli
a
iones 
ontinuas. Se de�ne la apli
a
ión produ
to ϕ×ψ : M×
N →M ×N por ϕ× ψ(x, y) = (ϕ(x), ψ(y)).Con la topología produ
to de M ×N resulta ser que ésta apli
a
ión es 
ontinua.Tenemos el siguiente resultado:Teorema 2. h(ϕ× ψ) = h(ϕ) + h(ψ).Demostra
ión. Probemos primero que h(ϕ × ψ) ≥ h(ϕ) + h(ψ). Para ello notamoslo siguiente: si U ∈ C (M) y B ∈ C (N), enton
es:

U × B = {U ×B,U ∈ U , B ∈ B} ∈ C (M ×N)De aquí:
N(U × B) = N(U) ·N(B)y enton
es:
H(U × B) = H(U) +H(B)Por otro lado, para
U ,U ′ ∈ C (M) y B,B′ ∈ C (N)se 
umple que:

(U × B) ∨ (U ′ × B′) = (U ∨ U ′)× (B ∨ B′)En efe
to,
A ∈ (U × B) ∨ (U ′ × B′)⇔ A = A1 ∩A215




on
A1 ∈ U × B y A2 ∈ U ′ × B′, esto es, A1 = U1 ×B1, A2 = U ′

1 × B′
1De esta forma

A = (U1 ×B1) ∩ (U ′
1 ×B′

1) =

= (U1 ∩ U1)× (B1 ∩B1) ∈ (U ∨ U ′)× (B ∨ B′)
∴ (U × B) ∨ (U ′ × B′) ⊆ (U ∨ U ′)× (B ∨ B′) (1.5)Si o
urre que A ∈ (U ∨ U ′)× (B ∨ B′), enton
es existen E1 ∈ U ∨ U ′ y E2 ∈ B ∨ B′tal que A = E1 × E2. Como E1 = U1 ∩ U ′

1, E2 = B1 ∩B′
1, enton
es:

A = (U1 ∩ U ′
1)× (B1 ∩B′

1) = (U1 ×B1) ∩ (U ′
1 ×B′

1)

∴ A ∈ (U × B) ∨ (U ′ × B′)Esto es:
(U ∨ U ′)× (B ∨ B′) ⊂ (U × B) ∨ (U ′ ∨ B′) (1.6)De (1.5) y (1.6): (U ∨ U ′)× (B ∨ B′) = (U × B) ∨ (U ′ × B′). Tenemos:

h(ϕ× ψ,U × B) =

= ĺım
n→∞

1

n
H
(

U × B ∨ (ϕ× ψ)−1(U × B) ∨ · · · ∨ (ϕ× ψ)−(n−1)(U × B)
)

=

= ĺım
n→∞

1

n
H
(
U × B ∨ (ϕ−1(U)× ψ−1(B)) ∨ · · · ∨ (ϕ1−n(U)× ψ1−n(B))

)
=

= ĺım
n→∞

1

n
H
(
(U ∨ ϕ−1(U) ∨ · · · ∨ ϕ1−n(U))× (B ∨ ψ−1(B) ∨ · · · ∨ ψ1−n(B))

)
=

= ĺım
n→∞

1

n

(
H(U ∨ ϕ−1(U) ∨ · · · ∨ ϕ1−n(U)) +H(B ∨ ψ−1(B) ∨ · · · ∨ ψ1−n(B))

)

= ĺım
n→∞

1

n
H
(
U ∨ ϕ−1(U) ∨ · · · ∨ ϕ1−n(U)

)
+

+ ĺım
n→∞

1

n
H
(
B ∨ ψ−1(B) ∨ · · · ∨ ψ1−n(B)

)
=

= h(ϕ,U) + h(ψ,B).Esto es: h(ϕ × ψ,U × B) = h(ϕ,U) + h(ψ,B). Como esto vale para 
ualesquiera
U ∈ C (M), B ∈ C (N), tenemos:

h(ϕ× ψ) ≥ h(ϕ) + h(ψ). (1.7)16



Vamos ahora a probar que h(ϕ) + h(ψ) ≥ h(ϕ× ψ). Consideremos C ∈ C (M ×N)un 
ubrimiento por abiertos de M × N . Vamos a probar que existen 
ubrimientos
U ∈ C (M), B ∈ C (N) tales que C < U × B. Si esto es así, enton
es h(ϕ× ψ,C ) ≤
h(ϕ×ψ,U×B) = h(ϕ,U)+h(ψ,B). De aquí 
on
luimos que h(ϕ×ψ) ≤ h(ϕ)+h(ψ).Cada 
ubrimiento C deM×N es formado por 
onjuntos abiertos de la topologíaprodu
to, esto es, si C ∈ C es abierto en M ×N , enton
es existen {Ai; i ∈ I(C)} ⊂
ζM , {Bj ; j ∈ J(C)} ⊂ ζN tales que C =

⋃

i,j Ai × Bj . Se tiene enton
es que:
C

′ = {Ai(C)×Bj(C); i ∈ I(C), j ∈ J(C), C ∈ C (M ×N)}es un 
ubrimiento por abiertos de M × N . Como M × N es 
ompa
to, existen
A1, . . . , Ap, B1, . . . , Bp, tales que C

′

1 = {Ai ×Bi; i = 1, 2, . . . , N(C ′)} es un sub
u-brimiento minimal de C ′. Debe ser enton
es que U ′ =
{
A1, . . . , AN(C ′)

} es 
ubri-miento de M y que B′ =
{
B1, . . . , BN(C ′)

} es 
ubrimiento de N . Sea x ∈ M y
Ax la interse

ión de los elementos de U ′ que 
ontienen x. Sea y ∈ N y By la in-terse

ión de los elementos de B′ que 
ontienen a y. Claro que estos 
onjuntos sonabiertos y podemos es
oger x1, . . . , xn en M y y1, . . . , ym en N de tal forma que
U = {Ax1

, . . . , Axn
} es 
ubrimiento de M y B = {By1

, . . . ,Bym
} es 
ubrimientode N . Consideremos un 
onjunto Axi

× Byj
de U × B. Como C ′ es un 
ubrimien-to de M × N enton
es (xi, yj) ∈ Ak × Bk para algún k = 1, . . . , N(C ′). Ya que

xi ∈ Ak y yj ∈ Bk se tiene que Axi
⊂ Ak y Byj

⊂ Bk ∴ Axi
× Byj

⊂ Ak × Bk

∴ ∀Axi
×Byj

∈ U×B ∃ Ak×Bk ∈ C ′ tal que Axi
×Byj

⊆ Ak×Bk ∴ C ′ < U×B.Como C < C ′ tenemos que C < C ′ < U × B que es lo que queríamos probar paraobtener la desigualdad h(ϕ× ψ,C ) ≤ h(ϕ,U) + h(ψ,B). De aquí 
on
luimos que:
h(ϕ× ψ) ≤ h(ϕ) + h(ψ). (1.8)De (1.7) y (1.8): h(ϕ, ψ) = h(ϕ) + h(ψ).Otra interesante propiedad de la entropía la obtenemos a través del siguienteresultadoTeorema 3. Sean M1 y M2 sub
onjuntos 
errados de M tales que M = M1 ∪M2.Si ϕ : M →M es 
ontinua y ϕ(M1) ⊆M1, ϕ(M2) ⊆M2, enton
es

h(ϕ) = máx{h(ϕ|M1
), h(ϕ|M2

)}Para demostrar este teorema, usaremos el siguiente lema17



Lema 3. Sean {an} y {bn} dos su
esiones de números reales mayores o iguales auno, tales que ĺım
n→∞

1

n
log(an) = a y ĺım

n→∞
1

n
log(bn) = b, enton
es

ĺım
n→∞

1

n
log(an + bn) = máx{a, b}Demostra
ión. Sea c > máx {a, b}. Enton
es existe n0 ∈ N tal que

log an < nc y log bn < nc ∀n ≥ n0.De aquí que para 
ada n ≥ n0 tal que an

bn
≤ 1 se tiene

log(an + bn) = log bn + log

(

1 +
an

bn

)

< nc+ log 2.

También, para 
ada n ≥ n0 tal que bn
an
≤ 1 se tiene:

log(an + bn) = log(an) + log

(

1 +
bn
an

)

< nc+ log 2.De esta forma, y para 
ada n ≥ n0, se 
umple que:
log(an + bn) < nc+ log 2.Así,

1

n
log(an + bn) < c+

1

n
log 2y, en 
onse
uen
ia,

a, b ≤ ĺım
n→∞

ı́nf
1

n
log(an + bn) ≤ ĺım

n→∞
sup

1

n
log(an + bn) ≤ c

∴ máx {a, b} = ĺım
n→∞

1

n
log(an + bn)Demostra
ión. (del teorema) Sea i = 1 ó 2. Sea U ∈ C (M); podemos de�nir Ui ∈

C (Mi) por Ui = {U ∩Mi;U ∈ U}. De aquí se dedu
e que N(Ui) ≤ N(U).Si U ,B ∈ C (M) se 
umple (U ∨ B)i = Ui ∨ Bi.En efe
to, Ai ∈ (U ∨ B)i ⇔ ∃n A ∈ U , B ∈ B tales que:
Ai = (A ∩B) ∩Mi = (A ∩Mi) ∩ (B ∩Mi) ∈ Ui ∨ Bi.

∴ (U ∨ B)i ⊆ Ui ∨ Bi (i)18



Por otro lado si
A ∈ U , B ∈ B enton
es (A ∩Mi) ∩ (B ∩Mi) = (A ∩B) ∩Mi ∈ (U ∨ B)i.Esto es:

Ui ∨ Bi ⊆ (U ∨ B)i. (ii)De (i) y (ii) se sigue que
(U ∨ B)i = Ui ∨ Bi

Denotaremos ahora por ϕi la restri

ión de ϕ a Mi. Tenemos que ϕi : Mi →Mi,
i = 1, 2. Probamos ahora que se 
umple que: ϕ−1

i (Ui) = (ϕ−1(U))i.En efe
to, sea A ∈ ϕ−1(U); enton
es ∃A′ ∈ U tal que A = ϕ−1(A′). Sea Ai =

A ∩ Mi = ϕ−1(A′) ∩ Mi = ϕ−1(A′) ∩ ϕ−1
i (Mi) = ϕ−1

i (A′ ∩ Mi) ∈ ϕ−1
i (Ui) ∴

(ϕ−1(U))i ⊆ ϕ−1
i (Ui). Si A ∈ ϕ−1

i (Ui), enton
es A = ϕ−1
i (A′ ∩Mi) = ϕ−1(A′) ∩

ϕ−1
i (Mi) = ϕ−1(A′) ∩Mi ∈

(
ϕ−1(U)

)

i
. Así ϕ−1

i (Ui) =
(
ϕ−1(U)

)

i
.Sea ahora U i ∈ C (Mi) enton
es existe 
ubrimiento U ∈ C (M) tal que Ui = U i.En efe
to, basta 
onsiderar U =

{
A ∪ (M \Mi);A ∈ U i

}.Tenemos:
N

(
n−1∨

k=0

ϕ−k
i (Ui)

)

= N

(
n−1∨

k=0

(ϕ−k(U))i

)

=

= N

((
n−1∨

k=0

ϕ−k(U)

)

i

)

≤ N
(

n−1∨

k=0

ϕ−k(U)

)

Esto impli
a h(ϕi,Ui) ≤ h(ϕ,U) y de aquí:
h(ϕi) ≤ h(ϕ) i = 1, 2 (1.9)Si U ∈ C (M), enton
es vale:

N

(
n−1∨

k=0

ϕ−k(U)

)

≤ N
((

n−1∨

k=0

ϕ−k(U)

)

1

)

+N

((
n−1∨

k=0

ϕ−k(U)

)

2

)

.
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Como:
N

(
n−1∨

k=1

(ϕ−k(U))i

)

= N

((
n−1∨

k=0

ϕ−k(U)

)

i

)

.

Enton
es:
N

(
n−1∨

k=0

ϕ−k(U)

)

≤ N
(

n−1∨

k=0

(ϕ−k(U))1

)

+N

(
n−1∨

k=0

(ϕ−k(U))2

)

.

Esto es:
N

(
n−1∨

k=0

ϕ−k(U)

)

≤ N
(

n−1∨

k=0

ϕ−k
1 (U1)

)

+N

(
n−1∨

k=0

ϕ−k
2 (U2)

)

Así:
logN

(
n−1∨

k=0

ϕ−k(U)

)

≤ log

(

N

(
n−1∨

k=0

ϕ−k
1 (U1)

)

+N

(
n−1∨

k=0

ϕ−k
2 (U2)

))

.

Apli
ando el lema a:
a = ĺım

n→∞
1

n
log

(

N

(
n−1∨

k=0

ϕ−k
1 (U1)

)) y b = ĺım
n→∞

1

n
log

(

N

(
n−1∨

k=0

ϕ−k
2 (U2)

)) tene-mos que:
ĺım

n→∞
1

n
log

(

N

(
n−1∨

k=0

ϕ−k
1 (U1)

)

+N

(
n−1∨

k=0

ϕ−k
2 (U2)

))

= máx {a, b} =

= máx {h(ϕ1,U1), h(ϕ2,U2)}y en 
onse
uen
ia
h(ϕ,U) ≤ máx {h(ϕ1,U1), h(ϕ2,U2)}De aquí

h(ϕ) ≤ máx {h(ϕ1), h(ϕ2)} (1.10)Lo probado en (1.9) y (1.10), di
e que h(ϕ) = máx {h(ϕ1), h(ϕ2)}Vamos ahora a ver el 
omportamiento de la entropía 
uando pasamos al 
uo
ien-te. Para ello probamos el siguiente: 20



Teorema 4. Sea ∼ una rela
ión de equivalen
ia en M . Sea ϕ : M →M una apli
a-
ión 
ontinua tal que x ∼ y en M impli
a ϕ(x) ∼ ϕ(y) en M . Sea ϕ̃ : M/ ∼→M/ ∼la apli
a
ión 
uo
iente ϕ̃([x]) = [ϕ(x)] y π : M → M/ ∼ la proye

ión. Se 
umpleque h(ϕ̃) ≤ h(ϕ).Demostra
ión. Sea U ∈ C (M/ ∼), enton
es π−1(U) =
{
π−1(U);U ∈ U

} es un 
u-brimiento por abiertos de M y es 
laro que N(π−1(U)) = N(U). De esta rela
ión ydel he
ho que N(π−1(U ∨ B)) = N(π−1(U) ∨ π−1(B)) 
on
luimos que:
h(ϕ, π−1(U)) = h(ϕ̃,U).De esta forma

h(ϕ̃) = sup {h(ϕ̃,U);U ∈ C (M/ ∼)} =

= sup
{
h(ϕ, π−1(U)),U ∈ C (M/ ∼)

}
≤

≤ sup {h(ϕ,A0);A0 ∈ C (M)} = h(ϕ).
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1.3. Cál
ulo de la Entropía en Espa
ios Métri
osSuponemos que (M,d) es un espa
io métri
o 
ompa
to.De�ni
ión 8. 1) Para A ⊂M , se de�ne el diámetro del 
onjunto A 
omo d(A) =

sup {d(x, y) : x, y ∈ A}2) Para U ∈ C (M) se de�ne d(U) = sup {d(U);U ∈ U}Observa
ión 2. Si U ,B son 
ubrimientos abiertos de M tales que U < B enton
es
d(B) ≤ d(U).En efe
to, ∀B ∈ B ∃U(B) ∈ U tal que B ⊂ U(B) enton
es d(B) ≤ d(U(B)). Así
d(B) = sup {d(B);B ∈ B} ≤ sup {d(U(B));B ∈ B} ≤ d(U).Probemos, ahora, el siguiente resultado:Lema 4. (del 
ubrimiento de Lebesgue) Sea U ∈ C (M), enton
es existe ε(U) > 0 talque si x ∈ M y Br(x) = {y ∈M ; d(x, y) < r} satisfa
e r < ε(U), enton
es ∃U ∈ Utal que Br(x) ⊂ U .Demostra
ión. Como U ∈ C (M) existe sub
ubrimiento �nito {U1, . . . , Un}. Para
ada i = 1, 2, . . . , n, sea fi : M → [0,∞[ la fun
ión 
ontinua fi(x) = d(x,M \ Ui).Como (M \ Ui) es 
errado, se 
umple que fi(x) = 0⇔ x ∈ (M \ Ui).Como para 
ada x ∈M existe i0 ∈ {1, 2, . . . , n} tal que x ∈ Ui0 enton
es fi0(x) >

0 (∗).Sea f : M → R la fun
ión f(x) = máx {f1(x), . . . , fn(x)}. De a
uerdo a (∗) setiene que f(x) > 0 ∀x ∈ M . Como f es una fun
ión 
ontinua, enton
es f(M) =

[δ1, δ2] es un intervalo 
errado 
on δ1 = ı́nf {f(x);x ∈M} > 0.Sea x ∈ M 
ualquiera y 0 < δ < δ1. Se 
umple f(x) ≥ δ. Esto es, hay lx ∈
{1, . . . , n} tal que flx(x) ≥ δ. Esto impli
a que d(x,M \ Ulx) ≥ δ. Luego, para 
ada
y ∈ Bδ(x) debe ser que y ∈ Ulx pues d(x, y) < δ.Con
luimos que Bδ(x) ⊂ Ulx .Corolario 2. Para 
ada U ∈ C (M) existe ε = ε(U) > 0 tal que si A es un 
onjuntoabierto 
on d(A) = sup {d(x, y);x, y ∈ A} < ε, enton
es existe U ∈ U tal que A ⊂ U .Demostra
ión. Notamos que A ⊂ Bd(A)(x) para 
ada x ∈ A. De aquí basta 
onsi-derar d(A) < δ1 
omo en el lema del 
ubrimiento de Lebesgue.22



Observamos que si 0 < δ < ε(U) enton
es δ satifa
e la propiedad. A saber, si
A ⊂ M es un 
onjunto tal que d(A) < δ enton
es existe U ∈ U tal que A ⊂ U . Enefe
to, 
omo δ < ε(U) sirve el mismo U del 
orolario 2. Esto nos permite la siguientede�ni
ión:De�ni
ión 9. Se de�ne el número de Lebesgue de U 
omo:

δ(U) = sup {ε(U), ε(U) satisfa
e el 
orolario 2 anterior} .Corolario 3. Sea U ,B ∈ C (M). Sea d(U) = sup {d(U);U ∈ U}. Si o
urre que
d(U) < δ(B), enton
es B < U .Demostra
ión. Para 
ada U ∈ U vale d(U) < δ(B), enton
es ∃B(U) ∈ B tal que
U ⊂ B(U), esto es, B < U .Corolario 4. Sea {Un} ⊂ C (M) una su
esión de 
ubrimientos abiertos tales que:(1) Un < Un+1(2) d(Un)→ 0, n→∞.Enton
es {Un} es una su
esión re�nante.Demostra
ión. La primera propiedad es la primera parte de la de�ni
ión de unasu
esión re�nante.Si B ∈ C (M) es una 
ubrimiento abierto, enton
es δ(B) > 0 y ∃n ∈ N tal que
d(Un) < δ(B). De a
uerdo al 
orolario 3, B < Un (que es la segunda propiedad deun 
ubrimiento re�nante).En parti
ular, htop(ϕ) = ĺımn→∞ h(ϕ,Un) para 
ualquier ϕ : M → M 
ontinuay 
ualquier su
esión de 
ubrimientos {Un} 
omo en el 
orolario.Ejemplos de su
esiones que satisfa
en el 
orolario.

1. Si 
onsideramos Un =

{

Br(x);x ∈M, 2r <
1

n

} el 
onjunto de todas las bolasabiertas de diámetro d = 2r <
1

n
enton
es la su
esión {Un;n ∈ N} es re�nante.En efe
to, si Br(x) ∈ Un+1 enton
es 2r <

1

n+ 1
<

1

n
y Br(x) ∈ Un, por lotanto Un < Un+1.Por otro lado d(Un) = sup {d(U);U ∈ Un} =

1

n
y así d(Un)→ 0, n→∞.23



2. Sea {Bn} ⊂ C (M) una su
esión de 
ubrimientos abiertos tales que d(Bn)→ 0,
n → ∞. Sea Un =

∨n
k=1 Bk. Como Bn < Un enton
es d(Un) < d(Bn) y luego,

d(Un)→ 0, n→∞.Además, 
omo Un < Un+1 el 
orolario 4 garantiza que {Un} es una su
esiónre�nante. O sea, a partir de 
ualquier su
esión de 
ubrimientos abiertos {Bn} ⊂
C (M) tales que d(Bn)→ 0, n→∞, se puede 
onstruir una su
esión re�nante.
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1.4. Un Resultado de R. BowenEn mu
hos trabajos, relativos a la entropía, se usa la de�ni
ión de R. Bowen. Enesta se

ión daremos esta de�ni
ión, veremos que 
oin
ide 
on la que hemos dado yprobaremos el siguiente resultado: sean (X, d), (Y, d′) espa
ios métri
os 
ompa
tosy f : X → X, g : Y → Y apli
a
iones 
ontinuas. Sea π : (X, d) → (Y, d′) 
ontinua ysobreye
tiva tal que π ◦ f = g ◦ π, enton
es:Teorema 5 (Bowen). htop(g) ≤ htop(f) ≤ htop(g) + sup
{
htop(f, π

−1(y)), y ∈ Y
}.Este resultado se puede leer de la siguiente forma: π es un �brado de X sobre

Y ( para 
ada y ∈ Y su �bra es π−1({y}))enton
es la entropía de f es mayor que laentropía del fa
tor g pero menor que ésta sumada la mayor entropía en las �bras.En parti
ular, si el �brado es �nito las entropías 
oin
iden.Aquí hay algunas 
osas que a
larar (en parti
ular ¾qué signi�
a htop(f, π
−1(y))?).Para ello introdu
iremos una segunda de�ni
ión de entropía dada por Bowen. Sea

(X, d) un espa
io métri
o 
ompa
to y f : X → X 
ontinua.De�ni
ión 10. a) Se di
e que un sub
onjunto E ⊂ X es (n, ε)-separado si para
ualquier par de puntos distintos x, y ∈ E, existe un entero j, 0 ≤ j < n tal que
d(f j(x), f j(y)) > ε.b) Se di
e que un sub
onjunto F ⊂ X, (n, ε)-genera un sub
onjunto K ⊂ X, sipara 
ada x ∈ K existe y ∈ F tal que d(f j(x), f j(y)) ≤ ε para 0 ≤ j < n.Para K ⊂ X 
ompa
to denotamos por

rn(ε,K) = mı́n {#(F );F (n, ε)-genera K}Denotamos por sn(ε,K) = máx {#(E), E es (n, ε)-separado y E ⊂ K}.Se de�nen
r(ε,K) = ĺım

n→∞
sup

1

n
log(rn(ε,K))

s(ε,K) = ĺım
n→∞

sup
1

n
log(sn(ε,K))Lema 5. 1. Para ε1 < ε2 valen r(ε2,K) ≤ r(ε1,K) y s(ε2,K) ≤ s(ε1,K)2. rn(ε,K) ≤ sn(ε,K) ≤ rn( 1

2ε,K) <∞Demostra
ión. 1. Sea F ⊂ X un 
onjunto que (n, ε1)-genera a K. Enton
es ∀x ∈
K ∃ y ∈ F tal que d(f i(x), f i(y)) ≤ ε1, 0 ≤ i < n ∴ d(f i(x), f i(y)) ≤ ε1 < ε2,25



así que F (n, ε2)- genera K. Luego, si
Gn(ε,K) = {F ⊂ X;F (n, ε)-genera K}enton
es

Gn(ε1,K) ⊆ Gn(ε2,K)

∴ mı́n {#(F ), F ∈ Gn(ε2,K)} ≤ mı́n {#(F );F ∈ Gn(ε1,K)}
⇒ rn(ε2,K) ≤ rn(ε1,K)de aquí

1

n
log rn(ε2,K) ≤ 1

n
log rn(ε1,K)y

r(ε2,K) = ĺım
n→∞

sup
1

n
log rn(ε2,K) ≤ ĺım

n→∞
1

n
log rn(ε1,K) = r(ε1,K)Esto es:

r(ε2,K) ≤ r(ε1,K).Sea ahora E ⊂ K un 
onjunto (n, ε2)-separado, enton
es para x, y ∈ E,
x 6= y ∃ j tal que 0 ≤ j < n y d(f j(x), f j(y)) > ε2. Como ε2 > ε1 vale
d(f j(x), f j(x)) > ε2 > ε1, ∴ E es (n, ε1)-separado.Si Sn(ε,K) = {E ⊂ K;E es (n, ε)-separado} enton
es

Sn(ε2,K) ⊂ Sn(ε1,K).Así
sn(ε1,K) = máx {#(E);E ∈ Sn(ε1,K)} ≥
≥ máx {#(E);E ∈ Sn(ε2,K)} = sn(ε2,K)

∴ s(ε1,K) = ĺım
n→∞

sup
1

n
log(sn(ε1,K)) ≥

≥ ĺım
n→∞

1

n
log(sn(ε2,K)) = s(ε2,K)
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2. Consideremos U1, U2, · · · , Up un 
ubrimiento por abiertos de diámetro ε de X.Sea E ∈ Sn(ε,K) un 
onjunto (n, ε)-separado. A�rmamos que #(E) ≤ pn. Enefe
to, formemos los 
onjuntos ∩n−1
j=0 f

−j(Uij
) donde ij ∈ {1, 2, · · · , p}. Tene-mos pn de estos 
onjuntos. Sea E un 
onjunto que es (n, ε) separado enton
es

#(E) ≤ pn. En efe
to, si #(E) > pn enton
es hay x, y ∈ E, x 6= y tal que
x, y ∈ ∩n−1

j=0 f
−j(Uij

) para alguna su
esión (i0, i1, · · · , in−1) de {1, 2, · · · , p}.Así d(f j(x), f j(y)) < ε , 0 ≤ j < n y esto no puede o
urrir ya que E es (n, ε)separado.Lo anterior impli
a que
sn(ε,K) = máx {#(E), E ⊂ K es (n, ε)-separado}satisfa
e sn(ε,K) ≤ pn, para 
ualquier 
errado K ⊂ X.Como sn(ε,K) es a
otada, existe E ⊂ K que es (n, ε)-separado tal que #(E) =

sn(ε,K).A�rmamos que dado x ∈ K ∃ y ∈ E tal que d(f j(x), f j(y)) ≤ ε para
0 ≤ i < n. En efe
to, si no ∀ y ∈ E ∃ i0, 0 ≤ i0 < n tal que d(f i0(x), f i0(y)) > ε.Enton
es E′ = E ∪ {x} es un 
onjunto (n, ε)-separado en K tal que #(E′) =

#(E) + 1

∴ #(E′) > sn(ε,K) = #(E) (→←).Tenemos enton
es que E(n, ε)-genera a K. Como
rn(ε,K) = mı́n {#(E);E(n, ε)-genera K}enton
es

rn(ε,K) ≤ #(E) = sn(ε,K) (1.11)Sea ahora F ⊂ X un 
onjunto que (n, 1
2ε)-genera K. Sea E ⊂ K un 
onjunto

(n, ε)-separado. Para x ∈ E existe y = T (x) ∈ F tal que d(f i(x), f i(T (x))) ≤
1
2ε para 0 ≤ i < n.A�rma
ión 1. T : E → F es inye
tiva. Esto es, si x1 6= x2 en E, enton
es T (x1) 6=

T (x2)De he
ho, si T (x1) = T (x2), enton
es
d(f i(x1), f

i(x2)) ≤ d(f i(x1), f
i(T (x1))) + d(f i(T (x2)), f

i(x2)) ≤

≤ 1

2
ε+

1

2
ε = ε para 0 ≤ i < n
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Esto no puede ser porque x1 6= x2 y E es (n, ε)-separado. Luego, T : E → F esinye
tiva. En parti
ular, #(E) ≤ #(F )

∴ sn(ε,K) ≤ rn(
1

2
ε,K) (1.12)de (1.11) y (1.12)

rn(ε,K) ≤ sn(ε,K) ≤ 1

2
rn(ε,K)Corolario 5. (de la parte 2. del Lema)1. r(ε,K) ≤ s(ε,K) ≤ r( 1

2ε,K)2. ĺım
ε→0

r(ε,K) = ĺım
ε→0

s(ε,K).Demostra
ión. La parte 1), sigue dire
tamente de la parte 2), del lema.La parte 2), del 
orolario sigue de la parte 1), del 
orolario.De�ni
ión 11. 1. Sea f : X → X 
ontinua en el espa
io métri
o 
ompa
to
(X, d). Sea K ⊂ X un sub
onjunto 
ompa
to. La entropía topológi
a (segúnBowen) de f 
on respe
to a K es el valor 
omún:

ht(f,K) = ĺım
ε→0

r(ε,K) = ĺım
ε→0

s(ε,K).

2. La entropía topológi
a (según Bowen) de f es el valor ht(f) = ht(f,X).Proposi
ión 1. Para (X, d) 
ompa
to y f : X → X 
ontinua se 
umple que ht(f) =

htop(f).( Aquí htop(f) es nuestra h(f) de�nida en la se

ión 1.1.1)Para probar esto, primero veremos otra forma de 
al
ular h(f,A) para un 
ubri-miento abierto A de X.Un sub
onjunto E ⊂ A×A× · · · × A
︸ ︷︷ ︸

n−ve
es se llama un n-
ubrimiento para (f,A) si
∀ z ∈ X existe (A0, A1, . . . , An−1) ∈ E tal que fk(z) ∈ Ak para 0 ≤ k < n.Sea

Mn(f,A) = mı́n






#(E), E ⊂ (A× · · · × A

︸ ︷︷ ︸

n−ve
es ) es un n-
ubrimiento de (f,A)





Lema 6. htop(f,A) = ĺım
n→∞

1
n logMn(f,A)
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Demostra
ión. Aso
iado 
on (A0, . . . , An−1) ∈ E tenemos A0 ∩ f−1(A1) ∩ · · · ∩
f−(n−1)(An−1) ∈ A ∨ f−1(A) ∨ · · · ∨ f−(n−1)(A) y si 
olo
amos

U ′
n =

{

A0 ∩ f−1(A1) ∩ · · · ∩ f−(n−1)(An−1); (A0, A1, . . . , An−1) ∈ E
}

donde E es un n 
ubrimiento tal queMn(f,A) = #(E); tenemos un sub
ubrimientominimal de A∨ f−1(A) ∨ · · · ∨ f−(n−1)(A)

∴ #(E) = #(U ′
n) = N(A∨ f−1(A) ∨ · · · ∨ f−(n−1)(A))

∴ ĺım
n→∞

1

n
logMn(f,A) = ĺım

n→∞
1

n
log #(E) =

= ĺım
n→∞

1

n
log(N(A∨ f−1(A) ∨ · · · ∨ f−(n−1)(A))) = htop(f,A)Demostra
ión. (de la proposi
ión) Sea A un 
ubrimiento �nito de X y sea β > 0 elnúmero de Lebesgue de A (o sea ∀Bβ(x)∃A(x) ∈ A tal que Bβ(x) ⊂ A(x)).Sea Q un 
onjunto (n, β)-separado maximal (o sea #(Q) = sn(β,X)). Para z ∈

Q, sea B(z) = (A0(z), A1(z), . . . , An−1(z)) 
on Ai(z) ∈ A tal que Bβ(fk(z)) ⊂ Ak(z)para 0 ≤ k < n. Sea En = {B(z); z ∈ Q}.A�rma
ión 2. En es un n-
ubrimiento para (f,A).En efe
to, para 
ada x ∈ X existe zx ∈ Q tal que d(fk(x), fk(zx)) ≤ β,para 0 ≤ k < n. Si así no fuera, habría x ∈ X tal que para 
ada z ∈ Q se
umpliría d(fk(x), fk(z)) > β para algún 0 ≤ k < n, i. e. Q ∪ {x} sería (n, β)-separado 
ontradi
iendo la maximalidad de Q, ∴ para 
ada x ∈ X existe zx ∈ Qtal que d(fk(x), fk(zx)) ≤ β. Como d(fk(x), fk(zx)) ≤ β para 0 ≤ k < n enton-
es fk(x) ∈ Bβ(fk(zx)) ⊂ Ak(zx) ⇒ en En existe B(zx) = (A0(zx), . . . , An−1(zx))tal que fk(x) ∈ Ak(zx) i. e. En es un n-
ubrimiento para (f,A). Esto impli
a que
Mn(f,A) ≤ #(En) = #(Q) = sn(β,X). Así que

htop(f,A) ≤ ĺım
n→∞

1

n
log sn(β,X) = s(β,X).Ha
iendo que β → 0 se tiene:

htop(f) = sup {htop(f,A),A es 
ubrimiento de X} ≤ ĺım
β→0

s(β,X) = ht(f).Luego hemos probado que htop(f) ≤ ht(f).29



Sea E ⊂ A× · · · × A
︸ ︷︷ ︸

n−ve
es un n-
ubrimiento para (f,A) y sea R un 
onjunto (n, d(A))-separado (Aquí d(A) = sup {d(C);C ∈ A} y d(C) = sup {d(x, y);x, y ∈ C}). Dado
x ∈ R sea g(x) = (A0(x), . . . , An−1(x)) ∈ E tal que fk(x) ∈ Ak(x) para 0 ≤ k < n.Si o
urre que g(x) = g(y) enton
es Ai(x) = Ai(y) para 0 ≤ i ≤ n y se 
umpleque d(fk(x), fk(y)) ≤ d(Ak(x)) ≤ d(A), por lo tanto R no es (n, d(A))-separado
(→←).Luego, si g(x) = g(y) ⇒ x = y, es de
ir g : R → E es una inye

ión y tenemosque #(E) ≥ #(R) de esta forma Mn(f,A) ≥ sn(d(A), X), htop(f,A) ≥ s(d(A), X).Así, sup {htop(f ;A)} ≥ sup {s(d(A), X);A es un 
ubrimiento abierto de X} =

ht(f)Esto es htop(f) ≥ ht(f). Esto 
on
luye la demostra
ión de la proposi
ión.Vamos ahora a probar el resultado de Bowen usando ht(f) en vez de htop(f).Sabemos que (X, d) es 
ompa
to y π : (X, d)→ (Y, d′) es 
ontinua y sobreye
tiva.Así que π es uniformemente 
ontinua. Esto es: ∀ ε > 0 ∃ δ > 0 tal que d(x, y) < δimpli
a d′(π(x), π(y)) < ε. En parti
ular esto impli
a que si v, w ∈ X son tales que
d′(π(v), π(w)) > ε, enton
es debe ser d(v, w) > δ.Sea En ⊂ Y un 
onjunto (n, ε)-separado de 
ardinalidad máxima, i. e. sn(ε, Y, g) =

#(En). Sea Ẽn ⊂ X un 
onjunto que 
ontiene una, y sólo una, preimagen de 
ada
y ∈ En. Tenemos que Ẽn es (n, δ)-separado y #(Ẽn) = #(En), ∴ sn(δ,X, f) ≥
sn(ε, Y, g). De aquí

s(δ,X, f) = ĺım
n→∞

sup
1

n
log sn(δ,X, f) ≥

≥ s(ε, Y, g) = ĺım
n→∞

sup
1

n
log sn(ε, Y, g)y enton
es

sup {s(δ,X, f); δ > 0} ≥ sup {s(ε, Y, g); ε > 0}Esto es
ht(f) ≥ ht(g).Resta ahora probar que

ht(f) ≤ ht(g) + sup
{
ht(f, π

−1(y)); y ∈ Y
}
.30



Sea a = sup
{
ht(f, π

−1(y)); y ∈ Y
}. Si a = ∞, enton
es la desigualdad es siempreverdadera.Suponemos que a <∞. Por de�ni
ión

ht(f, π
−1(y)) = ĺım

ε→0
r(ε, π−1(y)) = ĺım

ε→0

(

ĺım
n→∞

sup
1

n
log rn(ε, π−1(y))

)

,donde rn(ε, π−1(y)) es la 
ardinalidad mínima de un sub
onjunto de π−1(y) que
(n, ε)-genera π−1(y) 
on respe
to a f . Así que

ht(f, π
−1(y)) ≥ ĺım

n→∞
sup

1

n
log rn(ε, π−1(y)) = r(ε, π−1(y)), ∀ ε > 0 (1.13)Fijemos un ε > 0 y es
ojamos un α > 0. Por de�ni
ión de a se tiene a ≥

ht(f, π
−1(y)) ∀, y ∈ Y , luego a+α ≥ ht(f, π

−1(y)) +α, ∀ y ∈ Y . Por (1.13) ∀ y ∈ Yen
ontramos m(y) ∈ N tal que
ht(f, π

−1(y)) + α ≥ 1

m(y)
log rm(y)(ε, π

−1(y))Así
a+ α ≥ ht(f, π

−1(y)) + α ≥ 1

m(y)
log rm(y)(ε, π

−1(y)) ∀ y ∈ Y (1.14)Para 
ada y ∈ Y sea Ey ⊂ π−1(y) un sub
onjunto que (m(y), ε)-genera π−1(y)
on respe
to a f y tal que #(Ey) = rm(y)(ε, π
−1(y)).Para z ∈ Ey sea D(z, 2ε, f) =

{
w ∈ X; d(f i(z), f i(w)) ≤ 2ε

} para 0 ≤ i < m(y).De�namos
Uy =

⋃

z∈Ey

D(z, 2ε, f).

A�rma
ión 3. Uy es una ve
indad de π−1(y) en X.Demostra
ión. ∀x ∈ π−1(y) ∃ z ∈ Ey tal que d(f i(x), f i(z)) < ε para 0 ≤ i < m(y),enton
es x ∈ D(z, 2ε, f) y ∴ π−1(y) ⊂ Uy que es un 
onjunto abierto.Sea ahora Wy ⊂ Y una ve
indad abierta de y en Y tal que π−1(Wy) ⊂ Uy.
{Wy; y ∈ Y } es un 
ubrimiento abierto de Y , que es 
ompa
to, y luego existen
y1, y2, . . . , yp en Y tal que β =

{
Wy1

,Wy2
, . . . ,Wyp

} es un 
ubrimiento �nito de
Y . Supongamos que δ = δ(β) es el número de Lebesgue de β (i. e. ∀Bδ(y) bolaabierta de 
entro y ∈ Y y radio δ vale Bδ(y) ⊂Wk para algún Wk ∈ β).31



Sea F ⊂ X un 
onjunto (n, ε)-separado 
on respe
to a f tal que #(F ) =

sn(4ε,X, f). Queremos estimar #(F ). Consideremos En ⊂ Y un 
onjunto que (n, δ)-genera Y 
on respe
to a g tal que #(En) = rn(δ, Y, g).Para 
ada y ∈ En y para 
ada entero j, es
ojamos un punto
cj(y) ∈ {y1, y2, . . . , yp} tal que Bδ(gj(y)) ⊂Wcj(y).Consideremos ahora la siguiente su
esión de enteros (ts(y)) de�nida re
ursiva-mente por ts(y) = 0 , ts+1(y) = ts(y) +m(cts(y)(y)).Sea l = l(y) tal que

l−1∑

s=0

m(cts(y)(y)) = tl(y) < n ≤ tl(y) +m(ctl(y)(y)) = tl+1(y) (1.15)
Ahora, para 
ada y ∈ En y x1 ∈ Ect1(y)(y), x2 ∈ Ect2(y)(y), . . . , xl ∈ Ectl(y)(y),
onsideremos el 
onjunto

V (y;x1, x2, . . . , xl) =
{

x ∈ X; d(f t+ts(y)(x), f t(xs)) < 2ε,para 0 ≤ t < m(cts(y)(y)) y 1 ≤ s ≤ l = l(y)
}

.

A�rmamos lo siguiente:
1. la familia de 
onjuntos

V =
{

V (y, x1, x2, . . . , xl); y ∈ En, xs ∈ Ects(y)(y), 1 ≤ s ≤ l(y)
}

es un 
ubrimiento abierto de X.
2. Cualquier 
onjunto (n, 4ε)-separado en X interse
ta 
ada elemento de V en alo más un punto.
dem 1. Sea x ∈ X y 
onsideremos π(x) ∈ Y . Como En(n, δ)-genera Y , existe

y ∈ En tal que d′(gi(y), gi(π(x))) ≤ δ para 0 ≤ i < r. Enton
es:32



π ◦ f ts(y)(x) = gts(y)(π(x)) ∈ Bδ(gts(y)(y)) ⊂Wcts(y)(y)

∴ π(f ts(y)(x)) ∈Wcts(y)(y) ⇒ f ts(y)(x) ∈ π−1(Wcts(y)(y)) ⊂
⊂ Ucts(y)(y) ⊂

⋃

z∈Ects(y)
(y)

Dm(cts(y)(y))(2, 2ε, f)

∴ ∃xs ∈ Ects(y)(y) tal que f ts(y)(x) ∈ Dm(cts(y)(y))(xs, 2ε, f)i. e. d(f t(f ts(y)(x)), f t(xs)) < 2ε para 0 ≤ t < m(cts(y)(y))

∴ x ∈ V (y;x1, x2, . . . , xl(y))dem 2. Sean z, w ∈ V (y;x1, x2, . . . , xl(y)), enton
es
d(f t+ts(y)(z), f t+ts(y)(w)) ≤ d(f t+ts(y)(z), f t(xs)) + d(f t(xs), f

t+ts(y)(w))

≤ 2ε+ 2ε = 4ε, para 0 ≤ t < m(cts(y)(y)) y 1 ≤ s < l(y).O sea d(f i(z), f i(w)) ≤ 4ε ∀ 0 ≤ i < n. ∴ si un 
onjunto (n, 4ε)- separado para finterse
ta un elemento de V , debe ha
erlo en a lo más un punto que es lo que a�rma2. De 2, se sigue que si F ⊂ X es un 
onjunto (n, 4ε)-separado, enton
es #(F ) ≤
#(V),

V =
⋃

y∈En

Vy, Vy =
{

V (y;x1, x2, . . . , xl);xs ∈ Ects(y)(y), 1 ≤ s ≤ l(y)
}

∴ #(V) ≤
∑

y∈En

#(Vy)y #(Vy) =

l(y)
∏

s=0

card(Ects(y)
(y)) =

=

l(y)
∏

s=0

rm(cts(y)(y))(ε, π
−1(cts(y)(y)))De aquí

log(#(Vy)) =

l(y)
∑

s=0

log(rm(cts(y)(y))(ε, π
−1(cts(y)(y)))) ≤

≤
l(y)
∑

s=0

(a+ α)m(cts(y)(y)) == (a+ α)





l(y)−1
∑

s=0

m(cts(y)(y)) +m(ctl(y)(y))




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Si M = máx {m(y1),m(y2), . . . ,m(yp)} enton
es de (1.15)
log(#(Vy)) ≤ (a+ α)(n+M).Así: #(Vy) ≤ e(a+α)(n+M) y luego

#V ≤ #(En) e(a+α)(n+M);En 
onse
uen
ia: #(F ) ≤ #V ≤ #(En) e(a+α)(n+M);y enton
es 1

n
log sn(4ε,X, f) ≤ 1

n
log #(En) + (a+ α) +

M

nEsto es: 1

n
log sn(4ε,X, f) ≤ 1

n
log rn(δ, Y, g) + (a+ α) +

M

nHa
iendo que n→∞
s(4ε,X, f) ≤ r(δ, Y, g) + (a+ α) ≤ ht(g) + (a+ α)Como α es arbitrario

s(4ε,X, f) ≤ ht(g) + aha
iendo que ε→ 0,
ht(f) ≤ ht(g) + aque es lo que asegura el resultado de Rufus Bowen.
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1.5. El Shift de Milnor�ThurstonConsideremos 0 = x0 < x1 < . . . < x2n−1 = 1, 2n puntos en el intervalo
[0, 1] ⊂ R. Sea Ij = [x2j , x2j+1], j = 0, 1, . . . , n−1 y T :

n−1⊔

j=0

Ij → [0, 1] una apli
a
ióntal que su restri

ión a Ij es lineal y biye
tiva para j = 0, 1, . . . , n−1. La restri

iónde T a Ij puede preservar o no la orienta
ión del intervalo. Esto quiere de
ir quepodemos de�nir 2n apli
a
iones diferentes T :

n−1⊔

j=0

Ij → [0, 1] 
on estas 
ara
terísti
asy todas ellas satisfa
en que λT = ı́nf
{
|T ′(x)|;x ∈ ∪n−1

i=0 Ii
}
> 1.1 Para n = 2 tenemos las siguientes apli
a
iones

T1 T2 T3 T4Denotemos por L (n) el 
onjunto formado por estas 2n apli
a
iones. Aso
iado
on 
ada T ∈ L (n) tenemos su 
onjunto maximal invariante
∧

T =
∞⋂

k=0

T−k





n−1⊔

j=0

Ij



 =






x ∈

n−1⊔

j=0

Ij ;T
k(x) ∈

n−1⊔

j=0

Ij , ∀ k ∈ N






.

Este 
onjunto resulta ser de Cantor y 
onsideraremos en él la topología indu
idapor [0, 1].Consideremos el 
onjunto ∑n = {θ : N0 → {0, 1, . . . , n− 1}} de su
esiones (θi)
on θi ∈ {0, 1, 2, · · · , n− 1}. Para x ∈ ∧T se de�ne su itinerario IT (x) ∈ ∑n por
IT (x)(i) = j ⇔ T i(x) ∈ Ij .A�rmamos que la apli
a
ión IT :

∧

T →
∑

n es biye
tiva.a.-) Es inye
tiva. Suponemos que x, y ∈ ∧T satisfa
en IT (x) = IT (y).Esto quiere de
ir que IT (x)(i) = IT (y)(i) = j, ∀i ∈ N0. Esto último impli
aque {T i(x), T i(y)
}
⊂ Ij , ∀i ∈ N0. puesto que
|T i(x)− T i(y)| ≤ |(T i)′(zi)||x− y| ≤ 135



para algún zi entre x e y, tenemos |x − y| ≤ 1
|(T i)′(zi)| ≤

1
(λT )i , ∀i ∈ N0. Laúni
a forma de que esto o
urra es que x = y.b.-) Es sobreye
tiva. Para θ ∈∑n 
onsideramos I(θ0, θ1, · · · , θn−1) = ∩n−1

i=0 T
−i(Iθi

).La 
ondi
ión sobre la derivada de T di
e que I(θ0) ⊃ I(θ0, θ1) ⊃ I(θ0, θ1, θ2) ⊃
· · · ⊃ I(θ0, θ1, · · · , θn−1) es una su
esión de intervalos en
ajados 
on longituddisminuyendo, en 
ada paso, por un fa
tor 1

λT
< 1, o sea tendiendo a 
ero. Con-
luímos que ∩∞n=1I(θ0, θ1, · · · , θn−1) es un punto x(θ). Este elemento satisfa
e

IT (x(θ)) = θ. Es de
ir IT es sobreye
tiva.Usamos ahora la biye

ión IT ( 
on inversa I−1
T (θ) = Iθ0

∩ T−1(Iθ1
)∩ T−2(Iθ2

)∩
· · · ∩ T−n(Iθn

) · · · ) para indu
ir en ∑n una topología. A saber U ⊂∑n es abiertosi y solo si I−1
T (U) ⊂ ∧T es abierto. Considerando la topología indu
ida en ∧T yesta topología en ∑n resulta ser que IT :

∧

T →
∑

n es un homeomor�smo.De ahora y en adelante estas serán las 
onsidera
iones que usaremos sobre latopología de ∑n.En∑n 
onsideramos la apli
a
ión de 
orrimiento o shift σ :
∑

n →
∑

n de�nidapor σ(θ0, θ1, θ2, · · · ) = (θ1, θ2, θ3, · · · ). En la topología anterior resulta ser que σ esuna apli
a
ión 
ontínua.Asimismo, usando el homeomor�smo IT , podemos de�nir un orden total entreelementos de ∑n de la siguiente forma:
θ ≤T α⇔ I−1

T (θ) ≤ I−1
T (α) en [0, 1].En lo que sigue ∑n(T ) denotará el espa
io métri
o 
ompa
to ordenado

(
∑

n, d,≤T ) .2 Para n = 2 podemos 
onsiderar ∑2(T1) = (
∑

2, d,≤T1
). En este 
aso:

0 ≤T1
01 ≤T1

10 ≤T1
1;

0 = (0, 0, 0, . . . ), 01 = (0, 1, 1, 1, . . . )

10 = (1, 0, 0, 0, . . . ), 1 = (1, 1, 1, . . . )3 Si 
onsideramos ∑n(T2) = (
∑

2, d,≤T2
) tenemos 0 ≤T2

010 ≤T2
110 ≤T2

10.En lo que sigue ∑n(T1) será 
ono
ido 
omo el espa
io lexi
ográ�
o y ∑2(T2)será llamado el espa
io de Milnor-Thurston.En general, y para 
ada T ∈ L (n), se 
umple lo siguiente:36



Lema 7. σ ◦ IT (x) = IT ◦ T (x), ∀x ∈ ∧T . Esto es, el diagrama siguiente es
onmutativo:
∧

T

∧

T

∑

n

∑

n

IT

T

IT

De�ni
ión 12. Una su
esión θ ∈∑n(T ) se dirá maximal si o
urre que σk(θ) ≤T θpara 
ada k ∈ N. Una su
esión α ∈∑n(T ) se dirá minimal si o
urre que α ≤T σk(α)

∀ k ∈ N.Sea
máx(T ) = {θ ∈∑n(T ); θ es maximal}y
mı́n(T ) = {α ∈∑n(T );α es minimal} .De�ni
ión 13. Se de�ne el T -mundo 
omo

TM = {(α, β) ∈ mı́n(T )×máx(T ); {α, β} ⊂ ∧T ([α, β])} ;donde ∧T ([α, β]) =
{
ρ ∈∑n; α ≤T σi(ρ) ≤T β, ∀ i ∈ N0

}
=

∞⋂

k=1

σ−k([α, β])

4 Para n = 2, T = T1, TM se llamará el mundo lexi
ográ�
o y lo denotaremos
LW.Para n = 2, T = T2, TM se llamará el mundo de Milnor-Thurston y lo denota-remosMTW .

Observa
ión. Para 
ada T ∈ L (n) podemos de�nir H : TM → [0, log(n)] 
omo H(α, β) =

htop(σ
˛

˛
V

T ([α,β]) ).En trabajos re
ientes (ver [9℄ y [12℄) se prueba que existe rela
ión entre H(α, θ)y la dimensión de Haussdor� de ∧T ([α, θ]). En parti
ular, se prueba que H(α, θ) esuna fun
ión 
ontinua de (α, θ). 37



Un problema más restringido y, 
omo veremos más adelante en algunos 
asos,bastante ale

ionador es probar, por ejemplo para el 
aso T = T2, que h(θ) =

H(σ(θ), θ) es una apli
a
ión 
ontinua en θ ∈ máx(T2). En esta dire

ión un pasorelevante es probar que ∀ θ ∈ máx(T2) ∩ Per(σ), o
urre que h es 
ontinua en θ.Aquí Per(σ) = {θ ∈∑2; θ es una órbita periódi
a de σ}. En el ter
er 
apítulo deeste libro daremos una prueba 
onstru
tiva de este último resultado, en algunos
asos.En lo que sigue, trabajaremos 
on T2 : I0 ∪ I1 → [0, 1] y σ :
∑

2 →
∑

2.Sea θ ∈ máx(T2) una órbita periódi
a tal que θ0 = 1. Aso
iado a θ tenemos el
onjunto
Bn(θ) =

n

α0α1 . . . αn−1; α0α1 . . . αn−1 o
urre 
omo ρ0 . . . ρn−1 para algún ρ ∈
V

T2
(θ)

o

Aquí ∧T2
(θ) =

{
ξ ∈∑2, σ(θ) ≤T2

σi(ξ) ≤T2
θ, ∀ i ∈ N0

}. Es 
laro que
∧

T2
(θ) es 
errado e invariante por σ.Teorema 6. htop(θ) = htop(σ|V

T2
(θ)) = ĺımn→∞

1
n log(|Bn(θ)|). Aquí |Bn(θ)| =
ardinalidad de Bn(θ).Demostra
ión. Denotemos por σθ = σ|V

T2
:
∧

T2
(θ)→ ∧

T2
(θ).Sea U = {M0,M1},

U(θ) =
{
M0 ∩

∧

T2
(θ),M1 ∩

∧

T2
(θ)
}

y
Uk(θ) =

k−1∨

i=0

σ−i
θ (U(θ)).

Ya sabemos que {Uk(θ)
} es una su
esión re�nante y luego

htop(σθ) = ĺım
k→∞

h(σθ,Uk(θ)) = ĺım
k→∞

1

k
logN(Uk(θ)).Sea A 6= ∅ tal que A ∈ Uk(θ). Tenemos que A = Ai1∩σ−1
θ (Ai2)∩· · ·∩σ−(k−1)

θ (Aik−1
)para Aij

∈ U(θ), j = 0, . . . , k−1. Se 
umple enton
es que ρ ∈ A⇔ ρ ∈ Ai0 , σθ(ρ) ∈
Ai1 , . . . , σ

k−1
θ (ρ) ∈ Aik−1

⇔ ρ(0) = i0, ρ(1) = i1, . . . , ρ(k − 1) = ik−1. O sea,
(ρ0, . . . , ρk−1) ∈ Bk(θ). Claro que la apli
a
ión S : Uk(θ) → Bk(θ) que aso
ia a
A ∈ Uk(θ) el blo
k (ρ0, . . . , ρk−1) ∈ Bk(θ) de 
ualquier ρ ∈ A es una biye

ión entre
Uk(θ) y Bk(θ). Como N(Uk(θ)) = #(Uk(θ)) = |Bk(θ)| se sigue el resultado.38



Nota: Vamos a probar el resultado anterior para el 
aso de subshifts de tipo �nitode Σn(N) = {θ : N0 → {1, 2, . . . , n}}De�ni
ión 14. a) Un sub
onjunto Λ ⊂ Σn(Z) se di
e un subshift si Λ es 
om-pa
to y σ(Λ) = Λb) Diremos que un subshift Λ ⊂ Σn(N0) es de tipo �nito si existe una matriz de
n×n A = (aij) 
on aij = 1 o 0 tal que Λ = Σ(A) = {θ ∈ Σn(N0); aθ(i)θ(i+1) =

1, para todo i ∈ N0}Dada una matriz A denotamos Am = A ·Am−1 para todo m ≥ 1, Am = (a
(m)
ij )Vamos a 
al
ular el valor de htop(σ|Σ(A)) para una matriz de 
eros y unos A. Coneste proposito probamos el siguiente lema:Lema 8. (Lema A)Para 
ada 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ n, y m ≥ 1 sea

S
(m)
ij = {γ : {0, . . . ,m} → {1, . . . , n}/γ(0) = i, γ(m) = j y aγ(t)γ(t+1) = 1; t = 0, . . . ,m−1},enton
es Card(S(m)

ij ) = a
(m)
ijDemostra
ión. Para m = 1 tenemos que

S
(1)
ij = {γ : {0, 1} → {1, 2, . . . , n}; γ(0) = i, γ(1) = j y aij = 1}Es 
laro que

Card(S
(1)
ij ) = aij =

{

1 si aij = 1

0 si aij = 0Por lo tanto el resultado es válido para m=1Vamos a suponer que a(m)
ij = card(S

(m)
ij ) y vamos a probar que a(m+1)

ij = Card(S
(m+1)
ij )Sea S =

⋃

t

S
(m)
it , donde la unión se ha
e sobre todos los t tal que atj = 1. Tenemos:

Card(S) =
∑

t

Card(S
(m)
it ) =

∑

t

a
(m)
it =

∑

t

a
(m)
it · 1 =

∑

t

a
(m)
it · atj = a

(m+1)
ijenton
es

Card(S) = a
(m+1)
ij , (i).Para 
ompletar la demostra
ión del lema vamos ahora a probar que

Card(S) = Card(S
(m+1)
ij ) , (ii).39



Es 
laro que (i) y (ii) impli
an el resultado del Lema A.Sea ϕ : S → {θ : {0, 1, 2, . . . ,m + 1} → {1, 2, . . . , n}}la apli
a
ión de�nida por
ϕ(γ)(s) = γ(s) si 0 ≤ s ≤ m y ϕ(γ)(m+ 1) = jA�rma
ión 4. ϕ es inye
tiva y ϕ(S) = S

(m+1)
ija) ϕ es inye
tivaSean α, γ ∈ S tales que ϕ(γ) = ϕ(α), enton
es ϕ(γ)(s) = ϕ(α)(s) para 0 ≤

s ≤ m+ 1 en parti
ular, para 0 ≤ s ≤ m, γ(s) = α(s) por lo tanto α = γb) ϕ(S) = S
(m+1)
ijSea θ ∈ S(m+1)
ij enton
es θ : {0, 1, . . .m + 1} → {1, 2, . . . , n} satisfa
e θ(0) =

i, θ(m + 1) = j y aθ(t)θ(t+1) = 1 para 0 ≤ t ≤ m. Sea γ : {0, 1, . . .m} →
{1, 2, . . . , n} de�nida por γ(s) = θ(s) para 0 ≤ s ≤ m. Si t = γ(m) enton
es
γ ∈ S(m)

it pues γ(0) = i, γ(m) = t y aγ(l)γ(l+1) = 1 para 0 ≤ l ≤ m − 1 por loque γ ∈ S, ϕ(γ) = θ y θ ∈ ϕ(S), esto impli
a S(m+1)
ij ⊂ ϕ(S).

Para probar que ϕ(S) ⊂ S(m+1)
ij 
onsideramos γ ∈ S y ϕ(γ). Tenemos γ ∈ S(m)

itpara algún t talque atj = 1. ϕ(γ)(i) = γ(i), 0 ≤ i ≤ m y ϕ(γ)(m+ 1) = j.Así que si θ = ϕ(γ) enton
es θ(0) = ϕ(γ)(0) = i, θ(m+ 1) = ϕ(γ)(m+ 1) = jy aθ(i)θ(i+1) = 1 para 0 ≤ i ≤ m. Luego θ ∈ S
(m+1)
ij lo que impli
a que

ϕ(S) ⊂ S(m+1)
ij . Por lo tanto Card(S) = Card(S

(m+1)
ij ) (ii).De (i), (ii) obtenemos el resultado.Corolario 6. Sea gA = σ|Σ(A) : Σ(A)→ Σ(A), enton
es

htop(gA) = ĺım
k→∞

1

k
log




∑

ij

a
(k)
ij





Demostra
ión. Consideremos los 
ilindros C(1), C(2), . . . , C(n) donde C(i) = {θ ∈

Σn(N), θ(0) = i}. Es 
laro que n⋃

i=1

C(i) = Σn(N) y enton
es A = {C(1), . . . , C(n)}es un 
ubrimiento por abiertos de Σn(N), por lo tanto A(A) = A∩Σ(A) = {C(1)∩
Σ(A), . . . , C(n) ∩ Σ(A)} es un 
ubrimiento por abiertos de Σ(A) y
Ak(A) =

k∨

j=0

σ−j(A(A)) = {A0 ∩ σ−1(A1) ∩ . . . ∩ σ−k(Ak);A0, A1, . . . , Ak ∈ A(A)}
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Un elemento A0 ∩ σ−1(A1) ∩ . . . ∩ σ−k(Ak) 6= ∅, si o
urre que hay θ ∈ A0 talque σ(θ) ∈ A1, σ
2(θ) ∈ A2, . . . , σ

k(θ) ∈ Ak, 
olo
ando Ai = C(ji) ∩ Σ(A) tenemosque θ ∈ C(j0) ∩ Σ(A), σ(θ) ∈ C(j1) ∩ Σ(A), . . . , σk(θ) ∈ C(jk) ∩ Σ(A), es de
ir,
θ = (j0, j1, . . . , jk, . . .), 
on aθ(i)θ(i+1) = 1 para i = 0, . . . , k − 1.Por lo tanto el largo (θ(0), . . . , θ(k)) ∈ S

(k)
j0jk

o sea que 
ada elemento no va
ío
A0 ∩ σ−1(A1) ∩ . . . ∩ σ−k(Ak) de Ak(A) de�ne un elemento de S(k)

j0jk
. Ha
iendo launión sobre todos los posibles j0, jk talque S(k)

j0jk
6= ∅ se tiene enton
es un sub
u-brimiento numerable de Σ(A) de Ak(A), es de
ir, N(Ak(A), σ) =

∑

i,j

Card(S
(k)
ij )y por lo tanto N(Ak(A), σ) =

∑

i,j

a
(k)
ij . Como {Ak(A); k ∈ N0} es una su
esión de
ubrimientos re�nantes, enton
es

htop(gA) = ĺım
k→∞

1

k
logN(Ak(A), σ) = ĺım

k→∞

1

k
log
∑

i,j

a
(k)
ij

Ya que podemos 
onsiderar ||Ak|| =
∑

i,j

|a(k)
ij |, tenemos que

htop(gA) = ĺım
k→∞

1

k
log ||Ak|| = ĺım

k→∞

1

k
log(r(A))k

donde r(A) es el radio espe
tral de A, por lo tanto tenemos el siguiente 
orolario.Corolario 7. htop(gA) = log(r(A))donde r(A) es el radio espe
tral de A para A unamatriz de 
eros y unos, a saber r(A) = máx{|λ|;λ es autovalor de A}Consideremos ahora θ ∈ Per(σ) ∩Max2 una órbita periódi
a maximal para elshift de Milnor Thurston. La su
esión θ puede tener un periodo terminado en 0 oun periodo terminado en 1.Si θ = θ1θ2 . . . θn−10 enton
es θ̃0 = 0θ es una órbita periódi
a y es igual a
σn−1(θ). En este 
aso la su
esión θ̃1 = 1θ = 1θ1θ2 . . . θn−10 no es periódi
a y satis-fa
e σ(θ̃1) = θSi θ = θ1 . . . θn−11 enton
es θ̃1 = 1θ es periódi
a y satisfa
e σ(θ̃1) = θ o σn−1(θ) = θ̃1.La su
esión θ̃0 = 0θ no es periódi
a y satisfa
e σ(θ̃0) = θ.Es 
laro que si Λ(θ) =

∞⋂

n=0

σ−n([σ(θ), θ]) enton
es Λ(θ) =

∞⋂

n=0

σ−n([σ(θ), θ̃0] ∪ [θ̃1, θ]).
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En lo que sigue Tθ denotará la restri

ión de T a [σ(θ), θ]. Es
ribamos los puntos dela órbita de θ 
omo θ1 = σ(θ) < θ2 < . . . < θs ≤ θ̃0 < θ̃1 ≤ θs+1 < . . . < θn = θ.Para el 
aso que θ = θ1 . . . θn−10 tenemos θ̃0 = θs y θ̃1 < θs+1.Para el 
aso de que
θ = θ1 . . . θn−11, tenemos θs < θ̃0 y θ̃1 = θs+1.Para el 
aso de que θ = θ1 . . . θn−10 de�namos I1 = [θ1, θ2], I2 = [θ2, θ3], . . . Is−1 =

[θs−1, θ̃0], Is = [θ̃1, θs+1], Is+1 = [θs+1, θs+2], . . . , In−1 = [θn−1, θn].Para el 
aso de que θ = θ1 . . . θn−11 de�namos I1 = [θ1, θ2], I2 = [θ2, θ3], . . . Is−1 =

[θs−1, θs], Is = [θs, θ̃0], Is+1 = [θ̃1, θs+2], . . . , In−1 = [θn−1, θn].Es 
laro que I1 ∪ I2 ∪ . . . ∪ In−1 = [θ1, θ̃0] ∪ [θ̃1, θ] y enton
es
Λ(θ) ⊂

n⋃

i=1

Ii; Λ(θ) =
∞⋂

n=0

σ−n([θ1, θ]) =
∞⋂

n=0

σ−n([θ1, θ̃0] ∪ [θ̃1, θ]).

La apli
a
ión Tθ es inye
tiva restringida a [θ1, θ̃0] o restringida a [θ̃1, θ]. Para
ada i las interse

iones Tθ(Ii) ∩
(

n−1⋃

k=1

Ik

) 
ontienen uno o más de los intervalos
I1, . . . In−1. Si o
urre que Ij ⊂ Tθ(Ii) ∩

(
n−1⋃

k=1

Ik

), enton
es 
olo
aremos una �e
hade Ii a Ij .Sea G(θ) el grá�
o resultante yM(θ) la respe
tiva matriz de in
iden
ia. Es 
laroque M(θ) es una matriz de 
eros y unos.Para 
ada α ∈ Σ(M(θ)) tenemos que mα(i)α(i+1) = 1 para i ∈ N0. Esto quie-re de
ir que Iα(1) ⊂ T (Iα(0)), Iα(2) ⊂ T (Iα(1)), . . . Iα(k+1) ⊂ T (Iα(k)). En parti
u-lar, la su
esión de intervalos en
ajados Iα(0), Iα(0) ∩ T−1(Iα(1)), Iα(0) ∩ T−1(Iα(1)) ∩
T−2(Iα(2)), . . . , Iα(0)∩T−1(Iα(1))∩. . .∩T−k(Iα(k)) es de
re
iente (re
ordar que|T ′| >
1) y su interse

ión es un úni
o punto x(α) ∈ Λ(θ). No es difí
il veri�
ar que la asig-na
ión α→ x(α) es biye
tiva y tenemosLema 9. htop(Tθ) = log r(M(θ))
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1.6. Un resultado de BGMY para la estima
ión porbajo de la entropía topológi
a de una apli
a
ión
ontinuaEn esta se

ión seguiremos parte del trabajo Periodi
 points and topologi
al en-tropy de L. Blo
k - J. Gu
kenheimer - M. Misiurewi
z y L. S. Young que fue publi
adoen el Le
ture Notes in Mathemati
s N◦ 819, en donde ha
en una estima
ión mínimadel valor de la entropía topológi
a de una apli
a
ión 
ontinua del intervalo sabiendoque esta apli
a
ión posee puntos periódi
os de periodo n1 y n2.Sea I ⊂ R un intervalo y f : I → R una apli
a
ión 
ontinua. SeaA = {I1, I2, . . . , Is}una parti
ión de I en subintervalos tales que I1 ∪ I2 ∪ · · · ∪ Is = I 
on la propiedadde que si i 6= j, enton
es Ii ∩ Ij 
onsiste en a lo más un punto.De�ni
ión 15. 1. Diremos que un intervalo I f 
ubre J si existe subintervalo
K ⊂ I tal que f(K) = J .2. Diremos que I f 
ubre n-ve
es a J si existen subintervalos K1,K2, . . . ,Kn 
oninteriores disjuntos, tales que f(Ki) = J , i = 1, . . . , nDe�ni
ión 16. Un A-grafo para f es un grá�
o orientado 
on vérti
es I1, . . . , Is ytal que si Ii f 
ubre Ij ; n pero no (n+ 1)-ve
es, enton
es hay n y no (n+ 1)-�e
hasdesde Ii a Ij .Ejemplo. Consideremos f : I → I 
omo en la �gura. En este 
aso el A-grafo es:

I1 I2 I3

I1

I2I3

Tenemos los siguientes resultados.Lema 10. Si I, J , K son intervalos tales que I f-
ubre J y K ⊂ J , enton
es I
f-
ubre K. 43



Demostra
ión. Como f(I) ⊃ J ⊃ K, enton
es f(I) ⊃ K y hay intervalo L ⊂ I talque f(L) = K.Corolario 8. Si f : I → R y K ⊂ R es un intervalo tal que f(I) ⊃ K, enton
es I
f-
ubre K.Demostra
ión. En efe
to, f(I) = J es un intervalo que satisfa
e J ⊃ K.Observa
iones1) Si hay una �e
ha de Ii a Ij en el A-grá�
o de f lo denotaremos Ii f−→ Ij osimplemente Ii → Ij si el 
ontexto es 
laro.2) Un loop en el A-grá�
o de f es un 
amino In0

→ In1
→ · · · → Ins

→ In0
que sepresenta en el A-grafo de f 
on Ini

6= In0
si i 6= 0.Lema 11. Si J0 → J1 → · · · → Jn−1 → J0 es un loop en el A-grá�
o de f , enton
esexiste un punto x de I tal que fn(x) = x y f i(x) ∈ Ji para i = 1, 2, . . . , n− 1.Esta es una 
onse
uen
ia del teorema del punto �jo para apli
a
iones 
ontinuasdel intervalo.Aso
iemos al grá�
o G(A), A = {I1, . . . , Is} una matriz s × s M = (mij) talque mij =n◦ de �e
has de Ii a Ij . Notamos que los 
oe�
ientes de la matriz M sonenteros no negativos.En lo que sigue r(M) denotará el radio espe
tral de la matrizM , a saber: r(M) =

máx {|λ|;λ es autovalor de M}Observa
iones3) El A-grafo aso
iado a la apli
a
ión es I1 → I2 y luego m11 = 0, m12 = 1,
m21 = m22 = 0. O sea

Mf =

(

0 1

0 0

)

.Esta matriz tiene 
omo úni
o autovalor λ = 0, o sea que su radio espe
tral es 0.

I1 I2

I1

I2
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4) Si o
urre que 
ada mij > 0, enton
es la matriz M es irredu
tible (ver apén-di
e C de la Teoría de Perron-Frobenuis) y enton
es r(M) > máx
1≤i≤n

mii ≥ 1

∴ log(r(M)) > 0.5) Si o
urre que para 
ada ij existe q tal que m(q)
ij > 0 enton
es, y puesto que

r(M) = ĺım
n→∞

(‖Mn‖)1/n, se tiene r(M) > 1.De�ni
ión 17. La entropía del grá�
o G(A) = G, h(G), se de�ne 
omo log(r(M)).Nota. Puede ser h(G) = −∞ ≡: log 0.Sea f : I → R una fun
ión. Consideraremos la entropía topológi
a de f 
omo laentropía de la restri

ión de f al 
onjunto
Λf =

∞⋂

n=0

f−n(I) = {x ∈ I; fn(x) ∈ I ∀n ∈ N} .

Proposi
ión 2. Si G es el A-grá�
o de f , enton
es h(G) ≤ h(f).Demostra
ión. Como r(M) = ĺımn→∞(‖Mn‖)1/n, enton
es se tiene que
log r(M) = ĺım

n→∞
1

n
log(‖Mn‖)es
ogiendo

‖(x1, x2, . . . , xs)‖ =

s∑

i=1

|xi|

Tenemos que
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

Mn







1...
1







∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

=
∑

i,j

|m(n)
ij | =

∑

i,j

mn
ij

∴ log(r(M)) = ĺım
n→∞

1

n
log




∑

i,j

mn
ij




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Ahora
∑

i,j

mn
ij = n◦ total de 
aminos de longitud n en G ≤ N (n−1∨

i=0

f−i(A)

)

∴ log(r(M)) ≤ ĺım
n→∞

1

n
logN

(
n−1∨

i=0

f−i(A)

)

= h(f,A) ≤ h(f)De�ni
ión 18. Sea M = (mij) una matriz n×n. Para una su
esión p = (pj)
k
j=0 deelementos de {1, 2, . . . , n} de�namos su an
ho por w(p) =

∏k
j=1mpj−1pj

. Diremosque p es un 
amino en M si w(p) 6= 0. En este 
aso el número k = l(p) se llamará ellargo del 
amino p. Un loop es un 
amino p = (p0, p1, . . . , pk) para el 
ual pi 6= pi+1,
i = 0, 1, . . . , k − 1 y pk = p0. Una roma en M es un sub
onjunto R ⊂ {1, . . . , n}para el 
ual no existe un loop fuera de R, i. e., no hay loop p = (p0, . . . , pk) 
on
{p0, p1, . . . pk} ∩R = ∅.Dada un roma R y un 
amino p = (p0, . . . , pk). Diremos que el 
amino p essimple respe
to de la roma R si {p0, pk} ⊂ R y {p1, . . . , pk−1} ∩R = ∅.Dada una roma R = {r1, . . . , rk} 
on ri 6= rj para i 6= j se de�ne la matriz

AR = AR(x) = (aij)
k
i,j=1 = (aij(x))

k
i,j=1 por

aij(x) =
∑

p

w(p)x−l(p);donde la suma es sobre todo los 
aminos simples que se originan en ri y ter-minan en rj .Ejemplo. Consideremos la siguiente apli
a
ión
f : I1 ∪ I2 ∪ I3 → I = [0, 1]

I1 I2 I3
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Su A-grafo es:
I1

I2 I3

La matriz aso
iada es
M =






0 0 1

0 1 1

1 0 0






Una roma para M es R = {2, 3}. En efe
to, no hay un loop que empie
e en I1 ytermine en I1, que no pase por R.Vamos a 
al
ular AR(x).
p = (2, 2) hay una �e
ha que se ini
ia en I2 y termina en I2 ∴ éste p satisfa
e
m22 = 1 y w(p) = 1. De aquí a22(x) = x−1.
p = (2, 3) hay un 
amino simple que parte en I2 y termina en I3. Este psatisfa
e m23 = 1 y w(p) = 1; a23 = x−1

p = (3, 2). No hay un 
amino que parta en I3 y termine en I2 ∴ m32 = 0 y
a32(x) = 0.Caminos que partan en I3 y terminen en I3. p = (3, 1, 3) y no hay más w(p) =

m13 = 1; a33(x) = 1 · x−2 pues l(p) = 2(p = (p0, p1, p2) = (3, 1, 3)) así que lamatriz AR(x) aso
iada a la roma R = {2, 3} es
AR(x) =

(

x−1 x−1

0 x−2

)

Ejemplo. Consideremos la siguiente fun
ión
f : I1 ∪ I2 ∪ I3 ∪ I4 ∪ I5 ∪ I6 → I = [0, 1]
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I1 I2 I3 I4 I5 I6

El A-grafo es:
I1

I2

I3

I4I5

I6

La matriz aso
iada es
M =













0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 1

0 0 0 0 0 1

0 0 1 1 1 0

0 1 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0













Si 
onsideramos R = {2, 4} vemos que no hay ningún loop fuera de R. En efe
to,si un 
amino 
errado p empieza en I1, enton
es ne
esariamente sigue a I4 (I1 → I4)(interse
ta a la roma). Si empieza en I3 → I6 → I1 → I4 (interse
ta la roma).Si empieza en I5 → I2 (interse
ta la roma). Si empieza en I6 → I1 → I4 (inter-se
ta la roma) ∴ R = {2, 4} es una roma del A-grafo de f .Cal
ulemos ahora su AR(x) matriz.a) 
aminos que empie
en en I2 y terminen en I2 y que no pasen por R en el medio:
I2 → I5 → I2 (es una que 
umple) I2 → I6 → I1 → I4 → I5 → I2 es un 
amino
errado pero pasa por la roma ∴ p = (2, 5, 2); w(p) = 1, l(p) = 2 y a22(x) = x−2.b) Caminos que empie
en en I2 y terminen en I4 y que no pasa por R en el medio
I2 → I6 → I1 → I4 (es uno que 
umple) y no hay más ∴ p = (2, 6, 1, 4), w(p) = 1,
l(p) = 3, a24(x) = x−3.
) Caminos que empie
en en I4, terminen en I2 y que no pasen por R en el medio:
I4 → I5 → I2 (es uno que 
umple) y no hay más p = (4, 5, 2), w(p) = 1, l(p) = 2,
a42(x) = x−2. 48



d) Caminos que empie
en en I4, termina en I4 y que no pasa por R en el medio:
I4 → I4 (es uno que 
umple): I4 → I3 → I6 → I1 → I4 es otro que 
umple yno hay más: p = (4, 4); w(p) = 1, l(p) = 1; p = (4, 3, 6, 1, 4), w(p) = 1, l(p) = 4,
a44(x) = x−1 + x−4

∴ A =

(

x−2 x−3

x−2 x−1 + x−4

)

.

La matriz AR(x) 
umplirá un rol fundamental en el 
ál
ulo de h(G). En lo quesigue, E denotará la matriz identidad del largo apropiado.Teorema 7. Dada una matriz M = (mij)
n
i,j=1 y una roma R = {r1, . . . , rk} (donde

ri 6= rj si i 6= j) para M . Se 
umple que el polinomio 
ara
terísti
o de M , pM (x) =

det(M − xE) es igual a (−1)n−kxn det(AR(x)− E).Demostra
ión. Suponemos primero que R = {1, 2, 3, . . . , n}. En este 
aso los 
ami-nos posibles que parten en 1 y terminan en 1 = (1, 1); que parten en 1 y terminanen 2 = (1, 2), . . . , que parten en i y terminan en j = (i, j). Luego, si p = (i, j),
w(p) = mij y l(p) = 1 ∴ aij(x) = mijx

−1

(−1)n−kxn det(AR(x)− E) = xn det(mijx
−1 − eij) =

= xn det(x−1(mij − xeij)) = xn · x−n det(mij − xeij) =

= det(M − xE)Observamos que si S ⊂ {1, . . . , n} 
ontiene una romaR, enton
es S es en sí mismauna roma. Así que usaremos indu

ión en la 
ardinalidad de la roma disminuyendola 
ardinalidad de la roma, en uno a 
ada paso.En estas 
ondi
iones vamos a probar lo siguiente: suponemos que
S = {s1, s2, . . . , sq}es una roma (
on si 6= sj para i 6= j), s0 /∈ S y T = {s0} ∪ S es una roma para laque vale el resultado. Esto es (−1)n−(q+1)xn det(AT (x)− E) = det(M − xE).Enton
es, si probamos que

det(AS(x)− E) = − det(AT (x)− E), (1.16)49



tendremos
(−1)n−qxn det(AS(x)− E) = (−1)n−(q+1)xn det(AT (x)− E) =

= det(M − xE),
omo a�rma el resultado. Vamos enton
es a probar (1.16). Suponemos que AS(x)−
E = (bij)

q
i,j=1, AT (x)−E = (cij)

q
i,j=0. Como S es un roma debe ser que aT

00(x) = 0(
aso 
ontrario habría un 
amino 
errado fuera de S) ∴ c00 = −1.Consideremos vérti
es I1, I2, . . . , In aso
iados a la matrizM . Sea G el respe
tivográ�
o de in
iden
ias. Veamos la rela
ión entre (bij)
q
i,j=1 y (cij)

q
i,j=0. Espe
i�
amen-te, 
onsideremos bij . Como Is0

no es vérti
e de la roma S, enton
es para obtener
bij debemos 
onsiderar cij . O sea, si hay un 
amino en T que va de Ii a Ij debe
onsiderarse en S. También por 
ada 
amino que parte de Ii y llega a Is0

y por
ada 
amino que parte de Is0
y llega a Ij . Esto es: bij = cij + ci0 · c0j (la verdad

aS
ij = aT

ij + aT
i0 · aT

0j).Consideremos la matriz D1 obtenida de (cij) multipli
ando la 
olumna 0 por c01y sumándola a la 
olumna 1. Se tiene
D1 =








c00 0 c02 . . . c0q

c10 c11 + c10 · c01 c12 . . . c1q

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

cq0 c1q + cq0 · c01 cq2 . . . cqq








Consideramos la matriz D2 obtenida de D1 multipli
ando la 
olumna 0 por c02y sumándola a la 
olumna 2. Tenemos:
D2 =








c00 0 0 c03 . . . c0q

c10 c11 + c10 · c01 c12 + c10 · c02 c13 . . . c1q

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

cq0 c1q + cq0 · c01 cq2 + cq0 · c02 cq3 . . . cqq








Su
esivamente para i = 3, . . . , q obtenemos Di de Di−1 multipli
ando la 
olumna0 por c0i y sumándola a la 
olumna i. Finalmente
Dq =








c00 0 0 . . . 0

c10 c11 + c10 · c01 c12 + c10 · c02 . . . c1q + c10 · c0q
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

cq0 c1q + cq0 · c01 cq2 + cq0 · c02 . . . cqq + cq0 · c0q







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O sea que:
Dq =








−1 0 0 . . . 0

c10 b11 b12 . . . b1q

. . . . . . . . . . . . . . . . .

cq0 b1q . . . . . . bqq








∴ detDq = − det(bij) = − det(AS(x) − E). Como D1 ∼ D2 ∼ · · · ∼ Dq y
D1 ∼ (AT (x) − E), enton
es det(AT (x) − E) = detD1 = detD2 = · · · = detDq =

− det(AS(x)−E), 
omo anun
iado. Esto 
on
luye la demostra
ión del Teorema.Corolario 9. Si o
urre que el grá�
o G tiene una roma de un úni
o vérti
e, enton
esel polinomio 
ara
terísti
o de M es (−1)n−1xnϕ(x) donde
ϕ(x) =

∑

n

(número de loops simple de longitud n)x−n − 1

Vamos ahora a 
al
ular la entropía de algunos grafos.Por ejemplo, 
onsideremos el siguiente grá�
o y su matriz de in
iden
ias.
I1

I2

I3

I4

I5

In−3

In−2

In−1

M =













1 1 0 . . . . . . . . . . 0 0

0 0 1 0 . . . . . . 0 0

0 0 0 1 0 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 0 . . . . . . 0 1

1 0 1 0 . . . . . . 1 0













Para este grá�
o una roma es R = {1, n− 1}.
a11(x) = x−1, a1n−1 = x−(n−2)

(1, 1) (1, 2, 3, 4, . . . , n− 1)

an−1 1 = x−1, an−1 n−1 = x−2 + x−4 + x−6 + · · ·+ x−(n−3)

((n− 1), 1) (n− 1, n− 2, n− 1), (n− 1, n− 4, n− 3, n− 2, n− 1),

(n− 1, n− 6, n− 5, n− 4, n− 3, n− 2)

(n− 1, 3, 4, 5, 6, . . . , n− 1)51



∴ det(Ak(x)− E) =

∣
∣
∣
∣
∣

x−1 − 1 x−(n−2)

x−1 x−2 + x−4 + · · ·+ x−(n−3) − 1

∣
∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣
∣

x−1(1− x) x−(n−2)

x−1 x−2(1 + x−2 + · · ·+ x−(n−5))− 1

∣
∣
∣
∣
∣
=

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

x−1(1− x) x−(n−2)

x−1 x−2x
−(n−3) − 1

x−2 − 1
− 1

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣

x−1(1− x) x−(n−2)

x−1 x−(n−3) − 1

1− x2
− 1

∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

= x−1(1− x)
(
x−(n−3) − 1

1− x2
− 1

)

− x−(n−1) =

= x−1x
−(n−3) − 1

1 + x
− x−1 + 1− x−(n−1)

∴ xn−1 det(AR(x)− I) = xn−1

(
x−(n−2) − x−1

1 + x
− x−1 + 1− x−(n−1)

)

=
x− xn−2

1 + x
− xn−2 + xn−1 − 1 =

x− xn−2 − xn−2 + xn−1 − 1− xn−1 + xn − x
1 + x

=
xn − 2xn−2 − 1

1 + x

∴ la entropía del grá�
o es el logaritmo de la mayor raíz real de xn − 2xn−2 − 1 =

pn(x).Notemos que: p(1) = −2, p′(x) = nxn−1 − 2(n− 2)xn−3, p′(1) = n− 2(n− 2) =

n− 2n+ 4 = 4− n, p(2) = 2n − 2n−1 − 1 = 2n−1(2− 1)− 1 ≥ 0, n ≥ 1. Por lo tantohay una raíz de pn(x) está entre 1 y 2. Para x ≥ 2 se 
umple p(x) ≥ p(2).Observa
ión 3. Consideremos la siguiente apli
a
ión f 
uyo A-grafo en la parti-
ión {I1, I2, . . . , In}.
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I1 I2 I3
. . . In−1In

I1

I2

I3

In−2

In−1

In

En este 
aso R = {n} es una roma
ann(x) = x−1 + x−2 + x−3 + · · ·+ x−n

(n, n), (n, n− 1, n), (n, n− 2, n− 1, n), (n, n− 3, n− 2, n− 1, n), . . .

. . . (n, 1, 2, . . . , n− 1, n)Por lo tanto el polinomio 
ara
terísti
o aso
iado a la matriz de in
iden
ias
M =











0 1 0 0 . . . 0

0 0 1 0 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . .

0 . . . . . . 0 1

1 1 . . . . . . . 1











es
(−1)n−1xn

(
x−1 + x−2 + · · ·+ x−n − 1

)

= (−1)n
(
xn − xn−1 − xn−2 − · · · − 1

)
.
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Capítulo 2
Cál
ulo de la entropía de
algunas órbitas periodi
as
maximales en el mundo de
Milnor-Thurston

Sea σ : Σ2 → Σ2 la apli
a
ión de shift 
on el orden de Milnor-Thurston. Sea
θ ∈ Per(σ) una órbita periódi
a maximal de periodo n. En este 
aso tenemos θ =

máx
{
σi(θ), i ∈ N0

} y σ(θ) = mı́n
{
σi(θ), i ∈ N0

}. Ordenamos las itera
iones de θde la siguiente forma:
θ1 = σ(θ) ≤ θ2 ≤ . . . ,≤ θk < θk+1 ≤ · · · ≤ θn = θdonde
θk = máx {θi; θi ∈ Σ0} , θk+1 = mı́n {θj ; θj ∈ Σ1}Sea θ̃0 = 0θ ∈ Σ0 y θ̃1 = 1θ ∈ Σ1Lema 12. Para 
ada θ ∈ máx2 vale θk ≤ θ̃0 < θ̃1 ≤ θk+1Demostra
ión. Supongamos que:

θ = 1θ2θ3 . . . θn−10 = (1θ2θ3 . . . θn−101θ2θ3 . . . θn−101θ2 . . . )55



En este 
aso
0θ = (01θ2θ3 . . . θn−101θ2θ3 . . . θn−101θ2 . . . θn−101 . . . ) =

= 01θ2θ3 . . . θn−1 = σn−1(θ) ∴ θ̃0 = θk = σn−1(θ).Supongamos que:
θ = 1θ2θ3 . . . θn−11 = (1θ2θ3 . . . θn−111θ2 . . . θn−111θ2 . . . )En este 
aso

1θ = (11θ2 . . . θn−111θ2 . . . θn−111θ2 . . . θn−111 . . . ) = 11θ2 . . . θn−1 =

= σn−1(θ) ∴ θ̃1 = θk+1 = σn−1(θ)Para el 
aso de que:
θ = 1θ2 . . . θn−10enton
es

θ̃1 = 11θ2 . . . θn−10 = 1θno ha
e parte de la órbita de θ y 
laramente θ̃0 < θ̃1En este 
aso θ̃1 < θk+1 ya que si o
urriera θk+1 < θ̃1, enton
es σ(θk+1) >

σ(θ̃1) = θ 
ontradi
iendo el he
ho que θ es maximal. Por lo tanto, debe o
urrirque θk = θ̃0 < θ̃1 < θk+1.Para el 
aso de que:
θ = 1θ2 . . . θn−11enton
es
θ0 = 01θ2 . . . θn−11no ha
e parte de la órbita de θ.En este 
aso debe o
urrir que θk < θ̃0 ya que si o
urriese que θ̃0 < θk, enton
es

σ(θ̃0) = θ < σ(θk) que es un elemento de la órbita de θ, 
ontadi
iendo el he
ho que
θ es maximal. Por lo tanto, debe o
urrir θk < θ̃0 < θ̃1 = θk+1.Con
luimos enton
es lo siguiente: 56



Corolario 10. a) Si θ = 1θ2 . . . θn−10, enton
es θk = θ̃0 = σn−1(θ) < θ̃1 < θk+1b) Si θ = 1θ2 . . . θn−11, enton
es θk < θ̃0 < θ̃1 = θk+1 = σn−1(θ).
2.1. Adapta
ión del resultado de BGMY para nues-tro 
asoEn esta se

ión estable
emos un resultado que es 
onse
uen
ia de lo desarrolladoen la se

ión dedi
ada al resultado de Blo
k-Gu
kenheimer-Misiurewi
z y Young.Sea θ ∈ máx2 una órbita periódi
a maximal, en el mundo de Milnor Thuston, deperiodo n. Suponemos θ = θn , θ1 = σ(θ1) y los iterados σ(θ), . . . , σn−1(θ) ordenados
omo θ1 < θ2 < . . . < θs < θs+1 < . . . < θn = θ donde θs = máx

{
σi(θ);σi(θ) ∈ Σ0

}y θs+1 = mı́n
{
σi(θ);σi(θ) ∈ Σ1

}.1. Si o
urre que θ = 1θ2 . . . θn−10, enton
es θs = σn−1(θ) y θ̃1 = 11θ2 . . . θn−10satisfa
en θ̃0 = θs < θ̃1 < θs+1 < . . . < θ = θn.2. Si o
urre que θ = 1θ2 . . . θn−11, enton
es θs+1 = θ̃1 = σn−1(θ) y θ̃0 =

01θ2 . . . θn−11 satisfa
en θs < θ̃0 < θs+1 = θ̃1 = σn−1(θ) < . . . < θn = θ.Nos referiremos al 
aso 1 
omo el primer 
aso y al 
aso 2 
omo el segundo 
aso.En el primer 
aso 
onsideraremos I1 = [σ1(θ), θ2], I2 = [θ2, θ3], . . . , Is−1 =

[θs−1, θs = θ̃0], Is = [θ̃1, θs+1], . . . , In−1 = [θn−1, θ]En el segundo 
aso, 
onsideramos I1 = [σ(θ), θ2], I2 = [θ2, θ3], . . . , Is−1 =

[θs−1, θs], Is = [θs, θ̃0], Is+1 = [θ̃1 = θs+1, θs+2], . . . , In−1 = [θn−1, θ].En el primer 
aso, 
onsideramos la restri

ión de σ a
Λθ =

∞⋂

n=0

σ−n
(

[σ(θ), θs = θ̃0] ∪ [θ̃1, θ]
)

y en el segundo 
aso 
onsideramos la restri

ión de σ a
Λθ =

∞⋂

n=0

σ−n
(

[σ(θ), θ̃0] ∪ [θs+1 = θ̃1, θ]
)

.

En ambos 
asos 
onsideramos a G 
omo el A-grafo de σ restringido a
{Λθ ∩ I1,Λθ ∩ I2, . . . ,Λθ ∩ In−1} .57



Proposi
ión 3. h (σ|Λθ
) = h(G).Demostra
ión. La desigualdad h(G) ≤ h (σ|Λθ

) ya fue probada en la se

ión dedi
a-da al resultado de Blo
k, Gu
kenheiner, Misiurewi
z y Young.La demostra
ión de la otra desigualdad se obtiene de manera similar a 
omo fueprobado el Teorema 6 en el 
apítulo 1.Una 
onse
uen
ia de este resultado es la siguiente. Sea T : [0, x0]∪ [x1, 1]→ [0, 1]el shift de Milnor-Thurston y
ΛT (θ) =

∞⋂

n=0

T−n([I−1
T (σ(θ)), I−1

T (θ)]),donde IT : ΛT (θ)→ Σ2 es el itinerario.En el primer 
aso denotamos por
IT
1 (θ) =

[
I−1
T (σ(θ)), I−1

T (θ2)
]
, IT

2 (θ) =
[
I−1
T (θ2), I

−1
T (θ3)

]
, . . . ,

IT
s−1(θ) =

[

I−1
T (θs−1), I

−1
T (θ̃0) = I−1

T (θs)
]

, IT
s (θ) =

[

I−1
T (θ̃1), I

−1
T (θs+1)

]

, . . . ,

IT
n−1(θ) =

[
I−1
T (θn−1), I

−1
T (θ)

]
.En el segundo 
aso denotamos por

IT
1 (θ) =

[
I−1
T (σ(θ)), I−1

T (θ2)
]
, . . . ,

IT
s−1(θ) =

[
I−1
T (θs−1), I

−1
T (θs)

]
, IT

s (θ) =
[

I−1
T (θs), I

−1
T (θ̃s)

]

,

IT
s+1(θ) =

[

I−1
T (θ̃1) = I−1

T (θs+1), I
−1
T (θs+2)

]

. . . ,

IT
n−1(θ) =

[
I−1
T (θn−1), I

−1
T (θ)

]
.En el primer 
aso 
onsideramos la restri

ión de T a:

ΛT (θ) =
∞⋂

n=0

T−n
([

I−1
T (σ(θ)), I−1

T (θ̃0)
]

∪
[

I−1
T (θ̃1), I

−1
T (θ)

])

y en el segundo 
aso, la restri

ión de T a:
ΛT (θ) =

∞⋂

n=0

T−n
([

I−1
T (σ(θ)), I−1

T (θ̃0)
]

∪
[
I−1
T (θs+1), I

−1
T (θ)

])

.Corolario 11. htop (T |ΛT (θ)) = h(G) donde G es el A-grafo de T restringido a
ΛT (θ) ∩ I1(θ), ΛT (θ) ∩ I2(θ), . . . , ΛT (θ) ∩ In−1(θ).58



Demostra
ión. Es una 
onse
uen
ia del resultado anterior y del resultado de Bowenapli
ado al itinerario.Este último 
orolario nos entrega un algoritmo simple para el 
ál
ulo de htop(θ) =

htop (σ|Λθ
) para 
ada θ ∈ máx2 ∩Per(σ).
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2.2. Sobre la 
ombinatoria y la entropía de las órbi-tas que doblan período(trabajo original en 
on-junto 
on Eri
 Inda)Sabemos que el shift de Milnor-Thurston es representado por la apli
a
ión T : [0, 1]→
[0, 1] 
omo de�nida en la siguiente �gura:

0 x0 x1 1

T

Sea H11,10 : Σ2 → Σ2 la apli
a
ión de renormaliza
ión que reemplaza el 0 
on 11y el 1 en 10. Por ejemplo, H11,10(1) = 10, H11,10(100) = 101111, H11,10(10) = 1011,
H11,10(1011) = 10111010.Es 
laro que si θ0 = 1 enton
es ı́nf {θ; θ ∈ Per(σ) ∩máx2} = 1 y no es difí
il
on
luir que: 1 < H11,10(1) < H2

11,10(1) < . . . < ĺımn→∞Hn
11,10(1) = 10111010 . . .Observamos que Hn

11,10(1) es una órbita periódi
a de periodo 2n. Consideramos
θ2n = Hn

11,10(1) y Λ(θ2n) =
⋂∞

n=0 σ
−n([σ(θ2n), θ2n ])Para n = 0, θ20 = 1 y Λ(1) = {1}, por lo tanto htop(1) = 0Para n = 1, θ2 = 10 y Λ(10) = {01, 110, 1110, 11110, . . . , 1n10, 1, 10;n ∈ N}

∴ htop(10) = 0.En general Λ(θ2n) es un 
onjunto numerable y htop(θ2n) = 0.Esto puede verse a través de T .En efe
to, 
onsideremos [σ(θ2n), θ2n ] y la restri

ión de T a [σ(θ2n), θ2n ], n ≥ 1.Ejemplos1) Para θ = 10 la restri

ión T |[01,10] es:60



01 110 10

Aquí se ve 
laramente que htop(10) = 0 y el 
onjunto Λ(θ2) = Λ(10) es 
omoseñalado.2) Para θ = 1011 la restri

ión T |[0111,1011] es:

0111 01011 1101 1110 1011

I1 I2 I3

Si llamamos I1 = [0111, 01011], I2 = [1101, 1110], I3 = [1110, 1011], enton
es,aso
iado a T |[0111,1011] tenemos el siguiente A-grafo,
I1

I2 I3

que tiene la siguiente matriz de in
iden-
ias:
M(22−1) =






0 0 1

0 1 1

1 0 0





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que tiene 
omo roma a R = {1, 2}Su matriz AR = (aij), viene dada por:
a11(x) = x−2, a12(x) = 0

a21(x) = x−2, a22(x) = x−1

∴ (−1)3−2x3 det(AR(x)− I) = −x3(x−3 − x−2 − x−1 + 1) =

= −x3 + x2 + x− 1 = −(1− x2)(1− x)
uya raíz real mayor es x = 1. Por lo tanto, htop(G) = 0 que 
oin
ide 
on
htop(1011).

3) Para θ = 10111010 la restri

ión de T a [01110101, 10111010] es:

θ1 θ2 θ3 1θ θ4 θ5 θ6 θ7 θ


uyo A-grafo es:
I1

I2

I3

I4

I5

I6

I7

y 
uya matriz de in
iden
ia es:
M(23−1) =
















0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 1 1

0 0 0 0 0 0 1

0 0 0 1 1 1 0

0 0 1 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0















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Una roma para el A-grafo es R = {1, 2, 4} (esto se veri�
a tomando i /∈ R

i ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}) y viendo si hay un 
amino que parte en i y regresa a i queno pase por R, 
osa que no o
urre)Cal
ulamos la AR matriz.
a11 = x−4 a12 = 0 a14 = 0

a21 = x−2 a22 = x−2 a24 = 0

a41 = x−4 a42 = x−2 a44 = x−1

det(AR(x)− I) =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

x−4 − 1 0 0

x−2 x−2 − 1 0

x−4 x−2 x−1 − 1

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

= (x−4 − 1)(x−2 − 1)(x−1 − 1) = x−7 − x−6 − x−5 + x−4 − x−2 + x−1 − 1

∴ (−1)7−3x7 det(AR(x)− I) = 1− x− x2 + x3 − x4 + x5 + x6 − x7

= −(x7 − x6 − x5 + x4 − x3 + x2 + x− 1).Si denotamos por pn(x) al polinomio 
ara
terísti
o de θ2n . Tenemos
p3(x) = x4p2(x)− p2(x) = (x4 − 1)p2(x) = −(1− x4)p2(x)

∴ p3(1) = 1 · p2(1)− p2(1) = 0

∴ λ = 1 es el radio espe
tral, y
∴ log λ = 0 = htop(θ23).

4) Sea θ24 = H11,10(θ3) = H11,10(10111010) = 1011101010111011.Es
ribamos a1 = σ(θ24), a2 = σ(a1), a3 = σ(a2),. . . , a16 = σ(a15) = θ24 . Tene-mos:
a1 < a9 < a13 < a5 < a7 < a15 < a11 < a3 < a2 <

< a10 < a14 < a6 < a4 < a12 < a8 < a16.La restri

ión de T |[a1,a16] se ve 
omo en la siguiente �gura:63



I1 I2 I3 I4 I5 I6 I7 I8 I9 I10 I11 I12 I13 I14 I15

a1 a9 a13 a5 a7 a15 a11 a3 a2 a10 a14 a6 a4 a12 a8


uyo A-grafo es : 64



I1

I2

I3
I4

I5I6

I7

I8

I9

I10

I11

I12

I13

I14

I15

Cuya matriz de in
iden
ias es: 65



M(24−1) =



































0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0



































=











0(23−1)×23 M(23−1)

1

1

· · ·
1

1 1 1 0 0 0 0

0(23−1)×(23−1)











Una roma para este A-grafo es R = {1, 2, 4, 8} 
uyo AR-matriz es :66



a11 = x−8 a12 = 0 a14 = 0 a18 = 0

a21 = x−4 a22 = x−4 a24 = 0 a28 = 0

a41 = x−6 a42 = x−2 a44 = x−2 a48 = 0

a81 = x−8 + x−? + x−4 a82 = x−4 a84 = x−4 a88 = x−1

∴ Ak(x)− I =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

x−8 − 1 0 0 0

x−4 x−4 − 1 0 0

x−6 x−2 x−2 − 1 0

x−8 + 2x−4 x−4 x−4 x−1 − 1

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

∴, det(Ak(x)− I) = (x−8 − 1)(x−4 − 1)(x−2 − 1)(x−1 − 1)

(−1)15−4x15(x−8 − 1)(x−4 − 1)(x−2 − 1)(x−1 − 1)

= −(1− x8)(1− x4)(1− x2)(1− x) = −(1− x8) p3(x)

∴ p4(1) = 0 así que htop(θ24) = 0 = htop(G)

Por lo tanto, 
oin
ide 
on la entropía topológi
a del grá�
o aso
iado.

5) Veamos, 
omo una manera de en
aminarnos a la fórmula general para obtener
pn(x), el 
aso n = 5.
En este 
aso θ25 = H11110(1011101010111011) =

= 10111010101110111011101010111010 = θ

En la �gura siguiente, ordenamos las itera
iones θ, σ(θ), . . . , σ31(θ) y 
olo
amossu A-grafo. 67



I1

I2

I3

I4

I5

I6

I7

I8

I9

I10

I11

I12

I13

I14

I15

I16

I17

I18

I19

I20

I21

I22

I23

I24

I25

I26

I27

I28I29

I30

I31

y su matriz de in
iden
ias es

M25−1 =











0(24−1)×24 M(24−1)

1. . .
1

1

111100000000000

0(24−1)×(24−1)











Esta A-grafo, tiene 
omo roma a R = {1, 2, 4, 8, 16} 
uya AR-matriz es:68



a11 = x−16 a12 = 0 a14 = 0 a18 = 0 a1 16 = 0

a21 = x−8 a22 = x−8 a24 = 0 a28 = 0 a2 16 = 0

a41 = x−12 a42 = x−4 a44 = x−4 a48 = 0 a4 16 = 0

a81 = 2x−6 + x−14 a82 = x−6 a84 = x−4 a88 = x−1 a8 16 = 0

a16 1 = ∗ a16 2 = ∗ a16 4 = ∗ a16 8 = ∗ a16 16 = x−1

Tenemos enton
es que:
AR(x)− I =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

x−16 − 1 0 0 0 0

x−8 x−8 − 1 0 0 0

2x−12 x−4 x−4 − 1 0 0

2x−6 + x−14 x−6 x−4 x−2 − 1 0

∗ ∗ ∗ ∗ x−1 − 1

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

∴ det(Ak(x)− I) = (x−16 − 1)(x−8 − 1)(x−4 − 1)(x−2 − 1)(x−1 − 1)

∴ (−1)31−5x31 det(Ak(x)− 1) = (1− x16)(1− x8)(1− x4)(1− x2)(1− x) =

p5(x) = −(1− x16)p4(x) = −(1− x24)p4(x).De aquí p5(x) = 0 y λ = 1 es el radio espe
tral de M . Por lo tanto,
log(λ) = 0 = htop(θ25)

Observa
ión 4. Consideremos θ = θ22 = 1011, θ23 = H11,10(θ) = 10111010,
θ24 = H11,10(θ23) = 1011101010111011,
θ25 = H11,10(θ24) = 10111010101110111011101010111010,y en general θ2n = H11,10(θ2n−1) = Hn−2(θ).Vamos a estable
er un algoritmo para el ordenamiento de los iterados de θ2n+1 apartir del ordenamiento de θ2n , n ≥ 2a los iterados de θ22 = θ están ordenados así σ(θ) < 0θ < σ3(θ) < 1 < σ2(θ) < θque lo identi�
aremos 
on (1, 0θ; 3, 1, 2; 0)69



b los iterados de θ23 = θ están ordenados así:
σ(θ) < σ5(θ) < σ7(θ) < 1θ < σ3(θ) < 1 < σ2(θ) < σ6(θ) < σ4(θ) < θque lo identi�
aremos 
on (1, 5, 7; 1θ; 3, 1, 2; 6, 4; 0)
 los iterados de θ24 = θ están ordenados así:

σ(θ) < θ9(θ) < θ13(θ) < σ5(θ) < σ7(θ) < 0θ < θ15(θ) < σ11(θ) < σ3(θ) < 1

< σ2(θ) < σ10(θ) < σ14(θ) < σ6(θ) < σ4(θ) < σ12(θ) < σ8(θ) < θque lo identi�
aremos 
on (1; 9, 13; 5, 7; 0θ; 15, 11; 3, 1, 2; 10, 14; 6, 4; 12, 8; 0)d los iterados de θ25 = θ están ordenados así:
σ(θ) < σ17 < σ25 < σ9 < σ13 < σ29 < σ21 < σ5 < σ7 < σ23 < σ31 < 1θ <

< σ15 < σ11 < σ27 < σ19 < σ3 < 1 < σ2 < σ18 < σ26 < σ10 < σ14 < σ30 <

σ22 < σ6 < σ4 < σ20 < σ28 < σ12 < σ8 < σ24 < σ16 < θque lo identi�
aremos 
on
(1; 17, 25; 9, 13; 29, 21; 5, 7; 23, 31; 1θ; 15, 11; 27, 19;

3, 1, 2; 18, 26; 10, 14; 30, 22, 6, 4; 20, 28; 12, 8; 24, 16, 0)e los iterados de θ26 = θ están ordenados así:
σ1 < σ33 < σ49 < σ17 < σ25 < σ57 < σ41 < σ9 < σ13 < σ45 < σ61 < σ29 < σ21 <

σ53 < σ37 < σ5 < σ7 < σ39 < σ55 < σ23 < σ31 < 0θ < σ63 < σ47 < σ15 < σ11 <

< σ43 < σ59 < σ27 < σ19 < σ51 < σ35σ3 < 1 < σ2 < σ34 < σ50 < σ18 < σ26 <

< σ58 < σ42 < σ10 < σ14 < σ46 < σ62 < σ30 < σ22 < σ54 < σ38 < σ6 < σ4 <

< σ36 << σ52 < σ20 < σ28 < σ60 < σ44 < σ12 < σ8 < σ40 <

< σ56 < σ24 < σ16 < σ48 < σ32 < θque lo identi�
aremos 
on:
(1; 33, 49; 17, 25; 57, 41; 9, 13; 45, 61; 29, 21; 53, 37; 5, 7; 39, 55;

23, 31; 0θ; 63, 47; 15, 11; 43, 59; 27, 19; 51, 35; 3, 1, 2; 34, 50;

18, 26; 58, 42; 10, 14, 46, 62; 30, 22; 54, 38; 6, 4; 36, 52; 20, 28;

60, 44; 12, 8; 40, 56; 24, 16; 48, 32; 0)70



Antes de proseguir: en 
ada paso tenemos una 
antidad, 0(n), de elementosde la órbita de θ que empiezan 
on 0 y una 
antidad, 1(n), de elementos de la órbitaque empiezan 
on 1. Estas dos 
antidades satisfa
en la rela
ión bási
a:
0(n) + 1(n) = 2n

Tenemos, por ejemplo:
0(2) = 1, 1(2) = 3; 0(3) = 3, 1(3) = 5; 0(4) = 5,

1(4) = 11; 0(5) = 11; 1(5) = 21; 0(6) = 21; 1(6) = 43;

y así, su
esivamente.Para 0(n+ 1), tenemos: 0(n+ 1) = 1(n). En efe
to, ordenemos los elementos de
θ = θ2n .

θ1 < θ2 < . . . < θ0(n) ≤ 0θ < 1θ ≤ θ0(n)+1 < . . . < θ2n = θ

al ha
er la renormaliza
ión θ̃i = H11,10(θi) vemos que θ̃i 
omienzan 
on dos 1'spara 1 ≤ i ≤ 0(n) y que 
omienza 
on 10 si 0(n) + 1 ≤ i ≤ 2n. Así que 
ada
σH11,10(θi) = σ(θ̃i) empieza 
on 0 si θ(n)+1 ≤ i ≤ 2n. Cada uno de estos elementosestá en la órbita de θ̃ = H11,10(θ2n) = θ2n+1 . Así 0(n+1) = 1(n). (
omo se 
ompruebapara n = 2, 3, 4, 5, 6).Tenemos enton
es:

1(n+ 1) = 2n+1 − 0(n+ 1) = 2n+1 − 1(n) = 2n+1 − 2n + 0(n) =

= 2n+1 − 2n + 1(n− 1) = 2n+1 − 2n + 2n−1 − 0(n− 1)

∴ 1(n+ 1) = 2n+1 − 2n + 2n−1 − 1(n− 2) =

= 2n+1 − 2n + 2n−1 − 2n−2 + 0(n− 2) =

2n+1 − 2n + 2n−1 − 2n−2 + 1(n− 3)71



Vamos a suponer que n = 2k

1(2k) = 22k − 22k−1 + 22k−2 − 22k−3 + 1(2k − 4), k ≥ 3

= 22k − 22k−1 + 22k−2 − 22k−3 + · · ·+ 24 − 23 + 1(2) =

= (22k + 22k−2 + · · ·+ 24)− (22k−1 + 22k−3 + · · ·+ 23) + 3

= 24(1 + 22 + (22)2 + · · ·+ (22)k−2)−
−23(1 + 22 + · · ·+ (22)k−2) + 3

= 23(1 + 22 + · · ·+ (22)k−2) + 3 = 23 (22)k−1

22 − 1
+ 3

1(2k) =
8

3
(22(k−1) − 1) + 3 k ≥ 3

Por ejemplo,
k = 3⇒ 1(6) =

8

3
(15) + 3 = 43Vamos a suponer que n = 2k + 1

1(2k + 1) = 22k+1 − 22k + 22k−1 − 22k−2 + 1(2k − 3)

= 22k+1 − 22k + 22k−1 − 22k−2 + · · ·+ 25 − 24 + 1(3)

1(2k + 1) = 22k+1 + 22k−1 + 22k−3 + · · ·+ 25 − (22k + 22k−2 + · · ·+ 24) + 1(3)

= 25(22k−4 + 22k−3 + 22k−8 + · · ·+ 1)− 24(22k−4 + · · ·+ 1) + 1(3)

24 (22)k−1 − 1

22 − 1
+ 5 =

16

3
((22)k−1 − 1) + 5Por ejemplo: para k = 2

1(5) =
16

3
(22 − 1) + 5 = 21

∴ 1(2k + 1) =
16

3
((22)k−1 − 1) + 5Vamos ahora a trabajar el 
aso n = 7, 
on el intuito de estable
er la forma del
aso general.Tenemos

1(7) =
16

3
((22)2 − 1) + 5 =

16

3
· 15 + 5 = 8572



O sea, hay 85 elementos de la órbita de θ = θ27 que empiezan 
on 1. De estos hay
0(6) = 1(5) = 21 que están entre 1θ y 1 y enton
es hay 85− 21 = 64 = 26 que estánentre 1 y θ27 . Tenemos que 0(7) = 1(6) = 8

3 (22·2−1)+3 = 43, i.e., hay 43 elementosde la órbita que empiezan 
on 0.Como n = 7 es impar, enton
es 0θ es un elemento de la órbita y 1θ no lo es.Para ordenar los iterados de θ, tenemos que σ(θ) ≤ σi(θ) ≤ θ para 
ada 0 ≤ i ≤
127.

σ2(θ) es el primer elemento de la órbita de la dere
ha de 1.
σ3(θ) es el primer elemento de la órbita a la izquierda de 1.Tenemos σ1(θ) < σ127(θ) = 0θ < 1θ < σ3(θ) < 1 < σ2(θ) < θ.Contando σ2(θ) y θ, hay 64 elementos de la órbita de θ entre ellos. En el lugar32, 
ontando desde θ, está σ4(θ). Esto impli
a que en el lugar 32, 
ontando desde

σ1(θ) está σ5(θ). El iterado σ6(θ) es 
olindante, a la izquierda de σ4(θ) y el iterado
σ7(θ) es 
olindante, a la dere
ha de σ5(7).Tenemos: 1 < 5 < 7 < 127 = 0θ < 1θ < 3 < 1 < 2 < 6 < 4 < 0.El iterado σ8(θ) está lo
alizado en el lugar 16, 
ontando desde θ .El iterado σ9(θ) está lo
alizado en el lugar 16, 
ontando desde σ(θ).El iterado σ10(θ) está lo
alizado en el lugar 16, 
ontanto desde σ2(θ).El iterado σ11(θ) está lo
alizado en el lugar 16, a la izquierda, 
ontando desde
σ3(θ).El iterado σ12(θ) está lo
alizado en el lugar 16, a la dere
ha, 
ontando desde
σ4(θ).El iterado σ13(θ) está lo
alizado en el lugar 16, a la izquierda, 
ontando desde
σ5(θ).El iterado σ14(θ) está lo
alizado en el lugar 16, a la izquierda, 
ontando desde
σ6(θ).El iterado σ15(θ) está lo
alizado en el lugar 16, a la dere
ha, 
ontando desde
σ7(θ). Como σ7 está en el lugar 33 y 0(7) = 43, tenemos que σ15(θ) está a la dere
hade 1θ. Hasta ahora tenemos lo siguiente:

1 < 9 < 13 < 5 < 7 < 127 = 0θ < 1θ < 15 < 11 < 3 < 1

< 2 < 10 < 14 < 6 < 4 < 12 < 8 < 0.Observamos que estos 16 iterados están ordenados tal 
ual lo estaban en θ24 .El iterado σ16(θ) está lo
alizado en el lugar 8, a la izquierda, 
ontando desde θ.73



El iterado σ17(θ) está lo
alizado en el lugar 8, a la dere
ha, 
ontando desde σ(θ).El iterado σ18(θ) está lo
alizado en el lugar 8, a la dere
ha, 
ontando desde σ2(θ).El iterado σ19(θ) está lo
alizado en el lugar 8, a la izquierda, 
ontando desde
σ3(θ).El iterado σ20(θ) está lo
alizado en el lugar 8, a la dere
ha, 
ontando desde σ4(θ).El iterado σ21(θ) está lo
alizado en el lugar 8, a la izquierda, 
ontando desde
σ5(θ).El iterado σ22(θ) está lo
alizado en el lugar 8, a la izquierda, 
ontando desde
σ6(θ).El iterado σ23(θ) está lo
alizado en el lugar 8, a la dere
ha, 
ontando desde σ7(θ).El iterado σ24(θ) está lo
alizado en el lugar 8, a la dere
ha, 
ontando desde σ8(θ).El iterado σ25(θ) está lo
alizado en el lugar 8, a la izquierda, 
ontando desde
σ9(θ).El iterado σ26(θ) está lo
alizado en el lugar 8, a la izquierda, 
ontando desde
σ10(θ).El iterado σ27(θ) está lo
alizado en el lugar 8, a la dere
ha, 
ontando desde
σ11(θ).El iterado σ28(θ) está lo
alizado en el lugar 8, a la izquierda, 
ontando desde
σ12(θ).El iterado σ29(θ) está lo
alizado en el lugar 8, a la dere
ha, 
ontando desde
σ13(θ).El iterado σ30(θ) está lo
alizado en el lugar 8, a la dere
ha, 
ontando desde
σ14(θ).El iterado σ31(θ) está lo
alizado en el lugar 8, a la izquierda, 
ontando desde
σ15(θ).Hasta ahora tenemos lo siguiente:
1 < 17 < 25 < 9 < 13 < 29 < 21 < 5 < 7 < 23 < 31 < 127 = 0θ < 1θ < 15 < 11 <

< 27 < 19 < 3 < 1 < 2 < 18 < 26 < 10 < 14 < 30 < 22 < 6 < 4 < 20 < 28 < 12

< 8 < 24 < 16 < 0Observamos que estos 32 iterados están ordenados tal 
ual estaban en θ25 .El iterado σ32(θ) está lo
alizado en el lugar 4, a la izquierda 
ontando desde θ.Su
esivamente, los iterados 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 40,. . . , 63, estarán lo
ali-zados a 4 lugares de los iterados 1, 2,. . . , 31, a la izquierda o dere
ha, dependiendo74



de si el anterior preserva o invierte orienta
ión (
ontando desde el iterado).Por ejemplo, el iterado 33 está lo
alizado en el lugar 4, a la dere
ha, 
ontandodesde σ1(θ). Esto porque en el tre
ho [σ32(θ), θ] la apli
a
ión T invierte orienta
ión.Resumiendo, tenemos lo siguiente:
1 < 33 < 49 < 17 < 25 < 57 < 41 < 9 < 13 < 45 < 61 < 29 < 21 < 53 <

37 < 5 < 7 < 39 < 55 < 23 < 31 < 0θ = 127 < 1θ < 63 < 47 < 15 < 11 < 43 <

< 59 < 27 < 19 < 51 < 35 < 3 < 1 < 2 < 34 < 50 < 18 < 26 < 58 < 42 < 10 <

< 14 < 46 < 62 < 30 < 22 < 54 < 38 < 6 < 4 < 36 < 52 < 20 < 28 < 60 < 44 <

< 12 < 8 < 40 < 56 < 24 < 16 < 48 < 32 < θ.El iterado σ64(θ) está lo
alizado en el lugar 2, a la izquierda, 
ontando desde θ.O sea σ64(θ) es 
olindante a θ.Su
esivamente, los iterados 65, 66, 67,. . . , 127, estarán 
olindantes a los iterados1, 2, 3,. . . , 63, a la dere
ha o a la izquierda, dependiendo de si el anterior preservao invierte orienta
ión.Por ejemplo, el iterado 65 será 
olindante 
on el iterado 1 esto porque en el tre
ho
[σ64(θ), θ] la apli
a
ión T invierte orienta
ión.Resumiendo, tenemos lo siguiente:

1 < 65 < 97 < 33 < 49 < 113 < 81 < 17 < 25 < 89 < 121 < 57 < 41 < 105 <

73 < 9 < 13 < 77 < 109 < 45 < 61 < 125 < 93 < 29 < 21 < 85 < 117 < 53 < 37 <

101 < 69 < 5 < 7 < 71 < 103 < 39 < 55 < 119 < 87 < 23 < 31 < 95 <

127 = 0θ < 1θ < 63 < 47 < 111 < 79 < 15 < 11 < 75 < 107 < 43 < 59 < 123 <

91 < 27 < 19 < 83 < 115 < 51 < 35 < 99 < 67 < 3 < 1 < 2 < 66 < 98 <

34 < 50 < 114 < 82 < 18 < 26 < 90 < 122 < 58 < 42 < 106 < 74 < 10 < 14

< 78 < 110 < 46 < 62 < 126 < 94 < 30 < 22 < 86 < 118 < 54 < 38 <

102 < 70 < 6 < 4 < 68 < 100 < 36 < 52 < 114 < 84 < 20 < 28 < 92 <

124 < 60 < 44 < 108 < 74 < 12 < 8 < 72 < 40 < 56 < 120 <

88 < 24 < 16 < 112 < 48 < 32 < 96 < 64 < θ.Vamos ahora a ha
er el A-grafo aso
iado a la apli
a
ión T |[σ(θ),θ] y para ellode�nimos: 75



I1 = [σ1(θ), σ65(θ)], I2 = [σ65(θ), σ97(θ)], I3 = [σ97(θ), σ33(θ)]

I4 = [σ33(θ), σ49(θ)], . . . I8 = [σ17(θ), σ25(θ)], . . . I16 = [σ9(θ), σ13(θ)],

I32 = [σ5(θ), σ7(θ)], . . . I42 = [σ95(θ), σ127(θ)], . . . I43 = [1θ, σ63(θ)]

I64 = [σ3(θ), σ2(θ)], I65 = [σ2(θ), σ66(θ)], . . . I127 = [σ64(θ), θ]Colo
amos estos intervalos en la re
ta real y tenemos lo siguiente:
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 231 65 97 33 49 113 81 17 25 89 121 57 41 105 73 9 13 77 109 45 61 125 93 2924 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 41 42 43 44 4529 21 85 117 53 37 101 69 5 7 71 103 39 55 119 87 23 31 95 127 1θ 63 47 11146 47 48 49 50 51 52 53 54 55 56 57 58 59 60 61 62 63 64 65 66 67 68111 79 15 11 75 107 43 59 123 91 27 19 83 115 51 35 99 67 3 2 66 98 34 501

69 70 71 72 73 74 75 76 77 78 79 80 81 82 83 84 85 86 87 88 89 90 9150 114 82 18 26 90 122 58 42 106 74 10 14 78 110 46 62 126 94 30 22 86 118 5492 93 94 95 96 97 98 99 100 101 102 103 104 105 106 107 108 109 110 111 112 113 11454 38 102 70 6 4 68 100 36 52 114 84 20 28 92 124 60 44 108 76 12 8 72 104115 116 117 118 119 120 121 122 123 124 125 126 127104 40 56 120 88 24 26 80 112 48 32 96 64 0En la parte inferior 
olo
amos el iterado y en la parte superior 
olo
amos elnúmero del intervalo.A�rma
ión 5. R = {I1, I2, I4, I8, I16, I32, I64} es una roma para el A-grá�
o de
T |[σ1θ,σ127θ]∪[1θ,θ]Para probar esto, probaremos que en el 
ál
ulo de a11, a22, a44, a88, a16 16, a32 32y a64 64 apare
en los 127 intevalos.A�rma
ión 6. a11 = x−64. 76



Demostra
ión. En efe
to, tenemos lo siguiente:
I1 → I65 → I63 → I97 → I31 → I95 → I33 → I113 → I15 →

→ I79 → I49 → I111 → I17 → I81 → I47 → I121 → I7 → I71 → I57

→ I103 → I25 → I89 → I39 → I119 → I9 → I73 → I55 → I105

→ I23 → I87 → I41 → I125 → I3 → I67 → I61 → I99 → I29 → I93

→ I35 → I115 → I13 → I77 → I51 → I109 → I19 → I83 → I45

→ I123 → I5 → I69 → I59 → I101 → I27 → I91 → I37 → I117 →
→ I11 → I75 → I53 → I07 → I21 → I85 → I43 → I127 → I1De aquí 
on
luimos lo a�rmado.Corolario 12. a12 = a14 = a18 = a1 16 = a1 32 = a1 64 = 0.Demostra
ión. Vemos que si es
ogemos x ∈ I1, enton
es su órbita sigue el 
aminoya trazado y no pasa por I2, I4, I8, I16, I32 e I64.Luego, no hay 
aminos de I1 a Ij para j = 2, 4, 8, 16, 32, 64.Notamos, además, que la traye
toria T (I1), T

2(I1), . . . , T
63(I1) es sólo formadapor intervalos impares T (I1) = I65, . . . , T

63(I1) ⊃ I127.Observamos que T 62(I1) =
{
σ127(θ)

}
∪ I43 y por eso hemos dejado sólo a I43.A�rma
ión 7. a22 = x−32Demostra
ión. Veri�
aremos que en la forma
ión de a22 parti
ipan

{I2, I6, I10, I12, I14, . . . , I122, I126}

I2 → I66 → I62 → I98 → I30 → I94 → I34 → I144 → I14 →
→ I78 → I50 → I110 → I18 → I82 → I46 → I122 → I6 → I70 →
→ I58 → I102 → I26 → I90 → I38 → I118 → I10 → I74 → I54 →

I106 → I22 → I86 → I42
I126 → I2

I127 → I1Como se a�rmó. 77



Corolario 13. a2 4 = a2 8 = a2 16 = a2 32 = a2 64 = 0.Demostra
ión. Similar al 
orolario 9.A�rma
ión 8. a44 = x−16.Demostra
ión. Veri�
amos que en la forma
ión de a44 parti
ipan
{I4, I12, I20, . . . , I124}

I4 → I68 → I60 → I100 → I28 → I92 → I36 → I116 → I12 →

→ I76 → I52 → I108 → I20 → I84 → I44

I124 → I4

I125 → · · · → I1

I126 → I2Como se a�rmó.Corolario 14. a4 8 = a4 16 = a4 32 = a4 64 = 0.A�rma
ión 9. a88 = x−8.Demostra
ión. Veri�
amos que en la forma
ión de a88 parti
ipan
{I8, I24, I40, I56, I72, I88, I104, I120}

I8 → I72 → I56 → I104 → I24 → I88 → I40

I120 → I8

I121 → · · · → I1

I122 → · · · → I2

I123 → · · · → I1

I124 → · · · → I4Como se a�rmó.Corolario 15. a816 = a832 = a864 = 0A�rma
ión 10. a16 16 = x−4. 78



Demostra
ión. Veri�
amos que en la forma
ión de a16 16 parti
ipan
{I16, I48, I80, I112}

I16 → I80 → I48

I112 → I16

I113 → · · · → I1

I114 → · · · → I2

I115 → · · · → I1

I116 → · · · → I4

I117 → · · · → I1

I118 → · · · → I2

I119 → · · · → I1

I120 → · · · → I8

Como se a�rmó.

Corolario 16. a16 32 = a16 64 = 0

A�rma
ión 11. a32 32 = x−2.
Demostra
ión. Veri�
amos que en la forma
ión de a32 32 parti
ipan

{I32, I96}79



I32

I96 → I32

I97 → · · · → I1

I98 → · · · → I2

I99 → · · · → I1

I100 → · · · → I4

I101 → · · · → I1

I102 → · · · → I2

I103 → · · · → I1

I104 → · · · → I8

I105 → · · · → I1

I106 → · · · → I8

I107 → · · · → I1

I108 → · · · → I4

I109 → · · · → I1

I110 → · · · → I2

I111 → · · · → I1

I112 → · · · → I116 → · · · → I4Como se a�rmó.Corolario 17. a32 64 = 0.A�rma
ión 12. a64 64 = x−1.Demostra
ión. En efe
to T (I64) = I64 ∪ I65 ∪ I66 ∪ · · · ∪ I96. Ya sabemos que todoslos impares terminan en I1 y que los pares I66, . . . , I96 terminan en I2, I4, I8, I16 e
I32.Corolario 18. det(A7(x)− I) = (x−64 − 1)p6(x) = −(1− x64)p6(x).Demostra
ión. Como ya vimos, si An(x) denota la A-matriz aso
iada a θ2n , n =

2, 3, 4, 5, 6 y 7 tenemos
det(A3(x)− I) =






x−22 − 1 0 0

x−2 A22(x)− I
x−4





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y luego det(A3(x)− I) = (x−22 − 1) det(A22(x)− 1).
det(A4(x)− I) =








x−23−1 0 0 0

x−22

x−6 A3(x)− I
x−8 + 2x−4








y luego
det(A4(x)− I) = (x−23 − 1) det(A3(x)− I)

det(A5(x)− I) =











x−24 − 1 0 0 0 0

x

x A4(x)− I
x

x











y luego
det(A5(x)− I) = (x−24 − 1) det(A4(x)− I)Así mismo
det(A6(x)− I) = (x−25 − 1) det(A5(x)− I)y
det(A7(x)− I) = (x−26 − 1) det(A6(x)− I)que es lo que queríamos probar.Notamos que para M26−1 tenemos

M26−1 =











0(25−1)×25 M(25−1)

1. . .
1

1

1111100 . . . 0

0(25−1)×(25−1)










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y que para M27−1 tenemos
M27−1 =









0(26−1)×26 M26−1

1. . .
1

11111100 . . . 0

0(26−1)×(26−1)









2.2.1. Para el 
aso generalA) Consideremos n = 2k, k ≥ 3 y que las 2n itera
iones de θ = θ2n estándistribuidos en el intervalo [σ1(θ), θ] de la siguiente forma:
σ1(θ) < σ1+2n−1

(θ) < . . . < σ2n−1−1(θ) < 0θ < 1θ = σ2n−1(θ) <

< . . . < σ3(θ) < 1 < σ2(θ) < σ2+2n−1

(θ) < . . . < σ2n−1

(θ) < θque suponemos es
ritos de la forma:
σ1(θ) = σn1(θ) < σn2(θ) < . . . < σn1(2k−1)(θ) < 0θ < 1θ = σn1(2k−1)+1(θ) < (2.1)

< . . . < σn2n−1(θ) < σn2n (θ) = θRe
ordamos que:
σ2 ◦H11,10 = H11,10 ◦ σ, H = H11,10Apli
amos H11,10 a (2.1) y tenemos

H ◦ σ1(θ) = H ◦ σn1(θ) = H ◦ σn2(θ) < . . . < H ◦ σn1(2k−1)(θ) <

< H(0θ) < H(1θ) = Hσn1(2k−1)+1(θ) < . . . < H ◦ σn2n−1(θ) <

< H(θ2n) = θ2n+1 = θn+1Luego
1 < σ2n1(H(θ)) = σ2(H(θ)) = σ2(θn+1) < σ2n2(θn+1) < (2.2)

. . . < σ2n1(2k−1)(θ) < 11θn+1 < 10θn+1 = σ2(n1(2k−1)+1)(θn+1) <

< . . . < σ2n(2n−1)(θn+1) < θn+1
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Apli
ando σ en (2.2), tenemos:
σ(θn+1) < σ2n+1(θn+1) < . . . < 0θn+1 = σ2(n1(2k−1)+1)(θn+1) <

< 1θn+1 < σ2n1(2k−1)+1(θn+1) < . . . < σ2n2+1(θn+1) < σ3(θn+1) < 1que denotaremos
σn1(θn+1) < σn2(θn+1) < . . . < σn1(2k) = 0θn+1 < 1θn+1 <

< σn1(2k)+1(θn+1) < . . . < σ3(θn+1) = σn1(2k)+1(2k−1)(θn+1) = σn2n (θn+1) <

1 < σ2(θn+1) = σn2n+1(θn+1) < . . . < σ2n

(θn+1) = σn2n+1−1(θn+1) <

< σn2n+1 (θn+1) = θn+1.De aquí de�nimos:
I1 = [σn1(θn+1), σ

n2(θn+1)], I2 = [σn2(θn+1), σ
n3(θn+1)], . . . ,

I1(2k)−1 = [σn1(2k)−1(θn+1), σ
n1(2k)(θn+1)]

I1(2k) = [1θn+1, σ
n1(2k)+1(θn+1)], . . . ,

I2n = [σ3(θ), σ2(θ)], I2n+1 = [σ2(θ), σn2n+2(θn+1)], . . . ,

I2n+1−1 = [σ2n

(θn+1), θn+1].De aquí, no es difí
il dedu
ir que la órbita I1 
ontiene los intervalos
{I1, I2n+1, I2n−1, I2n+2n−1+1, I2n−1+1, . . . , I2n+1−1} .También que la órbita de I2 
ontiene los intervalos de la forma

{
I2+4k, k = 0, 1, 2, . . . , 2n−1 − 1

}
.Esta órbita 
ontiene, además, a I2n+1−1 e I1.La órbita de I4, 
ontiene los intervalos de la forma:

{
I4+8k, k = 0, 1, 2, . . . , 2n−2 − 1

}

y también 
ontiene a I2n+1−3, I2n+1−2.Su
esivamente, T (I2n−1) 
ontiene a I2n−1+2n , I2n−1+2n+1, . . . , I2n−1+2n+2n−2 .También T (I2n) 
ontiene a I2n , I2n+1, . . . , I2n+2n−1 . Así R = {I1, I2, . . . , I2n}
onstituye una roma para el A-grafo de T = T |[σ1(θn+1),θn+1] y 
uya parti
ión es
{I1, I2, . . . , I2n+1−1}. 83



Ahora no es difí
il 
er
iorarse que
M2n+1−1 =









0(2n−1)×2n M2n−1

1. . .
1

111 · · · 1
︸ ︷︷ ︸

n

0 · · · 0
︸ ︷︷ ︸

(2n−1)−n

0(2n−1)×2n−1









De aquí 
on
luimos que:
a11 = x−2n

, a12 = · · · = a1 2n = 0;

a22 = x−2n−1

, a24 = a28 = · · · = a22n = 0;

a44 = x−2n−2

, a48 = · · · = a42n = 0, . . . ,

a2n2n = x−1

y luego
det(An+1(x)− I) = (x−2n − 1)(x−2n−1 − 1) · · · (x−2 − 1)(x−1 − 1)Así,

(−1)2
n+1−(n+1)x2n+1−1 det(Ak(x)− I) = −(1− x2n

)pn(x) = pn+1(x)B) Para n = 2k + 1, k ≥ 3 vamos a suponer que las 2n itera
iones de θ = θ2nestán distribuidas en el intervalo [σ1(θ), θ] de la forma:
σ1(θ) < σ1+2n−1

< . . . < σ2n−1(θ) = 0θ < 1θ < σ2n−1−1(θ) < . . . < σ3(θ) < . . . <

< 1 < σ2(θ) < σ2+2n−1

< . . . < σ2n−1

(θ) < θ

que suponemos es
rita de la forma
σn1(θ) < σn2(θ) < . . . < σn1(2k)(θ) = σ2n−1 < 1θ < σ2n−1−1(θ) = σn1(2k)+1(θ) <

< . . . < σn2n−1 (θ) = σ3(θ) < σ2(θ) = σn2n−1+1(θ) < σn2n−1+2(θ) < . . .

< σn2n−1(θ) = σ2n−1

(θ) < θn = θ2n84



Pro
ediendo 
omo en el 
aso A), llegamos a que
R = {I1, I2, . . . , I2n}

es una roma para el A-grafo de
θn+1 = H11,10(θ2n)

que es formado por
{I1, I2, . . . , I2n+1−1}

y que
pn+1(x) = −(1− x2n

)pn(x).

Con
luimos que pn+1(1) = 0 y htop(θn+1) = htop(G) = 0Observamos que
1 < 10 < 1011 < 10111010 < . . . < θn < θn+1 < . . .y en 
onse
uen
ia
∧

1 ⊂
∧

01 ⊂
∧

1011 ⊂
∧

10111010 ⊂ . . . ⊂
∧

θn
⊂ ∧θn+1

⊂ . . .

En parti
ular, hemos probado lo siguiente:Sea M2n−1 la su
esión de matri
es 
uadradas (2n− 1)× (2n− 1) de 
eros y unosde�nida por 85



M22−1 =






0 0 1

0 1 1

1 0 0






M23−1 =











0(22−1)×22 M22−1

0 0 0 1

0 0 1 0

0 1 0 0

1 0 0 0

1 1 0

0(22−1)×(22−1)











M2n+1−1 =









0(2n−1)×2n M2n−1

1. . .
1

111 · · · 1
︸ ︷︷ ︸

n

0 · · · 0
︸ ︷︷ ︸

(2n−1)−n

0(2n−1)×2n−1









Sea rn el radio espe
tral de M2n−1 y pn(x) su polinomio 
ara
terísti
oCorolario 19. Se 
umple que rn = 1 y pn+1(x) = −(1−x2n

)pn(x) para 
ada n ≥ 2.
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Capítulo 3
Sobre la Continuidad de la
Entropía en las Órbitas
Periódi
as en el Mundo de
Milnor-Thurston (Trabajo
original 
onjunto 
on Solange
Aranzubia V.)
3.1. Introdu

ión

En lo que sigue 
onsideraremos T = T2 : I0 ∪ I1 → [0, 1], I0 = [0, x1], I1 =

[x2, 1], x1 < x2 apli
a
ión lineal por pedazos tal que T |I0
preserva orienta
ión y

T |I1
invierte orienta
ión y T (Ii) = [0, 1], i = 0, 1. El siguiente grá�
o señala lasprin
ipales 
ara
terísti
as de T 87



Para 
ada x ∈ ΛT =
∞⋂

n=0

T−n(I0 ∪ I1) se de�ne su itinerario IT (x) ∈ Σn por
IT (x)(i) = j si y sólo si T i(x) ∈ Ij .Consideramos en Σ2 la métri
a

d(θ, α) =
∞∑

i=0

1

2i+1
δ(θi, αi); δ(θi, αi) =

{

0 θi = αi

1 θi 6= αiTenemos que IT : ΛT → Σ2 es un homeomor�smo (usando la topología indu
ida por
[0, 1] en ΛT ).Así podemos 
onsiderar el espa
io topológi
o 
ompa
to ordenado (Σ2, d, ≤T ), (don-de θ ≤ α si y sólo si I−1

T (θ) ≤ I−1
T (α)) que re
ono
emos 
omo el espa
io simbóli
ode Milnor - ThurstonSea σ : Σ2 → Σ2 la opera
ión de shift. Una su
esión θ ∈ Σ2 se dirá maximal si

σi(θ) ≤ θ para 
ada i ∈ N0.De�ni
ión 19. Diremos que θ ∈ Σ2 es una órbita periódi
a 
on periodo primo Nsi σi(θ) 6= θ; para 1 ≤ i ≤ N − 1 y σN (θ) = θ.Para θ ∈ Σ1 = {α ∈ Σ2;α0 = 1} se de�ne h(θ) = htop(σ|Λ(θ)) donde Λ(θ) =
⋂∞

j=0 σ
−j([σ(θ), θ]). Es sabido que esta apli
a
ión h : Σ1 → [0, log 2] es 
ontinua (verpor ejemplo [12℄), pero la demostra
ión de este he
ho no es simple. En este 
apítuloavanzamos en una demostra
ión simple de la 
ontinuidad de h en algunas su
esionesmaximalesObserva
ión 5. Si θ1 ≤ θ2, enton
es h(θ1) ≤ h(θ2)Demostra
ión. En efe
to, [σ(θ1), θ1] ⊂ [σ(θ2), θ2] y enton
es Λ(θ1) ⊂ Λ(θ2). Por lotanto h(θ1) ≤ h(θ2)
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3.2. Órbitas periódi
as maximales ve
inasSea θ = 10k11k20k31k4 . . . 0k2p−11k2p una órbita periódi
a maximal de periodo
N = 1 + k1 + k2 + . . .+ k2p.Sea θ̃ = 10k11k20k31k4 . . . 0k2p−11k2p−10 (di�ere de θ 
ambiando el 1 �nal por 0).Notamos que si k2 + k4 + . . .+ k2p es par enton
es θ̃ < θ, en efe
to θ y θ̃ 
oin
idenen 1 + k2 + . . .+ k2p − 1 = k2 + . . . k2p unos, así que 
oin
iden en un número par deunos luego θ̃ < θ. De la misma forma si k2 + k4 + . . .+ k2p es impar enton
es θ < θ̃Proposi
ión 4. Si θ es una órbita periódi
a maximal, enton
es θ̃ también es unaórbita periódi
a maximalDemostra
ión. Aquí debemos probar que σj(θ̃) < θ̃, para 
ada j = 1, 2, . . . , N − 1.Es 
laro que si σj(θ̃) empieza 
on un 
ero enton
es σj(θ̃) < θ̃. También, si σj(θ̃) em-pieza 
on dos unos enton
es σj(θ̃) < θ̃. De esta manera, el resultado tiene relevan
iasólo 
uando σj(θ̃) es un iterado que empieza 
on un uno seguido de 
eros.Consideremos enton
es j = k1 + k2, para este 
aso:
σk1+k2(θ̃) = 10k31k4 . . . 0k2p−11k2p−1010k11k2−1.Si k3 > k1 enton
es θ no es maximal por lo tanto k3 ≤ k1.Si k3 < k1, enton
es σk1+k2(θ̃) < θ̃.Suponemos que k3 = k1, enton
es θ̃ = 10k11k20k11k40k5 . . . 0k2p−11k2p−10.
σk1+k2(θ̃) = 10k11k40k5 . . . 0k2p−11k2p−1010k11k2−1.Si k4 6= k2, la 
ondi
ión de maximilidad de θ di
e que σk1+k2(θ̃) < θ̃.Así que k2 = k4 y θ̃ = 10k11k20k11k20k51k6 . . . 0k2p−11k2p−10.
σk1+k2(θ̃) = 10k11k20k51k6 . . . 0k2p−11k2p−1010k11k2−1.Si k1 6= k5, enton
esla maximilidad de θ di
e que σk1+k2(θ̃) < θ̃.Así que k1 = k5 y θ̃ = 10k11k20k11k20k11k60k7 . . . 0k2p−11k2p−10.Su
esivamente k6 = k2, k7 = k1, k8 = k2, k9 = k1, . . . , k2p−2 = k2, k2p−1 = k1 y
θ̃ = 10k11k20k11k20k1 . . . 1k20k11k2p−10.Lo anterior impli
a que θ = 10k11k20k11k20k11k2 . . . 1k20k11k2p .
σk1+k2(θ) = 10k11k20k11k20k11k2 . . . 1k20k11k2p10k11k2−1.Si o
urre que k2 = k2p + 1, enton
es k2 − 1 = k2p y
θ = 10k11k20k11k20k11k2 . . . 1k20k11k20k11k2−1,
σk1+k2(θ) = 10k11k20k11k20k11k2 . . . 1k20k11k20k11k2−1.O sea σk1+k2(θ) = θ, por lo tanto θ = 10k11k2−1 = 10k11k.En este 
aso θ̃ = 10k11k−10. Es fa
il veri�
ar que σs(θ̃) < θ̃, para todo 1 ≤ s ≤ k1+k.Así que suponemos que k2 6= k2p + 1. 89



Suponemos que k2 < k2p + 1. Así existe s ∈ N para el que k2 + s = k2p + 1Si o
urre que s = 1, enton
es k2 = k2p y por lo tanto
θ = 10k11k20k11k20k11k2 . . . 1k20k11k20k11k2 ,
σk1+k2(θ) = 10k11k20k11k20k11k2 . . . 1k20k11k210k11k2−1.En este 
aso debe haber un número impar de unos en las partes en que θ y σk1+k2(θ)
oin
iden. Para θ̃ tenemos: θ̃ = 10k11k20k11k20k11k2 . . . 1k20k11k20k11k2−11,
σk1+k2(θ̃) = 10k11k20k11k20k11k2 . . . 1k20k11k2−1010k11k2−1.Con
luímos que en las partes en que θ̃ y σk1+k2(θ̃) 
oin
iden hay un uno menos queen las partes en que 
oin
iden θ y σk1+k2(θ). El primer lugar donde no 
oin
iden θ̃tiene un uno y σk1+k2(θ̃) tiene un 
ero, por lo tanto σk1+k2(θ̃) < θ̃.Vamos a suponer que s > 1.En este 
aso k2p = k2 + s− 1 y θ = 10k11k20k11k20k11k2 . . . 1k20k11k20k11k2+s−1,
σk1+k2(θ) = 10k11k20k11k20k11k2 . . . 1k20k11k21s0k11k2−1.Para θ̃ tenemos:
θ̃ = 10k11k20k11k20k11k2 . . . 1k20k11k20k11k2+s−20,
σk1+k2(θ̃) = 10k11k20k11k20k11k2 . . . 1k20k11k21s−2010k11k2−1.Si s > 2, enton
es el número de unos iguales entre θ̃ y σk1+k2(θ̃) 
oin
iden 
on elnúmero de unos iguales entre θ y σk1+k2(θ), por lo tanto σk1+k2(θ̃) < θ̃. Si s = 2,enton
es
θ̃ = 10k11k20k11k20k11k2 . . . 1k20k11k20k11k20,
σk1+k2(θ̃) = 10k11k20k11k20k11k2 . . . 1k20k11k2010k11k2−1.Si o
urre que k1 ≥ 2, enton
es θ̃ y σk1+k2(θ̃) 
oin
iden en tantos unos 
omo 
oin
i-den θ y σk1+k2(θ), por lo tanto σk1+k2(θ̃) < θ̃.Suponemos que k1 = 1, en este 
aso
θ̃ = 101k201k201k2 . . . 1k201k201k20,
σk1+k2(θ̃) = 101k201k201k2 . . . 1k201k20101k2−1.Si k2 = 1, enton
es debe ser θ = 1010101 . . . 101011 y θ̃ = 10, que es maximal.Si k2 ≥ 2, enton
es el número de unos es que 
oin
iden θ̃ y σk1+k2(θ̃) es igual alnúmero de unos en que 
oin
iden θ y σk1+k2(θ) más uno, 
omo el pimer simbolodistinto de θ̃ 
on σk1+k2(θ̃) es un uno enton
es σk1+k2(θ̃) < θ̃.Con
luímos la demostra
ión de que σk1+k2(θ̃) < θ̃ en todos los 
asos 
uando k2 <

k2p + 1.
El 
aso k2 > k2p + 1 se ha
e de manera similar.
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Ahora, probar que σk1+k2+k3+k4+...+k2s+1+k2s(θ̃) < θ̃, para s = 2, 3, . . . , p es unejer
i
io similar al que a
abamos de ha
er para s = 1 y lo dejamos al le
tor.
Ejemplos1. θ = 101, θ̃ = 100, θ < θ̃2. θ = 1011, θ̃ = 1010 = 10, θ̃ < θ3. θ = 10111, θ̃ = 10110, θ < θ̃Observa
ión 6. 1. Notar que si θk = (10)k11 
on k ≥ 2 enton
es θ no es maxi-mal Si k = 2, θ = 101011 < 101110 = σ2(θ)Si k = 3, θ = 10101011 < 10111010 = σ4(θ)En general

θ = (10)k11 < 1011(10)k−1 = σ2(k−1)(θ)2. El re
ípro
o de la proposi
ión anterior también es 
ierto. Esto es:Proposi
ión 5. Si θ̃ = 10k11k20k3 . . . 0k2p−11k2p−10 de periodo primo N =

1+k1+k2+. . .+k2p−1+k2p es maximal, enton
es θ = 10k11k20k3 . . . 0k2p−11k2pde periodo primo N es maximal.3. Notamos, en 
ualquier 
aso, que θ y θ̃ son órbitas periódi
as 
onse
utivas delmismo periódo (maximales o nó)Suponemos ahora que θ = 10k11k20k3 . . . 0k2p−11k2p y
θ̃ = 10k11k20k3 . . . 0k2p−11k2p−10, son maximales de periodo primo N y sea αN−1 =

10k11k20k3 . . . 0k2p−11k2p−1 la palabra de largo k1 +k2 + . . .+k2p que es raíz de θ y θ̃De�ni
ión 20. Una palabra �nita α es raíz de θ ∈ Σ2 si θ ∈ C(α), donde C(α) =

{η ∈ Σ2; ηi = αi, i = 0, 1, . . . , largo(α)− 1}Tenemos que θ, θ̃ ∈ C(αN−1).La 
antidad de unos en αN−1 = 1(αN−1) = 1+k2+k4+. . .+k2p−1 = k2+k4+. . .+k2p1. Si 1(αN−1) es par, enton
es θ̃ < θ y están lo
alizadas de la siguiente forma en
C(αN−1) 91



2. Si 1(αN−1) es impar enton
es θ < θ̃ y están lo
alizadas de la siguiente formaen C(αN−1)

Sin perdida de generalidad vamos a suponer que estamos en el 
aso 1. En este
aso
σ(θ) = 0k11k20k3 . . . 1k2p−111 < σ(θ̃) = 0k11k20k3 . . . 1k2p−101

σ2(θ) = 0k1−11k20k3 . . . 1k2p−1110 < σ2(θ̃) = 0k1−11k20k3 . . . 1k2p−1010...
σ1+k1(θ) = 1k20k3 . . . 1k2p−1110k1 < σ1+k1(θ̃) = 1k20k3 . . . 1k2p−1010k1Notamos que ambos iterados σ1+k1(θ), σ1+k1(θ̃) están al mismo lado de 1.Si k2 es par enton
es 110 ≤ σ1+k1(θ) < σ1+k1(θ̃) < 1, y si k2 es impar enton
es

1 < σ1+k1(θ) < σ1+k1(θ̃) < 10A) k2 = 2a2 es par, enton
es
σ1+k1+2a2(θ) = 0k31k4 . . . 1k2p−1110k112a2 <

< σ1+k1+2a2(θ̃) = 0k31k4 . . . 1k2p−1010k112a2B) k2 = 2a2 + 1 es impar, enton
es
σ1+k1+2a2+1(θ̃) = 0k31k4 . . . 1k2p−1010k112a2 <

< σ1+k1+2a2+1(θ̃) = 0k31k4 . . . 1k2p−1110k112a2El siguiente grá�
o muestra la evolu
ión de los iterados de θ y θ̃ en el 
aso A92



Ordenamos los iterados de θ de la forma
θ1 = σ(θ) < θ2 < . . . < θN−1 < θN = θ0 = θPara 
ada uno de los siguientes indi
es i = 0, 1, 2, . . . , N − 1, existe un

ki ∈ {0, 1, 2, . . . , N − 1} tal que θi = σki(θ). Si denotamos ki = P (θ)(i) enton
eshemos de�nido una permuta
ión
P (θ) : {0, 1, 2, . . . , N − 1} → {0, 1, 2, . . . , N − 1}dada por

P (θ)(i) = j si y sólo si θi = σj(θ)Observemos que θ0 = σ0(θ) = θ, P (θ)(0) = 0, θ1 = σ1(θ) y enton
es P (θ)(1) = 1.Así la e
ua
ión que satisfa
e P (θ)(i) es
θi = σP (θ)(i)(θ), i = 0, 1, . . . , N − 1Proposi
ión 6. Si θ = 10k11k20k3 . . . 0k2p−11k2p es una su
esión maximal de periodoprimo N = 1 + k1 + k2 + . . . + k2p y θ̃ = 10k11k20k3 . . . 0k2p−11k2p−10 enton
es

P (θ) = P (θ̃)Demostra
ión. Consideremos los iterados σ(θ) = θ1, σ
2(θ), . . . , σk1(θ) tenemos

θ1 < σ2(θ) < σ3(θ) < . . . < σk1(θ) = 01k20k3 . . . 0k2p−11k2p0k1−1Si o
urre que k2 es par enton
es
σ1+k1(θ) ∈ [1θ = σN−1(θ), 1[, luego σk1+2(θ) ∈]1, θ], σk1+3(θ) ∈ [1θ, σk1+1(θ)],

σk1+4(θ) ∈ [σk1+2(θ), θ], σk1+5(θ) ∈ [1θ, σk1+3(θ)], σk1+6(θ) ∈ [σk1+4(θ), θ]y en general
σk1+1+2s(θ) ∈ [1θ, σk1+1+2s−1(θ)]; σk1+1+2s+1(θ) ∈ [σk1+2s(θ), θ] para s = 1, 2, . . . ,

k2

2
− 1. 93



Para s = k2

2 − 1 tenemos:
σk1+1+2·( k2

2 −1)+1(θ) = σk1+k2(θ) = 10k31k4 . . . 0k2p−11k2p10k11k2−1 ∈ [σk1+k2−2(θ), θ]y σk1+k2+1(θ) = 0k31k4 . . . 0k2p−11k2p10k11k2 ∈ [σi(θ), σi+1(θ)] para algún 1 ≤ i ≤
k1 − 1.Así σk1+k2+1+j(θ) ∈ [σi+j(θ), σi+1+j(θ)] ⊂ Σ0, para j = 0, 1, . . . , k1 − i− 1.Tenemos
σk1+k2+1+k1−i−1(θ) ∈ [σi+k1−i−1(θ), σi+1+k1−i−1(θ)] = [σk1−1(θ), σk1(θ)] y
σk1+k2+1+k1−i(θ) ∈ [σk1(θ), σk1+1(θ)].De aquí puede seri) σk1+k2+1+k1−i(θ) ∈ [σk1(θ), 0θ] óii) σk1+k2+1+k1−i(θ) ∈ [1θ, σk1+1(θ)]En el primer 
aso σk1+k2+1+k1−i(θ) = 01k40k5 . . . 0k2p−11k2p10k11k20k3−1 y k1 − i =

k3 − 1 
on lo que i = k1 + 1− k3.En el segundo 
aso σk1+k2+1+k1−i−1(θ) = 01k40k5 . . . 0k2p−11k2p10k11k20k3−1 y k1 −
i− 1 = k3 − 1 
on lo que i = k1 − k3.En el primer 
aso σk1+k2+k3+1(θ) ∈ [σk1+1(θ), θ].En el segundo 
aso σk1+k2+k3+1(θ) ∈ [1θ, σk1+1(θ)].Ahora σk1+k2+k3+1(θ) = 1k40k5 . . . 0k2p−11k2p10k11k20k3 .Suponemos que k4 es par enton
es σk1+k2+k3+1(θ) < 1. Si k4 > k2 enton
es sóloo
urre el primer 
aso. en efe
to:
1θ ≤ σk1+k2+k3+1(θ) < σk1+1(θ) impli
a σk1+2(θ) < σk1+k2+k3+1+1(θ) ≤ θ, 1θ ≤
σk1+k2+k3+1+2(θ) < σk1+1+2(θ) < σk1+1(θ). Su
esivamente σk1+k2+k3+1+1+k2(θ) ∈
Σ0 lo que no puede ser pues k2 < k4. Así que en este 
aso sólo o
urre el primer
aso. En esta situa
ión los iterados σk1+k2+k3+1+i(θ) , i = 1, 2, . . . , k4 − k2 están en
[σk1+1(θ), 1] ó en [1, σk1+2(θ)]. Los iterados siguientes a
ompañan los iterados de
σk1+2(θ).Si k4 < k2 enton
es sólo o
urre el segundo 
aso, 
aso 
ontrario σk1+k2+k3+1(θ) nollegaría a Σ0 luego de k4 itera
iones.Si k4 = k2 puede o
urrir 
ualquiera de los 
asos y σk1+k2+k3+1(θ) llega a Σ0 en k2itera
iones (al igual que σk1+1(θ))De manera similar vemos que es posible analizar el 
aso de que k4 sea impar (en 
uyo
aso debe ser que σk1+k2+k3+1(θ) ∈ [1, θ] y enton
es σk1+k2+k3+1(θ) ∈ [1, σk1+2(θ)]ó existe t tal que σk1+k2+k3+1(θ) ∈ [σk1+2+2t(θ), σk1+2+2t+2(θ)] ó σk1+k2+k3+1(θ) ∈
[σk1+k2−2(θ), θ]). 94



Ha
emos el análisis 
aso a 
aso y estable
emos la forma en que se distribuyen lositerados de θ, σ(θ), σ2(θ), . . . , σN−2(θ), σN−1(θ) = 1θPara θ̃ o
urre una distribu
ión similar 
on sus iterados y se diferen
ian de θ enque σN−1(θ̃) = 0θ̃ 
omo entre 0θ y 1θ no hay iterados de θ y 
omo en 0θ̃ y 1θ̃ nohay iterados de θ̃ 
on
luímos que la distribu
iónde iterados de θ y θ̃ es la misma, esde
ir, P (θ) = P (θ̃) 
omo queríamos probar.
Ejemplos1. Consideremos θ = 100010011, θ̃ = 100010010.

σ(θ) = 000100111, σ2(θ) = 001001110, σ3(θ) = 010011100,

σ4(θ) = 100111000, σ5(θ) = 001110001, σ6(θ) = 011100010,

σ7(θ) = 111000100, σ8(θ) = 110001001 = 1θ.

p(θ) =

(

1 2 3 4 5 6 7 8 9

1 5 2 6 3 8 7 4 9

)

θ̃ = 100010010.
σ(θ̃) = 000100101, σ2(θ̃) = 001001010, σ3(θ̃) = 010010100,

σ4(θ̃) = 100101000, σ5(θ̃) = 001010001, σ6(θ̃) = 010100010,

σ7(θ̃) = 101000100, σ8(θ̃) = 010001001 = 0θ̃.95



p(θ̃) =

(

1 2 3 4 5 6 7 8 9

1 5 2 6 3 8 7 4 9

)

Se 
umple que P (θ) = P (θ̃) 
omo señala la proposi
ión2. Consideremos a θ = 10000100010011 y θ̃ = 10000100010010 órbitas periódi
asmaximales de periodo 14.
σ(θ) = 00001000100111, σ2(θ) = 00010001001110, σ3(θ) = 00100010011100,

σ4(θ) = 01000100111000, σ5(θ) = 10001001110000, σ6(θ) = 00010011100001,

σ7(θ) = 00100111000010, σ8(θ) = 01001110000100, σ9(θ) = 10011100001000,

σ10(θ) = 00111000010001, σ11(θ) = 01110000100010, σ12(θ) = 11100001000100,

σ13(θ) = 11000010001001 = 1θ, σ14(θ) = 10000100010011 = θ.

p(θ) =

(

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

1 6 2 10 7 3 11 8 4 13 12 9 5 14

)

θ̃ = 10000100010010.96



σ(θ̃) = 00001000100101, σ2(θ̃) = 00010001001010, σ3(θ̃) = 00100010010100,

σ4(θ̃) = 01000100101000, σ5(θ̃) = 10001001010000, σ6(θ̃) = 00010010100001,

σ7(θ̃) = 00100101000010, σ8(θ̃) = 01001010000100, σ9(θ̃) = 10010100001000,

σ10(θ̃) = 00101000010001, σ11(θ̃) = 01010000100010, σ12(θ̃) = 10100001000100,

σ13(θ̃) = 01000010001001 = 0θ̃, σ14(θ̃) = 10000100010010 = θ̃.

p(θ̃) =

(

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

1 6 2 10 7 3 11 8 4 13 12 9 5 14

)

Se 
umple P (θ) = P (θ̃) 
omo enun
iado en la proposi
ión.Notamos la siguiente 
onstru

ión aso
iada a la órbita periódi
a maximal θ =

10k11k20k3 . . . 0k2p−11k2pAso
iada a θ tenemos una apli
a
ión lineal por pedazos fθ :
⋃N−1

i=1 Ii → [0, 1] de�ni-da de la siguiente manera:Supongamos que
θ1 < θ2 < . . . < θk < 0θ < 1θ = σN−1(θ)(= θk+1) < θk+2 < . . . < θk+N−k = θes la órbita ordenada de θ, Ii = [θP (θ)(i), θP (θ)(i+1)] , i = 1, 2, . . . k − 1

Ik = [θk, 0θ]; Ik+1 = [1θ, θP (θ)(k+2)], . . . , IN−1 = [θP (θ)(N−1), θP (θ)(N)]

f |Ij
se de�ne linealmente satisfa
iendo que f ◦ σi(θ) = σi+1(θ).Así f(σ(θ)) = f(θ1) = σ(θ1), . . . , f(θk−1) = σ(θk−1), f(θk) = σ(θk) = θN−1, f(0θ) =

θ, f(1θ) = θ y su
esivamenteEjemplo
θ = 100010011 97



Aso
iado a fθ tenemos el A- grafo

Aso
iado al A-grafo tenemos la matrizM(θ) y aso
iado a la matrizM(θ) tenemosel mayor valor real 1 ≤ λ(θ) ≤ 2 y resulta ser que htop(θ) = log(λ(θ))

M(θ) =


















0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 1 1 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 1 1 1

0 1 1 1 1 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0


















Veamos, ahora fθ̃ para θ̃ = 100010010 98



Aso
iado a fθ̃ tenemos el A- grafo

Que resulta ser igual al A- grafo aso
iado a fθ y luego M(θ̃) = M(θ) y por lo tanto
h(θ̃) = h(θ).Así que podemos 
on
luir la siguiente proposi
iónProposi
ión 7. Si θ = 10k11k20k31k4 . . . 0k2p−11k2p es una órbita periódi
a maxi-mal, enton
es si θ̃ = 10k11k20k31k4 . . . 0k2p−11k2p−10 se 
umple que h(θ) = h(θ̃),donde h(θ) = htop(σ|Λ(θ)), h(θ̃) = htop(σ|Λ(θ̃))Corolario 20. En las 
ondi
iones de la proposi
ión: si I(θ, θ̃) es el intervalo [θ, θ̃](
aso θ < θ̃) ó [θ̃, θ] (
aso θ̃ < θ), enton
es para todo α ∈ I(θ, θ̃) vale h(α) = h(θ)Demostra
ión. En efe
to pues h(θ) ≤ h(α) ≤ h(θ̃) si (θ < θ̃) o h(θ̃) ≤ h(α) ≤ h(θ)si (θ̃ < θ).
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Corolario 21. a) Si o
urre que θ < θ̃ enton
es h(β) es 
ontinua a la dere
ha de
θ

b) Si θ̃ < θ enton
es h(β) es 
ontinua a la izquierda de θ.
Con
luímos enton
es que para probar que la apli
a
ión h(β) es 
ontinua en θbasta probar que e s 
ontinua a la izquierda de θ si θ < θ̃ y a la dere
ha de θ si

θ̃ < θ.
3.3. Demostra
ión de la 
ontinuidad en θ =101En esta se

ión vamos a probar la 
ontinuidad de h(θ) en θ = 101.Para ello 
onsideremos θn = (101)n111, n = 1, 2, 3, . . . θ1 = 101111 < θ2 = 101101111 <

θ3 = 101101101111 < . . . < θn < . . . < θ y ĺım
n→∞

θn = θ = 101Será su�
iente 
al
ular h(θn) y probar que h(θn) → h(θ). Con esto tendremos la
ontinuidad de h(θ) en θ = 101. Para esto será su�
iente 
al
ular fθn
, el A- grafode fθn

, su matriz de in
iden
ia M(θn) (o enton
es una roma R(θn) y su matriz dein
iden
ia A(θn)) y probar que λ(θn) → λ(θ) (λ(θ) es el mayor autovalor real de
M(θ))

1. θ1 = 101111, σ(θ1) = 011111, σ2(θ1) = 111110, σ3(θ1) = 111101, σ4(θ1) =

111011, σ5(θ1) = 110111
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Usamos 
omo roma R = {I1, I5}

a11 = x−1 a15 = x−4

(1, 1) (1, 2, 3, 4, 5)

a51 = 0 a55 = x−2 + x−4

(5, 4, 5), (5, 2, 3, 4, 5)

(−1)5−2x5

∣
∣
∣
∣
∣

x−1 − 1 x−4

0 x−2 + x−4 − 1

∣
∣
∣
∣
∣
= −x5((x−1 − 1)(x−2 + x−4 − 1)) =

= −x5 + x4 + x3 − x2 + x− 1 = −x3(x2 − x− 1)− x2 + x− 1Enton
es p(101111)(x) = −x3p(101)(x)− x2 + x− 1.Si x es tal que p(101)(x) = 0, enton
es p(101111)(x) = −x2 + x− 1.Ahora p(101)(x) = x2 − x− 1 = 0 si y sólo si x = 1±
√

1+4
2 , x = 1+

√
5

2

p(101111)(x) = −1

2
(3 +

√
5) +

1

2
(1 +

√
5)− 1 = −2 < 0

p(101111)(1) = 0, p(101111)′(x) = −5x4 + 4x3 + 3x2 − 2x+ 1

p(101111)′(1) = −5 + 4 + 3− 2 + 1 = 1 > 0Por lo tanto, existe x1 ∈]1, x[ tal que p(101111)(x1) = 0.Tenemos 1 < x1 < x y htop(θ1) = log(x1).2. θ2 = 101101111.

σ(θ2) = 011011111, σ2(θ2) = 110111110, σ3(θ2) = 101111101,

σ4(θ2) = 011111011, σ5(θ2) = 111110110, σ6(θ2) = 111101101,

σ7(θ2) = 111011011, σ8(θ2) = 110110111.
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Usamos 
omo roma a R = {I1, I5} y tenemos 
omo matriz de in
iden
ia a:
a11 = x−1 + x−5 a15 = x−4 + x−7

(1, 1), (1, 2, 6, 7, 8, 1) (1, 2, 3, 4, 5), (1, 2, 6, 7, 8, 3, 4, 5)

a51 = x−3 + x−5 x55 = x−2 + x−4 + x−5 + x−7

(5, 7, 8, 1), (5, 2, 6, 7, 8, 1) (5, 4, 5), (5, 2, 3, 4, 5), (5, 7, 8, 3, 4, 5),

(5, 2, 6, 7, 8, 3, 4, 5)

(−1)8−2x8

∣
∣
∣
∣
∣

x−1 + x−5 − 1 x−4 + x−7

x−3 + x−5 x−2 + x−4 + x−5 + x−7 − 1

∣
∣
∣
∣
∣
=

= x8((x−1 + x−5 − 1)(x−2 + x−4 + x−5 + x−7 − 1)− (x−4 + x−7)(x−3 + x−5))

= x8 − x7 − x6 + x5 − x4 − x3 + x2 − x+ 1

= x8 − x7 − x6 − p(101111)(x)

= x6p(101)(x)− p(101111)(x) = p(101101111)(x)

p(101101111)(x1) = x6
2p(101)(x1) < 0

p(101101111)(x) = −p(101111)(x) > 0Por lo tanto existe x2; x1 < x2 < x tal que p(101101111)(x2) = 0 y
htop(101101111) = log(x2)3. θ3 = 101101101111.

σ(θ3) = 011011011111, σ2(θ3) = 110110111110, σ3(θ3) = 101101111101,

σ4(θ3) = 011011111011, σ5(θ3) = 110111110110, σ6(θ3) = 101111101101,

σ7(θ3) = 011111011011, σ8(θ3) = 111110110110, σ9(θ3) = 111101101101,

σ10(θ3) = 111011011011, σ11(θ3) = 110110110111.
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Usamos 
omo roma a R = {I1, I5} que tiene 
omo matriz de in
iden
ia
a11 = x−1 + x−5 + x−8 a15 = x−4 + x−7 + x−10

(1, 1), (1, 2, 6, 7, 8, 1), (1, 2, 3, 4, 5), (1, 2, 6, 7, 8, 3, 4, 5),

(1, 2, 9, 1, 11, 6, 7, 8, 1) (1, 2, 9, 10, 11, 6, 7, 8, 3, 4, 5)

a51 = x−3 + x−5 + x−6 + x−8 a55 = x−2 + x−4 + x−5 + x−7 + x−8 + x−10

(5, 7, 8, 1), (5, 2, 6, 7, 8, 1), (5, 4, 5), (5, 2, 3, 4, 5), (5, 7, 8, 3, 4, 5),

(5, 10, 11, 6, 7, 8, 1) (5, 2, 6, 7, 8, 3, 4, 5), (5, 10, 11, 6, 7, 8, 3, 4, 5),

(5, 2, 9, 10, 11, 6, 7, 8, 1) (5, 2, 9, 10, 11, 6, 7, 8, 3, 4, 5)

Tenemos
(−1)11−2x11·
∣
∣
∣
∣
∣

x−1 + x−5 + x−8 − 1 x−4 + x−7 + x−10

x−3 + x−5 + x−6 + x−8 x−2 + x−4 + x−5 + x−7 + x−8 + x−10 − 1

∣
∣
∣
∣
∣

= −x11 + x10 + x9 − x8 + x7 + x6 − x5 + x4 + x3 − x2 + x− 1

= −x9(x2 − x− 1)− [x8 − x7 − x6 + x5 − x4 − x3 + x2 − x+ 1]

= −x9p(101)(x)− p((101)2111)(x) = p((101)3111)(x).Tenemos:
p((101)3111)(x2) = x−9p(101)(x2) > 0

p((101)3111)(x) = −p((101)2111)(x) < 0.Por lo tanto existe x3; x1 < x2 < x3 < x tal que p((101)3111)(x3) = 0 y
htop((101)3111) = log(x3).

4. θ4 = (101)4111 = 101101101101111.
σ(θ4) = 011011011011111, σ2(θ4) = 110110110111110,

σ3(θ4) = 101101101111101, σ4(θ4) = 011011011111011,

σ5(θ4) = 110110111110110, σ6(θ4) = 101101111101101,

σ7(θ4) = 011011111011011, σ8(θ4) = 110111110110110,

σ9(θ4) = 101111101101101, σ10(θ4) = 011111011011011,

σ11(θ4) = 111110110110110, σ12(θ4) = 111101101101101,

σ13(θ4) = 111011011011011, σ14(θ4) = 110110110110111.103



Es
ogemos la roma R = {I1, I5} y tenemos
a11 = x−1 + x−5 + x−8 + x−11

(1, 2, 6, 7, 8, 1), (1, 2, 9, 10, 11, 6, 7, 8, 1)(1, 2, 12, 13, 14, 9, 10, 11, 6, 7, 8, 1)

a15 = x−4 + x−7 + x−10 + x−13

(1, 2, 3, 4, 5), (1, 2, 6, 7, 8, 3, 4, 5), (1, 2, 9, 10, 11, 6, 7, 8, 3, 4, 5)

(1, 2, 12, 13, 14, 9, 10, 11, 6, 7, 8, 3, 4, 5)

a51 = x−3 + x−5 + x−6 + x−8 + x−9 + x−11

(5, 2, 6, 7, 8, 1), (5, 10, 11, 6, 7, 8, 1), (5, 2, 9, 10, 11, 6, 7, 8, 1),

(5, 2, 12, 13, 14, 9, 10, 11, 6, 7, 8, 1), (5, 13, 14, 9, 10, 11, 6, 7, 8, 1)

a55 = x−2 + x−4 + x−5 + x−7 + x−8 + x−10 + x−11 + x−13

(5, 4, 5), (5, 2, 3, 4, 5), (5, 7, 8, 3, 4, 5), (5, 2, 6, 7, 8, 3, 4, 5), (5, 10, 11, 6, 7, 8, 3, 4, 5),

(5, 2, 9, 10, 11, 6, 7, 8, 3, 4, 5), (5, 13, 14, 9, 10, 11, 6, 7, 8, 3, 4, 5),104



(5, 2, 12, 13, 14, 9, 10, 11, 6, 7, 8, 3, 4, 5)Tenemos (−1)14−2x14·

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

x−1 + x−5 + x−8 + x−11 − 1 x−4 + x−7 + x−10 + x−13

x−3 + x−5 + x−6 + x−8 + x−9 + x−11 x−2 + x−4 + x−5 + x−7 + x−8+

+x−10 + x−11 + x−13 − 1

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

= x14[(x−1+x−5+x−8+x−11−1)(x−2+x−4+x−5+x−7+x−8+x−10+x−11+

x−13 − 1)− (x−4 + x−7 + x−10 + x−13)(x−3 + x−5 + x−6 + x−8 + x−9 + x−11)]

= x14 − x13 − x12 + x11 − x10 − x9 + x8 − x7 − x6 + x5 − x4 − x3 + x2 − x+ 1

x12(x2 − x− 1)− p((101)3111)(x) = p((101)4111)(x).Tenemos
p((101)4111)(x3) = x12

3 (x2
3 − x3 − 1) < 0

p((101)4111)(x) = −p((101)3111)(x) > 0.Por lo tanto existe x4; 1 < x1 < x2 < x3 < x4 < x tal que p((101)4111)(x4) =

0 y resulta ser que htop((101)4111) = log(x4).
5. Ahora θ5 = (101)5111.
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Usamos la roma R = {I1, I5} y tenemos:
a11 = x−1 + x−5 + x−8 + x−11 + x−14

(1, 1), (1, 2, 6, 7, 8, 1), (1, 2, 9, 10, 11, 6, 7, 8, 1),

(1, 2, 12, 13, 14, 9, 10, 11, 6, 7, 8, 1)

(1, 2, 15, 16, 17, 12, 13, 14, 9, 10, 11, 6, 7, 8, 1)

a15 = x−4 + x−7 + x−10 + x−13 + x−16

(1, 2, 3, 4, 5), (1, 2, 6, 7, 8, 3, 4, 5), (1, 2, 9, 10, 11, 6, 7, 8, 3, 4, 5),

(1, 2, 12, 13, 14, 9, 10, 11, 6, 7, 8, 3, 4, 5),

(1, 2, 15, 16, 17, 12, 13, 14, 9, 10, 11, 6, 7, 8, 3, 4, 5)

a51 = x−3 + x−5 + x−6 + x−8 + x−9 + x−11 + x−12 + x−14

(5, 7, 8, 1), (5, 2, 6, 7, 8, 1), (5, 10, 11, 6, 7, 8, 1), (5, 2, 9, 10, 11, 6, 7, 8, 1),

(5, 13, 14, 9, 10, 11, 6, 7, 8, 1), (5, 2, 12, 13, 14, 9, 10, 11, 6, 7, 8, 1),

(5, 16, 17, 12, 13, 14, 9, 10, 11, 6, 7, 8, 1),

(5, 2, 15, 16, 17, 12, 13, 14, 9, 10, 11, 6, 7, 8, 1)

a55 = x−2 + x−4 + x−5 + x−7 + x−8 + x−10 + x−11 + x−13 + x−14 + x−16

(5, 4, 5), (5, 2, 3, 4, 5), (5, 7, 8, 3, 4, 5), (5, 2, 6, 7, 8, 3, 4, 5),

(5, 10, 11, 6, 7, 8, 3, 4, 5), (5, 2, 9, 10, 11, 6, 7, 8, 3, 4, 5),

(5, 13, 14, 9, 10, 11, 6, 7, 8, 3, 4, 5),

(5, 2, 12, 13, 14, 9, 10, 11, 6, 7, 8, 3, 4, 5), (5, 16, 17, 12, 13, 14, 9, 10, 11, 6, 7, 8, 3, 4, 5),

(5, 2, 15, 16, 17, 12, 13, 14, 9, 10, 11, 6, 7, 8, 3, 4, 5)Tenemos enton
es:
(−1)17−2x17·
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

x−1 + x−5 + x−8 + x−11 + x−14 − 1 x−4 + x−7 + x−10 + x−13 + x−16

x−3 + x−5 + x−6 + x−8 + x−9+ x−2 + x−4 + x−5 + x−7 + x−8+

+x−11 + x−12 + x−14 +x−10 + x−11 + x−13 + x−14+

+x−16 − 1

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

=
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= −x17 + x16 + x15 − x14 + x13 + x12 − x11 + x10 + x9 − x8 + x7 + x6 − x5 +

x4 + x3 − x2 + x− 1

= −x15(x2 − x− 1)− p((101)4111)(x) = p((101)5111)(x).Luego:
p((101)5111)(x4) = −x15

4 (x2
4 − x4 − 1) > 0

p((101)5111)(x) = −p((101)4111)(x) < 0.Por lo tanto existe x5; x1 < x2 < x3 < x4 < x5 < x tal que p((101)5111)(x5) =

0 y resulta ser que htop((101)5111) = log(x5).Por lo tanto la expresión
p((101)k111)(x) = (−1)kx3k(x2 − x− 1)− p((101)k−1111)(x)vale para k = 2, 3, 4 y 5.Vamos a suponer por indu

ión que la expresión anterior es valida para k = 2, 3, 4, . . . , ny que existe xn; x1 < x2 < . . . < xn < x tal que p((101)n111)(xn) = 0 y es laúni
a solu
ión en [xn−1, x] 
on p((101)n111)(xn−1) · p((101)n111)(x) < 0 y vamos asuponer que

Ak(x)− I =

[

Ak Dk

Ck Bk

]

, k = 1, 2, 3, . . . , ndonde
A1 = x−1 − 1, A2 = x−1 + x−5 − 1, A3 = x−1 + x−5 + x−8 − 1,

A4 = x−1 + x−5 + x−8 + x−11 − 1, A5 = x−1 + x−5 + x−8 + x−11 + x−14 − 1, y engeneral
Ak = x−1 +

k−1∑

i=1

x−(3i+2) − 1, k ≥ 5

D1 = x−4, D2 = x−4 + x−7, D3 = x−4 + x−7 + x−10, D4 = x−4 + x−7 + x−10 +

x−13, D5 = x−4 + x−7 + x−10 + x−13 + x−16 y en general
Dk =

k∑

i=1

x−(3i+1), k ≥ 5

C1 = 0, C2 = x−3 + x−5, C3 = x−3 + x−5 + x−6 + x−8, C4 = x−3 + x−5 + x−6 +

x−8 + x−9 + x−11, C5 = x−3 + x−5 + x−6 + x−8 + x−9 + x−11 + x−12 + x−14 y engeneral Ck = Ck−1 + x−3(k−1) + x−(3(k−1)+2) =
k−1∑

i=1

(x−3i + x−(3i+2)) por lo tanto
Ck =

k−1∑

i=1

x−3i(1 + x−2), k ≥ 5
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B1 = x−2 + x−4 − 1, B2 = B1 + x−5 + x−7 − 1, B3 = B2 + x−8 + x−10 − 1,

B4 = B3 + x−11 + x−13 − 1, B5 = B4 + x−14 + x−16 − 1 y en general
Bk = Bk−1 + x−(3k−1) + x−(3k+1) − 1 = Bk−1 + x−3k(1 + x−2)− 1, por lo tanto

Bk =
k∑

i=1

x−(3i−1)(1 + x−2)− 1, k ≥ 5

Es
ribiendo Ak = ak
11 − 1, Dk = ak

15, Ck = ak
51, Bk = ak

55 − 1, donde los ak
ij sonlos 
oe�
ientes aso
iados a la matriz Ak(x) de�nidos por la roma R = {I1, I5} apartir de la restri

ión del shift a [σ((101)k111), (101)k111] y 
uyo A- grafo para laparti
ión

A = {I1, I2, . . . I3k+2}, donde
[I3k+2I3k−1 . . . I11I8I5 I3kI3(k−1) . . . I3I1I2I4I7 . . . I3k+1] = [σ((101)k111), (101)k111]es

Cuya apli
a
ión del intervalo está de�nida por108



Este es el grá�
o de la restri

ión de σ a [σ((101)k111), (101)k111].Consideramos ahora el 
aso de θk+1 = (101)k+1111Lo primero que debemos ha
er es es
ribir la itera
iones de θk+11) θk+1 = P1 = (101)k+1111 = 1(011)k+1112) P2 = σ(P1) = (011)k+1111 = 0(110)k111113) P3 = σ(P2) = (110)k111(110) = 1(101)k111104) P4 = σ(P3) = (101)k111(101) = 1(011)k111015) P5 = (011)k111(011) = 0(110)k−1111110116) P6 = (110)k−1111(110110) = 1(101)k−1111101107) P7 = (101)k−1111(101101) = 101(101)k−2111(101)2 = 1(011)k−111(101)28) P8 = (011)k−111(101)21 = 0(110)k−2111(110)(110)119) P9 = (110)k−2111(110)3 = 1(101)k−2111(101)210109



10) P10 = (101)k−2111(101)3...
3j) P3j = σ(P3j−1) = (110)k+1−j111(110)j , j = 3, 4, . . . k

3j+1) P3j+1 = σ(P3j) = (101)k+1−j111(101)j

3j+2) P3j+2 = σ(P3j+1) = (011)k+1−j111(011)j...
3k) P3k = σ(P3k−1) = (110)111(110)k

3k+1) P3k+1 = σ(P3k) = (101)111(101)k

3k+2) P3k+2 = σ(P3k+1) = (011)111(011)k

3(k+1)) P3(k+1) = σ(P3k+2) = 111(110)k+1

3(k+1)+1) P3k+4 = σ(P3k+3) = 11(110)k+11 = 111(101)k+1

3(k+1)+2) P3k+5 = σ(P3k+4) = 11(101)k+11 = 111(011)k+1

3(k+1)+3) P3k+6 = σ(P3k+5) = (110)k+1111

Ordenando los puntos P1, P2, . . . , P3k+6 en el intervalo tenemos

Ha
emos ahora el grá�
o que 
orresponde a la restri

ión de σ al intervalo
[σ((101)k+1111), (101)k+1111] 110



Este grá�
o se obtiene juntando linealmente los puntos (Pi, σ(Pi))Consideramos la parti
ión :
A(k+1) = {I3k+5, I3k+2, . . . , I11, I8, I5, I3k+3, I3k, . . . , I6, I3, I1, I2, I4, I7, . . . , I3k+1, I3k+4}

El A- grafo aso
iado a esta apli
a
ión es:111



Observamos que este A- grá�
o es 
omo el A- grá�
o de la restri

ión de σ a
[σ((101)k111), (101)k111] al que hemos agregado las siguientes �e
has

Esto se va a tradu
ir en que
ak+1
11 = ak

11 + x−(3k+2), ak+1
15 = ak

15 + x−(3k+4)

ak+1
51 = ak

51 + x−3k(1 + x−2), ak+1
55 = ak

55 + x−(3k+2)(1 + x−2)Esto es:
Ak+1 = Ak + x−(3k+2), Dk+1 = Dk + x−(3k+4), Ck+1 = Ck + x−3k(1 + x−2),

Bk+1 = Bk + x−(3k+2)(1 + x−2)Aquí hemos denotado:
Ak(x)− I =

[

Ak(x) Dk(x)

Ck(x) Bk(x)

] y Ak+1(x)− I =

[

Ak+1(x) Dk+1(x)

Ck+1(x) Bk+1(x)

]
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Así Ak+1 ·Bk+1 − Ck+1 ·Dk+1 =

(Ak +x−(3k+2)) · (Bk +x−(3k+2)(1+x−2))− (Ck +x−3k(1+x−2))(Dk +x−(3k+4)) =

AkBk +Akx
−(3k+2)(1+x−2)+Bkx

−(3k+2)+x−6k−4(1+x−2)−CkDk−Ckx
−(3k+4)−

Dkx
−3k(1 + x−2) − x−6k−4(1 + x−2) = AkBk − CkDk + Akx

−(3k+2)(1 + x−2) +

Bkx
−3k−2 − Ckx

−3k−4 −Dkx
−3k(1 + x−2)Usando las expresiones

Ak = x−1 +
k−1∑

i=1

x−(3i+2) − 1 Dk =
k∑

i=1

x−(3i+1)

Ck =

k−1∑

i=1

x−3i(1 + x−2) Bk =

k∑

i=1

x−(3i−1)(1 + x−2)− 1Tenemos
x−3k−2(1 + x−2)Ak = x−3k−2(1 + x−2)(x−1 − 1) +

k−1∑

i=1

x−3i−3k−4(1 + x−2)

x−3k−2Bk = (1 + x−2)
k∑

i=1

x−3i−3k−1 − x−3k−2

−x−3k−4Ck = −(1 + x−2)
k−1∑

i=1

x−3i−3k−4

−x−3k(1 + x−2)Dk = −(1 + x−2)
k∑

i=1

x−3i−3k−1Por lo tanto
Ak+1Bk+1 − Ck+1Dk+1 = AkBk − CkDk + x−3k−2(x−1 − 1 + x−3 − x−2)− x−3k−2

= AkBk − CkDk − 2x−3k−2 + x−3k−3 − x−3k−4 + x−3k−5Formando (−1)3k+5−2x3k+5 det(Ak+1(x) − I) que es el polinomio 
ara
terísti
o dela matriz aso
iada al grá�
o de σ|[σ((101)k+1111), (101)k+1111] tenemos
(−1)3k+3x3k+5(AkBk − CkDk + x−3k−3 − 2x−3k−2 + x−3k−5 − x−3k−4)

= (−1)3k+1(x3k+5(AkBk − CkDk) + x2 − 2x3 + 1− x)
= (−1)3k+1(x3x3k+2(AkBk − CkDk)− 2x3 + x2 − x+ 1)Como

p((101)k111)(x) = (−1)3k+2−2x3k+2−2 det(Ak − I) = (−1)3kx3k+2(AkBk − CkDk)Tenemos x3k+2(AkBk − CkDk) = (−1)3kp((101)k111)(x), y luego
p((101)k+1111)(x) = (−1)3k+1[x3(−1)3kp((101)k111)(x)− 2x3 + x2 − x+ 1]

= −x3p((101)k111)(x) + (−1)3k+1(−2x3 + x2 − x+ 1)113



Usando la hipótesis de indu

ión sobre p((101)k111)(x), a saber
p((101)k111)(x) = (−1)kx3kp(101)(x)− p((101)k−1111)(x), tenemos

p((101)k+1111)(x) =

= −x3((−1)kx3kp(101)(x)− p((101)k−1111)(x)) + (−1)3k+1(−2x3 + x2 − x+ 1)

= (−1)k+1x3k+3p(101)(x) + x3p((101)k−1111)(x) + +(−1)3k2x3+

(−1)k+1(x2 − x+ 1)

= (−1)k+1x3(k+1)p(101)(x) + x3((−1)k−1x3(k−1)p(101)(x)− p((101)k−2111)(x))+

+ (−1)k2x3 + (−1)k+1(x2 − x+ 1)

= (−1)k+1x3(k+1)p(101)(x) + (−1)k+1x3k)p(101)(x)− x3p((101)k−2111)(x)+

+ (−1)k2x3 + (−1)k+1(x2 − x+ 1)

= (−1)k+1(x3(k+1) + x3k)p(101)(x) + (−1)3x3p((101)k−2111)(x)+

+ (−1)k+1(−2x3 + x2 − x+ 1)

= (−1)k+1(x3(k+1) + x3k)p(101)(x) + (−1)3x3((−1)k−2x3(k−2)p(101)(x)

− p((101)k−3111)(x)) + (−1)k+1(−2x3 + x2 − x+ 1)

= (−1)k+1(x3(k+1) + x3k)p(101)(x) + (−1)k+1x3(k−1)p(101)(x)+

+ (−1)4x3p((101)k−3111)(x) + (−1)k+1(−2x3 + x2 − x+ 1)

= (−1)k+1(x3(k+1) + x3k + x3(k+1))p(101)(x) + (−1)4x3p((101)k−3111)(x)+

+ (−1)k+1(−2x3 + x2 − x+ 1) 114



Su
esivamente
= (−1)k+1(x3(k+1) + x3k + x3(k+1) + . . .+ x3·4 + x3·3)p(101)(x)+

+ (−1)kx3p(101111)(x) + (−1)k+1(−2x3 + x2 − x+ 1)

= (−1)k+1p(101)(x) ·
k+1∑

i=3

x3i + (−1)kx3(−x5 + x4 + x3 − x2 + x− 1)+

+ (−1)k+1(−2x3 + x2 − x+ 1)

= (−1)k+1p(101)(x) ·
k+1∑

i=3

x3i + (−1)k+1x3·2(x2 − x− 1) + (−1)k+1x5 + (−1)kx4+

+ (−1)k+1x3 + (−1)k+22x3 + (−1)k+1(x2 − x+ 1)

= (−1)k+1p(101)(x) ·
k+1∑

i=2

x3i + (−1)k+1x3(x2 − x− 1) + (−1)k+1(x2 − x+ 1)

= (−1)k+1p(101)(x) ·
k+1∑

i=1

x3i + (−1)k+1(x2 − x+ 1)

= (−1)k+1x3(k+1)p(101)(x)+(−1)k+1(x2−x−1)·
k+1∑

i=1

x3i+(−1)k+1(x2−x+1) (3.1)
Así hemos llegado a que

p((101)k+1111)(x) =

= (−1)k+1x3(k+1)p(101)(x) + (−1)k+1(x2 − x− 1) ·
k+1∑

i=1

x3i + (−1)k+1(x2 − x+ 1)Cal
ulamos el desarrollo polinomial de p((101)k111)

p((101)k111) =

= (−1)kx3kp(101)(x)− p((101)k−1111)(x)

= (−1)kx3kp(101)(x)− ((−1)k−1x3(k−1)p(101)(x)− p((101)k−2111)(x))

= (−1)kx3kp(101)(x) + (−1)kx3(k−1)p(101)(x) + p((101)k−2111)(x)

= (−1)kp(101)(x)(x3k + x3(k−1)) + p((101)k−2111)(x)

= (−1)kp(101)(x)(x3k + x3(k−1)) + (−1)k−2x3(k−2)p(101) + (−1)3p((101)k−3111)(x)

= (−1)kp(101)(x)(x3k + x3(k−1) + x3(k−2)) + (−1)3p((101)k−3111)(x)115



Su
esivamente
= (−1)kp(101)(x)(x3k + x3(k−1) + . . .+ x3·2) + (−1)k−1p(101111)(x)

= (−1)kp(101)(x)(x3k + x3(k−1) + . . .+ x3·2) + (−1)k−1(−x5 + x4 + x3 − x2 + x− 1)

= (−1)kp(101)(x)(x3k + x3(k−1) + . . .+ x3·2) + (−1)kx3(x2 − x− 1)

+ (−1)k−1(−x2 + x− 1)

= (−1)kp(101)(x)(x3k + x3(k−1) + . . .+ x3·2 + x3) + (−1)k−1(−1)(x2 − x+ 1)

= (−1)kp(101)(x)
k∑

i=1

x3i + (−1)k(x2 − x+ 1)

Por lo tanto
−p((101)k111)(x) = (−1)kp(101)(x)

k∑

i=1

x3i + (−1)k(x2 − x+ 1) (3.2)
Reemplazando (3.2) en (3.1) tenemos:

p((101)k+1111)(x) = (−1)k+1x3(k+1)p(101)(x)− p((101)k111)(x)
omo queríamos probar. Ahora
p((101)n+1111)(x) = −p((101)n111)(x) y
p((101)n+1111)(xn) = (−1)n+1x

3(n+1)
n · p(101)(xn)

(−1)np((101)n+1111)(x) = (−1)n+1p((101)n111)(x) = (−1)n−1p((101)n111)(x) < 0

(−1)np((101)n+1111)(xn) = (−1)2n+1x3(n+1)p(101)(xn) = −x3(n+1)
n p(101)(xn)y 
omo p(101)(xn) < 0 enton
es (−1)np((101)n+1111)(xn) > 0Por lo tanto p((101)n+1111)(x) y p((101)n+1111)(xn) tienen distinto signo.Así existe xn+1; x1 < x2 < . . . < xn < xn+1 < x tal que p((101)n+1111)(xn+1) = 0Vamos ahora a probar que

ĺım
n→∞

xn = x (3.3)Supongamos que (3.3) es 
ierto, 
omo htop((101)n111) = log xn tenemos
htop((101)n111)→ htop(101) = log x. Esto es htop es 
ontinua en θ = 101. En efe
to:ya sabemos que htop es 
re
iente; htop(θ) = htop(101) para 
ada θ ∈ [101, 100]. Si
ξn < 101 es 
ualquier su
esión tal que ξn → θ = 101 enton
es para 
ada n existe116



m(n) ∈ N tal que (101)m(n)111 ≤ ξn < (101)m(n)+1111 y m(n)→∞ si n→∞ porlo tanto
htop((101)m(n)111) ≤ htop(ξn) < htop((101)m(n)+1111)Así

ĺım
n→∞

htop(ξn) = htop(101)Por lo tanto htop es 
ontinua en θ = 101Vamos ahora a probar 3.3 ( ĺım
n→∞

xn = x)

p((101)k+1111)(x) = (−1)k+1x3(k+1)p(101)(x)− p((101)k111)(x)

= (−1)k+1x3(k+1)p(101)(x)− [(−1)kx3kp(101)(x)− p((101)k−1111)(x)]

= (−1)k+1x3(k+1)p(101)(x) + (−1)k+1x3kp(101)(x) + (−1)2p((101)k−1111)(x)

= (−1)k+1p(101)(x)(x3(k+1) + x3k) + (−1)2p((101)k−1111)(x)]

= (−1)k+1p(101)(x)(x3(k+1) + x3k)+

+ (−1)2[(−1)k−1x3(k−1)p(101)(x)− p((101)k−2111)(x)]

= (−1)k+1p(101)(x)(x3(k+1) + x3k + x3(k−1)) + (−1)3p((101)k−2111)(x)

= (−1)k+1p(101)(x)(x3(k+1) + x3k + . . .+ x3·2) + (−1)kp(101111)(x)

= (−1)k+1p(101)(x)(x3(k+1) + . . .+ x3·2) + (−1)k[−x5 + x4 + x3 − x2 + x− 1]

= (−1)k+1p(101)(x)(x3(k+1) + . . .+ x3·2) + (−1)kx3(−x2 + x+ 1)+

+ (−1)k(−x2 + x− 1)

= (−1)k+1p(101)(x)(x3(k+1) + . . .+ x3·2) + (−1)k+1x3(x2 − x− 1)+

+ (−1)k(−x2 + x− 1)

= (−1)k+1p(101)(x)

[
k+1∑

i=1

x3i

]

+ (−1)k(−x2 + x− 1)

= (−1)k+1p(101)(x) · x3

[
k∑

i=0

x3i

]

+ (−1)k(−x2 + x− 1)Como p((101)k+1111)(xk+1) = 0 se tiene
(−1)k+1p(101)(xk+1) · x3

k+1

[
k∑

i=0

x3i
k+1

]

= (−1)k+1(−x2
k+1 + xk+1 − 1)O sea

p(101)(xk+1) · x3
k+1 ·

x
3(k+1)
k+1 − 1

x3
k+1 − 1

= −x2
k+1 + xk+1 − 1
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p(101)(xk+1) · x3
k+1(x

3(k+1)
k+1 − 1) = (x3

k+1 − 1) · (−x2
k+1 + xk+1 − 1)Dividiendo por x3

k+1

p(101)(xk+1) · (x3(k+1)
k+1 − 1) =

(

1− 1

x3
k+1

)

· (−x2
k+1 + xk+1 − 1)

Dividiendo por x3(k+1)
k+1 tenemos

p(101)(xk+1) ·
(

1− 1

x
3(k+1)
k+1

)

=
1

x
3(k+1)
k+1

·
(

1− 1

x3
k+1

)

· (−x2
k+1 + xk+1 − 1)

Ya que 1 < x1 < x2 < . . . < xk+1 < x se tiene que
ĺım

k→∞
x

3(k+1)
k+1 =∞Por lo tanto

ĺım
k→∞

p(101)(xk+1) = 0La sola forma que esto o
urra es ĺım
k→∞

xk+1 = x.Podemos reinterpretar estos 
ál
ulos �dinami
os� desde el punto de vista del álgebralineal de la siguiente forma:Consideremos la su
esión de matri
es 
uadradas
M5 = M3·1+2 =











1 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1

0 1 0 1 0











5×5

M8 = M3·2+2 =


















1 1 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 1 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0

0 1 0 1 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 1

1 0 1 0 0 0 0 0


















8×8118



M11 = M3·3+2 =

























1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

0 1 0 1 0 0 1 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0

1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

























11×11Y en general para k ≥ 3

M3·(k+1)+2 =

[

M3k+2 A3k+2

C3k+2 B3×3

]

donde
B3×3 =






0 1 0

1 0 1

0 0 0






A3k+2 =





















0 0 0

1 0 0

0 0 0

0 0 0

0 1 0

0 0 0

0 0 0...
0 0 0





















(3k+2)×3

C3k+2 =






0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0

0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0

0 0 0 0 0 1 0 0 . . . 0






3×(3k+2)Si pk(x) = det(M3k+2 − xI) enton
es se 
umple que
pk+1(x) = (−1)k+1x3(k+1)(x2 − x− 1)− pk(x)119



y la su
esión de radios espe
trales rk de M3k+2 satisfa
en 1 < r1 < r2 < r3 < . . . <

rk < r donde r es la raíz 1 < r < 2 de x2 − x− 1 = 0. Además ĺım
k→∞

rk = rEstos 
al
ulos sirven para probar el siguiente resultadoProposi
ión 8. La apli
a
ión htop(θ) = htop(σ|Σ[σ(θ), θ]) es 
ontinua en θ = 101Demostra
ión. Ya vimos que htop(100) = htop(101) así que para 
ada θ, 101 ≤ θ ≤
100 se 
umple

htop(101) ≤ htop(θ) ≤ htop(100)Como htop(101) = htop(100) tenemos que htop(θ) = htop(101). Así que para todasu
esión (ξn) ⊂ Σ1 tal que ξn+1 < ξn y ĺım
n→∞

ξn = 101 se 
umple que htop(ξn) =

htop(101) toda vez que 101 < ξn ≤ 100.Si (ξn) ⊂ Σ1 es una su
esión tal que ξn < ξn+1 y ĺım
n→∞

ξn = 101 enton
es, para ngrande 
onsideramos k(n) tal que (101)k(n)111 ≤ ξn ≤ (101)k(n)+1111.De aquí
htop((101)k(n)111) ≤ htop(ξn) ≤ htop((101)k(n)+1111)y
ĺım

n→∞
ξn = ĺım

n→∞
(101)k(n)111 = ĺım

m→∞
(101)m111 = 101Con
luímos enton
es que htop(θ) es 
ontinua en θ = 101

3.4. Continuidad de htop(θ) en θk = Hk
11,10 (101), k =

1, 2, . . .Para a = 11, b = 10 denotamos Σa,b = {θ : N0 → {a, b}} el 
onjunto de su
esiones
θ : N0 → {a, b}. En Σa,b 
onsideramos la métri
a d : Σa,b × Σa,b → [0, ∞[ de�nidapor

d(θ, ξ) =

∞∑

i=0

1

2i+1
δ(θi, ξi); δ(θi, ξi) =

{

0 θi = ξi

1 θi 6= ξiSea σa,b : Σa,b → Σa,b la apli
a
ión de shift. Sea Ha,b : Σ2 → Σa,b la apli
a
iónde renormaliza
ión: Ha,b(θ0, θ1, θ2, . . .) = (θ̃0, θ̃1, θ̃2, . . .) donde θ̃i = a si θi = 0 y
θ̃i = b si θi = 1.Es fa
il veri�
ar que H11,10 es un homeomor�smo de Σ2 en Σa,b. De he
ho, si d2 esla métri
a en Σ2 y da,b es la métri
a en Σa,b se tiene d2(θ, ξ) = da,b(Ha,b(θ), Ha,b(ξ)).Esto es H11,10 es una isometría de (Σ2, d2) en (Σa,b, da,b).120



Lema 13. Ha,b ◦ σ = σa,b ◦Ha,bDemostra
ión. Ha,b ◦ σ(θ0, θ1, θ2, . . .) = Ha,b(θ1, θ2, θ3, . . .) = (θ̃1, θ̃2, θ̃3, . . .)

σa,b ◦Ha,b(θ0, θ1, θ2, . . .) = σa,b(θ̃0, θ̃1, θ̃2, . . .) = (θ̃1, θ̃2, θ̃3, . . .).Luego Ha,b ◦ σ(θ) = σa,b ◦Ha,b(θ), para todo θ ∈ Σ2Sea ahora θ ∈ Σ1 una su
esión maximal tal que 101 ≤ θ ≤ 10 y sea htop(θ) =

htop(σ|Σ[σ(θ),θ]) la entropía topológi
a de σ|Σ[σ(θ),θ].Sea Γθ = H11,10(Σ[σ(θ), θ]). Es 
laro que htop(σa,b|Γθ
) = htop(σ|Σ[σ(θ),θ]) = htop(θ).Consideremos Λθ = Γθ ∪ σ(Γθ) ⊂ Σ2. Es 
laro que Γθ ∩ σ(Γθ) = ∅ y que Λθ es

σ−invariante, además σ(σ(Γθ)) ⊂ Γθ.Asimismo; si θ̃ = H11,10(θ) enton
es Σ[σ(θ̃), θ̃] = Λθ y enton
es
htop(θ̃) = htop(σ|Σ[σ(θ̃),θ̃]) = htop(σ|Λθ

) (3.4)Notamos, también, que σ11,10|Γθ
a
túa 
omo σ2|Γθ

. Esto di
e que htop(σ11,10|Γθ
) =

htop(σ
2|Γθ

), 
omoH11,10(Σ[σ(θ), θ]) = Γθ enton
es htop(σ11,10|Γθ
) = htop(σ|Σ[σ(θ),θ]) =

htop(θ). Por lo tanto
htop(σ

2|Γθ
) = htop(θ) (3.5)Observamos que Γθ y σ(Γθ) son σ2−invariantes y luego se 
umple que htop(σ

2|Λθ
) =

máx{htop(σ
2|Γθ

), htop(σ
2|σ(Γθ))}. Como también σ|Γθ

: Γθ → σ(Γθ) es un homeomor-�smo entre Γθ y σ(Γθ) que 
onjuga a σ2|Γθ

on σ2|σ(Γθ) vemos que htop(σ

2|Γθ
) =

htop(σ
2|σ(Γθ)) y en 
onse
uen
ia

htop(σ
2|Λθ

) = htop(σ
2|Γθ

) (3.6)De (3.5) y (3.6) 
on
luímos que
htop(σ

2|Λθ
) = htop(θ) (3.7)Por otro lado Λθ es σ−invariante enton
es

htop(σ
2|Λθ

) = 2htop(σ|Λθ
) (3.8)de (3.7) y (3.8) tenemos

2htop(σ|Λθ
) = htop(θ) (3.9)Usando (3.9) y (3.4) 2htop(θ̃) = htop(θ). Por lo tanto 
on
luímos que htop(θ̃) =

1
2htop(θ).Esto es, hemos probado la siguiente proposi
ión121



Proposi
ión 9. Sea 101 ≤ θ ≤ 10 una su
esión maximal y htop(θ) = htop(σ|Σ[σ(θ),θ]).Sea θ̃ = H11,10(θ) ∈ [101110, 101] su imagen por el operador de renormaliza
ión. Se
umple que
htop(θ̃) =

1

2
htop(θ)donde htop(θ̃) = htop(σ|Σ[σ(θ̃,θ̃]).Usando el resultado anterior y el resultado de la 
ontinuidad de htop(θ) para

θ = 101 es posible 
on
luir la 
ontinuidad de htop(θk) para θk = Hk
11,10(101).Aquí θ1 = H11,10(101) = 101110; θ2 = H2

11,10(101) = H11,10(101110) = 101110101011;

θ3 = H3
11,10(101) = 101110101011101110111010;

θ4 = H4
11,10(101) = 101110101011101110111010101110101011101010111011; . . .
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Apéndi
e A
Matri
es Positivas

Desarrollaremos la parte del libro de Laura Martignon (es
rito por o
asión del
16◦ Coloquio Brasileiro de Matemáti
a) que desarrolla la parte de la Teoría dePerron Frobenius ne
esaria para 
omprender el trabajo de Blo
k-Gu
kenheimer-Misiurewi
z-Young, Periodi
 points and topologi
al entropy of one dimensional mapspubli
ado en Le
ture Notes in Mathemati
s N◦ 819 y que expli
a elalgoritmo 
on el
ual 
al
ulamos la entropía de subshifts de tipo �nito.Lo que deseamos estable
er es lo siguiente: Sea f : I → R una apli
a
ión 
ontinua.Diremos que el intervalo I f -
ubre el intervalo J ⊂ R si existe intervalo K ⊂ I talque f(K) = J .Diremos que I f -
ubre J n-ve
es si existen subintervalos K1,K2, . . . ,Kn en I
on int(Ki) ∩ int(Kj) = ∅, si i 6= j tales que f(Ki) = J , i = 1, . . . , n.
De�ni
ión 21. Un A-grafo de f es un grafo orientado 
on vérti
es I1, I2, . . . , Is talque si Ii f -
ubre Ij n pero no (n+ 1)-ve
es, enton
es hay n pero no (n+ 1) �e
hasde Ii a Ij .

Ejemplo. Consideremos f : I → I 
omo en la �gura. En este 
aso el A-grafo es:
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I1 I2 I3

I1

I2I3

En este ejemplo, denotamos por A = {I1, I2, I3} la parti
ión de I y G = G(A) elrespe
tivo grá�
o.En general, podemos aso
iar el A-grafo G una matriz M = (mij) de orden s× sdonde mij = número de �e
has desde Ii a Ij . Es 
laro que M es una matriz nonegativa (i.e. mij ≥ 0 y mij ∈ N0). El logaritmo del radio espe
tral de M (o sea, ellogaritmo del mayor autovalor de M) se llama la entropía de G y se denota h(G).Para f : I → R se denota por h(f) a la entropía aso
iada a la restri

ión de f al
onjunto ∞⋂

n=0

f−n(I) = Λf .Lema 14. Si G es un A-grafo de f , enton
es h(G) ≤ h(f)Pregunta ¾Por qué no o
urre que el mayor autovalor de M es 
ero? Hay 
asosen que es así.Ejemplo. I1 ← I2 A-grafo de f .
f

M =

(

0 0

1 0

)

⇒ det(M − λI) =

∣
∣
∣
∣
∣

−λ 0

1 −λ

∣
∣
∣
∣
∣
= λ2

λ2 = 0⇔ λ = 0Por lo tanto el úni
o autovalor es λ = 0 y h(G) = −∞. Obviamente −∞ ≤ h(f).Bus
amos enton
es, en
ontrar 
ondi
iones sobre la matriz M de tal manera degarantizar que el mayor autovalor de M sea λ > 1 para, en ese 
aso, tener 0 <

log λ ≤ h(f).Por eso hemos llegado al libro de Laura Martignon que estudia lo que se 
ono
e
omo la �Teoría de Perron-Frobenius�. En estas notas veremos la parte del libroque nos interesa y que se re�ere (someramente) al siguiente tipo de resultados �El124



radio espe
tral de una matriz positiva es autovalor de ella 
on un autove
tor positivoaso
iado� y �Si la matriz es irredu
tible su radio espe
tral es una raíz simple delpolinomio 
ara
terísti
o aso
iado 
on un autovalor estri
tamente positivo�.El libro de álgebra lineal de Kenneth Ho�man y Ray Kunze 
ontiene las demos-tra
iones de la mayor parte de las a�rma
iones, de álgebra lineal, que aquí enun
ia-mos y no probamos( y que apare
en en el libro de Laura).
1. Elementos previosEn Rn se de�ne el siguiente orden par
ial

x ≥ y ⇔ (xi − yi) ≥ 0para 
ada i = 1, . . . , n. Aquí x = (x1, x2, . . . , xn), y = (y1, y2, . . . , yn).A�rma
ión 13. Es un orden par
ial en R
n.En efe
to,a) Re�eja: x ≥ x, ∀x ∈ Rn, pues xi − xi ≥ 0, ∀ i = 1, . . . , n.b) Antisimétri
o: si x ≥ y ∧ y ≥ x, enton
es x = y.

1) x ≥ y ⇔ xi − yi ≥ 0, i = 1, . . . , n y 2) y ≥ x⇔ yi − xi ≥ 0, , i = 1, . . . , nDe 1) y 2) se tiene que xi − yi = 0, i = 1, . . . , n y luego x = y.
) Transitivo: si x ≥ y, y ≥ z, enton
es x ≥ z.
x ≥ y ⇔ (xi − yi) ≥ 0, i = 1, . . . , n

y ≥ z ⇔ (yi − zi) ≥ 0, i = 1, . . . , nSumando ambas expresiones
(xi − yi) + (yi − zi) ≥ 0, i = 1, . . . , n

∴ (xi − zi) ≥ 0, i = 1, . . . , n⇔ x ≥ z.El 
onjunto de ve
tores positivos en este orden es Rn
+ = {x ∈ Rn;x ≥ 0} =

{x ∈ Rn : xi ≥ 0, i = 1, . . . , n}. 125



a) Si x, y ∈ R
n
+, enton
es (x+ y) ∈ R

n
+ (invariante bajo suma)b) Si λ ∈ R+ y x ∈ R

n
+, enton
es λx ∈ R

n
+.Por lo tanto Rn

+ es un 
ono.Ejemplo. Para n = 2

A1

A2 A3

R2
+ R

2
+ =

{
(x, y) ∈ R

2;x ≥ 0, y ≥ 0
}

(x, y) ∈ A1 ⇔ x ≤ 0, y ≥ 0

(x, y) ∈ A2 ⇔ x ≤ 0, y ≤ 0

(x, y) ∈ A3 ⇔ x ≥ 0, y ≤ 0

Notamos que este orden no es total. Por ejemplo, no es posible 
omparar (−2, 1)
on (1, 1
2 ), 1−(−2) = 3 ≥ 0 y 1

2−1 ≤ 0, por lo tanto no es 
ierto que (1, 1
2 ) ≥ (−2, 1).Como : −2− 1 ≤ 0 y 1− 1

2 ≥ 0, enton
es no es 
ierto que (−2, 1) ≥ (1, 1
2 ).Observa
ión 7. El límite de una su
esión de ve
tores positivos en R

n
+ es un ve
torde R

n
+, por lo tanto R

n
+ es 
errado. Es
ribimos x > 0 si x es positivo no nulo y

x≫ 0 si 
ada 
omponente de x es mayor que 
ero.Para dos números reales x, y se de�ne x ∧ y = mı́n {x, y}. Para x, y ∈ Rn sede�ne el ín�mo de x e y por
x ∧ y = (x1 ∧ y1, x2 ∧ y2, . . . , xn ∧ yn).Para x, y números reales se de�ne x ∨ y = máx {x, y}. Para x, y ∈ R

n se de�ne elsupremo de x e y por x∨ y = (x1∨ y1, x2∨ y2, . . . , xn∨ yn). Para x ∈ Rn, x+ = x∨ 0y x− = (−x) ∨ 0.Si para x ∈ Rn denotamos |x| = (|x1|, |x2|, . . . , |xn|), enton
es: a) x = x+ − x−y b) |x| = x+ + x−.Consideramos Cn = Rn + iRn = {(x1 + iy1, x2 + iy2, . . . , xn + iyn)} (la 
omplexi-�
a
ión de Rn); y allí podemos, de igual manera, de�nir y ≥ x ⇔ (y − x) tiene
omponentes no negativos. Se es
ribe x > 0 si x es positivo y no nulo y x ≫ 0 sitodas sus 
omponentes son estri
tamente positivos.126



Observa
ión 8. Para x = a+ ib ∈ C, |x| = √a2 + b2.De�ni
ión 22. Un ideal de Cn es un subespa
io J que satisfa
e lo siguiente: si
x ∈ J , y ∈ Cn, 
umplen |y| ≤ |x|, enton
es y ∈ J .Observa
ión 9. Como J debe ser subespa
io, enton
es si o
urre que hay x ∈ J talque |x| = (|x1|, . . . , |xn|) satisfa
e xi 6= 0, i = 1, . . . , n, enton
es
yi = (x1, x2, . . . , xi−1, 0, xi+1, . . . , xn) ∈ J pues |y| ≤ |x|, así que debe ser J = C

npues y1, y2, . . . , yn ∈ J . Por lo tanto, si J 6= C
n, existe sub
onjunto no va
io H ⊂

{1, . . . , n} tal que
J = {(x1, x2, . . . , xn) ∈ C

n;xi = 0 para i ∈ H} .Ejemplos:a.- En R2 hay sólo 
uatro ideales. A saber: Jx = {(x, 0);x ∈ R}; Jy = {(0, y); y ∈
R}; J0 = {(0, 0)} y R

2.b.- En R3 hay o
ho ideales. A saber: Jx = {(x, 0, 0);x ∈ R}; Jx,y = {(x, y, 0);x, y ∈
R}; Jx,z = {(x, 0, z);x, z ∈ R}; Jy = {(0, y, 0); y ∈ R}; Jy,z = {(0, y, z); y, z ∈
R}; Jz = {(0, 0, z); z ∈ R}; J0 = {(0, 0, 0)} y R3.

2. Norma de matri
esEn Cn, tenemos las normas
a) ‖x‖p =

(
n∑

i=1

|xi|p
) 1

p si 1 ≤ p <∞.b) ‖x‖∞ = máx {|xi|; 1 ≤ i ≤ n} la norma del máximo.Lema 15. |x| ≤ |y| impli
a ‖x‖p ≤ ‖y‖pDemostra
ión.
|x| ≤ |y| ⇒ |xi| ≤ |yi| ⇒

(
n∑

i=1

|xi|p
) 1

p

≤
(

n∑

i=1

|yi|p
) 1

p

Cada norma en Cn indu
e una norma en L (Cn) = {A : Cn → Cn;A es lineal} por
‖A‖ = sup {‖Ax‖ ; ‖x‖ ≤ 1}. 127



Observa
iones1) Como (Cn, ‖·‖) es 
ompleto, enton
es (L (Cn), ‖·‖) también lo es.2) Se 
umple que ‖A ◦B‖ ≤ ‖A‖ · ‖B‖.3) ‖I‖ = 1 donde I : Cn → Cn es la identidad I(x) = x.
3. Teoría espe
tralSeaA : Cn → Cm una transforma
ión lineal. Considerando una base {v1, v2, . . . , vn}en Cn y una base {w1, w2, . . . , wm} de Cm.El ve
torA(vi) resulta ser una 
ombina
ión lineal de los ve
tores {w1, w2, . . . , wm},o sea,

A(vj) =
m∑

i=1

aijwi, j = 1, . . . , npor lo tanto, en las bases {v1, v2, . . . , vn} y {w1, w2, . . . , wm}, la transforma
ión lineal
A tiene aso
iada la matriz m× n: (aij)

m n
i=1,j=1. Manteniendo las bases de Cn y Cm�jos podemos aso
iar a A ∈ L (Cn) la matriz (aij) ∈ Mm×n(C) y la apli
a
ión

A→ (aij) es un isomor�smo de espa
ios ve
toriales.Observa
ión 10. En lo que sigue, toda vez que 
onsideremos una matriz (aij),vamos a pensar que representa una transforma
ión lineal A : Cn → Cm que hemosrepresentado en las bases 
anóni
as {e1, e2, . . . , en}, {e1, e2, . . . , em}. La matriz (aij)será denotada A al igual que la transforma
ión lineal A : Cn → Cm.De�ni
ión 23. λ ∈ C se di
e autovalor de A : Cn → Cm si existe x ∈ Cn, x 6= 0tal que A(x) = λx. En este 
aso x se llama el autove
tor aso
iado al autovalor λ.Observa
ión 11. Si λ ∈ C es autovalor de A, enton
es ∃x ∈ C
n, x 6= 0 tal que

(A− λI)(x) = 0 ∴ A− λI : C
n → C

nno es inye
tiva.De�ni
ión 24. El determinante ∆(λ) = det(A − λI) es llamada el polinomio 
a-ra
terísti
o de A. Se 
umple que si
∆(λ) = α0 + α1λ+ · · ·+ αnλ

n,enton
es
∆(A) = α0 + α1A+ · · ·+ αnA

n = 0es la apli
a
ión nula (resultado 
ono
ido 
omo Teorema de Cayley-Hamilton).128



Si αn 6= 0, ∆(λ) = αn

(
α0

αn
+
α1

αn
λ+ · · ·+ αn−1

αn
λn−1 + λn

).Si ∆(λ0) = 0 y g(λ) =
α0

αn
+
α1

αn
λ+ · · ·+ αn−1

αn
λn−1 + λn, enton
es g(λ0) = 0 y

g(λ) es un polinomio móni
o. Por lo tanto ∆(A) = 0 impli
a g(A) = 0.De�ni
ión 25. El polinomio móni
o de menor grado que anula a A, se llama poli-nomio minimal de A y se denota m(λ).
Observa
iones1) Como ∆(A) = 0, m(A) = 0 y m(λ) es de menor grado, enton
es m(λ) divide a

∆(λ).2) El 
onjunto de autovalores de A 
oin
ide 
on las raí
es del polinomio 
ara
terís-ti
o de A y se 
ono
e 
omo el espe
tro de A. Se denota
σ(A) = {λ ∈ C;λ es autovalor de A} .3) tanto la matriz A = (aij) 
uanto su transpuesta At = (aji) tienen los mismosautovalores.De�ni
ión 26. El radio espe
tral de A es r(A) = máx {|λ|;λ ∈ σ(A)}. El 
onjunto

(C \ σ(A)) = ρ(A) se 
ono
e 
omo el resolvente de A. Si λ ∈ ρ(A), enton
es latransforma
ión A−λI (o λI −A) es invertible y denotamos R(λ) = (λI −A)−1 quese llama la resolvente de A en λ.Dado λ ∈ σ(A) el subespa
io {x ∈ C
n;Ax = λx} se llama el autoespa
io de Aaso
iado al autovalor λ.La dimensión del autoespa
io de A aso
iado al autovalor λ, es llamada la multi-pli
idad genéri
a de λ. Si esta dimensión es 1, diremos que λ es autovalor simple.Observa
iones1.-) λ autovalor de A, tiene una multipli
idad 
omo raíz del polinomio 
ara
terísti
ode A que se 
ono
e 
omo la multipli
idad algebrai
a de λ.2.-) λ autovalor de A, tiene una multipli
idad 
omo raíz del polinomio minimal de Aque se 
ono
e 
omo multipli
idad analíti
a de λ.En el siguiente lema suponemos 1,2 y 3 
ono
idos y probaremos 4.129



Lema 16. 1. Si U es una matriz invertible y B = U−1AU , enton
es σ(A) =

σ(B).2. σ(Ak) =
{
λk;λ ∈ σ(A)

}.3. Si λ ∈ C, satisfa
e |λ| > r(A), enton
es
R(λ) = (λI −A)−1 =

∞∑

n=0

An

λn+1La serie del lado dere
ho, 
onverge para R(λ) en 
ualquier norma ‖·‖.4. r(A) = ĺımn→∞ ‖An‖
1
n .Demostra
ión. En efe
to, si |λ| > r(A), enton
es

k∑

n=0

An

λn+1
→ R(λ),

por lo tanto, la su
esión ( An

λn+1

) es limitada en norma:
∥
∥
∥
∥

An

λn+1

∥
∥
∥
∥
≤ c⇒ ‖An‖ 1

n ≤ c 1
n |λ|1+ 1

n

∴ ĺım sup ‖An‖ 1
n ≤ |λ|.Esto vale para todo |λ| > r(A), por lo tanto ĺım sup ‖An‖ 1

n ≤ r(A). Como (r(A))n =

r(An) ≤ ‖An‖ ⇒ r(A) ≤ ĺım ‖An‖
1
n por lo tanto,

r(A) = ĺım
n→∞

‖An‖ 1
n

4. Comportamiento asintóti
o de poten
ias de ma-tri
esLema 17. Sea A una matriz y r = r(A) su radio espe
tral. Si r = 1 es un polosimple de la resolvente y el úni
o autovalor de A de módulo 1, enton
es A = P +B,donde P = ĺımλ→1(λ − 1)R(λ) es la proye

ión sobre el espa
io �jo de A (i. e. delos ve
tores x tales que A(x) = x). Además PB = BP = 0 y r(B) < 1.130



Demostra
ión. Sea
P = ĺım

λ→1
(λ− 1)R(λ) = ĺım

λ−1
(λR(λ)−R(λ)) =

= ĺım
λ→1

(

I +
A

λ
+
A2

λ2
+ . . .

)

−
(
I

λ
+
A

λ2
+ . . .

)

=

= ĺım
λ→1

(
λ− 1

λ
I +

λ− 1

λ2
A+

λ− 1

λ3
A2 + . . .

)

.

∴ P ·A = ĺım
λ→1

(
λ− 1

λ
A+

λ− 1

λ2
A2 +

λ− 1

λ3
A3 + . . .

)

= ĺım
λ→1

(

(λ− 1)λ
A

λ2
+ (λ− 1)λ

A2

λ3
+ λ(λ− 1)

A3

λ4
+ . . .

)

= ĺım
λ→1

(λ− 1)λ

(
A

λ2
+
A2

λ3
+ . . .

)

= ĺım
λ→1

(λ− 1)λ

(

R(λ)− I

λ

)

= ĺım
λ→1

(λ− 1)R(λ) = P

Análogamente AP = P . De aquí
P · P = ĺım

λ→−1
(λ− 1)R(λ)P = ĺım

λ→−1
(λ− 1)

( ∞∑

k=0

Ak · P
λk+1

)

=

= ĺım
λ−1

(λ− 1)

(
P

λ
+
P

λ2
+
P

λ3
+ · · ·

)

=

= ĺım
λ→1

(

P +
P

λ
+
P

λ2
+
P

λ3
+ · · · −

(
P

λ
+
P

λ2
+
P

λ3
+ . . .

))

=

= ĺım
λ→1

P = Pi. e. P 2 = P .Tenemos además Ax = x⇔ Px = x. En efe
to:Si P (x) = x, AP (x) = P (x)⇒ Ax = x.Si Ax = x, enton
es x es punto �jo de A y 
omo P es la proye

ión en elespa
io �jo de A, enton
es Px = x.Sea B = A − P ; BP = AP − P 2 = P − P = 0; PB = PA − P 2 = P − P = 0

∴ BP = PB = 0.Por demostrar que r(B) < 1. Suponga B(x) = αx 
on |α| ≥ 1.131



αP (x) = P (αx) = P (B(x)) = PB(x) = 0 ∴ P (x) = 0

∴ B(x) = αx⇒ Ax− P (x) = αx⇒ Ax = αx.Como para |α| > 1 no hay x 6= 0 tal que Ax = αx, pues r(A) = 1⇒ x = 0, o seaque, r(B) ≤ 1. Si B(x) = αx 
on |α| = 1. Como P (x) = 0, Ax = αx, por lo tanto si
α es 
omplejo (→←), pues r(A) = 1 es autovalor úni
o de módulo 1.Si B(x) = x: 
omo Px = 0 y Ax = x, enton
es x ∈ al espa
io �jo de A y
Px = 0⇒ x = 0, ∴ r(B) < 1.Lema 18. Sea A una matriz 
ualquiera. Tenemos1. ĺımk→∞Ak = 0⇔ r(A) < 12. ĺımk→∞Ak existe y es no nulo si, y sólo si, λ = 1 es polo simple del resolventey el úni
o autovalor de módulo 1.3. Si r(A) > 1 enton
es no existe ĺımk→∞Ak.Demostra
ión. Demostremos primero la parte 2.Si λ = 1 es polo simple del resolvente y el úni
o autovalor de módulo 1. Pd.
ĺımk→∞Ak exite. El lema anterior asegura que A = P +B, P = ĺımλ→1(λ− 1)R(λ)es la proye

ión sobre el espa
io �jo de A, PB = BP = 0 y r(B) < 1

A ·A = (P +B)(P +B) = P · P + P ·B +B · P +B ·B = P +B2

A3 = (P +B2)(P +B) = P 2 + P ·B +B2 · P +B3 = P +B3y en general Ak = P +Bk.Como ∥∥Bk
∥
∥ ≤ ‖B‖k ≤ (r(B))k, enton
es Bk → 0, k →∞

∴ ĺım
k→∞

Ak = P.Suponemos ahora que la su
esión Ak es 
onvergente y su límite es no nulo.Suponemos α ∈ C es un autovalor de A 
on |α| = 1. Sea x ∈ Cn, x 6= 0 tal que
Ax = αx, enton
es Akx = αkx y resulta ser que (αk)k∈N es 
onvergente.La úni
a manera de que esto su
ede es que α = 1. Como (Ak)k∈N 
onverge,enton
es es a
otada. 132



Si |λ| > 1 se tiene
(λ− 1)R(λ) = (λ− 1)

∞∑

k=0

Ak

λk+1

⇒ ‖(λ− 1)R(λ)‖ ≤ |λ− 1| ·
∞∑

k=0

∥
∥
∥
∥

Ak

λk+1

∥
∥
∥
∥
≤ |λ− 1|

∞∑

k=0

∥
∥Ak

∥
∥

|λ|k+1
=

=
|λ− 1|
|λ| ·

∞∑

k=0

(‖A‖
|λ|

)k

=
|λ− 1|
|λ| e

‖A‖
|λ|

Por lo tanto (λ− 1)R(λ) es limitada ∀ |λ| > 1. Así que λ = 1 es un polo de orden 1de la resolvente.Demostra
ión de la parte 3. Si r(A) > λ > 1, enton
es r(A)

λ
> 1, ‖A‖ =

sup {‖Ax‖ , ‖x‖ ≤ 1}.Si x ∈ C
n es tal que Ax = αx 
on |α| = r(A) y ||x|| ≥ 1, enton
es

∥
∥
∥A
(x

λ

)∥
∥
∥ =

∥
∥
∥
α

λ
x
∥
∥
∥ =

|α|
λ
‖x‖ ≥ |α|

λ
=
r(A)

λ
> 1

∥
∥
∥Ak

(x

λ

)∥
∥
∥ ≥

(
r(A)

λ

)k

→∞

∴ ĺım
k→∞

Ak no existe.Demostra
ión de la parte 1. Si 0 < r(A) < 1, enton
es
ĺım
∥
∥Ak

∥
∥ ≤ ĺım

k→∞
(r(A))k = 0⇒ ĺımAk = 0.Si ĺımk→∞Ak = 0, enton
es no puede ser r(A) ≥ 1, ∴ r(A) < 1.
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Apéndi
e B
Matri
es positivas y el Teorema
de Perron

El matemáti
o alemán Oskar Perron, probó el siguiente resultado:� El radio espe
tral de una matriz positiva, es un autovalor 
on un autove
torpositivo aso
iado. �Esta se

ión se dedi
a a la demostra
ión de este resultado y al análisis del espe
trode una matriz positiva.
1. PositividadDe�ni
ión 27. Sea A : Cn → Cn una transforma
ión lineal. Diremos que A es unatransforma
ión lineal positiva, y es
ribimos A ≥ 0, si para todo x ∈ Cn tal que
x ≥ 0, vale Ax ≥ 0.
Observa
iones1) Si Rn

+ = {x ∈ Cn;x ≥ 0}, enton
es si A es positiva. Vale A(Rn
+) ⊆ Rn

+. O sea,deja invariante el 
ono positivo.2) Si (aij) es la matriz de una TL positivaA : Cn → Cn en la base 
anóni
a, enton
es
aij ≥ 0. En efe
to, 135



ej = (0, 0, . . . , 1, 0, . . . , 0) ≥ 0 y Aej = (a1j , a2j , . . . , anj) ≥ 0

aij ≥ 0 i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , n3) Si aij ≥ 0 y (aij) es la matriz de la TL A : C
n → C

n en la base 
anóni
a, enton
es
A es positiva.4) Si (aij) es la matriz de A denotamos por |A| la matriz (|aij |). Obvio que la TLque representa la matriz |A|, en la base 
anóni
a, es positiva.De�ni
ión 28. Una matriz A = (aij) es positiva si aij ≥ 0 ∀ i, j.

Observa
iones5) Sea A = (aij) una matriz positiva, enton
es para 
ada x ∈ Cn, vale |Ax| ≤ A|x|.Esto se dedu
e del he
ho que |x| = (|x1|, . . . |xn|) y la desigualdad triangular. Enefe
to,
Ax =





n∑

j=1

a1jxj ,
n∑

j=1

a2jxj , . . . ,
n∑

j=1

anjxj





enton
es
|Ax| =





∣
∣
∣
∣
∣
∣

n∑

j=1

a1jxj

∣
∣
∣
∣
∣
∣

,

∣
∣
∣
∣
∣
∣

n∑

j=1

a2jxj

∣
∣
∣
∣
∣
∣

, . . . ,

∣
∣
∣
∣
∣
∣

n∑

j=1

anjxj

∣
∣
∣
∣
∣
∣



 ≤

≤





n∑

j=1

|a1jxj |,
n∑

j=1

|a2jxj |, . . . ,
n∑

j=1

|anjxj |



 ≤

≤





n∑

j=1

a1j |xj |,
n∑

j=1

a2j |xj |, . . . ,
n∑

j=1

anj |xj |



 = A|x|

6) Para matri
es A, B y es
alar λ ≥ 0, se tienea) Si A ≥ 0, B ≥ 0, enton
es (A+B) ≥ 0b) Si A ≥ 0 y λ > 0, enton
es λA ≥ 0136



7) Si (ai)n∈N son matri
es positivas y A = ĺımn→∞An, enton
es A ≥ 0. Esto sededu
e del he
ho de que si an ≥ 0, n ∈ N y a = ĺımn→∞ an, enton
es a ≥ 0. Osea el 
onjunto de matri
es positivas es 
errado.8) Si A ≥ 0 y B ≥ 0, enton
es A ·B ≥ 0. Esto es 
laro y 
on
luimos que el 
onjuntode matri
es positivas es 
errado para la multipli
a
ión.Proposi
ión 10. Sea A una matriz positiva y λ un número real tal que λ > r(A),enton
es
R(λ) = (λI −A)−1es una matriz positiva.Demostra
ión. Sabemos que R(λ) =

∞∑

k=0

Ak

λk+1
para 
ada λ ∈ C tal que |λ| > r(A).Ahora el resultado se dedu
e del he
ho de que las matri
es positivas son 
erradaspara la suma, el produ
to y para la multipli
a
ión por un número positivo.De�ni
ión 29. Una norma ‖·‖ en Cn, se dirá monótona, si |x| ≤ |y| impli
a que

‖x‖ ≤ ‖y‖.Lema 19. Consideramos Cn 
on norma ‖·‖, monótona. Sea A una matriz positiva.Sea r = r(A). Existe un ve
tor y ∈ Cn 
on y ≥ 0 y
ĺım
λ↓r
‖R(λ)y‖p =∞Demostra
ión. Supongamos que no. O sea, para 
ada y ≥ 0, R(λ)y es limitado

∀λ ↓ r.Sea x ∈ Cn :

|R(λ)x| =
∣
∣
∣
∣
∣

∞∑

n=0

An

λn+1
x

∣
∣
∣
∣
∣
≤

≤
∞∑

n=0

|λ|−(n+1)An|x| = R(|λ|)|x|.Como la norma es monótona, tenemos ‖R(λ)x‖ ≤ ‖R(|λ|)x‖. Sea λ0 ∈ C autovalorde A tal que |λ0| = r y λn ∈ ρ(A) una su
esión tal que λn → λ0. Si o
urre que
‖R(λn)x‖p es limitada para 
ada x ∈ Cn, enton
es la su
esión ‖R(λn)‖, también eslimitada. (Esto no puede ser ya que en este 
aso R(λn) sería una su
esión de Cau
hyy su límite sería (λ0I − A)−1 que no existe). Por lo tanto ∃x ∈ Cn no nulo tal que
‖R(λn)x‖p es ilimitada. Así que ‖R(λn)|x|‖p es ilimitada.137



Teorema 8 (de Perron). El radio espe
tral de una matriz positiva es un autovalor
on un autove
tor positivo aso
iado.
Demostra
ión. El 
onjunto S = {x ∈ Cn; ‖x‖1 = 1 y x ≥ 0} es 
ompa
to (es la in-terse

ión de un 
errado, Rn

+, y un 
ompa
to, {x ∈ Cn; ‖x‖1 = 1}). Sea A la matrizpositiva, r su radio espe
tral.Por demostrar que existe ve
tor x ∈ Cn, x ≥ 0, tal que Ax = rx. Por el lemaanterior, existe y0 ≥ 0 y su
esión λn ↓ r tal que ‖R(λn)y0‖1 →∞.Sea xn =
R(λn)y0
‖R(λn)y0‖1

⇒ ‖xn‖1 = 1 y xn ≥ 0. Por lo tanto xn ∈ S ∀n ∈ N.Como S es 
ompa
to, existe xnk
→ x ∈ S.

(λnI −A)xn = (λnI −A)
R(λn)y0
‖R(λn)y0‖1

=
y0

‖R(λn)y0‖1
∴ (rI −A)xn = (rI − λnI)xn + (λnI −A)xn =

= (rI − λnI)xn +
y0

‖R(λn)y0‖1Por lo tanto, 
onsiderando n = nk y ha
iendo nk → ∞ se tiene (rI − A)x = 0, porlo tanto Ax = rx.
Observa
ión 12.En parti
ular: r = r(A) es un autovalor de A y se tiene x ∈ S (y enton
es x > 0).Remar
amos enton
es, para una matriz positiva A, que si λ ∈ R es un autovalor de
A enton
es λ ≤ r(A).
Proposi
ión 11. Sea A una matriz positiva, enton
es r(A) < 1 si, y sólo si, (I −
A)−1 existe y

(I −A)−1 =
∞∑

k=0

Ak ≥ 0.

138



Demostra
ión. Suponemos que r(A) < 1, en este 
aso
∥
∥
∥
∥
∥

s∑

k=0

Ak

∥
∥
∥
∥
∥
≤

s∑

k=0

‖A‖k ≤
s∑

k=0

rk ≤ 1

1− r

∴ ĺım
s→∞

s∑

k=0

Ak existe
(I −A)

∞∑

k=0

Ak =
∞∑

k=0

Ak −
∞∑

k=0

Ak+1 = I

∴

∞∑

k=0

Ak = (I −A)−1 ≥ 0.

Suponemos que (I − A)−1, existe y (I − A)−1 ≥ 0. El teorema de Perron aseguraque existe x ≥ 0 tal que Ax = r(A)x. Debe ser que r(A) 6= 1 pues (I −A)−1 existe.
(I −A)x = (1− r(A))x⇒ (I −A)

(
x

1− r(A)

)

= x.

Así que
x

1− r(A)
= (I −A)−1(x)Como (I − A)−1 ≥ 0 y x ≥ 0, resulta que 1 − r(A) ≥ 0. Como r(A) 6= 1, enton
es

1 > r(A).
2. El espe
tro periféri
o de una matriz positivaEn esta se

ión, haremos algunas observa
iones sobre el 
onjunto de autovaloresde una matriz positiva A que se en
uentra sobre el 
ír
ulo de radio r(A).De�ni
ión 30. Si x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Cn, sn(x) denotará el ve
tor 
uyo i-ésimo
omponente es xi

|xi|
, si xi 6= 0 y 1 si xi = 0.Ejemplo. x = (1,−1, 2, 0); sn(x) = (1,−1, 1, 1)

x = (−1, 0,−3, 2); sn(x) = (−1, 1,−1, 1)De�ni
ión 31. Para x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Cn, y = (y1, y2, . . . , yn) ∈ Cn x · ydenotará el ve
tor (x1y1, . . . , xnyn) ∈ Cn.139



Con esta de�ni
ión, tiene sentido xk = xk−1x = (xk
1 , x

k
2 , . . . , x

k
n).De�ni
ión 32. Sea A una matriz y r su radio espe
tral. El espe
tro periféri
o de

A, indi
ado σp(A), es el 
onjunto
σp(A) = {λ;λ ∈ σ(A), |λ| = r} .Proposi
ión 12. Sea A una matriz positiva, r = 1 su radio espe
tral y α un auto-valor de A tal que |α| = 1. Si |x| = A|x|, enton
es

αk|x|(sn(x))k = A(|x|(sn(x))k) ∀ k ∈ Z.Demostra
ión. Ver libro de Laura, pág. 26.De�ni
ión 33. Sea A una matriz en Cn y r su radio espe
tral. Diremos que elespe
tro periféri
o de A es 
í
li
o si para 
ada autovalor λ ∈ σp(A) tal que λ = rα
on |α| = 1, vale rαk ∈ σp(A) ∀ k ∈ Z (o sea, λαj ∈ σp(A) ∀ j ∈ Z).Teorema 9. Sea A una matriz positiva. Su espe
tro periféri
o σp(A) es 
í
li
o.Demostra
ión. Ver libro de Laura pág. 27.
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Apéndi
e C
Matri
es Irredu
ibles

En la se

ión anterior, vimos que el radio espe
tral de una matriz positiva esautovalor de ella misma. Perron observó, en 1907, que si la matriz es estri
tamentepositiva, su radio espe
tral es un autovalor simple, 
on un autove
tor estri
tamentepositivo aso
iado. Frobenius probó un resultado más general para matri
es irredu
i-bles. Aquí veremos este tipo de resultados y probaremos sólo lo ne
esario a nuestrospropósitos en dinámi
a.
1. Elementos de la Teoría de Perron-FrobeniusUna matriz de permuta
ión, es una matriz P = (pij) de 
eros y unos 
on lapropiedad de que

∀ 1 ≤ j ≤ n ∃ ! i0 ∈ {1, . . . , n} tal que pi0j = 1 y pij = 0para i 6= i0

∀ 1 ≤ i ≤ n ∃ ! j0 ∈ {1, . . . , n} tal que pij0 = 1 y pij = 0para j 6= j0.Ejemplo. Para n = 3, las seis matri
es de permuta
ión son:141








1 0 0

0 1 0

0 0 1




 ,






0 1 0

1 0 0

0 0 1




 ,






0 0 1

0 1 0

1 0 0











1 0 0

0 0 1

0 1 0




 ,






0 1 0

0 0 1

1 0 0




 ,






0 0 1

1 0 0

0 1 0






Una matriz de permuta
ión P , se dirá par, si detP = 1, e impar si detP = −1.De�ni
ión 34. Sea A una matriz positiva. Diremos que A es redu
ible, si existeuna matriz de permuta
ión P , tal que
PAP−1 =

(

B 0

C D

)

donde B y D son matri
es 
uadradas de orden menor al orden de A. Una matrizque no es redu
ible se llama irredu
ible.Observa
iones1) Toda matriz estri
tamente positiva es irredu
ible.2) Si A ≥ B y P es una matriz de permuta
ión, enton
es PAP−1 ≥ PBP−1. Como
onse
uen
ia: si A es irredu
ible y B ≥ A, enton
es B es irredu
ible. (Caso
ontrario: B redu
ible ⇒ A redu
ible).3) A es irredu
ible si, y sólo si, At es irredu
ible. Esto se obtiene por 
ontradi

ión.Si A es redu
ible (digamos A = ( B 0
C D )), enton
es se prueba que existe una matrizde permuta
ión P , tal que

PAtP−1 =

(

B′ 0

C ′ D′

)

.

4) A es irredu
ible si no existe ideal J ⊆ C
n, J 6= 0, J 6= C

n, tal que AJ ≤ J . Enefe
to, si
A =

(

B 0

C D

)

B = Br×r,enton
es J = {(0, . . . , 0, xr+1, . . . , xn)} es un ideal J 6= 0, J 6= Cn tal que AJ = J ,por lo tanto AJ ≤ J . 142



Proposi
ión 13. Sea A una matriz positiva no nula y r su radio espe
tral. Se 
umpleque A es irredu
ible si, y sólo si, r es una autovalor simple de A 
on autove
torestri
tamente positivo aso
iado.Demostra
ión. Suponemos que A es irredu
ible. Como A es positiva el Teorema dePerron asegura: x > 0 tal que Ax = rx.Sea Jx la interse

ión de todos lo ideales que 
ontienen a x. Como Ax = rx,enton
es AJx ≤ Jx, por lo tanto Jx = C
n y x ≫ 0. S upongamos que hay otroautove
tor y y 6= λx aso
iado a r. Sin pérdida de generalidad, suponemos y ∈ R

n.Sea z(λ) = x − λy. A(x − λy) = Ax − A(λy) = rx − rλy = rz, por lo tanto,
∀λ ∈ R, o
urre que z(λ) es autovalor de A. Claro que para algún λ, se tiene que
z(λ) interse
ta un eje 
oordenado, i.e. zi(λ) = 0 para algún 
omponente de z(λ).Sea Jz el ideal generado por z, enton
es AJz ≤ Jz y Jz es un ideal propiode Cn (→←), por lo tanto no existe tal y y r es autovalor simple 
on autove
torestri
tamente positivo.Probamos ahora el re
ípro
o. Sabemos que existe y ≫ 0 tal que Ay = ry. Sea Jun ideal no trivial tal que AJ ≤ J . Sea ρ el radio espe
tral de la restri

ión AJ de
A a J . Sabemos, por el Teorema de Perron, que existe z > 0 en J tal que Az = ρzy debe ser ρ < r (ya que y /∈ J pues sino J = Cn).

∴ r〈z, y〉 = 〈z, ry〉 = 〈z,Ay〉 = 〈Atz, y〉 = 〈ρz, y〉 = ρ〈z, y〉
∴ 〈z, y〉 = 0 (→←) pues y ≫ 0 y z > 0por lo tanto no existe tal J , i.e. A es irredu
ible.Nota. Las matri
es A y At tienen el mismo radio espe
tral y A es irredu
ible⇔ Atlo es. Así que el resultado anterior es igualmente válido para At.Proposi
ión 14. Sea A una matriz positiva no nula y r su radio espe
tral. Se
umple: A es irredu
ible si, y sólo si,

(λI −A)−1x≫ 0 ∀ x > 0 y λ > r.Demostra
ión. Supongamos que A es irredu
ible. Es
ribamos R(λ) = (λI − A)−1para λ 6= r(A). Ya que (λI −A)R(λ) = I, enton
es
λR(λ)−AR(λ) = I ≥ 0

∴ λR(λ) > AR(λ) λ > r143



Por lo tanto, para 
ada x > 0, R(λ)x genera un ideal no nulo que es invariante por
A, por lo tanto R(λ)x≫ 0.Si, de otro lado, (λI −A)−1x≫ 0 ∀ x > 0 y λ > r, enton
es el úni
o ideal J talque AJ ≤ J es J = Cn, ya que para 
ualquier x > 0 y λ > r tenemos R(λ)x≫ 0.Probaremos ahora una interesante propidedad del radio espe
tral de una matrizirredu
ible.Proposi
ión 15. Sea A = (aij)n×n, n ≥ 2 una matriz irredu
ible, enton
es

r > máx {aii, 1 ≤ i ≤ n} , r = r(A).Demostra
ión. Sabemos que existe x≫ 0 tal que Ax = rx. Luego,
rxi =

n∑

j=1

aijxj = aiixi +
∑

i 6=j

aijxi.

No puede ser que aij = 0 para 
ada j 6= i. En efe
to, si eso o
urre, enton
esel ideal J = {(y1, y2, . . . , yn), yi = 0} sería invariante por A. Esto no puede ser,pues A es irredu
ible. Por lo tanto, existe j0 6= i tal que aij0 6= 0 ⇒ rxi > aiixi,
1 ≤ i ≤ n.Observa
ión 13.Para el 
aso de que A sea una matriz irredu
ible de 
eros y unos, se tiene enton
esque r > máx{aii; 1 ≤ i ≤ n}. Así que, si A tiene algún 1 en la diagonal enton
es
r > 1.Proposi
ión 16. Sea A una matriz irredu
ible A = (aij)n×n, n ≥ 2. Si z esun autove
tor positivo y no nulo, enton
es z es estri
tamente positivo y z es unaautove
tor aso
iado a r.Demostra
ión. Sea z > 0 tal que Az = ρz. Si ρ 6= r, enton
es y =

1

r
Aty ≫ 0, satis-fa
e 〈z, y〉 = 0, imposible, por lo tanto, ρ = r y el resultado sigue de la proposi
iónen la página 143.Observa
ión 14.Si B es una matriz que satisfa
e |B| ≤ A, enton
es r(B) ≤ r(A). Esto se dedu
e de

‖Bx‖ ≤ |B| ‖x‖ ≤ A ‖x‖ y la de�ni
ión del radio espe
tral.Las proposi
iones siguientes, las estable
emos sin demostra
ión.144



Proposi
ión 17 (H. Wielandt). Sea A una matriz irredu
ible y B una matriz po-sitiva tal que B ≤ A. Si r(B) = r(A) y si λ es autovalor de B 
on r(B) = |λ|,enton
es, existe una matriz diagonal Dλ, tal que B = λDλADλ, donde Dλ = matriz
onjugada de Dλ.Teorema 10 (Frobenius). Sea A una matriz irredu
ible y r su radio espe
tral.Enton
es el espe
tro periféri
o de A es 
í
li
o y de la forma rH, donde H es elgrupo 
í
li
o de todos los h-ésimos raí
es de la unidad para algún h ≥ 1.Corolario 22 (Frobenius). Sea A una matriz irredu
ible y r su radio espe
tral. Sea
H el grupo de raí
es de la unidad tal que σp(A) = rH. Cada elemento λ ∈ rH esuna raíz simple de la e
ua
ión 
ara
terísti
a y, en 
onse
uen
ia, un autovalor simplede A.Corolario 23 (Frobenius). Sea A una matriz irredu
ible y r su radio espe
tral. Sea
H el grupo de raí
es de la unidad tal que σp(A) = rH. Enton
es, el grupo de lasnota
iones indu
idas por H deja invariante el espe
tro de A.Teorema 11. Sea A una matriz irredu
ible, r su radio espe
tral y σp(A) = rH,donde H es el grupo de los h-ésimas raí
es de la unidad. Se 
umple que Cn es sumadire
ta de h ideales J0, J1, J2, . . . , Jh−1 tales que AJk+1 ⊂ Jk y Jn = J0.Como 
onse
uen
ia de este resultado, vemos que si A es una matriz irredu
ibley h el número de puntos de su espe
tro periféri
o, enton
es, existe una matriz P depermuta
ión tal que

P−1AP =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

0 A12 0 . . . 0

0 0 A23 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 . . . . . . . . . . . . . . . Ah−1 h

Ah1 0 . . . . . . . . . 0

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

.

Esta manera de representar A, tiene 
omo 
onse
uen
ia elTeorema 12 (Perron). Si A es una matriz estri
tamente positiva, su radio espe
trales el úni
o autovalor de módulo r(A) y es una raíz simple de la e
ua
ión 
ara
terís-ti
a.Nota. El número de puntos en σp(A) es llamado el índi
e de 
i
li
idad de A. A sedi
e 
i
li
a de orden h si h > 1 y si h = 1 la matriz A se di
e primitiva.145



2. Otras propiedades de las matri
es irredu
iblesSea A una matriz irredu
ible sobre Cn, n ≥ 2 y sea y un ve
tor positivo 
on
j 
oordenadas no nulas, enton
es (A + I)y tiene al menos (j + 1) 
oordenadas nonulas. Esto impli
a que (I +A)n−1 es una matriz estri
tamente positiva (para darse
uenta de esto, basta suponer y = (y1, . . . , yj , 0, 0, . . . , 0) 
on yi > 0 1 ≤ i ≤ j yapli
ar (A+ I)y sabiendo que A no puede tener la forma ( B C

0 D )).Indiquemos por Aq = (aq
ij) = A ·A · · ·A

︸ ︷︷ ︸

q−veces

.
Proposi
ión 18. Sea A una matriz positiva. A es irredu
ible si para 
ada (i, j)existe q tal que aq

ij > 0.Demostra
ión. Vimos que (A+ I)n−1 ≫ 0. Sea B = (I +A)n−1A.
B =

(
n−1∑

k=0

(
n

k

)

IkAn−1−k

)

A =

n−1∑

k=0

(
n

k

)

An−k

= An +

(
n

1

)

An−1 +

(
n

2

)

An−2 + · · ·+
(

n

n− 1

)

A

∴ bij = an
ij +

(
n

1

)

a
(n−1)
ij + · · ·+

(
n

n− 1

)

aij .Como B es estri
tamente positiva, bij > 0 y para 
ada (i, j) existe q ∈ N tal que
aq

ij > 0.La siguiente propiedad, 
ara
teriza una matriz irredu
ible a través de su grafoaso
iado.De�ni
ión 35. Sea A una matriz. El grafo dirigido aso
iado a A 
onsiste en nvérti
es: P1, P2, . . . , Pn 
on la propiedad de que para 
ada par de vérti
es (Pi, Pj),existe una arista de Pi a Pj si aij 6= 0.Ejemplo.
A =






0 2 1

2 0 0

0 3 0






tiene grafo dirigido aso
iado
P1

P3 P2146



De�ni
ión 36. Un grá�
o dirigido G, se di
e fuertemente 
onexo, si para 
ada par
(Pi, Pj) de vérti
es de G existe una su
esión de aristas (i.e. un 
amino) que 
omienzaen Pi y termina en Pj .Teorema 13. Sea A una matriz positiva. A es irredu
ible si, y sólo si, su grá�
odirigido G(A) es fuertemente 
onexo.Demostra
ión. A es irredu
ible, enton
es, para 
ada (i, j) existe q ∈ N, tal que
aq

ij > 0. Sea P la matriz aso
iada a A de�nida por pij = 1 ⇔ aij > 0 y pij = 0 enotro 
aso. Se tiene pij = 1⇔ existe una arista de Pi a Pj .Para 
ada (i, j), tal que pij = 1, diremos que el 
amino desde el vérti
e Pi alvérti
e Pj , tiene largo 1. Diremos que el 
amino de Pi a Pj tiene largo 2, si existe Pk,tal que pik = 1 y pkj = 1. Esto quiere de
ir: Pi
1−→ Pk

1−→ Pj . Por lo tanto el 
aminode Pi a Pj tiene largo 2. Diremos que el 
amino de Pi a Pj , tiene largo s si no hay
amino de Pi a Pj de largo p < s y es posible en
ontrar índi
es k1, k2, . . . , ks−1, talesque
Pi

1−→ Pk1

1−→ Pk2

1−→ · · · 1−→ Pks−1

1−→ Pj .Como pq
ij > 0 ⇔ aq

ij > 0. Es su�
iente probar que P es irredu
ible ⇔ G(P ) esfuertemente 
onexo. El resultado sigue de notar que pq
ij > 0 ⇔ hay un 
amino delargo q de Pi a Pj .
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