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Prefacio

El modelado de distintos procesos fisicos, cuya correcta comprension,
prediccién y control son importantes para las ciencias y la ingenieria, se
hace a través de ecuaciones diferenciales parciales (EDP). Entre tales pro-
cesos se pueden citar: los problemas de la mecénica de fluidos, reacciones
quimicas, deformacion de los cuerpos sblidos, campos electromagnéticos
y muchas méas. En la mayoria de los casos, la soluciéon exacta de estos
modelos es desconocida y a veces ni siquiera se sabe si existe una solu-
cién dnica. Por estas razones, en general, la inica manera de resolver
las EDP que se plantean en estos modelos es recurriendo a métodos
numéricos para definir una solucién aproximada. Hoy en dia, los méto-
dos numéricos para EDP constituyen una parte indivisible de la ciencia
y la ingenieria moderna. Resulta comin, debido a su potencial y ver-
satilidad, que el método de elementos finitos (MEF) sea frecuentemente
el mas utilizado para obtener una solucién aproximada a cualquiera de
estos problemas.

La partida de nacimiento del método esté fechada en 1956, ver Turner
et al. [1], y surge de la resoluciéon de problemas estructurales complejos
(con mentalidad practica ingenieril). No obstante, tiene hondas raices
matematicas, en la linea del procedimiento de Ritz para obtener solu-
ciones aproximadas de ecuaciones diferenciales (el método de Ritz data
de 1909) o dentro de los llamados métodos de residuos ponderados (el
método de Galerkin). Esta generalidad empezo6 a atraer el interés de los
matemaéticos, los cuales contribuyeron decisivamente a explicar con rigor
las bases del MEF. Sin embargo, debe hacerse notar que la contribucion
de los matematicos al MEF ha ido siempre muy por detras de las apli-
caciones practicas. El primer libro importante en que se analiza el MEF
desde un punto de vista matematico fue publicado en 1973, ver Strang
and Fix [2], casi 20 anos después de la presentacion del método.
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Hoy en dia, dos grandes lineas de investigacién enmarcan el MEF.
Una, como herramienta ingenieril, donde sus &areas basicas de desar-
rollo han estado muy vinculadas a la presién de la industria por resolver
determinados problemas. La segunda, de caricter matemético, busca
dar el rigor teérico a las distintas técnicas numéricas que envuelven el
método, y principalmente desarrollada por grupos de investigacién de
indole académico. En muchas etapas de su evoluciéon se ha concebido
y aplicado con éxito una determinada técnica numérica antes de encon-
trar su justificacion matemaética rigurosa. Resulta imposible describir
exhaustivamente el estado del arte en cualquiera de estas dos lineas de
investigacion. Por tal motivo, en este texto, solo se hard hincapié en
algunas referencias de caracter general, y que han constituido una fuente
primordial de informacién para el desarrollo del texto.

Es comtn que un curso de introduccién al MEF siga una vertiente
netamente informética, dejando de lado los fundamentos matemaéticos.
Este hecho produce un perfil exclusivo de usuario y limita al estudiante
a iniciarse en campos de investigacion relacionados con las propiedades
y evolucion del MEF. Ahora bien, la forma méas elegante de explicar los
fundamentos mateméticos del MEF parte del analisis funcional; este es
el marco en el que hay que situarse si se quiere estudiar con rigor las
bases del MEF e investigar sobre sus propiedades matemaéticas. Sin em-
bargo, desde un punto de vista pedagodgico, iniciar el estudio del MEF,
situdndose en este marco puramente matematico, tiene serios inconve-
nientes. Pues, se corre el riesgo de desanimar a los estudiantes que se
acercan por primera vez al MEF y de fomentar entre ellos la idea de que
el método es solo una gran teoria matematica, dificil de entender, y sin
relacién aparente con la forma en que luego se resuelven los problemas
reales. Debido a que el objetivo general del texto es el de proporcionar al
estudiante (postgraduados, o estudiantes avanzados, en matematicas o
ingenieria) las bases matematicas e informéaticas en el uso del MEF para
la resolucién de problemas de las ciencias y la ingenieria, el enfoque del
texto se realizara buscando una doble vertiente. Por una parte, se sigue
una descripcion rigurosa en el formalismo matematico que fundamenta
el MEF. Por otra, se hara énfasis en la implementaciéon del método y el
postproceso de lo resultados en aplicaciones practicas.

Se debe destacar que el texto representa, desde el punto de vista de
los autores, una introducciéon del MEF; el cual ha ido evolucionando en
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el transcurso de varios afnos, siendo usado para el dictado de cursos elec-
tivos en el postgrado de matematicas. Y, aunque con este enfoque se
gana en rigor y elegancia matematica, se pierde en la profundidad del
tipo de problema a resolver. Pues, en todo el texto, solo seran trata-
dos problemas estacionarios de campo escalar. Dejando los problemas
transitorios y mecanicos fuera del alcance del curso. De esta forma, el
material est4 organizado de la siguiente manera:

En el primer capitulo, se desarrollan los fundamentos del anélisis fun-
cional necesarios para emprender la formulacién y anélisis del método,
ver, por ejemplo, Adams [3] y Brézis [4]. Sin embargo, y en linea general,
los texto de caracter matemético, incluyen las herramientas necesarias
del analisis funcional a medida que desarrollan el método, entre otros
se pueden citas los textos de Brenner y Scott [5], Solin [6], Reddy [7],
Ciarlet [8], Oden [9].

El segundo capitulo estd dedicado a la formulaciéon variacional del
problema. En el tercer capitulo, se introduce el método de Galerkin y
sus propiedades. En estos dos capitulos, cualquiera de los textos citados
anteriormente pueden ser usados. Ademés, se pueden citar a Johnson
[10], Becker et al. [11], Oden y Carey [12].

En el cuarto y ultimo capitulo, se formula el MEF junto a todas las
herramientas matematicas necesarias para su implementaciéon. Nueva-
mente, cualquiera de la literatura citada puede ser tutil al momento de
seguir el capitulo. Textos con un enfoque mas ingenieril, pueden estar
dados por Zienkiewicz [13|, Lewis [14] y Cerrolaza [15]. Estos textos,
ademas, pueden ser usados para extender los conocimientos al estudio
de problemas mecéanicos.

Al final de cada apartado, se presenta una lista de ejercicios relaciona-
dos con el contenido del capitulo. Los codigos (MATLAB) de ayuda
para la implementacién de algunos de los ejercicios, el tutorial del soft-
ware propuesto para la generaciéon de las malla, ademas, de material que
puede complementar a este texto, se puede encontrar en la pagina web:
http://webdelprofesor.ula.ve/ciencias/giovanni.

Textos, orientados a temas particulares de la ciencia mediante el uso
del MEF, son cada dia mas abundantes y especificos. Lineas de investi-
gacion, donde en el pasado otros métodos numéricos predominaban, hoy
son influenciadas muy satisfactoriamente por el MEF. Por ejemplo, en el
caso de la mecénica de los fluidos, han surgidos nuevos enfoques para el
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método, que lo han colocado, en muchos caso, por arriba de los métodos
tradicionales, ver Riviére [16], Li [17], Donea y Huerta [18], y Thomée
[19], entre otros. Por otro lado, y debido principalmente a la comple-
jidad de los problemas tratados, las soluciones aproximadas obtenidas
por el MEF son, o requieren ser, certificadas “aceptadas” mediante co-
tas de error. Estas son impuestas segtn las propiedades del problema
o exigencias particulares requeridas por el usuario. En el presente, la
mayoria de los avances realizados dentro del campo del MEF se dan en
esta direccién. Debido a esto, existen diversas técnicas para resolver el
problema de la estimacién y correccién del error. Entre los textos basicos,
en esta direccion, se pueden citar, Ainsworth y Oden [20] y, Bangerth y
Rannacher [21], entre otros.

Como nota final, queremos agradecer al comité organizador de la XXIV
FEscuela Venezolana de Matemdticas, la oportunidad de dictar este curso,
el cual puede contribuir al empuje que necesitan las matematicas apli-
cadas en nuestras licenciaturas y postgrados.

Los autores.
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Capitulo 1

Preliminares del Analisis
Funcional

Antes de considerar los aspectos referentes al Método de los Elementos
Finitos (MEF) y su implementacion, se introducen algunos conceptos y
resultados de Analisis Funcional a los que se hara referencia con regula-
ridad a lo largo del texto.

1.1 Espacios lineales

Sea E un espacio lineal sobre el campo K de los niimeros reales o com-
plejos. Por lo general, siempre se tratard con espacios lineales reales.
El espacio E es de dimension n, si el nitmero maximo de vectores li-
nealmente independientes que existen en él es n. En cambio, si en E se
puede encontrar cualquier numero finito de elementos linealmente inde-
pendientes, se dice que es de dimensidn infinita.

El espacio Cla, b] es el conjunto de todas las funciones reales contin-
uas definidas en el intervalo [a,b]. Se denota por C"[a,b], al conjunto
de todas las funciones reales que poseen n derivadas continuas en |a, b].

En un espacio lineal se puede asignar a cada elementos x la nocién
de longitud por medio del nimero real ||z||, llamado norma de z. Un
espacio lineal E en el que se ha introducido una norma se llama espacio
normado.

Sea E un espacio normado. La sucesion {uy,}2°; C E se dice acotada
en E, si existe un C' > 0 tal que |lu,|| < C para todo n. La sucesion
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se dice convergente en E, si existe un elemento u € E tal que para todo
0 < e € R existe un Ny € N tal que ||lu — u,|| < € para todo n > Ny. El
elemento u es el limite de la sucesion {u,,}o° ;. Usualmente, se escribira
de forma indistinta

lim u, =u 0 l|lu —up|| — 0, paran— oo
n—oo

La sucesion {uy}22; C E es una sucesion de Cauchy (o sucesion funda-
mental), si para todo € > 0 existe un Ny € N tal que

lun, — uml|| <€ para todo n,m > Ny

Un espacio lineal normado E se llama completo (cerrado), cuando toda
sucesion fundamental de este espacio converge hacia un cierto elemento
u € E. Los espacios lineales normados completos se llaman espactos de
Banach. Todo espacio lineal normado de dimensién finita es completo.

Una forma conocida de introducir una norma en un espacio lineal
consiste en definir en este el producto escalar o producto interior (-,-).

Lema 1.1. Sea E un espacio con producto interno. Entonces la funcion

llu|| = v/(u,u), con u € E, es una norma en E.

Los espacios dotados de un producto interno son llamados espacios
producto interno. Un espacio lineal real normado E, en el cual la norma
estd generada por un producto escalar, es decir, ||u|| = /(u, u), se llama
espacio euclidiano. Un espacio euclidiano completo es llamado espacio
de Hilbert H. Todo espacio de Hilbert es un espacio de Banach (pero no
viceversa).

Lema 1.2. (Regla del paralelogramo) Sea V un espacio real normado.
Si la norma || - || satisface la regla del paralelogramo

Hu—i—sz—l—Hu—sz:2Hu|]2+2Hv||2 Vu,veV (1.1)

entonces ésta induce un producto interno en V. FEste producto interno
es definido por la relacion

(u,0) = 5 (I -+ o — = o) (12)

Demostracion: Ejercicio. Se puede ver la pagina 392 de [6]. |

1.1.1 Espacios L?(Q)

Se introducen algunos espacios de Hilbert que resultan naturales para la
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formulacién variacional de los problemas de valor de frontera a conside-
rar. Sea  un dominio acotado en R? con d = 203,y p € R con
p > 1. Una funcién u definida en 2 se dice que pertenece a LP(2) si u
es medible y la integral (Lebesgue) [, [u(z)[Pdz < co, esto es:

LP(Q) = {u : Q2 — R medible :/Q lu(z)Pdx < oo}

L=(Q) = {u QR suplu(r) < oo}

donde el supremo se toma sobre todos los subconjuntos de €2 con medida
distinta de cero (es decir, se cumple casi en todas parte de {2 excepto en
un conjunto de medida cero). Estos espacios se dotan de norma:

1/p
fully = ([ futa)ae) ™.l = sup uta)

Un caso especial de estos espacios, lo representa el espacio

L% (Q) = {u:Q—>]Rtal que /

ulda < oo}
Q

dotado del producto escalar y norma

1/2
mwwmzéwm, Mm@=LLMm%ﬂ = (0,0)h)

Observacion: Al menos en los aspectos mds prdcticos, para tener una
idea de L?(R2), es suficiente usar la integral de Riemann; desde este punto
de vista se puede pensar en una funcién v € L%(Q) como una funcion
continua a trozos, posiblemente no acotada, tal que fQ v2da < oo.

1.1.2 Complementos ortogonales en espacios de Hilbert

Sea U un espacio con producto interno y V un subespacio de Uj; se define
el complemento ortogonal V- de V como el conjunto

Vi={weU; (w,0)=0 YveV}

esto es, V= consiste de todos los elementos de U que son ortogonales a
todo elemento de V. Siw pertenece a V-, se dice que w es ortogonal a V
y se escribe w1 V. Puesto que (v,v) = 0 implica que v = 0, esta claro que
el tinico miembro tanto de V y V* es el elemento cero: VN V+ = {0}.
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Teorema 1.1. (El teorema de la proyeccion) Sea V un subespacio ce-
rrado de un espacio de Hilbert H. Entonces cada u € H se puede escribir
dnicamente en la forma

u=v-+w, veV, weV?t

esto es, H=V ¢ VL.

1.1.3 Operadores en espacios lineales normados

Sean E y F dos espacios lineales normados. Se dice que sobre el conjunto
D C E se da un operador A con valores en F (A : D C E — F,
operador que actia de E en F), si a cada elemento € D se pone en
correspondencia por una regla determinada un elemento Az € F.

El conjunto D es el dominio de definicion del operador A (Dom(A)).
El conjunto de todos los elementos Ax es el campo de valores del operador
Ay se denota por R(A) (Rango de A o imagen de A)

R(A) ={v € F, A(u) = v para algin u € E}

El espacio nulo N(A) de A es el conjunto de todos los elementos del
dominio de A cuya imagen es cero:

N(A) ={ueE: Au=0}.

Un operador A : E — F es inyectivo (o uno-a-uno), si dos elementos
distintos u1 # uo de E son aplicados en dos elementos distintos de F.
Esto es, A es 1 — 1 si uy # us implica Auy # Aus.

Teorema 1.2. Un operador A es 1 — 1 si, y solo si, el espacio nulo de
A es N(A) ={0}. 1
Un operador A se llama lineal, si
A(au + fv) = aAu + fAv
para todos los u,v € Dom(A) y «, # nameros del campo K. El espacio
lineal de todos los operadores lineales A : E — F se denota por L(E, F).
Ejemplo 1.1. Uno de los operadores lineales mas importantes del Anéali-
sis es el operador de diferenciacion (Dy(x) = %y(x) = y'(x)), que
puede ser considerado en diferentes espacios. KEste operador no esta

definido sobre todo el espacio de las funciones continuas Ca, b], sino en
el espacio més reducido C'[a, b] de las funciones que tienen primera deri-
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vada continua y su campo de valores es C|a, b]

dn
— : C"[a, b] — Cla,b]

dx™

No resulta muy conveniente considerar el operador que acttia de C!|a, b]
en Cla,b], ya que no se puede aplicar dos veces a cualquier funcion
de C'{a,b]. Si se considera el operador de diferenciaciéon en el espacio
atn més reducido C?[a,b], se puede considerar la ecuacién diferencial
y"(z) + y(z) = f(x), o en forma de operadores Ly(z) = 3" (z) + y(x) =
f(x), donde L es un operador de C2[a,b] en Cla, b]. [

0

Un operador lineal A se llama acotado, si existe una constante M >
tal que para cualquier x € Dom(A) se cumple que

| Az|[p < M ||z[|5

donde ||-||g es lanorma en E y ||-||r es la norma de F. La menor de las
constantes M, para la que se cumple la desigualdad anterior, se llama
norma del operadory se denota mediante ||A||.
De la definicién de norma se deduce que
|A]| = sup [[Az||F
[zl z=1

es decir, la cota superior minima de los valores que toma ||Az||r sobre
la bola unitaria del espacio E se llama norma del operador lineal A. Es
evidente la siguiente propiedad

A
4] = sup 1Al
ST

En un espacio de dimension finita, todo operador lineal es acotado.

Para resolver las ecuaciones del tipo Az = y, se introduce el concepto
de operador inverso A~'. Sea A un operador de Een F. Siacaday € F
le corresponde uno y solo un = € E, para el cual Az = y, entonces, por
esta correspondencia se define el operador A~! inverso de A con dominio
de definiciéon F y campo de valores E.

El operador inverso A~! existe si, y solo si, la ecuacién homogénea
Az = 0 posee solo la solucién trivial. El operador inverso A~! existe y
es acotado si, y solo si, existe una constante § > 0 tal que

|Az[|r = dlf]|

para todos los = € E.
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1.1.4 Operadores en un espacio de Hilbert real

Sea A un operador lineal acotado que actia en el espacio de Hilbert real
H. De acuerdo con la definiciéon general de norma de un operador, se
tiene que

Al = sup ||Az|| = sup/(Az, Az)/(z,z),  z€H

[l||=1 z#0

Por consiguiente, se cumple la desigualdad (Az, Az) < ||A||? (z,x) para
cualquier € H. Utilizando la desigualdad de Cauchy, se obtiene

(Az,z) — [|Az]| ||lz|l = V/(Az, Az)/(z, 2) < V]| A|P(z,2)? = ||Al|(z, 2)

El operador A* se llama operador conjugado de A, si para todos los
x,y € H se cumple que (Az,y) = (x, A*y). El operador A se llama auto
conjugado (simétrico) en H, si A* = A, es decir, (Az,y) = (z, Ay), para
cualesquiera =,y € H.

Ejemplo 1.2. Sea el operador A una matriz de orden m x n, A =
(aj), i =1,2,....m j =1,2,...,n,y sean X e y dos vectores de
dimensiones n y m, respectivamente. Entonces el producto escalar

(AXy Z(ZGZJ$]>yz:Zx](Zajzyz> XA* )
=1 7=1
De aqui se deduce que el operador conjugado de la matriz A es la matriz
transpuesta A’ = (a;;).
Si el operador A es una matriz cuadrada de orden n, A = (a;5), 1,7 =
1,2,...,n vy los vectores x e y son de dimensiones n, entonces, para el
producto escalar se obtiene

(Ax,y) — Z(Z%x])%_zx](zaﬂ@ (x, A'y)

i=1 >gj=1
De aqui se deduce que para que el operador A sea autoconjugado, la

matriz cuadrada A tiene que ser simétrica (A = A’). [

El operador A que actta en el espacio de Hilbert H se llama positivo
(A > 0) si (Az,z) > 0 para todos los € H, excepto = 0. El operador
A es no negativo (A > 0), si (Az,z) > 0 para todos los z € H.

Ejemplo 1.3. Sea el espacio F = C|0, 1] con producto escalar (f,g) =
fO t)dt y considere el operador Ly = —y”, definido en el conjunto
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E = {y € C?0,1]; y(0) = y(1) = 0}; E es un subespacio lineal de F y
Ly € F para todo y € E ( es decir, y”(t) es una funcién continua). Para
todo y, z € E, se tiene que

1 1
(Ly,z) = —/0 Ly(t) z(t) dt = —/0 y"(t) 2(t) dt

Integrando esta expresion por partes y teniendo en cuenta que y(0) =
y(1) = 2(0) = 2(1) = 0, se obtiene

(L2) = = [ 9020t = =05/ )
es decir, )
(Ly,2) = /0 () 2 (1) dt (1.3)

Analogamente, se obtiene que (Lz,y) fo t) dt. Luego, se puede
concluir que (Ly,z) = (Lz,y) = (y, Lz), Por tanto el operador L es
simétrico.

Por otro lado, de (1.3) se obtiene que (Ly,y) fo [y/( ] dt > 0. Si
se tuviera que (Ly,y) fo [ ] dt = 0, esto implicaria que y/(t) = 0,
ya que y'(t) es una funcién continua. Entonces y(t) = k, donde k es una
constante. Por otra parte, se tiene que y(0) = 0, por lo que k =0y
se obtendria que y(t) = k = 0. Por consiguiente, (Ly,y) > 0 excepto
cuando y(t) = 0, y se puede afirmar que L es un operador positivo. 1

Ahora, se puede utilizar el operador L para definir un nuevo producto
escalar en E, es decir, (y,2)r = (Ly,z). A este producto escalar se le
llama con frecuencia producto escalar energético o energia del operador
L. A partir de este ejemplo, se puede enunciar el siguiente teorema.

Teorema 1.3. Todo operador lineal A, simétrico y definido positivo de
un espacio lineal E en un espacio lineal F que tiene producto escalar
(,+), da lugar a un sequndo producto escalar energético (-,-)4 definido
por (y,z)a = (Ay, z), para cada y, z € E, siempre que E C F.

Se puede ahora introducir el espacio energético Ha que se compone
de los elementos y, z, ... € H con producto escalar (y,z)4 = (Ay,2) y
norma energética

llylla =V (Ay,y)
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1.2 Funcionales lineales

Un funcional lineal (o forma lineal) es un caso particular de un operador
lineal, es decir, es un operador lineal que transforma el espacio dado E
en valores de R o C. El espacio de todos los funcionales lineales de un
espacio normado E sobre su cuerpo, L(E,K), se le llama espacio dual
de E, y suele denotarse por E'.

Ejemplo 1.4. Algunos ejemplos de funcionales:

e Sea E = R". El operador F' : E — R definido como el promedio

1 n
de las componentes del vector f(v) = —Z v;, para todo v € E,
n
i=1
es un funcional lineal sobre E, es decir, f € E'.
e El operador integral A : Cla, b] — R, definido por A(f) :fab f(z)dz,
para todo f € Cla,b], es un funcional lineal sobre Cla, b].

Teorema 1.4. (Teorema de Representacion de Riesz) Sea H un
espacio de Hilbert y sea F' un funcional lineal continuo de H'. Entonces
existe un unico elemento u € H tal que

F() = (u,v) YveH
Ademds, ||F||lw = ||u||la.

Demostracion: Nos restringimos, nuevamente, a espacios de Hilbert
reales (véase, por ejemplo, [32] para el caso complejo). En primer lugar,
se prueba la unicidad: supongamos que existen dos elementos u,w € H
tal que
F(v) = (v,u) = (v,w) YveH
luego, por la linealidad del producto interno
(v,u—w)=0 YwveH

Tomando v = u — w, se tiene que u = w.

A continuacién se prueba la existencia: si el espacio nulo N(F') = H,
entonces F es el funcional lineal cero y se puede definir v = 0. Si
N(F) # H, entonces existe un elemento vy € H tal que F(v9) # 0. Ya
que N(F') es un subespacio cerrado de H, es posible escribir H como
una suma directa H = N(F) @ N(F)*. Asi, el elemento vy € H puede



Preliminares del Analisis Funcional 9

descomponerse en la suma vg = v1 + v2, (v1,v2) = 0, donde vy € N(F)
y v2 € N(F)*. En particular, si F(vq) # 0, para z = vF(v3) — F(v)vy
se cumple lo siguiente:

F(z) = F()F(vy) — F(v)F(v2) =0 YveH
asi, z € N(F) para todo v € H. Ahora, ya que vo € N(F)*, se tiene
(v2,2) = (v2,vF(v2) — F(v)v2) = F(v2)(v2,v) — F(v)(v2,v2) =0
lo que implica que
F(v) = F(vo)(v2,v)/||02]|> Vv eH

Finalmente, se tiene

f(v2)
= vy (1.4)
[z
Queda por demostrar que ||F|lgr = ||u/lg. De la desigualdad de
Cauchy-Schwarz (|(u,v)|? < [Jul|?[|v|?), se tiene
1 — s PO ) el
wto Tl ogo Toll ~ ago ol
Ademas,
I @)|* = [(w, w)| = [[ul® < ||F||]|ull
asi, ||F|| > ||ul|. Por lo tanto, ||F||lg = ||u||m- [

El procedimiento que se muestra en la prueba del Teorema de Repre-
sentaciéon de Riesz nos permite construir los representantes de la forma
lineal sobre espacios de Hilbert de forma explicita, a través de (1.4).

Ejemplo 1.5. Sea f un funcional de R™ (f : R™ — R), entonces f(x)
es un namero real y, de acuerdo al Teorema de Representaciéon de Riesz,
se puede encontrar un unico punto y € R” tal que f(z) =z - y.

Por ejemplo, si f es definida por f(z) = z1 + 22 + ... + =, para
x = (x1,...,2,) € R", entonces se puede encontrar y = (y1,...,¥y,) tal
que x -y =1 + 22 + - - - + x,. Basta tomar y = (1,1,...,1). |

Ejemplo 1.6. Sea f un funcional lineal de L?(0,1) definido por f :

L? — R tal que v — f(v) = 1/ v(x) dz. De acuerdo al teorema, existe
un tnico u € L2(Q) con la propledad que

1/2 1
fw) = (u,v) o /0 v(z)dr = /0 u(x)v(z) dz
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Claramente, u(x) es la funcion

=] 0<z<1/2
Y0, 1/2<2<1

1.3 Distribuciones y Espacios de Sobolev H™(2)

Notacion multi-indice: Sea Z' el conjunto de todas las n-uplas de enteros
no negativos: un miembro de Z’} es usualmente denotado por a o 3, por

ejemplo, a = (a1, @9,...,05), donde cada «; > 0. Se denota por
la, la suma || = a3 + ag + ... + a, y por D% la derivada parcial
Doy — olely,

0x12t Ox9®2 ... Qxy,n
Asi, si || = m, entonces D*u denota una de las derivada parciales de

orden m de u.

Definicion 1.1. Sea Q C R? un subconjunto abierto y acotado. El espa-
cio de distribuciones (funciones infinitamente diferenciables que, junto
con todas sus derivadas, tienen soporte compacto) es definido por

C () = {p € C®(Q) : sop () C Q; sop(p) es compacto}
donde sop (p) == {z € Q: p(x) # 0}.
Definicion 1.2. Una distribucion en un dominio Q@ C R™, también lla-

mada funcion generalizada, serd un funcional lineal continuo que actia
sobre C§°(€2). Esto es, ¢ : CF(Q2) — R.

Ejemplo 1.7. El funcional delta de Dirac, dado por

B
5 CR(,f) =R, ou) = / 5(z — a)u(z)dz = ula)

con a < x < (3, define una distribucién. La continuidad de § se sigue de
[6(u)| = [u(a)| < sup |u(z)] = [Julls
|

Si f es una funcion localmente integrable en Q ( [y |f|dz < co, para
cada subconjunto K cerrado de (2) entonces se puede definir una dis-
tribucién asociada con f por
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F:Cy — R, F(qb):/gf(bdx, ¢» € C ()

Una distribucién que es generada por una funcién localmente integrable
se llama una distribucion reqular, en caso contrario, se dice que es una
distribucién singular.

Ejemplo 1.8. La funcién H(z), definida en [—1,1] por

0, —-1<z<0
H(x):{ 1 0<z<l1

es localmente integrable y genera la distribuciéon H que satisface
1 1
- [ H@ewd o HE)= [ s
-1 0

Teorema 1.5. Sea Q C R? abierto, u € C™(Q) y o un multi-indice tal
que |a| < m. Entonces

/DO‘ 2)dz = ( la/ 2)D(x)dz, Yo e CT(Q) (L5)

Ya que u € C™(QQ) esta genera una distribuciéon, denotada por u, tal
que u(®) = [ uddx, o ya que D*¢ también pertenece a C3°(Q),

u(DO‘gZ)):/QuDaqﬁdx

Ademas, D% es continua asi que puede generar una distribucién regular
(denotada por D%u) que satisface

Du(6) = [ (D)o s
Q
De esto se tiene que (1.5) puede escribirse como
Du(¢) = (=)l u(D*¢) V¢ e Ci(Q) (1.6)
Se toma (1.6) como la base para definir la derivada de cualquier dis-
tribuciéon f, como sigue: la derivada parcial generalizada (o la a-ésima

derivada de distribucion) de una distribucién f es definida por la dis-
tribucién, denotada por D¢ f, que satisface

Df(¢) = (1) f(D*¢), ¢ € CF(Q) (1.7)

Asi, se usa la misma notacién para la derivada generalizada de una dis-
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tribucién como la usada para la derivada convencional de una funcién.

De hecho, si la funcién pertenece a Ci°(2) entonces la derivada generali-
zada coincide con la a-ésima derivada parcial convencional para || < m.

Ejemplo 1.9. La primera derivada generalizada de la funcion H(x) es
la distribucién H que satisface

H'(¢) = (—1)1H<%) = — /11 H(a:)% dx (H es loc. integrable)

1
_ _/ ‘;ﬁdx:—gz»(m)\;:wm:é(q&), b€ CF(Q)
0 X

asi, H = ¢, esto es, la derivada H' de la funcién H es el delta de Dirac.l

Una funcién u localmente integrable genera una distribucién, también
denotada por u, que satisface

u(9) =/Qu¢dx b e CF(Q)

Ademas, la distribucion u tiene derivada de distribucién de todo orden,
en particular, la derivada D®u es definida por (1.7). Por supuesto, D%u
puede o no puede ser una distribuciéon regular; si es una distribucién regu-
lar, entonces naturalmente esta es generada por una funcién localmente
integrable D%u(x), asi que

Dou(g) — /Q Dou (2) 6(x) da (1.8)

Se sigue en este caso de (1.7) y (1.8) que las funciones v y D*u estan
relacionados por

/Dau(m) o(x)dx = (—1)m/ u(z)D¢(z) dx (1.9)
Q Q

para |a] = m. La funciéon D%u, obtenida de esta manera, es llamada la
a-ésima, derivada débil de la funcion u. Por supuesto, si u es suficiente-

mente suave para pertenecer a C"({2), entonces estas derivadas débiles
coinciden con sus derivadas cléasicas para |a| < m.

Ejemplo 1.10. La funcién u(z) = |z| pertenece a C[—1,1], pero la
derivada cléasica u’ no existe en el origen. Sin embargo, la derivada débil
existe:
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Du@) = (1" [ u(@Dola / 216 (z

- —/Olatqsl(at)da:—i-/ z¢ (x /<Z5 d33+/ o(x
_ /_ llH(x)gb(x)dx

-1 si —-1<x<0

1 st 0<z<1
Por tanto, D%u = D'u = v’ = H(z). Notese ademéas que v’ € Lo(—1,1),
la cual es, por supuesto, localmente integrable. |

donde
H(z) =

El ejemplo anterior ilustra una diferencia fundamental entre las deriva-
das débil y clasica. La derivada clésica, si existe, debe ser por lo menos
continua. Una derivada débil, por otra parte, necesita solamente ser
localmente integrable.

1.3.1 El espacio de Sobolev

Los espacios de Sobolev son definidos como sigue:

Definicién 1.3. (Espacio de Sobolev) Sea @ C R? un congjunto
abierto, k > 1 un entero positivo y p € [1,4+00). Se define

WHEP(Q) = {f € LP(Q) : D*f existe y pertenece a LP(Q) Ve, |a| <k}

Para 1 < p < oo la norma || - ||, es definida como
o 1/p o 1/p
s = ([ 3 p2spa) ™ = (3 10°11)
|| <k la|<k

Para p = oo, se tiene

= max || D%
1 e = mass D"l

En el caso especial p = 2 se abrevia WFP(Q) = HF(Q).
En el espacio W*P(Q) se usa la siguiente seminorma estandar:
1/p
o= ([ 3 epas) ™ = (3 10751)
|la|=F |al=F

paral <p < oo,y
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[flk,00 = max [[ D% flo
|a|=k

Teorema 1.6. Sea QCR? abierto, k>1 un entero positivo y p€[1, +oo].
Entonces el espacio de Sobolev W*P(Q) es un espacio de Banach.

Teorema 1.7. Sea Q C R? abierto, k > 1 un entero positivo. Entonces
el espacio de Sobolev H*(Q) = W*2(Q), dotado del producto interno,

(foha= [ 3 D*fD%gds= 3 (D°F. D ghrace)

2 al<k la] <k
es un espacio de Hilbert.
Un subespacio H¥(£2) de uso frecuente en el resto del texto es
H{(Q) = {v e H(Q);v =0 sobre 99}

donde, H'(a,b) = {u cuyu € L¥(a, b)} representa el espacio lineal de
funciones que junto con su primera derivada son de cuadrado integrable,
y 02 denota el contorno del dominio. La formulacion débil de una EDP
de segundo orden con condiciones de contorno Dirichlet, por lo general,
se lleva acabo en este espacio.

La desigualdad de Poincaré-Friedrichs dice que la H*-seminorma

fulez = / 3 \D%\?d;p)
a1

es una norma en el espacio HE(2) en todo dominio acotado 2 C RY.
Esta norma, ademas, es equivalente a la H*-norma

lulls = (/ 3 (Dufds)

|a|<Kk

La equivalencia de | - |52 ¥ | - |lx.2 en el espacio Hf((2) encuentra aplica-
ciones en el analisis de unicidad de soluciones de EDP asi como también
en la practica computacional.

Teorema 1.8. (Desigualdad bdsica de Poincaré-Friedrichs en HE(Q))
Supongamos que el dominio acotado Q C R? estd contenido en un cubo
d-dimensional con longitud en sus aristas C > 0. Entonces

ullz@) < Cluli2 Vu € H(Q)

Teorema 1.9. (Desigualdad general de Poincaré-Friedrichs en HE(Q))
Sea @ C R un dominio acotado. Entonces la seminorma | - k2 es una
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norma en el espacio H{(Q), equivalente a la norma ||||k2. Si Q estd
contenido en un cubo d-dimensional con longitud en sus aristas C' > 0.
Entonces

[ulie < ullse < (1+C)lulre  Yu € Hy(Q)
Ejemplo 1.11. Considere la funcién u(x) definida sobre 2 = (0,2) por
u(%):{mQ72 0<z<1
20 —2x+1, 1<x<2
Se tiene entonces que
1 0<z<
o) = ={ B, AVELE,

la cual es una funcion continua. La derivada (débil) de esta funcién es

2, 0<z<1
“’(x):“”(x):{ 4, T<z<?

Por inspeccién se ve que u,u’ y u” perteneces a L2(0,2); sin embargo,
la derivada (generalizada) de u” es v = 26 € L2(0,2). De esto se tiene
que u es un miembro de H?(0,2), la funcién v pertenece a H'(0,2) y w
pertenece a L2(0,2) = H%(0,2). Las respectivas normas son:

2
2 = (u,u)m2 = N2 de = )2 dx
ullZe = (uwu)y /QDD 12d /Qazzow 12d

o <2

_ / [u? + ()2 + (u")?] do = 71.37
Q

ol = / Z(D%)deZ/[v2+(v’)2] dz = 39,
2 o<1 Q

1 2 1 2

|lw|[?: = /w2dx:/ 4dw+/ 16da::4x’ +16g;‘ — 20

Q 0 1 0 1

1.4 Formas bilineales

Otro tipo especial de operador que pueden ocurrir muy frecuentemente
en el estudio de problemas de valor de frontera es uno que mapea un par
de elementos a los ntmeros reales, y que es lineal en cada uno de estos.
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B es una forma bilineal si
B:UxV—-=R (U, V espacios lineales),
B(au + pw,v) = aB(u,v) + fB(w,v), w,weU, wveV
B(u,av + pw) = aB(u,v) + fB(u,w), weU, v,weV
Ejemplo 1.12. Sea U=V =C! [qa, b], entonces el operador definido por

b
B:C'a,b] x C"[a,b] = R  con B(u,v) = / (uv + u'v') dw

es una forma bilineal. |

Ejemplo 1.13. Sean U = V = R?; el operador B(x,y) = z - y, es una
forma bilineal. Un ejemplo de una forma no lineal es:

B:R*xR*—R, B(z,y)=|z|+y|
aqui B(ax + fz,y) = |ax + 82| + |yl # aB(z,y) + BB(z,y). .

1.4.1 Formas bilineales continuas

Consideremos una forma bilineal B : U x V — R, donde U y V son
espacios lineales normados. Si existe una constante k& > 0 tal que

| B(u,v)| <k ||u]| ||v]| paratodo uweU,veV (1.10)

entonces B es llamada una forma bilineal continua (esta definicién debe
ser comparada con la del operador acotado, o funcional lineal acotado).

A continuacién, se discute un ejemplo que es tipico de una clase de
problemas que aparecerdn méas adelantes.

Ejemplo 1.14. Se puede mostrar que H'(a,b) es un espacio normado
completo con la norma definida por

b
lalf = [ o+ ) de
A partir de este espacio, se define la forma bilineal
b
B:H'(a,b) x H'(a,b) — R tal que B(u,v) = / [u'v" + cuv] dz

donde ¢(z) es una funcién positiva acotada con ¢; > ¢(x) > ¢o > 0 para
x € (a,b). Para mostrar que B es continua considere
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b
|B(u,v)| = ‘/ [u'v + cuv] dx‘ < ‘/ u'v' 4+ cruv dw’

= ‘(u’,v/) —I—cl(u,v)‘ < ’(u/,v/)| +cl|(u,v)’

IN

[|[W/[|[|v']| + c1||ull|]v]]  (Se usa desigualdad de Schwarz)

Por lo tanto,
2
(B, 0) < (1] [10/1] + eallul] o]l (1.11)
Utilizando la desigualdad de Schwarz para R™:

(Zaibi)Q < (Zaf) <Zbi2> para a,b e R"

Asumiendo que n =2, @ = (ea[ull, [1/]]) ¥ b = (|lo]l, [[o]}), de (1.11) se
tiene que

Bluw,o)? < |Gl + /)] [|Jo]? + 10/) 2

[l + 111 2] o112

IN

B2 ol 2 =+ Il 2] Il = K2l 3102

con k = max(1,c;). Tomando el cuadrado a ambos lados de la igualdad,
se tiene que B es continua. |
1.4.2 Formas bilineales H-elipticas

Dada una forma bilineal B : HxH — IR, donde H es un espacio producto
interno, se dice que B es H-eliptica, si existe una constante a > 0 tal que

B(v,v) > a|jv]|f YveH. (1.12)
Asi una forma H-eliptica es acotada inferiormente.

Ejemplo 1.15. Del ejemplo previo
|B(v,v)] = ’/ 2 4 w? d:v‘ > ’/ 2 4 v ]dx‘
> \/ ? 0] da| = ool

con a = min(1,cz), y asi B es H'-eliptica. |
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El teorema de representaciéon de Riesz para funcionales lineales tiene
una contraparte para formas bilineales. Supongamos que se tiene un
espacio producto interno H, un funcional lineal F' de H y un miembro «
de H; entonces se puede definir una forma bilineal B continua, H-eliptica
en H de acuerdo a la regla

B:HxH—R, B(u,v)=F(({) YveH (1.13)
De la H-eliptica de B y continuidad de F' se tiene
allull* < Blu,u) = F(u) < [|F|||ul]

y asi
1
lully < ()1 e (1.14)

En el sentido anterior, entonces, u y F' generan la forma bilineal B.
Ahora se prueba en sentido inverso: dada una forma bilineal B y un fun-
cional lineal con las propiedades convenientes, entonces existe un tnico
u € H satisfaciendo (1.13) y (1.14). Este es el teorema de Lax-Milgram.

Ejemplo 1.16. (Producto interno energético, norma energética) Sea H
un espacio de Hilbert y B : H x H — R una forma bilineal acotada,
simétrica y H-eliptica. La forma bilineal define el producto interno
(u,v)e = B(u,v) en H, llamado producto interno energético. La norma
inducida por el producto interno energético, ||ulle = v/ (u, u). es llamada
norma energética. |

1.5 El Teorema de Lax-Milgram

En este apartado, se presenta y analiza el conocido Teorema de Lax-
Milgram, el cual serd aplicado, en los siguientes apartados, al estudio
del buen comportamiento de las formulaciones variacionales de varios
Problemas de Valor de Frontera lineales elipticos.

Teorema 1.10. (El Teorema de Lax-Milgram) Sea H un espacio
de Hilbert y sea B : Hx H — R una forma bilineal, H-eliptica, continua
definida en H. Entonces, dado cualquier funcional lineal F definida en
H, existe un tnico elemento u € H tal que

B(u,v) = F(v) YveH (1.15)
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ademds,
lully < @ Y| F s (1.16)

La prueba de este teorema es bastante larga, para hacerla mas digerible
serd partida en una serie de cinco lemas.

Lema 1.3. Dado cualquier u€H existe un unico elemento weH tal que
B(u,v) = (w,v) YveH (1.17)

Demostracion: Dado cualquier v € H, B(u,-) es un funcional lineal
acotado definido en H ya que

B(u,"): H— R, B(u,v) < K'|]v||

donde K’ = K||ul|. Ahora, de acuerdo al Teorema de Representacion de
Riesz, existe un tnico elemento w en H tal que B(u,v) = (w,v). |

Lema 1.4. Sea A el operador que asocia u con w:
A:H—H, Au=w (1.18)

Entonces A es un operador lineal acotado.
Demostracion: Sea wi,ws € H, del lema anterior se tiene asociado
elementos u1, us en H definidos por

B(u,v) = (w1,v), B(ug,v) = (wz,v) YveH
Ya que B es bilineal,
B(auy + Pugz,v) = aB(ui,v) + fB(u2,v) = (aw; + fwz,v) (1.19)
Ademas, de la definicién de A se tiene
Auyp = wy, Aug =wq, asi  aAuj + fAuy = awy + fwy  (1.20)
A partir de (1.17) - (1.19), se ve que A mapea auj + Suz en aw; + fws :
A(auy + Pug) = aw; + fws (1.21)

La linealidad de A se sigue de (1.20) y (1.21). A es acotado, pues
tomando v = Au en (1.17) y usando la continuidad de B y (1.18),

K|lullllAul] > B(u, Au) = (w, Au) = || Au||*
Entonces, ||Au|| < K||ul|. [

Lema 1.5. A es uno-uno con inversa A~ acotada.
Demostracion: Sea R(A) el rango de A (por supuesto, R(A) C H). Se
debe mostrar que Az = 0 solo para z—0 y usar el Teorema 1.2 para mos-
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trar que A es 1 — 1. Sea z tal que Az = 0. Entonces, ya que A por
definicién mapea z en un miembro Az de H tal que B(z,v) = (Az,v),
se tiene

B(z,v) =(0,v) =0 YveH
En particular, para v = z,
0= B(z,2) > a||z|?

de manera que ||z|]| = 0 0 z = 0. De aqui A es 1 — 1, y su inversa
A7l . R(A) — H existe. Ademés, A~! es lineal ya que A es lineal
(ejercicio), y A™! es acotado pues

al|ul]? < Bu,u) = (w,u) < |[wl||||u||, (usando la des. de Schawarz)
de donde ||u|| = ||[A™ w|| < a7 |w]]. 1

Lema 1.6. R(A) es un espacio completo.

Demostracion: Sea {wy} una sucesion de Cauchy en R(A). Ya que el
R(A) es un subconjunto de H, {wy} también es una sucesion de Cauchy
en H, y asi esta es convergente en H:

lim |jwy —w||=0 en H
k—o0

Se tiene que demostrar que w esta en el R(A). Para hacer esto, se define
uy tal que Aug = wy. Entonces

lue — uel| = [|A™ w — A7 wg|| = ||A™H (wy, — w)|] < [JATH]|Jwy, — well
de modo que

li — < ||A7Y| 1 — =0
Jim s = | < [[A7] =

(pues {wy} es una sucesion de Cauchy en H). De esto, {ui} es una
sucesion de Cauchy en H, con limite © € H. Ademaés, ya que Aup = wy
se tiene

lim Aup = lim wp=w o sz( lim uk> = Au

k—o0 k—o0 k—o0
(recuerde que: Un operador T': U — V, con U y V espacios normados,
es continuo si, y solo, si es acotado). Por lo tanto, w esta en el rango de
A, y ya que w es el limite de una sucesion arbitraria de Cauchy, el R(A)
es completo. |

Lema 1.7. R(A) = H, esto es, A es biyectivo.
Demostraciéon: Supongamos que R(A) es un subespacio de H, por lo
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tanto existe un elemento ug # 0 en R(A)* tal que
(ug,t) =0 Vt e R(A)

Ademas, de los lemas anteriores se tiene:

Aug=wyg = wy € R(A)

B(ug,v) = (wp,v) YveH
En particular, si se define v = ug, entonces
allugl)? < Blug, ug) = (wo,ug) =0, pues wo € R(A)y up € R(A)*
Por lo tanto, ug = 0, lo cual es una contradiccion. Asi, R(A)* = {0} y

R(A) = H. N

Finalmente, se recopila toda la informacién dada para dar la prueba
del Teorema de Lax-Milgram:
Demostraciéon: El Lema 1.3 muestra que para cualquier u € H existe
un tnico w € H definido a partir de (1.17). Sin embargo, este lema no
prueba el inverso: de hecho, se define el operador A por (1.18), y para
probar que el inverso es cierto es necesario demostrar que A es biyectivo.
Esto se hace en los Lemas 1.5, 1.6 y 1.7. Por tanto, se concluye que dado
cualquier w € H existe un tinico v € H tal que

B(u,v) = (w,v) (1.22)

Por el Teorema de Representacion de Riesz, todo funcional lineal acotado
F puede ser expresado en la forma

F(v) = (w,v) YveH (1.23)

con ||F|| = ||w||. Asi, (1.22) y (1.23) implican (1.15), y (1.16) se sigue
de la H-elipticidad de B y la continuidad de F', como en (1.13) y (1.14).
Esto prueba el teorema. |

1.6 Formula de Green

Antes de continuar, resulta apropiado recordar una férmula de Green que
serd de importancia fundamental en todos los apartados subsiguientes.
Se empieza desde el Teorema de la divergencia (en dos dimensiones) o
también llamado Teorema de Gauss.

Teorema 1.11. (Teorema de la divergencia) Sea Q2 C R? un domi-
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nio acotado con frontera continua Lipschitz. Todo campo vectorial suave

A = (41, 4;) € [CHO)N C(Q)]2 satisfacel
/ divAda = A -nds
Q o0N

donde divA = % + %—‘322, y n = (n1,n2) la norma exterior unitaria a

0. |

Aqui da denota el elemento de area en R? y ds es el elemento de lon-
gitud de arco a lo largo de 0€). Si se aplica el Teorema de la divergencia
a A= (vw,0) y A= (0,vw), se tiene que

0 0
v wdQ—i—/v Y do :/ vwn,ds, i=1,2 (1.24)
o 0 o Oz 0
Denotando por Vu el gradiente de v, es decir, Vv := (C%”l, (%’2), se

obtiene de (1.24) la siguiente féormula de Green:

ov ow ov Ow
. do = _— 4+ ——|d
/QW Viwda /Q{aazl 0z, | Ora 8:172} &

-~ Jaa L 0z P 0ag o LOz? = Ox3

= / vawds—/vAwdQ
o On Q

/Vv : deQ:/ va—wds— / vAwdQ (1.25)
Q oo On 9)
ow

ow _ dw Ow. . . .
Y 0 = pey™M T 55,12 €8 la derivada normal, es decir, la derivada en la

direccion del vector normal exterior sobre la frontera Of2.

Asi,

Ejercicios
1.1 ;Cual de los siguientes operadores es lineal?

(1) T: Lz(_17 1) - LQ(_la 1)7 T(u) = f_ll K(CE,y)U(y) dy;

'De aqui en adelante, se utiliza la notacion [, de = [ [, dzdy.
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1.2

1.3

1.4

1.5

1.6

1.7

1.8

1.9

(ii) T : Cla,b] — Cla,b], T(u)= 220u/dz + 2u;
(iii) M:R?2 - R, M(x)=my.

SiT:U — V es un operador lineal invertible de U a V, donde U y
V son espacios lineales, muestre que 77! es lineal.

Muestre que el operador identidad I : U — U es continuo, donde U
es cualquier espacio normado. Si V es el espacio normado Cl[a,b]
con la norma ||u|l, = |[ulls + |[t/]|ce; ¥ W es el espacio Cl|a,b]
con la norma del supremo, encuentre un ejemplo que muestre que
I:V — W no es continuo.

SiT: U — VyS:V — W son operadores lineales acotados,
muestre que ST : U — W es acotado con |[ST|| < ||S]]||T]-

Muestre que el espacio nulo N(7') de un operador 7' : U — V es
cerrado si T' es un operador lineal acotado.

Muestre que el N(P) = R(P)* y R(P) = N(P)' si P es una proyec-
cién ortogonal en un espacio con producto interno.

Sea T una transformacién definida por

o 5 ] ou(x), siz| <1,
T:L°(R) — L*(R), T(u) = { 0 en los otros casos

Muestre que T es una proyecciéon ortogonal. ;Cudl es el rango y
espacio nulo de 17

Sea A una matriz nxn simétrica y definida positiva, es decir zTAz >0
para todo vector = # 0. Entonces, el espacio R™ es un espacio de
Hilbert dotado del producto interno (z,y) = szzl Aijxy;. Dada
una funciéon F : R™ — R, encuentre el elemento z tal que F(y) =
(z,y) donde F' es definida por: (i) F(y) = y1 +y2 + ... + yn; (i)
F(y) =y

Para cada F € L2(0,1) sea u(z) la solucién de u” +u' —2u = F con
u(0) = u(1) = 0. Definir el funcional £ por ¢ : L?(0,1) — R, tal que
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1.10

1.11

1.12

1.13

1.14

G. Calderén y R. Gallo

UF) = fol u(x) dz. Mostrar que este funcional es lineal acotado, y
encontrar la funcién u, el valor de ¢(F'), y el elemento g tal que

U(F) = (g,F), cuando F(z) = 2.
Repita el ejercicio anterior para la ecuacion diferencial u”"—2u+u=F.

Si U es un espacio normado (no necesariamente completo), pruebe
que U’ es un espacio de Banach.

Si B: UxU — R es una forma bilineal de un espacio U con
producto interno, mostrar que limy, o B(tn, uy) = B(u,v) si u, —
Uy vy — V.

Sea F: H}(0,1) = Ry B:H}(0,1) x Hj(0,1) — R definidos por

1 1
F(v) = /0 (—1 — 4z)vdz, B(u,v) = /0 (x + 1)u'v da,

donde H{(0,1) = {v e L*0,1): o' € L?(0,1), v(0)=wv(1) =0}
es un espacio de Hilbert con el producto interno

1
(u,v) gy = /0 (uwv + u'v') do = (u,v) + (u/,0").

Mostrar que F es continuo, que B es continuo y Hj-eliptica y veri-
fique que el unico elemento u que satisface B(u,v) = F(v) es u(z) =
2 — z. Sugerencia: puede ser necesario usar integraciéon por
partes. Se puede asumir que existe una constante C' > 0 tal que

[lo]] < Cl[v]-

Sea B : U x U — R una forma bilineal continua, U-eliptica, y
definida por la forma bilineal B : U x U — R tal que B(u,v) =
B(u,v)+(u,cv). SiU = H}(0,1) y c(x) satisface 0 < ¢; < c(z) < e,
muestra que B es continua y U-eliptica.



Capitulo 2

Formulacién Variacional para
Problemas de Valor de
Frontera

Desde un punto de vista matematico, el MEF es una técnica general
para construir soluciones aproximadas de problemas de valor de frontera
(PVF)!. El método implica dividir el dominio de la solucién en un niimero
finito de subdominios simples, los elementos finitos, y usando conceptos
variacionales se construye una aproximaciéon de la solucién sobre la co-
leccién de elementos finitos.

El método variacional constituye una herramienta fundamental para
el estudio cualitativo de ecuaciones diferenciales parciales y el eje funda-
mental del MEF. Por esto, el objetivo esencial del capitulo consiste en
definir la formulacién variacional o forma débil de algunos PVF de tipo
eliptico y estudiar el buen planteamiento de esta formulacién variacional.
Para seguir los resultados variacionales que se presentan en los siguientes
apartados, es apropiado que el lector tenga presente los resultados del
analisis funcional dados en el capitulo anterior.

Debido a la simplicidad técnica que presentan los problemas unidimen-
sionales, resulta apropiado presentar en estos las ideas fundamentales
que involucran este tema. Con este fin, se limita nuestra atenciéon por el
momento a lo mas simple, un PVF en una dimensién (problema de fron-

'Estos problemas de la fisica matematica son conocidos también como problemas
de valores de contorno (PVC)

25
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tera en dos puntos) caracterizado por una ecuacién diferencial ordinaria
(EDO) de segundo orden, junto a un par de condiciones de frontera. Se
hara referencia a este ejemplo como nuestro problema modelo. Aunque
el problema modelo no represente ninguna dificultad ni mucho interés
practico, tanto su estructura matematica y su enfoque en la formulacion
de su aproximacién son esencialmente las mismas que en los problemas
més complejos. Posteriormente, se analiza la forma débil para PVF elip-
tico en 2D y las distintas posibilidades en sus condiciones de frontera:
Dirichlet, Neumann y Robin. Ademaés, se presentan resultados sobre la
existencia y unicidad de la solucién de estos nuevos problemas.

2.1 Problema modelo unidimensional

Se considera el problema de encontrar una funciéon v = u(z), 0 <z <1,
la cual satisface la siguiente EDO y condiciones de frontera:

—u"(x) +u= f(x), para 0<z<l1,

u(0) =u(1)=0 ©

donde f es una funcién conocida y suficientemente suave (continua). Un
problema de este tipo puede surgir como modelo, en particular, en el
estudio de la vibracién de una barra eldstica, una cuerda elastica o en la
distribucién de temperatura en una barra.

Los datos del problema consisten en: el dominio de la solucién (en
este caso, el dominio es simplemente el intervalo unitario 0 < z < 1),
la parte no homogénea de la ecuacion diferencial (representada por la
funcion f(x)), los coeficientes de las derivadas de u (las constantes -1 y
1) y los valores de frontera que demanda la solucién obtenida (en este
problema, u=0enz =0y z =1).

El problema modelo planteado en (C) (ecuacion diferencial junto a las
condiciones de frontera) recibe el nombre de forma fuerte o cldsica del
problema, porque impone las condiciones mas exigentes a la funciéon que
se trata de obtener, en cuanto al orden de derivabilidad, cumplimiento de
la ecuacion y condiciones de frontera punto a punto dentro del dominio
de célculo.

Los datos del problema modelo son suaves, como consecuencia de esta
suavidad, existe una tnica funcién u la cual satisface el problema en todo
punto del dominio. Sin embargo, en la mayoria de las aplicaciones, una
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o varias de estas caracteristicas apropiadas del problema fallan o bien,
no existe una solucién a la declaracién clasica del problema debido a que
alguno de los datos no son suaves, o si una solucién suave existe, esta
no puede ser encontrada en el sentido usual debido a la complejidad del
dominio, los coeficientes, y las condiciones de frontera.

Como ejemplo a este tipo de dificultad, se considera en lugar de f(z)
(suave) en (C), el problema

—u"(z) +u=46(z—1/2), 0<z<l1, uw(0)=u(l)=0 (2.1)

donde &(z — 1/2) es el delta de Dirac? (un impulso unitario o fuerza
puntual concentrada en z = 1/2). Resulta asi, que cualquier funcion u
que satisfaga (2.1) debe tener una discontinuidad en su primera derivada
u' en z = 1/2; su segunda derivada u” no existe en z = 1/2 (en un
sentido tradicional) (ver Ejercicios 2.1 y 2.2).

jAlgo parece estar mal! ;Cémo puede una funcién u satisfacer (2.1) en
todo el intervalo 0 < = < 1 cuando su segunda derivada no puede existir
en x = 1/2 debido a los datos muy irregulares que presenta el problema?

La dificultad proviene de requerir que la solucién u de (2.1) satisfaga
la forma fuerte del problema. Para superar esta dificultad, se reformula
el PVF de modo que se exija a la funcién incégnita un orden menor de
derivabilidad y, en vez del cumplimiento punto a punto, un cumplimiento
en promedio de la ecuacién diferencial y de las condiciones de frontera.
Por contraste con la forma fuerte del problema, tales reformulaciones son
llamadas formulacion débil o variacional del problema y estdn disenadas
para dar cabida a datos o soluciones irregulares del problema (2.1), asi
como a soluciones muy suaves, como la del problema modelo (C).

Cada vez que que una solucién suave clasica de un problema existe,
es también la solucién del problema débil. Por tanto, no se pierde nada
por la reformulacién de un problema a una forma més débil y a cambio
obtener la ventaja de ser capaz de considerar problemas con soluciones
bastante irregulares.

2Se debe recordar que §(x — 1/2) es una distribuciéon; un funcional sobre C§°
definido por 6(z — 1/2)¢(z) = ¢(1/2), para cualquier funcién ¢ € C§°. La operacion
d(x —1/2)¢(x) es algunas veces escrita como fol 0(x —1/2)¢(x)dx = ¢(1/2).
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2.1.1 Formulacién variacional del problema modelo uni-
dimensional

Una declaracién débil del problema modelo es dada como sigue: Encon-
trar u tal que (C) se cumpla en un sentido de promedios ponderados, es
decir, se quiere que

/0 1(—u// + w)vde = /0 1 f(z)vdz (2.2)

para todo miembro v de una clase apropiada de funciones. La funcién
de peso o funcion de prueba, v, es cualquier funcién de z tal que las
integrales dadas en (2.2) tengan sentido®. Se denota el conjunto de tales
funciones, que son cero en x =0y x = 1, con la letra V,,.

En esta etapa, hay dos puntos que deben ser bien apreciados:

e La formulacion débil (2.2) es tan valida y significativa como la
forma clasica (C); de hecho, se probara que la soluciéon de (C),
ademas, satisface (2.2) y, en efecto, es la tinica solucion de (2.2).

e La especificacion del conjunto V, de funciones de peso es un in-
grediente esencial de una formulacién débil aceptable.

Aunque puede que no sea inmediatamente obvio, las funciones de prueba
en el problema variacional (2.2) pueden no pertenecer al conjunto V,,
para las cuales la solucién pertenece (ver Ejercicio 2.3). El conjunto
V., para el cual la solucién pertenece, es llamado la clase de funciones
admisibles para este tipo de problemas. La suavidad depende de los
requisitos que se consideren para el par de conjuntos de funciones, V, y
V.. Por ejemplo, u puede ser seleccionada de una clase de funciones V,,
la cual tiene la propiedad que su segunda derivada, cuando se multiplica
por una funcién de peso v, produce una funcién u”v que es integrable
sobre el intervalo 0 < z < 1. Por otra parte, no es necesario que las
funciones de peso que aparecen en (2.2) sean derivables. De esta forma,

3Es facil encontrar funciones que no son lo suficientemente suaves para servir como
funciones de peso. Por ejemplo, para f(z) = z, u(z) = = — sinh(z), y v(z) = 273,
entonces ni fol(fu" +u)vdz o [ zvdz tiene valores finitos y (2.2) no tiene sentido.
Hay, sin embargo, una multitud de funciones las cuales son perfectamente aceptables
como funciones de peso. La especificacion exacta de tales funciones es central en la

teoria del MEF y sera discutida en detalle posteriormente.
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a pesar de que (2.2) es una forma débil perfectamente valida de (C), el
hecho que V, y V, no sean los mismos conduce a una falta de simetria en
la formulaciéon que normalmente se prefiere evitar. En otras palabras, la
forma débil (2.2) no es la més adecuada para propésitos computacionales
o tedricos.

Para obtener una formulacién débil simétrica de (C), se observa que
si u y v son funciones suficientemente suaves, entonces integrando por
partes el primer término del lado izquierdo de (2.2) y pidiendo que las
funciones de peso se anulen en la frontera, v(0) = v(1) = 0, se tiene

1 1 1
1
—/ u”vdx:/ u’v'dm—u’v‘oz/ uv'dx
0 0 0

Por tanto, (2.2) puede ser reemplazado por el siguiente problema varia-
cional: encontrar u € V tal que

/(uv —l—uvdw—/ f(x)vdz, Yv eV (2.3)
donde,

V= {v : v € C[0,1], @ es continua y acotada a trozos en [0,1], y
v(0) = v(1) = o}

Ahora existe una simetria en la formulacién: el mismo orden de deriva-
da tanto de las funciones de peso como de las funciones de ensayo y se
tiene V, = V,, = V. Ademas, ya que (2.2) contiene segundas derivadas
de la solucién u mientras que (2.3) solo tiene primeras derivadas, se tiene
que pasando de (C) a (2.2) y a (2.3) se ha debilitado progresivamente
los requerimientos sobre la solucién y, de tal modo, progresivamente
ampliado la clase de datos para los cuales esta declaracién del problema
tiene sentido.

El conjunto V es llamado la clase de funciones admisibles para el
problema (2.3), ya que este contiene solo las funciones que satisfacen
las condiciones de frontera y son suficientemente regulares para que las
integrales en (2.3) tengan sentido. Dado que v puede ser una funcién en el
conjunto de funciones admisibles, se debe tomar la posibilidad que v = w.
Asi, sera necesario que (v')? sea lo suficientemente suave para que su
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integral pueda ser calculado. Por lo tanto, se debe definir el conjunto de
funciones admisibles V = H}(0,1). Aqui, H}(9) es el espacio de Sobolev
definido anteriormente: H{(2) = {v € H(Q) : v(0) = v(1) = 0}, con
HY(Q) = {v:v,v € L?(Q)}. Asi, el PVF (C) puede tener la siguiente
formulacién variacional: encontrar u € H}(Q) tal que

1 1
/ (v +uwv)dr = / f(x)vdz, Yo e HY(Q) (2.4)
0 0

Si se compara el problema de valor de frontera variacional (PVFV)
(2.4) con la formulacién variacional (2.3) se nota que el espacio H} ()
es mas grande que el espacio V usado en la formulacion (2.3). El espa-
cio H(l)(Q) estd especialmente adaptado para la formulacién variacional
de (C) y es, de hecho, el espacio mas grande para el cual la formu-
lacién variacional dada en (2.4) se cumple. Desde un punto de vista
matemaético, la eleccién correcta del espacio de funciones es esencial, ya
que esto puede hacer que sea més facil de probar la existencia de una
soluciéon para el problema continuo. Desde el punto de vista de ele-
mentos finitos, la formulacion (2.4) frente a (2.3) es de interés debido
principalmente a la estima del error en la norma indicada por (2.4).

2.1.2 Equivalencia del problema fuerte y variacional

Ahora se demuestra que la solucion u del PVF o ecuacion diferencial (C)
también es solucion del problema variacional (2.4). Usando la notacién
de producto interno, se tiene que el problema (2.4) se puede formular
como: encontrar u € H}(€2) tal que

(v, ") + (u,v) = (f,v) Yo € HY(Q) (V)
donde, (v,w) = fol v(z)w(x)dz.

Que la solucion de (C) sea solucion de (V) quedé justificado en el
apartado anterior donde se fue deduciendo paso a paso esta implicacion.
Se demuestra ahora, que una solucién de (V) es determinada de forma

tnica. Supongamos para esto que u; y uz son soluciones de (V), es decir,
uy, ug € HY(Q) y

(u/bv,) + (ulvv) = (f?v)a (uévv,) + (uvi) = (f?v) Vo e H(l)(Q)

Restando las ecuaciones y seleccionando v = u; —uz € H}(€), se tiene
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1 1
/ (u) — ubh)?dx +/ (uy — ug)?dx =0
0 0

lo cual muestra que v} —uy, =0y u; —uz =0, Vz € [0, 1], y la unicidad
queda probada.

Finalmente, se prueba que si u es la soluciéon de (V) entonces u ademés
satisface (C). Sea u € H}(Q2) tal que

1 1 1
/ u'v'dx + / wodz — [ fodz =0 Yo € H)(Q)
0 0 0

Si se supone ademas, que u” existe y es continua, entonces se puede
integrar por partes y usando el hecho que v(0) = v(1) =0,

/u”vdaz—{—/ uvdz— /fvda:— / (' —u+f)vde =0, Yo € HY(Q)

Pero con la suposicion que (v’ —u + f) es continua, la cual se cumple
solo si (ejercicio)

(" —u+ f)(xz) =0 0<z<l1

se puede probar que u es solucion de (C).

Asi, se tiene visto que, si u es la solucion de (V) y ademaés satisface
la hipotesis de regularidad (u” es continua), entonces u es soluciéon de
(C). Entonces se tiene mostrado que los dos problemas (C) y (V) son
equivalentes.

La formulacién (V) se dice que es una formulacion débil de (C) y
la solucion de (V) se dice que es una solucion débil de (C). Si u es una
solucion débil de (C) entonces no es claro de inmediato que u sea también
una solucion clasica de (C), ya que este requiere que u sea suficientemente
regular para que u” quede definida en un sentido clasico.

2.1.3 Condicién de frontera no homogénea

Se considera Q = (a,b) C R y una funcién de carga f € L2(f2). Se va a
resolver la ecuaciéon de Poisson

—u"(z) = f(x) en Q (2.5)
provista de condiciones de contorno Dirichlet no homogéneas

u(a) = ga,  u(b) =g (2.6)
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Se debe notar que las funciones que satisfacen las condiciones dadas en
(2.6) no pueden constituir un espacio vectorial. Este seria el caso con
condiciones de contorno Dirichlet iguales a cero; sin embargo, en el caso
no homogéneo, la suma de dos funciones que cumplen (2.6) no satisfacen
la condicion. Por tanto, se tiene que descomponer la funcién u buscada
en

u(z) = u*(x) + u(x) (2.7)
donde u* € H'(a,b), llamada el levantamiento Dirichlet, es una funcién
conocida que satisface las condiciones de contorno

u(a) =ga,  u(b) =g (2.8)
y la funcién wu, satisface la condicién de frontera Dirichlet homogénea
u(a) =u(b) =0 (2.9)

representa la parte desconocida de la solucién u. La funcién w ya puede
buscarse en un espacio de funciones lineales, normalmente, V = H}(a, b).

Por lo tanto, la tarea consiste en encontrar w € V satisfaciendo la
formulaciéon variacional

/0 ' (x) (2)dx = /0 [f(z)v(z) — (u*) (2)V'(z)]dz, Vv eV

En la practica, suele escogerse u* tan simple como sea posible, es decir,
como una funcién lineal continua por partes que se anula en todos los
puntos interiores (ver Figura 2.1).

Ib

i t t t a’; b T

M

Figura 2.1: Ejemplo de una funcién levantamiento Dirichlet para problemas 1D.

2.2 Problema modelo 2D

Se va a considerar el PVF en un dominio  C R? abierto y acotado con
frontera Lipschitz. La frontera 0f) se divide en dos partes I'y y 'y, tal
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que 0N = 'y U T, donde se aplicaran distintos tipos de condiciones de
contorno. El problema modelo en su forma fuerte se define por

V- (aVu) +apu=f en QQ, (2.10)

u=gi(x) sobre Ty
ou Dirichlet y Neumann  (2.11)
ciu + ca— = go(x) sobre T,

on
De forma indistinta, se usara 9€2 o I' para definir el contorno del prob-
lema. Ademaés, para asegurar la existencia y la unicidad de la solucion
se anaden las condiciones

a1 > Cmin >0 vy ag>0 en( (2.12)

L
e

Figura 2.2: Dominio Q2 y sus fronteras para problemas 2D.

El problema (2.10) es bastante general; incluso con ag = 0, se pueden
modelar una serie de problemas de fisica y mecénica, por ejemplo: trans-
ferencia de calor en estado estacionario, desplazamiento de un membra-
na elastica, deflexién transversal de un cable, deformacién axial de una
barra, flujo laminar, flujo en tuberias y flujos en medios porosos.

2.2.1 Condicién de frontera Dirichlet homogénea

Para empezar, se considera a (2.10) solo con condiciones de contorno
Dirichlet homogéneas en todo el contorno, I';, = (), es decir,

u(z) =0 sobre 092 (2.13)
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La solucion cldsica del problema (2.10), (2.13) es una funciéon u €
C2(2) N C(Q) que satisface la ecuaciéon (2.10) en todo 2 y cumple la
condicién de contorno (2.13) para todo xz € 9. Naturalmente, se debe
asumir que f € C(2). Sin embargo, ni el requerimiento mas fuerte
f € C(Q) garantizan la resolucién del problema, para el cual se requieren
atn més condiciones de suavidad.

Para reducir las restricciones de regularidad antes dicha, se introduce
la formulacidn variacional del problema (2.10), (2.13). La derivacién
de la formulacion variacional de (2.10) consiste en los siguientes cuatro
pasos:

1. Se Multiplica (2.10) con una funcién test v € C3°(€2) (conjunto de
funciones infinitamente suaves que se anulan en la frontera de Q)

=V - (a1 Vu)v + apuv = fo

2. Integrar sobre {2
—/ V-(a1Vu)UdQ+/ aoude:/fde (2.14)
Q Q Q

3. Se usa la formula de Green (1.25) para reducir el maximo orden de
la derivada presente en la ecuacién. Ademas, del hecho que v se
anule sobre la frontera 02 permite anular la integral en la frontera.
Asi, de la primera integral de (2.14) se tiene

—/ V(a1 Vu)vda = —/[Val'Vu]de—/ a1 Auvd
Q 0 Q

=— / [Va; - Vulvde —|—/ Vu-V(ajv)de +/ alv%ds
Q Q oo On

= —/[Val : VU]UdQ—i—/ Vu - [Vajv + a1 Volda
Q Q

Agrupando con el resto de la ecuacion (2.14) resulta
/ a1Vu - Vodo —|—/ apguvdQ = / fude (2.15)
Q Q Q

4. Encontrar el espacio de funciones mas grande posible para u, v y
las otras funciones en (2.15) donde todas las integrales son finitas.
Originalmente, (2.15) fue derivada bajo la suposicién de regulari-
dad de que u € C*(Q)NC(N) y v € CF. Toda integral de (2.15)
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permanece finita cuando estas hipoétesis se debilitan a
u,v € HY(Q),  feL*Q) (2.16)

Similarmente, las hipotesis de regularidad para los coeficientes a
y ao se pueden reducir a aj, ag € L>(Q).

La formulacion variacional para el problema (2.10), (2.13) se define como
sigue: Dado f € L%(Q), encontrar una funcién u € H}(Q) tal que

B(u,v) =1(v), YvecH}Q) (2.17)
donde
B(u,v) :/ [a1Vu-Vu+aguv|do l(v) = / fodo Vv € Hy(Q)
Q Q

Nuevamente, la formulacion variacional (2.17) se dice que es una for-
mulacion débil o forma débil de (2.10), (2.13) y la soluciéon de (2.17) se
dice que es una solucion débil de (2.10), (2.13). Nuevamente, si u es una
solucion débil de (2.10), (2.13), entonces no es claro de inmediato que u
sea también una solucién clasica de (2.10), (2.13), ya que este requiere
que u sea suficientemente regular para que V - (a1 Vu) quede definido en
un sentido clasico, que en este caso significa que u € C?(2) N C(Q). La
ventaja matemética de la forma débil (2.17) es que es facil de probar la
existencia de una solucién débil de (2.10), (2.13), mientras que es rela-
tivamente dificil probar la existencia de una solucion cléasica de (2.10),
(2.13). Para probar la existencia de una solucion clésica de (2.10), (2.13)
se inicia usualmente con la solucion débil de (2.10), (2.13) y se muestra,
a menudo con un considerable esfuerzo, que en realidad esta soluci6n
es lo suficientemente regular para ser también una solucién clasica. En
problemas no lineales las complicaciones aumentan, pues suele ser muy
dificil o practicamente imposible demostrar la existencia de soluciones
clasicas mientras que la existencia de soluciones débiles puede seguir al
alcance.

Unicidad de la solucién

La existencia y unicidad de la solucién del problema modelo (2.17) puede
ser probada usando el Teorema de Lax-Milgram (Teorema 1.10) bajo las
siguientes hipoétesis.

Lema 2.1. Se asume que aj > Cpin >0 y a9 >0 en Q (condicion
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(2.12)). Entonces la forma variacional (2.17) tiene una tnica solucion
u € H(Q).
Demostracion: Si se puede mostrar que [ es continuo y que B es
continua y H(l](Q)—eliptica, entonces se consigue garantizar la existencia
de una tunica solucion de (2.17).

Primero, si f € L?(f2) entonces [ es continuo ya que

lL(v)| = |/fvdﬂ{ < Wfllzzllvl 2 (desigualdad de Schwarz)
Q

IN

£ 1|2l 2 (pues [[ofl2 < [[v]lzx)

Fijando ||f||z2 = K, entonces [[(v)| < K||v| g2 y asi | es acotado y, por
lo tanto, continuo.

Ahora, ya que a1, ag € L*°(£2), entonces existe un Cj,q, < 00 tal que
la1(z)| < Craz ¥ |ao(z)| < Chiaz en Q. Por lo tanto,

|B(u,v)| < / [a1|Vu'Vv| +a0|uquﬂ < C’max/ [|VU'V7J| + |uv||da
Q Q

(2.18)
Ya que Vu, Vv € [L2(2))%, entonces usando la desigualdad de Hélder
(ver A.50 de [6]) se tiene

1/2 1/2
/ ‘Vu-Vv‘dQS (/ ‘Vufdﬂ) (/ ‘Vv|2dﬂ> = |ul12]v]1,2
Q Q Q

(2.19)
Analogamente, para el producto |uv| se obtiene

1/2 1/2
/\uvydng (/ u%m) / (/deQ) P ullelolle (220
Q Q Q

La norma || - ||1,2 se obtiene sumando un término no negativo a la semi-
norma | - |12,

lul12[v]12 < [Julli2llvfl12 (2.21)
Similarmente, para la norma L2,
[ullz2l[vll2 < [lullizllvllie (2.22)

Finalmente, relacionando (2.18)-(2.22) se obtiene

|B(u,v)| < 2Cmae||ull12

[vll1,2

lo que significa que la forma bilineal esté acotada por la constate C; =
2Cmaz- A continuacién, se prueba la H} (2)-elipticidad de B(u, v). Usan-
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do la desigualdad bésica de Poincaré-Friedrichs (Teorema 1.8) en el es-
pacio H}(€2), junto con la condicién (2.12) se obtiene que existe una
constante Cp > 0 tal que

B(v,v) :/al‘Vv|2+aov2dQZ/al‘vadQ
Q Q
> omm/ Voo = Coninlo s > ConinCEll0]25 Vo € HYQ)
Q

Asi, la forma bilineal B(-,-) es acotada y H}(f2)-eliptica, y usando el
Teorema de Lax-Milgram se tiene la existencia y unicidad de la solucién
para todo f € L2(9). |

2.2.2 Condiciéon de frontera Dirichlet no homogénea

En este apartado se considera la ecuacién modelo (2.10) junto a una
condicién de contorno mas general, la condicién de contorno de Dirichlet
(sobre todo el contorno del dominio) de la forma

u(z) = g(x) sobre 00 (2.23)

donde g € C(f2). A los efectos de la formulacion débil, se considera
una funcién G € C2(2) N C(Q) tal que G = g sobre 9N (la llamada
funciéon de levantamiento Dirichlet de g). Observe que G no es unica,
pero se vera méas adelante que la solucién es invariante en su eleccién.
Escribiendo v = G+ U, el problema (2.10), (2.23) puede ser reformulado
en: encontrar U € C% tal que

—V - [aVU+G)] +a(U+G) = f en Q
U+G) =g sobre 0}

0, equivalentemente,

~V-[a1VU] +aU = f+V-(aVG)—aG en Q, (2.24)
U =0 sobre 0f} (2.25)

Excepto por el ajuste hecho al lado derecho, este problema es idéntico
al problema modelo (2.10), (2.13). Por lo tanto, se procede de forma
analoga para obtener su formulacién variacional: encontrar U € V =
H}(Q) tal que

B(U,v) =I(v) Yv eV (2.26)

con
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B(U,v) = /[a1VU-Vv+aoUv]dQ,
Q

l(v) = /Q[ffu—mVG-Vv—aon]dQ

Esta formulacion débil se puede definir con criterios mas débiles en f, g
y G. En particular, se puede asumir que f € L2(Q) y G € HY(Q) con la
traza de g € H/2(9Q).

Se tiene visto que la forma bilineal B(, ) es acotada y V —eliptica (ver
Lema 2.1 del apartado anterior). En otras palabras, El Teorema de Lax-
Milgram asegura la existencia y unicidad de la soluciéon en (2.26) para
toda funcién de levantamiento G.

Para justificar la independencia de la soluciéon v = U + G de la funcién
de levantamiento Dirichlet G, supongamos que Uy +G1 = u; € HY(Q) y
Us+Gy = up € HY(Q) son dos soluciones débiles. Por (2.26) la diferencia
u; —ug € V.= H}(Q), lo cual satisface

B(up —ug,v) =0 YveV

Tomando uw; — ug por v y usando la propiedad V-eliptica de la forma
bilineal B, se obtiene

0= B(u1 —Uug,u1 — UQ) Z C||U1 — ’LL2||%/

Esto significa que ||u; — uz||v = 0, es decir que u; = ug en €.

2.2.3 Condicion de frontera Neumann

Se considera ahora el modelo (2.10) junto a la condicion de frontera
Neumann (nuevamente en todo el contorno 92)
ou
o
donde g € C(Q2) y n representa la norma unitaria exterior a 92 (Ver
Figura 2.2) y Ou/0n = Vu-n. En este caso se debe fortalecer la hipotesis
de positividad del coeficiente ag

ag(x) > Cmin >0 en Q (2.28)

La formulacion débil del problema (2.10), (2.27) se deriva de la si-
guiente manera: suponga que u € C*(Q) N C1(Q). Multiplique (2.10)

g sobre 02 (2.27)
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por una funcién test v € C*(Q2) N C}(Q), integrar sobre 2, y usando
la formula de Green para reducir el maximo orden de las derivadas par-
ciales. Las integrales de frontera no desaparecen como ocurrié en el caso
de condiciones de frontera Dirichlet homogéneas, surgiendo un integral
en la frontera,

/[a1Vu-Vv+aouv]dQ—/ alvds/fde
Q o0

Al sustituir la condicion de frontera (2.27) en la integral de frontera, se
obtiene la formulacién débil siguiente: dada f € L?(Q) y g € L2(09Q)
encontrar u € V = H'(Q) tal que

B(u,v) =1(v) YveV (2.29)
donde

B(u,v) = / [a1Vu - v + aguv]de, l(v) = / foda +/ aigvds
Q Q i)

Observe que, aunque la forma bilineal B(-,-) esta dada por la mis-
ma férmula que en el caso de las condiciones de contorno Dirichlet, es
diferente ya que el espacio V ha cambiado.

La acotacién de la forma bilineal B(-,-) en V X V se puede demostrar
de forma anéloga a la prueba del Lema 2.1. Notese, sin embargo, que
no se puede utilizar la desigualdad de Poincaré-Friedrichs para probar la
propiedad V-eliptica de B(-,-), ya que ahora la solucién no es cero en la
frontera. Aqui la hipotesis adicional (2.28) entra en juego y se obtiene

B(v,v) > min{Cminvémm}”UH%/
El Teorema de Lax-Milgram garantiza que el problema (2.29) tiene una
unica solucién v € V.
2.2.4 Condicion de frontera Robin

Existen casos donde la condicién de contorno implica una combinacién
de valores de la funcién y su derivada normal. Considere la ecuacién
modelo (2.10) junto a las condiciones de frontera

8—:; =g sobre 02 (2.30)

Cc1u + C2
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donde f € C(f2), g € C(09), y c1,c2 € C(002) son tales que cica >0y
0 < € < |cg| sobre 0N. Las hipotesis (2.12) y (2.28) sobre los coeficientes
ap, ay se siguen cumpliendo.

Para una funcién suficientemente regular v € C?(2) N C(Q) la forma
débil

/ [a1Vu - Vv + aouv] do — / al@vds = / foda
Q 0N on O

es derivada analogamente al caso de condiciones de frontera Neumann.
Usando la condicion de frontera (2.30), se obtiene la siguiente forma
débil: dada f € L2(Q), g € L2(09), y ap,a1 € L*(Q), encontrar
u € V =HYQ) tal que

B(u,v) =1(v) YveV

donde
B(u,v) = / [a1Vu.VU—|-aouv]dQ—l—/ alcluvds,
Q o ©2
l(v) = fde—l—/ N9 vds
Q o9 €2

Se puede probar que la forma bilineal B(:,-) es acotada y V-eliptica
(usar para esto el Teorema A.28 de [6]), entonces a partir del Teorema
de Lax-Milgram se tiene la unicidad de la solucién.

2.2.5 Condicién de frontera esencial y natural

Las condiciones de contorno Dirichlet son llamadas esenciales, ya que
basicamente influyen en la formulacion débil: estas determinan el espacio
de funciones en que la solucién es determinada. Por otra parte, las
condiciones de frontera Neumann no influyen en el espacio funcional y
pueden ser incorporadas en la integral de contorno de forma natural. Por
tanto, se les llama naturales. En general, si se tiene el siguiente PVF

Au=f en {2,
Aou = go

Aju =
! . 9 sobre 90F2

Ap_1u = gm—1
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con A un operador diferencial de orden 2m, entonces las condiciones de
frontera se dividen en dos subconjuntos (segin el orden de A;):

1. Si el orden < m, son llamadas condiciones de frontera esenciales.
2. Si el orden > m, son llamadas condiciones de frontera naturales.

Habitualmente, el espacio V, conocido como el espacio de funciones
admisibles, es definido por

V= {U € H™(Q) : v satisface toda condiciéon de frontera esencial}

2.2.6 Combinacion de condiciones de frontera naturales
y esenciales

Lo que resta por discutir es la combinacién de condiciones de contorno
esenciales y naturales. Elijamos, por ejemplo, las condiciones de Dirichlet
y Neumann para este propdsito. Por consiguiente, supongamos que la
frontera 0f2 se divide en dos partes abiertas, disjuntas y no vacias I}, y
Iy (ver Figura 2.2), y consideremos el problema

-V - (a1Vu) +apu = f en €, (2.31)
u = gp sobre Iy, (2.32)
gz = gn sobre I, (2.33)

La forma débil es derivada como sigue: en primer lugar se extiende
la funcion gp € C(I'y) al resto de la frontera 92 introduciendo una
funcion gp € C(99) tal que gp = gp sobre I'y. La no unicidad de esta
extension no va a causar ningin problema. Después se define la funcion
levantamiento Dirichlet G € C?(2) N C1(Q) de gp (es decir, G = gp
sobre 092). La solucién u se busca en la forma v = U + G anélogo al
caso Dirichlet puro. Las ecuaciones

V- [aVU+@)] +aU+G) = f  en Q
U+G) = gp sobre Ty,
U +G)

on = gnN sobre I,

se convierten
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~V-[aVU] +aU = f+V-(aVG)—aG en 9, (2.34)
U =0 sobre Iy, (2.35)
U+ Q)

o = gn sobre I', (2.36)

El espacio apropiado para la funcién U es
V={ue H'(Q) : u =0 sobre Ly}

Aplicando el procedimiento estandar, que ya se ha aplicado varias veces,
se llega a la forma débil

/ [a1VU -Vou + aoUU] da :/ [fv —a1VG - Vv — aon] da
Q Q

+/ (alw>ds YveV
T'n al’l ’

Usando la condicion de frontera Neumann (2.36) sobre I';,, se obtiene
finalmente el siguiente problema débil: encontrar una funciéon U en el
espacio V tal que

B(U,v) =1(v) Yv eV (2.37)
donde

B(U,v) = /[a1VU-VU+a0UU]dQ,
Q

I(v) = / [fv —a1VG - Vv — aOGU] do +/ aignvds
Q I'n

La forma bilineal es acotada y V-eliptica (la prueba resulta anéloga a
la del Lema 2.1). La desigualdad de Poincaré-Friedrichs se cumple en
V debido a que la condiciéon de contorno es cero para U sobre I'y (ver
Observacion A.8 de Solin [6]). Por tanto, el Teorema de Lax-Milgram
implica que el problema (2.37) tiene una tnica solucion U € V. Como de
costumbre, la solucién final que satisface tanto la condicién de frontera
natural como la esencial es u = U + G.
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Ejercicios

2.1

2.2

2.3

f(=) g(x) h(z)

Considere el PVF, —u"(z) = 6(z —1/2), 0 <z < 1, con u(0) =
u(1l) = 0, donde 6(x — 1/2) es el delta de Dirac correspondiente a
una fuerza puntual en z = 1/2. Construya la solucién exacta u de
este problema y bosqueje la grafica de u y v/ como funcion de x.
. Como es la grafica de u”? ;Tiene sentido la forma clasica de este
problema en z = 1/27?

Encuentre la solucion u del PVF (2.1) y bosqueje la grafica de u y v/
como funcién de z. Comente sobre u” y el sentido de la declaracion
clasica del PVF.

(a) Considere el siguiente PVF, —u"(z) =2, 0 <z < 1, u(0) =0,
u(1) = 0 y las siguientes representaciones variacionales:

(b) Encontrar u € V,, tal que u(0) =u(1) =0y fol(—u” —x)vdx =
0 para todo v € V.

(c) Encontrar ue'V, tal que fol (u'v'—zv)dz = 0 para todo v € V,,.

(d) Encontrar u € V,, tal que fol(—uv” — av)dxz = 0 para todo
v € V,, tal que v(0) = v(1) = 0.
Discutir las propiedades de las funciones de peso y de las funciones
de ensayo de cada uno de los problemas variacionales (b), (¢) y (d),
de modo que estos problemas se correspondan con el problema fuerte
dado en (a). Ademaés, suponga que f, g, y h son las tres funciones
que se muestran en la Figura 2.3.

Figura 2.3: Funciones f, g, y h del Ejercicio 2.3

La funcién h es dada por

h(z) = {
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2.5

2.6

2.7

2.8

2.9

2.10

G. Calderén y R. Gallo

Para cada problema (b), (c) y (d), determine independientemente si
f, g,y h pertenecen a la clase de funciones de ensayo o de peso.

Muestre que —u” = f, 0 <z < 1, con u(0) = «/(1) = 0, tiene la
siguiente formulacién variacional: encontrar u € V tal que (u,v') =
(f,v) para todo v € V, donde V = {v € H'(0,1) : v(0) = 0}.

Muestre que una formulacién variacional del PVF
—zu” —u +u=sin(z), 0<z<Il, u(0) =u(1)=0

es: encontrar u € H{(0,1) tal que fol (xu/v" 4+ uv —vsin(z))dx = 0
para todo v € H}(0, 1).

Mostrar que siw € C[0, 1] y fo wvdr =0 Vv € V, entonces w(x) =
0 para todo z € [0,1].

Encuentre la forma débil correspondiente del problema
—(p(z)u) +r(z)u=f, 0<x<l, u(0) =0, u'(1)+u(l) =0.

Muestre que la forma bilineal asociada es V-eliptica y continua; aqui
p12p(x) >2po >0, 11 >7(x) =70 >0

Considere el PVF, —Au = f en Q, con u = ug sobre 052, donde f y
ug son dadas. Encuentre la formulacién variacional del problema.

Justifique por qué el PVF, —V?u = f en €, con % = 0 sobre 01,
no tiene solucién tnica.

Considere el PVF
Au = fenQ
Bju = gjsobre 0%, (j=0,1,...,m—1)

donde A es un operador de orden 2m. Sea ¢ una funcién conocida
en C?™(Q2) tal que Bj¢ = g; sobre 9. Pruebe que el PVF puede
ser transformado en el problema

Aw = f en {2

Bjw = 0 sobre 02,

donde w=u—¢ y fo—A¢



Capitulo 3

Método de aproximacion

Dados los fundamentos mateméticos y la teoria basica sobre la formu-
lacién variacional de EDP, en este capitulo se introduce un método para
encontrar una soluciéon aproximada del problema variacional (el método
de Galerkin) para posteriormente dar un caso especial del mismo, el
método de los elementos finitos. El método de Galerkin resulta ser un
caso particular del método de los residuos ponderados (MRP) (ver, por
ejemplo, [7]). Sin embargo, en ningiin momento se hara referencia al
MRP, pues su omisién no repercutira en el desarrollo y analisis del MEF.

Como marco general, sea V un espacio de Hilbert, B(-,-) : VXV — R
una forma bilineal (procedente, por ejemplo, de la formulacion débil de
EDP) y | € V' (representando, por ejemplo, el lado derecho de la EDP).
Entonces se quiere encontrar u € V tal que

B(u,v) = 1(v) Yv eV (3.1)

Se supone que la forma bilineal B(-,-) es acotada y V-eliptica, es decir,
existen constantes k y « tal que

|B(u,v)| < Ellully||v Vv eV (3.2)

v

B(v,v) > a|v|y Yo eV (3.3)

45
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3.1 El método de Galerkin

La idea basica detras del método de Galerkin es muy simple. La difi-
cultad de resolver (3.1) viene con el hecho de que V es un espacio
muy grande (infinito dimensional), resultando imposible crear un proce-
dimiento 16gico para encontrar la solucién. El método de Galerkin®, que
se publicé por primera vez en 1915, se basa en una sucesién de subespa-
cios de dimension finita {V,,}7°; C V, que converge a V, tal que

D V,=V (3.4)
=1

donde V,, C V,,11 C V, y dim(V,,) = N,, < oo para todo n = 1,2,...
Cada subespacio V, es generado seleccionando un conjunto de funciones
linealmente independientes {qﬁz}l]\i " en V y representa al mismo tiempo
un espacio de Hilbert (Hilbert es cerrado).

Teniendo definido el espacio V,, se plantea el problema (3.1) sobre

V,, en lugar de V. Esto es, se busca una funcién u,, € V,, que satisfaga
B(up,v) =1(v) YveV, (3.5)

Este problema normalmente se denomina problema discreto o aproxi-
macion de Galerkin®. Se mostrara que bajo hipétesis apropiadas la suce-
sion de soluciones {u,}5° ;, u, € V, calculadas exactamente, converge
a la soluciéon exacta del problema (3.1).

Lema 3.1. (Unicidad) El problema variacional discreto (3.5) tiene una
unica solucion u, € V,,.

Demostraciéon: La forma B(-,-), restringida a V,, x V,,, obviamente,
sigue siendo bilineal, acotada y V-eliptica. La forma lineal I(v), res-
tringida a V,,, sigue siendo lineal y por tanto [ € V! . Asi, las hipotesis

'Boris Grigorievich Galerkin (1871-1945) matemético ruso que alcanzo la fama por
sus resultados relacionados sobre la solucién numérica de EDP y el estudio sobre el
analisis de tensiones en presas. Sus trabajos, encontraron muchas aplicaciones indus-
triales, principalmente en la construcciéon de grandes presas y centrales hidroeléctricas.

2En el caso que la forma bilineal sea simétrica, la solucién discreta también se
caracteriza por la propiedad J(u,) = inf{J(v,) : v, € V,}, donde el funcional J es
dado por J(v) = £ B(u,v) — l(v). Esta definicién alternativa de la solucién discreta
es conocida como el método de Ritz, un enfoque desde este punto de vista puede
encontrarse, entre otros, en el texto de Ciarlet [8].
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del Teorema de Lax-Milgram se siguen cumpliendo y por tanto existe
una tnica solucion de (3.5). |

La esencia del método de Galerkin se debe a que la solucién u,, € V,
para el problema discreto, se puede encontrar explicitamente como una
combinacién lineal de las funciones base de V,, con coeficientes descono-
cidos. Por consiguiente, para u, existen escalares a; y, para cualquier
v, € V,, escalares b;, tales que

N, Np,
Up = z;ajgbj, v = ;bi@ (3.6)
Sustituyendo (3.6) en (3.5]), se obtiene
B(Zajgbj,z:bigéi) - z(mei)
Usando el hecho que BJ es biline;l y [ lineal Z
> b3 Bloy e~ Usi)) =0
i

0, mas concisamente

=1

Np, Ny,
Z bz’ Z Kijaj — Fz' =0 (3.7)
; =1

donde
Kij = B(¢i,¢;) v Fi:=1i) (3.8)

son, respectivamente una matriz N,, X Ny, (matriz de rigidez) y un vec-
tor de dimensién N, (vector de carga). Note que K;; y F; pueden ser
evaluadas puesto que las ¢; son funciones conocidas y tanto B como [
estan dadas explicitamente.

Como los coeficientes b; son arbitrarios, se sigue que (3.7) se cumple
solo si la parte interna del paréntesis es cero, lo cual reduce el problema
a resolver el sistema de ecuaciones:

N
ZKz’ja]’ = F; i=12,...,Ny (3.9)
7j=1

Una vez resuelto este sistema de ecuaciones, la solucién aproximada wu,
se puede encontrar a partir de (3.6).
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Ejemplo 3.1. Counsidere el PVF
—u” = sen (%) en Q= (0,1), w(0) =4/(1) =0

Multiplicando la ecuacién por la funcién test e integrando por partes

_ /01 u"vdz = — [v(1)u' (1) — v(0)u/(0)] + /01 uv'dr = /01 u'v'dz

Entonces, la correspondiente forma variacional es: encontrar u € V tal
que

1 1
/ u'v'dx = / sen (E)vdm YVveV
0 0 2

donde V = {v € H*(0,1) : v(0) = 0} (note que '(1) = 0 es una condi-
cion de frontera natural). Se define V,, como el subespacio de V generado
por ¢i(x) = z', coni=1,2,3,...,N,. Se tiene entonces que

1 1
Kz’sz(%qﬁj):/o Pipidr y Fi:l(¢i):/0 Sen(L;)qﬁidw-

Si se supone que N,, = 2, se obtiene las funciones base {¢1, ¢2} = {x, 2?}
y el conjunto de ecuaciones

Kiia1 + Kipae = Fy

Koja1 + Kaas = Fy
donde

1 1 1
K11 = / (b/lgb,ld:L‘ = 1, K12 = / ¢,1¢/2d1' = 2/ xdm =1= K21,
0 0 0

! 4 4
Koy = / Pyphdr = 4/x2dx = 1% =_,
0 3 3
1 T
F=1(¢) = / sen (?)xdaz = 0.4052847344,
0

1
Fy =1(¢o) = / sen (%)xQdaz = 0.3183098861
0

Obteniendo el sistema de ecuaciones

a1+ay = 040528  _ ay = 0.6662
a1+ 3a2 = 0.31831 az = 0.2609

Entonces, la solucién u,, queda dada por
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Up = a1 () + agda(z) = 0.6662z — 0.26092>

La solucion exacta a este problema es u(z) = 0.405sen (7z/2), y es
comparada con la solucién aproximada en la Figura 3.1. Vemos, una
simple aproximacién, como la dada en un espacio de dos dimensiones,
apenas si se distingue de la solucién exacta. |

045
0.4} -
035} ol

03} .

025} 4

02f =

015}

0.1F

005k ~ . = Solucién aproximada u,

Solucién exacta u

0 s s n
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 3.1: Solucién exacta (linea continua) y solucién aproximada (linea punteada) del
Ejemplo 3.1

Con el fin de mostrar la no singularidad de la matriz de rigidez K,, =
(K,-j)f.vle, se prueba primero que ésta tiene la propiedad de definida
positiva.

Lema 3.2. (Definida positiva de K,,) Sea V,, un espacio de Hilbert con
dim(V,) = N, < oo y B(+,) : VXV — R una forma bilineal V -eliptica.
Entonces la matriz de rigidez K,, del problema discreto (3.9) es definida
positiva.

Demostracion: El objetivo es demostrar que YTKY > 0 para todo
Y €RM yY #£0. SeaY = (y1,%2,...,yn, )" un vector arbitrario, y
v dada por v = Zf&l y; ¢;, donde {gbl,qbg, .. .,ngn} es una base de V,,,
junto con la propiedad V-eliptica de B(-,-), se tiene

YTKY = zn:znzyz 1]yJ_B(Zyz¢zaZyJ¢])

i=1 j=1
— B(u,v) = allv]} >0,

lo cual completa la prueba. |
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Corolario 3.1. (No singularidad de K,,) La matriz de rigidez K, del
problema discreto (3.9) es no singular.

Demostraciéon: Este hecho se sigue inmediatamente de la existencia y
unicidad de la soluciéon u,, € V (Lema 3.1). Alternativamente, suponga-
mos que K, es singular. Entonces existe un vector no trivial Y; € RN~
tal que K, Yy = 0. Por tanto, necesariamente YOTKnYo = 0, lo cual es
contradictorio con la propiedad de definida positiva de K,, (Lema 3.2).1

Asi, se concluye que el sistema de ecuaciones lineales (3.9) tiene una
tnica solucion Y;, que define una tnica solucion u,, € V,, de (3.5) a través
de (3.6).

La forma bilineal B(:,-) define un producto interno en V, si B es
simétrica y V-eliptica; de hecho, las propiedades de linealidad y simetria
son obvias, mientras la propiedad de definida positiva viene de la V-
elipticidad de B:

B(v,v) > aljv||} >0 Yv#0

Como antes, se denota el producto interno por (-,-)p y nos referimos a
este como el producto interno energético; la correspondiente norma es
llamada norma de energia, y es denotada por || - || 5. Asi, se tiene

(w,v)p = B(u,v),  |ullh = (u,u)p (3.10)

Ahora, si el sistema de funciones bases {¢;},", se elige de una manera tal

que sean ortogonales respecto al producto interno de la energia, entonces
el sistema de ecuaciones (3.9) se simplifica considerablemente, ya que
Kij = B(¢i, ;) = (¢i,¢j)p =0 sii#j

y asi Kya; = F; o a; = F;/Ky;; este es el caso del ejemplo anterior.

Sin embargo, un comentario es apropiado para lo dicho anteriormente.
Mientras que para el ejemplo anterior resulto absolutamente simple en-
contrar una base ortogonal respecto al producto interno (-, -) g, en general
esto es muy dificil. Se podria por supuesto elegir cualquier base no or-
togonal y utilizar el procedimiento de Gram-Schmidt para ortogonalizar
u ortonormalizar, pero para todos excepto los problemas mas triviales,
esto es un proceso laborioso y poco se gana de este.

El problema de c6mo construir una base {¢;}.-" de manera tal que
V,, se aproxime a V cuando n — oo, puede ser complicado. Recuerde
que mientras bases ortogonales para espacios tales como L?(£2) son bien
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conocidas (ver, por ejemplo, seccién 23 de [7]), al usar el método de
Galerkin se requiere encontrar bases del espacio V que son subespacios
de un espacio de Sobolev H™(2), y que son definidos en dominios 2
los cuales pueden ser absolutamente irregulares en forma. Un método
muy simple y elegante para construir tales bases es proporcionado por el
método de los elementos finitos. Antes de describir este procedimiento
se discuten algunas caracteristicas importantes de las aproximaciones de
Galerkin.

3.2 Propiedades de la aproximaciéon de Galerkin

En el apartado anterior fue presentado el método de Galerkin y se ilustré
como el método es usado en la practica. Sin embargo, resulta necesario,
conocer bajo que condiciones el método resulta convergente y que ca-
racteristicas de precisién presenta la solucién aproximada u,. Con este
fin, se introduce la propiedad de ortogonalidad del error en problemas
elipticos. Ademas, se enuncia y prueba el Lema de Céa. A partir de estos
resultados se prueba que la sucesion de Galerkin {uy}n=12,.. converge a
la solucién del problema.

3.2.1 Ortogonalidad del error y Lema de Céa

El error e, := u — u, de la soluciéon para el problema discreto (3.9)
presenta la siguiente propiedad de ortogonalidad.

Lema 3.3. (Ortogonalidad del error para problemas elipticos) Sea u € V
la solucion exacta del problema continuo (3.1) y uy, la solucidn exacta
del problema discreto (3.5). Entonces el error e, = u — u, satisface

B(u — up,v) =0 Yv eV, (3.11)

Demostracion: Sustrayendo (3.5) de (3.1) y restringidos al espacio
VvV, CV. |

Interpretacion Geométrica Si la forma bilineal B(,-) es simétrica,
se induce un producto interno energético (u,v)p = B(u,v). Se sigue de
(3.11) que

B(en,v) = (en,v)p =0  Yv eV,

es decir, el error de la aproximacion de Galerkin, e,, es ortogonal al sub-
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espacio V,, respecto al producto interno energético (ver Figura 3.2). De
ahi que la solucién aproximada u, € V, es una proyeccién ortogonal
de la solucién exacta u € V en el subespacio V,, respecto al producto
interno energético. De hecho, segtn el Teorema 23.1 (apartado 23 de [7]),
si {¢1}n_, es una base ortonormal de V,, respecto a (-,-)p, entonces la
proyeccioén ortogonal sobre V,, es definida por

N

Po =" (v,0k)p% (3.12)

k=1

Pero de (3.11) si se toma v = ¢, se encuentra que

(u, o) B = (Un, O)B

de modo que
N

Pu = Z(un, ¢k)B¢k == Pun = Up (3.13)
k=1
Por tanto, la proyeccién ortogonal de la solucién u sobre V,, es la solucién
aproximada u,, usando el producto interno (-,-)p. Claramente, e, =
U —up =u—Pu € N(P), esto es (en,v)p =0, lo cual confirma (3.11).

e /u
e / E
U,

Figura 3.2: Interpretacién geométrica de la ortogonalidad de Galerkin.

La analogia geométrica se puede llevar un poco més lejos. La Figura
3.2 sugiere fuertemente que la distancia ||u — v||, con v € V,, arbitraria,
es un minimo cuando v = u,. Lo cual, ademaés, se puede ver del siguiente
célculo,

Bu—v,u—v) = B(u—up+ up —v,u— Uy + Uy — )
= B(en + (up — v), en + (uy —v))
= B(en,en)+2B(epn, un — v)+B(up — v,up — v)
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usando el hecho de que B es bilineal. El segundo término del lado derecho
es cero, ya que e, es ortogonal a todo miembro de V,, usando el producto
interno (-,-)p. Asi,

lu = vl = llealls + lun — vlIB
y para u y uy, fijas (y por lo tanto para e, fijo) se concluye que ||u — v||
es més pequeno cuando v = uy, esto es

lu — up|lp = inf |ju—v|pB (3.14)
’UGVH

En otras palabras, la funcién v que es mas cercana a u es la aproximacion
de Galerkin. En este sentido, la aproximacion de Galerkin es la mejor
aproximacion a u en V. |

A continuacion se introduce el Lema de Céa, el cual establece la rela-
cion entre el error de la aproximacion e, = u — u, y las propiedades
de la interpolacién del subespacio V,,, usando las constantes, a y k, que
surgen de la continuidad y la propiedad V-eliptica de la forma bilineal B.

Teorema 3.1 (Lema de Céa). Sea V wun espacio de Hilbert, B(-,-) :
V xV — R una forma bilineal acotada y V -eliptica y1 € V'. Seau € V
la solucion del problema (3.1). Ademds, sea V,, un subespacio de V y
un, € Vy, la solucion de la aprozimacion de Galerkin (3.5). Sea k y o las
constantes de continuidad y V -eliptica de la forma B(-,-). Entonces

k.
o= unlly < < it lu=vl, (3.15)

Demostracion: Usando (3.11) se obtiene que
Bu—up,u—uy) = B(u—up,u—v)— B(u—up,u, —v)
= B(u—up,u—0)

para cualquier v € V,,. Por la V-elipticidad de la forma bilineal B(-,-),
se tiene

B(u — U, u — up) > allu —u, ||} (3.16)
La acotacion de B(-,-) produce
B(u — up,u —up) < k|lu—upllv|lu—v|v Yv eV, (3.17)

De (3.16) y (3.17) se obtiene

k
lu = unll, < Zluw—vll, — VoeVy
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lo cual completa la prueba. |

El Teorema 3.1 se probd por primera vez por Céa [22] en 1964 para
el caso simétrico y ampliado para el caso no simétrico cuatro anos mas
tarde en [23].

Observacion 1. El Lema de Céa afirma que el error de aproximacion ey,
depende de la eleccion del subespacio de Galerkin V,, pero no depende
de la seleccion de la base. Por lo tanto, cuando se trabaja con MEF
para problemas elipticos, se debe pensar en términos de espacios de fun-
ctones en lugar de un conjunto de funciones bases en concreto. Ademds,
los resultados numéricos deben ser independientes de las funciones base
seleccionadas. La seleccion de la base es un asunto relacionado con el
numero de condicion de la matriz de rigidez Ky, la cual influye en el
desemperio de los métodos iterativos usados para resolver el sistema.

3.2.2 Convergencia del método de Galerkin

La convergencia del método de Galerkin para problemas elipticos es una
simple consecuencia del Lema de Céa (Teorema 3.1).

Teorema 3.2. Sea V un espacio de Hilbert y V1 C Vo C -+ C V una
sucesion de estos subespacios finito dimensional tal que

[j V,=V (3.18)
=1

se cumple. Ademds, supongamos que B(-,-): V x V — R es una forma
bilineal acotada y V -eliptica y | € V'. Entonces

lim ||u—uy|ly =0
n—oo

es decir, el método de Galerkin para el problema (3.1) es convergente.

Demostracion: Dada la soluciéon exacta v € V de (3.1), por (3.18) es
posible encontrar una sucesion {v,}2°; tal que v, € V,, C V para cada
n=12,...,y
lim [ju—wv,|ly =0 (3.19)
n—oo

El Lema 3.1 nos da la existencia y unicidad de la soluciéon u,, € V,, del
problema discreto (3.5) para cualquier n > 1. Por el Lema de Céa,
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k. k
fu—unlly < int Ju—olly < Efu vl Ya=12.. 20
Por (3.19) se concluye que

Jim flu —up [, =0

El Lema de Céa nos dice que para conseguir una cierta idea del tamano
del error u — uy,, no es de hecho necesario trabajar con u,,; basta escoger
cualquier miembro v, € V,, y encontrar la distancia de u a v,. Una
vez calculada esta distancia, (3.15) o (3.20) nos asegura que el error sera
acotado superiormente por (k/a)||lu — v,||y. La pregunta que surge de
forma inmediata es: jqué funcién v, se utiliza para este propoésito? La
opcién mas conveniente es tomar la interpolacion de u: es decir, una
funcién I,u en V,, cuyos valores coinciden con los de w en N puntos

r1,%o...,T, de Q. Ya que I,u tiene la representacién
N
L= drdy (3.21)
k=1

donde {¢x} es la base de V,,, entonces se pueden determinar los coefi-
cientes aj, del hecho que

u(xg) = Lyu(xg) kE=1,2...,N

Esto es, se resuelve para ay, las N ecuaciones simultaneamente

N
> adilar) =u(zr)  k=1,2,...,N
=1

El operador P : V — V definido por Pu = I,u es un operador de
Proyeccion.

Un ejemplo sencillo es dado para el subespacio de dos dimensiones de
H'(0,1) que consiste de las funciones

o1(z) =2 po(xr)=1—2x (3.22)

Supongamos que se requiere que la interpolantes I,,u sea igual a u en
los puntos z1 = 1/3 y 22 = 2/3, entonces de (3.21) y (3.22) se tiene
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o2 1
3 + 392 = U(g)
2. 1. 2
gal + gCLQ = U(g)

Resolviendo, se obtiene

@ = 2u(§) - u(%), Gy = 2u(§) - u(%)

Con la seleccion (3.21) para vy, (3.20) queda dada por
k
lu = unll < —llu = Inull (3.23)

y el problema de la convergencia, se reduce al de probar, si I,u — u
cuando n — o0y, si esto ocurre, con qué velocidad ocurre. Se ha reducido
asi el problema de la convergencia de la aproximaciéon de Galerkin a uno
de convergencia de interpolacion.

En el caso del MEF, que se caracteriza por el hecho de que las funciones
bases son polinomios a trozos, se verd que la distancia entre u y su
interpolante I,u satisface una desigualdad de la forma

|u— Lyulv < CHP (3.24)

donde H representa el tamafio de elemento (por ejemplo, H = 1/N,,
para el caso unidimensional), C' una constante independiente de H, y
positivo. Entonces (3.24) nos dice que
Ck

[ — un|lv < ?Hﬁ (3.25)
Por lo tanto, como la aproximacién mejora progresivamente a medida
que N, se haga méas grande y H se haga mas pequeiio, se puede esperar
que u, converge a u con una velocidad que esta determinada por la
magnitud de (. Esto se escribe como

lu = un|| = O(H) (3.26)

y se dice que la convergencia de uy, a u es de orden (3. Claramente, se
debe buscar que (§ sea tan grande como sea posible.

Un resultado como (3.23) es llamado una estimacion de error de in-
terpolacidn, por razones obvias, mientras que (3.25) y (3.26) son lla-
madas estimaciones del error de Galerkin. La manera de examinar la
convergencia de las aproximaciones de Galerkin estaran siempre via las
estimaciones de la forma (3.25).
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En el caso del problema modelo unidimensional, las siguientes estima-
ciones a priori del error se pueden probar para funciones base lineales a
trozos

lelle < ClH,  lella < C2H?, el < C3H?

Geométricamente, se puede observar que la grafica de una funcion real
E(h) de la forma CH” es una linea recta de pendiente 3 e interceptada
por el eje de las ordenadas en log(C') sobre una gréfica logaritmica:

log(E) = Blog(H) + log(C)

Asi, si la igualdad en (3.24) se cumple, una grafica de log(||E||) contra
log(H) debe producir una linea recta, para H suficientemente pequeiia,
la pendiente es el orden de convergencia respecto a la norma || - ||; la
constante C' desplazara la linea hacia arriba o hacia abajo.

Ejercicios

3.1 Use el método de Galerkin con las funciones {¢1,¢2} = {z?
2z, z(x — 1)} para obtener una solucién aproximada (dos parame-
tros) de la solucién del PVF

d?u du

ﬁ+u 1, 0<z<1 con wu(0)=0, %:0 en =1
Encuentre la ecuacion residual e(x) = d?u, /dz?4+u, —1. Grafique en
conjunto la solucién aproximada u,,, la solucién exacta u = — cos(z)—
tan(1) sin(z) + 1, y la ecuacion residual e(x).

3.2 Determine los pardmetros de la solucion u,(x) = a1 (1 —2?) +az(1 —
x4) del problema

2
%+(1+x)u:1, ~l1<z<l con u(-1)=0, u(1)=0

Encuentre la ecuacion residual £(x) y grafique las soluciones obtenidas.

3.3 El PVF (2u/)/

U = (1,2), u(l) = u(2) = 0, tiene la solucién
exacta u(x) =

4 ln(x)

l
S T 6)

% Use el método de Galerkin para
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encontrar una solucién aproximada u, en el subespacio de H}(1,2)
generado por ¢1(z) = (z — 1)(z —2) y ¢2(z) = z(z — 1)(z — 2).
Compare la solucién exacta y aproximada de forma grafica y usando
el error |le||r.., llell, ¥ |le]| g1, donde e = u — uy,.

Use el método de Galerkin con funciones base ¢1(z,y) = (v —22)(y—
y?) y ¢a(z,y) = (23— %xz + %:C)( 3 %y2 + %y) para resolver el PVF

~V?u=2zy en Q=(0,1)x(0,1), u = 0 sobre 0}

Dado el problema variacional B(u,v) = [(v), para todo v € V, con
B simétrica y V-eliptica, muestre que la aproximacion de Galerkin
u, satisface

lu—unl = [ullf — llunllB
esto es, el error en norma de energia es igual al error en energia. De
esto se deduce que ||u,||5 < |lu||B-

Sea V,, un subespacio de H'(1,1) generado por las tres funciones

¢1(z) = 1yc(as —1), ¢o(x)=1—22% ¢é3(2) = !

— 1
5 23:(;1:—1— )

3
y defina la interpolante I,u de u € H'(—1,1) por Lyu = 3. arér(z)
k=1
donde ay = u(xg) y 1 = —1, 2o = 0, 3 = 1. Encuentre I,u si
u(z) =sen (m(z — 3))/2, y evalué |lu — up| s

Considere el problema discreto variacional: encontrar u, € H§(0,1)
tal que

1 1
/0 (ul, vl + upvy)dz = /0 zvpdr, Vv, € H(0,1)

Para N,, = 3y seleccionando ¢; = sen (jnz), j = 1,2,3. Calcule Kj;
y Fj y encuentre la solucién aproximada u,. Grafique la solucion
exacta y aproximada y comente sobre la precision de la solucién
encontrada.

Construya funciones base ¢;, i = 1,2, 3 que sean polinomios de grado
(i + 1) y satisfaga las condiciones de frontera del problema del ejer-
cicio 3.7. Repita el ejercicio 3.7 para esta base de funciones.



Capitulo 4

El Método de los Elementos
Finitos

En situaciones practicas, la determinacion de funciones bases apropiadas
para usar en el método de Galerkin puede ser extremadamente dificil,
especialmente en casos donde el dominio €2 no tiene una forma simple. El
MEF supera esta dificultad proporcionando una manera sistematica para
generar funciones bases en dominios con una forma bastante arbitraria.
Lo que hace al método especialmente atractivo es el hecho que estas
funciones bases son polinomios a trozos que son diferentes de cero solo
en una parte relativamente pequena de €2, lo cual resulta en que las
evaluaciones de las integrales de K;; y F; son muy simples.

Las incégnitas de un problema variacional representan en general com-
ponentes de un campo vectorial. Por ejemplo, el desplazamiento u(x,y)
en una placa bidimensional es un vector (2 x 1). Sin embargo, cantidades
como temperatura, presién y potenciales de corriente son de naturaleza
escalar. Por ejemplo, en la conduccién de calor bidimensional de estado
estable, el campo de temperatura 7T'(x,y) es la incognita a determinar.
Esta es la clase de problemas mas simple y los mas comtinmente encon-
trados en casi todas las ramas de la ingenieria y la fisica, y la mayor parte
de las propiedades de las aproximaciones mediante MEF pueden ser de-
mostradas en este contexto. De esta forma, se centra el desenvolvimiento
del método para problemas que pueden verse como casos especiales de

99
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la ecuacién de Helmholtz, dada por

(%(kx%) +§y(kyg;‘) F A+ G =0 (4.1)
junto con las condiciones de frontera sobre u(z,y) y sus derivadas. La
generalizaciéon a PVF de mayor orden y a problemas en R"™ para n > 3
se sigue de una manera natural.

En los siguientes apartados se delinean los pasos que nos llevan a la
construccién del MEF para PVF (campo escalar) definidos en R y R2.
Posteriormente, se describen en detalle algunas funciones bases comun-
mente usadas en la implementaciéon del método. Se muestra, por medio
de ejemplos como el método es usado para resolver PVF en R y R2.

Finalmente, se adjunto al texto un cédigo para resolver el tipo de
problema a discutir en este capitulo. Aunque no se analiza el desarrollo
de dicho c6digo, se motiva al lector que ejecute los ejemplos dados y haga
algunas pequenas modificaciones para implemente los ejemplos dejados
en la lista de ejercicios.

4.1 EIl MEF para problemas de segundo orden

Supongamos que se tiene el siguiente PVFV: encontrar u € V tal que
B(u,v) =4(v) YveV (4.2)

Para un PVF de segundo orden, el espacio de funciones admisibles V
consiste de todas aquellas funciones en H'(Q) que satisface las condi-
ciones de frontera esenciales.

Una aproximacion de Galerkin u, a la solucion de (4.2) puede ser
encontrada construyendo un subespacio finito dimensional V,, de V, el
cual es generado por un nimero finito de funciones bases ¢;. Entonces
se plantea el problema de encontrar un u, € V,, que satisface

B(up,vn) =l(vy) Yv, €V, (4.3)

El objetivo entonces es describir un método para construir funciones
bases ¢; apropiadas; una vez hecho esto, el problema se reduce a resolver

ZKijai:Fi i=1,2,...,N (4.4)
j

donde, como ya se dijo en (3.8)
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Kij = B(¢i,¢5) vy Fi=1es) (4.5)

4.1.1 La malla de elementos finitos

Se comienza subdividiendo el dominio {2 en un nimero finito £ de sub-
dominios 21, Qs, ..., Qpg, llamados los elementos finitos. Estos elementos
no se solapan y cubren €2, por tanto, satisfacen

E
QUNQ;=0 para (#j, Uﬁezﬁ (4.6)
e=1

Para evitar complicaciones innecesarias, se asume que el dominio {2 es
poligonal si es un subconjunto de R?. Es decir, la frontera 9Q C R? de
se compone de segmento rectos. Bajo estas condiciones, es facil ver que el
dominio entero se puede cubrir exactamente por elementos poligonales,
como muestra la Figura 4.1.

Figura 4.1: Discretizacion por elementos finitos del dominio 2 en una malla compuesta
por elementos cuadrilateros.

Se impone una condicién mas a la subdivisién de €2: todo lado de la
frontera de un elemento en R? es o parte de la frontera 952, o es un lado
de otro elemento. Esta condicién elimina la situacién tal como la que se
muestra en la Figura 4.2, en la cual AB es un lado de {29 pero no de ;.

4.1.2 Puntos nodales

Se identifican ciertos puntos en el dominio subdividido llamados nodos
o puntos nodales; estos puntos desempenan un papel dominante en el
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Figura 4.2: Discretizaciéon no aceptada del dominio 2.

MEF, como se pondra en evidencia a medida que se vaya desarrollando
el método. Los nodos se asignan, por lo menos, en los vértices de los
elementos como se muestra en la Figura 4.3.a, pero para mejorar la apro-
ximacién, otros nodos se pueden introducir, por ejemplo, en los puntos
medios de los lados de los elementos tal como se indica el la Figura 4.3.b.
En cualquier caso, hay un total de m nodos, los cuales son numerados
1,2,...,m y tienen vectores de posicién x1,x2,...,Z;,. El conjunto de
elementos y nodos que componen el dominio 2 es llamado la malla de
elementos finitos.

<& ] i

(a) (b)

Figura 4.3: Configuracion de los nodos en los elementos del dominio €2.

4.1.3 Funciones bases ¢;

Definida la malla de elementos finitos, se esté listo para proceder a definir
las funciones base de elementos finitos. En el procedimiento se debe
tener presente que las funciones bases definen un subespacio de V, asi
que ellas deben ser funciones en H'(Q) que satisfagan las condiciones de
frontera esenciales. Se deja a un lado, por el momento, la cuestion de las
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condiciones de frontera esenciales y se procede a construir un sistema de
funciones con las caracteristicas siguientes:

(i) Las funciones ¢; son continuas, esto es, ¢; € C(Q).

(ii) Hay un total de m funciones bases, y cada funcién ¢; es distinta de
cero solo en aquellos elementos que estan conectado por el nodo 1.

(iii) ¢; es igual a 1 en el nodo i, e igual a cero en los otros nodos:
1 sii=j

gbi(xj) - { 0 en los otros casos (47)

(iv) cpz(»e) sera la restriccion de ¢; al elemento )., en otras palabras,

%(6) = ¢

Qe; (4.8)

(e)

,  es una funcién polinomial.

(e)

7

entonces ¢

De (iii) y (iv) es claro que la funcién ¢
caracteristicas

define un elemento (e) con las

e A
W ={ 5 aim (4.9

en los otros casos

con los indices i y j recorriendo todos los nodos de €2.. Llamaremos a cpge)

funcion de base local (Ver Figura 4.4). La definicion de dichas funciones
locales constituye el ingrediente fundamental del MEF. Las funciones
locales se conocen por distintos nombres, el més extendido es quizas el
de funciones de forma o funciones de interpolacion, porque proporcionan
las formas que puede adoptar localmente el campo incoégnita. La eleccion
de estas estd condicionado no solo por la geometria de los elementos
finitos, sino también, por el tipo de problema que se intenta resolver
(elasticidad, plasticidad, transferencia de calor, etc.)

No es dificil demostrar que las condiciones (i) y (iv) aseguran que las
funciones ¢; pertenecen a H' (), como fue requerido (ejercicio). Por
lo tanto, se van a definir funciones base las cuales son polinomiales a
trozos, y con la propiedad adicional que tengan soporte pequeno, esto es,
que sean distintas de cero solo en una regién pequena del dominio.

Con lo dicho, se tiene entonces que IV, esta relacionado implicitamente
con el tamano de elemento H. De esta manera, y solo como notacién, la
solucién u,, y el espacio V,, serdn ademas denotados usando el subindice
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nodos 1 Ql 2 QQ 3 QS 4 Q4 5

Figura 4.4: Ejemplo de funciones base ¢; y funciones de base local ¢{ para una malla en
1D (parte superior) y 2D con elementos triangulares (parte inferior).

H (esto es, uy y V). Asi, la solucién aproximada de Galerkin y las
funciones de ponderacion a utilizar quedan dadas por

uy () = Z a; ¢i(x), vy (z) = Z bi pi(x) (4.10)
i=1 i=1

Ejemplos especificos de funciones de ponderacién seran dados en el
siguiente apartado. Sin embargo, se debe observar que de (4.7) se en-
cuentra

vy () = Zbi ¢i(x;) = b;
i=1

esto es, el coeficiente b; es simplemente el valor de v,; en el nodo j.
Hasta el momento, no se ha dicho nada sobre las condiciones de fron-

tera esenciales, las cuales forman parte de la definicién de Vy. Asi, si

se denota por Xy el espacio generado por las funciones bases {¢;}.,

entonces

Vi = {v, € Xy : v, satisface las conds. de frontera esenciales}

= span{¢; : ¢; satisface las conds. de frontera esenciales}(4.11)
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De la misma manera, se denota por X, el espacio generado por las fun-
ciones ¢f, esto es,

Xe = span {gol(e)} = {Unge, vy € XH}

es decir, X, es el espacio que consiste de la restricciéon de todas las
funciones en Xy a {2.. Debido a (iv) se tiene que X, consiste de todos
los polinomios hasta un cierto grado dado.

4.1.4 La solucién aproximada

Dado que Lpz(.e)

escribir como

es la restriccion de ¢; a 2, se tiene que (4.5) se puede

E E
Kij = B(¢i, ¢5) = Z B (g1, ;) = Z B® (goge), cp?) (4.12)
e=1 e:lT
Y E E
Fy=Ug) = 19 (1) = > () (4.13)
e=1 e=1 ——
P

Aqui se ha usado el hecho, en primer lugar, que B(¢;, ¢;) es de la forma
fﬂ ..., lo cual puede escribirse como una suma de integrales Zle er .
sobre cada elemento (.. Asi, la evaluacion actual de K;; y F; se reduce

) y vectores Fi(e) para cada
elemento, y entonces se suman estas contribuciones sobre todos los el-
ementos. La condicion (ii), del apartado anterior, da lugar a una sim-
plificacién adicional: ya que ¢; = 0 para todo elemento que no tenga al

., . . e
a la evaluacién de una serie de matrices Ki(j

nodo % como uno de sus nodos, claramente Ki(;) = 0 silos nodos ¢ y j no
pertenecen a {).. Se sigue entonces, que una enumeraciéon apropiada de
los nodos daré lugar a una matriz K que tiene una estructura de banda
en la cual todas las entradas distintas de cero estan alrededor de la di-
agonal principal. Desde un punto de vista de cémputo esto representa
una ventaja adicional.

Debe quedar claro lo que se ha discutido: se puede construir una
funcién base ¢; a partir de parches formados por las funciones bases

(e)

local ¢; " asociadas, al nodo ¢, como se muestra en la Figura 4.5.
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%

nodos

—@
=
Y
5
we
we
2
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e
N
@

Figura 4.5: Funciones base local ¢ para una malla en 1D (parte superior) y 2D con

elementos triangulares (parte inferior). Al unir las funciones @Ee) de los elementos que
comparten el nodo i, se forma la funcién base, ¢;, correspondiente al nodo 7.

Solucién del sistema de ecuaciones

El método numérico utilizado para resolver el sistema lineal de ecua-
ciones, Ka = F, reviste una importancia fundamental en el desenvolvi-
miento computacional del MEF. En general, la seleccién de dicho método
dependera del tamano del sistema a resolver. Los métodos directos (eli-
minaciéon Gaussiana, Choleski, Frontal, QR, etc.) obtienen una solucién
aproximada en un ntmero finito de pasos y son apropiados para sis-
temas pequenos y densos. Una excelente referencia para el estudio de los
métodos directos es el libro de Datta [24]. Los métodos iterativos, por
otro lado, resultan apropiados para resolver grandes sistemas lineales de
ecuaciones, con matriz sparse (que tiene muy pocos elementos diferentes
de cero) y usualmente con una estructura (cero-no-ceros) preestablecida.
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En el caso de matrices simétricas definidas positivas, el método iterativo
mas conocido es el de gradientes conjugados, desarrollado por Hestenes
y Stiefel [25] en 1952 y, posteriormente, redescubierto por Reid [26] en
1971. No obstante, existe un sin fin de referencias literarias para el estu-
dio de tales métodos. Un enfoque mas clasico se puede encontrar en el
libro de Isaacson y Keller [27]. El libro de Molina y Raydan [28] junto a
las referencias que se dan en este, constituye un compendio mas reciente
para el caso de métodos iterativos.

La discusiéon comparativa acerca de las ventajas, limitaciones y bon-
dades de los diferentes métodos es un aspecto que, por su complejidad,
escapa del alcance de este libro y ahondar en esta direccién solo nos ale-
jaria de los objetivos que se siguen. Asi, solo nos resta limitarnos al uso
de las librerias (software) existentes y motivar al lector, interesado en
estos aspectos, a consultar las referencias antes mencionadas.

4.2 Problema unidimensional

En este apartado, se daran los detalles de un procedimiento sistematico
para la creacion de las funciones bases locales %(e) y, por lo tanto, las
funciones bases ¢;, para el caso de un problema unidimensional; poste-
riormente, se pondran en practica en el desarrollo de un ejemplo. Para
esto, consideremos un problema de segundo orden definido en un sub-
conjunto §2 = (a, b) de la recta real. El dominio es dividido en elementos
Q1,Q9,...,Qp, donde cada elemento €2, es un segmento de longitud h..

Supongamos ahora que nos gustaria que Xy fuera el espacio de poli-
nomios a trozos de grado 1, es decir, lineas rectas a trozos. Entonces
si se denota al conjunto de todos los polinomios de grado < k en (.
por Py (), Xe es igual que P1(€2.). Ademas, ya que toda linea recta
es de la forma y(x) = a + bx, se sigue que, con un conocimiento de los
valores de y en dos puntos de (), es suficiente para determinar y(z) en
Q.. Con esto en mente, se definen puntos nodales en las aristas de todos
los elementos, asi que cada elemento tiene dos puntos nodales. Como
se muestra en la Figura (4.6), en vista de este simple arreglo, se puede
numerar los nodos secuencialmente de modo que €2 sera conectado a los
nodos e y e + 1.

Fl siguiente paso es definir dos funciones de forma lineales %(e) y cpgi)l
que generan X, y satisfaga (4.9). Haciendo uso de las propiedades de los
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Figura 4.6: Malla de elementos finitos 1D .

polinomios de Lagrange, se tiene que las tunicas funciones que cumplen
todos los requerimientos coinciden precisamente con los polinomios de
Lagrange (es por esto que a los elementos se les denomina lagrangianos):

A =TT (2=2) (4.14)

ey Ty — Xy
J#i
Asi, para el caso lineal, se tiene entonces de (4.14) que:
Tiy1 — X (x — xy)
POy =12 gl () = (4.15)
he he

conz; < < xiy1y he = 41 —x; (longitud del elemento). Se debe notar
que toda funcién base ¢; es una funcion lineal a trozos (tipo sombrero)
formada al unir las funciones bases asociadas al nodo i. Por lo tanto,
cada funciéon v,; en Xy es una funcién lineal a trozos de la forma

vy () = Z b; ¢i(x)
=1

en la cual b; es el valor de v, en el nodo ¢ (Figura 4.7).

i-1 Qe i 2 -1 Qe 7 Qey1  i+1

Figura 4.7: Funciones de forma 1D.

En lugar de definir funciones base locales para cada elemento como en
(4.15), se puede simplificar el trabajo considerablemente creando un
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elemento de referencia Q (sistema de coordenadas natural o normalizado
basado en la variable ), el cual est4 aislado de la malla de elementos
finitos actual y que es referido a su propio sistema de coordenadas &.
El elemento de referencia se extiende de & = —1 a £ = +1 y tiene
el mismo sistema de puntos nodales que los elementos €2, en la malla
actual (dos nodos en este caso). Esta situacion es mostrada en la Figura
4.8. Cada elemento de €2, puede ahora ser visto como un mapeo de Qa
()., mediante la transformacién

v="2c1a, o t=2(r-a) (4.16)

2 he

donde z. es la coordenada del centro de Q. (z. = % (Tit1 + ;) ¥ he es
la longitud de € (ver la Figura 4.8). Asi, como £ vade —1 a +1, = va
de z; a x;41.

Te
Q \ Qe
¢ ® ® - g
=1 L. £=+1 L Tt
Geometria normalizada Geometria real ' he :

Figura 4.8: Definicion del sistema de coordenadas naturales £. Geometrias real y
normalizada del elemento.

La ventaja de crear un elemento de referencia de esta forma es que se
puede definir, de una vez por todas, funciones de base locales 1 y p2 en

2 con las propiedades requeridas. Teniendo hecho esto, se utiliza (4.16)

para mapear 1 y @2 en %(e) y cpgfl, respectivamente, definiendo goz(»e) y

gpl(i)l funciones en (). que satisfacen

A@) =210, @@ =) (4.17)
Para un elemento lagrangiano de dos nodos con & = —1y & = +1
(geometria normalizada), se deduce a partir de (4.14) que
_ 1 . 1
&) =50-8, @=50+¢ (4.18)

Es inmediato ver que sustituyendo el valor de £ dado por (4.16) y usan-
do (4.17) se recupera la expresion cartesiana (4.15) de las funciones de
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forma, por ejemplo

1

o) =210 = 5 (1= o =) = - e =)

No obstante, esta operacién no serd necesaria y de hecho es de poco
interés practico.

En el futuro se definirén las funciones bases locales en un elemento de
referencia, con la suposiciéon de que las funciones de base locales reales
pueden ser recuperadas por medio de una relacién tal como (4.17). El
procedimiento se amplia facilmente a aproximaciones de un orden mas
alto. Por ejemplo, si se desea construir un espacio de funciones cuadrati-
cas a trozos, es decir, X, igual a P»({2), se tiene que toda funciéon y € X,
es de la forma y(z) = a + bz + cz? y conociendo los valores de ¥ en tres
puntos de €. es suficiente para determinar y en todo €2.. Por lo tanto, se
deben poner nodos en los extremos y en el punto medio de los elementos,
de modo que un elemento arbitrario tiene asociado los nodos ¢, i + 1y
i+ 2.

Seguidamente, se define un elemento de referencia Q con nodos en los
extremos y en el centro (§; = —1, & = 0y & = +1), y las funciones
base cuadraticas quedan dadas segin (4.14) por

Bi(E) = 26 -1), B6) = (1+O(1-8), Bal€) = 36(E+1) (4.19)
y se muestra en la Figura 4.9. Naturalmente las funciones en (4.19) y las

~ P2

¥1 3

Figura 4.9: Elemento unidimensional cuadrético y funciones de forma.

(e) (e) (e)

funciones base locales ¢;” (), ;1 (), ¢;5(x) son generadas usando

K@) =316, D@ =320, ¢ (x) = Fs(6)  (4.20)
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Proponemos al lector que obtenga las expresiones de las funciones de
forma ctubicas de cuatro nodos § = —1, & = —1/3, {3 =1/3 y & = +1,
asi como la de otros elementos lagrangianos de érdenes superior.

Ahora se muestra como una soluciéon aproximada en un PVF de dos
puntos puede ser encontrada, usando funciones bases lineales a trozos.

Ejemplo: Considere el PVF
—u" = f(x) xeQ=(0,1), (4.21)
u(0) =u(l)=0 (4.22)
El correspondiente PVFV es: encontrar u € V = H}(Q) tal que

1 1
/ u'v'dr = / f(z)vde, YveV
0 0

y el problema aproximado: encontrar u, € Vg tal que

1 1
/ uy vy dr = / f(z)vdz, Vv, € Vi
0 0

donde Vi = {v,; € Xg : v,;(0) = v (1) = 0}. Supongamos, para efectos
del calculo, que la malla de elementos finitos consta de tres elementos (ver
Figura 4.10). Debido a que se quiere que Xy sea generado por funciones
base lineales a trozos, los nodos son requeridos en los extremos de los
elementos solamente, y las funciones bases ¢; son formadas al unir las
funciones definidas en (4.15) (ver Figura 4.10). Estas funciones generan
a XH

De (4.12) y (4.13) se tiene que Z?Zl Kija; = F;, parai =1 : 4, donde
cada K;; estd dado por

1d¢~dq§» E=3 g, d(p(k) dcp(.k)
K;; = B(d;,¢;) = v 273 — ikt SR
J (66, 3) /0 dr dx de P /gc,C dr dx d
~ ®)
= Kij
k=1

En la igualdad anterior se usé el hecho que las restricciones de ¢; al
(e) (e)

elemento ). es ¢, , = 0siel nodo ¢ no es un nodo

de Q..

Dado que KZ(;) = 0 si el nodo ¢ o el nodo j no pertenece a 2., se tiene

. Por supuesto, ¢
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Figura 4.10: Funciones base lineales a trozos ¢; para una malla de 3 elementos generadas
por funciones de forma, ¢f, ¢5 definidas sobre cada elemento.

K1 :Kﬁ), K12=Kg), K3 =0, Ky =0
Ky =K, Kyp=KY+ KD, K=K, Koy =0
K3 =0, K=Ky, Kay = K§) + K3y, Kaq = KS
Ky =0, Ky =0, Ky3 = Kﬁ,), Ky = Kﬁ)

Agrupando los resultados, se tiene que la matriz global (matriz de rigidez)
K queda dada por

Ky ki 0 0
o Ky KR K KS? ........... 0_,
0 Ké? Ky Ky KO
0 o T KD K

1 ) .
Por otro lado, para F; = fo féidx, con i =1 : 4 se tiene, con un razo-
namiento analogo al hecho anteriormente, que
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E=3 qp1 E=3
F= Z/ foVde =" BV
k=1 7Tk k=1

Asi, el vector de carga F', viene dado por

Observacion 2. Dado que ¢1 y ¢4 no satisfacen la condicion (4.22) se
tiene que Vg = {UH € Xp :vy(0) = v,(1) = O} = span{qbg,qbg} y el
sistema final Ka = F' se reduce al tmponer las condiciones de contorno.
Resulta habitual que las condiciones de contorno sean impuestas una vez
construido el sistema global final. Existen distintas maneras de imponer
dichas condiciones, en el apartado 4.5, se analizan algunas de estas.

4.2.1 Ensamblaje (1D)

Se observa que las expresiones de K y F' pueden obtenerse ensamblando
las contribuciones de cada elemento de la malla:

K© — [ K;i K;i ] Fle) —
K21 K22

F
£

donde K9 y Fi(e) coinciden con los dados en (4.12) y (4.13), es decir

ij
e) d (e)
() dp;” Ap; (e)
K9 = [ T 0 g F, = g
K Qe dx dx . Qy fSDZ v

El elemento (2. contiene los nodos x. y Z.4+1. La informacién que
proporciona la conectividad dice que, en el elemento e, el nodo 1 (local)
es el nodo e (global) y el nodo 2 es el nodo e+1. Asi, la matriz elemental,
K(©) se ensambla en la global a partir de:

Kﬁ) - Ke,e KS) — Neetl
Ké? — Ketle Ké? — Keytlet1

y el vector de carga elemental F'(¢) se ensambla en el vector global usando
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FY — F, Fy — Fop

Observacioén 3. Resulta importante resaltar que K(©) tiene tantas filas
y columnas como grados de libertad posee el elemento. En nuestro caso
(problemas de campo escalar) un grado de libertad por nodo. Recuerde,
ademds, que en el ejemplo que se sigue se estd trabajando con elementos
lineales (dos nodos).

Para facilitar el trabajo de célculo, en vez de operar sobre cada ele-
mento (., se utiliza el elemento de referencia ) junto a las funciones
de forma ya definidas. A partir de la transformacién €2 — €). se tiene

que ?ng = he/2. Esto permite transformar las integrales sobre (2. en

integrales sobre O

Tet1 1
/ Pla)dz - /0 F(g)%dg (4.23)

Por otro lado, se debe tener en cuenta que, las derivadas de %(e) (x)
respecto de x se han de evaluar a partir de $;(£), que es el tnico dato
del que se quiere disponer. Asi, usando la regla de la cadena

del? _dpidg _ _,do,

dx d§ dx d€
donde J
T
Ji=—
dg§

es el jacobiano de la transformacién o cambio de variable. Asi, usando
el teorema del cambio de variable para integrales, el calculo de un coefi-
ciente de la matriz elemental se puede llevar al dominio de referencia

(e) 7 .(e)

\¢) dp' +1 do. do:
© _ [ dpi ¥ _/ —19%i\ (;-199) 4.24
Kij /Q A dr T (J dg)(J dé )"”dé (4.24)

Al mismo tiempo, la soluciéon aproximada wu,, puede ser evaluada en el
interior de cada elemento a partir de la representaciéon

uy (z) = Zﬁ a;p;(x) (4.25)
j=1

donde m, es el nimero de nodos por elemento, y x = x(§) evaluada usan-
do una transformacién isoparamétrica que sera justificada en el siguiente
apartado.
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Observacion 4. La evaluacion de la integral (4.23) sobre cada elemento
puede resultar, en general, completamente tediosa, y en muchos casos
imposible de realizar exactamente. Sin embargo, en la prdctica, f es
sustituida por su interpolante fr en Xy. FEsto permite que la evaluacion
de los términos F; sean hechos muy fdcilmente (exactamente). La inter-
polacion de f es una funcion de la forma

m

fa(z) =) cidi(x), con ¢; = f(x;)
i=1
De todo lo dicho, se va a sistematizar la manera de definir la trans-

formacion z(§) y se va a integrar numéricamente con una cuadratura
esténdar (definida sobre Q = [—1,1]).

4.2.2 La transformacién isoparamétrica

El célculo de Ufhf seria inmediato si las funciones de forma se expresan
en la coordenada cartesiana x. No obstante, como se ha indicado, esto
no sera asi debido a la utilizacién del sistema de coordenadas naturales.
Asi, la evaluacién de dicha derivada implica la evaluacién de %, lo que
exige conocer una relacién explicita entre x y &.

Si la geometria del elemento se expresa en funcién de los nodos y
las funciones de forma utilizadas para describir la aproximaciéon de la
incognita, la formulacién se denomina transformacidn isoparamétrica.

Para elementos lineales resulta

z(§) = 2:01(8) + zir192(6)

La transformacion dada en (4.16) resulta ser isoparamétrica, pues x(§) =
F(1=&)zi+5(1+&)zis1, con z;y ziq1 los nodos del elemento (verificar
dicha afirmacioén). De lo cual nggU = L(@ip1 — 2;) = he/2.

Aunque, de (4.16) ya conociamos el resultado, hay que resaltar que en
este caso particular pueden obtenerse estas expresiones de una manera
maés sencilla. No obstante, es preferible seguir un procedimiento mas
sistematico que facilitara la comprensién del desarrollo de elementos
isoparamétricos més complejos.

La idea de interpolar los desplazamientos y las coordenadas del ele-
mento con las mismas funciones de forma es original de Taig [29], quien
la utilizé para desarrollar elementos cuadrildteros de cuatro nodos. Pos-
teriormente, Irons [30] extendi6 estas ideas para obtener elementos de
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mayor orden.

4.2.3 Integracién numeérica

Pese a la gran simplicidad de los elementos unidimensionales, el calculo
analitico de las integrales del elemento pueden resultar laborioso. En
particular, si se usa una formulacién isoparamétrica que conduzca a ex-
presiones racionales en los coeficientes de Kz(; ) o Fi(e). De hecho, en la
mayor parte de los elementos bi o tridimensionales isoparamétricos el
célculo directo de dichas integrales es inabordable, salvo en raras excep-
ciones, y es imprescindible hacer uso de las cuadraturas numéricas.

Abordar los fundamentos matemaéticos relacionados con las cuadra-
turas numeéricas no estan dentro de los objetivos del texto, pues estos
son seguidos en un primer curso de andlisis numérico. Sin embargo,
motivamos al lector a profundizar en el tema, se recomienda, por ejemplo,
el libro de Hildebrand [31]. Recordaremos unicamente la integracion
numérica de Gauss-Legendre por ser el procedimiento més popular y
utilizado en relacion con el MEF. Se dan tnicamente las ideas bésicas de
la regla de integracién en su aplicacién unidimensional, posteriormente
se dara la extension a dos y tres dimensiones.

Sea f(£) una funcién para la que se desea calcular la integral en el
intervalo [—1, +1], es decir,

+1

1(f) = X f(&)dg

La regla de integraciéon o cuadratura expresa el valor de dicha integral
como la suma de los productos de los valores de f en una serie de pun-
tos conocidos en el interior del intervalo por unos coeficientes (llamados
pesos) determinados. Es decir, para una cuadratura de orden p, se tiene

p
L(f) =Y &) (4.26)
i=1

donde w; es el peso correspondiente al punto de integracién 7, y p el
nimero de dichos puntos. Resulta importante destacar que la cuadratura
de Gauss-Legendre de orden n integra exactamente un polinomio de
grado 2n — 1 o menor. En la Tabla 4.1 se muestran las coordenadas

& v los pesos w; para las cinco primeras cuadraturas.
Obsérvese que los puntos de integraciéon estan todos expresados en el
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espacio normalizado —1 < £ < 1, lo que resulta de gran utilidad para
el calculo de las matrices del elemento referidas a las coordenadas na-
turales. La popularidad de la cuadratura de Gauss-Legendre se debe a
que utiliza el minimo niamero de puntos de integracién para conseguir un
error determinado en el calculo de la integral. Por consiguiente, minimiza
el nimero de veces que hay que calcular el valor de la funcién a integrar.

p | £ Wi

11 0.0 2.0

2 | 0.5773502692 | 1.0

3 | 0.774596697 0.5555555556
0.0 0.8888888889

4 | 0.8611363116 | 0.3478548451
0.3399810436 | 0.6521451549

5 | 0.9061798459 | 0.2369268851
0.5384693101 | 0.4786286705
0.0 0.5688888889

Tabla 4.1: Coordenadas y pesos de la cuadratura de Gauss-Legendre.

4.2.4 Estimacion del error

Una estimacién a priori del error para interpolacién de Lagrange lineal
a trozos puede ser obtenida usando series de Taylor. Sea F = g — g,
la funcién error de interpolacién y considere un elemento arbitrario €2
con puntos x; < z < x;4+1 en la malla. Supongamos que g tiene segunda
derivada acotada. Ahora, sobre 2., E = g — g,, puede ser expandida en
una serie de Taylor alrededor de un punto interior Z:

E(z)=E@) + E'@)(xr—7) + %E”(C)(l’ —7)? (4.27)
donde ¢ es un punto entre ¥ y x.

Ya que g, es la interpolante de g, el error £ es cero en los nodos
X, Ti+1 (extremos del elemento). Seguidamente se selecciona T como el
punto en el cual |E| es maximo. En este punto, E'(Z) = 0, asi que (4.27)
se reduce a

B(x) = B@) + 3B"(Q)(x ~ )

para z; < x < w;11. A continuacién, se toma r = z; 0 T = T41,
cualquiera de los dos que este mas cerca de Z (digamos z;). Entonces
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B@) = 5B"(O)|(a: ~ )

Ya que 41 —x; = H, entonces |x; —Z| < H/2 en (4.27) y se obtiene la
cota de error

2
B@)| < 1) (4.28)

Finalmente, £ = g — g,; implica E” = ¢" — g = ¢" dentro de ..
Introduciendo este resultado en (4.28) y maximizando sobre todos los
elementos, se obtiene la estimacién final

H?
max |E(r)| < — max |¢" ()] (4.29)

0<z<1 - 8 0<z<1
Ya que g” es acotada sobre el dominio, ¢ < C' < oo, con C' constante.
Un proceso similar puede ser usado para derivar cotas de error para ele-
mentos lagrangianos de mayor orden. Para elementos finitos empleando
polinomios completos de grado (3, la cota de error asume la forma

|l = max [B(z)] < CHO (4:30)

donde C' es una constante independiente de H (ver ejercicio 4.1). Esta
estimacién del error indica que la interpolante de elemento finito g, de
g puede converger a ¢ (en norma || - ||») con un orden de 5+ 1 cuando
H tiende a cero.

Un comentario final de considerable importancia debe hacerse. Para
llegar a la cota de error (4.30), se asumi6é que la funcién g dada es
tan suave que esta tiene derivadas continuas de orden < 3. Si, por el
contrario, g tiene derivadas continuas solo de orden s, donde 0 < s < .
Entonces, no importa cuan grande sea el grado 8 de nuestro polinomio
de interpolacién g,;, solo sus s primeros términos podréan ser efectivos en
la aproximacion de g. Por tanto, en lugar de (4.30), se tiene

— < CH?®
Jnax, l9(x) — gy ()| <
y la exactitud de nuestra aproximacioén, que se mantiene independiente
de 8, no se puede aumentar al incrementar el grado de los polinomios

base cpl(.e). Se puede, por supuesto, mejorar la precision mediante la
reduccién de H, siempre y cuando s > 0.
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4.3 Elementos bidimensionales

La formulacién del MEF para problemas bidimensional sigue los pasos
usados en el caso de problemas unidimensionales. Se empieza entonces,
suponiendo que el dominio  C R? es poligonal (como ya se dijo antes)
y que este se subdivide en elementos bidimensionales de m, nodos (ver,
Figura 4.11 para el caso de elementos triangulares de tres nodos y la
Figura 4.1 para el caso de elementos cuadrilateros). La aproximacion de

Numeracion
local: (1), (2), (3)

Figura 4.11: Discretizaciéon del dominio bidimensional 2 por elementos triangulares de
tres nodos.

Galerkin u, queda dada entonces por
u(@) & uy(z) = ) aidi(,y) (4.31)
i=1

donde ¢; son las funciones base bidimensional (ver Figura 4.4) y a; los
valores nodales de la soluciéon aproximada. El sistema de ecuaciones que
surge de la discretizacién se obtiene sustituyendo la solucién aproximada
(4.31) en la forma débil (4.2) tal como se hizo en el caso 1D, obtenién-
dose formas equivalentes en 2D de las ecuaciones (4.12) y (4.13). Por
lo tanto, resulta claro que los célculos a realizar para definir las con-
tribuciones KZ(; ) (matriz elemental de rigidez) y Fz-(e) (vector de carga
elemental) cambian elemento a elemento en la malla, resultando engo-
rrosos de realizar en términos de cada elemento €2, de la malla (ver Figura
4.11). Asi, nuevamente, el concepto clave en el enfoque del MEF es la
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definicién de un elemento de referencia junto a sus funciones de forma,
tal como el descrito en el caso de problemas unidimensionales.

En los subsiguientes apartados, se particulariza el tipo de elemento
finito a utilizar (tridngulos y cuadrilateros) y, en cada caso, se define el
elemento de referencia y sus funciones de forma, junto a las propiedades
intrinsecas que presenta.

4.3.1 Elementos triangulares

Una funcién lineal en dos dimensiones es de la forma f(z,y) = a+bz+cy,
con a, b y c constantes. Por lo cual, tres valores independientes de
f deben ser especificados para que f pueda ser determinada de forma
tnica. Esto sugiere que los elementos més simples deben tener tres nodos,
es decir, deben ser tridngulos y los nodos los pondremos en los vertices
del mismo. Esta forma de colocar los nodos asegura que cualquiera de
los lados ij, jk o ki de Q. (ver Figure 4.11) se comparte con un elemento
adyacente §2,,, por lo tanto, la funcién lineal a trozos formada por la
uniéon de las funciones definidas en €. y €2, serd continua en la interfaz
de los elementos (elementos de clase C?). Asi, si se quiere que Xy sea
el espacio de polinomios a trozos de grado 1, y por consiguiente X, el
espacio P1(£2.).

Puesto que, la superficie solucién es plana en cada elemento, se tiene

que la solucion u;, = uy ‘Q es una funcién lineal de la forma
up (2, y) = a+ B + vy

las tres constantes «, ( y v son determinadas requiriendo que

ul (i) = o+ B +yy =
W (T yr) = o+ B+ yyE = ag

donde i, j y k denotan los tres vertices del elemento triangular .. A
resolver el sistema (usando la regla de Crammer)

1 ~-
a = o (xjyr — Tryj)ai — (Tiye — Tryi)a; + (Tiy; — xjyi)ak]
L
1 -
B = — (yr —yj)ai — (yx — vi)aj + (yj — yi)akz}
24, L
1 -
v = (zr — xj)a; — (vp — xi)aj + (x5 — xi)ak}
24, L
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con
A= 3|1 @ oy =3 [(xj — i) (Ye — y5) + (2 — 25)(yi — yj5)
1z

el area del elemento triangular 2.. Sustituyendo los valores de a, By ~
en uf, (r,y), se obtiene

1 7,0 = ~ ~ ~ ~ ~
us (r,y) = 52 (a1—|—bla:+cly)ui—|—(ag—i—ng—l—czy)uj—l—(ag—{—ng—i—c;z,y)uk]
€

donde
; = TjYr — TrYj bi = yj — Yk Ci = Tp, — T
aj = TRY; — TiYk bj = yr — v Cj = x; — T}, (4.32)
ap = Tiyj — T;Yi br = yi — yj Ck =Tj — T

Entonces, la ecuacién se puede compactar como

ul (z,y) = uigol(e) + ujgoge) + ukgpgf),

lo cual permite identificar las funciones de forma del elemento por

e 1 ~ N ~ .o
gpg) = E(CL[ +brx + cly) I=14j4k (4.33)

Claramente, la condicién goge) (x,,y;,) = 1si I =J,y cero en los otros
casos (I,J = i,j,k) es satisfecha. La funcién base ¢; formada por las
unién de todas las funciones base %(e)
parte en 2D de las funciones sombrero en 1D, y presenta forma piramidal
(ver Figura 4.4). Naturalmente, ¢; es lineal a trozos y es distinta de cero
solo en los elementos que tienen al nodo ¢ como uno de sus lados. El
tratamiento para los nodos de frontera, sera llevado de forma anéloga al
dado para el caso unidimensional.

Se quiere ahora, definir un elemento de referencia 0 y una transforma-
cién invertible de () a cada elemento ., en un sistema de coordenadas
naturales o normalizado £7n. El mas simple estd dado por el tridngulo
que tiene sus lados sobre los ejes £ =0, n =0y 1 —& —n = 0 (tridngulo
isésceles recto), como se muestra en la Figura 4.12. La transformacion

asociadas al nodo 7 es la contra-
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(1) (2) -~
(0,0) (1,0)

Figura 4.12: Coordenadas naturales en un elementos triangulares.

Te : 2 — €., es definida por una simple transformacién de coordenadas

czo= z(§n)
Te: y = y(&n)

y nos referimos al elemento 2., como la imagen de O bajo la transforma-
cion T,'. A partir de (4.32) y (4.33), las funciones de forma del elemento
triangular de tres nodos vienen dadas por

P1(&m) =1-&—n, Pa2(&,m) =&, P3(&m) =1 (4.34)

y las mismas se muestran en la Figura 4.13.

@1—\ o . ¥3 .

(2)
Figura 4.13: Funciones de forma del tridngulo de tres nodos.

Si la geometria del elemento se expresa en funcién de los nodos y las
funciones de forma (4.34), entonces la transformacién isoparamétrica, T,
queda dada por

1Por supuesto, existe la posibilidad de requerir més de un elemento de referencia
en un problema. Por ejemplo, cuando elementos triangulares y cuadrilateros son
utilizados al mismo tiempo. Sin embargo, para simplificar, restringimos la atencién
a un tnico elemento de referencia.
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3 3
r=> 28;6m),  y=>_ y@a(&n) (4.35)
Jj=1 j=1
donde (zj,y;), con j = 1,2,3, representan las coordenadas xy de los

vertices en el sistema numeérico local. Sustituyendo (4.34) en (4.35) e
invirtiendo, se obtiene la transformacién 7, ! : Q. — €, definida por

E=tley) = 5p | v — ) — (ox— 7 — o) .
€ .36
n=nley) = g | ) —m) + - ) - )]

donde A, representa el area del elemento €2.. Entonces, a partir de (4.34)
y (4.36) se obtienen las funciones base en €,

o, y)=aiEm, &y =), o (@) = Fa(En)

4.3.2 Derivadas y gradientes en el elemento de referencia

Hay varias propiedades elementales de la transformacion de coordenadas
que deben analizarse antes de pasar a las consideraciones del calculo de
las matrices y vectores elementales. En primer lugar, se debe expresar las
derivadas de una funcién en coordenadas xy en términos de sus derivadas
en coordenadas £7. De acuerdo a la transformacién T, una funcién
puede considerarse como una funcién implicita de £ y 7, entonces usando
la regla de la cadena

6 _009z 99y o _00z 0y
9 or o ayae Y oy oz oy 8y on

lo cual puede ser escrito en forma matricial como

B1_[% #][%
N S x
n on  On dy

La matriz 2 x 2 de derivadas parciales en (4.37) es llamada la matriz
Jacobiana de la transformaciéon y es denotada por J. Obviamente, una
condicién necesaria y suficiente para que el sistema (4.37) sea invertible
es que el determinante |J| de la matriz Jacobiana sea distinto de cero
en (¢,n) € Q. El funcional |J| es usualmente llamado el Jacobiano de la
transformacion

sy
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|J|=detJ =~ =2 — Z2°= (4.38)

Asi, cada vez que |J| # 0 se puede escribir

0 0 0
o | .| e | 1 Ja2 —Ji2 9E
0o | =7 0 | detJ o (4.39)
7 o —Jai Jn an

donde las J;; son respectivas componentes de la matriz Jacobiana.
A partir de (4.37) y (4.39) se tiene que la representacion para el gra-
diente en los distintos sistemas de coordenadas queda dado por

Vey=JVay v  Vay=J Vg (4.40)

Por lo tanto, las derivadas parciales son ahora representadas enteramente
en términos de las coordenadas &, 7

p) o)
0 D¢ 0 D€
:Jll ] , :J2[ ] (4.41)
Ox 8% Oy 8%

donde J; y J son la primera y segunda fila de J 1.
Un resultado adicional que se requerira es la relacién del diferencial de
area respecto a las coordenadas naturales

dxdy = det Jd&dn (4.42)

La demostracion de este resultado se puede encontrar en la mayoria de
los texto de Calculo (ver, por ejemplo, pagina 916 de Swokowski [33]).
Una interpretaciéon geométrica del Jacobiano se indica en la Figura
4.14. Para un punto (§,7) de (AZ, un elemento de area d& es dado por
dQ = dédn. La imagen de esta area en el plano xy tiene el area do =
|.J|d¢ dn. El valor de |.J| puede ser visto como la razén de cambio de area
de elementos en puntos (z(&,n),y(&,n)) v (§,n). Un valor positivo de |J|
en todo punto indica que T, es una transformacion adecuada (sistemas
de coordenadas de mano derecha). La presencia en Q de puntos en los
cuales |.J| = 0 indica que el 4rea de ) es “comprimida” en una linea (o un
punto) en Q.. Esta condicion implica que el mapeo T, es no invertible
(es decir, T ! no existe). Valores negativos de |.J| indican que alguna
porcién de €2 ha sido “proyectada o puesta’ fuera del elemento 2.

4.3.3 Matriz de rigidez elemental K ()

Cuando se quiere usar los resultados obtenidos en el apartado anterior
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T dg dy
dQ=dxdy

A

dQ — de dn

dedy P
1] Q

¢

Figura 4.14: Transformaciéon de elementos de area.

para evaluar las integrales que surgen en la matriz de rigidez K¢, el si-
guiente desarrollo resulta tipico del anélisis necesario para cumplir dicha
tarea. Supongamos, sin perdida de generalidad, que para un problema
bidimensional, los K;; de la discretizacién de la forma débil (ecuacion
(4.5)) vienen dados por

Kij = B(9i, ;) ZB (01, ¢17)

e=1 —,_/
Kfj’

con

:/ Vel veldde, i j=1,2,...m (4.43)
Qe

Sin embargo, las contribuciones a la matriz elemental de €2, son dadas

tinicamente por las ; relacionadas con los nodos del elemento. Es decir,

gpl(e), gog ), 801(9) Asi, usando la numeraciéon de referencia local, se tiene

que la matriz elemental es dada por
KO K K )
KO- | K K K g

K KK (1)



86 G. Calderén y R. Gallo

donde, de (4.40), (4.42) y (4.43), se tiene

;@:éuﬁ@@¢ﬂw@wmm i,j=1,23 (444)

estan ahora completamente representados en términos de las coordenadas
naturales &n.

En algunos casos, principalmente para efectos de implementaciéon de
codigos, resulta apropiado ver los calculos de forma matricial. Asi, de
(4.41) se tiene

0p; 0p;
op” _ | % op” _ | %
or ~ 1| 0% ay | 0%
o on
Ademas, si ¢(©) = [@Ee) cpg.e) go,(f)] =9 =[p1 P2 B3], se tiene

0p1 0pa 0P

(€) 0 0 0
A B A I Y LIV ok
Ox dpr  0p2  0p3
on 9dn On
De igual forma
&P(e) T T\T
oy J2 (AJy)

Ahora, como de (4.43)

e (e) e (e)
Y (- R P
K o, | 0r Oz dy Oy

entonces, usando la notacién matricial anterior, se puede expresar la
matriz elemental como

KO = [ AT+ I B]AT T dedn (4.45)
Q

4.3.4 Vector de carga elemental F(©

A igual que para el caso de la matriz de rigidez, supongamos que el vector
de carga de la discretizacion esta dada por
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E
Fy=1(¢:) = Z 1© (4,0,(6)> con Fi(e) = f%(e)dfz
=1 —— — Qe

Fi(e)

El vector elemental, F(¢) = [Fl(e), F2(e), Fée)]T, queda entonces repre-
sentado (completamente en las coordenadas naturales £n) por las con-
tribuciones locales

F = /Q 13 J|dedn (4.46)

La forma de f, puede ocasionar que la cuadratura gaussiana usada en
(4.46) no pueda evaluar la integral exactamente. En tal caso, se puede
tener una buena aproximacion al valor de la integral, si la funcién f es
reemplazada por interpolantes lineales (al igual que para el caso unidi-
mensional). Esto es, f = @f;, donde f; = [f1, f2, f3]T, y f; usualmente
seleccionada con el valor de f evaluada en el nodo en cuestiéon. Con esta
suposicion resulta que

FO & /Q 5" fi|7|dedn = ( /Q BTR\T\dedn) fi (147)

4.3.5 Coordenadas de area

Las expresiones &, 7, y 1 —&—n en (4.34) y (4.36) pueden ser conveniente-
mente interpretadas en términos de relaciones de area. Esto conduce a la
introduccién de las coordenadas de drea que facilitan tanto el desarrollo
de familias de funciones de forma de mayor orden para elemento triangu-
lares (ver, apartado 4.6), como la derivacion de féormulas de integracion
mas apropiadas para este tipo de elemento.

Se considera un elemento triangular dado en coordenadas rectangu-
lares, con P(x,y) un punto en el interior del mismo (Figura 4.15). El
punto P, en el interior del tridngulo, se va a identificar especificando sus
coordenadas locales (l1,l2,13), que se definen de la siguiente forma:

A A A
A ) 2 — A ; 3 = A
donde A representa el area total del tridngulo y A;, con i = 1,2,3, el

area de los subtriangulos 4, como se muestra en la Figura 4.15. Sumando
las formulas de (4.48) se obtiene que

Lh+l+1s5=1 (449)

I = (4.48)
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‘ P(1y,1,13)
2
1 ‘

Figura 4.15: Coordenadas de area para tridngulos.

y]\ 3

Y

pues, A; + Ay + A3 = A. Ademaés de satisfacer la ecuacion (4.49), las
coordenadas [; son tales que si P se sitiia sobre el nodo:
(ml,yl) = (ll,ZQ,lg) = (1,0,0), pues A = A, Ay = A3 =0
(l’z,yz) = (ll,ZQ,lg) = (0, 1,0), pues Ay = A, Al = A3 =0
(5337.@3) = (lla l2a l3) = (0707 1)7 pues A3 = Aa Al = A2 =0
Cada coordenada de &area [; varia linealmente sobre el tridngulo, ya
que cada area A; es proporcional al la distancia al lado i. Luego existe

una relacion lineal entre las coordenadas cartesianas =,y de un punto y
las coordenadas de area:

xr = lLixy + e + l323,
4.50
y = hyi+lys + l3ys. (4.50)
Agrupando las ecuaciones (4.49) y (4.50) se obtiene
1 1 1 l1 1
r1 T2 T3 lo | ==
Yy Y2 Y3 I Yy
Resolviendo el sistema, resulta
1
li = ﬂ[ai—i—ﬁix—}—%y], i=1,2,3 (4.51)

donde «;, B, vi quedan dadas como en el caso de la ecuaciéon (4.33).
Es decir, las coordenadas de area [y, [ y I3 son simplemente una nueva
manera de ver las funciones de forma dadas en (4.33).

Las ecuacion (4.49) indica que las variables de area l1, l2 y I3 no son
linealmente independientes. Generalmente, se seleccionan dos, de las
tres, como las variables independientes y se elimina la tercera. Tomando
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Iy =1 — 1y — I3 y sustituyendo en (4.50) se obtiene que

xr = $1+12($2—w1)+l3($3—x1) = l’(lz,lg)

4.52
y = yi+by—y)+iyz—y) = yll,l3) (4.52)

representa una transformacion entre las variables globales (x,y) y las
variables locales (4rea) (l2,!l3).

4.3.6 Integracién numeérica en elementos triangulares

La ventaja principal que se logra al utilizar las coordenadas naturales
en lugar de la coordenadas cartesianas, consiste en lo facil que resulta la
evaluaciéon de integrales de la forma

/ 191515 do, / 1915 ds
Qe e

donde a, b y ¢ son exponentes enteros, y I'e representa una segmento
recto (arista de elementos de frontera). Las integrales de esta forma se
evaltan rapidamente utilizando la relacion

2(alblch)A al b’
19151 dA = 190%ds = ————°  (4.53
/123 (a+b+c+2)" /Fezjs (a—|—b+1)' ( )

Las integrales sobre Q tienen la forma fﬂ (&,m)d€dn o, equivalen-
temente, en términos de coordenadas de area fQ (11,19,13)dladls, con
Iy =1—¢& —n. Entonces,

ah e alblc! / ab a! b!
/@ll 2 5 dlzdls (a+btc+2)!” i ljds (a+ b+ 1)! (4.54)

Las férmulas de integral de areas obviamente serdn usadas en general
para evaluar integrales sobre elementos de area, y las integrales de linea
para evaluar integrales sobre segmentos en elementos de frontera.

Por ejemplo, a partir de (4.47) se tiene que

B hly s 4/4! 2/41 2/4)
F© ~ /A Lly 13 Iy | filJ|dedy=|J| | 2/41 4/41 2/4! | fi
il I3l B 2/41 2/41 4/4)
‘J’ 2 11 fz |J| 2fi+fj+fk
= 5121 fi | =13 | it2fit s (4.55)
1 1 2 fr fi+ [ +2fk
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4.3.7 Elementos Rectangulares

Una segunda categoria de elementos finitos estd dada por aquellos que
tienen forma rectangular (elementos de clase C°). Si se sigue la idea de
tener puntos nodales por lo menos en los vertices del elemento, entonces
claramente el elemento rectangular més simple serd uno con cuatro no-
dos, un nodo en cada esquina, ver Figura 4.16. Ahora bien, qué clase de
espacio polinomial X, puede ser definido en €2, de modo que cualquier
funcién en X, sea determinada de forma tnica por sus valores en los
cuatro vertices. Las funciones lineales son completamente determinadas

1
§ n
"T 1 & & 2 oy
N =
@ \ ®)
§_____1 _____ ﬁ 62_1»
: § Yir=--}
m 1@ 7 5:
m=-1

Figura 4.16: Elemento rectangular de cuatro nodos

por tres valores nodales, asi que uno de los nodos puede sobrar. Por otro
lado, funciones cuadréticas requieren seis valores nodales, lo cual es mas
de lo que se tiene a disposicion. La solucién al problema viene en retener
del polinomio arbitrario

p(z,y) = a1 + agx + asy + aszy + asx® + a6y2 + -

los primeros cuatro términos. Los términos constantes y lineales son
obviamente retenidos, la pregunta que surge es, cual de los términos
restantes debe ser utilizado. Conservar los términos que implican a 22
o y? no resulta apropiado, pues esto darfa lugar a una aproximacién
ladeada en la cual un término cuadratico aparece solo para una de las
coordenadas. Sin embargo, no hay objecién a conservar el término xy,
esto asegura que las coordenadas xy estén representadas igualmente,
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entonces la aproximacién debe tener la forma
p(z,y) = a1 + azx + azy + asxy (4.56)

y se llama a este, polinomio bilineal. En general, el espacio de polinomios
con términos de grado < k en cada una de sus variables es denotado por
Qx(£2), de manera que p(z,y) en (4.56) es un miembro de Q;(2). Note
que Pi(Q) C Qi() C Py, con Q C R2 La situacién ahora es que
Xe = Q1(9) asi, Xy consistira del espacio de polinomios bilineales a
trozos.

Nuevamente, para facilitar el calculo se adopta un sistema de coorde-
nadas naturales £n para definir la geometria del elemento de referencia
(AZ, que ahora es un cuadrado. Dichas coordenadas estdn normalizadas
de manera que el elemento tenga sus lados en { = +1 y n = £1 (Figura
4.16). Las funciones de forma expresadas en coordenadas naturales
deben satisfacer los mismos requisitos que en coordenadas cartesianas.
Asi, en elementos de clase CY, basta que las funciones de forma cumplan:

e Condicién de compatibilidad nodal

1 sii=j

Pil&m5) = { 0 en caso contrario (4.57)

e Condicion de particion de la unidad
Y Gl =1 (4.58)
i=1

Observacién 5. Dentro de los elementos de clase C° (triangulares y
rectangulares) se pueden distinguir dos familias claramente diferentes:
la lagrangiana y la serendipita. Esta dltima, como ya se dijo antes, no
serd estudiada en este texto y, se remite al lector al texto de Zienkiewicz
[13] donde puede encontrar una descripcion detallada de la misma.

Las funciones de forma de los elementos lagrangianos se pueden obtener
facilmente a partir de la interpolacién de Lagrange en dos dimensiones.
Asi, la funciéon de forma en un nodo cualquiera se obtiene como el pro-
ducto de dos polinomios de Lagrange unidimensionales en cada una de
las coordenadas ¢ y 7 correspondientes a dicho nodo?. Es decir, si Li(6)

2Los polinomios de Lagrange unidimensionales en cada direccion & y 7 coinciden
con las funciones de forma de los elementos de dos nodos unidimensionales.
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es el polinomio de Lagrange de grado n en la direccién £ del nodo 7 y
Lt (n) el de grado m en la direccién 7, entonces

Pi(&,m) = Ly(€) Ly (m) (4.59)
En el caso lineal, se tiene

€)= 50+66)  Linm) = 5(1+mm)

donde &; y 1; toman los valores de los nodos del elemento de referencia

1
5(1-n) !
(4) .(3) Nodo| & M
way /’ 1 | -1 -1
2 1 -1
§ 3 11
4 -1 1

o =(&m) :711(1+fi£)(1+77i77)

Figura 4.17: Funciones de forma para el elemento rectangular lagrangiano de cuatro nodos

(ver tabla de la Figura 4.17). Por consiguiente, la funcion de forma del
nodo ¢ esta dada por

Bilem) = Ly(OLL() = [0 +6O( +nm) (460
En general:
Biem=70-001-1)  Blen) =30+61-n)
Bo(em) = ;04140 Balem) = (1 -1 +7)

4

En la Figura 4.17 se muestra la forma grafica de la funcién de forma
»1(&,m), la grafica de las tres funciones de forma restantes se encuentran
con una simple rotacién de los valores nodales. Resulta facil compro-
bar que las funciones de forma definidas por (4.60) satisfacen las dos

condiciones (4.57) y (4.58).
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4.3.8 Integracién numeérica en elementos rectangulares

Reglas de cuadratura para elementos cuadrilateros se derivan general-
mente de las féormulas de cuadratura en una dimensién tratando la inte-
gral en el elemento de referencia como una integral doble. Si se escribe

| ctenazan = [ 11

y se aproximan las integrales respecto a £ y n usando reglas de cuadratura
de orden N en una dimensién, tales como las discutidas en el caso de
problemas unidimensionales, se obtiene

1
/ 1 G(ﬁ,n)dfl dn

N N
/ﬁG(ﬁ,n)didn ~Y 1> G(sn,nmm] Wi (4.61)
m=1 Ln=1

La doble sumatoria en (4.61) puede reducirse a una tinica suma en todo
el conjunto de puntos de integracion al etiquetar el punto (m,n) con el
indice j, con N; = N2,

N N N2
ZG(fmnm)wn] Wm = ZG(gjanj)&j (4'62)
m=1 Ln=1 j=1

4.4 Problema bidimensional

En los dos apartados siguientes se muestra el ensamblaje final de la
matriz de rigidez y vector de carga para dos ejemplos en particular.

4.4.1 Ejemplo 1. Malla triangular

Se resuelve la ecuacién de Poisson
—Au = f(x,y) en Q=[-1,1] x [-1,1]

con condicién de contorno de tipo Dirichlet homogéneas en todo el con-
torno 02 y un término fuente, f, seleccionado tal que la solucién analitica
esta dada por u(z,y) = 1/2 (22 — 1)(y? — 1). El problema débil o varia-
cional queda entonces dado por: encontrar v € V tal que B(u,v) = [(v)
Yv € V, donde
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B(u,v) = /QVu -Vuda, l(v) = /9(2 — 22 — yH)vda (4.63)

yV = H(l) (Q). Para la discretizacion, se reemplaza €2 por un dominio 2y
formado por una malla de 8 elementos finitos triangulares de tres nodos
y m = 9 puntos nodales, tal como se muestra en la Figura 4.18. La
discretizacion Qg del dominio 2 es exacta debido a la geometria poligonal
de © (al igual que el dominio, la frontera discreta, 9, coincida con la
frontera 0€). Se construye un conjunto de funciones base global ¢;,

7 8 9
(5) (8)
4 6
(1) (4)
1 2 3
Figura 4.18: Ejemplo 1. Discretizacion del dominio 2 = [—1,1] x [—1, 1] en una malla de

ocho elementos finitos triangulares (nueve nodos).

NC(c;ordenadas Conectividades
01 08 3; ?i Elementos nodo1l nodo2 nodo 3
o 1 1 2 4
2 -1
2 5 4 2
3 b 3 5 2 6
4 10
5 0 0 4 3 6 2
5 7 4 8
6 1 0
6 5 8 4
7 1001
7 5 6 8
8 0 1 8 9 8 6
9 1 1

Tabla 4.2: Ejemplo 1: Izquierda: Valores nodales y su numeracion en la malla (numeracion
global). Derecha: Topologia de los elementos (nodos que corresponden a cada elemento).

1 =1,...,m, usando elementos triangulares y, a partir de estas funciones,
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se define un subespacio Vi de V. La aproximacion de (4.63) entonces
consiste en buscar una funcién v, € Vy,

uy (v,y) = Zaj¢i($7y) (4.64)
=1

tal que u; = 0 en los nodos de 99 y

B(u,v) = /QVUH -Vogda, l(vy) = /9(2 — 22 —yPw,do  (4.65)

para todo v, € Vy tal que v, = 0 en 0Qy.

Sustituyendo u, y v, en (4.63) y simplificando términos (operaciones
en las cuales ya estamos familiarizados), se obtiene el sistema de ecua-
ciones

m
E Kijaj:Fl-, izl,...,m
j=1

Pasando ahora los calculos al elemento de referencia, (AZ, se obtiene que
la matriz de rigidez elemental, K Z(Je ), y vector de carga, Fi(G), estan dados
por

KY = /Q Vel vpldda = /ﬁ (J7'Vey@i) - (J7 Ve @) | |dedn

HO = [ pd%a= [ raisidedn
Q Q

donde, las funciones de forma, @;, el Jacobiano, |J|, y el gradiente, V¢,
son obtenidos de (4.13), (4.38) y (4.40), respectivamente.

El célculo de la matriz elemental y su ensamblaje en la matriz global
se lleva a cabo elemento a elemento:
Para el elemento k = 1, se tiene

ocal Z‘global Ti Y
1 1 -10-1
2 2 0 -1
3 4 -10
Jo | Tt —y1+y2]:[1 O:|:J1
—r1+2x3 —y1+Ys3 01

Es decir, Q1 y Q tienen la misma forma, pues |J| = 1. Ademas,
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1 ~ ~
Kz‘(j) = /ﬁvfn%‘ - Venp;dédn

donde
- -1 - 1 . 0
an%:[_l]’ V@W?:[O]’ Vgn@sz[l}

Usando (4.54) se tiene

1 1 1
KW = / 2d¢dny = 2= =1 K = / —ldédp = —1= = —=
0 2 0 2 2
(1) _ 1 L / 11
K= [ —1dédn=—-1-=—= K5,/ = [ 1 =1-==
13 /ﬁ Edn 9 B 22 5 d&dn 279
KO — [ odedn — (1) _ 11
93 = Edn =0 K33’ = 1dédn =1- = =
a 0 2 2
Por lo tanto,
1 -1/2 -1/2
KM =1-1/2 1/2 0
~-1/2 0 1/2
Ensamblaje global del elemento Qy: K ~ K
L ocal Global
1 1 1
K£1) K£2) Kfs) /\ Ky K Ky
Ké}) Kg) K;é) Ko Ka Ky
K?EP Kg) Ky K Ku

Entonces, la matriz de rigidez K global después de ensamblar el primer
elemento estd dada por
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- (1 1 1
K KY 0 K o
1 1
Ky K
0 0O 0 O
1 1
Ky Ky

Para el elemento k = 2, se tiene

K = 0

oS O O O

0

o O O O

O O O O o o o o

O O O O O o o o o

O O O O O O o o o

O O O O O o o o o

O O O O O o o o o

97

tlocal Z.global Ti Yi
1 5 0 O J_ -1 0 g g =1
2 4 -1 0 0 -1
3 2 0 -1
La matriz elemental para el elemento €2
1 —1/2 —1/2
K®=1|-1/2 1/2 0
—1/2 0 1/2
Entonces,
2 2 2
Kfl) K§2) K§3) Kss K5y Kso
K®=| k¥ K@ K@ |~ | Kis Ku K
(2) (2) (2)
Ky Ky K$ Kos Koy Koo

por lo tanto, después de ensamblar el segundo elemento, la matriz de
rigidez K queda dada por
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'K“) K 0 KW 000 ]
K 22+Q0K24+QQ0000
000

Kﬁ +0 K4}3+ 0000
K=1 o0 0000
0 0 0 0000

0 0 0 0 0 0000

0 0 0 0 0 0000

0 0 0 0 0 0000

Ensamblando todos los elementos, la matriz de rigidez resultante es

1 -4 0o -1 0o 0 0 0 0]
1 1
-3 2 -3 0 -1 0 0 0 O
1 1
0O -3 1 0 0 -3 0 0 0
1 1
-+ 0 0 2 -1 0 -+ 0 o0
K= 0 -1 0 -1 4 -1 0 -1 0
1 1
o 0 -3 0-1 2 0 0 —3
1 1
o 0 0 -4 0 0 1 -3 0
o 0o o o0o-1 o -1 2 -1
. 0 0 0 0 0 -1 0 -3 1]

El vector de carga, F', se obtiene ensamblando las contribuciones ele-
mentales, F(¢), tal como en la ecuacion (4.55), y de forma anéloga a lo
hecho anteriormente para la matriz de rigidez.

Por dltimo, se debe observar que la matriz de rigidez es singular (todas
las columnas suman cero) antes de prescribir las condiciones de contorno
esenciales. En otras palabras, resta por analizar la forma de imponer las
condiciones de contorno esenciales al sistema Ka = F.

4.4.2 Ejemplo 2. Malla rectangular

Se estudia la formulacién de elementos finitos para el PVF dado por la
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ecuaciéon de Poisson® (transferencia de calor en estado estable) y condi-
ciones de contorno mixtas

~V(DVu) = f en €, (4.66)

u—1ug =0 sobre Iy condicciéon Dirichlet
(4.67)

qn =G, + a(u —us) sobre T, | condiccion Neumann

siendo D = ( ) la matriz de conductividad y I' = T'3U T, la frontera
del dominio §2, tal como en el problema (2.10)-(2.11). Sin embargo, la
divisién de I' en dos zonas I'y y I';, es meramente conceptual, puesto que
puede darse la situaciéon de que estas condiciones se vayan alternando en
los sucesivos puntos del contorno.

El flujo normal ¢,, se obtiene proyectando el flujo en el contorno sobre
la normal. Asi,

dn = an = Ngqx + NyQy
Por otro lado, la relacién entre flujo y gradiente se expresa por la ley

de Fourier, que en forma matricial se escribe por q = —DVu. Ahora,
sustituyendo ¢, = —k; gm Y @y = —ky% en las ecuaciones anteriores

se obtiene la condicion de flujo prescrito en el contorno (condicion de
Neumann) en la forma siguiente

ou ou
bagets Ry,

En lo anterior g,, es el flujo prescrito en direccién normal al contorno I';,
(g,, es positivo, si el flujo es en direcciéon de la normal al contorno n). El
ultimo término de (4.68) expresa el flujo de calor que sale por el contorno
debido a diferencia de temperatura entre los puntos del contorno y la
temperatura ambiente us,. El término « es denominado coeficiente de
conveccion.

Multiplicando (4.66) por la funcién test v, integrando sobre el dominio
y usando la férmula de Green (1.25), se obtiene

/ Vv - (DVu)de = / foda + / vn' DVuds
Q

= /fde/UQndS - /an[%ﬂLa(““w)}ds

3Resulta instructivo plantear la solucién general de la ecuacion de Poisson uti-
lizando una formulacién matricial. El planteamiento matricial presenta ademés la
ventaja de que es generalizable a la solucion de otros problemas por el MEF.

2Ny + Gy + (u —ux) =0, sobre T, (4.68)
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La integral a lo largo de I'y se debe al flujo ¢, que sale por el contorno
I’y donde el valor de u es conocido (condicion de contorno esencial), el
signo negativo que precede la integral indica que el flujo normal ¢, sale
del contorno. Dicho flujo puede interpretarse como una reaccién que se
calcula una vez conocido el valor de u sobre I'y.

Seleccionando como funciones test las funciones v € H(Q) tal que
v = 0 sobre I'y, se obtiene la formulacién variacional siguiente: encontrar
u € HY(Q) tal que u = uy sobre I'y y

/Q Vo - (DVu)da + / avuds = /Q foda — / v[q, — aus|ds (4.69)

se cumple para todo v € HY(Q) tal que v = 0 sobre I'y.

Nuevamente, la forma débil (4.69) es el punto de partida para obtener
las ecuaciones de la aproximacién por el MEF. Supongamos ahora una
discretizacion del dominio €2 en elementos finitos bidimensionales (cua-
drilateros) de m. nodos (ver Figura 4.1). La aproximacion de u por el
MEF queda entonces dada en la forma usual

ur Uy =Y aidi(e,y) (4.70)
i=1

donde ¢; son las funciones base bidimensional para elementos cuadrilé-
teros, a; los valores nodales de la solucién aproximada y m el nimero
de nodos en la discretizaciéon del dominio §2. El sistema de ecuaciones
de la discretizacion se obtiene sustituyendo la aproximacion (4.70) en la
forma débil (4.69) y escogiendo m funciones de peso ¢; (i = 1,...,m).
De este modo,

/Q Vé; - (DVuy,)do + /F naqﬁiqus = /Q Foida — /F nqsi (G, — auco]ds

(4.71)
La forma de Galerkin (4.71) en funcion de las contribuciones elemen-

tales
[ /Q E Vel - (Dv( ?} ul?pl7) ) do + /F gf)a%(e) ( ]i w7\ ds]

E
/Q feoPdo /F w@ @, — auoo]ds] (4.72)

donde la sumatoria se extiende sobre todos los elementos del dominio.

e=1
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Como antes, la expresion (4.72) puede escribirse en forma matricial
Ka = F, donde los términos de K y F' se obtienen ensamblando las
contribuciones elementales en la forma habitual. De este modo, y advir-
tiendo, nuevamente, que las funciones de forma %(e)
cada elemento, puede deducirse que

valen cero fuera de

KO = [ v Dvgp;.e)dmr/ ap@pOds = KM | pelom )
Q.
(4.73)

= / fl9da — / ©i [@n — uso]ds (4.74)
Qe )

Es importante advertir que las contribuciones de cada elemento prove-
nientes de las integrales sobre los contornos elementales se cancelan entre
si, cuando el elemento pertenece al interior del dominio. Los términos
K;;-lt(e) y Kifjr-ont(e) en (4.73) representan las contribuciones de la conduc-
tividad y la conveccion en la matriz de rigidez elemental. El célculo por
separado de estos términos facilita la obtencién de los coeficientes de la
matriz de rigidez elemental.

De la misma manera, resulta apropiado separar las componentes del

(e)

vector F;’ como

Fi(e) _ fi(e) _l_fifront(e)

donde
) — / felPda (4.75)
Qe
es la contribucién del término de fuente de calor sobre el dominio, y
fifmnt( ©) = /( )gpl( )[ — Qoo |ds (4.76)

es la contribucién del término de flujo de calor a través del contorno de
Neumann donde se prescribe el flujo saliente.

Se particulariza ahora el proceso de obtencién de las matrices y vecto-
res elementales para elementos cuadriladteros de cuatro nodos. Asi, a
partir de (4.38), (4.40)-(4.42), se obtiene de (4.73)

K““ / Vel . Dw( )da /Q J N eni) - DI Ve 3,)| | dédn

= /ﬁ{(legn@)kx(leﬁn@) + (J2Ven@i)ky(J2V en@5) || |dEdn
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Al igual que como con elementos triangulares, para efectos de im-
plementacion, se pueden expresar los calculos en forma matricial. Si

0@ = [0\, 0\, 0l 6] = & = [P1, B2, B3, Bu, se tiene que

001 9Py 0Pz  9Pa

o og  9g  0g

(e) — g1 _ 71T
VOU=TT o om om om |0 Y
on on on on
Es decir,
9p'®) T _ 9 T _
=LV vyt = JoU UJL

Por lo tanto,

Kmte) /J YWt D 1wT | g|dedn
(4.77)
— /)I’ [ka{le + k;yJ;TJZ} Ut J|dedn
Q

La evaluacion de K front(e) o n (4.73) y ffmm( °) en (4.76) se lleva a cabo
mediante la 1ntegrac1on alo largo de los lados del elemento de referencia
que son transformados en los lados de la frontera del elemento {2, en
los cuales las condiciones de frontera natural han sido prescritas (Fgf)).
Cualquier elemento en particular, puede tener uno o méas lados (aristas)
en la frontera del dominio o no tener ningtn lado en dicha frontera. Se
describe a continuacién los calculos que deben realizarse para uno de los
lados; los procedimientos pueden repetirse cuando mas de un lado del
elemento se encuentra en la frontera. Para concretar, se supone que el
lado & = 1 del elemento de referencia es transformado sobre F,(f).

Sea é\?] la restriccion de las funciones de forma ¢; del elemento de
referencia para el lado £ = 1:

0;(n) = @;(1,m), J=1,....,m

Es importante advertir que excepto para los nodos que estan en la fron-
tera tratada, & = 1, las funciones de forma que no pertenecen al lado
tienen valor cero sobre este lado, 6;(n) = 0. Teniendo entonces que

K om0 :/ asofe)soge)dé’:/la@( B (mlimldn  (4.78)
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1
flrontle) _ /F o 2, — ausclds = / (@ = orusclu(m)\i ()l (4.79)

donde |j]| es el jacobiano de la transformaciéon de 7 en el parametro de
longitud de arco s en el plano xy. Puesto que

ds = [<g;<1,n>>2+ (gga,mf] @
se tiene

1/2
)] = [(3;3(1,77))2 v (gza,n)ﬂ (4.50)

en el cual z(§,7n) y y(&,n) son definidas a partir de la transformacion
isoparamétrica dada en (4.35).
Generalizando a todas las aristas del elemento de referencia, se tiene:

Para el lado n = —1, entonces @3, @4 son cero, y
0,60, 6,60, 0 0
L o~
Ry = [ | B0 e ag
-1 0 0 0 0
0 0 0
Para el lado £ = 1, entonces @4, p1 son cero, y
0 O 0 0
L1 0 60, 6205 0
e [al D220 i
-1 0 9392 9393 0
0 O 0 O
Para el lado n = 1, entonces 1, @2 son cero, y
0 0 O 0
1 0 0 O 0
K- [ a | (o)l
1 0 0 6303 636,
0 0 0405 040,
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Para el lado £ = —1, entonces p3, (3 son cero, y
0,0, 0 0 0,0,
1
front(e) 0 0 0 0 .
K, _ =— « d
e R S RO
010, 0 0 040,
En definitiva, la matriz de rigidez total del elemento se obtiene por

K(e) _ Kint(e) + KTf]r:oxitl(e) + Ké}:nt(e) + Kfront(e) + Kﬁ:ntl(e)

Para evaluar las integrales en (4.78) (4.79) sobre el lado del elemento
de referencia que este en juego, se continua utilizando las férmulas de
integracién numérica. En el presente caso, una regla de cuadratura en
una dimension (como la usada anteriormente para el problema unidi-

mensional) sera necesaria.

front(e
La contribucién del término de conveccién al vector de flujos, f; ron ),

en forma matricial se calcula como sigue
SRt = / 96656 (@, - aucc)ds

Al igual que en el calculo de la matriz de rigidez, en la evaluacion de la
integral anterior hay que tener en cuenta que sobre cada lado, solo son
diferentes de cero las funciones de forma correspondientes a dicho lado.
Asi, el valor de f;r:nt(e), se obtiene para cada lado:

Para el lado n = —1,

1. .
£t == [ 3082 0 0] g, — aua i€ g

Para el lado £ =1,

1 _ -
ffront(e _ /1_0 2 03 0| (@ — oo ][7(n)|dn

Para el lado n =1,

1. -
from _ / [008: 03] [7, — oo

Para el lado £ = —1,

1 ~
7 = = [ (310 084 g — anc] 5l
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4.5 Condiciones de contorno esenciales

Las matrices globales que resultan al terminar el proceso de ensamblaje
de las matrices elementales son singulares. De modo que, el sistema de
ecuaciones no podré ser resuelto hasta que no sea modificado a través
de la imposicién de las condiciones de contorno esenciales. Este proceso
suele ser trivial y representa una parte fundamental de cualquier codigo
de elementos finitos. El numero de variables, combinacién y valores de
estas, que deben especificarse o imponerse en el sistema depende de cada
problema en particular.

Existen diferentes enfoques o métodos de introducir dichas condiciones
de contorno en el sistema global de ecuaciones. En la gran mayoria de
estas formas, el nimero de incégnitas nodales se reduce. Sin embargo,
resulta mas conveniente, computacionalmente hablando, introducir las
variables conocidas de tal modo que deje el nimero de ecuaciones original
inalterado y evitar de este modo, complicadas reestructuraciones de la
matriz global de rigidez. Otro método para imponer las condiciones de
contorno esenciales, y tal vez el méas popular, es usando multiplicadores
de Lagrange; sin embargo, en este caso, la matriz global aumenta su
dimensién, tiene ceros en la diagonal y suele resultar mal condicionada.

Por ultimo, un enfoque general del problema de imponer condiciones
de contorno esenciales y restricciones multipunto, pero seguramente poco
conocida, es la forma introducida por Ainsworth en [37].

A continuacion, se describen las tres primera formas de imponer las
condiciones de contorno esenciales.

4.5.1 Meétodo 1: Eliminacién de filas y columnas

Sea i la coordenada de una variable nodal prescrita del sistema global
Ka = F. Entonces, el proceso se inicia al hacer K;; igual a uno y los
restantes valores de la i-ésima fila y la i-ésima columna de K se hacen
iguales a cero. Por otro lado, el término F; del vector F' se reemplaza por
el valor conocido a; (condiciéon esencial). Ademas, cada uno de los n — 1
términos restantes de F' se modifican restando de su respectivo valor, el
valor de la variable prescrita multiplicado por el término correspondiente
de la matriz K original. Este proceso se repite para cada a; prescrito,
presente en el problema.

Para ilustrar este procedimiento, se considera el siguiente ejemplo:
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dado el sistema

K1 K2 Kiz Ky ay I
Ko Koo Koz Koy ag | _ | 2 (4.81)
K31 Kz K33 K3y as F3 '
Ky Ky Kiz Ky ay Fy

suponga que se especifican las variables nodales a1 = a1 y a4 = a4.

Con el procedimiento descrito, el sistema anterior queda de la siguiente
forma:

1 0 0 O aq aq
0 Koy K 0 ag | _ | F2— Koar — Kyjoy
0 Kz Ksz3 0 as F3 — K310q1 — K3q0y
0 O 0 1 ay (o7}

Este sistema de ecuaciones, puede ahora resolverse para todas las va-
riables nodales. La solucién, por supuesto, establece que a; = a3 y
a4 = ay, debiéndose determinar las incégnitas as y as.

4.5.2 Meétodo 2: Penalizacion

En este caso, el término de la diagonal de K, asociada con la variable
nodal prescrita, se multiplica por un ntmero muy grande, por ejemplo
106, mientras que el término correspondiente a F' es reemplazado por la
variable nodal prescrita, multiplicada por el mismo factor del término de
la diagonal correspondiente. Este procedimiento se repite para todas las
variables prescritas del problema. Este método hace que los términos no
modificados de K sean extremadamente mas pequeinos si se comparan
con los términos modificados. Una vez terminada esta modificacion, se
procede a resolver el sistema completo de ecuaciones.

Usando este procedimiento para resolver el sistema de ecuaciones (4.81)
del ejemplo anterior, se tiene

10Ky, Ko Ki Ky a1 10%a; K1y
Koy Koo Koz Koy az | _ Fy (4.82)
K31 Kz K33 Kz as F3 ’
Ky Ky Ki3 10Ky aq 10004 Kyy

Para mostrar la efectividad de este procedimiento, consideremos la primera

fila de (4.82):
10" K110y + Kizas + Kizas + Kigaq = 100 Ky
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Desde un punto de vista préactico, esta ecuacién expresa que a1 = «q,
puesto que 106K > Kyj, para j = 2,3,4.

Aunque esta tltima forma de imponer condiciones de contorno esen-
ciales resulta computacionalmente més facil de implementar, se tiene
que ambos métodos preservan la propiedades de la matriz original del
sistema: simetria, ancho de banda, niimero de condicién, etc.

4.5.3 Meétodo 3: Multiplicadores de Lagrange

El problema variacional B(u,v) = I(v) , en el caso de B simétrica, resulta
equivalente al problema de minimizacién: encontrar u tal que
J(u) = inf J(v
() = inf J0)

donde, V es el espacio de funciones admisibles y J es el funcional lineal
dado por

J(v) = %B(U,U) ()

De forma discreta, el problema queda dado por: encontrar el extremo
a del funcional

1
J(a) = QaTKa —a'F (4.83)

donde Ka = F representa el sistema global del problema antes de im-
poner las condiciones de contorno esenciales. Asi, si K es simétrica y
definida positiva, a es un extremo de (4.83) si, y solo si, 9.J/da = 0. Es
decir,
oJ
da
Por otro lado, al imponer las condiciones de contorno esenciales, dadas
por el sistema Ga = g (m ecuaciones lineales no necesariamente ho-
mogeéneas), usando multiplicadores de Lagrange, resulta el funcional

1, 1 B
0 & {K'+Kja=F

1
J(a,\) = iaTKa —a"F + A" (Ga - g)

Ahora, el extremo se alcanza para
aJ
da

Es decir, para Ka — F + ATG. En forma matricial

0 < %{KT+K}a—F+ATG:o
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[gOSTmHH:{I;] (4.84)

Se debe notar, que al imponer las condiciones de contorno esenciales
el sistema global pierde su estructura de almacenamiento, aumenta la
dimensién de la matriz, presenta ceros en la diagonal y, en general la
matriz resulta mal condicionada.

4.6 Funciones de forma de orden superior

El proposito de este apartado es dar a conocer algunas reglas fundamen-
tales para generar funciones de forma de diversos elementos: triangulares
y rectangulares de lados rectos de clase C°. Un desarrollo mas general so-
bre el tema puede verse, por ejemplo, en Zienkiewicz [13]. Las funciones
de forma que se describen solo exigiran la satisfaccion de los criterios
dados por (4.57) y (4.58) y constituyen la continuacién inmediata de las
vista anteriormente (caso lineal).

Las funciones de forma solo pueden reproducir exactamente varia-
ciones polinémicas de grado igual o inferior al del polinomio completo
de mayor grado contenido en dichas funciones. Como consecuencia, la
solucién de elementos finitos sera tanto mejor cuanto mayor sea el grado
de dicho polinomio completo.

Un polinomio de dos variables de grado n se llama completo si este
puede escribirse como

p
ple,y) =Y aly®,  j+k<n
i=1

donde el namero de términos en el polinomio es p = (n + 1)(n + 2)/2.
Asi, por ejemplo, para un polinomio lineal (p = 3) se tiene que, p(x,y) =
a1 + asx + a3y, mientras que para un polinomio cuadratico (p = 6),
resulta que p(z,y) = a1 + a0z + azy + auzy + asr? + agy?. Una forma
inmediata de identificar los términos de un polinomio completo de dos
variables es utilizando el tridngulo de Pascal (Tabla 4.3). Por tanto,
los desarrollos polinémicos correspondientes a las funciones de forma de
cada elemento pueden obtenerse directamente del tridngulo de Pascal.
Al mismo tiempo, dicha propiedad permite conocer la distribucion de
nodos internos y en los lados, pues dicha distribucién guarda una perfecta
analogia con la de los términos de dicho triangulo.
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Tridngulo Grado del | Niimero de términos
de Pascal polinomio | p= (n+1)(n+2)/2
1 0 1
x y 1 3
z? Ty y? 2 6
x> Ty Ty y3 3 10
zt 2Py x%y? zy® oy 4 15

Tabla 4.3: Triangulo de Pascal en dos dimensiones.

4.6.1 Funciones de forma de elementos rectangulares

Para elementos rectangulares lagrangianos de orden superior, las fun-
ciones de forma se pueden obtener a partir de la interpolaciéon de La-
grange en dos dimensiones (ver (4.59), y el desarrollo hecho para el caso
lineal). Asi, para un elemento rectangular lagrangiano de nueve nodos
(ver Figura 4.19), las funciones de forma se obtienen del producto de dos
polinomios de Lagrange de segundo grado en £ y 7. Dichos polinomios se
obtienen directamente para cada nodo. Asi, por ejemplo, para el nodo 1

1

I = LD, L) = gl 1

y la funcién de forma del nodo es

B1(6,m) = LYELYM) = +(E~ )(n — e

Procediendo de manera idéntica para el resto de los nodos, pueden en-
contrarse las siguientes expresiones:

e Nodos de las esquinas, i = 1,3,5,7
. L . 2
pi€m) = (& +&&) (" + i)
e Nodos intermedios en los lados, i = 2,4, 6,8
~ 1 1
pi(&,n) = 577?(772 —mmi)(1— &) + 5&‘2(52 —&6) (1 —n?)

e Nodo central
Po(&,m) = (1 -1 -7

En la Figura 4.19 se presentan las funciones de forma para tres nodos
en particular. Se aprecia en dicha figura que el elemento lagrangiano de
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jos
<
=
~Y
Iy
s
3
w

Nodo | &

1 -1

2 0 -

3 1 -1

4 1 0

5 1 1

_ 6 0 1

Nodo 22173,5,7 . 7 -1
ilem) = (€ + €& 0" + i) 8 10

9 0 0

1=2,4,6,8
BUE ) = G — )1~ €) + JE(E — €)1~ 7P)

~ 2 2
Po(&m) = (1 =&)L —n)
Figura 4.19: Elemento rectangular lagrangiano cuadratico de nueve nodos.

nueve nodos contiene todos los términos del polinomio completo de se-
gundo grado mas tres términos adicionales (£21, &n? y €21?) de los poli-
nomios de tercer y cuarto grado. Por lo tanto, la aproximaciéon del ele-
mento es simplemente cuadratica. Se puede comprobar que dichas fun-
ciones de forma cumplen las condiciones impuestas por (4.57) y (4.58).
Elementos lagrangianos de mayor orden pueden obtenerse aumentando
el grado de los polinomios de Lagrange en cada direccién £ y 7. Los ele-
mentos lagrangianos pueden tener diferente nimero de nodos en cada
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direccién £ y n. En este caso, las funciones de forma se obtienen de
la misma manera. Las funciones de forma de estos elementos contienen
polinomios completos en ¢ y 1 de un grado igual al menor de los dos poli-
nomios de Lagrange unidimensionales en cada direcciéon. Por lo tanto,
el aumento del ntiimero de nodos en una tnica direccién no contribuye
a incrementar el grado de aproximacion, por lo que dichos elementos no
son muy utilizados en la practica.

4.6.2 Funciones de forma de elementos triangulares

En el caso de elementos triangulares, estos permiten que se usen poli-
nomios completos para definir funciones de forma. Los coeficientes de
estos polinomios pueden calcularse siguiendo el procedimiento descrito
anteriormente para el tridngulo de tres nodos. No obstante, este proce-
dimiento resulta complejo para elementos de orden superior y es mucho
més sencillo la obtencion de los coeficientes haciendo uso de las coorde-
nadas naturales o de area descritas en el apartado 4.3.5.
Sea 7 un nodo cualquiera que ocupa la posicion (1, J, K) en los lados
o en el interior del elemento. Los valores de I, J y K coinciden con los
exponentes con que van afectadas cada una de las coordenadas de area [y,
l2, I3 en la expresiéon de la funcion de forma del nodo. Por consiguiente,
se cumple que I +J+ K = n. La funcién de forma del nodo ¢ viene dada
por?
Bi = L (L7 () L (1) (4.85)

El superindice s; corresponde al numero de orden que guarda el nodo ¢
en direccién del eje 1, es decir, para la coordenada de area ly =1, s1 =1
yparali =0,s1 =n+1 (1 <s; <n+1). L7 (l;) es el polinomio de
Lagrange de grado I en [; asociado al nodo i, que toma el valor uno en
el nodo i, es decir

n+1 j
s (ll - lj)
o (I =1h)
J#1, 81

con idénticas expresiones para L% (l2) y L3(l3). En (4.86) [} es el valor

4La expresion (4.85) es valida para distribuciones de nodos arbitrarias que sigan
el modelo de generacién de la Figura 4.20 y, se simplifica si el espaciado de las lineas
nodales es regular (por ejemplo, 1/n). La féormula fue obtenida originalmente por
Argyris y colaboradores [34] y formalizada de manera diferente por [35], [36].
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de la coordenada de area [; en el nodo i. Con el objetivo que la ecuacién
(4.86) sea consistente para todos los nodos, es necesario tomar en cuenta
que L§' (1) = 1, analogamente para Ly*(l2) y Lg (I3).

Cuadrético
l=0

1JK)
20,0);

Figura 4.20: Elemento triangular lagrangiano lineales y cuadratico y términos de sus
funciones de forma. Valores nodales de las coordenadas de area l; y entre paréntesis los de
las coordenadas (I, J, K) de cada nodo.

La dificultad mayor para aplicar la ecuacion (4.86) consiste en deducir
los valores I, J, K de cada nodo. Esto puede efectuarse facilmente
teniendo en cuenta que:

e La funcién de forma de cada nodo de vértice depende tinicamente
de una coordenada de area, de lo que se deduce el exponente que
afecta a dicha funcién y, por tanto, el valor de I, J o K del nodo,

e Los nodos colocados sobre las rectas 1 = constante tienen el mismo
I, ocurriendo lo mismo con Iy y J y I3 y K.

e Los valores I, J, K asociados a [, I, I3 decrecen de unidad en
unidad desde sus valores méximos sobre las rectas I; = 1 que pasan
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sobre los nodos de vértice, hasta el valor cero sobre la recta [; =0

que coincide con el lado opuesto al vértice en cuestiéon, ver Figura
4.20.

Se aclara el procedimiento descrito aplicaAndolo a los caso lineal y
cuadratico.

Funciones de forma del elemento triangular de tres nodos: Las
funciones de forma del elemento triangular de tres nodos son polinomios
de primer grado, n = 1. La posicién de cada nodo y sus coordenadas
de area pueden verse en la Figura 4.20. Por ejemplo, para el nodo 1, la
posicion (I, J, K) es (1,0,0). Las coordenadas de area en el nodo son
(1,0,0) y, por tanto,

$1 = L ()LE() L (Is) = L) Li(le) Li(ls) = Li(lh)
) .
_ (h-4) _ (-1) _
- 1l TR RCEC

j=1

11
Resulta inmediato encontrar las funciones de forma @o = L?:l(b) = Iy,
y p3 = Li2:1<l3) = [3; resultados, por otra parte, ya conocidos.

Funciones de forma del elemento triangular de seis nodos: Las
funciones de forma del elemento triangular cuadratico de seis nodos son
polinomios completos de segundo grado, n = 2. La posicién de los nodos
y el valor de las coordenadas de area de cada nodo pueden verse en la
Figura 4.20. Sistematizando el proceso, se tiene, por ejemplo, para los
nodos 1 y 4:

Nodo 1
e Posicion (I, J,K) : (2,0,0)
e Coordenadas de area: (1,0,0)

P1o= L3 (W)L ()L (1) = Ly(h)Li(I2) Li(ls) = Li(h)
3

] =8 _ (- -1 _ (h—1/2)(L - 0)
G-d) G-BU-8  [1-1/2)(1-0)

J=1
J#1,1

= (24 -1
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Nodo 4

e Posicion (I, J,K) : (1,1,0)

e Coordenadas de area: (1/2,1/2,0)

Ga = L)L) L (Is) = Li(L) Li(la) Li(ls) = Li(h)Li(la)

3 1 3 ;
o ) -8 (- -B)
- g(l%—l{) ;1;[1 @Z-1)y G-z -13)
j#1,2 J#1,2
_ (L=0)(2=0)
- (1/2—0)(1/2—0)_4[”2

Siguiendo el mismo procedimiento, se obtiene facilmente para todos

los nodos

5= (2L - Dl Ga= (- Dl Py = (2 — i
o4 = 4yl P5 = 4lal3 P = 4lil3

En la Figura 4.21 se muestra la geometria de dos funciones de forma

caracteristicas.

Figura 4.21: Funciones de forma de un nodo de esquina y un nodo lateral en un elemento
triangular cuadratico.



El Método de Elementos Finitos 115

Ejercicios

4.1

4.2

4.3

4.4

El error para la interpolacién de Lagrange en 8 + 1 puntos de una
funcién suave g es

Pyri(x) dHg(s)
E(.%‘): (5_’_1)' dxﬁ_,_l ) xi§§§xi+1

donde {x;} son los puntos de la interpolacién y

Papi(x) = (z —z1)(z — 22) - (2 — 2p41)
Usando este resultado sobre el elemento de referencia —1 < ¢ <1y
la transformacién de —1 < ¢ <1 a z € €., muestre que

HA+1 dfg'Hg(m)
max |B(@)| < garrg ooy | —gepr ‘

Calcule la solucion exacta y la aproximacién por elementos finitos
para 2, 4, y 6 elementos del PVF

—u"=1-2% 0<x<1 con u(0)=0, u(l)=0.

Calcule el error |le||g vy |le]lc para cada malla y creé la gréafica
log(|le]|) contra log(H). ;Cual es el orden de convergencia para cada
norma? Verifique el error puntual de la solucién en x = 1/8 para
cada malla. ;Cuél es el orden de convergencia aqui? Verifique el
error puntual en el nodo central x = 1/2. ;Qué resultado impor-
tante se puede encontrar?

Considere el problema de Neumann
—u" = f(x), 0<z<1l con 4(0)=1, u'(1)=2

Desarrolle el sistema lineal de ecuaciones que describen una apro-
ximacion de este problema utilizando solo dos elementos y funciones
de forma lineales. Los valores de K;; y F; no es necesario calcularlos.
Imponga las condiciones de contorno para reducir el sistema.

La funcién u definida por
u(z) = (1 —x) [tan_l(a(x —x9)) + tan_l(amo)]

estd disefiada para mostrar un comportamiento que va desde muy
suave a casi discontinua alrededor de x = x, variando los valores de
los parametros « y xg. Las propiedades de u la convierten en una
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candidata ideal para su uso en estudios numéricos de soluciones de
elementos finitos. Tenga en cuenta que
(1—-2)

/() = ~[tan™ (oo —0))] + a0~ 0w0) + 1 3 s

y que u es la solucién de la ecuacién diferencial
(k) (@) = f(2)
donde, k(x) = 1/a+ a(z — x)* y
f(@) =2{1+a(z — z0) tan~!(a(z — z0)) + tan_l(a:vo)}
Ademas, u tiene valores de frontera u(0) =0y u(1) = 0.
Experimentacion numérica:

Realice las modificaciones necesarias al cdédigo de elementos finitos
adjunto al texto para resolver el PVF anterior con g = 0.5y o =5
(problema bastante suave) y una malla uniforme de 8 elementos. Es-
tudie el efecto de variar el orden de integracién sobre elementos de
diferente orden, es decir, para elementos lineales, cuadraticos y ctbi-
cos. Observa alguna falla? Usando la norma de energia, analice la
precision de la solucién de elementos finitos. Discuta sus resultados
y saque conclusiones.

Usando el problema y la malla del caso anterior, estudie la precisién
punto a punto de la solucién de elementos finitos u, y el flujo o,
evaluando la solucién en varios puntos (por ejemplo, en 10 puntos
igualmente espaciados) y uno o dos elemento cerca de xy. Para cada
tipo de elemento, el lector debe descubrir ciertos puntos en los cuales
u, tiende a ser mas preciso y ciertos puntos donde o, es més preciso.

Amplie el estudio a un problema mas “fuerte” (digamos, o = 50).
Reporte sus resultados en forma de grafica (error contra coordenada
del elemento &) para los diferentes tipo de elementos. Saque sus
conclusiones sobre los resultados obtenidos.

La existencia de estos puntos especiales en los cuales una mejor pre-
cisién es usualmente encontrada resulta de extremado valor para el
analisis de elementos finitos. Este fenémeno de mayor precisiéon que
la media es llamado superconvergencia. Los cédigos de aplicaciones
tipicamente evaltian la solucién solo en estos puntos. Usted puede
modificar el codigo propuesto para que esto suceda.
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Para el problema suave (« pequeno) y el problema fuerte (a grande)
estudie el orden de convergencia para los elementos lineales, cuadrati-
cos y cubicos. Use mallas uniformes de 4, 8, 16 y 24 elementos
(H=1/4,1/8,1/16,1/24). Estudie la convergencia tanto en norma
energética como en norma L2. Gréficar log(||u — u,||) contra log(H)
y determinar el orden de convergencia experimental. Compare los
valores experimentales con los obtenidos en (4.30). Estimaciones de
error de la forma (4.30) son asintdticas; es decir, que exhiben cada
vez mayor precision a medida que H se hace pequeno, alcanzando
la exactitud en el limite H — 0. Es interesante preguntarse que tan
pequeno debe ser H para observar un comportamiento asintético
(lineas rectas en la grafica del log(||u — uy||) contra log(H)). ;Qué
significan los resultados de sus experimentos numeéricos?

Para un problema fuerte (zyp = 0.75 y a = 250) y un namero de
nodos (por ejemplo, 30), intente variar el espaciamiento y el orden
de los elementos para obtener una solucién de elementos finitos de
alta precision (medida en norma de energia). Puede ser que tenga
suerte o necesite varios ensayos para lograr buenos resultados.

Una estrategia razonable es comenzar con una malla uniforme, eva-
luar los resultados en varios puntos dentro de cada elemento y gra-
ficar u contra x. De esta gréfica, las regiones en las cuales cambios
rapidos estén teniendo lugar pueden ser facilmente detectadas. De
acuerdo a lo dicho en el apartado 4.2.4, se debe esperar que los ele-
mentos lineales se comporten pobremente cuando u” es grande, asi
que, o bien H debe ser pequeno o se usan elementos de orden su-
perior (o las dos cosas). Similarmente, valores grandes de d3u/dz?
dan lugar a grandes errores con los elementos de segundo grado, y
asf sucesivamente. Use estas ideas para la construcciéon de las sub-
siguientes mallas.

Este ejercicio ilustra un importante aspecto practico del analisis de
elementos finitos: mallas uniformes son raramente las més efectivas.
El MEF ofrece la oportunidad de definir pequenos elementos donde
ellos sean necesarios y utilizar elementos grandes en regiones donde
estos sean mas que suficientes. Por supuesto, en aplicaciones practi-
cas, la solucién exacta no esta disponible, pero un anélisis preliminar
de los elementos finitos usando una malla uniforme y gruesa puede
ser usado para obtener una imagen aproximada de la solucién. La
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malla puede entonces ser refinada en las regiones de cambios rapi-
dos para las ejecuciones posteriores. La automatizacién de estos
procedimientos sigue siendo objeto de considerables esfuerzos de in-
vestigacion hoy en dia.

4.5 Considere la formulacién de una aproximacion por elementos finitos
del problema:

—Au = f(x, y), en Q
u — O7 Sobre F4]_
0
au = 0, sobre I'19,1'95, g7, '74
8u3n
— 4+ ﬁu = 7, sobre F56
on

donde €2 es el dominio poligonal mostrado en la Figura 4.22 y T'yq,
T'19, T'as, I'se, I'e7 v I'74 son los segmentos de la frontera indicados
en la Figura.

Y

DO

Figura 4.22: Ejercicio 4.5. Izquierda: Dominio poligonal €. Derecha: Discretizaciéon del
dominio en elementos finitos.

(a) Suponga que todos los elementos mostrados en la malla de la
Figura 4.22 son tridngulos isosceles. Derive la matriz de rigidez
elemental K€y el vector de carga F'® para el elemento mostrado
en la parte superior de la Figura 4.22 para el caso de f(z,y) = 1.
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(b) Suponga que las coordenadas de los nodos en la malla son:
(z1,91) = (0,1), (w2,92) = (1,2), (w3,y3) = (1,1), (z4,94) =
(0,0), (z5,y5) = (2,2), (z6,y6) = (2,1), (z7,y7) = (1,0). Usan-
do los resultados de la parte (a), calcule las matrices elemen-
tales y vectores de carga para los seis elementos, dando valores
numéricos explicitos para todas las entradas.

(c) Sume las matrices obtenidas en (b) para obtener K y F' global
(atin no estan impuestas las condiciones de contorno).

(d) Obtenga el sistema final de ecuaciones al imponer a K y F' las
condiciones de contorno.

(e) Describa que modificaciones en el analisis son necesarias en el
caso de condiciones de contorno no homogéneas sobre I'y;.

(f) Describa las modificaciones necesarias en el anélisis del prob-
lema para el caso en el cual, las condiciones de contorno tienen
la condicién de Neumann du(s)/0n = y(s) sobre 02

Yo sobre Ty
0 sobre F12 y F25
v, sobre I'sg
0 sobre F67 y F74

v(s) =

donde 7y y 71 son constantes. Si f(z,y) = 1 que condiciones
son necesarias sobre 7y y 71 para que exista una solucién de
este problema.

4.6 Para el PVF

—Au = f, en Q=(0,1)x(0,1)
u = u(z,y), sobre Ty
gz = —4, sobre T,

donde T';, es el segmento del dominio para x = 0, I'; el resto del
contorno de Q y f(z,y) es tal que la soluciéon exacta del problema
es u(z,y) = o3 + 3y? 4 4. Utilice el codigo adjunto para resolver
el problema usando elementos finitos triangulares y rectangulares.
Estudie la convergencia tanto en norma energética como en norma
L2. Gréfique log(||u — uy]|) contra log(H) y determinar el orden de
convergencia experimental.
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4.7 La chimenea de ladrillos mostrada en la Figura 4.23 tiene 6 metros de
altura. Las superficies interiores estan a una temperatura uniforme
de 100 °C' y las superficies exteriores se mantienen a una temperatura
uniforme de 30°C. La conductividad térmica del ladrillo usado es
0.72W/m?°C. Por lo tanto, la ecuacién a resolver es un caso parti-
cular de la ecuacion de Helmholtz (4.1) o ecuacion de calor en estado
estable

_k<82T 82T) e (4.87)

027 oy

Use un modelo apropiado del dominio (1/4 de simetria) para deter-
minar la razén total de calor transferido a través de la pared de la
chimenea. ;Qué condiciones de contorno artificiales impondria en las
fronteras que surgen a dividir el dominio? Justifique su respuesta.

Y
30°C
0.1m
\1 0°C
é
S i
0.1m
2
‘ A 0.8m ‘
Chineneade ladril 1o

Figura 4.23: Ejercicio 4.7. Dominio bidimensional para la conduccién de calor en una
chimenea.

4.8 En la Figura 4.24 se muestra una presa sobre un suelo homogéneo
isotropico que tiene fronteras confinadas impermeables. Las paredes
y base de la presa son impermeables. La presa retiene agua con
altura constante de 4 metros; el nivel de aguas abajo es cero. A
partir de (4.87), ahora T representa potencial hidraulico (o carga
hidraulica), determine y trace las lineas equipotenciales y encuentre
la cantidad de agua que se infiltra bajo la presa por ancho unitario
de ésta. Considere una conductividad hidraulica de k = 30 m/dia.
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—| 3m |~

Presa impermeable

8m Imp ermeable Suelo
l Imp ermeable

- Wu«
| | 10m > 15m |

|<— 6m—-|

Figura 4.24: Ejercicio 4.8. Dominio bidimensional para el problema de la presa.

4.9 El freno electromagnético es un elemento que se suele disponer en
vehiculos de gran tonelaje. Este dispositivo de seguridad surgié de
la necesidad de un freno alternativo al freno convencional y que no
tuviese el inconveniente del sobrecalentamiento y pérdida de eficacia
en pendientes pronunciadas. Los frenos convencionales se calientan
con facilidad al hacer un uso continuado en largas bajadas, esto
se evita con el freno electromagnético, pues su funcionamiento no
comporta rozamiento entre elementos. Ademas evita las pérdidas de
adherencia en pavimentos deslizante, puesto que la fuerza se reparte
por igual en todas las ruedas motrices.

Figura 4.25: Ejercicio 4.9. Geometria del disco de freno electromagnético.
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El problema viene modelizado por la ecuacién del calor en 3D. Sin
embargo, la simetria del problema permite en este caso obviar el es-
pesor, y realizar por tanto un calculo mas simplificado en 2D (Figura
4.25). El problema se quiere resolver despreciando la fase transito-
ria, Ginicamente se tiene en cuenta su face estacionaria, es decir, se
quiere resolver nuevamente la ecuacion (4.87) sujeta a condiciones
de frontera del tipo

T = to, — kg% =4q0, — kg% = Oé(T - Too)- (4.88)
En otras palabras, se considera que el vehiculo estd frenando de
forma constante e ininterrumpidamente. G es la fuente de calor en
Julios por unidad de superficie. Es decir, la integral de la funcién G
sobre toda la superficie de la seccion de freno electromagnético, es
igual a la pérdida de energia cinética del vehiculo. Esta funcién G
representa trabajo de frenado que se supone constante en el tiempo
y uniforme en toda su superficie.

Para el estudio se consideran los siguientes valores: radio maximo del
freno = 0.4m, radio minimo del freno = 0.2m, radio de los orificios =
0.05m. A partir de estos datos se obtiene un valor para la fuente de
calor Q = 238732.41 J/m?. El coeficiente de conductividad térmica
k = 45W/m°C' y condiciones de contorno:

e T'=0°C el el contorno de los orificios para representar el efecto
del liquido refrigerante.

e La parte exterior del disco esti expuesta a una temperatura de
Too = 20°C con un coeficiente de transferencia de calor por
conveccién en el acero de o = 15.

Obtenga la distribuciéon de temperatura utilizando lo mejor posible
la simetria del dominio.
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