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Introduccion

El objetivo de este curso es estudiar la teoria de digrafos usando técnicas
del algebra lineal. La idea general consiste en asociar a un digrafo una matriz,
luego usando resultados del algebra lineal deducir teoremas sobre la estructura
del digrafo. El area de las matematicas que estudia esta conexién entre digrafos
y matrices recibe el nombre de teoria espectral de digrafos.

La teoria espectral de grafos es un tema dentro de las matematicas de mucha
riqueza que ha sido bien desarrollado y sigue siendo un fuerte tema de investi-
gacion ([1],12],[7],[8],]9] v [15]). Sin embargo, la teoria espectral de digrafos no
ha sido tan desarrollada. Recientemente, R. Brualdi publicé el articulo Spectra
of digraphs [3], donde presenta una puesta al dia sobre la teoria espectral de
digrafos, incluyendo algunos resultados clasicos importantes.

Existen varias matrices que se pueden asociar de manera natural a un digrafo,
como por ejemplo, la matriz de adyacencia o la matriz laplaciana, quizés las
dos mas importantes. Nuestro interés en este curso es la matriz de adyacencia.
Si D es un digrafo con n vértices, etiquetados por vy, ..., v,, entonces la matriz
de adyacencia de D, denotado por A = A (D), es la matriz de tamano n X n
cuya entrada ij viene dada por

[A],, = { (1) si existe un arco de v; a vj,
en caso contrario.

Como la matriz de adyacencia de un grafo G es una matriz simétrica real,
entonces los autovalores son nimeros reales. Asi, la teoria espectral de grafos se
basa fuertemente en la teoria de matrices hermitianas, por ejemplo, el Teorema
de Courant-Fischer o el Teorema de los autovalores entrelazados, tema que
tratamos en la Seccién 1.1 del Capitulo 1.

En general, la matriz de adyacencia de un digrafo es una matriz no-simétrica
y, en consecuencia, los autovalores pueden ser nimeros complejos. Todavia en
este caso tenemos a nuestra disposicién la teoria de matrices no-negativas, don-
de el radio espectral, introducido en la Seccién 1.2, juega un papel fundamental.
Una ilustracién de este hecho aparece en la elegante teoria de Perron-Frobenius
que comenzamos a desarrollar a partir de la Secciéon 1.3 y que ademds, tiene

A%



VI INTRODUCCION

multiples aplicaciones en probabilidades, sistemas dindmicos, economia e inclu-
so en los motores de busqueda de internet.

Como mencionamos antes, uno de los problemas fundamentales es obtener
informacion estructural de un digrafo a partir del estudio algebraico de las ma-
trices asociadas. Esto lo ilustraremos a lo largo del Capitulo 2. Un ejemplo de
este hecho viene dado a través de la matriz potencia de la matriz de adyacencia,
que tiene conexién directa con el niimero de caminos del digrafo. Como con-
secuencia, se obtiene una relacién interesante entre los momentos espectrales
de un digrafo con el nimero de caminos cerrados que el digrafo posee. Otra
ilustracién importante viene dada por el Teorema de Sachs, donde se establece
una conexién entre los coeficientes del polinomio caracteristico y la estructura
ciclica del digrafo.

Ademas, estudiaremos en este capitulo el polinomio caracteristico de digra-
fos que se obtienen a partir de operaciones bien conocidas entre digrafos, y
también discutiremos el espectro de digrafos que aparecen frecuentemente en
la literatura, como son por ejemplo, los digrafos circulantes, regulares, fuerte-
mente regulares o bipartitos (Seccién 2.3).

El origen de la teoria espectral de grafos la podemos ubicar en el articulo de
E. Hiickel del ano 1931 en la quimica cudntica [23], y el célebre articulo ma-
temdtico de Collatz y Sinogowitz [5] del ano 1957. Més tarde se reconocié que
las dos teorias eran esencialmente las mismas. El Teorema de Collatz y Sino-
gowitz establece que si G es un grafo con m aristas y n vértices, entonces el
radio espectral p(G) de G satisface la desigualdad p(G) > 2. Més atn, la
igualdad se satisface si, y sélo si, G es un grafo 2Tm—regulam. Este resultado fue
generalizado para digrafos y serd el contenido de la Seccién 2.4. Basicamente
lo que demostramos es que el radio espectral de un digrafo D satisface la de-
sigualdad p (D) > 22, donde c3 es el nlimero de caminos cerrados de longitud
2, v la igualdad ocurre cuando D es el digrafo simétrico asociado a un grafo
% _regular [16]. Si ademas el digrafo es normal, es decir, la matriz de adyacencia
es normal, entonces la cota mejora sustancialmente sustituyendo cy por a, el
nimero de arcos de D [36].

El estudio de los grafos con pocos autovalores fue propuesto por M. Doob [10]
en el ano 1970. En ese articulo, Doob caracteriza los grafos que poseen hasta
3 autovalores diferentes. Este problema se plante6 para digrafos en general en
[30] ¥ lo desarrollamos en la Seccién 2.5. Es una consecuencia inmediata del
Teorema de Sachs que un digrafo tiene un sélo autovalor si, y sélo si, el digrafo es
aciclico. Surge naturalmente la pregunta: jcudles digrafos tienen exactamente
dos autovalores diferentes? Estos resultan ser, en esencia, sumas directas de
digrafos completos.

El caso de tres autovalores diferentes es mucho més complicado, ain en el
caso de digrafos bipartitos. La diferencia con el caso simétrico radica en que
el polinomio minimal de un digrafo bipartito con tres autovalores puede tener
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el grado muy grande, de hecho, puede ser igual al grado del polinomio carac-
teristico (los llamados digrafos no-derogatorios). Sin embargo, presentamos una
caracterizacion de los digrafos bipartitos con tres autovalores, en términos de
su espectro, lo que nos permite construir familias infinitas de digrafos en esta
clase.

Por ultimo, damos una aplicacion en el Capitulo 3 de la teoria espectral de
digrafos a la energia. La energia de un grafo G se define como

E(@)=Y N

donde Ay, ..., A\, son los autovalores reales del grafo G. El concepto de la energia
tiene una motivacién quimica. A saber, para aquellos grafos G que en la teoria
de Hiickel representan el esqueleto carbén-atomo de algiin hidrocarburo conju-
gado (ver la Figura 1), E (G) estd relacionado con la energia m-electrén total.
Detalles sobre este tema aparecen en el libro [19].

En el ano 1978 [18], I. Gutman propuso que el invariante E, tal como se
defini6é antes, se considerara para todos los grafos, independientemente de sus
posibles aplicaciones a la quimica. Esto motivé a muchos investigadores a es-
tudiar las propiedades matematicas de la energia, algunas de valiosa aplicacién
a la quimica y otras de interés principalmente matemético (para una revisién
sobre la literatura reciente sobre la energia, referimos a [20].

Una de las férmulas fundamentales en la teoria de la energia es la formula in-
tegral de Coulson, que expresa la energia de un grafo en términos del polinomio
caracteristico del grafo. En [31], la férmula integral de Coulson se generalizé a



VIIT INTRODUCCION

digrafos:

17 iz,
;/ (n 7(1)[) (i2) ) Z|R€Zl

donde z1, ..., 2, son los (posiblemente complejos) autovalores del digrafo D y
Rez; denota la parte real de z;. En consecuencia, el concepto de la energia fue
naturalmente extendido a digrafos como

n
= Z | Rez;|
i=1

En el Capitulo 3 hacemos una puesta al dia sobre el estudio de las propiedades
matemadticas de la energia de un digrafo ([16],]26],[31],[34],[35] y [36]).

Algunos comentarios sobre la notacién que usaremos a lo largo de estas notas.
Denotaremos por M, (F) al espacio de las matrices de tamafio n X n con
entradas en el cuerpo F. Usualmente haremos F = C, el cuerpo de los nimeros
complejos o F = R, el cuerpo de los nimeros reales. Si A € M,, (C), entonces la
entrada ij de A la denotamos por [A],. o a veces simplemente por a;;. También
usaremos la notacién (A),, y (A4) .;» bara denotar la fila i y la columna j de A,
respectivamente.

El espacio C™ representa el espacio de las n-uplas z = (z1,..., zn)T, donde
z; € C para todo ¢ = 1,...,n. Trabajaremos con las normas usuales sobre C":
= 2
I1zll, = ZIZzI ozl = [ 2 Nzl vzl = max |
i=1

donde |z| es el médulo del nimero complejo z. El producto interno sobre C™ es
n
w) =" 2w
i=1

T, .
donde w = (wy,...,w,) y w; es el conjugado de w;.
Para mas detalles sobre la teoria de matrices, hacemos referencia a los libros
[28, 22].



Capitulo 1

Algunos aspectos de la
teoria de matrices

1.1. Matrices hermitianas

Nuestro objetivo en esta primera seccién es estudiar las matrices normales y,
en particular, las matrices hermitianas. Demostraremos el célebre Teorema de
Courant-Fischer sobre los autovalores de una matriz hermitiana y deduciremos,
a partir de este, el Teorema de los autovalores entrelazados.

Comenzamos recordando que, si A € M,, (C), entonces la matriz conjugada
de A, A, se define por [m i = [A]ij. La traspuesta conjugada, denotada por

A*, se define como A* = AT.
Definicién 1.1.1. Una matriz U € M,, (C) es unitaria si U*U = I,.
Las matrices unitarias estdn caracterizadas en la siguiente Proposicion.

Proposicién 1.1.2. Sea U € M,, (C). Las siguientes condiciones son equiva-
lentes:

1. U es unitaria;

. U es invertible y U™! = U*;

U* es unitaria;

. Las columnas de U forman una base ortonormal de C";

. Las filas de U forman una base ortonormal de C™;

S S

. |Uz||y = ||z]|5 para todo x € C™.
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Demostracion. 1 = 2. Si U es unitaria, entonces U*U = I,,. Esto implica que
UU* = I, (vea el Ejercicio 1.1.3). En consecuencia, U y U* son invertibles y
Us=U"1

2 = 1. Es claro.

1 < 3. Esto es consecuencia de U™ = U y la equivalencia U*U = I, si, y
sélo si, UU* = I,,.

1 < 4. El elemento ij de la matriz U*U es

ULy = > W0 Wy = D Wi (U] = (Vs Usa)
k k
Por lo tanto, U*U = I,, si, y sblo si, (Us;,Us;) = d;5, donde 6;; es el delta de
Kronecker.
3 < 5 Es similar al argumento anterior.
1= 6. |Uz|; = (Uz)" (Uz) = (2*U*) (Uz) = 2*z = ||z|3 para todo z € C™.
6 = 1. Supongamos que

x*U*Uzx = z*x para todo z € C" (1.1)

Llamemos u; a la columna ¢ de U. Entonces, colocando z = ¢; en (1.1), obtene-
mos que u;u; = 1 para todo i. Si ahora colocamos « = e; + ey, (j # k) en (1.1),
entonces obtenemos 0 = u;‘uk +ujpu; = 2Re(u§uk). Por dltimo, colocamos
x = e;j +ieg en (1.1) para obtener 0 = 2Im(u;‘»uk). Por lo tanto, u;‘uk = 0 para
todo j # k, o equivalentemente, U*U = I,,. O

Ejercicio 1.1.3. Sean A, B € M,, (C). Demuestre que si AB = I,,, entonces
BA=1,.

Ejercicio 1.1.4. Si W € M,,_1 (C) es unitaria, entonces U = ( (1) IEI)/ > €

M., (C) es unitaria.
Ejercicio 1.1.5. Si U,V € M,, (C) son unitarias, entonces UV es unitaria.

Definicién 1.1.6. Sean A, B € M,, (C). Decimos que la matriz A es unita-
riamente equivalente a la matriz B si existe una matriz unitaria U € M,, (C)
tal que B=U*AU.

Ejercicio 1.1.7. La relacion “equivalencia unitaria” es una relacion de equi-
valencia sobre M,, (C).

Uno de los resultados més importantes en la teoria elemental de matrices
establece que cualquier matriz A € M,, (C) es unitariamente equivalente a una
matriz triangular superior que tiene los autovalores de A en la diagonal.

Teorema 1.1.8. (Schur) Sea A € M,, (C). Entonces existe una matriz unita-
riaU € M,, (C) tal que U*AU =T, donde T es una matriz triangular superior.
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Demostracion. La demostracién la haremos por induccién sobre n, siendo el
caso n = 1 trivial. Sea A € M,, (C) y x € C" un autovector de A asociado al
autovalor A y supongamos que |lz||, = 1. Extendemos este vector a una base
ortonormal z,ys, . ..,y, de C". Consideremos la matriz V€ M,, (C) que tiene
primera columna a x y para 2 < j < n, la columna j de V' es y;. Entonces

(V¥AV),, = (VF*A) Vo = VF Az = AV*z = (A,0,...,0)"

" AP
VAV<O B)

donde B € M,,_1 (C). Por hipétesis de induccidn, existe una matriz unitaria
W € M,,_1 (C) y una matriz triangular superior S € M,,_ (C), tal que

y, por lo tanto,

W*BW =8
. N 1 0
Construyamos la matriz unitaria U = < 0w ) € M,, (C). Entonces VU es
unitaria y
wuyAavoy=( 2 *
L0 S
es una matriz triangular superior. O

Notamos que, en el Teorema de Schur, ni la matriz unitaria U ni la matriz
triangular 7" son tnicas, como vemos en el siguiente ejemplo.

1 1 4
Ejemplo 1.1.9. Sea A= 0 2 2 | € M3(R). Entonces
0 0 3
2 -1 3V2 11 4
UltAau=0 1 V2 e IJ'AL,=|( 0 2 2
0 O 3 0 0 3

donde U = + 1 -1 0
V2
0 0 V2

Nos planteamos ahora el problema de determinar cuando una matriz A €
M., (C) es unitariamente diagonalizable, es decir, unitariamente equivalente a
una matriz diagonal.

Definicién 1.1.10. Una matriz A € M,, (C) es normal si AA* = A*A.

Ejemplo 1.1.11. Veamos algunos ejemplos de matrices normales:
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1. Toda matriz unitaria es normal;

2. AA* y A*A son matrices normales, para toda matriz A € M,, (C).

Ejercicio 1.1.12. Demuestre que A € M,, (C) es normal si, y sélo si, toda
matriz que es unitariamente equivalente a A es normal.

Proposicién 1.1.13. Sea A € M, (C) con autovalores \1,...,\,. Las si-
guientes condiciones son equivalentes:

1. A es unitariamente diagonalizable;

2. A es normal;

[A]ij

2 n 9
> = 2 Il
i, i=

4. FExiste una base ortonormal de C™ formada por autovectores de A.

Demostracion. 1= 2. Si A € M,, (C) es unitariamente equivalente a la matriz
diagonal D, entonces U*AU = D, donde U es una matriz unitaria. Luego
A =UDU* y, en consecuencia,

AA* = (UDU*) (UD*U*) = U (DD*) U*

A*A = (UD*U*) (UDU*) = U (D*D)U*

Como DD* = D*D concluimos que A es normal.
2 = 1. Por el Teorema de Schur exite una matriz unitaria U y una matriz
triangular superior 7' tal que

)\1 t12 t13 e tln
0 Ao taz -+ lop
UAU=T=|0 0 Az - ta (1.2)
0o 0 0 - A
donde Aq, ..., A, son los autovalores de A. Como U es unitaria y A es normal

entonces es facil ver que T es normal. Por lo tanto,
(T*T)q; = AAL = (TT*); = A A1+ Tiztia + -+ + fintin

En consecuencia,
tig=---=t1, =0
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Andlogamente,
(T*T)gy = Aada = (TT*),yy = XoAg + lastos + - - - + fanton

y por lo tanto,
ta3 =" =ty =0

Continuando asi concluimos que T = diag(A1, Aa, ..., Ap).
1 = 3. Supongamos que D = U*AU, donde U es unitaria y D diagonal.
Entonces usando el hecho de que la traza es invariante por semejanza obtenemos

STINP = e (D*D) = tr (UTATUUAU)

— tr (U*A*AU) = tr (A*A Z‘ y

3 = 1. Sabemos por el Teorema de Schur que existe una matriz unitaria U tal
que U*AU = T, donde T tiene la forma dada en (1.2). Luego, A = UTU* y
A* =UT*U* y, por lo tanto, AA* = UTT*U*. Se deduce que

ZP\HQ = Z‘[A]ij2
= ZIM +Z|tw|

i<j

= tr (AA*) = tr (TT™)

En consecuencia,
n
2
> ltl* =
i<j
y asi, t;; = 0 para todo 7 < j. Esto demuestra que 7" es diagonal.

1 = 4. Supongamos que AU = UD, donde D = diag(\,...,\,). Por el
Teorema 1.1.2, las columnas de U forman una base ortonormal de C". Ademds,

A[U}*]‘ = [AU]*J‘ = [UD]*j = U[D]*j =Uljej = A; [U]*j

lo que demuestra que las columnas de U son autovectores de A.
4 = 1. Sea {uy,...,u,} una base ortonormal de C™ formada por autovectores
de A. Consideremos la matriz U que tiene como columna j a u;. Entonces

(U*AU)*J = (U*A) Uj = U*)\juj = )\jej

Asi, U*AU = diag (A1,...,An) ¥ A es unitariamente diagonalizable. O
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Ejercicio 1.1.14. Si B es una matriz normal, entonces
|z*Bz| < méx {|A| : A es un autovalor de B} - Hx||§

Definicién 1.1.15. Una matriz A € M,, (C) es hermitiana si A* = A.

Claramente, toda matriz simétrica A € M,, (R) es hermitiana.

Ejemplo 1.1.16. La matriz < } _11

) es normal pero mo es unitaria ni

hermitiana.

Proposicion 1.1.17. Los autovalores de una matriz hermitiana son numeros
reales.

Demostracion. Sea A una matriz hermitiana y A un autovalor de A. Sea x # 0
un autovector asociado. Como Az = Az, entonces z*A = \z*. Multiplicamos
por z* a la izquierda de la primera relacién y por = a la derecha en la segunda,
para obtener

*Ar = Az
*Ar = 'z
Se deduce que A\z*z = A\z*x y como z # 0, A = \. Es decir, A es un ntimero

real. ]

Como los autovalores de una matriz hermitiana A € M, (C) son nimeros
reales, entonces los podemos ordenar de forma no-decreciente

Ml <L <N, (1.3)

Teorema 1.1.18. (Rayleigh-Ritz) Sea A € M, (C) una matriz hermitiana con
autovalores ordenados como en (1.3). Entonces

1. A\, = max x*Ax;
llzll,=1

2. M1 = min z*Ax.
llll,=1

Demostracion. Como A es hermitiana, por la Proposicién 1.1.13, existe una
matriz unitaria U tal que A = UDU*, donde D = diag(\1,...,\,). Luego, si
x € C" | entonces

*Ar = 2*UDU*xr = (U*x)" D (U*z)
= D MU,
i=1
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Asi,
MY U ) <atAw < XY |(UT),[?
i=1 i=1

Ahora, como U es unitaria,

2 2 2
(U™ 2),|” = [|U"2]l5 = [l
1

n

K2

y, por lo tanto,
2 . 2
Ay < 2" Az < A [l

Luego

mix r¥Az < A\, y A1 < min z*Ax.
llzll,=1 llzll,=1

Sea v un autovector asociado a A, tal que [Ju|l, = 1. Entonces

HH\IIéX ¥ Ax > urAu = u* (Au) = A,
zl[y=1

Similarmente, si v es un autovector asociado a A; tal que [jv||, =1, entonces

”n”ﬁn ¥ Ax < v*Av = 0" (Av) = M.
z|l,=1

O
Es natural ahora preguntarse si hay una expresion similar para los autovalores

intermedios en (1.3) de una matriz hermitiana A. Denotemos por Sy, al conjunto
de todos los subespacios de C™ con dimensién k.

Teorema 1.1.19. (Courant-Fischer) Sea A € M, (C) una matriz hermitiana
con autovalores ordenados como en (1.3). Entonces

1. \p = min | méxx*Azx | ;
weSk zeW

llzllg=1
2. A\ = méx min x*Ax
WESn_ni1 \ zeWw
llzllg=1

Demostracion. Comenzamos demostrando (1.). Como A es hermitiana, existe
una matriz unitaria U tal que U*AU = D = diag (A1, ..., An). Luego es sufi-
ciente demostrar el resultado para A = D. Sea W un subespacio de C™ con
dimensién k y T = gen (eg, ..., e,) € C™. Como

dim (W 4+ T') = dim (W) + dim (T') — dim (W N 7T)
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es claro que W NT # (0). Seay € WNT tal que |yl|, = 1, digamos y =
(0,...,0, 9k, .. 7yn)—r. Entonces

n n
* 2 2
v Dy =Y Ailyil" =MD lyil* = M
=k =k

Por lo tanto
méx z*Dx > méix y*Dy > A,

TE yewnT
llzllg=1 llyllg=1

esto para cualquier subespacio W de C" de dimensién k. En consecuencia,

min | méx2*Dz | > X\
WeSk zeW

[[z]lg=1
Por otra parte, consideremos el subespacio 77 = gen (eq,...,e;) C C". Para
todo z = (21,...,2k,0,...,0) €T’ tal que llz]l, = 1 tenemos

k k
2*Dz = Z)\J |Zj‘2 < )\k Z ‘Zj|2 = )\k
j=1 j=1
Por lo tanto,

min | méxz*Dzx | < méxz*Dz < \.

WeSy, \ zew z€T’
lwlp=1 lI=lfp=1
El argumento para la segunda parte del Teorema es similar. O

Ejercicio 1.1.20. Demuestre la sequnda parte del Teorema 1.1.19.

Observamos que tomando k = n en la férmula min-max y tomando k = 1 en
la férmula max-min del Teorema 1.1.19, recuperamos el Teorema de Rayleigh-
Ritz. En ese caso S,, = C".

Una aplicaciéon importante del Teorema de Courant-Fischer es el Teorema de
los autovalores entrelazados.

Ejercicio 1.1.21. Sea A € M, (C) y B = j* 1;) € M,41(C), donde

w € C" y o € R. Entonces B es hermitiana si, y sélo si, A es hermitiana.

Proposicién 1.1.22. Sea A € M, (C) una matriz hermitiana con autovalores

ordenados como en (1.3). Sea B = < j* Z ) € M,+1(C) con autovalores

B <P <Bn < Bt
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donde w € C" y o € R. Entonces
B <A <Br< A< <8, <Ay < Bt
Demostracion. Sea U una matriz unitaria tal que
U*AU = A = diag (A1, Aa, ..., \n) .
U 0

Sea V = < 0 1
unitaria. Por lo tanto,

> € M,11 (C). Por la Proposicién 1.1.2, V' es una matriz

EzV*BV:(A* )
y [0

donde y = U*w. Sea x € L = gen{ey,...,e;} C C"! tal que ||z, = 1.
Entoncesac=(xl,...,gci,O,...,O)—r y

7 i
{E*Bl' = Z)\J |.’Ej|2 é >\z Z |.’Ej|2 = )\1
j=1 j=1

Ahora aplicando el Teorema de Courant-Fischer a la matriz hermitiana B ob-
tenemos

B;i = min | méxz*Br | < mdx 2*Bx < \;

wWes; reW TE
e lp=1 Iz =1
por otro lado, sea z = 7 = gen{e;,...,e,} C C"*! tal que ||z, = 1. Entonces

z:(O,...,O,Zi,...,zn,O)T y

n n
~ 2 : 2 } : 2
z*Bz = )\j |ZJ‘ Z )\i |ZJ| = )\i
j=i j=i

De nuevo por el Teorema de Courant-Fischer aplicado a la matriz B deducimos

Biz1 = max min £*Bx | > min 2*Bx > \;
WeSn—it1 \ zeW z€
Iz =1 lzlp=1

Ahora podemos demostrar el Teorema de autovalores entrelazados:
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Corolario 1.1.23. Sea B € M, 11 (C) una matriz hermitiana con autovalores
ordenados

1 <P < B < Bt

y A € M, (C) una submatriz principal de B con autovalores
A< A << A,

FEntonces
Br <A <P <A< < By <A < Bt

Demostracion. Como A es una submatriz principal de B , entonces existe una
matriz de permutacién P tal que

PTBP:< A w)
w (6%

Ahora aplicamos el Teorema anterior. O

1.2. Normas matriciales y el radio espectral

Las normas matriciales son esenciales para estudiar las series de potencias
de las matrices, que aplicaremos luego para encontrar cotas del radio espectral
de una matriz.

Definicién 1.2.1. Una funcion ||-|| : M, (C) — R es una norma matricial si
para todo A, B € M,, (C) se satisfacen los siguientes axiomas:

1. ||All >0 y [|A|| = 0 si, y sdlo si, A =0;
2. ||cAll = || ||A]| para todo ¢ € C;
3.

[A+ Bl < [[All +[IBII;
4. IAB < [AIlIB] -

En otras palabras ||| : M, (C) — R es una norma vectorial sobre M, (C) en
el sentido usual, que ademds es submultiplicativa (condicién 4).

Ejercicio 1.2.2. Sea ||| : M,, (C) — R una norma matricial y U € M, (C)
una matriz invertible. Entonces |||, : Mn (C) — R definida por ||B|, =
HU‘lBU| , para todo B € M, (C) es una norma matricial.

Consideremos las normas vectoriales bien conocidas ||-||;, |||l ¥ |||, sobre

. . 2 . .
el espacio vectorial M, (C) = C™". Sabemos que satisfacen las tres primeras
condiciones, pero jserdn normas matriciales sobre M, (C)?
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Ejercicio 1.2.3. La norma |-||; : M,, (C) — R definida por ||Al|; = Z @]
i,5=1
es una norma matricial.

3
Ejercicio 1.2.4. La norma ||-|| : M, (C) — R definida por ||A||, = ( > Jaggl )
i,5=1

es una norma matricial.

Ejercicio 1.2.5. La norma ||-|| o, : M, (C) — R definida por ||A|| , = 1£na><< |ai;]|
<ig<n

no es una norma matricial.

Es posible construir normas matriciales sobre M,, (C) a partir de normas
vectoriales definidas sobre C™.

Proposicién 1.2.6. Sea ||-|| una norma vectorial sobre C". Entonces |||-|||
M, (C) — R definida por

1141l = mdx [l Az]

es una norma matricial sobre My, (C) que satisface ||Az| < |||A]l| ||=||, para
todo A € M,, (C) yxz € C™.

Demostmcz’dn. Como la funcién ||Az| es continua en z y la bola unitaria
= {z € C" : ||z|| = 1} es compacta, entonces la funcién |||-||| : M, (C) — R,

deﬁnlda por |[|A]]] = HmHax ||Az||, estd bien definida.
1. Claramente |||A]|| > 0 para todo A € M, (C). Si |||A||]| = 0 , entonces

Ax =0 para todo z € C" y asi A =0.
2.Seace Cy A€ M, (C). Entonces

lleAll] = méx [lcAz|| = max |c] [[Az|| = [e] mdx [[Az|| = |¢[ |||All
lzl|=1 llzll=1 lzf|=1

3.51 A, B € M, (C) , entonces

A+ Bl = mdx |[(A+ B)zl| = méx Az + Bz]

mmdx [|Az]| + mdx |[Be] = [[lAlll + 5]l

IA

Veamos ahora que ||Az|| < |||A]]| ||z||, para todo A € M, (C) y z € C". El
caso x = 0 es trivial. Si xy # 0 , entonces

Szl o [[Azoll
llA[l|= méx [|Az]| = 2
lzll= 220 [zl = ol
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4. Sean A, B € M,, (C). Existe g € C™ tal que ||zg]| =1y
IABI[| = [[ABo
Entonces por lo anterior,
WABI[[= [ABzo < [[[A[ll l|Bzoll < [[[A[ll B lzoll = I[IAlll [IlBI[|

O

La norma matricial |||-]|| : M, (C) — R introducida en la Proposicién 1.2.6
se llama la norma matricial inducida por la norma vectorial ||-|].

Ejemplo 1.2.7. La norma matricial inducida por la norma vectorial ||z||; =

n

x;| viene dada por
> |l P
i=1

n
ANl = méx Y [ay]
J 4
i=1

para toda matriz A = (a;;) € My, (C). En efecto, para todo x € C" tenemos

n n
1Azl = Asi| <D llmidailly = D lail - 1| Awlly
1 =1 i=1
n n
< 3 fol (gLl ) = ol a3 Lo
i=1 )
Por lo tanto, |||All|; = IIH\l\aX [|Az|]; <méx Z la;j|. Para ver la desigualdad
J
contraria, observamos que para todo k =1,...,n se tiene que

A, | Az[[, > [[Aex|l, = [[Awkl,

Y, €N CONSECUEncia,

Ejemplo 1.2.8. La norma matricial inducida por la norma vectorial ||x|| =
méx |z;| viene dada por
K3

n
1Al = méx ) Jai|
j=1
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para toda matriz A = (a;;) € My, (C). En efecto,

n
[zl = mdx |3 oz <1rgg<><n2|au%l

IN

max Y Jag| - [|2]]
<ign £
lolloe

n
140l = e 1Aello < poix 3 sl
p=

Veamos ahora la otra desigualdad: podemos suponer que A # 0 y supongamos
ademds que la fila Ag. # 0. Definamos el vector z = (21,...,2,) € C™ por

i/ laki| st ag; #0

Ziy =
1 en caso contrario.
Es claro que ||z||, =1, arjz; = |axj| para todo j =1,...,n, y
Alle = mésx [lAsll, > |4z

IEZIP
n n n
= max aiizi| > arizi| = ki
1<i<n§:”j E, VES] E |ak;]
== =1 =1 j=1

para todo k =1,...,n. Luego
114l = méx ZI%I

Ejemplo 1.2.9. La norma matricial inducida por la norma vectorial ||z||, =

n 2
<Z x1|2> viene dada por
i=1

[|A]ll, =01 := méx{\f)\ : A es un autovalor de A*A }

para todo A € My, (C). Esta norma recibe el nombre de norma espectral.
Primeramente, observamos que si A es un autovalor de A*A, es decir, A*Az =
Az, donde z # 0, entonces

|Az||2 = (A2)* Az = 2" A* Az = \||z]|3 (1.4)



14 CAPITULO 1. ASPECTOS DE LA TEORIA DE MATRICES

En particular, A es un autovalor real no-negativo y o1 estd bien definido. Por
otra parte, teniendo en cuenta que A*A es una matriz normal, por el Ejercicio
1.1.14 deducimos

HA&L‘HE = (Az)" Az = 2* (A*A)z < méx {|A| : X es un autovalor de A*A }||x||§

En consecuencia,

Allly = méx [[Az]], < o
lz[l,=1

Por otro lado, supongamos que A*Azy = 0%z, donde zo # 0 y ||z0]l, = 1.
Entonces por (1.4)

IAllly = méx [[Az]], > [[Azol[, = o1

[zl =1

Ejercicio 1.2.10. Sea A € M,, (C). Demuestre

Az,
1. |||AH|2 = rgié( Ha:H;’
2. |lUAV||ly = |||Allly cuando U,V son matrices unitarias;

3 ANl = 1114, -

Definicién 1.2.11. Sea A € M,, (C) y A1,..., A, los autovalores de A. En-
tonces definimos el radio espectral de A, denotado por p(A), como

p(A) = méx |N\].

1<i<n

En otras palabras, p (A) es el radio del disco mds pequeno en el plano com-
plejo con centro en el origen, que contiene a todos los autovalores de A.

Una de las aplicaciones importantes de las normas matriciales es el estudio
de las cotas del radio espectral de una matriz.

Ejercicio 1.2.12. Si A es una matriz normal, entonces |||Al|ly = p (A).

Lema 1.2.13. Si ||-|| es cualquier norma matricial y A € M, (C) , entonces
p(A) <[ A].

Demostracion. Sea A un autovalor de A para el cual |A| = p(A). Si Az = Az,
x # 0, consideramos la matriz X € M, (C) que tiene en todas las columnas el
autovector z. Entonces AX = AX. Luego

IALIX = [AXF = [[AX]] < [LAJ ]|

y asi, p(A4) = |\ < [JA]. O]
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La desigualdad anterior nos dice que p(A) es una cota inferior del conjunto
de valores posibles
|IAll

. A continuacién veremos que p(A) es el infimo de este conjunto.

Proposicién 1.2.14. Sea A € M, (C) y ¢ > 0. Entonces existe una norma
matricial ||-|| en M, (C) tal que

p(A) <Al <p(A)+e

Demostracion. Por el Teorema de Schur, existe una matriz unitaria U y una
matriz triangular superior A = (d;;), donde d;; = A; son los autovalores de A,
tal que UAU* = A. Consideremos la matriz diagonal D, = diag (t,¢2,¢3,...,t").
Entonces

A t_ldlg t_2d13 . t_n+1d1n

0 Ao t_ldgg cee t_n+2d2n

0 0 Ns oo £y
D/AD; ! = ) . .

0 0 0 oty 1,

0 0 e 0 An

es una matriz triangular superior. Entonces, para un ¢t > 0 suficientemente
grande, podemos asegurar que la suma de los valores absolutos de las entradas
fuera de la diagonal de D;AD; ! es menor que e. En particular,

11D:AD ][, < p(4) +2

para t suficientemente grande. Definamos la norma matricial ||-]| sobre M, (C)
por
1811 = |[|pwBU* D ||, = ||| (D7) ' B (U*D;l)m1
para todo B € M, (C). Entonces para t suficientemente grande
Al = |||D:U (U*AU)U*D ||, = ||| DeAD||, < p(A) + 2
Por el Lema 1.2.13, p (4) < [|4]|. O

Decimos que una sucesién de matrices {By}ro; € M, (C) es convergente a
la matriz B € M, (C) en el caso en que

. k
lim bgj) == bij

k—oo

para todo par 1 <147 < n,1 < j <n, siendo

Bo= (o)) v B=(y).
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Si esto sucede, escribiremos
lim B, = B
k—oo

Ejercicio 1.2.15. Sea {By};—, € M, (C) una sucesion de matrices. Las si-
gquientes condiciones son equivalentes:

1. lim By = B;
k—o0
2. ka [|Br — Bl| = 0 para alguna norma vectorial ||| sobre M, (C);

3. ka |Br — B|| = 0 para toda norma vectorial ||-|| sobre M, (C).
o

Proposicién 1.2.16. Sea A € M, (C). Entonces kh'm AF =0 si, y sdlo si,
p(A) < 1.

Demostracion. Supongamos que kh'm AF = 0. Sea X\ un autovalor de A tal que
—00

|A] = p (A4). Existe un vector z # 0 tal que Az = Az y, en consecuencia,
AFz = Xz para todo k.
Por lo tanto,

0 < A" [l = [N, = [|A%]| , < 1A* ]| 2]

Como lim A* =0 entonces lim |||A¥|||oc = 0 y asf lim |A|¥ = 0. Es decir,
k—o0 k—o0

k—o0
A =p(4) <1

Por otro lado, si asumimos que el radio espectral de A es menor que 1, la
Proposicién 1.2.14 afirma que existe una norma matricial ||-|| tal que

Al < p(A) + (1 = p(4)) = 1.
Por lo tanto,
k k
A" < [JAlI* — 0
cuando k — oo. En consecuencia, kh’m [|A¥|| = 0. O
— 00

Habiendo ya definido el concepto de convergencia de matrices, pasamos ahora

a la convergencia de series de matrices de la manera natural: diremos que la
o) n

serie > A¥ es convergente si la sucesién de sumas parciales S, = > AF es

k=0 k=0
convergente.
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Proposicién 1.2.17. Sea A € M,, (C) y supongamos que p(A) < 1. Entonces
I — A es invertible y 3. Ak = (I — A)™".
k=0

Demostracion. Como p(A) < 1, entonces 1 no es un autovalor de A, es decir,
det (I — A) # 0y, en consecuencia, I — A es invertible. Veamos ahora qué forma
tiene su matriz inversa.

n

SeaneNyS, = Ak Entonces
k=0

(I—A)S, =8, —AS, =1— A"+!

Por lo tanto, S, = (I — A)~" (I —A™t1). Sea e > 0 tal que p(A4) +¢ < 1.
Por la Proposicién 1.2.14, existe una norma matricial ||-|| sobre M, (C) tal que
JA|l < p(A) +e < 1. Como

et = Ja-ar G- a-u-a |

- Ja-art - o=t )

IN

| =7 1!

v ||A]] < 1, entonces lim ||S,, — (I — A)71H =0 . De esta forma,

iA’“ =(I-A4)"".
k=0

O
Proposicién 1.2.18. Si ||-|| es cualquier norma matricial y A € M, (C) en-
1
tonces p (A) = lim ||AF||*.
k—o0

Demostracion. Por el Lema 1.2.13 sabemos que para cualquier entero no-negativo
k
k k k
p(A)* = p (4) < [J4¥]

1
Luego p(A) < HAkH *. Por otra parte, p (p(AleA) < 1 para todo € > 0. Por

la Proposicion 1.2.16,
k
1
lim ( ——A ) =0
ko0 (p (A) +e )

Lol
1m &
k=0 (p(A) +e€)

lo que implica
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; A% (
Por lo tanto, existe K. > 0 tal que AT < 1 para todo k > K.. Asi,

HA’“H% < p(A) + ¢ para todo k > K.. Es decir

p(4) < HAkH% < p(A) + ¢ para todo k > K.

En otras palabras, dado € > 0 existe K. > 0 tal que
1 1
M| = p ()] = 45 = p(a) <&

si k > K. Se sigue de aqui que p (A) = lim HAkH% =

Definicién 1.2.19. Dadas las matrices A, B € M, (C), decimos que A es no-
negativa, denotado por A > 0, si [A]ij > 0 para todo i,j. Decimos que A es
positiva, denotado por A > 0, si [A]ij > 0 para todo i,j. FEscribimos A > B si
A-B>0yA>BsiA—B>0.

Las definiciones invertidas < y < son similares. Si A € M,, (C) entonces |A|
denota la matriz tal que

1411, = |iA]

j
para todo 4, j. Claramente, |A| es una matriz no-negativa.
Ejercicio 1.2.20. Sean A, B € M,, (C). Demuestre:
1. |AB| < |A||B|;
VRS |A[*¥ para todo entero no-negativo k;
. S5i0 < A< B entonces 0 < A* < B* para todo entero no-negativo k;
. Si|A| < |B| entonces ||Ally < ||B|ly;
- 1ALy = 1Al ;

S v A L

. Sixz € C" entonces |Az| < |A]|z|.

Proposicién 1.2.21. Sean A,B € M, (C) y supongamos que |A] < B. En-
tonces p(4) < p(|A]) < p(B).

Demostracion. Usando el Ejercicio 1.2.20 tenemos para todo entero no-negativo
k

Por lo tanto i
4%, = 1Ak, < (1l < 1841,



1.2. NORMAS MATRICIALES Y EL RADIO ESPECTRAL 19

Luego
lak15 < 14| < 1845
y asi,
1
Jim (455 < < lim ||B];
El resultado sigue de la Proposmlon 1.2.18. O

Corolario 1.2.22. Sean A,B € M, (C) tales que 0 < A < B. Entonces
p(A) < p(B).

Demostracion. Consecuencia inmediata de la Proposicién 1.2.21. O

Usemos estos resultados para obtener cotas para el radio espectral de una
matriz.

Teorema 1.2.23. Sea A € M, (C) y supongamos que A > 0. Entonces

min > [Al; < p(A) < mix ) [A] (1.5)
J=1 7=1
y n n
{ < < 4 -
o 2 Al < p(4) < méx 2 [A];; (1.6)

Demostracion. Vamos a demostrar (1.5). Sea

n
t= 11;111_1%171 - [A]Z.j .
Jj=1

Sit = 0, entonces t = 0 < p(A). Supongamos ahora que t > 0. Como
n

> [A];, =t > 0 para todo i, podemos definir la matriz B por
k=1

[B]ij = t[A]ij (Z [A]ik> :

k=1

n —1

Ademis, t(z [A]Zk) < 1 implica que [B];; < [A];; para todo i,j y, en
k=1

consecuencia, 0 < B < A. Se deduce del Corolario 1.2.22 que p(B) < p(A).

Veamos ahora que p (B) = t. Primero observamos que para cada i

)Q

n

> Bl = Zt (

j=1

HMﬁ
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Luego por el Lema 1.2.13

p(B) < ||IBlll. = mix " |B|,; = t

Jj=1

Por otra parte, si u = (1,..., 1)—r entonces Bu = tu y, por lo tanto, t < p(B).
Esto demuestra que
t=p(B)<p(A).

La otra desigualdad es consecuencia directa del Lema 1.2.13, teniendo en cuenta

que
n

< = A iy
p(4) <[]l = max | 1 (A3
]:

Aplicando (1.5) a la matriz AT se obtiene (1.6). O

1.3. Matrices positivas

El hecho més importante sobre los autovalores de una matriz no-negativa
estd contenido en el célebre Teorema de Perron-Frobenius. En 1907, Oskar
Perron [32] publicé su ahora cldsico articulo sobre las llamadas fracciones con-
tinuadas de Jacobi como su trabajo de Habilitationsschrift. Seis meses des-
pués, Perron publicé un articulo titulado ”Hacia la Teorfa de Matrices”[33]
que podriamos afirmar desperté el interés en lo que hoy en dia se llama la
Teoria Matricial de Perron-Frobenius. Alli, Perron demuestra que los resulta-
dos obtenidos en [32] son ciertos en el contexto de matrices positivas, pero,
interesantemente, lamenta que los métodos usados en sus demostraciones usan
argumentos via limites, a pesar de ser resultados puramente algebraicos. G.
Frobenius ley6 este iltimo articulo y, siendo él mismo un experto en la teoria
de matrices, decidié aceptar el reto de probar los resultados de Perron usando
los "métodos algebraicos usuales”. En 1908 y 1909, Frobenius publica un par
de articulos ([12, 13]) en los que, no sélo supera el reto propuesto por Perron,
sino que abre las puertas a la llamada Teoria No-Negativa de Matrices. Fro-
benius descubre que si z es un autovector no-negativo de una matriz positiva,
entonces su autovalor asociado es el radio espectral y, por lo tanto, z > 0 (que,
en estas notas, llamamos Teorema 1.3.7) y postula el siguiente problema: Da-
da una matriz no-negativa A, determine los autovalores de A con autovectores
asociados no-negativos. Frobenius resuelve este problema y mucho méas en su
célebre articulo de 1912 [14], en donde, esencialmente, extiende la teoria de
Perron al contexto de matrices no-negativas.

Antes de proseguir con los resultados de esta seccién, queremos detenernos
un momento a destacar que la Teoria de Perron-Frobenius es un ejemplo impor-
tante de una rama muy relevante en muchas areas de la ciencia aplicada. Sus
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aplicaciones van desde la teoria de Cadenas de Markov en probabilidades hasta
los algoritmos de busqueda usados por Google. Sin embargo, la motivacién de
la teoria tuvo sus origenes en problemas puramente tedricos.

Comenzamos esta secciéon recordando primeramente la forma canénica de
Jordan. Para cada A € M, (C) con autovalores diferentes Aq,...,As, existe
una matriz invertible S € M, (C) tal que

J (A1) 0 0
0 J(A2) - 0
SAST'=1J= : -
: : i 0
0 0 0 J(Xs)
donde para cada j
J1(Aj) 0 0
0 Ja(Aj) - 0
J(N\) = . .

: : " 0

0 0 0 Ji (N)

siendo ¢; = mgy (A;), la multiplicidad geométrica de A; en A, y J. (A;) los
bloques de Jordan definidos como

El nimero de bloques de Jordan ¢ x ¢ en J (\;) viene dado por
vi (Aj) = i1 (A)) = 2ri (A7) + 7ig1 (A))

donde 7; () = rango ((A - )\jI)Z). El indice de \;, denotado por index (\;)
es el tamano del bloque de Jordan més grande en J();). La suma de los
tamaiflos de los bloques de Jordan de J (A;) es la multiplicidad algebraica de
Aj en A, que denotamos por may ().

La matrix J es llamada la forma candnica de Jordan de A. La estructura
de esta forma es tnica en el sentido de que el nimero y tamano de bloques de
Jordan en cada J ();) estd determinada por A. Ademds, dos matrices A, B €
M,, (C) son similares si, y sélo si, A, B tienen la misma estructura de Jordan.

Definicién 1.3.1. Decimos que una matriz A = (a;;) € M, (C) es positiva,
denotado por A > 0, si a;; > 0 para todo i,j.
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Vamos a deducir el primer resultado importante sobre matrices positivas.

Teorema 1.3.2. Sea A € M,, (C) y A > 0. Entonces p(A) > 0, p(A) es un
autovalor de A y existe un vector z > 0 tal que Az = p (A) z.

Demostracion. Si p(A) = 0 entonces todos los autovalores de A son iguales
a cero y, en consecuencia, el polinomio caracteristico de A es ¢ (x) = ™. En
particular, A es nilpotente, lo que nos lleva a una contradicciéon ya que A > 0.
Asi p(A) > 0.

Sea A un autovalor de A tal que |A\| = p(A) y supongamos que Az = Az.
Entonces

p(A)|z| = |Az| = [Az| < Alz]

Sea w = Alx| — p(A) |z] > 0 y supongamos que w # 0. Entonces Aw > 0y
como A|z| > 0, existe € > 0 tal que

Aw > €A |z
o bien

——A A
oAl > Al

Pero entonces para todo k

(;;A))kAﬂ > Alz|

y como p (s+?(A)) = Ei(;(‘)) < 1 se deduce que

A k
=1f —— ] Alz|> A
o= Jin () Akl aul

Esta contradiccién surge al suponer que w # 0. Asi, A |x| = p (4) |z|. Adem4s,
0 < Alz| = p(A) |z| implica que |z| > 0. O

Una consecuencia de la demostracién del Teorema anterior es que p (A) es el
unico autovalor sobre el circulo espectral de A.

Teorema 1.3.3. Sea A € M,, (C) y A > 0. Si Az = Az y |A\| = p (A4) entonces
A=p(4).

Demostracion. Supongamos que Az = Az y |A| = p(A). Entonces por la de-
mostracién del Teorema 1.3.2 tenemos que A |x| = p(A)|z|, donde |z| > 0.
Esto es, 0 < p(A) x| = A|z|. Asi

0<p(A)|zk| = Zakj |51
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Pero también
p(A) |zk| = |p (A) x| = Zaij]

Es decir, para cada k tenemos que

D arri| =Y ag x| = Jarsa;]
7 7 7

La igualdad en la desigualdad triangular ocurre si, y sélo si, existen «; > 0 tal

. a;a
que ay;x; = a; (ag11) 0 equivalentemente, z; = p;x; donde p; = == > (.

De esta manera, = x1p donde p = (1, po, . .. ,pn)T > 0. Luego, como Asc = A\z
entonces por lo anterior, A\p = Ap = |Ap| = |Ap| = |Alp = p(A)p. Esto
demuestra que A = p(A) y por lo tanto, p(A) es el tnico autovalor sobre el
circulo espectral. O

El radio espectral p(A) de una matriz positiva A no sélo es un autovalor de A;
es siempre un autovalor simple, en el sentido de que su multiplicidad algebréica
es igual a 1 (y, por supuesto, también lo es su multiplicidad geométrica). Como
veremos mas adelante, esto es un hecho notable con consecuencias importantes
dentro y fuera de la teoria de matrices (por ejemplo, dentro de la teorfa de
probabilidades, implica la existencia y unicidad de distribuciones estacionarias
en ciertas cadenas de Markov). Veamos su demostracién a continuacion.

Teorema 1.3.4. Sea A € M,, (C) y A > 0. Entonces la multiplicidad alge-
braica de p (A) es igual a 1.

Demostracion. Como p (A) > 0 consideremos B = ﬁA de manera que B > 0
y p(B) = 1. Claramente, ma4 (p (A)) = mag (1), luego basta demostrar que
mapg (1) = 1. Primero probaremos que inderp (1) = 1. De lo contrario, si
indexp (1) = m > 1 entonces existe un bloque m x m de Jordan J, (1) en la
forma de Jordan Jg = P~'BP:

1 1 0

7. (1) = L
1
1

mXxXm
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y, por lo tanto, para todo k

<
>
—~
—
~
|
—

(1)

|||J>]kC (1)|||Oo — oo cuando k — oo

Luego

y, por lo tanto,
|||J§H|OOHOO cuando k — oo.

Pero
75| = I[P~ B*Pl| o < [[[P7H[[ B[] NP

implica que

, 175l
1Bl 2 e — o

oo 1Pl

Sea BF = (bz(f)) e i tal que |||B"3|Hoo =3 bg:; Por el Teorema 1.3.2, existe
J

un vector p > 0 tal que Bp = p. Asi

k k ;
Pl = po =D b0 7ps = b (minp;)
J J

= [11BM]]., (min ps) = oo

Esto es imposible porque p es un vector constante. Esto prueba que index g (1) =
1y, en consecuencia, mag (1) = mgg (1).
Ahora supongamos que mg (1) > 1, entonces existen vectores x,y € ker (I — B)

linealmente independientes. Como ¥y # 0, supongamos que y; # 0 y definamos

z = x — Zy. Entonces z € ker (I — B) y por la independencia lineal de z e

y, z # 0. Como Bz = z se sigue de la demostraciéon del Teorema 1.3.2 que
Blz| = |z| y || > 0. Sin embargo, z; = z; — {*y; = 0, una contradiccién. Esto
demuestra que

ma (p(4)) = mag (1) = mgy (1) = 1

O

Corolario 1.3.5. Sea A € M,, (C) y A > 0. Entonces existe un vector tnico
p>0, plly, =1y Ap=p(A)p.
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Demostracion. Como hemos visto en el Teorema 1.3.4, ker (p (A) I — A) tiene
dimension 1, generado por un vector positivo z > 0. Definamos p = ﬁ
1

Entonces es claro que p > 0, Ap=p(A)py ||p|l; = 1. Més aun, si existe ¢ con
estas propiedades, entonces ¢ = az, para algin a € C y, en consecuencia,

qi = 0z; = ap; HzHl

para todo 4, implicando
1= "g=Y apllzll, = a2, D_pi = allzl,
i i i

Estoes,a:ﬁyasiq:az:p. O
1

Definicion 1.3.6. El tinico autovector normalizado del Corolario 1.3.5 recibe
el nombre de vector de Perron de A; p(A) se llama la raiz de Perron de A.

Teorema 1.3.7. Sea A € M, (C) y A > 0. Si Ax = d\x, donde x >0 y x # 0,
entonces A = p (A) y x es un mailtiplo positivo del vector de Perron de A.

Demostracion. Supongamos que Ax = Az donde x > 0y x # 0. Sea ¢ > 0 el
vector de Perron de AT, es decir,

ATq=p(AT)q=p(A)q
Esto implica que
' A=p(A)q"

y asi
p(A)q z=q"Av =X

Como ¢z > 0 concluimos que p (A) = \. En particular, z € ker (p (A) I — A)
que estd generado por el vector de Perron de A. O

Una férmula para el radio espectral viene dada por la férmula de Collatz-
Wielandt, descubierta por el matematico aleman Collatz en 1942, y luego de-
sarrollada por el matemético alemén Wielandt en el ano 1950.

Teorema 1.3.8. Sea A € M,, (C) y A > 0. Entonces

p(A) = mix f (z),

donde N ={x € C"/x >0 yx#0}y
[4g],

2

f(z)= R S
z; 70
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Demostracion. Sea x € N. Entonces para todo 7 tal que x; # 0 tenemos que
f (@) < [Ad],

y, en consecuencia,

f(x)z < Ax.

Sean p y q los vectores de Perron de Ay AT, respectivamente. Entonces tenemos
Ap=p(A)py ATq= p(A)q. Esta tltima ecuacién equivale a

qg'A=p(A)q".

Puesto que ¢z > 0, la relacién f (z)z < Az implica f(z)q'z < ¢' Az =
p(A)q"z, de donde concluimos que f (x) < p(A). En otras palabras, f (r) <
p (A) para todo x € N. Como f (p) = p(A) y p € N se sigue que

p(A) = méxf (z).

1.4. Matrices no-negativas

Muchos resultados de la teoria de Perron sobre las matrices positivas son
validos en el contexto de matrices no-negativas. Como veremos en esta sec-
cion, el radio espectral de una matriz no-negativa sigue siendo un autovalor de
la matriz, aunque quiza no sea el unico autovalor con este médulo. Ademds,
el radio espectral no siempre tendra asociado un autovector positivo, aunque
podremos encontrar uno no-negativo. Veremos en esta seccién que los concep-
tos de irreducibilidad de una matriz y matrices primitivas hacen que la teoria
de matrices positivas se extienda al &mbito de matrices no-negativas de forma
natural.

Definicién 1.4.1. Una matriz A = (a;;) € M,, (C) se dice que es no-negativa
si A>0.

Tenemos versiones de los Teoremas 1.3.2 y 1.3.8 para matrices no-negativas,
como podemos ver en el siguiente resultado.

Teorema 1.4.2. Sea A € M,, (C) y A > 0. Entonces p(A) es un autovalor de
A (posiblemente 0), y existe un vector z > 0 tal que Az = p(A) z. Ademds,

p(A) = méx f (x),

zeN

donde f (x) = min[%]iy./\/:{xe@"/wz()ym;é()}.



1.4. MATRICES NO-NEGATIVAS 27

Demostracion. Consideremos la sucesién de matrices Ay = A+ %J , donde J es
la matriz de unos. Sean py y pi la raiz y el vector de Perron, respectivamente,
para cada Aj. Observamos que {pk}z’;l es una sucesién acotada en la esfera
unitaria de R™. Por el teorema de Bolzano-Weistrass, esta sucesién tiene una
subsucesién convergente {pkl}ioil, digamos pi, — 2z cuando i — oo, donde
z >0y z# 0 porque py, > 0y ||px,|; =1. Como

Al > Ay > o> Ap > > A,
se deduce de la Proposicién 1.2.21

pL>p2>->pp > > p(A)
Por lo tanto, lim py = p* > p(A). Pero lim Ay = A implica lim Ay, = Ay

k—oo k— o0 i—00
esto a su vez implica que
Az = lm Ag,pr, = lUm pg,pr, = p*2
11— 00 1— 00

En particular, p* < p(A4) vy, por lo tanto, p* = p(A). Es decir, Az = p(A) z,
donde z >0y z #0.

Para demostrar la férmula de Collatz-Wielandt, sea g el vector de Perron de
AT de tal manera que q,IAk = pkq];r para todo k. Para cada x € N tenemos
que f(x)x < Az < Agx. Luego

f(@) gz <ql Apz = prgi @
y como q];'—x > 0 deducimos que f(z) < pg para todo k. En consecuencia,
fx) < ka pr = p(A) lo que implica que me%cf () < p(A). Por otra parte,
—00 T
2 €Ny f(z) = p(A). Asi p(4) = méxf (). O

Sin condiciones adicionales, el Teorema 1.4.2 es la mejor generalizacién de la
Teoria de Perron para matrices no-negativas.

-[23]

es no-negativa y el polinomio caracteristico de A es ¢ (x) = x2, por lo tanto,

Ejemplo 1.4.3. La matriz

p(A) = 0 y may(0) = 2. Ademds, si x = (x1,22)" y Az = Oz entonces
necesariamente xo = 0. Es decir, no existe x > 0 tal que Az = Ox.

0 1
|10
es no-negativa. En este caso ¢p (v) =22 — 1= (z — 1) (x + 1). En consecuen-
cia, los autovalores de B son {—1,1}, ambos sobre el circulo espectral.

Ejemplo 1.4.4. La matriz



28 CAPITULO 1. ASPECTOS DE LA TEORIA DE MATRICES

Sin embargo, es posible generalizar la teoria de Perron para matrices no-
negativas irreducibles.

Definicién 1.4.5. Una matriz A es reducible si existe una matriz de permu-

tacion P tal que PTAP = )0( )Z/

De lo contrario, A es irreducible.

, donde X y Z son matrices cuadradas.

Ejercicio 1.4.6. Demuestre que una matriz irreducible no tiene una fila de
ceros ni una columna de ceros.

A continuacién caracterizamos la matrices irreducibles en términos del grafo
dirigido asociado.

Definicién 1.4.7. Dada la matriz A € M, (C), el grafo dirigido T' (A) tiene
vértices {1,...,n}, de tal manera que existe un arco dirigido i — j si, y sdlo
s, [A]ij # 0. Decimos que I' (A) es fuertemente conexo si para cada par de
vértices i y j, existe una secuencia de arcos dirigidos desde i hasta j.

Ejercicio 1.4.8. Si A,B € M, (C) y A= PBP", donde P es una matriz de
permutacion, demuestre que I' (A) es fuertemente conexo si, y sdlo si, I' (B) es
fuertemente conezo.

Ejercicio 1.4.9. Sea A € M, (C). Eziste una secuencia de m arcos desde el
vértice i hasta el vértice j en T (A) si, y sdlo si, [|A|m]ij # 0.

Proposicién 1.4.10. Sea A € M, (C). Las siguientes condiciones son equiva-
lentes:

1. A es irreducible;
2. T'(A) es fuertmente conexo;
3. (I+]A)"" > 0.

Demostracion. 1 = 2 Supongamos que I' (A) no es fuertemente conexo. Enton-
ces existen un par de vértices 7, j de I' (A) tal que no hay ninguna secuencia de
arcos dirigidos desde ¢ hasta j. Sea Wy = {k1, ko, ..., k-} los vértices de T (A)
tales que no existe una secuencia de arcos hasta j, y Wa = {krg1,...,kn}
el complemento de Wy en {1,...,n}. Sea m = n —r y « la permutacién de
{1,...,n} definida por

_ 1 2 eem m+1 m+2 -+ n
A ST S S T S
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Sea P la matriz permutacién determinada por 7 :

PAPT] = || .7 [A(en ex -+ en)

ij
Tn 17

Por otra parte, es claro que no existe arco dirigido desde un vértice de Wi a

otro en Wj. Por lo tanto, [PAPTLJ, = [A]ﬂmj =0paratodoi=m+1,...,n
yj=1,...,m. Luego
XY
T _
par = (1 1)

donde X es una matriz m x m y Y es una matriz r x r. Asi, A es reducible.
2 = 1 Supongamos que A es reducible. Entonces existe una matriz de per-

. X Y . -
mutacién P tal que PTAP = B = 0 7 |’ donde X tiene tamano m X m
y Z tiene tamafio (n —m) x (n —m). Entonces para todo i =m+1,...,ny
j=1,...,m tenemos que [B]ij = 0, lo que implica que no existen arcos diri-
gidos desde el conjunto de vértices Vi = {m + 1,...,n} hasta el conjunto de
vértices Vo = {1,...,m} de T'(B). En particular, no es posible construir una

secuencia de arcos dirigidos desde ningun vértice de V4 hasta ningin vértice de
V5. En consecuencia, I' (B) no es fuertemente conexo y, por el Ejercicio 1.4.8,
I' (A) no es fuertemente conexo.

2 & 3 Observamos que

1y =1 G- lal (AR (07 ) jar

Luego (I + |A|)n71 > 0 si, y s6lo si, para cada i, j tal que i # j, por lo menos
una de las potencias
2 -1
Al 1A, 1A

tiene la entrada i, j positiva. Esto equivale, por el Ejercicio 1.4.9, a que para
cada i, j tal que 7 # j, existe una secuencia de arcos dirigidos desde i hasta j.
Es decir, equivale a que I' (A4) es fuertemente conexo. O
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Ejercicio 1.4.11. Determine si la matriz A es irreducible:

A:

O W o
N O =
o w o

Ahora vamos a extender la teoria de Perron a matrices no-negativas irredu-
cibles. Primero dos lemas técnicos.

Lema 1.4.12. Sea A € M,, (C) con autovalores A1, ..., A,. Entonces
M+l +1
son autovalores de I + A y
p(I+A)<1+p(A).
Si A >0 entonces p(I+ A) =1+ p(A).

Demostracion. Sean ¢4 (z) y ¢ria (z) los polinomios caracteristicos de A y
I + A, respectivamente. Entonces

drea(z+1)=det[(z+ 1) I — (A4 1) =det[z] — Al = ¢4 (2)
Por lo tanto A1 +1,..., A, + 1 son los autovalores de I + A. En consecuencia,

p(I+ A) =méx |[A; + 1| <méx |\ +1=1+p(A).

Si A > 0 entonces por el Teorema 1.4.2, p(A) es un autovalor de A, y por lo
tanto, 1 4+ p (A) es un autovalor de I + A. Pero entonces p (I + A) > 1+ p(A)
yvasi, p(I+A4)=1+p(A). O

Lema 1.4.13. Sea A € M,, (C). Si A >0y A* > 0 para algin k > 1, entonces
may (p(A)) =1.

Demostracion. Si Ay, ..., \, son los autovalores de A entonces A, ..., \F son
los autovalores de A*. Como A > 0, p (A) es un autovalor de A, y asi p (A)" es

un autovalor de A* tal que ma 4« (p (A)k) =may (p(A)). Pero p(A)* = p (AF)
y A¥ > 0, entonces por el Teorema 1.3.4, maa (p (A)) = 1. O

Teorema 1.4.14. (Perron-Frobenius) Sea A € M, (C). Si A > 0 e irreducible
entonces:

1. p(A) es un autovalor positivo de A y existe un vector z > 0 tal que
Az = p(A)z
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2. mag (p(A4)) =1;

3. Erxiste un tnico vector (el vector de Perron) definido por Ap = p(A)p,
p>0ylpll, =1;

4. 81 Ax = Az, donde x > 0 y x # 0, entonces A = p(A) y x es un maltiplo
positivo de p.

5. p(A) = mea}e[(f (z), donde f (z) = 1r<1f1.1’£1 [i—x]b yN ={z e C"/z >0 yzx #0}.
z_i;_on

Demostracion. Por el Teorema 1.4.2, p(A) es un autovalor de A y existe un
vector z > 0 tal que Az = p(A) z. Ademds, p(A) = ma;\}[if (x) ,donde f (z) =
EaS

. [Az], .
min L ?]l. Luego, como u = * (1,..., 1)—r € N, deducimos que
1<i<n Ti n
7,720
(4w, "
A) > min L = min Al..
Pl )*1§ign u; 1<i<n 4 1[ Ji
i=

Ahora, por el Ejercicio 1.4.6, A no tiene filas ni columnas igual a 0, por lo
n

tanto, »_ [A];; > 0 para todo 1 < i < n. En consecuencia, p (A4) > 0. Por otra
j=1
parte, como Az = p (A) z entonces

(I+4)" 2= (1+p(4)" =

Pero z > 0y, por la Proposicién 1.4.10, (I + A)" ™' > 0. Luego (1 + p (4))" "z >
0 lo que implica que z > 0. De esta manera, las partes 1. y 5. del Teorema que-
dan demostradas.

Para ver la parte 2., del Lema 1.4.13 concluimos que mar 4 (14 p(A)) =1,
vaque [+ A >0y (I+ A)"_1 > 0. Luego del Lema 1.4.12 deducimos que
may (p(A)) =masra(1+p(A)) = 1. Las partes 3. y 4. se obtienen igual que
en la demostracién del Corolario 1.3.5 y el Teorema 1.3.7. O

Concluimos esta seccién con una aplicacion interesante del Teorema de Perron-
Frobenius, que nos permite obtener una cota inferior de la norma espectral de
una matriz.

Ejercicio 1.4.15. Sea A € M,, (C) una matriz no-negativa y supongamos que
A es un autovalor de A con autovector asociado u > 0. Entonces A = p (A).

Ejercicio 1.4.16. Siaq,...,a, son numeros reales entonces
(a1 +as+-+a,)’ <n(ad+--+a2)

La igualdad ocurre si, y sélo si, a1 = ag = -+ = G-
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Proposicién 1.4.17. Sea A € M, (C). Entonces

1
14111 > — 1> ai (17)
i,7

Mds aiin, si A es no-negativa entonces, la relacidn (1.7) es una igualdad si, y
solo si, la suma de cada una de las filas y la suma de cada una de las columnas
de A es constante.

Demostracion. Seae = (1,..., l)T. Deducimos de los Ejercicios 1.2.10 y 1.4.16
que

il Azly o [l Aell

220 [lzfl; el

) () (o)
J J J (1.8)

n

1111l

Za1j+2a2j+~--+2anj
J J J

1
> S Qi

Esto demuestra la primera parte. Ahora supongamos que A es no-negativa. Si
(1.8) es una igualdad entonces deducimos de la desigualdad (1.8) que

2 2 2

Za1j+2a2j+~-~+2am— =N Zalj + Zazj + -+
J J J J J

Luego, usando otra vez el Ejercico 1.4.16 obtenemos que
J J J

En otras palabras, la suma de cada una de las filas de A es constante. Final-
mente, por el Ejercicio 1.2.10, |||A]||; = |||A*|||, ¥ asi, la suma de cada una de
las columnas de A es constante.

Reciprocamente, supongamos que la suma de cada una de las filas y la suma
de cada una de las columnas de A es constante. Es decir, Ae = ke y AT e = ke,
para algin k € R. Entonces AT Ae = k%e. Como ATA >0y e > 0, deducimos
del Ejercicio 1.4.15 que p (ATA) = k2. Es decir,

[I|A]||, = méx {\5 A autovalor de ATA} =k
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Finalmente, observamos que

.3

1.5. Matrices primitivas

Observamos que el Teorema 1.3.3 fue el tinico que no se generalizé a matrices

no-negativas irreducibles. De hecho, no es cierto en general. Por ejemplo, la ma-

. 1 . . . .
triz A = (1) 0 ) es no-negativa e irreducible y, sin embargo, los autovalores

—1 y 1 estéan sobre el circulo espectral.

Definicién 1.5.1. Una matriz no-negativa e irreducible A € M, (C) es primi-
tiva si p (A) es el dnico autovalor sobre el circulo espectral.

Ejemplo 1.5.2. Es claro que toda matriz positiva es primitiva. La matriz

0 1 0
A= 0 0 2 |]esun ejemplo de matriz primitiva pero no es positiva.
3 40

Veamos a continuacion la importancia de las matrices primitivas.

k
Teorema 1.5.3. Sea A € M,, (C). Si A es primitiva entonces kh'm (ﬁ) =
— 00

.
sgr—p, donde p y q son los respectivos vectores de Perron de A y AT.

Demostracion. Sean py q los vectores de Perron de Ay AT. Llamemos u = p
you = ﬁ. Entonces u y v son autovectores de A y AT, respectivamente,
asociados a p tales que
T q"
vu=-—=—p=1
q'p
Como may(p) = 1y p es unico sobre el circulo espectral, existe una matriz
invertible P tal que PAP™! = J = ( 8 g ) es la forma de Jordan de A,

donde p(Z) < p. Por lo tanto
—1 k —1 _ —1 k _ 1 O
P et = = (g e )

1 0

0 0 ) = eje{ . Concluimos que

. . _1nk
y en consecuencia, lim (p Ly ) =
k—oo

klirgo (p_lA)k =P leje] P
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Por otra parte, Je; = pe;, de donde obtenemos
A(P7'e;) =P ' (PAP ") ey =P 'Jer = P lpey = p (P 'ey)
Es decir, P~le; es un autovector asociado a p. Como mg, (p) = 1, entonces

u=aP le, a#0.
Similarmente, J " e; = pe; de manera que

AT (PTey) = PT ((PT)‘1 ATPT) er =P JTe; = P pey = pP ey
Esto es, existe 8 # 0 tal que v = B3P Te;. Como v'u = 1 se sigue

1 = Be] PaP~le; = Ba

. , 1k _ T

Finalmente, lim (p 1A) = P lee/ P = tulvT = w’ = 24 como
L a” B q'p’

queriamos demostrar. O

La siguiente caracterizacién de primitividad resulta util.

Proposicién 1.5.4. Una matriz A > 0 en M, (C) es primitiva si, y sdlo s,
A™ > 0 para algin m > 0.

Demostracion. Supongamos que A™ > 0 para algin m > 0. En primer lugar
A es irreducible. De lo contrario existe una matriz de permutacién P tal que

m XTTL * T
wer (55

y asi algunas entradas de la matriz A™ son cero.
Supongamos que A tiene {\1,..., Ay} autovalores sobre el circulo espectral.
Entonces

p(A) =Ml =[] = = [An[ > Anga] = -+ = [An]

Luego [M\i|™ = [p (A)]™ = p (A™) para cada 1 < k < h. Es decir, cada autovalor
At de A™ pertenece al circulo espectral de A™. Por el Teorema 1.3.3, \T* =
o= AP =p(A™). Luego h = maym (p(A™)) = 1.

Reciprocamente, si A es primitiva entonces por el Teorema 1.5.3, ka (ﬁ) =
— 00

K
% > 0. Entonces existe K > 0 tal que (ﬁ) > 0y, por lo tanto,

AK > 0. O



Capitulo 2

Teoria espectral de digrafos

2.1. Digrafos

A partir de ahora estudiaremos el espectro de las llamadas {0, 1}-matrices,
es decir, matrices en M, (C) cuyas entradas son 0 o 1. Tenemos a nuestra
disposicion toda la teoria de matrices no-negativas desarrollada en el capitulo
anterior, incluyendo la Teoria de Perron-Frobenius. Como veremos a lo largo
de este capitulo, estudiar el espectro de las {0,1}-matrices es equivalente a
estudiar el espectro de los digrafos.

Definicién 2.1.1. Un grafo dirigido (o digrafo, para abreviar) D consiste en
un congunto finito V.=V (D) de elementos llamados vértices y un conjunto
E = E (D) de pares ordenados de vértices diferentes llamados arcos. Si e =
(u,v) es un arco entonces decimos que u es el vértice inicial de e y v es el
vértice terminal de e; u y v son los vértices extremos del arco e.

Usualmente representamos un digrafo por un diagrama.

Ejemplo 2.1.2. El digrafo D con vértices V = {1,2,3,4,5} y arcos
E = {(1’4) ) (17 5) ? (27 1) ) (27 3) ) (3’ 2) ’ (4’ 1) ) (47 3) ? (57 3)}
se representa en la Figura 2.1

Para abreviar escribimos e = uv para denotar el arco e = (u,v) del digrafo
D. La Definicién 2.1.1 de digrafo permite que existan arcos con los mismos
extremos, por ejemplo uv y vu, donde u y v son vértices diferentes de D. Pero
no permite que existan arcos paralelos, es decir, pares de arcos que tengan el
mismo vértice inicial y terminal (también llamados arcos multiples). Tampoco
permite lazos, i.e. arcos de la forma uu, donde u es un vértice de D.

35
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|

D 3

Figura 2.1: Representaciéon de un digrafo

Definicién 2.1.3. El grado de entrada de un vértice v del digrafo D, denotado
por id (v), es el nimero de arcos de D de la forma wv. El grado de salida del
vértice v, denotado por od (v), es el nimero de arcos de D de la forma vw.

Proposicién 2.1.4. Sea D un digrafo con a arcos. Entonces

Z id (v) = Z od(v) =a

veV (D) veV (D)

Demostracion. Claramente el nimero de arcos de D es igual al nimero de
vértices iniciales (o vértices terminales) del digrafo D. O

Con frecuencia estudiamos digrafos que estan contenidos en digrafos més
grandes.

Definicién 2.1.5. Sea D un digrafo. Decimos que H es un subdigrafo de D si
H es un digrafo que satisface V (H) CV (D), E(H) C E (D) y todo arco en
E (H) tiene sus vértices extremos en V (H). SiV (H) =V (D) decimos que H
es un subdigrafo generador. Si todo arco de A(D) que tiene vértices extremos
en V(H) estd en A(H), decimos que H es un subdigrafo inducido de D.

Un ejemplo particular de subdigrafos se obtiene cuando eliminamos un vérti-
ce o un arco de un digrafo. Si D es un digrafo y v € V, entonces denotamos
por D — v al digrafo que tiene como conjunto de vértices a V — {v}, y como
conjunto de arcos a F — {e € E : v es un vértice extremo de e}. Similarmente,
si e es una arco de D, denotamos por D — e al digrafo que tiene conjunto de
vértices V' y conjunto de arcos E — {e}. Observamos que D — e es un ejemplo
de un subdigrafo generador mientras que D — v es un subdigrafo inducido.

Ejercicio 2.1.6. Supongamos que D es un digrafo con n vértices.
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1. Todo subdigrafo inducido de un digrafo D se obtiene eliminando vértices
de D.

2. Todo subdigrafo generador de un digrafo D se obtiene eliminando arcos
de D.

Es posible que dos digrafos tengan la misma estructura, pero difieran sélo, o
bien en el etiquetamiento de los vértices y arcos o en la manera en que han sido
dibujados. Para precisar esta idea introducimos el concepto de isomorfismo de
digrafos.

Definicién 2.1.7. El digrafo Dy es isomorfo al digrafo D, si existe una fun-
cion biyectiva v : V (D1) — V (Ds), llamada isomorfismo, que satisface

wv € E(Dy) si, y sdlo si, v(u)y (v) € E(D2),
para todo u,v € V (Dy).

Ejercicio 2.1.8. La relacion “isomorfo a” es una relacion de equivalencia
sobre los digrafos.

Cuando el digrafo D; es isomorfo al digrafo Ds, decimos que D y D5 son
isomorfos y escribimos Dy = Ds.

Definicién 2.1.9. Un camino de ug a u; en un digrafo D es una sucesion de
vértices uouy - - - uy, de tal manera que us_1u; € E para todot = 1,...,1. Fl
camino es cerrado si ug = u;. En caso contrario, el camino es abierto y ug, uy
son los extremos del camino; ug el extremo inicial y u; el extremo terminal.
La longitud del camino es . Si todos los vértices ug,uq,-..,u; son diferentes
decimos que el camino uguy - - - u; es una trayectoria.

El camino cerrado uguy - - - ujug es un ciclo si los vértices ug, . .., u; son todos
diferentes. Un digrafo es aciclico si no tiene ciclos.

Ejercicio 2.1.10. Todo camino uguq ---u; contiene una trayectoria de ug a
up.

Las siguientes son dos nociones que se desprenden del concepto de longitud
de un camino.

Definicién 2.1.11. Sea D un digrafo y uw,v € V. La distancia entre u y v se
define como la longitud del camino mds corto que existe entre u y v, siempre que
exista un camino de u a v; de no ser ast, la distancia entre u y v serd infinita.
Por otro lado, el diagmetro de D se define como el valor mdzimo de las distancias
entre los vértices del digrafo.
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Observemos que la nocién introducida arriba de distancia entre dos vértices
de un digrafo no es una métrica en el sentido usual, pues no es simétrica. Por
ejemplo, en el digrafo de la Figura 2.1, la distancia del vértice 1 al vértice
5 es igual a 1, pero la distancia del vértice 5 al vértice 1 es igual a 3. El
nombre proviene del concepto de distancia entre los vértices de un grafo G, que
sf representa una métrica en el conjunto de los vértices de G.

La nocioén de conectividad es de principal importancia en la teoria de grafos.
Existen varias formas de extender este concepto fundamental al estudio de
digrafos. A continuacién, presentamos la extension més natural, en el sentido
que traduce muchas propiedades de grafos conexos al contexto de digrafos:

Definicién 2.1.12. Un digrafo D es fuertemente conexo si dados dos vértices
diferentes u y v, existe un camino de u a v. Una componente fuerte de D es
un subdigrafo mazximal con respecto a la propiedad de ser fuertemente conexo.

En otras palabras, un subdigrafo F' es una componente fuerte de D si F' es
fuertemente conexo y no estd contenido propiamente en un subdigrafo fuer-
temente conexo de D. Como un vértice es fuertemente conexo, se deduce que
cada vértice pertenece a una componente fuerte y, por lo tanto, las componentes
fuertes forman una particiéon de los vértices de D.

A diferencia de los grafos, en los digrafos tenemos varias nociones de conec-
tividad.

Definicién 2.1.13. Un semi-camino de uy a u; en un digrafo D es una suce-
ston de vértices uguy - - - uy, de tal manera que uz_1u; 0 ugur_1 pertenece a F,
para todo t = 1,...,1. Decimos que el digrafo D es débilmente conexo si para
cada par de vértices diferentes u y v, existe un semi-camino de u a v.

Claramente, todo digrafo fuertemente conexo es débilmente conexo.

Proposicion 2.1.14. Sea D un digrafo débilmente conexo. Entonces D es
fuertemente conexo si, y solo si, todo arco de D pertenece a un ciclo.

Demostracion. Sea uwv € E. Como D es fuertemente conexo existe un camino
de v a u. Por el Ejercicio 2.1.10, este camino contiene una trayectoria v =
ug - - - u; = u. Luego ug - - - wyv es un ciclo que contiene a uwv.

Reciprocamente, sean w y z vértices diferentes de D. Como D es débilmente
conexo, existe un semi-camino w = wow; - - - w; = 2, de tal manera que w;_qw;
o wyw;_1 pertenece a F, para todo t = 1,...,l. Como wsw;_1 pertenece a un
ciclo entonces existe un camino de w;_; a w; para todo t =1,...,[ y, por lo
tanto, un camino de w a z. Esto demuestra que D es fuertemente conexo. [J

Vamos ahora a presentar algunos tipos de digrafos que aparecen con frecuen-
cia. Comenzamos con el ciclo dirigido y el camino dirigido.
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Definicién 2.1.15. El ciclo dirigido de n vértices C,,, tiene vértices V (Cy,) =
{v1,...,0n} y arcos

E (Cn) = {U1U2a V2V3,...,Un—1Un, Un'Ul} .
El camino dirigido de n vértices P, tiene vértices V (Py,) = {v1,...,vn} ¥
arcos
E(P,) = {v1v2,v203, ..., Up_1vn}

Recordemos que un grafo G consiste en un conjunto V' de vértices y un con-
junto E de pares no ordenados de vértices diferentes, llamados aristas. Veamos
que los grafos se pueden identificar con la clase de los digrafos simétricos.

Definicién 2.1.16. Un digrafo D es simétrico si cada vez que wv € E entonces
vu € E. Un digrafo D es asimétrico si uv € E implica que vu ¢ E.

Sea G un grafo y G* el digrafo simétrico asociado, obtenido a partir de G
al reemplazar cada arista uv de G por un par simétrico de arcos uv y vu. La
funciéon G ~~ G* establece una correspondencia biyectiva entre los grafos y los
digrafos simétricos. De esta manera, podemos identificar los digrafos simétricos
con los grafos.

Ejercicio 2.1.17. Sea D un digrafo. El grafo subyacente al digrafo D, denotado
por U (D), tiene como conjunto de vértices al mismo conjunto de vértices de D,
y uwv es una arista de U (D) si, y sdlo si, uv o vu es un arco de D. Demuestre
que U (G*) = G para todo grafo G y (U (D))" = D para todo digrafo simétrico
D.

Ejercicio 2.1.18. Fl digrafo D es débilmente conexo si, y sdlo si, U (D) es
conezo.

Otra clase de digrafos importantes son los digrafos completos.

Definiciéon 2.1.19. Un digrafo D es completo si para todo par de vértices
diferentes u,v € V se tiene que uv € E o vu € E. El digrafo completo simétrico
tiene ambos arcos wv y vu, para cada par de vértices diferentes u,v € V. Se
denota por K,, cuando tiene n vértices. Un digrafo completo asimétrico se llama
un torneo.

Observamos que todo vértice del digrafo completo simétrico K,, tiene grado
de entrada y grado se salida igual a n — 1. Similarmente, el ciclo dirigido C,
satisface con la propiedad de que todo vértice tiene igual grado de entrada
que de salida, en este caso igual a 1. Mas generalmente, tenemos la siguiente
definicién.

Definicién 2.1.20. Un digrafo D es r-reqular si id (v) = od (v) = r para todo
veV.
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Ejercicio 2.1.21. Si D es r-regular y tiene n vértices entonces D tiene nr

arcos. Mds aiin, el nimero de caminos de longitud k en D es exactamente nr*.

Otra clase de digrafos que son de nuestro interés son los digrafos bipartitos.

Definicién 2.1.22. Un digrafo es bipartito si existe una particion de su con-
junto de vértices en dos conjuntos U y V, de tal manera que cada arco tenga
su vértice inictal en U y vértice terminal en V| o viceversa.

Tenemos una interesante caracterizacion de los digrafos bipartitos en térmi-
nos de sus ciclos.

Proposicion 2.1.23. Un digrafo bipartito no tiene ciclos de orden impar. Si
el digrafo es fuertemente conexo, el reciproco también es cierto.

Demostracion. Supongamos que U y V' es una particion del conjunto de vértices
y v1vg - - - vy un ciclo de D de longitud I. Podemos suponer sin pérdida de
generalidad que v; € U. Entonces v; € U si, y sélo si ¢ es impar. Como v;v;
es un arco de D, v; € V y asi | es par. Reciprocamente, supongamos que
D es fuertemente conexo, no tiene ciclos de orden impar y sean u,v vértices
diferentes de D. Vamos a demostrar que si P es un camino de v a v y () es un
camino de v a u, entonces la longitud de P y @ tienen la misma paridad. Por
el absurdo, supongamos que P y @ tienen diferente paridad, y los elejimos de
forma que la suma de los vértices de ambos caminos es minima. Observamos
que si V(P)NV (Q) = {u, v} entonces PQ seria un ciclo de D de orden impar,
una contradiccién. Asi, existe un vértice w € V (P)NV (Q) diferente a u y a v,
podemos suponer que w es el primer tal vértice cuando recorremos el camino
Q@ de v a u. Como D no tiene ciclos de orden impar, los caminos Q [v,w] y
P [w,v] tienen la misma paridad y, en consecuencia, los caminos P [u,w] y
Q [w, u] tienen paridad diferente, esto contradice la minimalidad de P y Q.
En particular, deducimos que todos los caminos de u a v tienen la misma
paridad. Fijemos ahora un vértice u en D y consideremos los conjuntos

U = {v vértice de D : la longitud de todo camino de u a v es par}

V = {v vértice de D : la longitud de todo camino de u a v es impar}

Entonces U y V es una particién del conjunto de vértices de D y claramente, no
es posible que existan arcos entre vértices de U o entre vértices de V', porque de
lo contrario tendriamos un vértice al que le llegan dos caminos desde el vértice
u con diferente paridad. O

La Proposicién 2.1.23 nos permite determinar, en muchos casos interesantes,
cuando un digrafo no es bipartito; basta con encontrar un ciclo de longitud
par.
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Una familia importante de digrafos bipartitos son los llamados digrafos bi-
partitos completos.

Definicion 2.1.24. Un digrafo bipartito completo D es un digrafo bipartito
con particion de sus vértices en dos conjuntos U y V', de tal manera que para
cada par de vértices u € U y v € V, los arcos uv y vu estin en E(D). Si U
tiene p vértices y V tiene q vértices, entonces lo denotamos por K 4.

Para finalizar esta seccion introducimos tres operaciones entre digrafos rela-
cionadas entre si.

Definicién 2.1.25. El complemento D de un digrafo D es el digrafo que tie-
ne el mismo conjunto de vértices que D; si u,v son vértices diferentes de D,
entonces wv € E (D) si, y sdlo si, wv ¢ E (D).

Definicién 2.1.26. Sean D; y Ds digrafos tales que V (D1) NV (D3) = 0.
Definimos la suma directa D1 & Do como el digrafo que tiene conjunto de
vértices V (D1 @ D2) = V (D1) UV (D2) y congunto de arcos E(D; @ Dg) =
E(Dy)UE (Dy).

El producto completo de Dy y D4, denotado por D1V D, se obtiene a partir
de D1 ® Dy uniendo con un par de arcos simétricos cada vértice de Dy con
cada vértice de Ds.

Las tres operaciones anteriores se relacionan a través del siguiente resultado.

Proposicion 2.1.27. Sean Dy y Ds dos digrafos. Entonces
Dy ® Dy = D1V Dy

Demostracion. Es consecuencia de las siguientes equivalencias:

uv%E(Dl@Dz) S uv € E (D1 @ Ds)
w € K (Dl) UFE (DQ)
uv ¢ E (D1VDy)

O

Otra operacién que sera de gran utilidad en el desarrollo posterior de estas
notas es el digrafo de linea.

Definicién 2.1.28. Sea D un digrafo. El digrafo de linea de D, denotado por
L (D), es el digrafo que tiene como conjunto de vértices a E (D); eziste un
arco en L (D) de uwv a wz si v = w. Los digrafos iterados de linea de D se
definen recursivamente como L' (D) = L (D), y para k > 2 como L* (D) =
L (L1 (D)).
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Ejercicio 2.1.29. Sea D un digrafo. Demuestre:

1. Si D es fuertemente conexo entonces L (D) es fuertemente conexo;
2. Si D es r-regular entonces L (D) es r-regular;

3. Si D tiene un camino no cerrado de longitud 2, entonces L (D) es un
digrafo no-simétrico;

4. Si D tiene n > 3 vértices y es fuertemente conero, entonces LF (D) es
un digrafo no-simétrico para todo k > 1.

2.2. Espectro de un digrafo

Uno de los problemas fundamentales de la teoria espectral de digrafos es
obtener informacioén estructural de un digrafo, a partir del estudio algebraico
de las matrices asociadas. En este trabajo estudiaremos el caso de la matriz de
adyacencia.

Definicién 2.2.1. Sea D un digrafo con conjunto de vértices vi,...,v,. La
matriz de adyacencia de D es la matriz n X n definida por

A=A(D) = (ay),
donde a;; = 1 si existe un arco de v; a vj, y a;; =0 en caso contrario.

Ejercicio 2.2.2. Un etiquetamiento diferente de los vértices de D nos pro-
porciona una matriz de adyacencia de la forma PAPT para alguna matriz de
permutacion P.

Como consecuencia del Ejercicio 2.2.2, podemos definir sin ambigiiedad el
espectro de un digrafo D.

Definicién 2.2.3. El polinomio caracteristico de un digrafo D, denotado por
ép, es el polinomio caracteristico de la matriz de adyacencia A de D. Es decir,

op (2) = det (21 — A)

El espectro del digrafo D es el espectro de la matriz de adyacencia A de D.
Usualmente lo denotamos por o (D). Es decir

O'(D) = {)\1,)\2,...,An}

donde A1, Ao, ..., A\ son los autovalores de A.
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A veces usamos la notacion
o (D) = { A" A8 am )

donde A1, Ao, ..., A\x son los diferentes autovalores de D con multiplicidades
ma, ..., Mk, respectivamente.

Los resultados que presentamos a continuacién son ejemplos ilustrativos de
la conexién que existe entre el espectro de un digrafo y sus propiedades estruc-
turales.

Proposicién 2.2.4. Sea A la matriz de adyacencia asociada a un digrafo D.
Si Ak = (ag?) es la matriz que se obtiene al elevar A a la potencia k € ZT,
entonces al(-? es igual al numero de caminos de longitud k que existen entre el

vértice i y el vértice j.

Demostracion. Procedemos por induccion sobre k. Por la definiciéon de matriz
de adyacencia, el resultado es claro si £k = 1. Supongamos entonces que el
resultado es cierto para k > 1. Como A*t! = AF A tenemos que

aijt = Zal aj= D ay’

I: IjEE

(k)

Por hipétesis inductiva, a;;’ es el nimero de caminos de longitud k entre ¢ y

I, por lo tanto, > aglk) es el nimero de caminos de longitud k + 1 entre ¢ y
I:ljeE
J- O
En particular, si A es la matriz de adyacencia de D, entonces agf ) es igual
al nimero de caminos cerrados de longitud k£ que contienen al vértice i. Por lo
tanto, la traza de A* es el niimero de caminos cerrados de longitud k de D.
Denotaremos por c¢x a este niimero, es decir, ¢ := tr (Ak)

Proposicion 2.2.5. Si A, Ao, ..., A\, son los autovalores de la matriz de ad-
yacencia A asociada a un digrafo D, entonces

En particular,
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Demostracion. Por el Teorema de Schur (Teorema 1.2) A es semejante a una
matriz triangular T' que tiene a los autovalores A1, A, ..., A, sobre la diagonal.

En consecuencia,
n

cp = tr (Ak) =1tr (Tk) = Z)\f
j=1

O

A continuacién presentaremos un teorema cldsico de mucha importancia,
conocido como el Teorema de Coeficientes de Sachs (Teorema 2.2.6). Establece
una interesante correspondencia entre la estructura ciclica de un digrafo y los
coeficientes de su polinomio caracteristico. Fue demostrado independientemente
por Sachs, Mili¢ y Spialter, entre otros (para una breve historia sobre el nimero
de veces que este teorema ha sido descubierto, es interesante leer [8, p. 36]).

Para ello, usaremos el bien conocido teorema de la teoria de matrices, que
expresa los coeficientes del polinomio caracteristico en términos de los de-
terminantes de las submatrices principales: si el polinomio caracteristico de
A€ M,(C) es

$(z) = 2" +ar 2" + a2z 2+ +a,

entonces, para todo 1 < k < n, se tiene que

ar = (=1)" > det(B) (2.1)

Be Ay

donde Ay, es el conjunto de todas las submatrices principales de tamafio k de
la matriz A.

Observamos que cuando A es la matriz de adyacencia de un digrafo D, en-
tonces claramente existe una correspondencia biyectiva entre las submatrices
principales de tamano k de A y el conjunto de subdigrafos inducidos de orden
k de D.

Recordamos que un digrafo lineal es un digrafo 1-regular, es decir, es una
suma directa de ciclos.

Teorema 2.2.6. (Teorema de coeficientes de Sachs) Sea D un digrafo con
polinomio caracteristico

6p(2) =2"+a12" P+ a2 P4t an_12+an
Entonces, para todo 1 < k < n,
ay = Z (_1)comp(L)
LeLly

donde Ly, es el conjunto de todos los subdigrafos lineales de D con exactamente
k vértices y comp(L) es el nimero de componentes de L.
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Demostracion. Sea A la matriz de adyacencia de D. Vamos a comenzar demos-
trando el resultado para k = n. En este caso

an = ¢p(0) = det(—A) = (—1)" det(A)
= (=" Z signo(0)a,¢(1y02,6(2) ** * Gn,o(n)

g€eSy,
= (=" Z signo(o)
oeEX
donde ¥ = {0 € Sy : 01,61)02,0(2) " On,o(n) = 1}. Veamos que podemos
relacionar biyectivamente a ¥ y £,: para ello, si 0 € ¥ entonces a; o(;) = 1
para todo ¢ = 1,...,n, o equivalentemente, v;v,(;) es un arco de D para todo
i = 1,...,n. Por otra parte, cada ciclo de la descomposicién tnica en ciclos

disjuntos de o es de la forma
(i,0(i),0%(3),...,a™ (i)

donde m es el menor entero positivo tal que 6™ (4) = 4. Se deduce entonces que
Vilo () Vo2(d) " * Vom=1(3); Vi

es un ciclo de D de longitud m. De esta manera, a ¢ le corresponde una suma
directa de ciclos disjuntos del digrafo D, esto es, un subdigrafo lineal L € L,,.
La correspondencia o ~» L establece una inyeccién de X en £,,. Veamos ahora
que esta funcion es sobreyectiva. Si L € L,, entonces L es suma directa de ciclos
disjuntos de D. Si

Uiy Vi ** * Vi Uiy

es uno de los ciclos de L entonces consideramos el ciclo de S,
f - (7:177:27 e 7is—17is)

Sea o el producto de los ciclos disjuntos & derivados de los ciclos de L. Entonces
es claro que o ~» L y asi existe una funciéon biyectiva ¥ — L,. En esta
correspondencia, si ¢ ~» L entonces

(—1)"signo (o) = (—1)" ")
donde p (L) denota el nimero de ciclos de longitud par en L. Esto es porque
o es par < p(L) es par
Por otra parte, es facil ver que

n+ p (L) = comp (L) (mod2)
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Asi
a, = (1" > signo(o) = (-1)" Y (-1 = H (—pyeome)

oEX LeLl, LeLl,

El caso general 1 < k < n es, paraddjicamente, una consecuencia de este
caso particular. Veamos por qué: sabemos que

ar =Y (—1)"det(B)

Be Ay

Ahora bien, cada B € A es la matriz de adyacencia de un subdigrafo Dpg
de D obtenido al remover n — k vértices de D y los arcos incidentes a ellos. De
esta forma, el caso anterior demuestra que, para todo B € Ay,

(-1 det(B) = > (=1)cemrB)

LeLy(Dg)

donde L;(Dp) es el conjunto de subdigrafos lineales de Dp con k vértices.
Finalmente,

ar =Y (—1)"det(B)

Be Ay

Z Z (71)comp(L)

BeAy, LeLy(B)

Z (_ l)comp(L)

LeLy

con lo cual concluimos la demostracién. O

Ahora vamos a calcular el polinomio caracteristico de un digrafo que se ob-
tiene a través de la suma directa de otros digrafos.

Proposicién 2.2.7. Sean D1 y Dy dos digrafos. Entonces

¢py@D, = ¢, - PD,

Demostracion. Supongamos que A; y As son matrices de adyacencia de Dy y
Do, respectivamente. Podemos etiquetar los vértices de D1 @ Do de manera que
su matriz de adyacencia tenga la forma en bloques

(A0
A= (% a)
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Luego
. . 2zl — Al 0
¢D1®D2 = det(szA)— 0 zI—AQ
= det (ZI — Al) det (ZI — Ag) = ¢D1 . (,ZSD2
O
En particular, si D es un digrafo con componentes fuertes D1,..., D, en-

tonces es claro que
®p = ¢p, " D, " PD,

Otra operacién (unaria) importante para el desarrollo posterior de este traba-
jo es el digrafo de linea. De hecho, veremos que los polinomios caracteristicos de
un digrafo y su digrafo de linea estdn estrechamente ligados. Antes necesitamos
introducir el concepto de matriz de incidencia de un digrafo.

Definicién 2.2.8. Sea D un digrafo con n vértices y |l arcos. La matriz de
incidencia arco-vértice de D, es la matriz B de tamano I X n cuyo elemento
b-s viene dado por

b — 1 sis=gq, donder =pqe FE
™1 0 sis#gq, donder=pg€e E

La matriz de incidencia vértice-arco de D, es la matriz C' de tamarnio n X1 cuyo
elemento cg estd dado por

|1 sis=p, donder=pgec F
“r=1 0 sis#p, donder =pq € FE

Ejemplo 2.2.9. Si D es el digrafo que aparece en la Figura 2.2
entonces las matrices de incidencia B y C vienen dadas por

1
yC=1 0
0

O = OO
O = O
OO =
_ o O

1
0
0
1

o o= O

Lema 2.2.10. Sea D un digrafo con n vértices y 1 arcos. Sean B y C las ma-
trices de incidencia arco-vértice y vértice-arco de D, respectivamente. Entonces

BC = A(L(D)) y CB = A(D)

Demostracion. Supongamos que i = pq y j = uv son arcos de D. Entonces
el elemento ij de A(L(D)) es 1sig=uy 0siq# u. El elemento ij de la

n
matriz BC' viene dado por ) bj,ck; v, por la Definicién 2.2.8, si ¢ = u entonces
k=1
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Figura 2.2: Digrafo asociado a las matrices B y C

n n
> bikcrj = bigcq; = 1y si g # w entonces Y bipcy; = 0. Esto demuestra que

k=1 k=1
BC = A(L(D)). Anadlogamente se demuestra que CB = A (D).

Ejercicio 2.2.11. Complete la demostracion del Lema 2.2.10.

Lema 2.2.12. Sea B una matriz de tamano Il X n y C' una matriz de tamano

n X I, donde | > n. Entonces

¢pc (2) =2"""¢cp (2)

Demostracion. Consideremos las siguientes identidades de matrices por blo-

ques:
BC 0 I B - BC BCB
cC 0 0 I o C CB
_ I B 0 O
o 0 I C CB
Como la matriz ( ) es invertible, entonces

(F0)-Ge s )

o

y, en COI’ISGCUGDCI& ( C

o

¢ CB

) y ( 0 0 > son matrices semejantes. Esto
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implica que

2" det (2I; — BC) = ‘ ZIZ__CBC z?
_ ZI[ 0
- -C z2I,—-CB

= 2'det (21, — CB)

Por lo tanto,
¢pc (2) =2 "pop (2)
O

Recordemos que el digrafo de linea £(D) de un digrafo D es el digrafo cuyos
vértices son los arcos ei,...,ey, de D, y existe un arco de e; a e; si, y sélo
si, el vértice terminal de e; es igual al vértice inicial de e;. Ahora estamos
en condiciones de relacionar los polinomios caracteristicos de un digrafo y su
digrafo de linea.

Teorema 2.2.13. Sea D un digrafo con n vértices y l arcos. Entonces

dr(p) (2) =2""¢p (2)

Demostracion. Sean By C las matrices de incidencia arco-vértice y vértice-
arco de D, respectivamente. Entonces por el Lema 2.2.10 sabemos que

BC=A(L(D)) yCB=A(D).
Por el Lema 2.2.12, si [ > n entonces

dr(p) (2) = dpc (2) = 21 "o (2) = 2 "¢p (2)

ysin>1,
¢p (2) = dop (2) = 2" 'Ppo (2) = 2" o) (2)

En consecuencia, ¢z(p) (z) = 2 ""¢p (2). O

Vamos a denotar por Nj al nimero total de caminos de longitud £ en el
digrafo D. Por la Proposiciéon 2.2.4, si A es la matriz de adyacencia de D,
Nj; es la suma de todos los elementos que aparecen en la matriz A*. Luego,
si denotamos por sum (M) a la suma de todas las entradas de la matriz M,
entonces tenemos que N = sum (Ak) .

En el siguiente resultado expresaremos la funciéon generatriz de la sucesién
{Ni}>o en términos de los polinomios caracteristicos del digrafo D y de su

complemento D.
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o0

Teorema 2.2.14. Sea D un digrafo y Hp (t) = Y. Nit* la funcion generatriz
k=0

de la sucesion {Nk}kzo de caminos de longitud k de D. Entonces

41
Hp () =+ (_1)"%@(3(13)_1 .

t
Demostracion. Sea A la matriz de adyacencia del digrafo D. Por la Proposicién
2.2.4, Ny = sum (Ak). Por la Proposicién 1.2.17, si [¢] < ﬁ entonces I — tA
es invertible y
(oo} .
_ Adj (I —tA)
ARtE = (T ) = =
Z ( ) det (I —tA)
k=0
Sea A la matriz de adyacencia de D, el complemento de D, y J la matriz con
todos sus elementos igual a 1. Teniendo en cuenta el Ejercicio 2.2.15 y el hecho
de que A = J — I — A obtenemos

sum [Adj (I —tA)] = % [det ((t+1) I +tA) —det (I — tA)]

Luego
Hp(t) = ithk = isum (AF) % = sum iAktk
k=0 k=0 k=0
B Adj (I —tA)\  sum(Adj (I —tA))
B ( det (I —tA) ) B det (I —tA)
1 [det ((t+1) T+ tA) —det (I —tA)]|
St det (I — tA) B
[ adet(-Hlr-A) ]
T L Y ey R 1] -
1, wdp (=5
(T e 1]

O

Ejercicio 2.2.15. Si J € M, es la matriz que tiene todos los elementos iguales
a 1, demuestre que para toda M € M, y cada nimero real x, det (M + zJ) =
det (M) + x - sum (Adj (M)) .

Ahora presentamos una expresién para el polinomio caracteristico del pro-
ducto completo D1V Do, en términos de los polinomios caracteristicos de Dy, Do
y sus complementos.
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Teorema 2.2.16. Sean Dy y Do digrafos conny y na vértices, respectivamente.
Entonces

ép,vp, (2) = (1) ¢p, (2) bp; (-2 —1) +
(=1)" ¢p, (2) pp; (=2 — 1) =
(=)™ g (=2 = 1) ¢ (—2 — 1)

Demostracion. Por el Teorema 2.2.14, la Proposicién 2.1.27 y la Proposicién
2.2.7 tenemos que

1
Hp,ep, (t) = % l(—l)"ﬁnz %D( (;t) L 1] -
1|, nitns PDovD, (%) _
t [< D o (6o () 1} =2

De nuevo por el Teorema 2.2.14 y teniendo en cuenta que

HD1®D2 (t) = HDI (t) + HD2 (t)

se deduce que

_(_t£1l t+1

Igualando esta tultima relacién con la relacién (2.2), sustituyendo f% =

DQN

sustituyendo D; por D; y D; por D;, queda demostrado el Teorema.

2.3. Espectro de algunos digrafos especiales

En esta seccién vamos a estudiar las propiedades espectrales de algunos di-
grafos especiales. Comenzamos con el ciclo dirigido C,, que tiene matriz de
adyacencia

010 - 0
001 - 0
w000 - 0
100 - 0

Entonces el polinomio caracteristico de C,, es ¢¢, = ™ — 1y, en consecuencia,
los autovalores de W son
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27mi

donde w = e™» . Los ciclos dirigidos son un caso especial de los llamados
digrafos circulantes.

Una matriz compleja S de tamano n X n se llama circulante si tiene la forma
siguiente:

S1 52 S3  S4 - Sn

Sn S1 S22 S3 -+ Sp—1

Sn—1 Sn S1 S22 r Sp—2

S Sn—2 Sn—1 Sn S1 e Sn—3
S92 S3 S4 S5 - S1

En otras palabras, la fila ¢ de .S se obtiene a partir de la primera realizando
una rotacién ciclica de ¢ posiciones. Es claro que una matriz circulante queda
completamente determinada por su primera fila (s1,...,Sy).

Proposicién 2.3.1. Los autovalores de una matriz circulante S con primera
fila (s1,...,5n) vienen dado por

n

ZE = Z sjw(jfl)k

Jj=1

27

donde w = e™n

yk=0,...,n—1.

n .
Demostracion. No es dificil ver que S = > stH, donde W es la matriz de
j=1
adyacencia de C), que tiene autovalores

2mi

donde w = e™n . Como S = p(W), donde p es el polinomio p(z) = $1 + s22 +
<4 8,271 se deduce que los autovalores de S son

ZE =P (wk) = 51 + sow® + s3w?* 4+ -+ + s, wVE

para k =0,...,n — 1, como queriamos demostrar. O

Proposicion 2.3.2. El espectro del digrafo completo simétrico K,, es

n—1 -1
"(K")_( 1 n—1>
Demostracion. K, es un digrafo circulante con primera fila (0,1,1,...,1). Asf,

por la Proposicién 2.3.1, los autovalores de K,, son

2z, = wF 4w 4 (DR
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donde £k =0,...,n— 1. Como
1+wk+w2k++w(n71)k):0

para todo k =1,...,n—1, obtenemos que —1 es un autovalor de multiplicidad
n — 1. Finalmente, zo =1+ 1+ --- 4+ 1 =n — 1 tiene multiplicidad 1. O

Observamos que en los digrafos circulantes el grado interior y exterior de
todos los vértices coincide. Mas generalmente, recordemos que un digrafo se
dice que es r-regular, si el grado interior y exterior de todos los vértices es igual
a 7. Por ejemplo, el ciclo dirigido C,, es un digrafo 1-regular mientras que el
digrafo completo K,, es un digrafo (n — 1)-regular.

Proposicién 2.3.3. Si D es un digrafo r-regular entonces:
1. r es un autovalor de D con autovector correspondiente e = (1,. .., 1)T;
2. || < r para todo autovalor A de D.

3. Si D es fuertemente conexo entonces r es un autovalor simple de D.

Demostracion. 1. Sea A = (a;;) la matriz de adyacencia de D. Como D es
r-regular, la suma de los elementos de cada fila de A es igual a r. Luego,

T

.
Ae = E alj,g a2j,...,g Gnj =(r,r,...,r) =re
J J J

2. Supongamos que Az = Az, donde z # 0. Sea z; la componente de z de
maxima longitud. Entonces

REA [Azj] =

E :ajpzp
p

= Zajp |2p| < (Z%‘;;) |21
p P
= 7]zl

Como |z;| # 0 concluimos que |\ < r.

3. Las dos primeras partes de la proposiciéon demuestran que r es el radio
espectral de D. Como D es fuertemente conexo entonces la matriz de adyacencia
de D es irreducible y asi, por el Teorema de Perron-Frobenius,  es un autovalor
simple de D. O

Existe una relacién estrecha entre el espectro de un digrafo regular D y el
espectro de su complemento D.
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Teorema 2.3.4. Sea D un digrafo r-reqular con n vértices. Entonces

nZz—m+r+1
=(z)=(-1) —— —z—1
op(2) = ()" T g (<2 - )
En particular, si A1, ..., A son los autovalores de D, entonces los autovalores
de D sonn—r—1y—-XM\—1,...,=\, —

Demostracion. Como D es un digrafo r-regular con n vértices, entonces Ny =
nrk. Luego, si |t| < 1

:’;)thk an 17%

Por la Proposicién 2.3.3, si A es la matriz de adyacencia de D entonces r =
p (A). Por lo tanto, si [t| < L se deduce del Teorema 2.2.14 que

n (—1)" (t)_l

Sustituyendo —m = z en esta ultima expresion obtenemos el resultado.
La segunda parte es consecuencia inmediata de la primera. O

La expresion para el producto completo de digrafos regulares dada en el
Teorema 2.2.16 toma una forma mucho mas simple.

Corolario 2.3.5. Sea Dy un digrafo ri-regular con ny vértices y Do un digrafo
ro-reqular con ny vértices. Entonces

(@ —711) (x —12) dp,vD, (2) = ¢, (2) o, (2) [(2 —11) (2 — 12) — nana].

Demostracion. Esto es consecuencia inmediata del Teorema 2.2.16 y el Teorema
2.3.4. O

Ejemplos importantes de digrafos regulares son los digrafos fuertemente re-
gulares. Un digrafo D es fuertemente regular con pardmetros (n,k,t, A\, u) si
satisface las siguientes condiciones:

1. D tiene n vértices;
D es k-regular;

Cada vértice es extremo de t arcos simétricos;

Ll

Para cada par de vértices diferentes u y v, el nimero de caminos de
longitud 2 desde u hasta v es A si hay un arco desde u hasta v, y es u si
no hay un arco desde u hasta v.
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°* < > o
\ /“
o e—— po
v/ \
o< » ©

Figura 2.3: Digrafo fuertemente regular

La Figura 2.3 muestra un ejemplo de un digrafo fuertemente regular con
pardmetros (6,2,1,0,1).

Proposicion 2.3.6. Sea A la matriz de adyacencia de un digrafo D. Entonces
D es fuertemente regular con pardmetros (n,k,t, \, i) si, y sdlo si, A satisface

A =JA=kJ y A2 =tI + XA+ pu(J -1 A) (2.3)

donde I,, es la matriz identidad y J es la matriz que tiene todos sus elementos
igual a 1.

Demostracion. Supongamos que D es fuertemente regular con pardmetros (n, k, t, A\, p).
Como D es k-regular entonces la suma de los elementos de cada fila y cada
columna de A es igual a k, y esto equivale a que AJ = JA = kJ. Por otra par-
te, sean v;, v; vértices de D. Teniendo en cuenta la Proposicién 2.2.4, tenemos
los siguientes casos: (a) i # j y existe un arco de v; a v; :
t]ij -‘r)\Aij +,U(Jij —I;; —Aij) = t0+>\1+,u(1 -0 - 1) =
_ _ (A2
= A= (A )ij
(b) i # j y no existe un arco de v; a v; :
tIij +)‘A2J +M(Jij —1;; —Aij) = t0+)\0+u(1 —O—O) =

= Ku= (AQ)U



56 CAPITULO 2. TEORIA ESPECTRAL DE DIGRAFOS

(c)i=3j:

thii + M + p(Jis — Lii — Ay) = 1+ A0+ p(1-1-0) =
- t:(AQ)m‘

Asi,
A2 =tI+ AA+p(J —1—A)

Reciprocamente, supongamos que A satisface (2.3). Como mencionamos an-
tes, la condiciéon AJ = JA = kJ implica que la suma de todos los elementos de
las filas y las columnas de A es igual a k, y esto equivale a que D es un digrafo
k-regular. Ahora, el nimero de arcos simétricos incidentes al vértice v; viene
dado por (AQ)ii. Luego paracadat=1,...,n

(A2),, = thi + M + p (Jig — L — Aii) =t
Ademés si ¢ # j, el nimero de caminos de longitud 2 de v; a v; viene dado por

(AQ) i’ Si existe un arco de v; a v; entonces

)

(A4%),, = thj+ My +p(Jy — Lij — Ayj)
PO+ AL +pu(l—0—1) =2\

Si no existe un arco de v; a v; entonces

(Az)ij = thij + Ny + p(Jij — Lij — Aij)
10+ A0+ p(1—0-0)=p

Asi, D es un digrafo fuertemente regular con pardmetros (n, k, ¢, A, u). O

Recordemos que si D es un digrafo entonces el complemento D de D es el
digrafo que tiene el mismo conjunto de vértices que D, y ademads, uv es un arco
de D si, y s6lo si, uv no es un arco de D.

Proposicién 2.3.7. Si D es un digrafo fuertemente regular con pardmetros
(n, k,t, \, u) entonces D es un digrafo fuertemente regular con pardametros (n, k', ', N, '),
donde

E = (n—2k)+(k-1)
' = (n—-2k)+(t-1)
N o= (n—2k)+ (u—2)
o= (n—2k)+ A
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Demostracion. Sea A la matriz de adyacencia de D. Entonces A satisface las
condiciones dadas en (2.3). Si A es la matriz de adyacencia de D entonces

A=J-1-A

Es fécil verificar que - -
Al=JA=(n—-k-1)J

(A)? =T+ NA+ 4 (J—1—A)
El resultado se deduce ahora aplicando la Proposicién 2.3.6. O

Vamos a caracterizar aquellos digrafos fuertemente regulares que tienen el
pardmetro g = 0.

Proposiciéon 2.3.8. Sea D un digrafo fuertemente regular con pardmetros
(n,k,t, A\, p). Entonces i = 0 si, y sélo si, D es suma directa de kLH copias del
grafo completo Kyy1.

Demostracion. Es claro que si D es suma directa de copias de grafo completos
entonces 4 = 0. Reciprocamente, supongamos que p = 0. Sea A la matriz
de adyacencia de D. Como D es k-regular, sabemos por la Proposicién 2.3.3
que k es un autovalor de A con autovector asociado e = (1,..., 1)T. Por la
Proposicién 2.3.6,

A2 =tI+)\A

y, en consecuencia, k (k — ) =t. Como k— X > 0 entonces t > k,yasit=ky
A =k —1. En particular, D es un grafo. Sean v y v vértices en una componente
conexa de D. Entonces existe un camino uw; - - - v. Como u y wy son adyacentes,
existen k — 1 vértices comunes a u y wi. Si w; # v entonces el grado de w;
seria k 4+ 1, una contradiccién. Por lo tanto, cualquiera dos vértices en una
componente conexa de D son adyacentes, es decir, cada componente conexa de
D es Ki41. O

Pasamos ahora a calcular el espectro de un digrafo fuertemente regular. Asu-
mimos desde ahora en adelante que u > 0.

Proposicién 2.3.9. Un digrafo fuertemente regular D con pardmetros (n, k, t, A, i)
tiene autovalores k,

=5 [0 =+ Y= e

N =

[(A—u)—\/(k—u)2+4(t—u)]
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El autovalor k tiene mutliplicidad 1 y los autovalores 61 y 05 son niumeros
racionales de multiplicidad

_k‘+(’l’L—1)92 _k—i—(n—l)@l

= 91—92 yme = 01_92

respectivamente. Sit > 0 y D no es completo entonces los autovalores 61 y 02
son numeros enteros.

Demostracion. Sea A la matriz de adyacencia de D. Como p > 0 entonces A es
irreducible y asi, por la Proposicién 2.3.3, k es un autovalor de D con multipli-
cidad 1 y autovector asociado e = (1, ..., 1)T, es decir, Ae = ke. Sustituyendo
en la relacién 2.3, obtenemos la relacién

2+ (u—Nk+(u—1t)=pun (2.4)

Por otra parte, supongamos que 6 es un autovalor de D distinto a k, con
autovector asociado v. Entonces v y k son ortogonales y, en consecuencia, Jv =
0. Sustituyendo de nuevo en (2.3), teniendo en cuenta que Av = vy Juv =0
obtenemos la relacion

02+ (u—NO0+(u—1t)=0

concluyendo asi que los otros dos autovalores de D son

=5 [+ O -] (25)

1

=5 |- = i) (2.6

Supongamos ahora que m; y mo son las multiplicidades de 81 y 602, respec-
tivamente. Entonces por la Proposicién 2.2.5 tenemos que

k+mi101 +meoby =0 (27)

y ademds, mj +mq = n—1. Ahora sustituyendo (2.5) y (2.6) en (2.7) deducimos

0= 2%+ (A1) (n— 1) + (m1 —ma) /(A — > + 4t — )

En particular, \/()\ —p)? +4(t—p) € Qy asi, 1 y 63 son ntimeros racionales.

Supongamos que (A — ,u)2 +4(t —p) # d?, donde d es un entero positivo.
Entonces
0=2k+A—p)(n—1)
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luego,

1
k=g5m-1k-A)=sn-1
Surgen dos casos: (a) u — A = 2 y entonces k = n — 1, esto implica que D es
completo. (b) p— A =1y entonces n = 2k 4+ 1. Por la relacién (2.4)

k(k+1—2p) =t

Como t < k entonces t = 0. Esto demuestra que si t > 0 y D no es completo
entonces (A — p)> + 4 (t — p) = d? para algin entero positivo d, y asf 61 y 65
son numeros enteros.

Finalmente, de las relaciones

k —+ m191 + m202 = 0
mi+me = n—1
deducimos facilmente que m; = —% v mg = %. O

Asi, sabemos que los digrafos fuertemente regulares tienen tres autovalores.
El reciproco es cierto para digrafos simétricos regulares.

Proposicion 2.3.10. Un grafo regular conexo D con tres autovalores diferen-
tes es fuertemente regqular.

Demostracion. Supongamos que D tiene n vértices y regularidad k. Sea A la
matriz de adyacencia de D. Como D es un grafo entonces A es simétrica y el
polinomio minimal de A tiene la forma

q(x) = (x = k) (x = 601) (x — 02)

donde k es la regularidad de D. Llamemos p (x) = (z — 61) (x — 62). Entonces
(A—EI)p(A) =01y asi, cada columna de p (A) pertenece al nicleo de A—kI,,.
Como D es conexo y regular entonces el nicleo de A — kI, estd generado por
e=(1,...,1)". Luego cada columna de p (A) tiene todos sus elementos iguales
y, al ser p (A) una matriz simétrica, p (A) = rJ para algin ndmero real r. Es
decir,

A2 — (91 + 92) A + 0192[ =rJ

Ahora, como A tiene tres autovalores diferentes, D no es completo. Sean v; y v;
(¢ # j) vértices no adyacentes de D. Entonces las posiciones i, j de las matrices
A, I, y J son respectivamente 0,0 y 1. Luego

(AQ)ij =r
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es decir, el niimero de caminos de longitud 2 entre dos vértices no adyacentes
es . Supongamos ahora que v; y v; (i # j) son vértices adyacentes. En este
caso la posicién i,j de A, I, y J son 1,0 y 1 respectivamente. Luego

(4%),, = (01 +02) + 7
Por otra parte, la posicién 4,7 de A, I, y J son 0,1 y 1. Luego
(Az)” =Tr— 0102 =k

lo que implica que r = k + 6160. En consecuencia, D es un digrafo fuertemente
regular con pardmetros (n,k, k, 61 + 02 + k + 0102,k + 01605). O

Ahora pasamos a estudiar el polinomio caracteristico de los digrafos biparti-
tos.

Proposicion 2.3.11. Si D es un digrafo bipartito entonces su polinomio ca-
racteristico tiene la forma

3]
Op(2) = 2"+ bz (2.8)
k=1

donde los by, son enteros para todo k=1,.. ., [%] Si D es fuertemente conexo
entonces el reciproco también es cierto.

Demostracion. Si D es un digrafo bipartito entonces, por la Proposicién 2.1.23,
D no tiene ciclos de orden impar. Esto implica que £ = () cuando k es impar,
porque si L es un subdigrafo lineal de orden k, entonces L es suma directa
de ciclos Lq,...,L, de D de longitudes li,...,l,, respectivamente, tales que

> 1; = k. Si k es impar, entonces algin ciclo L; tiene orden impar, una con-
i=1
tradiccién. Por el Teorema 2.2.6, si

n
Op(2) =2"+ Zakznfk
k=1

el coeficiente ay de ¢p (z) viene dado por

ap = Z (—1)®)

LeLy

y asi, ar = 0 para todo k impar.
Reciprocamente, sea D un digrafo fuertemente conexo con polinomio carac-
terfstico (2.8). Supongamos que D tiene un ciclo de longitud impar, y sea g
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la menor longitud de un ciclo impar de D. Entonces £, consiste en todos los
g-ciclos de D y, en consecuencia, el coeficiente que acompana a 2"~ 9 en el
polinomio caracteristico de D es

ag = Z (_1)c(L) = — {# de g-ciclos de D} # 0
LEL,

Esto es una contradiccién. Por lo tanto, D no tiene ciclos de orden impar vy,
por la Proposicién 2.1.23, D es un digrafo bipartito. O

Como consecuencia de este resultado podemos caracterizar los digrafos bi-
partitos como aquellos que tienen el espectro simétrico con respecto al origen,
es decir, A es un autovalor si, y sélo si, —\ es un autovalor.

Proposicion 2.3.12. El espectro de un digrafo bipartito es simétrico con res-
pecto el origen. Si D es fuertemente conexo, el reciproco también es cierto.

Demostracion. Si D es un digrafo bipartito entonces por la Proposicién 2.3.11,
el polinomio caracteristico de D tiene la forma

o (2) = 27Q (%)

donde @ es un polinomio ménico con coeficientes enteros y p = 0 o 1, depen-
diendo si el nimero de vértices es par o impar. En cualquier caso, es claro que
A es una raiz de ¢p (z) si, y sblo si, —\ es una raiz de ¢p (2).

Reciprocamente, supongamos que D es un digrafo fuertemente conexo con
espectro simétrico con respecto al origen. Entonces

op(z) =2" (22 = A7)+ (2* = A2)

donde r, s son enteros no negativos. De aqui se sigue facilmente que ¢p (2) tiene
la forma dada en (2.8), y por la Proposicién 2.3.11, concluimos que D es un
digrafo bipartito. O

Recordemos que K, , es el digrafo bipartito completo.

Proposicién 2.3.13. El espectro de K, , es

= (T e )

Demostracion. Podemos ordenar los vértices de K, , de manera que la matriz

de adyacencia sea
0 J
(7 )
JT 0y
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donde J es la matriz p x ¢ con todos sus elementos igual a 1, 0,x, es la matriz
nula de tamafo p X p y Oyxq s la matriz nula de tamaiio ¢ x ¢g. Observamos
que el rango de A es igual a 2, por lo tanto, la multiplicidad geométrica (igual
a la multiplicidad algebraica porque A es simétrica) del autovalor 0 es igual a

dimKer (A)=p+q—2

Es decir,
6p (2) = 27172 (2% + )

y ahora por el Teorema 2.2.6, ¢ = — {# de arcos simétricos de K, ,} = —pg.
Asi concluimos que

¢p (2) = 2772 (2 = /pq) (2 + V/pa)
O

2.4. Cotas para el radio espectral de un digrafo

El radio espectral de un digrafo D, denotado por p = p(D), es el radio
espectral de la matriz de adyacencia de D, es decir,

p=p (D) =méix{|z| : z es un autovalor de D}

donde |z| es el médulo del niimero complejo z.

En esta seccion presentamos algunas cotas para p. Para empezar, interpre-
temos el Teorema 1.2.23 cuando A es la matriz de adyacencia de un digrafo
D.

Teorema 2.4.1. Sea D un digrafo con conjunto de vértices {v1,...,v,}. En-
tonces
in {od (vi)} < p(D) < méx {od (vi)}
Y
oo {id (v)} < p (D) < mdx {id (v)} -
Demostracion. Para cadai=1,...,n
n
od (vi) = z; [Al;;
j=

yparacada j=1,...,n

El resultado se obtiene ahora aplicando el Teorema 1.2.23. O
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Collatz and Sinogowitz [5] demostraron que si G es un grafo con n vértices
y m aristas entonces el radio espectral de G satisface p (G) > QT’" Mas atn,
la igualdad se verifica si, y sélo si, G es un grafo 27m-regular. A continuacién
presentaremos una generalizacién de este resultado.

Teorema 2.4.2. Sea D un digrafo normal con n vértices y a arcos. Si p es

el radio espectral de D entonces p > 1. Ademds, p = 5 si, y s6lo si, D es un

n
digrafo -regular.

Demostracion. Sea A = (a;;) la matriz de adyacencia del digrafo D. Por la
Proposicion 1.4.17,

1 a
|HA|||2Z\/? ZZJ:%' = (2.9)
y como A es normal, se sigue del Ejercicio 1.2.12 que
a
p=llAlll, 2 2

Para ver la segunda parte, si D es un digrafo >-regular entonces por la Pro-
posicién 2.3.3, p = 7. Reciprocamente, si p = 7 entonces de la desigualdad
(2.9),

a 1
=2 —1lAlll. = = ii 2.10
p= g =Ml =515 e (2.10)

y como A es no-negativa, por la Proposicién 1.4.17, la suma de las filas y las
columnas son iguales a k. Pero entonces de la relacién (2.10),

y ast D es un digrafo &-regular. O

Ejercicio 2.4.3. Obtenga como caso particular del Teorema 2.4.2 el Teorema
de Collatz y Sinogowitz.

El Teorema 2.4.2 no es cierto para digrafos en general.

Ejemplo 2.4.4. Fl digrafo fuertemente conexo Dy en la Figura 2.4 tiene 9
arcos y 4 vértices. El radio espectral de Dy es p(D1) = 2,2340 < % = 2,25.

Ejercicio 2.4.5. Demuestre que si D es un digrafo con n vértices y ca caminos
cerrados de longitud 2 entonces, p (D) > 2.
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Figura 2.4: El digrafo D satisface p (D;) <

a
o

2.5. Digrafos con pocos autovalores

Vamos a estudiar en esta seccién aquellos digrafos que tienen a lo sumo tres
autovalores. Primero observamos que si D es aciclico entonces el polinomio
caracteristico de D es ¢p (z) = 2™ y, en consecuencia, D tiene un sélo autovalor
(el cero). El reciproco también es cierto.

Proposicién 2.5.1. Un digrafo D tiene un sélo autovalor si, y solo si, D es
aciclico.

Demostracion. Supongamos que D tiene un sélo autovalor A. Por la Proposicion
225, A =0y asi, ¢p(z) = z". Si D tiene un ciclo, sea g la longitud mds
pequena entre todos los ciclos de D. Entonces el conjunto de subdigrafos lineales
de D con g vértices esta formado por ciclos de D de longitud g. En consecuencia,
el coeficiente a, del polinomio caracteristico de D viene dado por el Teorema

2.2.6,
comp(L
ag =y (-
LeLl,

es exactamente el — {ntimero de ciclos de longitud g de D}, claramente dife-
rente de cero. Esto implica que D es aciclico. O

Ejercicio 2.5.2. Demuestre que un grafo G tiene un solo autovalor si, y solo
si, G es el grafo discreto.

,Qué ocurre si D tiene exactamente dos autovalores diferentes? Si D es un
digrafo fuertemente conexo con n vértices, entonces el Teorema de Perron-
Frobenius 1.4.14 nos garantiza que el radio espectral p es un autovalor positivo
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simple. Esto implica que el otro autovalor, 3, de D tiene multiplicidad algebrai-
ca igual a n — 1. Como la suma de los autovalores es igual a cero, deducimos

que 3= —p/(n — 1).

Teorema 2.5.3. Sea D un digrafo fuertemente conexo con n vértices. Si D tie-
ne solo dos autovalores diferentes, entonces D es el digrafo completo simétrico
con n vértices K, .

Demostracion. El caso n = 2 es trivial, asi supongamos que n > 3. Claramente,
el radio espectral p de D satisface

p<p(Ky)=n—1

Demostraremos que p = n — 1. Supongamos por el absurdo que p < n — 1.
Entonces existe un entero suficientemente grande k > 0 tal que

k
1
P <
(n—1> n—1

Esto implica que p* < (n—1)¥=1. Por otra parte, se desprende de la Proposicién
2.2.5 que

P (= 1P+ (~DF) = ex(n— )F

Luego (n— 1)1 divide a p* ((n — 1)*=* + (=1)*). Como (n—1)*"1+(-1)* y
(n—1)*~1 son enteros consecutivos, (n—1)*~! divide a p* y asi (n—1)F¥~1 < pk,
lo que es contradictorio.

Por lo tanto, si un digrafo fuertemente conexo con n vértices tiene sélo dos
autovalores distintos, entonces su espectro es igual a

o(D) = ( ”Il -1 > (2.11)

n—1
En consecuencia, el polinomio caracteristico de D estd dado por
¢p(2) = (z—(n—1)) (z+1)" "

El coeficiente de 2”72 es igual a —@ pero también tiene que ser igual a
—F. Asf, o = n(n + 1) y, en consecuencia, D = K. O

Recordemos que si D es un digrafo con polinomio caracteristico ¢p(z) y
si e es un arco de D que no es parte de un ciclo, entonces el Teorema 2.2.6
implica que el polinomio caracteristico de D1 = D — {e} es también ¢p(z).
Podemos continuar este proceso eliminando todos aquellos arcos de D que no
pertenecen a ciclos hasta obtener un digrafo D en que todo arco, si existen, es
parte de un ciclo y ¢p(z) = ¢5(2). El digrafo resultante D es la suma directa
de Dq,..., Dy, las componentes fuertes de D, y

¢p(2) = ¢5(2) = ép, (2) - ép, (2) - - -+ ¢, (2) (2.12)
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Corolario 2.5.4. D tiene n vértices y exactamente dos autovalores diferentes,
st, y solo si, modulo arcos que no pertenecen a ciclos,

D=K, oK. &...0K,

= —copias
donde r es un divisor de n.

Demostracion. Si D tiene exactamente dos autovalores diferentes entonces por
el Proposicién 2.2.5, ambos son diferentes de cero. Manteniendo la notacién
anterior, deducimos de (3.1.7) que cada D; tiene exactamente dos autovalores
diferentes y del Teorema 2.5.3, que D; = K, para todo ¢ =1,...,s. En otras
palabras, R

D=K, K, &.. K,

s—copias

yn=rs. O

En particular, si D es un digrafo con p vértices, p un ntmero primo, y
exactamente dos autovalores diferentes, entonces D = K,.

Ejercicio 2.5.5. Demuestre que un grafo G con n vértices tiene exactamente
dos autovalores si, y solo si,

G=K, oK, .. oK,

n_ .
™ —copias

donde r es un divisor de n.

Vamos ahora a examinar los digrafos con exactamente tres autovalores. De-
notamos por {2 al conjunto de todos los digrafos fuertemente conexos con exac-
tamente 3 autovalores diferentes. Como podemos ver en la Proposicién 2.3.9,
ejemplos de digrafos en §2 son los digrafos fuertemente regulares, que son digra-
fos reales en el sentido que todos sus autovalores son niimeros reales (de hecho,
sus autovalores son ntmeros enteros). Otra clase de digrafos reales son los di-
grafos bipartitos en 2. Recordamos que un digrafo es bipartito si el conjunto
de vértices se puede partir en dos conjuntos U y V' de tal manera que todo arco
tiene vértice inicial en U y vértice terminal en V', o viceversa.

Proposicién 2.5.6. Supongamos que D € ) tiene n > 3 vértices y k arcos
stmétricos. Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. D es un digrafo bipartito;

2.0(D):<\{E 0, _1@>;
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3. ¢p(2) = 2" — k"2,
Mds ain, k > 2.

Demostracion. 1. = 2. Deducimos del Teorema de Perron-Frobenius 1.4.14
que el radio espectral p de D es positivo y tiene multiplicidad 1. Como D es
bipartito, por la Proposicién 2.3.12, su espectro es simétrico con respecto al
origen. Luego, —p es también un autovalor de multiplicidad 1 y asi el otro
autovalor tiene que ser cero, con multiplicidad n — 2. Por otra parte, de la
Proposicién 2.2.5,
o = p? + p?

y ahora usamos el hecho de que k = %.

2. = 3. Es trivial. 3. = 1. Es consecuencia directa de la Proposicién 2.3.11.

Finalmente, supongamos que k = 1. Observamos primero que D no tiene
ciclos de orden impar porque es bipartito (Proposicién 2.1.23). Mds atn, por
el Teorema 2.2.6, D no tiene ciclos de orden par (excepto el arco simétrico),
porque no tiene pares de arcos simétrico independientes. Por lo tanto, D tiene
un tnico ciclo (de longitud 2) y como es fuertemente conexo, tiene que ser Ko,
una contradiccién ya que n > 3. O

Recordemos que el didmetro de un digrafo D viene dado por
diam (D) = méx {d (u,v) : u y v recorriendo los vértices de D}

Proposicién 2.5.7. Si D € Q es bipartito entonces diam (D) < m — 1, donde
m es el grado del polinomio minimal de la matriz de adyacencia de D.

Demostracion. Por la Proposicién 2.5.6, ¢p (z) = 2™ — kz"~2 donde k es el
nimero de arcos simétricos. Entonces el polinomio minimal tiene la forma
pp (2) = 2™ — k2™~2 donde m > 3. En particular,

A™ = kA™ 2 (2.13)

Supongamos que existen vértices u,v de D tales que la distancia entre ellos es

s > m. Entonces por la Proposicion 2.2.4, el elemento aq(fv) de la matriz potencia
A? es diferente de cero 'y aSﬁ,) = 0 paratodo 1 < k < s—1. Luego por la relacién

(2.13) y el hecho de que s —m > 0, deducimos que A% = kA*~2. Esto es una
contradiccién porque a&i} #0y a,(ﬁ)_z) =0. O
Ejercicio 2.5.8. Un grafo bipartito G con n vértices tiene tres autovalores si,

y sélo si, G es suma directa de K,, s, (r;s; =m para todoi) yn—> (r;+5;)
vértices aislados.

Vamos a ver ahora ejemplos de digrafos no-simétricos fuertemente conexos
con tres autovalores.
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Figura 2.5: D,, 1

Ejemplo 2.5.9. Sea k > 2 un entero y n un entero par tal que n > 2k.
Entonces existe D, € € bipartito y no-simétrico, con n vértices y k arcos
simétricos. De hecho, consideremos el digrafo que mostramos en la Figura 2.5

Etiquetamos en negritas los arcos simétricos 1,2,... . k — 1, k. Como todo
arco de Dy, j, pertenece a un ciclo, entonces D, j, es fuertemente conezo (Pro-
posicion 2.1.14). Por otra parte, es claro que n = 2m + 2k — 4. En la tabla
podemos ver la estructura ciclica de Dy, .

2|4 6 <o | 2m 2m+2 | 2m+4+4 | -+ | 2m+ 25

klk—-1|k=1]--- | k—=1|k—-2 k—3 e k=g —1

n
1

Ezxisten k ciclos de longitud 2, k — 1 ciclos de longitud 2t para 2 <t < m, y
k —j—1 ciclos de longitud 2m + 2j para 1 < j < % Observemos que todo
ciclo de D, j, contiene el vértice v, excepto por el ciclo de longitud 2 indicado
por 1 en la figura. Para un entero r > 2, sea L5, el conjunto de elementos de
Lo que no son ciclos y Cop el conjunto de ciclos de longitud 2r. Entonces todo
elemento de L3, es una suma directa de 1 y un ciclo de longitud 2r — 2 que
no contiene un vértice terminal de 1. No es dificil ver que |L5.| = |Car|. En
consecuencia, para v > 2 el coeficiente aa, del polinomio caracteristico de D, i,

i a2r = Z (—1)C(L) = Z (_1)C(L) + Z (_l)c(L)

l€Loy leLs, leCay
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BRI

Figura 2.6: Caso impar

Como todo elemento de L3, tiene dos componentes y todo elemento de Cay
tiene una componente, deducimos que ag, = |L5.| — |Cor| = 0. Por lo tanto,
¢p (2) = 2" — 22""2 y asi termina la demostracion.

Ejemplo 2.5.10. El Ejemplo 2.5.9 lo podemos modificar para incluir el caso
n impar. En este caso consideramos el digrafo que aparece en la Figura 2.6:

En el caso de grafos bipartitos con 3 autovalores, la matriz de adyacencia es
diagonalizable y, en consecuencia, el polinomio minimal tiene grado 3. Por lo
tanto, el didmetro es estrictamente menor que 3, lo que obliga al grafo a ser
una suma directa de grafos bipartitos completos (ver Ejercicio 2.5.8). Cuando
trabajamos con digrafos no-simétricos, el polinomio minimal puede tener grado
muy alto. Un digrafo D es no-derogatorio si up = ¢p, donde up denota el poli-
nomio minimal de D. Demostraremos a continuacién que los digrafos bipartitos
no-simétricos {D,, 1} C € introducidos en el los Ejemplos 2.5.9 y 2.5.10, son
digrafos no-derogatorios.

Proposicién 2.5.11. D, es no-derogatorio para todo n y k.

Demostracion. Demostraremos el resultado cuando n es par, el caso impar es
similar. Consideremos el digrafo D,, j con el etiquetamiento de los vértices como
aparece en la Figure 2.5. Como el polinomio minimal u de D tiene la forma
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w(z) = 2™ — kz™=2 para algin 3 < m < n, es suficiente con demostrar que
AT £ A3 (2.14)

donde A es la matriz de adyacencia de D. Sean « y (3 las (n,n — 1)-entradas
de A" ! y A"3 respectivamente. Demostraremos que o > kB + 1 lo que
implicard (2.14). Recordemos que « (respectivamente, 3) representan el niimero
de caminos de longitud n — 1 (respectivamente, n — 3) de D que van del vértice
n hasta el vértice n — 1. Sea 7 el camino de longitud n — 3 desde n hasta n — 1.
Observamos que el camino 7 tiene que atravesar el vértice v por lo menos una
vez. La primera vez que pase por v, insertamos en 7 el camino de longitud 2

v,m—+ 2i,v

paracadai =0,...,k—2 , obteniendo k — 1 diferentes caminos 7y, ..., mx_1 de
longitud n — 1 desde n hasta n — 1. Un camino mas 7 de longitud n — 1 desde
n hasta n — 1 podemos obtener a partir de 7 insertando el camino de longitud
2

n,1,n

en el vértice inicial n de 7. Observamos que, en cada uno de estos k caminos,
existe un vértice que es atravesado por lo menos dos veces. Como el camino

vy=(n,1,2,...,n—2,n — 1) que pasa a través cada vértice de D exactamente
una vez tiene longitud n — 1, tiene que ser diferente de todos los 71, ..., 7k, ¥y,
en consecuencia, a > k3 + 1, lo que termina la demostracién. O

A diferencia de los grafos bipartitos, no parece facil encontrar un teorema de
estructura para los digrafos bipartitos en 2. Construiremos a continuacién una
nueva familia {F,} de digrafos bipartitos en © donde k = 2, con estructura
diferente a {D,, 2 }.

Ejemplo 2.5.12. Para cada n > 9 consideremos el digrafo E, que parece en
la Figura 2.7.

Entonces E,, es un digrafo bipartito no-simétrico en €2 con n vértices y k = 2.
Lo demostraremos para n par, cuando n es impar la demostracion es similar.
Primero observamos que todo ciclo de E,,, diferente a los arcos simétricos, pa-
san a través del vértice etiquetado en la Figura 2.7 como n—2. En consecuencia,
ninguno de estos ciclos son independientes. Por lo tanto, podemos describir los
subdigrafos lineales dirigidos de E, como sigue:

L, = 0
Ly = {Ch2,Chgs®C,Cr_y®Cs,Cri®Co® s}

n—=_8

Para cada j =2,...,%5

Crn—2j,Cn_2j,Cn_2j_2® C2,Cp_2j_2® Co,Cp_a;j_2 @ Co,
Cn—2j—1 8 Co® Oy

Ln_9j =
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n-2
L]
n-1 n
. i
e —Ph o —Pp 06 —Pp 0o —Pp o o —Pp o —Pp o —Ph 0o —Pp o
1 2 3 4 5 n-7 n-6 n-5 4 n-3
E :npar

Figura 2.7: Digrafo no-simétrico con 3 autovalores

Le = {C6,Cs,C4 @ Cy,Cq @ Ca}
Ly = {C4,CodCy}
Ly = {05 Co}

Deducimos del Teorema de los coeficientes de Sachs, que ¢p, = 2™ — 22" 2.
Dos digrafos D; y Dy son coespectrales si son no-isomérficos y ¢p, = ¢p,.

Ejemplo 2.5.13. Los digraphs D, > y E, son coespectrales para todo n >
9. De hecho, el polinomio caracteristico de Dy 2 es ¢p, ,(2) = 2" — 22772,
determinado por los subdigrafos lineales dirigidos Dy, o: Lo = {Ca,C2} y para
cada j =2,..., LgJ

EQ]’ = {Czj, 02];2 ) CQ}
Claramente D,, o 2 E,.

Existe una conexién interesante entre digrafos bipartitos en € y sus corres-
pondientes digrafos de linea. En el Teorema 2.2.13 demostramos que el polino-
mio caracteristico ¢p(z) de un digrafo D con m arcos y n vértices y el polinomio

caracteristico ¢ (py(z) del correspondiente digrafo de linea estdn relacionados
por la férmula
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¢r(p)(2) = 2" "dp(2). (2.15)

Los digrafos de linea iterados de D se definen recursivamente como £°(D) = D
y L9(D) = L(L97Y(D)), para un entero g > 1.

Corolario 2.5.14. Sea D € ) un digrafo bipartito con k arcos simétricos y
n > 3 vértices. Entonces {L9(D)}4en es una familia infinita de digrafos no-
simétricos bipartitos en ) con k arcos simétricos.

Demostracion. Esto es consecuencia inmediata de (2.15), Proposicién 2.5.6 y
Ejercicio 2.1.29. O

Hasta ahora sélo hemos considerado digrafos reales, pero niimeros complejos
pueden aparecer en el espectro de digrafos que pertenecen a (). Por ejemplo, el
ciclo Cj3 tiene espectro

1, ¥v3;, _1_ ¥3;
0(03):<1 2?2Z 2 2Z>

Teorema 2.5.15. Sea D un digrafo no-real en ) con n vértices. Entonces n
es impar y el espectro viene dado por

o (D) = ( ~(n-1)R R+Si RZS”)

1 n—1 n—

2 2
donde R es la (inica) raiz negativa del polinomio
Q(2) = (n® = )® — ez + cy

y S = n(n—1)R2—co )

n—1

Demostracion. Por el Teorema 1.4.14 y el teorema de las raices conjugadas, el
espectro de D tiene la forma

R+Si R-—Si
o) = (1§ B ROS

donde p es un numero real positivo y n = 2m + 1 es impar. Como la suma de
los autovalores es igual a cero, deducimos que

p=—-2mR=—(n—1)R (2.16)
Por otra parte, las ecuaciones de los momentos espectrales para D son
¢, = (1)’ (n—1)"RF+ Q [(R+ Si)? + (R — Si)")
= (=)’ (n— 1)’ R? + (n — 1) Re[(R + Si)"| (2.17)
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para todo p € N, p > 2. En particular, cuando p = 2,
c2=(n—-1°R+ (n—1) (R - S?)

lo que implica
n(n—1)R?—cy

52 =
n—1

(2.18)
Para p = 3 obtenemos de (2.17) que
c3=—(n—1)°R*+ (n—1) (R® - 3RS?) (2.19)

Después de sustituir en (2.19) la expresién de S? dada en (2.18) obtenemos la
ecuacién

(n® —n)R® —3caR+c3 =0

Asi, R es una rafz de @ (z), que es negativa por (2.16). Demostramos a con-
tinuacién que R es la tnica rafz negativa de @ (z). Usando célculo elemental
deducimos que @ () es estrictamente creciente en el intervalo (—oo, —t) y es-

trictamente decreciente en el intervalo (—t,0), donde ¢t = , /ﬁ. Por otra
parte, sabemos por (2.18) que

C2

RZ>_ = 2.20
“nn-1) (2:20)
Luego,
C2
Rl >,/—————>t
IRl = n(n—1) ”

En consecuencia, @ (z) > Q (R) =0 para todo z € (R,—t) y 0 < ¢35 =Q (0) <
Q () para todo z € [—t,0). O

Corolario 2.5.16. Todo digrafo no-real en Q) contiene un 3-ciclo.
Demostracion. Si D € Q es un digrafo no-real sin 3-ciclos entonces c3 = 0.

362
n3—n

Luego R = — es la dnica raiz negativa de @ (z) = (n3 — n) 23 — 3cyz.
Deducimos de (2.20) en la demostracién del Teorema 2.5.15 y el hecho de que
n>3

362

(n+1)

ca<n(n—1)R*= < cg,
una contradiccion. O

Podemos obtener més informacién sobre la estructura del digrafo a partir
del polinomio @ (z) del Teorema 2.5.15.
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Corolario 2.5.17. Sea D un digrafo no-real en Q con n vértices y Q (z) de-
finido como en el Teorema 2.5.15. Entonces Q (z) tiene tres raices reales si, y

3
’ - C
s6lo si, c3 < 24/ 2.

Demostracion. Manteniendo la notacién del Teorema 2.5.15, los valores extre-

co
n3—n

mos locales de @ (z) se alcanzan en t = + . Como () tiene una tunica raiz

negativa R < —t, entonces claramente @Q (z) tiene tres raices reales si, y sélo

si, Q (t) = ¢35 — 21/ 2 < 0. 0

n3—n




Capitulo 3

Energia de un digrafo

3.1. Energia de un digrafo

La energia de un grafo G se define como
E(G)=) |\
i=1

donde A1, Mg, ..., A, son los autovalores de G y |A;| denota el valor absoluto de
Ai-

En este capitulo, presentaremos una generalizacién de este concepto a di-
grafos y estudiaremos sus propiedades. El siguiente ejercicio demuestra que, en
principio, hay varias formas de realizar esta extension.

Ejercicio 3.1.1. Sea G un grafo con autovalores A1, ..., \,. Demuestre que la
energia E(G) también se puede expresar por medio de las siguientes expresio-
nes:

1. E+(G) == 22)\_7‘>0 )\j
2. E:(G) = ZAj>0 Aj— ZAj<0 Aj-
5. FrolG) = Re (L 20 As = Lo i) = iy IRe(Ay)].

4 Ba(G) =351 |(A)]-

Consideremos entonces la siguiente definicién:

(0]
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Definicién 3.1.2. Sea D un digrafo con n vértices y autovalores z1,..., zy.
La energia de D la definimos como

e(D) =Y [Re (=)
i=1

donde Re (z;) denota la parte real de z;.

Como veremos mas adelante, la Definiciéon 3.1.2 preserva, entre otras pro-
piedades, la llamada férmula integral de Coulson, que es uno de los resultados
fundamentales de la teoria.

Ejemplo 3.1.3. Si G es un grafo y G* su digrafo simétrico asociado, entonces
es claro que A(G) = A(G*) y, por lo tanto, E (G) = e(G*). De esta forma, la
Definicion 3.1.2 generaliza el concepto de energia de un grafo a digrafos.

Por la Proposicion 2.5.1, si D es un digrafo aciclico con n vértices, entonces 0
es el inico autovalor con multiplicidad n, y asi e (D) = 0. El reciproco también
es cierto, como podemos ver en nuestro siguiente resultado.

Proposicién 3.1.4. Un digrafo D es aciclico si, y sdlo si, e (D) = 0.

Demostracion. Sean z, ..., z, los autovalores de D y supongamos que e (D) =
0. Entonces Re (z;) = 0 para todo ¢ = 1,...,n. En particular, por el Teorema
1.4.14, el radio espectral p es un un nimero real no-negativo y asi p = 0.
Ademds, |z;| < p =0 para todo i = 1,...,n, implica que todos los autovalores
son iguales a cero. En consecuencia, por la Proposicion 2.5.1, D es aciclico. [

Ejercicio 3.1.5. Sea C), el ciclo de n vértices. Demuestre que

n—1

€ (Cn) = Z
k=

<2kﬂ') ‘
cos [ —

n

1

Ejercicio 3.1.6. Sea D un digrafo con n vértices y tinico ciclo C, de longtiud
r, donde 2 < r < n. Demuestre que

)= e (2

Recordamos que un digrafo D es fuertemente conexo si para cada par de
vértices u, v, existe un camino desde u hasta v. Las componentes fuertes de un
digrafo son los subdigrafos fuertemente conexos maximales.

Proposicién 3.1.7. Sea D un digrafo y Si,...,Sk sus componentes fuertes.
Entonces

e(D) =Y e(Si)

i=1
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Demostracion. Si Si,..., Sk son las componentes fuertes de D entonces por el
Ejercicio 2.2.7,

ép (2) = b5, (2) - bs, (2) - - -+ - D5, (2)

El resultado se sigue de la definicién de la energia de un digrafo. O

Ahora vamos a obtener una representacién integral de la energia, que justifica
nuestra elecciéon para la definicion de energia de un digrafo. El Teorema 3.1.8,
que mostramos a continuacién, es una generalizaciéon de la célebre férmula
integral de Coulson para grafos [6]: si G es un grafo con n vértices, entonces

E«»:iLZKn—fﬁig?>w

La férmula integral de Coulson nos permite expresar la energia en términos
del polinomio caracteristico del grafo.

Sea D un digrafo con n vértices y autovalores zi,...,2,. Si A es la matriz
de adyacencia de D entonces por la Proposicion 2.2.5,

lo que implica

y, en consecuencia,

donde ), indica la suma sobre todos los autovalores que tienen parte real
positiva.

Teorema 3.1.8. (Representacion integral de la energia) Sea D un digrafo con

n vértices. Entonces
1 i ixd’ (i
dm/<nZWMm)m (3.1)

T ¢p (iz)
Demostracion. Sean wy, ..., w, los autovalores diferentes de D con multiplici-
p
dades p1, . .., up, respectivamente. Entonces ¢p (z) = [[ (z — w;)" y asi
j=1

¢p () _ 1
ép (2) Z Z—wj

j=1
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Figura 3.1: Contorno usado en la demostracion del Teorema 3.1.8

es una funcién analitica con singularidades en wy,...,w,. Sabemos que si wy
es un autovalor, entonces el conjugado wy, también lo es. Ademds, éstos pueden
aparecer sobre el eje imaginario. Por otro lado, si wy = 0 para algin k, podemos
factorizar el polinomio caracteristico como ¢p(z) = 2™(z). De esta forma,
e(¢p(z)) = e(¥(z)) v, por lo tanto, supondremos en lo que sigue que ninguno
de los autovalores de ¢p(z) es nulo.

Consideramos entonces el contorno I', que aparece en la Figura 3.1. La curva
I" contiene en su interior a todos los autovalores que poseen parte real positiva
y no contiene al resto de los autovalores. Como podemos ver, I' consiste de
semicirculos orientados en direccién contraria a las agujas del reloj C1,Cs y
Cs3, con radios 7, y &', respectivamente, y tres segmentos de linea. Como
consecuencia de la férmula integral de Cauchy aplicada a la funcién

(2 N~ 2y

deducimos

om F 1@ =S =Y 5 =Y Re() = 5e(D) (32
e + + +

r

Evaluando esta integral a lo largo de cada una de las curvas que conforman
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a I', y observando que si w; es un autovalor con parte real nula, se tiene

lim (2 —w;)(f(2) —n) = pjw;

entonces

hm/f dz—|—hm/f
Ademas,

1 1 o
o UG =nldz= o= [ In- 1)y (33)

r —o0

porque el hecho de que
n ZJ
) —m == |2
Jj=1
j=1

cuando |z| — oo implica que

lim [ [f(z)—n]dz=0

T—00

C

Combinando (3.2) y (3.3) obtenemos el resultado deseado. En caso de haber
méas autovalores sobre el eje imaginario, procedemos de forma similar. O

Observacion 3.1.9. FEs facil ver que la representacion integral de la energia
de digrafos también es vdlida para multi-digrafos en general.

La siguiente proposiciéon ilustra una variante de la representacion integral de
la energia que acabamos de mostrar.

Proposicién 3.1.10. Si D es un digrafo con n vértices entonces

=2 [l ()
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Demostracion. Consideremos la funcién v : R — C dada por
v(t) :=t"pp(i/t).

Observemos que

=i" ) ax(—it)"
k=0
=:i"¢"(t)

y, como los coeficientes {ar} son reales, tenemos que ¢*(—t) = ¢*(t). Sea

nm

log una rama del logaritmo definida sobre y(R) tal que log(v(0)) = i y
consideremos la funcién v(t) = log(y(t)). De la regla de derivacién de cualquier
rama del logaritmo natural se tiene que

_(n _ opli/t) i
- (t ¢>§(i/t) t2) dt (3.4)

Recordemos que la energia de un digrafo se puede calcular mediante la inte-
gral 3.1, la cual podemos escribir como

[ ()
:/_OOO <n—m>dm+/o+m @-W}dw (3.5)

Haciendo el cambio de variable x = 1/t en cada una de las integrales (3.5),
obtenemos

[ Saw)t o
-t e [ (-5
— [ (G-aid) e [ (G- mls) e 6o

Integrando por partes cada una de las integrales (3.6) y usando (3.4), encon-
tramos otra forma de escribir la energia, a saber,
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o0

(D) = [ (tog (0) = og Ot = [ 0 = olO) gt (31

—00 —00

Usando la aproximacién de Taylor de primer orden de la funcién log y recor-
dando que ag = 1 obtenemos

o(t) = log((t))
— log([7(t) — 1] + 1)
— (4(t) — 1) + O()
(

—a1ti"t + O(t) + O(t?) = —ayti" + O(t?)

y, por lo tanto, la integral (3.7) es convergente. Integrando nuevamente por
partes esta integral obtenemos la expresiéon buscada.
O

La férmula derivada de la representacion integral 3.1.8 es particularmente
interesante para estudiar el comportamiento de la energia sobre algunas clases
de digrafos. Denotemos por D, ; el conjunto de digrafos con n vértices que
tienen sélo ciclos de longitud h.

Proposicién 3.1.11. Si D € D, j, entonces

donde by, > 0 para todo k=1, ..., [%]

Demostracion. Por el Teorema 2.2.6, el coeficiente que acompaiia a 2" *" es
o comp(L
ap = § : (1) (L)
LeLyn

Como todo ciclo de D tiene longitud h,
L € Ly, < L es suma directa de k ciclos de longitud h
Entonces aj = (—1)k bi, donde by, > 0 es el niimero de subdigrafos lineales de

D formados por k ciclos de longitud h. Més atin, es claro que a; = 0 cuando j
no es un multiplo de h, porque en este caso, Ly = 0. O
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Ahora podemos definir un cuasi-orden sobre D,, ;, de la siguiente manera: si
D, D’ € D,,;, tienen polinomios caracteristicos

<

donde by, b}, € N para todo k=1,..., [%}, entonces definimos

D =D < b, <l

para todo k =1,..., [%} En el caso de que D < D’ y para algin k se tenga
que by, < b, entonces escribiremos D < D'.

Ejercicio 3.1.12. Demuestre que la relacion < definida sobre D,, j, es un cuasi-
orden, pero no es un orden parcial (porque =< no es antisimétrica: D; < Do y
D5 < Dy no implican Dy = Ds ).

Teorema 3.1.13. Sea h un entero de la forma h = 41 — 2, donde | > 1.
Entonces la energia es creciente con respecto al cuasi-orden definido sobre Dy, p,.
En otras palabras, si D, D’ € Dy, , y D < D' entonces e (D) < e(D").

Demostracion. Sea D € D,, j,. Por la Proposicién 3.1.11,

]

op () =2+ (=1)F bz k"

>3
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Evaluando esta expresién en - obtenemos

: n [%] in— kh
ép (;) - ~1)" bkﬁ

I
|
_|_

= % 1+ (—1)F bpahhi=h=2)
. k=1
in [#]

= — 14+ (-1 bea® (-1)7"
z k=1
i [#]

= — |1+ bz
™ P

Se deduce de la Proposicién 3.1.10 que

+oo
1 dx i
0 = 2 T2

—o0
n " kh
= / —1og "— | 14 brpx

(7]
= / —1og " 1+Zbkxkh
k=1

y, por tanto,
+o0

e(D):%/log 1+Zb kh d:”

— 00

Esta expresiéon claramente implica que la energia es creciente con respecto al
cuasi-orden definido sobre D, j,. O

Ejercicio 3.1.14. Sea G un grafo y h > 2 un entero. Construya una familia
de digrafos de la siguiente forma: a cada arista uv de G le corresponde una
camino dirigido de longitud r de u a v y un camino dirigido de longitud s de
v au, de tal manera que r + s = h. Denote por Dy, (G) al conjunto de digrafos
obtenidos a partir de G de esta forma.
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1. 8i T es un drbol, entonces Dy, (T') C Dy, p, dondep=(n—1)(h—2)+n

2. SiT esun drbol y ¢ (z) = z”JrZ,[i]l (=1)" bra=2% | entonces para todo
D e D, (T)

=P + Z bkxp kh

En particular, todos los digrafos en Dh (T) son coespectrales.

3. Sea T una familia de drboles con n vértices. Supongamos que L <T < M
para todo T € T. Sea X € Dy, (L) yY € Dy (T). Entonces X < Z <Y
para todo Z € Dy, (T) ={D, (T): T € T}.

3.2. Cotas para la energia de un digrafo

La célebre desigualdad de McClelland [27] establece que E (G) < v/2mn para
todo grafo G con n vértices y m aristas. Vamos a comenzar esta seccion gene-
ralizando este resultado para digrafos, pero primero necesitamos un resultado
previo.

Lema 3.2.1. Sea D un digrafo con n vértices y a arcos. Si z1,...,z, son los
autovalores de D entonces

1.3 k1 (Re(zx))? = 3oy (Iml(zk))? = e
2. 31 (Re(2r))? + 35—y (Im(2))? < a.

Demostracion. La parte 1 es consecuencia de la relacién

n

:izzzzn:Re (zk)) —Z(Im 2k)) +222 (Re(zk)) (Im(zx))
k=1 k=1

k=1

Por el Teorema 1.2, la matriz de adyacencia A de D es unitariamente equiva-
lente a una matriz triangular superior T' = (¢;) tal que tx, = 2; para todo
k=1,...,n. Por lo tanto,

n n
2
> ade= D Il
k=1 k=1
Como A es una (0,1)-matriz, se deduce que

n
a = Z aji = Z a2, = Z [t >Z|tkk| =Y |af
k=1

J,k=1 7,k=1 7,k=1

zn:Rezk —|—Zlmzk
k=1
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con lo cual probamos el resultado. O

Teorema 3.2.2. Sea D un digrafo con n vértices y a arcos. Entonces

e(D) < %n(a—i-CQ)

La igualdad se satisface si, y sélo si, D es suma directa de 5 copias de K,

mddulo arcos que no pertenecen a ciclos.

Demostracion. Por el Lema 3.2.1, se obtiene que

n

1
> () < 5 (a—ca).
k=1
donde z1,...,z, son los autovalores de D. Sea X = (|Re(z1)|,...,|Re(z,)]) ¥

Y =(1,...,1). Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz y el Lema 3.2.1 deduci-
mos que

n

S IRe (1)) < Vi, | D (Re(zi)?
k=1

k=1

< \/ﬁ\/chr;(acQ)—\/;n(aJch) (3.8)

e (D) Vi ez + ) (Im(zk))?

n

2
Para ver la segunda parte, claramente @ K> tiene n vértices, n arcos y n
k=1
caminos cerrados de longitud 2. En consecuencia,

n

,/%n(mn):n:e é[@

k=1

Reciprocamente, supongamos que e (D) = 4/ %n (a + ¢2). Esta condicién impli-
ca que D no tiene vértices aislados; de lo contrario, si D* es el digrafo que se

obtiene a partir de D eliminando los vértices aislados, entonces

m—e(p)—ew*)ém,

donde n* < n es el numero de vértices del digrafo D*. La desigualdad anterior
implica n < n* y asi n = n* y, por lo tanto, D no tiene vértices aislados.
Por otro lado, por la desigualdad 3.8,

D IRe(z)] = v, | Y (Re(zr))?
k=1 k=1
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lo que implica que |Re(z;)] = r € R, para todo k = 1,...,n. Como el ra-
dio espectral p de la matriz de adyacencia es un autovalor, deducimos que
|Re (z1)| = p, para todo k = 1,...,n. En consecuencia,

p=IRe(zx)| < la] <p

y asi |Re(zx)| = |zk| = p para todo k = 1,...,n. En particular, todos los
autovalores de D son numeros reales con valor absoluto p. Por el Corolario
2.5.4, D es suma directa de 7 copias de K., para algin divisor r de n, médulo
arcos que no pertenecen a ciclos. En particular, p=r -1y e(D) = %. Por
otra parte, como p y —p son los tnicos autovalores de D,

2np
np=-e(D)=
p=e(D) ol

lo que implica que p = 1y asf, r = 2. Es decir, D es una suma directa de 3
copias de K5, médulo arcos que no pertenecen a ciclos. O

Ejercicio 3.2.3. (Desigualdad de McClelland) Demuestre que si G es un grafo
con n vértices y m aristas, entonces

E(G) <V2mn

La igualdad se satisface si, y sdlo si, G es suma directa de copias de Ks.

Nuestro proximo resultado establece un cota superior para la energia en
término del nimero de arcos y mostraremos ademas que es alcanzada por algu-
nos digrafos. Cuando un digrafo con n vértices es fuertemente conexo entonces
dT (v;) > 1 (y d” (v;) > 1) para todo i = 1,...,n. En consecuencia, a > n
porque a = Y ,_; d* (v;) > n (Ver Proposicién 2.1.4).

Teorema 3.2.4. Si D es un digrafo con a arcos, entonces e(D) < a. La
igualdad se satisface si, y sélo si, D es suma directa de § copias de Kz, mds
posiblemente algunos vértices aislados.

Demostracion. Supongamos que D es fuertemente conexo con n vértices. En-
tonces a > n. También sabemos que c; < a. Entonces por el Teorema 3.2.2,

e(D)Sq/%n(a—i—cz)S\/%S\/a»Q:a (3.9)

En el caso general, sean D,..., Dy las componentes fuertemente conexas de
D. Si n; y a; denotan el numero de vértices y arcos de D;, respectivamente,
para ¢ = 1,...,s, entonces > > _;n; =ny » . ,a; < a. Por la Proposicién
3.1.7,

S S

e(D)=> eD)<> a;<a (3.10)
i=1

i=1
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Para ver la segunda parte, es claro que si D es una suma directa de § copias de

K5, més posiblemente algunos vértices aislados, entonces e (D) = a. Recipro-
camente, si D es fuertemente conexo y e (D) = a entonces por (3.9), na = a>
lo que implica que a = 0 0 a = n. Si a = 0 entonces D es un vértice. De lo
contrario, a = n y de nuevo por (3.9),

1
§n(a—|—62) =na

y, por lo tanto, coc = a = n. Es facil ver que un digrafo fuertemente conexo
que satisface esta condicion es K. En la situacién general, por la desigualdad

(3.10),
S S
S eD) =Y a0
i=1 i=1
Como e (D;) < a; para todo ¢, concluimos que e (D;) = a; para todo i. Pero
entonces D; es Ko 0 D; es un vértice, y esto termina la demostracion. O

Ahora presentaremos una cota inferior para la energia, que depende del
numero de caminos cerrados de longitud 2. Una matriz A es nilpotente si A7 = 0
para algtn entero positivo g. Claramente, una matriz compleja A es nilpotente
si, y sdlo si, todos sus autovalores son cero.

Teorema 3.2.5. Sea A una matriz compleja n X n con autovalores z1, ..., 2zy,.
FEntonces

(Z Re(zi)> > 2Re (tr(A?%)) — (Re (tr(A)))? (3.11)

La igualdad se satisface si, y sdlo si, A es nilpotente o se tiene que todos los
autovalores zi,...,z, son numeros reales, sélo dos son diferentes de cero y
tienen signos opuestos.

Demostracion. Tenemos que

(Re (tr (4)))* = (Z Re(Zi)) +2 " (Re(z)) (Re(z;))
i=1 i<j

Luego, por la desigualdad triangular

(Z |Re<zz->|> -
i=1

M-

(Re(z:))* +2)_ [Re(zi)| [Re(z)|

1 i<j

7

(Re(2:))* + 2| Re(zi)Re(z))

i=1 1<j

23" (Re(zi))* — (Re (tx (4))°

M-

Y
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Ahora, dado que

Re(tr (A2)) = E": (Re(zZ Zn: Im(z;)) 2 En: Re(z;))
=1 i=1 i=1

obtenemos (3.11).

Supongamos que A no es nilpotente y que la igualdad se satisface en (3.11).
Entonces > -, (Imz;)*> = 0, luego todos los z; son nimeros reales. También
sabemos que

Z |Rez;| |Rez;| = ZReziRezj
i<j i<j
Esto es posible sélo cuando todos los productos Rez;Rez; tienen el mismo signo,

i.e., todos los z; tienen el mismo signo, o s6lo dos de ellos son diferentes de cero
y tienen signos opuestos. Como

n

2
2 ZReziRezj = Z Rezl (Z Rezz>

1<j =1

implica que . _ j Rez;Rez; < 0, concluimos que dos autovalores son diferentes
de cero y tienen signos opuestos. O

Corolario 3.2.6. Si D es un digrafo con co caminos cerrados de longitud 2
entonces

e (D) > v/2c¢o (3.12)
Ademdas, e (D) = \/2¢a si, y sdlo si, D es aciclico o

a(D):(_lcf n22 1622) (3.13)

donde n es el numero de vértices que D tiene.
Demostracion. Si A es la matriz de adyacencia de D entonces Retr (A) =0y

Retr (A?) = ¢y. Luego (3.11) implica (3.3.9). Si e (D) = v/2¢, entonces por el
Teorema 3.14, o bien A es nilpotente (i.e. D es aciclico) o D tiene el espectro

de la forma
—z 0 z
"(D)—< U n—2 11>

donde z; # 0 es un numero real. Por lo tanto el polinomio caracteristico ¢p ()
de D es

¢p(2)=(2—21)(z+2)2" % =2" — 212" 72

Deducimos del Teorema 2.2.6 z; = +/ %2 Esto termina la demostracion. O
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Ejercicio 3.2.7. Sea G un grafo con m aristas. Demuestre que 2./m < E (G).
Ademds, la igualdad se satisface si, y sélo si, G es un grafo completo bipartito.

Ejercicio 3.2.8. Demuestre que entre todos los digrafos que tienen co caminos
cerrados, los construidos en los Ejemplos 2.5.9 y 2.5.10 tienen energia minima.

3.3. Energia de digrafos normales

Un digrafo D es normal si su matriz de adyacencia es una matriz normal. El
siguiente ejercicio caracteriza los digrafos normales en términos de su estruc-
tura. Necesitamos primeramente la nociéon de vértices sucesores y predecesores
comunes de un par de vértices dados: sean u y v vértices de D, decimos que un
vértice w es un sucesor (resp. predecesor) comin de u y v si uw y vw (resp.
wu y wv) son arcos de D. Denotamos por suc(u,v) y pre(u,v) al nimero de
sucesores y predecesores comunes de u y v, respectivamente.

Ejercicio 3.3.1. Verifique que D es un digrafo normal si, y sélo si, suc(u,v) =
pre(u, v) para todo par de vértices u y v de D.

El espectro de los digrafos normales fue estudiado por primera vez por A.
Torgasev [38]. En nuestro préximo resultado damos una caracterizacién de los
digrafos normales en términos de sus autovalores.

Lema 3.3.2. Sea D un digrafo con n vértices, a arcos, ca caminos cerrados de
longitud 2 y autovalores z1, . . ., z,. Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. D es un digrafo normal;
n 2
2.3 il =a
9. Sk Re ()] = 25
o Sy Im ()] = 252,
Demostracion. 1. & 2. Esto es consecuencia de la Proposiciéon 1.1.13 porque
n
a=3 i 10i5= 3 la; ;> dado que A = (ay;) es una (0, 1)-matriz.

1,j=1
3. & 4. Esto es una consecuencia directa del Lema 3.2.1.

3.= 2.8 27, [Re (2x)]” = 9522 entonces Sop_, [Im (2;)]° = 952 y asi

Z|Zk| ZRe (zx)] —|—Zn:hn (z1)] 2oq
k=1 k=1
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2. = 3. Supongamos que » ,_, [Re (z1)]? # ate2 . Entonces,

n n

SRe(m)P <452y Y mm(a)? < 2
k=1 k=1

por el Lema 3.2.1. Luego,

n n

Z 2] = Z [Re (2)] + > [Im (21,)]° < a
k=1

k=1 k=1
O

Si D es un digrafo con n vértices, a arcos y co caminos cerrados de longitud
2, entonces por el Teorema 3.2.2

e(D) < %n(a—&—cz) =M
donde la igualdad se satisface si, y sélo si, D es una suma directa de 4 copias
of K5. A M la llamamos la cota generalizada de McClelland para la energia de
digrafos. Nuestro principal objectivo en esta seccién es mejorar esta cota para
los digrafos normales, con una cota del tipo Koolen-Moulton [25].

Si D tiene a arcos y n vértices, sabemos por la Proposiciéon 2.1.4 que a =

n
Sr . df =Y d;, donde d; yd; denotan el grado exterior e interior, respecti-
i=1

vamente, del vértice v; de D. Cuando D es fuertemente conexo, i.e., para cada
par de vértices u y v de D existe un camino dirigido desde u hasta v, entonces
n

dj > 1 para todo i y, en consecuencia, a = » dj > n.
i=1

Teorema 3.3.3. Sea D un digrafo normal fuertemente conexo con n vértices,
a arcos y co caminos cerrados de longitud 2. Entonces

e(D)<Z+\/(n—1) [‘“;c? —(Zﬂ (3.14)

a

Mids ain, la igualdad se satisface si, y sélo si, D es un digrafo = -regular tal
que los valores absolutos de todas las partes reales de los autovalores diferentes

s (2)’
- 2 n
al radio espectral es —
Demostracion. Sean p = z1, 29, ..., 2, los autovalores de D. Aplicando la des-

igualdad de Cauchy-Schwarz a los vectores

(IRe(22)],.--5|Re(zn)]) v (1,...,1)
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obtenemos

D [Re(z)] < [ (n—1) ) [Re(z))? (3.15)
=2

=2

Por el Lema 3.3.2
a + c2

> [Re(z)]” = — (3.16)
=1

y por (3.15)

e(D)—p+Z|Re(2i)|§p+\/(n1)<aJ;02p2> (3.17)

Consideremos la funcién g (z) = = + \/(n —1) (%42 — 22) que estd bien de-

finida en el intervalo [O, v/ ‘“‘TCZ} . La funcion g es estrictamente creciente en

[0, %] y estrictamente decreciente en [M %}

ot . Observamos que (3.16)
implica que
a—+ co

[Re (=1)]* = 5

1

p* <
i
y, por lo tanto, p € [O, ,/‘”TCZ] Maés atin, como ¢y < a entonces % < \/g Y,
como D es fuertemente conexo, entonces a > n. Esto implica que

n

Asi, por el Teorema 2.4.2,

De la desigualdad (3.17) y la propiedad cecreciente de g deducimos que

e(D)SQ(ﬂ)S{](%) —Z+\/(n_1) {G-ZCQ —(Z)Q}

Si la igualdad se satisface en (3.14) entonces g (p) = g (%) y, como g es estric-
tamente decreciente, sabemos que p = 2. De nuevo por el Teorema 2.4.2, D es
un digrafo %-regular. Por otra parte, la desigualdad (3.15) es una igualdad y

ateg ( )2

asi, |[Re (2;)] = \/ =2

n—1

para todo i > 2.
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Reciprocamente, si D es un digrafo:-regular entonces el radio espectral de

atey  (a)?
D es z; = & y si ademés |Re(z;)| = ang") para todo ¢ > 2 entonces

claramente e (D) = g (%). O

a
n

Observacién 3.3.4. Con la misma notacion en la demostracion del Teorema

3.8.3, notamos que g tiene un mdzrimo en x = % en el intervalo [O, ‘HT”} Y

g (M) = M. Luego

e [ (0] o (2 =0 (3) -

En otras palabras, la cota dada en (3.14) mejora, para digrafos normales, la
cota de McClelland generalizada.

Ejemplo 3.3.5. Existen digrafos no-simétricos que satisfacen la condicion de
igualdad en (3.14). De hecho, consideremos el digrafo fuertemente conexo Doy
que aparece en la Figura 3.2. Do es un digrafo no-simétrico 2-reqular con 10
arcos y b vértices. Sus autovalores son p = 2, zo = —% + 0,3633¢, z3 = —% —
0,3633i, z4 = f% + 1,53881 y z5 = —% — 1,5388i. Observamos que

N =4) -2 \S5/ _

1040 10)2
- (5) 1
para todos los autovalores diferentes del radio espectral y
2
10+0 (10 4
2 5 -
Ejercicio 3.3.6. Sea G un grafo con n vértices y m aristas. Demuestre que

e(D) < 27m+ (n—1) [zm_ (27”)21

e(D)=—+,/(6-1)

n

Mids aiin, la igualdad se satisface si, y solo si, G es 5 Ko, Ky, 0 un grafo no-
completo conexo fuertemente regular con dos autovalores no-triviales, ambos

Cm=(2)")

con valor absoluto —

, donde m es el numero de aristas de G.
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P

Figura 3.2: Digrafo no-simétrico que satisface la igualdad en el Teorema 3.3.3

Corolario 3.3.7. Si D es un digrafo normal fuertemente conexo con n vértices

Yy a arcos entonces
e(D)<g+ (n—1) a—(g)2
n n

Mads aiin, la igualdad se satisface si D = G*, donde G es 5Kz, Ky, o un grafo
no-completo conexo fuertemente regular con dos autovalores no-triviales, ambos

(2m-(2)%)

con valor absoluto \| ~———5—=, donde m es el nimero de aristas de G.

Demostracion. La primera parte es consecuencia inmediata del Teoroema 3.3.3,

porque “gc"’ < a implica que

e(D) < Z+\/(n—1) [GJ;Q - (Z)Q} < Z+\/(n—1) [a— (Zﬂ (3.18)

n)ﬂ entonces por la desigualdad (3.18)

s[5 (@] = 2 o (2]

wn
o
D
—~
N—
I
I
_l’_
—
3
|
~
N—
| — |
s
|
—
IS]

lo que implica que “;CZ = a, 0 equivalentemente, a = ¢o. Por lo tanto, D es un
digrafo simétrico y el resultado es consecuencia del Ejercicio 3.3.6. O

Teorema 3.3.8. Si D es un digrafo normal fuertemente conexo con n vérti-

ces entonces e (D) < & (14 /n). La igualdad se satisface si, y solo si, D = G*,

n+vn n+2v/n n+2ﬁ>
2 4 o 4 .

donde G es un grafo fuertemente reqular con parametros (n,
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Demostracion. Sea a el nimero de arcos que D tiene. Por el Corolario 3.3.7

+ \/(n— 1) [a— (Z)Q} (3.19)

Consideremos la funcién h(z) = = + \/(n -1) [33 — (%)2} definida en el in-

e(D) <

3e

tervalo [O,nQ]. El méximo valor de h en este intervalo es alcanzado en =z =

in(n+/n) y sabemos que 0 < a < n(n—1) < n?. En consecuencia, de la

desigualdad (3.19), obtenemos
1
e(D)gh(a)§h< (n+f)) n(1+vn) (3.20)
Si e(D) = 3n(1+/n) entonces e (D) = h(a) por (3.20). Por el Corolario

3.3.7, D = G*, donde G es un grafo no-completo conexo fuertemente regular
con pardmetros (n, k, b, ¢) con autovalores

donde m es el nimero de aristas de G. Pero también de (3.20) obtenemos que
h(a) = h(3 (n+ V1)) v, en consecuencia, a = in (n + /n). Como a = 2m
entonces m = in(n+/n) y asf G es un grafo con regularidad k = 22 =

1 (n+ /n) y autovalores !
1 1
3 (n++/n) 7:l:§\/ﬁ

Por otra parte, deducimos de la Proposicién 2.3.9 que :i:%\/ﬁ son raices de la

ecuacién de segundo grado z2 + (¢ — b)x + (¢ — k), de donde conocluimos que

h—c— nt2vn 0
.

Ahora vamos a presentar una cota inferior para la energia que, en el caso de
digrafos normales, mejora el Corolario 3.2.6.

Teorema 3.3.9. Si D es un digrafo normal fuertemente conexo con a arcos
y co caminos cerrados de longitud 2, entonces e(D) > +J/a+ ca. Mds ain,

— ; 1 ; atc
e(D) = Va+cy si, y sdlo si, £4/ 2 son autovalores de D y estos son los
unicos autovalores con parte real diferente de cero.

Demostracion. Sean zy, ..., z, los autovalores del digrafo D. Entonces Z?zl zi =
0 y asi, en particular, > | Re (2;) = 0. Luego

n 2,
0= (ZRG (Zz)) = Z[Re (zi)]2+22Re(zi)Re (z)

i=1 i<j
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Como D es un digrafo normal se deduce de (3.16) que >, [Re (z) = ater
¥y, en consecuencia,

2ZRe (zi) Re (z5) = —a—;@. (3.21)

1<j

Por otra parte,

n

[e(D)* = (ZIRG(ZM) =Y [Re(z)]" +2) |Re(z)] [Re (=)
i=1

i=1 i<j
a+ ¢y at+cy  a+c
> 5 +2 ZRe(zi)Re(zj) = +T
1<J
= a+c (3.22)

Asie(D) > v/a+ ca.
Ahora supongamos que e (D) = y/a + c3. Entonces por la desigualdad (3.22),

> Re(zi)Re ()| = D [Re(2i)] [Re (2))]

1<J 1<j

lo que implica que todos los productos Re (z;) Re (2;) tengan el mismo signo y
por la desigualdad (3.21), deducimos que Re (2;) Re (z;) < 0 para todo i < j.
Esto es posible sélo si dos autovalores tienen partes reales diferentes de cero y
tienen signo opuesto. Uno de ellos es el radio espectral p, el otro tiene la forma
z = —p+Im (z)i. Como |z| = \/p? + [Im (2)]> < p entonces Im (z) = 0 y asf los
unicos dos autovalores con parte real diferente de cero son p y —p. Mds ain,

2p? = 22 en vista de (3.16), lo que implica p = \/@-

Reciprocamente, si :I:,/‘HZTCQ son autovalores de D y estos son los tnicos

autovalores con parte real diferente de cero, entonces claramente e (D)

va+ cs. O

Ejercicio 3.3.10. (Caporossi et al. [4]) Demuestre que si G es un grafo con
n vértices y m aristas entonces E (G) > 2v/m. La igualdad ocurre si, y sdlo si,
G es un grafo completo bipartito.

Observaciéon 3.3.11. Demostramos en el Corolario 3.2.6 que ¢ (D) > \/2ca,
para cualquier digrafo D con co caminos cerrados de longitud 2. La cota dada en
el Teorema 3.3.9 mejora esta cota en el caso de digrafos normales con a arcos
y ca caminos cerrados de longitud 2, porque a > co implica \/a + cz > v/2¢s.
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PN
N

D

3

Figura 3.3: Digrafo no-simétrico que satisface la igualdad en el Teorema 3.3.9

Ejemplo 3.3.12. Euxisten digrafos no-simétricos que satisfacen la condicion
del Teorema 3.3.9. Consideremos el digrafo fuertemente conexo D3 que aparece
en la Figura 3.3 con 8 arcos y 4 caminos cerrados de longitud 2. D3 es un

digrafo no-simétrico con autovalores + % = +/3. Los otros autovalores
son 0 y +i. Obervemos que e (D3) = 2v/3 = /8 + 4.

3.4. Digrafos equienergéticos

Dentro del estudio de la energia, un tema que ha aparecido ultimamente
en la literatura es el de los grafos equienergéticos. Dos grafos G; y G2 son
equienergéticos si E (G1) = FE (Gs). Métodos para construir pares de grafos
equienergéticos son conocidos. Por ejemplo (ver [37]), si G; y G2 son grafos r-
regulares (r > 3) con igual ntimero de vértices, entonces para k > 2, los grafos
de linea iterados £ (G1) y £* (G2) forman un par de grafos equienergéticos no
coespectrales con el mismo niimero de vértices y aristas.

Surge entonces de manera natural las siguientes preguntas: ;jSerd posible
presentar un método para construir digrafos no-simétricos, equienergéticos y
no-coespectrales? Por otra parte, dado un entero n, jsera posible construir un
par de digrafos no-simétricos, equienergéticos y no-coespectrales, con n vérti-
ces? El objetivo de esta seccion es abordar estos dos problemas.

Definicién 3.4.1. Dos digrafos Dy y Dy son equienergéticos si e(Dy) =
G(DQ).

Trivialmente, dos digrafos coespectrales son equienergéticos. Por otra parte,
dos digrafos aciclicos son equienergéticos porque tienen energia cero.
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En lo que sigue {Ek (D)}k>1 denota la sucesion iterada de digrafos de linea
del digrafo D. B

Proposicién 3.4.2. Sea D un digrafo. Entonces e (D) = e (L* (D)) para todo
k>1.

Demostracion. Por el Teorema 2.2.13

brepy (2) =2""¢p (2),

donde [ y n son el nimero de vértices de £ (D) y D, respectivamente. Entonces,
D y £ (D) tienen los mismos autovalores y las mismas multiplicidades excepto
posiblemente la multiplicidad del 0, pero esta no influye sobre el valor de la
energfa. Por lo tanto, e (D) = e (£ (D)) y, en consecuencia, e (D) = e (L* (D))
para todo k > 1. O

Ahora presentamos un método para construir familias infinitas de digrafos no
simétricos, equienergéticos pero no coespectrales, partiendo de dos digrafos con
estas propiedades. Ademsds, los digrafos resultantes son fuertemente conexos,
regulares y tienen el mismo ntmero de vértices y arcos.

Teorema 3.4.3. Sean D1 y Dy digrafos simélricos equienergéticos no coespec-
trales. Supongamos ademds que D1 y Dy son r-requlares, fuertemente conexos
y tienen n > 3 vértices. Entonces para todo k > 1, L¥ (D) y L* (D) son digra-
fos no simétricos, equienergéticos y no coespectrales. Ademds, son fuertemente
conexos, r-requlares y tienen el mismo numero de vértices y arcos.

Demostracion. Sea k > 1. Por la Proposicién 2.1.29, £" (Dy) y L£" (Ds) son
fuertemente conexos, r-regulares y son no-simétricos. Por la Proposicién 2.1.21,
LF(Dy) y L£" (Dy) tienen nr* vértices. Como los vértices de L£F*!(Dy) y
LF+1(Dy) son los arcos de £¥ (Dy) y L£" (D3), entonces £* (D) y L" (Dy)
tienen nr**1 arcos. Por la Proposicién 3.4.2, como D; y Dy son equienergéti-
cos entonces e (L¥ (D1)) = e (L¥ (Ds)). Finalmente, por el Teorema 2.2.13

br(py) (2) =2""""0p, (2) ¥V br(py) (2) = 2" "ép, (2)

Puesto que D; y D5 son no coespectrales entonces £ (D1) y L (D3) son no-
coespectrales. Un argumento recursivo demuestra que £ (D;) y £" (D) son
no-coespectrales. O

Ejemplo 3.4.4. Considere los grafos G1 y Go en la Figura 3.4
Los polinomios caracteristicos de G1 y Ga son

$a, (@) = (x —4) (x = 1)" (z +2)"

ba, () =(x—4)(z-2)(z— 1) (@+1)*(x+2)?°
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Figura 3.4: Grafos equienergéticos

Entonces G1 y Go son no coespectrales y e (G1) = e (G2) = 16. Ademds Gy y
G2 son conexos, tienen 9 vértices y son 4-regulares. Por lo tanto, los digrafos
simétricos asociados G7 y G5 son equienergélicos, no-coespectrales, tienen 9
vértices, son fuertemente conexos y 4-requlares. Es decir, G y G5 satisfacen
la hipotesis del Teorema 3.4.3.

Esto resuelve la primera pregunta que nos planteamos al principio de la
seccién. Ahora pasamos a considerar la segunda pregunta.

Proposicion 3.4.5. Sean D; digrafos r;-requlares con n; vértices, donde i =
1,2. Entonces

e(D1V D) =e(D1) +e(D2) + \/(Tl +79) 4 4 (nang — rira) — (11 +72) .
Demostracion. Por el Corolario 2.3.5
(z =r1) (2 =72) dp,vD, (2) = &b, (2) ¢p, (2) [(z — 1) (2 — r2) — nang].
Consideremos los polinomios

P(z) = (z—71) (2 —r2) ép,vD, (2)

Q(2) = ép, (2) ép, (2) [(z — 71) (2 — 12) — nang]

Las raices de P (z) son r1,r2 y los autovalores de D1V Ds. Entonces la suma
de los valores absolutos de las partes reales de estas raices son

6(D1VD2)—|—’/‘1 —|—’/‘2
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Por otro lado, las raices de @ (z) son los autovalores de Dy, Dy y

1
5 (7’1 —+ T2 + \/(7’1 —+ 7‘2)2 —+ 4 (n1n2 — 7”‘17’2))

Anélogamente, la suma de los valores absolutos de las partes reales de las raices
de @Q (z) son

e (D1) +e(Ds) + \/(Tl + 7“2)2 + 4(71177,2 —T1T9)

Puesto que P (z) = @ (z) concluimos que

e(D1VD3) =e(D;) + e (Ds) + \/(h +79)° +4(nyng — riry) — (r1 4 712) .
O

Ejemplo 3.4.6. Sean D1 = L (G7) y Dy = L (G3), donde G% y G5 son como en
el Ejemplo 3.4.4. Po el Teorema 3.4.3, D1 y Dy son no simétricos, fuertemente
coneros, equienergéticos, no-coespectrales, 4-requlares, con el mismo numero de
vértices y el mismo numero de arcos. Ademds, como G y G% tienen 9 vértices y
son 4-requlares entonces por la Proposicion 2.1.21, D1 y D5 tienen 36 vértices.

Ahora estamos en condiciones en resolver el segundo problema para valores
grandes de n.

Teorema 3.4.7. Sean Dy y Dy los digrafos con 36 vértices del Ejemplo 3.4.6.
Entonces, para todo p > 0 tenemos que los digrafos D\VK, y D;VK, son
digrafos no-simétricos, equienergéticos y no-coespectrales. Ademds, son fuerte-
mente conexos y tienen 36 + p vértices.

Demostracion. Es claro que D1VK, y DyVK, son no-simétricos. Como D,
y Dy son no-coespectrales, 4-regulares y tienen 36 vértices, y K, es (p — 1)-
regular con p vértices, el Corolario 2.3.5 nos asegura que D1VK, y D2VK,
son no-coespectrales. Ahora, el polinomio caracteristico de K, es
-1
¢K, (2) =(z—p+1)(z +1)

Por lo tanto, e (K,) = 2 (p — 1). Por otra parte, como D; y D, son 4-regulares
tales que
e (Dl) =€ (Dg) =16

se deduce de la Proposicion 3.4.5 que
e(D1VK,) = e(DVK,) =
16+2(p—1)+ \/(4+pf1)2+4(9p74(p—1)) —(4+p-1)

y asi D1VK, y DyVK, son equienergéticos. Ademds es claro que son fuerte-
mente conexos y tienen 36 + p vértices. [
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Corolario 3.4.8. Para cada entero n > 36, existe un par de digrafos no-
simétricos, equienergéticos, no-coespectrales, fuertemente conexos y con n vérti-
ces.

Demostracion. Es consecuencia inmediata del Teorema 3.4.7. O
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