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Introducción

El objetivo de este curso es estudiar la teoŕıa de digrafos usando técnicas
del álgebra lineal. La idea general consiste en asociar a un digrafo una matriz,
luego usando resultados del álgebra lineal deducir teoremas sobre la estructura
del digrafo. El área de las matemáticas que estudia esta conexión entre digrafos
y matrices recibe el nombre de teoŕıa espectral de digrafos.

La teoŕıa espectral de grafos es un tema dentro de las matemáticas de mucha
riqueza que ha sido bien desarrollado y sigue siendo un fuerte tema de investi-
gación ([1],[2],[7],[8],[9] y [15]). Sin embargo, la teoŕıa espectral de digrafos no
ha sido tan desarrollada. Recientemente, R. Brualdi publicó el art́ıculo Spectra
of digraphs [3], donde presenta una puesta al d́ıa sobre la teoŕıa espectral de
digrafos, incluyendo algunos resultados clásicos importantes.

Existen varias matrices que se pueden asociar de manera natural a un digrafo,
como por ejemplo, la matriz de adyacencia o la matriz laplaciana, quizás las
dos más importantes. Nuestro interés en este curso es la matriz de adyacencia.
Si D es un digrafo con n vértices, etiquetados por v1, . . . , vn, entonces la matriz
de adyacencia de D, denotado por A = A (D), es la matriz de tamaño n × n
cuya entrada ij viene dada por

[A]ij =
{

1 si existe un arco de vi a vj ,
0 en caso contrario.

Como la matriz de adyacencia de un grafo G es una matriz simétrica real,
entonces los autovalores son números reales. Aśı, la teoŕıa espectral de grafos se
basa fuertemente en la teoŕıa de matrices hermitianas, por ejemplo, el Teorema
de Courant-Fischer o el Teorema de los autovalores entrelazados, tema que
tratamos en la Sección 1.1 del Caṕıtulo 1.

En general, la matriz de adyacencia de un digrafo es una matriz no-simétrica
y, en consecuencia, los autovalores pueden ser números complejos. Todav́ıa en
este caso tenemos a nuestra disposición la teoŕıa de matrices no-negativas, don-
de el radio espectral, introducido en la Sección 1.2, juega un papel fundamental.
Una ilustración de este hecho aparece en la elegante teoŕıa de Perron-Frobenius
que comenzamos a desarrollar a partir de la Sección 1.3 y que además, tiene

v
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múltiples aplicaciones en probabilidades, sistemas dinámicos, economı́a e inclu-
so en los motores de búsqueda de internet.

Como mencionamos antes, uno de los problemas fundamentales es obtener
información estructural de un digrafo a partir del estudio algebraico de las ma-
trices asociadas. Esto lo ilustraremos a lo largo del Caṕıtulo 2. Un ejemplo de
este hecho viene dado a través de la matriz potencia de la matriz de adyacencia,
que tiene conexión directa con el número de caminos del digrafo. Como con-
secuencia, se obtiene una relación interesante entre los momentos espectrales
de un digrafo con el número de caminos cerrados que el digrafo posee. Otra
ilustración importante viene dada por el Teorema de Sachs, donde se establece
una conexión entre los coeficientes del polinomio caracteŕıstico y la estructura
ćıclica del digrafo.

Además, estudiaremos en este caṕıtulo el polinomio caracteŕıstico de digra-
fos que se obtienen a partir de operaciones bien conocidas entre digrafos, y
también discutiremos el espectro de digrafos que aparecen frecuentemente en
la literatura, como son por ejemplo, los digrafos circulantes, regulares, fuerte-
mente regulares o bipartitos (Sección 2.3).

El origen de la teoŕıa espectral de grafos la podemos ubicar en el art́ıculo de
E. Hückel del año 1931 en la qúımica cuántica [23], y el célebre art́ıculo ma-
temático de Collatz y Sinogowitz [5] del año 1957. Más tarde se reconoció que
las dos teoŕıas eran esencialmente las mismas. El Teorema de Collatz y Sino-
gowitz establece que si G es un grafo con m aristas y n vértices, entonces el
radio espectral ρ (G) de G satisface la desigualdad ρ (G) ≥ 2m

n . Más aún, la
igualdad se satisface si, y sólo si, G es un grafo 2m

n -regular. Este resultado fue
generalizado para digrafos y será el contenido de la Sección 2.4. Básicamente
lo que demostramos es que el radio espectral de un digrafo D satisface la de-
sigualdad ρ (D) ≥ c2

n , donde c2 es el número de caminos cerrados de longitud
2, y la igualdad ocurre cuando D es el digrafo simétrico asociado a un grafo
c2
n -regular [16]. Si además el digrafo es normal, es decir, la matriz de adyacencia
es normal, entonces la cota mejora sustancialmente sustituyendo c2 por a, el
número de arcos de D [36].

El estudio de los grafos con pocos autovalores fue propuesto por M. Doob [10]
en el año 1970. En ese art́ıculo, Doob caracteriza los grafos que poseen hasta
3 autovalores diferentes. Este problema se planteó para digrafos en general en
[30] y lo desarrollamos en la Sección 2.5. Es una consecuencia inmediata del
Teorema de Sachs que un digrafo tiene un sólo autovalor si, y sólo si, el digrafo es
aćıclico. Surge naturalmente la pregunta: ¿cuáles digrafos tienen exactamente
dos autovalores diferentes? Estos resultan ser, en esencia, sumas directas de
digrafos completos.

El caso de tres autovalores diferentes es mucho más complicado, aún en el
caso de digrafos bipartitos. La diferencia con el caso simétrico radica en que
el polinomio minimal de un digrafo bipartito con tres autovalores puede tener
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Figura 1: Grafo Molecular

el grado muy grande, de hecho, puede ser igual al grado del polinomio carac-
teŕıstico (los llamados digrafos no-derogatorios). Sin embargo, presentamos una
caracterización de los digrafos bipartitos con tres autovalores, en términos de
su espectro, lo que nos permite construir familias infinitas de digrafos en esta
clase.

Por último, damos una aplicación en el Caṕıtulo 3 de la teoŕıa espectral de
digrafos a la enerǵıa. La enerǵıa de un grafo G se define como

E (G) =
n∑

i=1

|λi|

donde λ1, . . . , λn son los autovalores reales del grafoG. El concepto de la enerǵıa
tiene una motivación qúımica. A saber, para aquellos grafos G que en la teoŕıa
de Hückel representan el esqueleto carbón-átomo de algún hidrocarburo conju-
gado (ver la Figura 1), E (G) está relacionado con la enerǵıa π-electrón total.
Detalles sobre este tema aparecen en el libro [19].

En el año 1978 [18], I. Gutman propuso que el invariante E, tal como se
definió antes, se considerara para todos los grafos, independientemente de sus
posibles aplicaciones a la qúımica. Esto motivó a muchos investigadores a es-
tudiar las propiedades matemáticas de la enerǵıa, algunas de valiosa aplicación
a la qúımica y otras de interés principalmente matemático (para una revisión
sobre la literatura reciente sobre la enerǵıa, referimos a [20].

Una de las fórmulas fundamentales en la teoŕıa de la enerǵıa es la fórmula in-
tegral de Coulson, que expresa la enerǵıa de un grafo en términos del polinomio
caracteŕıstico del grafo. En [31], la fórmula integral de Coulson se generalizó a
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digrafos:

1
π

∞∫
−∞

(
n− ixΦ′D (ix)

ΦD (ix)

)
dx =

n∑
i=1

|Rezi|

donde z1, . . . , zn son los (posiblemente complejos) autovalores del digrafo D y
Rezi denota la parte real de zi. En consecuencia, el concepto de la enerǵıa fue
naturalmente extendido a digrafos como

e (D) =
n∑

i=1

|Rezi|

En el Caṕıtulo 3 hacemos una puesta al d́ıa sobre el estudio de las propiedades
matemáticas de la enerǵıa de un digrafo ([16],[26],[31],[34],[35] y [36]).

Algunos comentarios sobre la notación que usaremos a lo largo de estas notas.
Denotaremos por Mn (F) al espacio de las matrices de tamaño n × n con
entradas en el cuerpo F. Usualmente haremos F = C, el cuerpo de los números
complejos o F = R, el cuerpo de los números reales. Si A ∈Mn (C), entonces la
entrada ij de A la denotamos por [A]ij o a veces simplemente por aij . También
usaremos la notación (A)i∗ y (A)∗j , para denotar la fila i y la columna j de A,
respectivamente.

El espacio Cn representa el espacio de las n-uplas z = (z1, . . . , zn)>, donde
zi ∈ C para todo i = 1, . . . , n. Trabajaremos con las normas usuales sobre Cn:

‖z‖1 =
n∑

i=1

|zi| , ‖z‖2 =

√
n∑

i=1

|zi|2 y ‖z‖∞ = máx
1≤i≤n

|zi| ,

donde |z| es el módulo del número complejo z. El producto interno sobre Cn es

〈z, w〉 =
n∑

i=1

ziwi

donde w = (w1, . . . , wn)> y wi es el conjugado de wi.
Para más detalles sobre la teoŕıa de matrices, hacemos referencia a los libros

[28, 22].



Caṕıtulo 1

Algunos aspectos de la
teoŕıa de matrices

1.1. Matrices hermitianas

Nuestro objetivo en esta primera sección es estudiar las matrices normales y,
en particular, las matrices hermitianas. Demostraremos el célebre Teorema de
Courant-Fischer sobre los autovalores de una matriz hermitiana y deduciremos,
a partir de este, el Teorema de los autovalores entrelazados.

Comenzamos recordando que, si A ∈ Mn (C), entonces la matriz conjugada
de A, A, se define por

[
A
]
ij

= [A]ij . La traspuesta conjugada, denotada por

A∗, se define como A∗ = A>.

Definición 1.1.1. Una matriz U ∈Mn (C) es unitaria si U∗U = In.

Las matrices unitarias están caracterizadas en la siguiente Proposición.

Proposición 1.1.2. Sea U ∈ Mn (C). Las siguientes condiciones son equiva-
lentes:

1. U es unitaria;

2. U es invertible y U−1 = U∗;

3. U∗ es unitaria;

4. Las columnas de U forman una base ortonormal de Cn;

5. Las filas de U forman una base ortonormal de Cn;

6. ‖Ux‖2 = ‖x‖2 para todo x ∈ Cn.

1



2 CAPÍTULO 1. ASPECTOS DE LA TEORÍA DE MATRICES

Demostración. 1 ⇒ 2. Si U es unitaria, entonces U∗U = In. Esto implica que
UU∗ = In (vea el Ejercicio 1.1.3). En consecuencia, U y U∗ son invertibles y
U∗ = U−1.

2 ⇒ 1. Es claro.
1 ⇔ 3. Esto es consecuencia de U∗∗ = U y la equivalencia U∗U = In si, y

sólo si, UU∗ = In.
1 ⇔ 4. El elemento ij de la matriz U∗U es

[U∗U ]ij =
∑

k

[U∗]ik [U ]kj =
∑

k

[U ]kj

[
U
]
ki

= 〈U∗j , U∗i〉

Por lo tanto, U∗U = In si, y sólo si, 〈U∗j , U∗i〉 = δij , donde δij es el delta de
Kronecker.

3 ⇔ 5 Es similar al argumento anterior.
1 ⇒ 6. ‖Ux‖22 = (Ux)∗ (Ux) = (x∗U∗) (Ux) = x∗x = ‖x‖22 para todo x ∈ Cn.
6 ⇒ 1. Supongamos que

x∗U∗Ux = x∗x para todo x ∈ Cn (1.1)

Llamemos ui a la columna i de U . Entonces, colocando x = ei en (1.1), obtene-
mos que u∗i ui = 1 para todo i. Si ahora colocamos x = ej + ek (j 6= k) en (1.1),
entonces obtenemos 0 = u∗juk + u∗kuj = 2Re

(
u∗juk

)
. Por último, colocamos

x = ej + iek en (1.1) para obtener 0 = 2Im
(
u∗juk

)
. Por lo tanto, u∗juk = 0 para

todo j 6= k, o equivalentemente, U∗U = In.

Ejercicio 1.1.3. Sean A,B ∈ Mn (C). Demuestre que si AB = In, entonces
BA = In.

Ejercicio 1.1.4. Si W ∈ Mn−1 (C) es unitaria, entonces U =
(

1 0
0 W

)
∈

Mn (C) es unitaria.

Ejercicio 1.1.5. Si U, V ∈Mn (C) son unitarias, entonces UV es unitaria.

Definición 1.1.6. Sean A,B ∈ Mn (C). Decimos que la matriz A es unita-
riamente equivalente a la matriz B si existe una matriz unitaria U ∈ Mn (C)
tal que B = U∗AU .

Ejercicio 1.1.7. La relación “equivalencia unitaria” es una relación de equi-
valencia sobre Mn (C).

Uno de los resultados más importantes en la teoŕıa elemental de matrices
establece que cualquier matriz A ∈ Mn (C) es unitariamente equivalente a una
matriz triangular superior que tiene los autovalores de A en la diagonal.

Teorema 1.1.8. (Schur) Sea A ∈Mn (C). Entonces existe una matriz unita-
ria U ∈Mn (C) tal que U∗AU = T , donde T es una matriz triangular superior.
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Demostración. La demostración la haremos por inducción sobre n, siendo el
caso n = 1 trivial. Sea A ∈ Mn (C) y x ∈ Cn un autovector de A asociado al
autovalor λ y supongamos que ‖x‖2 = 1. Extendemos este vector a una base
ortonormal x, y2, . . . , yn de Cn. Consideremos la matriz V ∈Mn (C) que tiene
primera columna a x y para 2 ≤ j ≤ n, la columna j de V es yj . Entonces

(V ∗AV )∗1 = (V ∗A)V∗1 = V ∗Ax = λV ∗x = (λ, 0, . . . , 0)>

y, por lo tanto,

V ∗AV =
(
λ ∗
0 B

)
donde B ∈ Mn−1 (C). Por hipótesis de inducción, existe una matriz unitaria
W ∈Mn−1 (C) y una matriz triangular superior S ∈Mn−1 (C), tal que

W ∗BW = S

Construyamos la matriz unitaria U =
(

1 0
0 W

)
∈Mn (C) . Entonces V U es

unitaria y

(V U)∗A (V U) =
(
λ ∗
0 S

)
es una matriz triangular superior.

Notamos que, en el Teorema de Schur, ni la matriz unitaria U ni la matriz
triangular T son únicas, como vemos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.1.9. Sea A =

 1 1 4
0 2 2
0 0 3

 ∈M3 (R). Entonces

U−1AU =

 2 −1 3
√

2
0 1

√
2

0 0 3

 e I−1
n AIn =

 1 1 4
0 2 2
0 0 3



donde U = 1√
2

 1 1 0
1 −1 0
0 0

√
2

.

Nos planteamos ahora el problema de determinar cuando una matriz A ∈
Mn (C) es unitariamente diagonalizable, es decir, unitariamente equivalente a
una matriz diagonal.

Definición 1.1.10. Una matriz A ∈Mn (C) es normal si AA∗ = A∗A.

Ejemplo 1.1.11. Veamos algunos ejemplos de matrices normales:
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1. Toda matriz unitaria es normal;

2. AA∗ y A∗A son matrices normales, para toda matriz A ∈Mn (C).

Ejercicio 1.1.12. Demuestre que A ∈ Mn (C) es normal si, y sólo si, toda
matriz que es unitariamente equivalente a A es normal.

Proposición 1.1.13. Sea A ∈ Mn (C) con autovalores λ1, . . . , λn. Las si-
guientes condiciones son equivalentes:

1. A es unitariamente diagonalizable;

2. A es normal;

3.
∑
i,j

∣∣∣[A]ij
∣∣∣2 =

n∑
i=1

|λi|2 ;

4. Existe una base ortonormal de Cn formada por autovectores de A.

Demostración. 1 ⇒ 2. Si A ∈Mn (C) es unitariamente equivalente a la matriz
diagonal D, entonces U∗AU = D, donde U es una matriz unitaria. Luego
A = UDU∗ y, en consecuencia,

AA∗ = (UDU∗) (UD∗U∗) = U (DD∗)U∗

y
A∗A = (UD∗U∗) (UDU∗) = U (D∗D)U∗

Como DD∗ = D∗D concluimos que A es normal.
2 ⇒ 1. Por el Teorema de Schur exite una matriz unitaria U y una matriz

triangular superior T tal que

U∗AU = T =


λ1 t12 t13 · · · t1n

0 λ2 t23 · · · t2n

0 0 λ3 · · · t3n

...
...

...
0 0 0 · · · λn

 (1.2)

donde λ1, . . . , λn son los autovalores de A. Como U es unitaria y A es normal
entonces es fácil ver que T es normal. Por lo tanto,

(T ∗T )11 = λ1λ1 = (TT ∗)11 = λ1λ1 + t12t12 + · · ·+ t1nt1n

En consecuencia,
t12 = · · · = t1n = 0
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Análogamente,

(T ∗T )22 = λ2λ2 = (TT ∗)22 = λ2λ2 + t23t23 + · · ·+ t2nt2n

y por lo tanto,
t23 = · · · = t2n = 0

Continuando aśı concluimos que T = diag(λ1, λ2, . . . , λn).
1 ⇒ 3. Supongamos que D = U∗AU , donde U es unitaria y D diagonal.

Entonces usando el hecho de que la traza es invariante por semejanza obtenemos

n∑
i=1

|λi|2 = tr (D∗D) = tr (U∗A∗UU∗AU)

= tr (U∗A∗AU) = tr (A∗A) =
∑
i,j

∣∣∣[A]ij
∣∣∣2

3 ⇒ 1. Sabemos por el Teorema de Schur que existe una matriz unitaria U tal
que U∗AU = T , donde T tiene la forma dada en (1.2). Luego, A = UTU∗ y
A∗ = UT ∗U∗ y, por lo tanto, AA∗ = UTT ∗U∗. Se deduce que

n∑
i=1

|λi|2 =
∑
i,j

∣∣∣[A]ij
∣∣∣2 = tr (AA∗) = tr (TT ∗)

=
n∑

i=1

|λi|2 +
n∑

i<j

|tij |2

En consecuencia,
n∑

i<j

|tij |2 = 0

y aśı, tij = 0 para todo i < j. Esto demuestra que T es diagonal.
1 ⇒ 4. Supongamos que AU = UD, donde D = diag (λ1, . . . , λn). Por el

Teorema 1.1.2, las columnas de U forman una base ortonormal de Cn. Además,

A [U ]∗j = [AU ]∗j = [UD]∗j = U [D]∗j = Uλjej = λj [U ]∗j

lo que demuestra que las columnas de U son autovectores de A.
4 ⇒ 1. Sea {u1, . . . , un} una base ortonormal de Cn formada por autovectores

de A. Consideremos la matriz U que tiene como columna j a uj . Entonces

(U∗AU)∗j = (U∗A)uj = U∗λjuj = λjej

Aśı, U∗AU = diag (λ1, . . . , λn) y A es unitariamente diagonalizable.
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Ejercicio 1.1.14. Si B es una matriz normal, entonces

|x∗Bx| ≤ máx {|λ| : λ es un autovalor de B} · ‖x‖22

Definición 1.1.15. Una matriz A ∈Mn (C) es hermitiana si A∗ = A.

Claramente, toda matriz simétrica A ∈Mn (R) es hermitiana.

Ejemplo 1.1.16. La matriz
(

1 −1
1 1

)
es normal pero no es unitaria ni

hermitiana.

Proposición 1.1.17. Los autovalores de una matriz hermitiana son números
reales.

Demostración. Sea A una matriz hermitiana y λ un autovalor de A. Sea x 6= 0
un autovector asociado. Como Ax = λx, entonces x∗A = λx∗. Multiplicamos
por x∗ a la izquierda de la primera relación y por x a la derecha en la segunda,
para obtener

x∗Ax = λx∗x

x∗Ax = λx∗x

Se deduce que λx∗x = λx∗x y como x 6= 0, λ = λ. Es decir, λ es un número
real.

Como los autovalores de una matriz hermitiana A ∈ Mn (C) son números
reales, entonces los podemos ordenar de forma no-decreciente

λ1 ≤ λ2 ≤ · · · ≤ λn (1.3)

Teorema 1.1.18. (Rayleigh-Ritz) Sea A ∈ Mn (C) una matriz hermitiana con
autovalores ordenados como en (1.3). Entonces

1. λn = máx
‖x‖2=1

x∗Ax;

2. λ1 = mı́n
‖x‖2=1

x∗Ax.

Demostración. Como A es hermitiana, por la Proposición 1.1.13, existe una
matriz unitaria U tal que A = UDU∗, donde D = diag (λ1, . . . , λn). Luego, si
x ∈ Cn , entonces

x∗Ax = x∗UDU∗x = (U∗x)∗D (U∗x)

=
n∑

i=1

λi |(U∗x)i|
2
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Aśı,

λ1

n∑
i=1

|(U∗x)i|
2 ≤ x∗Ax ≤ λn

n∑
i=1

|(U∗x)i|
2

Ahora, como U es unitaria,

n∑
i=1

|(U∗x)i|
2 = ‖U∗x‖22 = ‖x‖22

y, por lo tanto,
λ1 ‖x‖22 ≤ x∗Ax ≤ λn ‖x‖22

Luego
máx
‖x‖2=1

x∗Ax ≤ λn y λ1 ≤ mı́n
‖x‖2=1

x∗Ax.

Sea u un autovector asociado a λn tal que ‖u‖2 = 1. Entonces

máx
‖x‖2=1

x∗Ax ≥ u∗Au = u∗ (λnu) = λn

Similarmente, si v es un autovector asociado a λ1 tal que ‖v‖2 = 1 , entonces

mı́n
‖x‖2=1

x∗Ax ≤ v∗Av = v∗ (λ1v) = λ1.

Es natural ahora preguntarse si hay una expresión similar para los autovalores
intermedios en (1.3) de una matriz hermitiana A. Denotemos por Sk al conjunto
de todos los subespacios de Cn con dimensión k.

Teorema 1.1.19. (Courant-Fischer) Sea A ∈ Mn (C) una matriz hermitiana
con autovalores ordenados como en (1.3). Entonces

1. λk = mı́n
W∈Sk

 máx
x∈W
‖x‖2=1

x∗Ax

 ;

2. λk = máx
W∈Sn−k+1

 mı́n
x∈W
‖x‖2=1

x∗Ax

 .

Demostración. Comenzamos demostrando (1.). Como A es hermitiana, existe
una matriz unitaria U tal que U∗AU = D = diag (λ1, . . . , λn). Luego es sufi-
ciente demostrar el resultado para A = D. Sea W un subespacio de Cn con
dimensión k y T = gen (ek, . . . , en) ⊆ Cn. Como

dim (W + T ) = dim (W ) + dim (T )− dim (W ∩ T )
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es claro que W ∩ T 6= 〈0〉. Sea y ∈ W ∩ T tal que ‖y‖2 = 1, digamos y =
(0, . . . , 0, yk, . . . , yn)>. Entonces

y∗Dy =
n∑

j=k

λj |yj |2 ≥ λk

n∑
j=k

|yj |2 = λk

Por lo tanto
máx
x∈W
‖x‖2=1

x∗Dx ≥ máx
y∈W∩T
‖y‖2=1

y∗Dy ≥ λk,

esto para cualquier subespacio W de Cn de dimensión k. En consecuencia,

mı́n
W∈Sk

 máx
x∈W
‖x‖2=1

x∗Dx

 ≥ λk

Por otra parte, consideremos el subespacio T ′ = gen (e1, . . . , ek) ⊆ Cn. Para
todo z = (z1, . . . , zk, 0, . . . , 0)> ∈ T ′ tal que ‖z‖2 = 1 tenemos

z∗Dz =
k∑

j=1

λj |zj |2 ≤ λk

k∑
j=1

|zj |2 = λk

Por lo tanto,

mı́n
W∈Sk

 máx
x∈W
‖x‖2=1

x∗Dx

 ≤ máx
z∈T ′
‖z‖2=1

z∗Dz ≤ λk.

El argumento para la segunda parte del Teorema es similar.

Ejercicio 1.1.20. Demuestre la segunda parte del Teorema 1.1.19.

Observamos que tomando k = n en la fórmula min-max y tomando k = 1 en
la fórmula max-min del Teorema 1.1.19, recuperamos el Teorema de Rayleigh-
Ritz. En ese caso Sn = Cn.

Una aplicación importante del Teorema de Courant-Fischer es el Teorema de
los autovalores entrelazados.

Ejercicio 1.1.21. Sea A ∈ Mn (C) y B =
(

A w
w∗ α

)
∈ Mn+1 (C), donde

w ∈ Cn y α ∈ R. Entonces B es hermitiana si, y sólo si, A es hermitiana.

Proposición 1.1.22. Sea A ∈Mn (C) una matriz hermitiana con autovalores

ordenados como en (1.3). Sea B =
(

A w
w∗ α

)
∈Mn+1 (C) con autovalores

β1 ≤ β2 ≤ · · · ≤ βn ≤ βn+1
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donde w ∈ Cn y α ∈ R. Entonces

β1 ≤ λ1 ≤ β2 ≤ λ2 ≤ · · · ≤ βn ≤ λn ≤ βn+1

Demostración. Sea U una matriz unitaria tal que

U∗AU = Λ = diag (λ1, λ2, . . . , λn) .

Sea V =
(
U 0
0 1

)
∈ Mn+1 (C). Por la Proposición 1.1.2, V es una matriz

unitaria. Por lo tanto,

B̃ = V ∗BV =
(

Λ y
y∗ α

)
,

donde y = U∗w. Sea x ∈ L = gen {e1, . . . , ei} ⊆ Cn+1 tal que ‖x‖2 = 1.
Entonces x = (x1, . . . , xi, 0, . . . , 0)> y

x∗B̃x =
i∑

j=1

λj |xj |2 ≤ λi

i∑
j=1

|xj |2 = λi

Ahora aplicando el Teorema de Courant-Fischer a la matriz hermitiana B̃ ob-
tenemos

βi = mı́n
W∈Si

 máx
x∈W
‖x‖2=1

x∗B̃x

 ≤ máx
x∈L
‖x‖2=1

x∗B̃x ≤ λi

por otro lado, sea z = T = gen {ei, . . . , en} ⊆ Cn+1 tal que ‖z‖2 = 1. Entonces
z = (0, . . . , 0, zi, . . . , zn, 0)> y

z∗B̃z =
n∑

j=i

λj |zj |2 ≥ λi

n∑
j=i

|zj |2 = λi

De nuevo por el Teorema de Courant-Fischer aplicado a la matriz B̃ deducimos

βi+1 = máx
W∈Sn−i+1

 mı́n
x∈W
‖x‖2=1

x∗B̃x

 ≥ mı́n
x∈T
‖x‖2=1

x∗B̃x ≥ λi

Ahora podemos demostrar el Teorema de autovalores entrelazados:
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Corolario 1.1.23. Sea B ∈Mn+1 (C) una matriz hermitiana con autovalores
ordenados

β1 ≤ β2 ≤ · · · ≤ βn ≤ βn+1

y A ∈Mn (C) una submatriz principal de B con autovalores

λ1 ≤ λ2 ≤ · · · ≤ λn

Entonces
β1 ≤ λ1 ≤ β2 ≤ λ2 ≤ · · · ≤ βn ≤ λn ≤ βn+1

Demostración. Como A es una submatriz principal de B , entonces existe una
matriz de permutación P tal que

PTBP =
(

A w
w∗ α

)
Ahora aplicamos el Teorema anterior.

1.2. Normas matriciales y el radio espectral

Las normas matriciales son esenciales para estudiar las series de potencias
de las matrices, que aplicaremos luego para encontrar cotas del radio espectral
de una matriz.

Definición 1.2.1. Una función ‖·‖ : Mn (C) → R es una norma matricial si
para todo A,B ∈Mn (C) se satisfacen los siguientes axiomas:

1. ‖A‖ ≥ 0 y ‖A‖ = 0 si, y sólo si, A = 0;

2. ‖cA‖ = |c| ‖A‖ para todo c ∈ C;

3. ‖A+B‖ ≤ ‖A‖+ ‖B‖;

4. ‖AB‖ ≤ ‖A‖ ‖B‖ .

En otras palabras ‖·‖ : Mn (C) → R es una norma vectorial sobre Mn (C) en
el sentido usual, que además es submultiplicativa (condición 4).

Ejercicio 1.2.2. Sea ‖·‖ : Mn (C) → R una norma matricial y U ∈ Mn (C)
una matriz invertible. Entonces ‖·‖∗ : Mn (C) → R definida por ‖B‖∗ =∥∥U−1BU

∥∥, para todo B ∈Mn (C) es una norma matricial.

Consideremos las normas vectoriales bien conocidas ‖·‖1 , ‖·‖2 y ‖·‖∞ sobre
el espacio vectorial Mn (C) ∼= Cn2

. Sabemos que satisfacen las tres primeras
condiciones, pero ¿serán normas matriciales sobre Mn (C)?
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Ejercicio 1.2.3. La norma ‖·‖1 : Mn (C) → R definida por ‖A‖1 =
n∑

i,j=1

|aij |

es una norma matricial.

Ejercicio 1.2.4. La norma ‖·‖2 : Mn (C) → R definida por ‖A‖2 =

(
n∑

i,j=1

|aij |2
) 1

2

es una norma matricial.

Ejercicio 1.2.5. La norma ‖·‖∞ : Mn (C) → R definida por ‖A‖∞ = máx
1≤i,j≤n

|aij |
no es una norma matricial.

Es posible construir normas matriciales sobre Mn (C) a partir de normas
vectoriales definidas sobre Cn.

Proposición 1.2.6. Sea ‖·‖ una norma vectorial sobre Cn. Entonces |||·||| :
Mn (C) → R definida por

|||A||| = máx
‖x‖=1

‖Ax‖

es una norma matricial sobre Mn (C) que satisface ‖Ax‖ ≤ |||A||| ‖x‖, para
todo A ∈Mn (C) y x ∈ Cn.

Demostración. Como la función ‖Ax‖ es continua en x y la bola unitaria
B = {x ∈ Cn : ‖x‖ = 1} es compacta, entonces la función |||·||| : Mn (C) → R,
definida por |||A||| = máx

‖x‖=1
‖Ax‖, está bien definida.

1. Claramente |||A||| ≥ 0 para todo A ∈ Mn (C). Si |||A||| = 0 , entonces
Ax = 0 para todo x ∈ Cn y aśı A = 0.

2. Sea c ∈ C y A ∈Mn (C). Entonces

|||cA||| = máx
‖x‖=1

‖cAx‖ = máx
‖x‖=1

|c| ‖Ax‖ = |c| máx
‖x‖=1

‖Ax‖ = |c| |||A|||

3. Si A,B ∈Mn (C) , entonces

|||A+B||| = máx
‖x‖=1

‖(A+B)x‖ = máx
‖x‖=1

‖Ax+Bx‖

≤ máx
‖x‖=1

‖Ax‖+ máx
‖x‖=1

‖Bx‖ = |||A|||+ |||B|||

Veamos ahora que ‖Ax‖ ≤ |||A||| ‖x‖, para todo A ∈ Mn (C) y x ∈ Cn. El
caso x = 0 es trivial. Si x0 6= 0 , entonces

|||A|||= máx
‖x‖=1

‖Ax‖ = máx
x6=0

‖Ax‖
‖x‖

≥ ‖Ax0‖
‖x0‖
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4. Sean A,B ∈Mn (C) . Existe x0 ∈ Cn tal que ‖x0‖ = 1 y

|||AB|||= ‖ABx0‖

Entonces por lo anterior,

|||AB|||= ‖ABx0‖ ≤ |||A||| ‖Bx0‖ ≤ |||A||| |||B||| ‖x0‖ = |||A||| |||B|||

La norma matricial |||·||| : Mn (C) → R introducida en la Proposición 1.2.6
se llama la norma matricial inducida por la norma vectorial ||·||.

Ejemplo 1.2.7. La norma matricial inducida por la norma vectorial ||x||1 =
n∑

i=1

|xi| viene dada por

|||A|||1 = máx
j

n∑
i=1

|aij |

para toda matriz A = (aij) ∈Mn (C). En efecto, para todo x ∈ Cn tenemos

||Ax||1 =

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣

n∑
i=1

xiA∗i

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
1

≤
n∑

i=1

||xiA∗i||1 =
n∑

i=1

|xi| · ||A∗i||1

≤
n∑

i=1

|xi|
(

máx
k
||A∗k||1

)
= ||x||1 máx

j

n∑
i=1

|aij |

Por lo tanto, |||A|||1 = máx
||x||1=1

||Ax||1 ≤máx
j

n∑
i=1

|aij |. Para ver la desigualdad

contraria, observamos que para todo k = 1, . . . , n se tiene que

máx
||x||1=1

||Ax||1 ≥ ||Aek||1 = ||A∗k||1

y, en consecuencia,

|||A|||1 = máx
||x||1=1

||Ax||1 ≥máx
k
||A∗k||1 = max

j

n∑
i=1

|aij |

Ejemplo 1.2.8. La norma matricial inducida por la norma vectorial ||x||∞ =
máx

i
|xi| viene dada por

|||A|||∞ = máx
i

n∑
j=1

|aij |
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para toda matriz A = (aij) ∈Mn (C). En efecto,

||Ax||∞ = máx
1≤i≤n

∣∣∣∣∣∣
n∑

j=1

aijxj

∣∣∣∣∣∣ ≤ máx
1≤i≤n

n∑
j=1

|aijxj |

≤ máx
1≤i≤n

n∑
j=1

|aij | · ||x||∞

Aśı,

|||A|||∞ = máx
||x||∞=1

||Ax||∞ ≤ máx
1≤i≤n

n∑
j=1

|aij | .

Veamos ahora la otra desigualdad: podemos suponer que A 6= 0 y supongamos
además que la fila Ak∗ 6= 0. Definamos el vector z = (z1, . . . , zn) ∈ Cn por

zi =


aki/ |aki| si aki 6= 0

1 en caso contrario.

Es claro que ||z||∞ = 1, akjzj = |akj | para todo j = 1, . . . , n, y

|||A|||∞ = máx
||x||∞=1

||Ax||∞ ≥ ||Az||∞

= máx
1≤i≤n

∣∣∣∣∣∣
n∑

j=1

aijzj

∣∣∣∣∣∣ ≥
∣∣∣∣∣∣

n∑
j=1

akjzj

∣∣∣∣∣∣ =
n∑

j=1

|akj |

para todo k = 1, . . . , n. Luego

|||A|||∞ ≥ máx
1≤k≤n

n∑
j=1

|akj |

Ejemplo 1.2.9. La norma matricial inducida por la norma vectorial ||x||2 =(
n∑

i=1

|xi|2
) 1

2

viene dada por

|||A|||2 = σ1 := máx
{√

λ : λ es un autovalor de A∗A
}

para todo A ∈Mn (C). Esta norma recibe el nombre de norma espectral.
Primeramente, observamos que si λ es un autovalor de A∗A, es decir, A∗Az =

λz, donde z 6= 0, entonces

||Az||22 = (Az)∗Az = z∗A∗Az = λ ||z||22 (1.4)
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En particular, λ es un autovalor real no-negativo y σ1 está bien definido. Por
otra parte, teniendo en cuenta que A∗A es una matriz normal, por el Ejercicio
1.1.14 deducimos

||Ax||22 = (Ax)∗Ax = x∗ (A∗A)x ≤ máx {|λ| : λ es un autovalor de A∗A }·||x||22

En consecuencia,
|||A|||2 = máx

||x||2=1
||Ax||2 ≤ σ1

Por otro lado, supongamos que A∗Az0 = σ2
1z0, donde z0 6= 0 y ||z0||2 = 1.

Entonces por (1.4)

|||A|||2 = máx
||x||2=1

||Ax||2 ≥ ||Az0||2 = σ1

Ejercicio 1.2.10. Sea A ∈Mn (C). Demuestre

1. |||A|||2 = máx
x6=0

‖Ax‖2
‖x‖2

;

2. |||UAV |||2 = |||A|||2 cuando U, V son matrices unitarias;

3. |||A|||2 = |||A∗|||2 .

Definición 1.2.11. Sea A ∈ Mn (C) y λ1, . . . , λn los autovalores de A. En-
tonces definimos el radio espectral de A, denotado por ρ (A), como

ρ (A) = máx
1≤i≤n

|λi| .

En otras palabras, ρ (A) es el radio del disco más pequeño en el plano com-
plejo con centro en el origen, que contiene a todos los autovalores de A.

Una de las aplicaciones importantes de las normas matriciales es el estudio
de las cotas del radio espectral de una matriz.

Ejercicio 1.2.12. Si A es una matriz normal, entonces |||A|||2 = ρ (A).

Lema 1.2.13. Si ‖·‖ es cualquier norma matricial y A ∈ Mn (C) , entonces
ρ (A) ≤ ‖A‖.

Demostración. Sea λ un autovalor de A para el cual |λ| = ρ (A). Si Ax = λx,
x 6= 0, consideramos la matriz X ∈Mn (C) que tiene en todas las columnas el
autovector x. Entonces AX = λX. Luego

|λ| ‖X‖ = ‖λX‖ = ‖AX‖ ≤ ‖A‖ ‖X‖

y aśı, ρ (A) = |λ| ≤ ‖A‖.
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La desigualdad anterior nos dice que ρ(A) es una cota inferior del conjunto
de valores posibles

||A||
. A continuación veremos que ρ(A) es el ı́nfimo de este conjunto.

Proposición 1.2.14. Sea A ∈ Mn (C) y ε > 0. Entonces existe una norma
matricial ‖·‖ en Mn (C) tal que

ρ (A) ≤ ‖A‖ < ρ (A) + ε

Demostración. Por el Teorema de Schur, existe una matriz unitaria U y una
matriz triangular superior ∆ = (dij), donde dii = λi son los autovalores de A,
tal que UAU∗ = ∆. Consideremos la matriz diagonalDt = diag

(
t, t2, t3, . . . , tn

)
.

Entonces

Dt∆D−1
t =



λ1 t−1d12 t−2d13 · · · t−n+1d1n

0 λ2 t−1d23 · · · t−n+2d2n

0 0 λ3 · · · t−n+3d3n

...
...

...
...

0 0 0 · · · t−1dn−1,n

0 0 · · · 0 λn


es una matriz triangular superior. Entonces, para un t > 0 suficientemente
grande, podemos asegurar que la suma de los valores absolutos de las entradas
fuera de la diagonal de Dt∆D−1

t es menor que ε. En particular,∣∣∣∣∣∣Dt∆D−1
t

∣∣∣∣∣∣
1
< ρ (A) + ε

para t suficientemente grande. Definamos la norma matricial ||·|| sobre Mn (C)
por

||B|| =
∣∣∣∣∣∣DtUBU

∗D−1
t

∣∣∣∣∣∣
1

=
∣∣∣∣∣∣∣∣∣(U∗D−1

t

)−1
B
(
U∗D−1

t

)∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1

para todo B ∈Mn (C). Entonces para t suficientemente grande

||A|| =
∣∣∣∣∣∣DtU (U∗∆U)U∗D−1

t

∣∣∣∣∣∣
1

=
∣∣∣∣∣∣Dt∆D−1

t

∣∣∣∣∣∣
1
< ρ (A) + ε

Por el Lema 1.2.13, ρ (A) ≤ ||A||.

Decimos que una sucesión de matrices {Bk}∞k=1 ⊆ Mn (C) es convergente a
la matriz B ∈Mn (C) en el caso en que

ĺım
k→∞

b
(k)
ij = bij

para todo par 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ n, siendo

Bk =
(
b
(k)
ij

)
y B = (bij) .
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Si esto sucede, escribiremos
ĺım

k→∞
Bk = B

Ejercicio 1.2.15. Sea {Bk}∞k=1 ⊆ Mn (C) una sucesión de matrices. Las si-
guientes condiciones son equivalentes:

1. ĺım
k→∞

Bk = B;

2. ĺım
k→∞

||Bk −B|| = 0 para alguna norma vectorial ‖·‖ sobre Mn (C) ;

3. ĺım
k→∞

‖Bk −B‖ = 0 para toda norma vectorial ‖·‖ sobre Mn (C).

Proposición 1.2.16. Sea A ∈ Mn (C). Entonces ĺım
k→∞

Ak = 0 si, y sólo si,

ρ (A) < 1.

Demostración. Supongamos que ĺım
k→∞

Ak = 0. Sea λ un autovalor de A tal que

|λ| = ρ (A). Existe un vector x 6= 0 tal que Ax = λx y, en consecuencia,

Akx = λkx para todo k.

Por lo tanto,

0 ≤ |λ|k ‖x‖∞ =
∥∥λkx

∥∥
∞ =

∥∥Akx
∥∥
∞ ≤ |||Ak|||∞ ‖x‖∞

Como ĺım
k→∞

Ak = 0 entonces ĺım
k→∞

|||Ak|||∞ = 0 y aśı ĺım
k→∞

|λ|k = 0. Es decir,

|λ| = ρ (A) < 1.

Por otro lado, si asumimos que el radio espectral de A es menor que 1, la
Proposición 1.2.14 afirma que existe una norma matricial ‖·‖ tal que

||A|| < ρ(A) + (1− ρ(A)) = 1.

Por lo tanto,
||Ak|| ≤ ||A||k → 0

cuando k →∞. En consecuencia, ĺım
k→∞

||Ak|| = 0.

Habiendo ya definido el concepto de convergencia de matrices, pasamos ahora
a la convergencia de series de matrices de la manera natural: diremos que la

serie
∞∑

k=0

Ak es convergente si la sucesión de sumas parciales Sn =
n∑

k=0

Ak es

convergente.
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Proposición 1.2.17. Sea A ∈Mn (C) y supongamos que ρ (A) < 1. Entonces

I −A es invertible y
∞∑

k=0

Ak = (I −A)−1.

Demostración. Como ρ (A) < 1, entonces 1 no es un autovalor de A, es decir,
det (I −A) 6= 0 y, en consecuencia, I−A es invertible. Veamos ahora qué forma
tiene su matriz inversa.

Sea n ∈ N y Sn =
n∑

k=0

Ak. Entonces

(I −A)Sn = Sn −ASn = I −An+1

Por lo tanto, Sn = (I −A)−1 (
I −An+1

)
. Sea ε > 0 tal que ρ (A) + ε < 1.

Por la Proposición 1.2.14, existe una norma matricial ‖·‖ sobre Mn (C) tal que
‖A‖ ≤ ρ (A) + ε < 1. Como∥∥∥Sn − (I −A)−1

∥∥∥ =
∥∥∥(I −A)−1 (

I −An+1
)
− (I −A)−1

∥∥∥
=

∥∥∥(I −A)−1 [
I −An+1 − I

]∥∥∥ =
∥∥∥(I −A)−1 [−An+1

]∥∥∥
≤

∥∥∥(I −A)−1
∥∥∥ ‖A‖n+1

y ‖A‖ < 1, entonces ĺım
n→∞

∥∥∥Sn − (I −A)−1
∥∥∥ = 0 . De esta forma,

∞∑
k=0

Ak = (I −A)−1
.

Proposición 1.2.18. Si ‖·‖ es cualquier norma matricial y A ∈ Mn (C) en-

tonces ρ (A) = ĺım
k→∞

∥∥Ak
∥∥ 1

k .

Demostración. Por el Lema 1.2.13 sabemos que para cualquier entero no-negativo
k

ρ (A)k = ρ
(
Ak
)
≤
∥∥Ak

∥∥
Luego ρ (A) ≤

∥∥Ak
∥∥ 1

k . Por otra parte, ρ
(

1
ρ(A)+εA

)
< 1 para todo ε > 0. Por

la Proposición 1.2.16,

ĺım
k→∞

(
1

ρ (A) + ε
A

)k

= 0

lo que implica

ĺım
k→∞

∥∥Ak
∥∥

(ρ (A) + ε)k
= 0
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Por lo tanto, existe Kε > 0 tal que ‖Ak‖
(ρ(A)+ε)k < 1 para todo k ≥ Kε. Aśı,∥∥Ak

∥∥ 1
k < ρ (A) + ε para todo k ≥ Kε. Es decir

ρ (A) ≤
∥∥Ak

∥∥ 1
k < ρ (A) + ε para todo k ≥ Kε

En otras palabras, dado ε > 0 existe Kε > 0 tal que∣∣∣∥∥Ak
∥∥ 1

k − ρ (A)
∣∣∣ = ∥∥Ak

∥∥ 1
k − ρ (A) < ε

si k ≥ Kε. Se sigue de aqúı que ρ (A) = ĺım
k→∞

∥∥Ak
∥∥ 1

k .

Definición 1.2.19. Dadas las matrices A,B ∈Mn (C), decimos que A es no-
negativa, denotado por A ≥ 0, si [A]ij ≥ 0 para todo i, j. Decimos que A es
positiva, denotado por A > 0, si [A]ij > 0 para todo i, j. Escribimos A ≥ B si
A−B ≥ 0 y A > B si A−B > 0.

Las definiciones invertidas ≤ y < son similares. Si A ∈Mn (C) entonces |A|
denota la matriz tal que

[|A|]ij =
∣∣∣[A]ij

∣∣∣
para todo i, j. Claramente, |A| es una matriz no-negativa.

Ejercicio 1.2.20. Sean A,B ∈Mn (C). Demuestre:

1. |AB| ≤ |A| |B|;

2.
∣∣Ak
∣∣ ≤ |A|k para todo entero no-negativo k;

3. Si 0 ≤ A ≤ B entonces 0 ≤ Ak ≤ Bk para todo entero no-negativo k;

4. Si |A| ≤ |B| entonces ‖A‖2 ≤ ‖B‖2 ;

5. ‖A‖2 = ‖|A|‖2 ;

6. Si x ∈ Cn entonces |Ax| ≤ |A| |x| .

Proposición 1.2.21. Sean A,B ∈ Mn (C) y supongamos que |A| ≤ B. En-
tonces ρ (A) ≤ ρ (|A|) ≤ ρ (B).

Demostración. Usando el Ejercicio 1.2.20 tenemos para todo entero no-negativo
k ∣∣Ak

∣∣ ≤ |A|k ≤ Bk

Por lo tanto ∥∥Ak
∥∥

2
=
∥∥∣∣Ak

∣∣∥∥
2
≤
∥∥∥|A|k∥∥∥

2
≤
∥∥Bk

∥∥
2
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Luego ∥∥Ak
∥∥ 1

k

2
≤
∥∥∥|A|k∥∥∥ 1

k

2
≤
∥∥Bk

∥∥ 1
k

2

y aśı,

ĺım
k→∞

∥∥Ak
∥∥ 1

k

2
≤ ĺım

k→∞

∥∥∥|A|k∥∥∥ 1
k

2
≤ ĺım

k→∞

∥∥Bk
∥∥ 1

k

2

El resultado sigue de la Proposición 1.2.18.

Corolario 1.2.22. Sean A,B ∈ Mn (C) tales que 0 ≤ A ≤ B. Entonces
ρ (A) ≤ ρ (B).

Demostración. Consecuencia inmediata de la Proposición 1.2.21.

Usemos estos resultados para obtener cotas para el radio espectral de una
matriz.

Teorema 1.2.23. Sea A ∈Mn (C) y supongamos que A ≥ 0. Entonces

mı́n
1≤i≤n

n∑
j=1

[A]ij ≤ ρ (A) ≤ máx
1≤i≤n

n∑
j=1

[A]ij (1.5)

y

mı́n
1≤j≤n

n∑
i=1

[A]ij ≤ ρ (A) ≤ máx
1≤j≤n

n∑
i=1

[A]ij (1.6)

Demostración. Vamos a demostrar (1.5). Sea

t = mı́n
1≤i≤n

n∑
j=1

[A]ij .

Si t = 0, entonces t = 0 ≤ ρ (A). Supongamos ahora que t > 0. Como
n∑

k=1

[A]ik ≥ t > 0 para todo i, podemos definir la matriz B por

[B]ij = t [A]ij

(
n∑

k=1

[A]ik

)−1

.

Además, t
(

n∑
k=1

[A]ik

)−1

≤ 1 implica que [B]ij ≤ [A]ij para todo i, j y, en

consecuencia, 0 ≤ B ≤ A. Se deduce del Corolario 1.2.22 que ρ (B) ≤ ρ (A).
Veamos ahora que ρ (B) = t. Primero observamos que para cada i

n∑
j=1

[B]ij =
n∑

j=1

t [A]ij

(
n∑

k=1

[A]ik

)−1

= t
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Luego por el Lema 1.2.13

ρ (B) ≤ |||B|||∞ = máx
i

n∑
j=1

|B|ij = t

Por otra parte, si u = (1, . . . , 1)> entonces Bu = tu y, por lo tanto, t ≤ ρ (B).
Esto demuestra que

t = ρ (B) ≤ ρ (A) .

La otra desigualdad es consecuencia directa del Lema 1.2.13, teniendo en cuenta
que

ρ (A) ≤ |||A|||∞ = máx
1≤i≤n

n∑
j=1

[A]ij

Aplicando (1.5) a la matriz A> se obtiene (1.6).

1.3. Matrices positivas

El hecho más importante sobre los autovalores de una matriz no-negativa
está contenido en el célebre Teorema de Perron-Frobenius. En 1907, Oskar
Perron [32] publicó su ahora clásico art́ıculo sobre las llamadas fracciones con-
tinuadas de Jacobi como su trabajo de Habilitationsschrift. Seis meses des-
pués, Perron publicó un art́ıculo titulado ”Hacia la Teoŕıa de Matrices”[33]
que podŕıamos afirmar despertó el interés en lo que hoy en d́ıa se llama la
Teoŕıa Matricial de Perron-Frobenius. Alĺı, Perron demuestra que los resulta-
dos obtenidos en [32] son ciertos en el contexto de matrices positivas, pero,
interesantemente, lamenta que los métodos usados en sus demostraciones usan
argumentos v́ıa ĺımites, a pesar de ser resultados puramente algebráicos. G.
Frobenius leyó este último art́ıculo y, siendo él mismo un experto en la teoŕıa
de matrices, decidió aceptar el reto de probar los resultados de Perron usando
los ”métodos algebraicos usuales”. En 1908 y 1909, Frobenius publica un par
de art́ıculos ([12, 13]) en los que, no sólo supera el reto propuesto por Perron,
sino que abre las puertas a la llamada Teoŕıa No-Negativa de Matrices. Fro-
benius descubre que si x es un autovector no-negativo de una matriz positiva,
entonces su autovalor asociado es el radio espectral y, por lo tanto, x > 0 (que,
en estas notas, llamamos Teorema 1.3.7) y postula el siguiente problema: Da-
da una matriz no-negativa A, determine los autovalores de A con autovectores
asociados no-negativos. Frobenius resuelve este problema y mucho más en su
célebre art́ıculo de 1912 [14], en donde, esencialmente, extiende la teoŕıa de
Perron al contexto de matrices no-negativas.

Antes de proseguir con los resultados de esta sección, queremos detenernos
un momento a destacar que la Teoŕıa de Perron-Frobenius es un ejemplo impor-
tante de una rama muy relevante en muchas áreas de la ciencia aplicada. Sus
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aplicaciones van desde la teoŕıa de Cadenas de Markov en probabilidades hasta
los algoritmos de búsqueda usados por Google. Sin embargo, la motivación de
la teoŕıa tuvo sus oŕıgenes en problemas puramente teóricos.

Comenzamos esta sección recordando primeramente la forma canónica de
Jordan. Para cada A ∈ Mn (C) con autovalores diferentes λ1, . . . , λs, existe
una matriz invertible S ∈Mn (C) tal que

SAS−1 = J =


J (λ1) 0 · · · 0

0 J (λ2) · · · 0
...

...
. . . 0

0 0 0 J (λs)


donde para cada j

J (λj) =


J1 (λj) 0 · · · 0

0 J2 (λj) · · · 0
...

...
. . . 0

0 0 0 Jtj (λj)


siendo tj = mgA (λj), la multiplicidad geométrica de λj en A, y J∗ (λj) los
bloques de Jordan definidos como

J∗ (λj) =


λj 1

λj
. . .
. . . 1
0 λj


El número de bloques de Jordan i× i en J (λj) viene dado por

υi (λj) = ri−1 (λj)− 2ri (λj) + ri+1 (λj)

donde ri (λj) = rango
(
(A− λjI)i

)
. El ı́ndice de λj , denotado por index (λj)

es el tamaño del bloque de Jordan más grande en J (λj). La suma de los
tamaños de los bloques de Jordan de J (λj) es la multiplicidad algebraica de
λj en A, que denotamos por maA (λj).

La matrix J es llamada la forma canónica de Jordan de A. La estructura
de esta forma es única en el sentido de que el número y tamaño de bloques de
Jordan en cada J (λj) está determinada por A. Además, dos matrices A,B ∈
Mn (C) son similares si, y sólo si, A,B tienen la misma estructura de Jordan.

Definición 1.3.1. Decimos que una matriz A = (aij) ∈ Mn (C) es positiva,
denotado por A > 0, si aij > 0 para todo i, j.



22 CAPÍTULO 1. ASPECTOS DE LA TEORÍA DE MATRICES

Vamos a deducir el primer resultado importante sobre matrices positivas.

Teorema 1.3.2. Sea A ∈ Mn (C) y A > 0. Entonces ρ (A) > 0, ρ (A) es un
autovalor de A y existe un vector z > 0 tal que Az = ρ (A) z.

Demostración. Si ρ (A) = 0 entonces todos los autovalores de A son iguales
a cero y, en consecuencia, el polinomio caracteŕıstico de A es φ (x) = xn. En
particular, A es nilpotente, lo que nos lleva a una contradicción ya que A > 0.
Aśı ρ (A) > 0.

Sea λ un autovalor de A tal que |λ| = ρ (A) y supongamos que Ax = λx.
Entonces

ρ (A) |x| = |λx| = |Ax| ≤ A |x|

Sea w = A |x| − ρ (A) |x| ≥ 0 y supongamos que w 6= 0. Entonces Aw > 0 y
como A |x| > 0, existe ε > 0 tal que

Aw > εA |x|

o bien
A

ε+ ρ (A)
A |x| > A |x|

Pero entonces para todo k(
A

ε+ ρ (A)

)k

A |x| > A |x|

y como ρ
(

A
ε+ρ(A)

)
= ρ(A)

ε+ρ(A) < 1 se deduce que

0 = ĺım
k→∞

(
A

ε+ ρ (A)

)k

A |x| ≥ A |x|

Esta contradicción surge al suponer que w 6= 0. Aśı, A |x| = ρ (A) |x|. Además,
0 < A |x| = ρ (A) |x| implica que |x| > 0.

Una consecuencia de la demostración del Teorema anterior es que ρ (A) es el
único autovalor sobre el ćırculo espectral de A.

Teorema 1.3.3. Sea A ∈Mn (C) y A > 0. Si Ax = λx y |λ| = ρ (A) entonces
λ = ρ (A).

Demostración. Supongamos que Ax = λx y |λ| = ρ (A). Entonces por la de-
mostración del Teorema 1.3.2 tenemos que A |x| = ρ (A) |x| , donde |x| > 0.
Esto es, 0 < ρ (A) |x| = A |x|. Aśı

0 < ρ (A) |xk| =
∑

j

akj |xj |
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Pero también

ρ (A) |xk| = |ρ (A)xk| =

∣∣∣∣∣∣
∑

j

akjxj

∣∣∣∣∣∣
Es decir, para cada k tenemos que∣∣∣∣∣∣

∑
j

akjxj

∣∣∣∣∣∣ =
∑

j

akj |xj | =
∑

j

|akjxj |

La igualdad en la desigualdad triangular ocurre si, y sólo si, existen αj > 0 tal
que akjxj = αj (ak1x1) o equivalentemente, xj = pjx1 donde pj = αjak1

akj
> 0.

De esta manera, x = x1p donde p = (1, p2, . . . , pn)> > 0. Luego, como Ax = λx
entonces por lo anterior, λp = Ap = |Ap| = |λp| = |λ| p = ρ (A) p. Esto
demuestra que λ = ρ (A) y por lo tanto, ρ (A) es el único autovalor sobre el
ćırculo espectral.

El radio espectral ρ(A) de una matriz positiva A no sólo es un autovalor de A;
es siempre un autovalor simple, en el sentido de que su multiplicidad algebráica
es igual a 1 (y, por supuesto, también lo es su multiplicidad geométrica). Como
veremos más adelante, esto es un hecho notable con consecuencias importantes
dentro y fuera de la teoŕıa de matrices (por ejemplo, dentro de la teoŕıa de
probabilidades, implica la existencia y unicidad de distribuciones estacionarias
en ciertas cadenas de Markov). Veamos su demostración a continuación.

Teorema 1.3.4. Sea A ∈ Mn (C) y A > 0. Entonces la multiplicidad alge-
braica de ρ (A) es igual a 1.

Demostración. Como ρ (A) > 0 consideremos B = 1
ρ(A)A de manera que B > 0

y ρ (B) = 1. Claramente, maA (ρ (A)) = maB (1), luego basta demostrar que
maB (1) = 1. Primero probaremos que indexB (1) = 1. De lo contrario, si
indexB (1) = m > 1 entonces existe un bloque m ×m de Jordan J∗ (1) en la
forma de Jordan JB = P−1BP :

J∗ (1) =


1 1 0

1
. . .
. . . 1

1


m×m
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y, por lo tanto, para todo k

Jk
∗ (1) =


1
(
k
1

) (
k

m− 1

)
1

. . .

. . .
(
k
1

)
1


Luego ∣∣∣∣∣∣Jk

∗ (1)
∣∣∣∣∣∣
∞ →∞ cuando k →∞

y, por lo tanto, ∣∣∣∣∣∣Jk
B

∣∣∣∣∣∣
∞ →∞ cuando k →∞.

Pero ∣∣∣∣∣∣Jk
B

∣∣∣∣∣∣
∞ =

∣∣∣∣∣∣P−1BkP
∣∣∣∣∣∣
∞ ≤

∣∣∣∣∣∣P−1
∣∣∣∣∣∣
∞

∣∣∣∣∣∣Bk
∣∣∣∣∣∣
∞ |||P |||∞

implica que ∣∣∣∣∣∣Bk
∣∣∣∣∣∣
∞ ≥

∣∣∣∣∣∣Jk
B

∣∣∣∣∣∣
∞

|||P−1|||∞ |||P |||∞
→∞.

Sea Bk =
(
b
(k)
ij

)
e ik tal que

∣∣∣∣∣∣Bk
∣∣∣∣∣∣
∞ =

∑
j

b
(k)
ikj . Por el Teorema 1.3.2, existe

un vector p > 0 tal que Bp = p. Aśı

|||p|||∞ ≥ pik
=
∑

j

b
(k)
ikjpj ≥

∑
j

b
(k)
ikj

(
mı́n

i
pi

)
=

∣∣∣∣∣∣Bk
∣∣∣∣∣∣
∞

(
mı́n

i
pi

)
→∞

Esto es imposible porque p es un vector constante. Esto prueba que indexB (1) =
1 y, en consecuencia, maB (1) = mgB (1).

Ahora supongamos que mgB (1) > 1, entonces existen vectores x, y ∈ ker (I −B)
linealmente independientes. Como y 6= 0, supongamos que yi 6= 0 y definamos
z = x − xi

yi
y. Entonces z ∈ ker (I −B) y por la independencia lineal de x e

y, z 6= 0. Como Bz = z se sigue de la demostración del Teorema 1.3.2 que
B |z| = |z| y |z| > 0. Sin embargo, zi = xi − xi

yi
yi = 0, una contradicción. Esto

demuestra que
maA (ρ (A)) = maB (1) = mgB (1) = 1

Corolario 1.3.5. Sea A ∈ Mn (C) y A > 0. Entonces existe un vector único
p > 0, ‖p‖1 = 1 y Ap = ρ (A) p.
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Demostración. Como hemos visto en el Teorema 1.3.4, ker (ρ (A) I −A) tiene
dimensión 1, generado por un vector positivo z > 0. Definamos p = z

‖z‖1
.

Entonces es claro que p > 0, Ap = ρ (A) p y ‖p‖1 = 1. Más aún, si existe q con
estas propiedades, entonces q = αz, para algún α ∈ C y, en consecuencia,

qi = αzi = αpi ‖z‖1

para todo i, implicando

1 =
∑

i

qi =
∑

i

αpi ‖z‖1 = α ‖z‖1
∑

i

pi = α ‖z‖1

Esto es, α = 1
‖z‖1

y aśı q = αz = p.

Definición 1.3.6. El único autovector normalizado del Corolario 1.3.5 recibe
el nombre de vector de Perron de A; ρ (A) se llama la ráız de Perron de A.

Teorema 1.3.7. Sea A ∈Mn (C) y A > 0. Si Ax = λx, donde x ≥ 0 y x 6= 0,
entonces λ = ρ (A) y x es un múltiplo positivo del vector de Perron de A.

Demostración. Supongamos que Ax = λx donde x ≥ 0 y x 6= 0. Sea q > 0 el
vector de Perron de A>, es decir,

A>q = ρ
(
A>
)
q = ρ (A) q

Esto implica que
q>A = ρ (A) q>

y aśı
ρ (A) q>x = q>Ax = λq>x

Como q>x > 0 concluimos que ρ (A) = λ. En particular, x ∈ ker (ρ (A) I −A)
que está generado por el vector de Perron de A.

Una fórmula para el radio espectral viene dada por la fórmula de Collatz-
Wielandt, descubierta por el matemático alemán Collatz en 1942, y luego de-
sarrollada por el matemático alemán Wielandt en el año 1950.

Teorema 1.3.8. Sea A ∈Mn (C) y A > 0. Entonces

ρ (A) = máx
x∈N

f (x) ,

donde N = {x ∈ Cn/x ≥ 0 y x 6= 0} y

f (x) = mı́n
1≤i≤n

xi 6=0

[Ax]i
xi
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Demostración. Sea x ∈ N . Entonces para todo i tal que xi 6= 0 tenemos que

f (x)xi ≤ [Ax]i

y, en consecuencia,
f (x)x ≤ Ax.

Sean p y q los vectores de Perron de A y A>, respectivamente. Entonces tenemos
Ap = ρ (A) p y A>q = ρ (A) q. Esta última ecuación equivale a

q>A = ρ (A) q>.

Puesto que q>x > 0, la relación f (x)x ≤ Ax implica f (x) q>x ≤ q>Ax =
ρ (A) q>x, de donde concluimos que f (x) ≤ ρ (A). En otras palabras, f (x) ≤
ρ (A) para todo x ∈ N . Como f (p) = ρ (A) y p ∈ N se sigue que

ρ (A) = máx
x∈N

f (x) .

1.4. Matrices no-negativas

Muchos resultados de la teoŕıa de Perron sobre las matrices positivas son
válidos en el contexto de matrices no-negativas. Como veremos en esta sec-
ción, el radio espectral de una matriz no-negativa sigue siendo un autovalor de
la matriz, aunque quizá no sea el único autovalor con este módulo. Además,
el radio espectral no siempre tendrá asociado un autovector positivo, aunque
podremos encontrar uno no-negativo. Veremos en esta sección que los concep-
tos de irreducibilidad de una matriz y matrices primitivas hacen que la teoŕıa
de matrices positivas se extienda al ámbito de matrices no-negativas de forma
natural.

Definición 1.4.1. Una matriz A = (aij) ∈Mn (C) se dice que es no-negativa
si A ≥ 0.

Tenemos versiones de los Teoremas 1.3.2 y 1.3.8 para matrices no-negativas,
como podemos ver en el siguiente resultado.

Teorema 1.4.2. Sea A ∈Mn (C) y A ≥ 0. Entonces ρ (A) es un autovalor de
A (posiblemente 0), y existe un vector z ≥ 0 tal que Az = ρ (A) z. Además,

ρ (A) = máx
x∈N

f (x) ,

donde f (x) = mı́n
1≤i≤n

xi 6=0

[Ax]i
xi

y N = {x ∈ Cn/x ≥ 0 y x 6= 0} .
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Demostración. Consideremos la sucesión de matrices Ak = A+ 1
kJ , donde J es

la matriz de unos. Sean ρk y pk la ráız y el vector de Perron, respectivamente,
para cada Ak. Observamos que {pk}∞k=1 es una sucesión acotada en la esfera
unitaria de Rn. Por el teorema de Bolzano-Weistrass, esta sucesión tiene una
subsucesión convergente {pki

}∞i=1, digamos pki
→ z cuando i → ∞, donde

z ≥ 0 y z 6= 0 porque pki > 0 y ‖pki‖1 = 1. Como

A1 > A2 > · · · > Ak > · · · > A,

se deduce de la Proposición 1.2.21

ρ1 ≥ ρ2 ≥ · · · ≥ ρk ≥ · · · ≥ ρ (A)

Por lo tanto, ĺım
k→∞

ρk = ρ∗ ≥ ρ (A). Pero ĺım
k→∞

Ak = A implica ĺım
i→∞

Aki = A y

esto a su vez implica que

Az = ĺım
i→∞

Akipki = ĺım
i→∞

ρkipki = ρ∗z

En particular, ρ∗ ≤ ρ (A) y, por lo tanto, ρ∗ = ρ (A). Es decir, Az = ρ (A) z,
donde z ≥ 0 y z 6= 0.

Para demostrar la fórmula de Collatz-Wielandt, sea qk el vector de Perron de
A>, de tal manera que q>k Ak = ρkq

>
k para todo k. Para cada x ∈ N tenemos

que f (x)x ≤ Ax ≤ Akx. Luego

f (x) q>k x ≤ q>k Akx = ρkq
>
k x

y como q>k x > 0 deducimos que f (x) ≤ ρk para todo k. En consecuencia,
f (x) ≤ ĺım

k→∞
ρk = ρ (A) lo que implica que máx

x∈N
f (x) ≤ ρ (A). Por otra parte,

z ∈ N y f (z) = ρ (A). Aśı ρ (A) = máx
x∈N

f (x).

Sin condiciones adicionales, el Teorema 1.4.2 es la mejor generalización de la
Teoŕıa de Perron para matrices no-negativas.

Ejemplo 1.4.3. La matriz

A =
[

0 1
0 0

]
es no-negativa y el polinomio caracteŕıstico de A es φA (x) = x2, por lo tanto,
ρ (A) = 0 y maA (0) = 2. Además, si x = (x1, x2)

T y Ax = 0x entonces
necesariamente x2 = 0. Es decir, no existe x > 0 tal que Ax = 0x.

Ejemplo 1.4.4. La matriz

B =
[

0 1
1 0

]
es no-negativa. En este caso φB (x) = x2 − 1 = (x− 1) (x+ 1). En consecuen-
cia, los autovalores de B son {−1, 1}, ambos sobre el ćırculo espectral.
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Sin embargo, es posible generalizar la teoŕıa de Perron para matrices no-
negativas irreducibles.

Definición 1.4.5. Una matriz A es reducible si existe una matriz de permu-

tación P tal que P>AP =
(
X Y
0 Z

)
, donde X y Z son matrices cuadradas.

De lo contrario, A es irreducible.

Ejercicio 1.4.6. Demuestre que una matriz irreducible no tiene una fila de
ceros ni una columna de ceros.

A continuación caracterizamos la matrices irreducibles en términos del grafo
dirigido asociado.

Definición 1.4.7. Dada la matriz A ∈ Mn (C), el grafo dirigido Γ (A) tiene
vértices {1, . . . , n}, de tal manera que existe un arco dirigido i → j si, y sólo
si, [A]ij 6= 0. Decimos que Γ (A) es fuertemente conexo si para cada par de
vértices i y j, existe una secuencia de arcos dirigidos desde i hasta j.

Ejercicio 1.4.8. Si A,B ∈ Mn (C) y A = PBP>, donde P es una matriz de
permutación, demuestre que Γ (A) es fuertemente conexo si, y sólo si, Γ (B) es
fuertemente conexo.

Ejercicio 1.4.9. Sea A ∈ Mn (C). Existe una secuencia de m arcos desde el
vértice i hasta el vértice j en Γ (A) si, y sólo si, [|A|m]ij 6= 0.

Proposición 1.4.10. Sea A ∈Mn (C). Las siguientes condiciones son equiva-
lentes:

1. A es irreducible;

2. Γ (A) es fuertmente conexo;

3. (I + |A|)n−1
> 0.

Demostración. 1 ⇒ 2 Supongamos que Γ (A) no es fuertemente conexo. Enton-
ces existen un par de vértices i, j de Γ (A) tal que no hay ninguna secuencia de
arcos dirigidos desde i hasta j. Sea W1 = {k1, k2, . . . , kr} los vértices de Γ (A)
tales que no existe una secuencia de arcos hasta j, y W2 = {kr+1, . . . , kn}
el complemento de W1 en {1, . . . , n}. Sea m = n − r y π la permutación de
{1, . . . , n} definida por

π =
(

1 2 · · · m m+ 1 m+ 2 · · · n
kr+1 kr+2 · · · kn k1 k2 · · · kr

)
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Sea P la matriz permutación determinada por π :

P =


e>π1

e>π2
...
e>πn


donde ei es el vector columna canónico. Entonces

[
PAP>

]
ij

=




e>π1

e>π2
...
e>πn

A
(
eπ1 eπ2 · · · eπn

)


ij

= [A]πiπj

Por otra parte, es claro que no existe arco dirigido desde un vértice de W1 a
otro en W2. Por lo tanto,

[
PAP>

]
ij

= [A]πiπj
= 0 para todo i = m+ 1, . . . , n

y j = 1, . . . ,m. Luego

PAP> =
(
X Y
0 Z

)
donde X es una matriz m×m y Y es una matriz r × r. Aśı, A es reducible.

2 ⇒ 1 Supongamos que A es reducible. Entonces existe una matriz de per-

mutación P tal que PTAP = B =
[
X Y
0 Z

]
, donde X tiene tamaño m ×m

y Z tiene tamaño (n−m) × (n−m). Entonces para todo i = m + 1, . . . , n y
j = 1, . . . ,m tenemos que [B]ij = 0, lo que implica que no existen arcos diri-
gidos desde el conjunto de vértices V1 = {m+ 1, . . . , n} hasta el conjunto de
vértices V2 = {1, . . . ,m} de Γ (B). En particular, no es posible construir una
secuencia de arcos dirigidos desde ningún vértice de V1 hasta ningún vértice de
V2. En consecuencia, Γ (B) no es fuertemente conexo y, por el Ejercicio 1.4.8,
Γ (A) no es fuertemente conexo.

2 ⇔ 3 Observamos que

(I + |A|)n−1 = I + (n− 1) |A|+
(
n− 1

2

)
|A|2 + · · ·+

(
n− 1
n− 2

)
|A|n−1

Luego (I + |A|)n−1
> 0 si, y sólo si, para cada i, j tal que i 6= j, por lo menos

una de las potencias
|A| , |A|2 , . . . , |A|n−1

tiene la entrada i, j positiva. Esto equivale, por el Ejercicio 1.4.9, a que para
cada i, j tal que i 6= j, existe una secuencia de arcos dirigidos desde i hasta j.
Es decir, equivale a que Γ (A) es fuertemente conexo.
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Ejercicio 1.4.11. Determine si la matriz A es irreducible:

A =

 0 1 0
3 0 3
0 2 0


Ahora vamos a extender la teoŕıa de Perron a matrices no-negativas irredu-

cibles. Primero dos lemas técnicos.

Lema 1.4.12. Sea A ∈Mn (C) con autovalores λ1, . . . , λn. Entonces

λ1 + 1, . . . , λn + 1

son autovalores de I +A y

ρ (I +A) ≤ 1 + ρ (A) .

Si A ≥ 0 entonces ρ (I +A) = 1 + ρ (A).

Demostración. Sean φA (z) y φI+A (z) los polinomios caracteŕısticos de A y
I +A, respectivamente. Entonces

φI+A (z + 1) = det [(z + 1) I − (A+ I)] = det [zI −A] = φA (z)

Por lo tanto λ1 + 1, . . . , λn + 1 son los autovalores de I +A. En consecuencia,

ρ (I +A) =máx
i
|λi + 1| ≤máx

i
|λi|+ 1 = 1 + ρ (A) .

Si A ≥ 0 entonces por el Teorema 1.4.2, ρ (A) es un autovalor de A, y por lo
tanto, 1 + ρ (A) es un autovalor de I +A. Pero entonces ρ (I +A) ≥ 1 + ρ (A)
y aśı, ρ (I +A) = 1 + ρ (A).

Lema 1.4.13. Sea A ∈Mn (C). Si A ≥ 0 y Ak > 0 para algún k ≥ 1, entonces
maA (ρ (A)) = 1.

Demostración. Si λ1, . . . , λn son los autovalores de A entonces λk
1 , . . . , λ

k
n son

los autovalores de Ak. Como A ≥ 0, ρ (A) es un autovalor de A, y aśı ρ (A)k es
un autovalor de Ak tal que maAk

(
ρ (A)k

)
= maA (ρ (A)). Pero ρ (A)k = ρ

(
Ak
)

y Ak > 0, entonces por el Teorema 1.3.4, maA (ρ (A)) = 1.

Teorema 1.4.14. (Perron-Frobenius) Sea A ∈Mn (C). Si A ≥ 0 e irreducible
entonces:

1. ρ (A) es un autovalor positivo de A y existe un vector z > 0 tal que
Az = ρ (A) z;
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2. maA (ρ (A)) = 1;

3. Existe un único vector (el vector de Perron) definido por Ap = ρ (A) p,
p > 0 y ‖p‖1 = 1;

4. Si Ax = λx, donde x ≥ 0 y x 6= 0, entonces λ = ρ (A) y x es un múltiplo
positivo de p.

5. ρ (A) = máx
x∈N

f (x), donde f (x) = mı́n
1≤i≤n

xi 6=0

[Ax]i
xi

y N = {x ∈ Cn/x ≥ 0 y x 6= 0}.

Demostración. Por el Teorema 1.4.2, ρ (A) es un autovalor de A y existe un
vector z ≥ 0 tal que Az = ρ (A) z. Además, ρ (A) = máx

x∈N
f (x) ,donde f (x) =

mı́n
1≤i≤n

xi 6=0

[Ax]i
xi

. Luego, como u = 1
n (1, . . . , 1)> ∈ N , deducimos que

ρ (A) ≥ mı́n
1≤i≤n

[Au]i
ui

= mı́n
1≤i≤n

n∑
j=1

[A]ij

Ahora, por el Ejercicio 1.4.6, A no tiene filas ni columnas igual a 0, por lo

tanto,
n∑

j=1

[A]ij > 0 para todo 1 ≤ i ≤ n. En consecuencia, ρ (A) > 0. Por otra

parte, como Az = ρ (A) z entonces

(I +A)n−1
z = (1 + ρ (A))n−1

z

Pero z ≥ 0 y, por la Proposición 1.4.10, (I +A)n−1
> 0. Luego (1 + ρ (A))n−1

z >
0 lo que implica que z > 0. De esta manera, las partes 1. y 5. del Teorema que-
dan demostradas.

Para ver la parte 2., del Lema 1.4.13 concluimos que maI+A (1 + ρ (A)) = 1,
ya que I + A ≥ 0 y (I +A)n−1

> 0. Luego del Lema 1.4.12 deducimos que
maA (ρ (A)) = maI+A (1 + ρ (A)) = 1. Las partes 3. y 4. se obtienen igual que
en la demostración del Corolario 1.3.5 y el Teorema 1.3.7.

Concluimos esta sección con una aplicación interesante del Teorema de Perron-
Frobenius, que nos permite obtener una cota inferior de la norma espectral de
una matriz.

Ejercicio 1.4.15. Sea A ∈Mn (C) una matriz no-negativa y supongamos que
λ es un autovalor de A con autovector asociado u > 0. Entonces λ = ρ (A).

Ejercicio 1.4.16. Si a1, . . . , an son números reales entonces

(a1 + a2 + · · ·+ an)2 ≤ n
(
a2
1 + · · ·+ a2

n

)
La igualdad ocurre si, y sólo si, a1 = a2 = · · · = an.
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Proposición 1.4.17. Sea A ∈Mn (C). Entonces

|||A|||2 ≥
1
n

∣∣∣∣∣∣
∑
i,j

aij

∣∣∣∣∣∣ (1.7)

Más aún, si A es no-negativa entonces, la relación (1.7) es una igualdad si, y
sólo si, la suma de cada una de las filas y la suma de cada una de las columnas
de A es constante.

Demostración. Sea e = (1, . . . , 1)>. Deducimos de los Ejercicios 1.2.10 y 1.4.16
que

|||A|||2 = máx
x6=0

‖Ax‖2
‖x‖2

≥
‖Ae‖2
‖e‖2

=

√√√√√√
(∑

j

a1j

)2

+

(∑
j

a2j

)2

+ · · ·+

(∑
j

anj

)2

n
(1.8)

≥

∣∣∣∣∣∑j a1j +
∑
j

a2j + · · ·+
∑
j

anj

∣∣∣∣∣
n

=
1
n

∣∣∣∣∣∣
∑
i,j

aij

∣∣∣∣∣∣
Esto demuestra la primera parte. Ahora supongamos que A es no-negativa. Si
(1.8) es una igualdad entonces deducimos de la desigualdad (1.8) que∑

j

a1j +
∑

j

a2j + · · ·+
∑

j

anj

2

= n


∑

j

a1j

2

+

∑
j

a2j

2

+ · · ·+

∑
j

anj

2


Luego, usando otra vez el Ejercico 1.4.16 obtenemos que∑
j

a1j =
∑

j

a2j = · · · =
∑

j

anj

En otras palabras, la suma de cada una de las filas de A es constante. Final-
mente, por el Ejercicio 1.2.10, |||A|||2 = |||A∗|||2 y aśı, la suma de cada una de
las columnas de A es constante.

Rećıprocamente, supongamos que la suma de cada una de las filas y la suma
de cada una de las columnas de A es constante. Es decir, Ae = ke y A>e = ke,
para algún k ∈ R. Entonces A>Ae = k2e. Como A>A ≥ 0 y e > 0, deducimos
del Ejercicio 1.4.15 que ρ

(
A>A

)
= k2. Es decir,

|||A|||2 = máx
{√

λ : λ autovalor de A>A
}

= k
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Finalmente, observamos que

k =
1
n

(nk) =
1
n

∑
i,j

aij

1.5. Matrices primitivas

Observamos que el Teorema 1.3.3 fue el único que no se generalizó a matrices
no-negativas irreducibles. De hecho, no es cierto en general. Por ejemplo, la ma-

triz A =
(

0 1
1 0

)
es no-negativa e irreducible y, sin embargo, los autovalores

−1 y 1 están sobre el ćırculo espectral.

Definición 1.5.1. Una matriz no-negativa e irreducible A ∈Mn (C) es primi-
tiva si ρ (A) es el único autovalor sobre el ćırculo espectral.

Ejemplo 1.5.2. Es claro que toda matriz positiva es primitiva. La matriz

A =

 0 1 0
0 0 2
3 4 0

es un ejemplo de matriz primitiva pero no es positiva.

Veamos a continuación la importancia de las matrices primitivas.

Teorema 1.5.3. Sea A ∈Mn (C). Si A es primitiva entonces ĺım
k→∞

(
A

ρ(A)

)k

=
pq>

q>p
, donde p y q son los respectivos vectores de Perron de A y A>.

Demostración. Sean p y q los vectores de Perron de A y A>. Llamemos u = p
y v = q

q>p
. Entonces u y v son autovectores de A y A>, respectivamente,

asociados a ρ tales que

v>u =
q>

q>p
p = 1

Como maA(ρ) = 1 y ρ es único sobre el ćırculo espectral, existe una matriz

invertible P tal que PAP−1 = J =
(
ρ 0
0 Z

)
es la forma de Jordan de A,

donde ρ (Z) < ρ. Por lo tanto

P
(
ρ−1A

)k
P−1 =

(
ρ−1J

)k
=
(

1 0
0
(
ρ−1Z

)k )

y en consecuencia, ĺım
k→∞

(
ρ−1J

)k =
(

1 0
0 0

)
= e1e

>
1 . Concluimos que

ĺım
k→∞

(
ρ−1A

)k
= P−1e1e

>
1 P
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Por otra parte, Je1 = ρe1, de donde obtenemos

A
(
P−1e1

)
= P−1

(
PAP−1

)
e1 = P−1Je1 = P−1ρe1 = ρ

(
P−1e1

)
Es decir, P−1e1 es un autovector asociado a ρ. Como mgA (ρ) = 1, entonces
u = αP−1e1, α 6= 0.

Similarmente, J>e1 = ρe1 de manera que

A>
(
P>e1

)
= P>

((
P>
)−1

A>P>
)
e1 = P>J>e1 = P>ρe1 = ρP>e1

Esto es, existe β 6= 0 tal que v = βP>e1. Como v>u = 1 se sigue

1 = βe>1 PαP
−1e1 = βα

Finalmente, ĺım
k→∞

(
ρ−1A

)k = P−1e1e
>
1 P = 1

αu
1
β v

> = uv> = pq>

q>p
, como

queŕıamos demostrar.

La siguiente caracterización de primitividad resulta útil.

Proposición 1.5.4. Una matriz A ≥ 0 en Mn (C) es primitiva si, y sólo si,
Am > 0 para algún m > 0.

Demostración. Supongamos que Am > 0 para algún m > 0. En primer lugar
A es irreducible. De lo contrario existe una matriz de permutación P tal que

Am = P

(
Xm ∗
0 Y m

)
P>

y aśı algunas entradas de la matriz Am son cero.
Supongamos que A tiene {λ1, . . . , λh} autovalores sobre el ćırculo espectral.

Entonces

ρ (A) = |λ1| = |λ2| = · · · = |λh| > |λh+1| ≥ · · · ≥ |λn|

Luego |λk|m = [ρ (A)]m = ρ (Am) para cada 1 ≤ k ≤ h. Es decir, cada autovalor
λm

k de Am pertenece al ćırculo espectral de Am. Por el Teorema 1.3.3, λm
1 =

· · · = λm
h = ρ (Am). Luego h = maAm (ρ (Am)) = 1.

Rećıprocamente, siA es primitiva entonces por el Teorema 1.5.3, ĺım
k→∞

(
A

ρ(A)

)k

=

pqT

qT p
> 0. Entonces existe K > 0 tal que

(
A

ρ(A)

)K

> 0 y, por lo tanto,

AK > 0.



Caṕıtulo 2

Teoŕıa espectral de digrafos

2.1. Digrafos

A partir de ahora estudiaremos el espectro de las llamadas {0, 1}-matrices,
es decir, matrices en Mn (C) cuyas entradas son 0 o 1. Tenemos a nuestra
disposición toda la teoŕıa de matrices no-negativas desarrollada en el caṕıtulo
anterior, incluyendo la Teoŕıa de Perron-Frobenius. Como veremos a lo largo
de este caṕıtulo, estudiar el espectro de las {0, 1}-matrices es equivalente a
estudiar el espectro de los digrafos.

Definición 2.1.1. Un grafo dirigido (o digrafo, para abreviar) D consiste en
un conjunto finito V = V (D) de elementos llamados vértices y un conjunto
E = E (D) de pares ordenados de vértices diferentes llamados arcos. Si e =
(u, v) es un arco entonces decimos que u es el vértice inicial de e y v es el
vértice terminal de e; u y v son los vértices extremos del arco e.

Usualmente representamos un digrafo por un diagrama.

Ejemplo 2.1.2. El digrafo D con vértices V = {1, 2, 3, 4, 5} y arcos

E = {(1, 4) , (1, 5) , (2, 1) , (2, 3) , (3, 2) , (4, 1) , (4, 3) , (5, 3)}

se representa en la Figura 2.1

Para abreviar escribimos e = uv para denotar el arco e = (u, v) del digrafo
D. La Definición 2.1.1 de digrafo permite que existan arcos con los mismos
extremos, por ejemplo uv y vu, donde u y v son vértices diferentes de D. Pero
no permite que existan arcos paralelos, es decir, pares de arcos que tengan el
mismo vértice inicial y terminal (también llamados arcos múltiples). Tampoco
permite lazos, i.e. arcos de la forma uu, donde u es un vértice de D.

35
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D

4 2

1

3

5

Figura 2.1: Representación de un digrafo

Definición 2.1.3. El grado de entrada de un vértice v del digrafo D, denotado
por id (v), es el número de arcos de D de la forma uv. El grado de salida del
vértice v, denotado por od (v), es el número de arcos de D de la forma vw.

Proposición 2.1.4. Sea D un digrafo con a arcos. Entonces∑
v∈V (D)

id (v) =
∑

v∈V (D)

od (v) = a

Demostración. Claramente el número de arcos de D es igual al número de
vértices iniciales (o vértices terminales) del digrafo D.

Con frecuencia estudiamos digrafos que están contenidos en digrafos más
grandes.

Definición 2.1.5. Sea D un digrafo. Decimos que H es un subdigrafo de D si
H es un digrafo que satisface V (H) ⊆ V (D) , E (H) ⊆ E (D) y todo arco en
E (H) tiene sus vértices extremos en V (H). Si V (H) = V (D) decimos que H
es un subdigrafo generador. Si todo arco de A(D) que tiene vértices extremos
en V (H) está en A (H), decimos que H es un subdigrafo inducido de D.

Un ejemplo particular de subdigrafos se obtiene cuando eliminamos un vérti-
ce o un arco de un digrafo. Si D es un digrafo y v ∈ V , entonces denotamos
por D − v al digrafo que tiene como conjunto de vértices a V − {v}, y como
conjunto de arcos a E − {e ∈ E : v es un vértice extremo de e}. Similarmente,
si e es una arco de D, denotamos por D − e al digrafo que tiene conjunto de
vértices V y conjunto de arcos E − {e}. Observamos que D − e es un ejemplo
de un subdigrafo generador mientras que D − v es un subdigrafo inducido.

Ejercicio 2.1.6. Supongamos que D es un digrafo con n vértices.
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1. Todo subdigrafo inducido de un digrafo D se obtiene eliminando vértices
de D.

2. Todo subdigrafo generador de un digrafo D se obtiene eliminando arcos
de D.

Es posible que dos digrafos tengan la misma estructura, pero difieran sólo, o
bien en el etiquetamiento de los vértices y arcos o en la manera en que han sido
dibujados. Para precisar esta idea introducimos el concepto de isomorfismo de
digrafos.

Definición 2.1.7. El digrafo D1 es isomorfo al digrafo D2, si existe una fun-
ción biyectiva γ : V (D1) → V (D2), llamada isomorfismo, que satisface

uv ∈ E (D1) si, y sólo si, γ (u) γ (v) ∈ E (D2) ,

para todo u, v ∈ V (D1).

Ejercicio 2.1.8. La relación “isomorfo a” es una relación de equivalencia
sobre los digrafos.

Cuando el digrafo D1 es isomorfo al digrafo D2, decimos que D1 y D2 son
isomorfos y escribimos D1 = D2.

Definición 2.1.9. Un camino de u0 a ul en un digrafo D es una sucesión de
vértices u0u1 · · ·ul, de tal manera que ut−1ut ∈ E para todo t = 1, . . . , l. El
camino es cerrado si u0 = ul. En caso contrario, el camino es abierto y u0, ul

son los extremos del camino; u0 el extremo inicial y ul el extremo terminal.
La longitud del camino es l. Si todos los vértices u0, u1, . . . , ul son diferentes
decimos que el camino u0u1 · · ·ul es una trayectoria.

El camino cerrado u0u1 · · ·ulu0 es un ciclo si los vértices u0, . . . , ul son todos
diferentes. Un digrafo es aćıclico si no tiene ciclos.

Ejercicio 2.1.10. Todo camino u0u1 · · ·ul contiene una trayectoria de u0 a
ul.

Las siguientes son dos nociones que se desprenden del concepto de longitud
de un camino.

Definición 2.1.11. Sea D un digrafo y u, v ∈ V . La distancia entre u y v se
define como la longitud del camino más corto que existe entre u y v, siempre que
exista un camino de u a v; de no ser aśı, la distancia entre u y v será infinita.
Por otro lado, el diámetro de D se define como el valor máximo de las distancias
entre los vértices del digrafo.
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Observemos que la noción introducida arriba de distancia entre dos vértices
de un digrafo no es una métrica en el sentido usual, pues no es simétrica. Por
ejemplo, en el digrafo de la Figura 2.1, la distancia del vértice 1 al vértice
5 es igual a 1, pero la distancia del vértice 5 al vértice 1 es igual a 3. El
nombre proviene del concepto de distancia entre los vértices de un grafo G, que
śı representa una métrica en el conjunto de los vértices de G.

La noción de conectividad es de principal importancia en la teoŕıa de grafos.
Existen varias formas de extender este concepto fundamental al estudio de
digrafos. A continuación, presentamos la extensión más natural, en el sentido
que traduce muchas propiedades de grafos conexos al contexto de digrafos:

Definición 2.1.12. Un digrafo D es fuertemente conexo si dados dos vértices
diferentes u y v, existe un camino de u a v. Una componente fuerte de D es
un subdigrafo maximal con respecto a la propiedad de ser fuertemente conexo.

En otras palabras, un subdigrafo F es una componente fuerte de D si F es
fuertemente conexo y no está contenido propiamente en un subdigrafo fuer-
temente conexo de D. Como un vértice es fuertemente conexo, se deduce que
cada vértice pertenece a una componente fuerte y, por lo tanto, las componentes
fuertes forman una partición de los vértices de D.

A diferencia de los grafos, en los digrafos tenemos varias nociones de conec-
tividad.

Definición 2.1.13. Un semi-camino de u0 a ul en un digrafo D es una suce-
sión de vértices u0u1 · · ·ul, de tal manera que ut−1ut o utut−1 pertenece a E,
para todo t = 1, . . . , l. Decimos que el digrafo D es débilmente conexo si para
cada par de vértices diferentes u y v, existe un semi-camino de u a v.

Claramente, todo digrafo fuertemente conexo es débilmente conexo.

Proposición 2.1.14. Sea D un digrafo débilmente conexo. Entonces D es
fuertemente conexo si, y sólo si, todo arco de D pertenece a un ciclo.

Demostración. Sea uv ∈ E. Como D es fuertemente conexo existe un camino
de v a u. Por el Ejercicio 2.1.10, este camino contiene una trayectoria v =
u0 · · ·ul = u. Luego u0 · · ·ulv es un ciclo que contiene a uv.

Rećıprocamente, sean w y z vértices diferentes de D. Como D es débilmente
conexo, existe un semi-camino w = w0w1 · · ·wl = z, de tal manera que wt−1wt

o wtwt−1 pertenece a E, para todo t = 1, . . . , l. Como wtwt−1 pertenece a un
ciclo entonces existe un camino de wt−1 a wt para todo t = 1, . . . , l y, por lo
tanto, un camino de w a z. Esto demuestra que D es fuertemente conexo.

Vamos ahora a presentar algunos tipos de digrafos que aparecen con frecuen-
cia. Comenzamos con el ciclo dirigido y el camino dirigido.
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Definición 2.1.15. El ciclo dirigido de n vértices Cn, tiene vértices V (Cn) =
{v1, . . . , vn} y arcos

E (Cn) = {v1v2, v2v3, . . . , vn−1vn, vnv1} .

El camino dirigido de n vértices Pn tiene vértices V (Pn) = {v1, . . . , vn} y
arcos

E (Pn) = {v1v2, v2v3, . . . , vn−1vn}

Recordemos que un grafo G consiste en un conjunto V de vértices y un con-
junto E de pares no ordenados de vértices diferentes, llamados aristas. Veamos
que los grafos se pueden identificar con la clase de los digrafos simétricos.

Definición 2.1.16. Un digrafo D es simétrico si cada vez que uv ∈ E entonces
vu ∈ E. Un digrafo D es asimétrico si uv ∈ E implica que vu /∈ E.

Sea G un grafo y G∗ el digrafo simétrico asociado, obtenido a partir de G
al reemplazar cada arista uv de G por un par simétrico de arcos uv y vu. La
función G G∗ establece una correspondencia biyectiva entre los grafos y los
digrafos simétricos. De esta manera, podemos identificar los digrafos simétricos
con los grafos.

Ejercicio 2.1.17. Sea D un digrafo. El grafo subyacente al digrafo D, denotado
por U (D), tiene como conjunto de vértices al mismo conjunto de vértices de D,
y uv es una arista de U (D) si, y sólo si, uv o vu es un arco de D. Demuestre
que U (G∗) = G para todo grafo G y (U (D))∗ = D para todo digrafo simétrico
D.

Ejercicio 2.1.18. El digrafo D es débilmente conexo si, y sólo si, U (D) es
conexo.

Otra clase de digrafos importantes son los digrafos completos.

Definición 2.1.19. Un digrafo D es completo si para todo par de vértices
diferentes u, v ∈ V se tiene que uv ∈ E o vu ∈ E. El digrafo completo simétrico
tiene ambos arcos uv y vu, para cada par de vértices diferentes u, v ∈ V . Se
denota por Kn cuando tiene n vértices. Un digrafo completo asimétrico se llama
un torneo.

Observamos que todo vértice del digrafo completo simétrico Kn tiene grado
de entrada y grado se salida igual a n − 1. Similarmente, el ciclo dirigido Cn

satisface con la propiedad de que todo vértice tiene igual grado de entrada
que de salida, en este caso igual a 1. Más generalmente, tenemos la siguiente
definición.

Definición 2.1.20. Un digrafo D es r-regular si id (v) = od (v) = r para todo
v ∈ V .
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Ejercicio 2.1.21. Si D es r-regular y tiene n vértices entonces D tiene nr
arcos. Más aún, el número de caminos de longitud k en D es exactamente nrk.

Otra clase de digrafos que son de nuestro interés son los digrafos bipartitos.

Definición 2.1.22. Un digrafo es bipartito si existe una partición de su con-
junto de vértices en dos conjuntos U y V, de tal manera que cada arco tenga
su vértice inicial en U y vértice terminal en V , o viceversa.

Tenemos una interesante caracterización de los digrafos bipartitos en térmi-
nos de sus ciclos.

Proposición 2.1.23. Un digrafo bipartito no tiene ciclos de orden impar. Si
el digrafo es fuertemente conexo, el rećıproco también es cierto.

Demostración. Supongamos que U y V es una partición del conjunto de vértices
y v1v2 · · · vlv1 un ciclo de D de longitud l. Podemos suponer sin pérdida de
generalidad que v1 ∈ U . Entonces vi ∈ U si, y sólo si i es impar. Como vlv1
es un arco de D, vl ∈ V y aśı l es par. Rećıprocamente, supongamos que
D es fuertemente conexo, no tiene ciclos de orden impar y sean u, v vértices
diferentes de D. Vamos a demostrar que si P es un camino de u a v y Q es un
camino de v a u, entonces la longitud de P y Q tienen la misma paridad. Por
el absurdo, supongamos que P y Q tienen diferente paridad, y los elejimos de
forma que la suma de los vértices de ambos caminos es mı́nima. Observamos
que si V (P )∩V (Q) = {u, v} entonces PQ seŕıa un ciclo de D de orden impar,
una contradicción. Aśı, existe un vértice w ∈ V (P )∩V (Q) diferente a u y a v,
podemos suponer que w es el primer tal vértice cuando recorremos el camino
Q de v a u. Como D no tiene ciclos de orden impar, los caminos Q [v, w] y
P [w, v] tienen la misma paridad y, en consecuencia, los caminos P [u,w] y
Q [w, u] tienen paridad diferente, esto contradice la minimalidad de P y Q.

En particular, deducimos que todos los caminos de u a v tienen la misma
paridad. Fijemos ahora un vértice u en D y consideremos los conjuntos

U = {v vértice de D : la longitud de todo camino de u a v es par}

y

V = {v vértice de D : la longitud de todo camino de u a v es impar}

Entonces U y V es una partición del conjunto de vértices de D y claramente, no
es posible que existan arcos entre vértices de U o entre vértices de V , porque de
lo contrario tendŕıamos un vértice al que le llegan dos caminos desde el vértice
u con diferente paridad.

La Proposición 2.1.23 nos permite determinar, en muchos casos interesantes,
cuándo un digrafo no es bipartito; basta con encontrar un ciclo de longitud
par.
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Una familia importante de digrafos bipartitos son los llamados digrafos bi-
partitos completos.

Definición 2.1.24. Un digrafo bipartito completo D es un digrafo bipartito
con partición de sus vértices en dos conjuntos U y V , de tal manera que para
cada par de vértices u ∈ U y v ∈ V , los arcos uv y vu están en E(D). Si U
tiene p vértices y V tiene q vértices, entonces lo denotamos por Kp,q.

Para finalizar esta sección introducimos tres operaciones entre digrafos rela-
cionadas entre śı.

Definición 2.1.25. El complemento D de un digrafo D es el digrafo que tie-
ne el mismo conjunto de vértices que D; si u, v son vértices diferentes de D,
entonces uv ∈ E

(
D
)

si, y sólo si, uv /∈ E (D).

Definición 2.1.26. Sean D1 y D2 digrafos tales que V (D1) ∩ V (D2) = ∅.
Definimos la suma directa D1 ⊕ D2 como el digrafo que tiene conjunto de
vértices V (D1 ⊕D2) = V (D1) ∪ V (D2) y conjunto de arcos E (D1 ⊕D2) =
E (D1) ∪ E (D2).

El producto completo de D1 y D2, denotado por D1∇D2, se obtiene a partir
de D1 ⊕ D2 uniendo con un par de arcos simétricos cada vértice de D1 con
cada vértice de D2.

Las tres operaciones anteriores se relacionan a través del siguiente resultado.

Proposición 2.1.27. Sean D1 y D2 dos digrafos. Entonces

D1 ⊕D2 = D1∇D2

Demostración. Es consecuencia de las siguientes equivalencias:

uv /∈ E
(
D1 ⊕D2

)
⇔ uv ∈ E (D1 ⊕D2)
uv ∈ E (D1) ∪ E (D2)

uv /∈ E
(
D1∇D2

)

Otra operación que será de gran utilidad en el desarrollo posterior de estas
notas es el digrafo de ĺınea.

Definición 2.1.28. Sea D un digrafo. El digrafo de ĺınea de D, denotado por
L (D), es el digrafo que tiene como conjunto de vértices a E (D) ; existe un
arco en L (D) de uv a wz si v = w. Los digrafos iterados de ĺınea de D se
definen recursivamente como L1 (D) = L (D), y para k ≥ 2 como Lk (D) =
L
(
Lk−1 (D)

)
.
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Ejercicio 2.1.29. Sea D un digrafo. Demuestre:

1. Si D es fuertemente conexo entonces L (D) es fuertemente conexo;

2. Si D es r-regular entonces L (D) es r-regular;

3. Si D tiene un camino no cerrado de longitud 2, entonces L (D) es un
digrafo no-simétrico;

4. Si D tiene n ≥ 3 vértices y es fuertemente conexo, entonces Lk (D) es
un digrafo no-simétrico para todo k ≥ 1.

2.2. Espectro de un digrafo

Uno de los problemas fundamentales de la teoŕıa espectral de digrafos es
obtener información estructural de un digrafo, a partir del estudio algebraico
de las matrices asociadas. En este trabajo estudiaremos el caso de la matriz de
adyacencia.

Definición 2.2.1. Sea D un digrafo con conjunto de vértices v1, . . . , vn. La
matriz de adyacencia de D es la matriz n× n definida por

A = A (D) = (aij) ,

donde aij = 1 si existe un arco de vi a vj, y aij = 0 en caso contrario.

Ejercicio 2.2.2. Un etiquetamiento diferente de los vértices de D nos pro-
porciona una matriz de adyacencia de la forma PAP> para alguna matriz de
permutación P .

Como consecuencia del Ejercicio 2.2.2, podemos definir sin ambigüedad el
espectro de un digrafo D.

Definición 2.2.3. El polinomio caracteŕıstico de un digrafo D, denotado por
φD, es el polinomio caracteŕıstico de la matriz de adyacencia A de D. Es decir,

φD (z) = det (zI −A)

El espectro del digrafo D es el espectro de la matriz de adyacencia A de D.
Usualmente lo denotamos por σ (D). Es decir

σ (D) = {λ1, λ2, . . . , λn}

donde λ1, λ2, . . . , λk son los autovalores de A.
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A veces usamos la notación

σ (D) =
{
λ

(m1)
1 , λ

(m2)
2 , . . . , λ

(mk)
k

}
donde λ1, λ2, . . . , λk son los diferentes autovalores de D con multiplicidades
m1, . . . ,mk, respectivamente.

Los resultados que presentamos a continuación son ejemplos ilustrativos de
la conexión que existe entre el espectro de un digrafo y sus propiedades estruc-
turales.

Proposición 2.2.4. Sea A la matriz de adyacencia asociada a un digrafo D.
Si Ak = (a(k)

i,j ) es la matriz que se obtiene al elevar A a la potencia k ∈ Z+,

entonces a(k)
i,j es igual al número de caminos de longitud k que existen entre el

vértice i y el vértice j.

Demostración. Procedemos por inducción sobre k. Por la definición de matriz
de adyacencia, el resultado es claro si k = 1. Supongamos entonces que el
resultado es cierto para k ≥ 1. Como Ak+1 = AkA tenemos que

a
(k+1)
ij =

n∑
l=1

a
(k)
il alj =

∑
l: lj∈E

a
(k)
il

Por hipótesis inductiva, a(k)
il es el número de caminos de longitud k entre i y

l, por lo tanto,
∑

l: lj∈E

a
(k)
il es el número de caminos de longitud k + 1 entre i y

j.

En particular, si A es la matriz de adyacencia de D, entonces a(k)
ii es igual

al número de caminos cerrados de longitud k que contienen al vértice i. Por lo
tanto, la traza de Ak es el número de caminos cerrados de longitud k de D.
Denotaremos por ck a este número, es decir, ck := tr

(
Ak
)
.

Proposición 2.2.5. Si λ1, λ2, . . . , λn son los autovalores de la matriz de ad-
yacencia A asociada a un digrafo D, entonces

ck =
n∑

j=1

λk
j

En particular,
n∑

j=1

λj = 0



44 CAPÍTULO 2. TEORÍA ESPECTRAL DE DIGRAFOS

Demostración. Por el Teorema de Schur (Teorema 1.2) A es semejante a una
matriz triangular T que tiene a los autovalores λ1, λ2, . . . , λn sobre la diagonal.
En consecuencia,

ck = tr
(
Ak
)

= tr
(
T k
)

=
n∑

j=1

λk
j

A continuación presentaremos un teorema clásico de mucha importancia,
conocido como el Teorema de Coeficientes de Sachs (Teorema 2.2.6). Establece
una interesante correspondencia entre la estructura ćıclica de un digrafo y los
coeficientes de su polinomio caracteŕıstico. Fue demostrado independientemente
por Sachs, Milić y Spialter, entre otros (para una breve historia sobre el número
de veces que este teorema ha sido descubierto, es interesante leer [8, p. 36]).

Para ello, usaremos el bien conocido teorema de la teoŕıa de matrices, que
expresa los coeficientes del polinomio caracteŕıstico en términos de los de-
terminantes de las submatrices principales: si el polinomio caracteŕıstico de
A ∈Mn(C) es

φ(z) = zn + a1z
n−1 + a2z

n−2 + · · ·+ an

entonces, para todo 1 ≤ k ≤ n, se tiene que

ak = (−1)k
∑

B∈Ak

det(B) (2.1)

donde Ak es el conjunto de todas las submatrices principales de tamaño k de
la matriz A.

Observamos que cuando A es la matriz de adyacencia de un digrafo D, en-
tonces claramente existe una correspondencia biyectiva entre las submatrices
principales de tamaño k de A y el conjunto de subdigrafos inducidos de orden
k de D.

Recordamos que un digrafo lineal es un digrafo 1-regular, es decir, es una
suma directa de ciclos.

Teorema 2.2.6. (Teorema de coeficientes de Sachs) Sea D un digrafo con
polinomio caracteŕıstico

φD(z) = zn + a1z
n−1 + a2z

n−2 + · · ·+ an−1z + an

Entonces, para todo 1 ≤ k ≤ n,

ak =
∑

L∈Lk

(−1)comp(L)

donde Lk es el conjunto de todos los subdigrafos lineales de D con exactamente
k vértices y comp(L) es el número de componentes de L.
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Demostración. Sea A la matriz de adyacencia de D. Vamos a comenzar demos-
trando el resultado para k = n. En este caso

an = φD(0) = det(−A) = (−1)n det(A)

= (−1)n
∑

σ∈Sn

signo(σ)a1,σ(1)a2,σ(2) · · · an,σ(n)

= (−1)n
∑
σ∈Σ

signo(σ)

donde Σ = {σ ∈ Sn : a1,σ(1)a2,σ(2) · · · an,σ(n) = 1}. Veamos que podemos
relacionar biyectivamente a Σ y Ln: para ello, si σ ∈ Σ entonces ai,σ(i) = 1
para todo i = 1, . . . , n, o equivalentemente, vivσ(i) es un arco de D para todo
i = 1, . . . , n. Por otra parte, cada ciclo de la descomposición única en ciclos
disjuntos de σ es de la forma(

i, σ(i), σ2(i), . . . , σm−1(i)
)

donde m es el menor entero positivo tal que σm(i) = i. Se deduce entonces que

vivσ(i)vσ2(i) · · · vσm−1(i), vi

es un ciclo de D de longitud m. De esta manera, a σ le corresponde una suma
directa de ciclos disjuntos del digrafo D, esto es, un subdigrafo lineal L ∈ Ln.
La correspondencia σ  L establece una inyección de Σ en Ln. Veamos ahora
que esta función es sobreyectiva. Si L ∈ Ln entonces L es suma directa de ciclos
disjuntos de D. Si

vi1vi2 · · · visvi1

es uno de los ciclos de L entonces consideramos el ciclo de Sn

ξ = (i1, i2, . . . , is−1, is)

Sea σ el producto de los ciclos disjuntos ξ derivados de los ciclos de L. Entonces
es claro que σ  L y aśı existe una función biyectiva Σ −→ Ln. En esta
correspondencia, si σ  L entonces

(−1)n signo (σ) = (−1)n+p(L)

donde p (L) denota el número de ciclos de longitud par en L. Esto es porque

σ es par ⇔ p (L) es par

Por otra parte, es fácil ver que

n+ p (L) ≡ comp (L) (mod2)



46 CAPÍTULO 2. TEORÍA ESPECTRAL DE DIGRAFOS

Aśı

an = (−1)n
∑
σ∈Σ

signo(σ) = (−1)n
∑

L∈Ln

(−1)n+p(L) =
∑

L∈Ln

(−1)comp(L)

El caso general 1 ≤ k < n es, paradójicamente, una consecuencia de este
caso particular. Veamos por qué: sabemos que

ak =
∑

B∈Ak

(−1)k det(B)

Ahora bien, cada B ∈ Ak es la matriz de adyacencia de un subdigrafo DB

de D obtenido al remover n− k vértices de D y los arcos incidentes a ellos. De
esta forma, el caso anterior demuestra que, para todo B ∈ Ak,

(−1)k det(B) =
∑

L∈Lk(DB)

(−1)comp(L)

donde Lk(DB) es el conjunto de subdigrafos lineales de DB con k vértices.
Finalmente,

ak =
∑

B∈Ak

(−1)k det(B)

=
∑

B∈Ak

∑
L∈Lk(B)

(−1)comp(L)

=
∑

L∈Lk

(−1)comp(L)

con lo cual concluimos la demostración.

Ahora vamos a calcular el polinomio caracteŕıstico de un digrafo que se ob-
tiene a través de la suma directa de otros digrafos.

Proposición 2.2.7. Sean D1 y D2 dos digrafos. Entonces

φD1⊕D2 = φD1 · φD2

Demostración. Supongamos que A1 y A2 son matrices de adyacencia de D1 y
D2, respectivamente. Podemos etiquetar los vértices de D1⊕D2 de manera que
su matriz de adyacencia tenga la forma en bloques

A =
(
A1 0
0 A2

)
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Luego

φD1⊕D2 = det (zI −A) =
∣∣∣∣ zI −A1 0

0 zI −A2

∣∣∣∣
= det (zI −A1) det (zI −A2) = φD1 · φD2

En particular, si D es un digrafo con componentes fuertes D1, . . . , Ds, en-
tonces es claro que

φD = φD1 · φD2 · · · · φDs

Otra operación (unaria) importante para el desarrollo posterior de este traba-
jo es el digrafo de ĺınea. De hecho, veremos que los polinomios caracteŕısticos de
un digrafo y su digrafo de ĺınea están estrechamente ligados. Antes necesitamos
introducir el concepto de matriz de incidencia de un digrafo.

Definición 2.2.8. Sea D un digrafo con n vértices y l arcos. La matriz de
incidencia arco-vértice de D, es la matriz B de tamaño l × n cuyo elemento
brs viene dado por

brs =
{

1 si s = q, donde r = pq ∈ E
0 si s 6= q, donde r = pq ∈ E

La matriz de incidencia vértice-arco de D, es la matriz C de tamaño n× l cuyo
elemento csr está dado por

csr =
{

1 si s = p, donde r = pq ∈ E
0 si s 6= p, donde r = pq ∈ E

Ejemplo 2.2.9. Si D es el digrafo que aparece en la Figura 2.2
entonces las matrices de incidencia B y C vienen dadas por

B =


0 1 0
1 0 0
0 0 1
0 1 0

 y C =

 1 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1


Lema 2.2.10. Sea D un digrafo con n vértices y l arcos. Sean B y C las ma-
trices de incidencia arco-vértice y vértice-arco de D, respectivamente. Entonces

BC = A (L (D)) y CB = A (D)

Demostración. Supongamos que i = pq y j = uv son arcos de D. Entonces
el elemento ij de A (L (D)) es 1 si q = u y 0 si q 6= u. El elemento ij de la

matriz BC viene dado por
n∑

k=1

bikckj y, por la Definición 2.2.8, si q = u entonces



48 CAPÍTULO 2. TEORÍA ESPECTRAL DE DIGRAFOS
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Figura 2.2: Digrafo asociado a las matrices B y C

n∑
k=1

bikckj = biqcqj = 1 y si q 6= u entonces
n∑

k=1

bikckj = 0. Esto demuestra que

BC = A (L (D)). Análogamente se demuestra que CB = A (D) .

Ejercicio 2.2.11. Complete la demostración del Lema 2.2.10.

Lema 2.2.12. Sea B una matriz de tamaño l × n y C una matriz de tamaño
n× l, donde l ≥ n. Entonces

φBC (z) = zl−nφCB (z)

Demostración. Consideremos las siguientes identidades de matrices por blo-
ques: (

BC 0
C 0

)(
I B
0 I

)
=

(
BC BCB
C CB

)
=

(
I B
0 I

)(
0 0
C CB

)

Como la matriz
(
I B
0 I

)
es invertible, entonces

(
BC 0
C 0

)
=
(
I B
0 I

)(
0 0
C CB

)(
I B
0 I

)−1

y, en consecuencia,
(
BC 0
C 0

)
y
(

0 0
C CB

)
son matrices semejantes. Esto
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implica que

zn det (zIl −BC) =
∣∣∣∣ zIl −BC 0

−C zIn

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ zIl 0
−C zIn − CB

∣∣∣∣
= zl det (zIn − CB)

Por lo tanto,
φBC (z) = zl−nφCB (z)

Recordemos que el digrafo de ĺınea L(D) de un digrafo D es el digrafo cuyos
vértices son los arcos e1, . . . , em de D, y existe un arco de ei a ej si, y sólo
si, el vértice terminal de ei es igual al vértice inicial de ej . Ahora estamos
en condiciones de relacionar los polinomios caracteŕısticos de un digrafo y su
digrafo de ĺınea.

Teorema 2.2.13. Sea D un digrafo con n vértices y l arcos. Entonces

φL(D) (z) = zl−nφD (z)

Demostración. Sean B y C las matrices de incidencia arco-vértice y vértice-
arco de D, respectivamente. Entonces por el Lema 2.2.10 sabemos que

BC = A (L (D)) y CB = A (D) .

Por el Lema 2.2.12, si l ≥ n entonces

φL(D) (z) = φBC (z) = zl−nφCB (z) = zl−nφD (z)

y si n ≥ l,
φD (z) = φCB (z) = zn−lφBC (z) = zn−lφL(D) (z)

En consecuencia, φL(D) (z) = zl−nφD (z).

Vamos a denotar por Nk al número total de caminos de longitud k en el
digrafo D. Por la Proposición 2.2.4, si A es la matriz de adyacencia de D,
Nk es la suma de todos los elementos que aparecen en la matriz Ak. Luego,
si denotamos por sum (M) a la suma de todas las entradas de la matriz M ,
entonces tenemos que Nk = sum

(
Ak
)
.

En el siguiente resultado expresaremos la función generatriz de la sucesión
{Nk}k≥0 en términos de los polinomios caracteŕısticos del digrafo D y de su
complemento D.
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Teorema 2.2.14. Sea D un digrafo y HD (t) =
∞∑

k=0

Nkt
k la función generatriz

de la sucesión {Nk}k≥0 de caminos de longitud k de D. Entonces

HD (t) =
1
t

[
(−1)n φD

(
− t+1

t

)
φD

(
1
t

) − 1

]
.

Demostración. Sea A la matriz de adyacencia del digrafo D. Por la Proposición
2.2.4, Nk = sum

(
Ak
)
. Por la Proposición 1.2.17, si |t| < 1

ρ(A) entonces I − tA

es invertible y
∞∑

k=0

Aktk = (I − tA)−1 =
Adj (I − tA)
det (I − tA)

Sea A la matriz de adyacencia de D, el complemento de D, y J la matriz con
todos sus elementos igual a 1. Teniendo en cuenta el Ejercicio 2.2.15 y el hecho
de que A = J − I −A obtenemos

sum [Adj (I − tA)] =
1
t

[
det
(
(t+ 1) I + tA

)
− det (I − tA)

]
Luego

HD (t) =
∞∑

k=0

Nkt
k =

∞∑
k=0

sum
(
Ak
)
tk = sum

[ ∞∑
k=0

Aktk

]

= sum

(
Adj (I − tA)
det (I − tA)

)
=
sum (Adj (I − tA))

det (I − tA)

=
1
t

[
det
(
(t+ 1) I + tA

)
− det (I − tA)

det (I − tA)

]
=

=
1
t

[
(−1)n det

(
− t+1

t I −A
)

det
(

1
t I −A

) − 1

]
=

1
t

[
(−1)n φD

(
− t+1

t

)
φD

(
1
t

) − 1

]

Ejercicio 2.2.15. Si J ∈Mn es la matriz que tiene todos los elementos iguales
a 1, demuestre que para toda M ∈ Mn y cada número real x, det (M + xJ) =
det (M) + x · sum (Adj (M)) .

Ahora presentamos una expresión para el polinomio caracteŕıstico del pro-
ducto completoD1∇D2, en términos de los polinomios caracteŕısticos deD1, D2

y sus complementos.
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Teorema 2.2.16. Sean D1 y D2 digrafos con n1 y n2 vértices, respectivamente.
Entonces

φD1∇D2 (z) = (−1)n2 φD1 (z)φD2
(−z − 1) +

(−1)n1 φD2 (z)φD1
(−z − 1)−

(−1)n1+n2 φD1
(−z − 1)φD2

(−z − 1)

Demostración. Por el Teorema 2.2.14, la Proposición 2.1.27 y la Proposición
2.2.7 tenemos que

HD1⊕D2 (t) =
1
t

[
(−1)n1+n2

φD1⊕D2

(
− t+1

t

)
φD1⊕D2

(
1
t

) − 1

]
=

1
t

[
(−1)n1+n2

φD1∇D2

(
− t+1

t

)
φD1

(
1
t

)
φD2

(
1
t

) − 1

]
(2.2)

De nuevo por el Teorema 2.2.14 y teniendo en cuenta que

HD1⊕D2 (t) = HD1 (t) +HD2 (t)

se deduce que

HD1⊕D2 (t) =
1
t

[
(−1)n1

φD1

(
− t+1

t

)
φD1

(
1
t

) − 1

]
+

1
t

[
(−1)n2

φD2

(
− t+1

t

)
φD2

(
1
t

) − 1

]

Igualando esta última relación con la relación (2.2), sustituyendo − t+1
t = z,

sustituyendo Di por Di y Di por Di, queda demostrado el Teorema.

2.3. Espectro de algunos digrafos especiales

En esta sección vamos a estudiar las propiedades espectrales de algunos di-
grafos especiales. Comenzamos con el ćıclo dirigido Cn, que tiene matriz de
adyacencia

W =


0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
0 0 0 · · · 0
...

...
...

...
1 0 0 · · · 0


Entonces el polinomio caracteŕıstico de Cn es φCn

= xn− 1 y, en consecuencia,
los autovalores de W son

1, w, w2, . . . , wn−1
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donde w = e
2πi
n . Los ciclos dirigidos son un caso especial de los llamados

digrafos circulantes.
Una matriz compleja S de tamaño n×n se llama circulante si tiene la forma

siguiente:

S =



s1 s2 s3 s4 · · · sn

sn s1 s2 s3 · · · sn−1

sn−1 sn s1 s2 · · · sn−2

sn−2 sn−1 sn s1 · · · sn−3

...
...

...
...

...
s2 s3 s4 s5 · · · s1


En otras palabras, la fila i de S se obtiene a partir de la primera realizando
una rotación ćıclica de i posiciones. Es claro que una matriz circulante queda
completamente determinada por su primera fila (s1, . . . , sn).

Proposición 2.3.1. Los autovalores de una matriz circulante S con primera
fila (s1, . . . , sn) vienen dado por

zk =
n∑

j=1

sjw
(j−1)k

donde w = e
2πi
n y k = 0, . . . , n− 1.

Demostración. No es dif́ıcil ver que S =
n∑

j=1

sjW
j−1, donde W es la matriz de

adyacencia de Cn que tiene autovalores

1, w, w2, . . . , wn−1

donde w = e
2πi
n . Como S = p (W ), donde p es el polinomio p (z) = s1 + s2z +

· · ·+ snz
n−1, se deduce que los autovalores de S son

zk = p
(
wk
)

= s1 + s2w
k + s3w

2k + · · ·+ snw
(n−1)k

para k = 0, . . . , n− 1, como queŕıamos demostrar.

Proposición 2.3.2. El espectro del digrafo completo simétrico Kn es

σ(Kn) =
(
n− 1 −1

1 n− 1

)
Demostración. Kn es un digrafo circulante con primera fila (0, 1, 1, . . . , 1). Aśı,
por la Proposición 2.3.1, los autovalores de Kn son

zk = wk + w2k + · · ·+ w(n−1)k
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donde k = 0, . . . , n− 1. Como

1 + wk + w2k + · · ·+ w(n−1)k = 0

para todo k = 1, . . . , n− 1, obtenemos que −1 es un autovalor de multiplicidad
n− 1. Finalmente, z0 = 1 + 1 + · · ·+ 1 = n− 1 tiene multiplicidad 1.

Observamos que en los digrafos circulantes el grado interior y exterior de
todos los vértices coincide. Más generalmente, recordemos que un digrafo se
dice que es r-regular, si el grado interior y exterior de todos los vértices es igual
a r. Por ejemplo, el ciclo dirigido Cn es un digrafo 1-regular mientras que el
digrafo completo Kn es un digrafo (n− 1)-regular.

Proposición 2.3.3. Si D es un digrafo r-regular entonces:

1. r es un autovalor de D con autovector correspondiente e = (1, . . . , 1)>;

2. |λ| ≤ r para todo autovalor λ de D.

3. Si D es fuertemente conexo entonces r es un autovalor simple de D.

Demostración. 1. Sea A = (aij) la matriz de adyacencia de D. Como D es
r-regular, la suma de los elementos de cada fila de A es igual a r. Luego,

Ae =

∑
j

a1j ,
∑

j

a2j , . . . ,
∑

j

anj

> = (r, r, . . . , r)> = re

2. Supongamos que Az = λz, donde z 6= 0. Sea zj la componente de z de
máxima longitud. Entonces

|λ| |zj | = |λzj | =

∣∣∣∣∣∑
p

ajpzp

∣∣∣∣∣ ≤∑
p

ajp |zp| ≤

(∑
p

ajp

)
|zj |

= r |zj |

Como |zj | 6= 0 concluimos que |λ| ≤ r.
3. Las dos primeras partes de la proposición demuestran que r es el radio

espectral deD. ComoD es fuertemente conexo entonces la matriz de adyacencia
de D es irreducible y aśı, por el Teorema de Perron-Frobenius, r es un autovalor
simple de D.

Existe una relación estrecha entre el espectro de un digrafo regular D y el
espectro de su complemento D.
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Teorema 2.3.4. Sea D un digrafo r-regular con n vértices. Entonces

φD (z) = (−1)n z − n+ r + 1
z + r + 1

φD (−z − 1)

En particular, si λ1, . . . , λn son los autovalores de D, entonces los autovalores
de D son n− r − 1 y −λ1 − 1, . . . ,−λn − 1.

Demostración. Como D es un digrafo r-regular con n vértices, entonces Nk =
nrk. Luego, si |t| < 1

r

HD (t) =
∞∑

k=0

Nkt
k =

∞∑
k=0

nrktk =
n

1− rt

Por la Proposición 2.3.3, si A es la matriz de adyacencia de D entonces r =
ρ (A). Por lo tanto, si |t| < 1

r se deduce del Teorema 2.2.14 que

n

1− rt
=

1
t

[
(−1)n φD

(
− t+1

t

)
φD

(
1
t

) − 1

]

Sustituyendo − t+1
t = z en esta última expresión obtenemos el resultado.

La segunda parte es consecuencia inmediata de la primera.

La expresión para el producto completo de digrafos regulares dada en el
Teorema 2.2.16 toma una forma mucho más simple.

Corolario 2.3.5. Sea D1 un digrafo r1-regular con n1 vértices y D2 un digrafo
r2-regular con n2 vértices. Entonces

(x− r1) (x− r2)φD1∇D2 (z) = φD1 (z)φD2 (z) [(z − r1) (z − r2)− n1n2] .

Demostración. Esto es consecuencia inmediata del Teorema 2.2.16 y el Teorema
2.3.4.

Ejemplos importantes de digrafos regulares son los digrafos fuertemente re-
gulares. Un digrafo D es fuertemente regular con parámetros (n, k, t, λ, µ) si
satisface las siguientes condiciones:

1. D tiene n vértices;

2. D es k-regular;

3. Cada vértice es extremo de t arcos simétricos;

4. Para cada par de vértices diferentes u y v, el número de caminos de
longitud 2 desde u hasta v es λ si hay un arco desde u hasta v, y es µ si
no hay un arco desde u hasta v.
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Figura 2.3: Digrafo fuertemente regular

La Figura 2.3 muestra un ejemplo de un digrafo fuertemente regular con
parámetros (6, 2, 1, 0, 1).

Proposición 2.3.6. Sea A la matriz de adyacencia de un digrafo D. Entonces
D es fuertemente regular con parámetros (n, k, t, λ, µ) si, y sólo si, A satisface

AJ = JA = kJ y A2 = tI + λA+ µ (J − I −A) (2.3)

donde In es la matriz identidad y J es la matriz que tiene todos sus elementos
igual a 1.

Demostración. Supongamos queD es fuertemente regular con parámetros (n, k, t, λ, µ).
Como D es k-regular entonces la suma de los elementos de cada fila y cada
columna de A es igual a k, y esto equivale a que AJ = JA = kJ . Por otra par-
te, sean vi, vj vértices de D. Teniendo en cuenta la Proposición 2.2.4, tenemos
los siguientes casos: (a) i 6= j y existe un arco de vi a vj :

tIij + λAij + µ (Jij − Iij −Aij) = t0 + λ1 + µ (1− 0− 1) =
= λ =

(
A2
)
ij

(b) i 6= j y no existe un arco de vi a vj :

tIij + λAij + µ (Jij − Iij −Aij) = t0 + λ0 + µ (1− 0− 0) =
= µ =

(
A2
)
ij
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(c) i = j :

tIii + λAii + µ (Jii − Iii −Aii) = t1 + λ0 + µ (1− 1− 0) =
= t =

(
A2
)
ii

Aśı,
A2 = tI + λA+ µ (J − I −A)

Rećıprocamente, supongamos que A satisface (2.3). Como mencionamos an-
tes, la condición AJ = JA = kJ implica que la suma de todos los elementos de
las filas y las columnas de A es igual a k, y esto equivale a que D es un digrafo
k-regular. Ahora, el número de arcos simétricos incidentes al vértice vi viene
dado por

(
A2
)
ii
. Luego para cada i = 1, . . . , n(
A2
)
ii

= tIii + λAii + µ (Jii − Iii −Aii) = t

Además si i 6= j, el número de caminos de longitud 2 de vi a vj viene dado por(
A2
)
ij

. Si existe un arco de vi a vj entonces(
A2
)
ij

= tIij + λAij + µ (Jij − Iij −Aij)

= t0 + λ1 + µ (1− 0− 1) = λ

Si no existe un arco de vi a vj entonces(
A2
)
ij

= tIij + λAij + µ (Jij − Iij −Aij)

= t0 + λ0 + µ (1− 0− 0) = µ

Aśı, D es un digrafo fuertemente regular con parámetros (n, k, t, λ, µ).

Recordemos que si D es un digrafo entonces el complemento D de D es el
digrafo que tiene el mismo conjunto de vértices que D, y además, uv es un arco
de D si, y sólo si, uv no es un arco de D.

Proposición 2.3.7. Si D es un digrafo fuertemente regular con parámetros
(n, k, t, λ, µ) entonces D es un digrafo fuertemente regular con parámetros (n, k′, t′, λ′, µ′),
donde

k′ = (n− 2k) + (k − 1)
t′ = (n− 2k) + (t− 1)
λ′ = (n− 2k) + (µ− 2)
µ′ = (n− 2k) + λ
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Demostración. Sea A la matriz de adyacencia de D. Entonces A satisface las
condiciones dadas en (2.3). Si A es la matriz de adyacencia de D entonces

A = J − I −A

Es fácil verificar que
AJ = JA = (n− k − 1) J

y (
A
)2

= t′I + λ′A+ µ′
(
J − I −A

)
El resultado se deduce ahora aplicando la Proposición 2.3.6.

Vamos a caracterizar aquellos digrafos fuertemente regulares que tienen el
parámetro µ = 0.

Proposición 2.3.8. Sea D un digrafo fuertemente regular con parámetros
(n, k, t, λ, µ). Entonces µ = 0 si, y sólo si, D es suma directa de n

k+1 copias del
grafo completo Kk+1.

Demostración. Es claro que si D es suma directa de copias de grafo completos
entonces µ = 0. Rećıprocamente, supongamos que µ = 0. Sea A la matriz
de adyacencia de D. Como D es k-regular, sabemos por la Proposición 2.3.3
que k es un autovalor de A con autovector asociado e = (1, . . . , 1)>. Por la
Proposición 2.3.6,

A2 = tI + λA

y, en consecuencia, k (k − λ) = t. Como k−λ > 0 entonces t ≥ k, y aśı t = k y
λ = k−1. En particular, D es un grafo. Sean u y v vértices en una componente
conexa deD. Entonces existe un camino uw1 · · · v. Como u y w1 son adyacentes,
existen k − 1 vértices comunes a u y w1. Si w1 6= v entonces el grado de w1

seŕıa k + 1, una contradicción. Por lo tanto, cualquiera dos vértices en una
componente conexa de D son adyacentes, es decir, cada componente conexa de
D es Kk+1.

Pasamos ahora a calcular el espectro de un digrafo fuertemente regular. Asu-
mimos desde ahora en adelante que µ > 0.

Proposición 2.3.9. Un digrafo fuertemente regular D con parámetros (n, k, t, λ, µ)
tiene autovalores k,

θ1 =
1
2

[
(λ− µ) +

√
(λ− µ)2 + 4 (t− µ)

]
y

θ2 =
1
2

[
(λ− µ)−

√
(λ− µ)2 + 4 (t− µ)

]
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El autovalor k tiene mutliplicidad 1 y los autovalores θ1 y θ2 son números
racionales de multiplicidad

m1 = −k + (n− 1) θ2
θ1 − θ2

y m2 =
k + (n− 1) θ1

θ1 − θ2

respectivamente. Si t > 0 y D no es completo entonces los autovalores θ1 y θ2
son números enteros.

Demostración. Sea A la matriz de adyacencia de D. Como µ > 0 entonces A es
irreducible y aśı, por la Proposición 2.3.3, k es un autovalor de D con multipli-
cidad 1 y autovector asociado e = (1, . . . , 1)>, es decir, Ae = ke. Sustituyendo
en la relación 2.3, obtenemos la relación

k2 + (µ− λ) k + (µ− t) = µn (2.4)

Por otra parte, supongamos que θ es un autovalor de D distinto a k, con
autovector asociado v. Entonces v y k son ortogonales y, en consecuencia, Jv =
0. Sustituyendo de nuevo en (2.3), teniendo en cuenta que Av = θv y Jv = 0
obtenemos la relación

θ2 + (µ− λ) θ + (µ− t) = 0

concluyendo aśı que los otros dos autovalores de D son

θ1 =
1
2

[
(λ− µ) +

√
(λ− µ)2 + 4 (t− µ)

]
(2.5)

y

θ2 =
1
2

[
(λ− µ)−

√
(λ− µ)2 + 4 (t− µ)

]
(2.6)

Supongamos ahora que m1 y m2 son las multiplicidades de θ1 y θ2, respec-
tivamente. Entonces por la Proposición 2.2.5 tenemos que

k +m1θ1 +m2θ2 = 0 (2.7)

y además, m1+m2 = n−1. Ahora sustituyendo (2.5) y (2.6) en (2.7) deducimos

0 = 2k + (λ− µ) (n− 1) + (m1 −m2)
√

(λ− µ)2 + 4 (t− µ)

En particular,
√

(λ− µ)2 + 4 (t− µ) ∈ Q y aśı, θ1 y θ2 son números racionales.

Supongamos que (λ− µ)2 + 4 (t− µ) 6= d2, donde d es un entero positivo.
Entonces

0 = 2k + (λ− µ) (n− 1)
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luego,

k =
1
2

(n− 1) (µ− λ) ≤ n− 1

Surgen dos casos: (a) µ − λ = 2 y entonces k = n − 1, esto implica que D es
completo. (b) µ− λ = 1 y entonces n = 2k + 1. Por la relación (2.4)

k (k + 1− 2µ) = t

Como t ≤ k entonces t = 0. Esto demuestra que si t > 0 y D no es completo
entonces (λ− µ)2 + 4 (t− µ) = d2 para algún entero positivo d, y aśı θ1 y θ2
son números enteros.

Finalmente, de las relaciones

k +m1θ1 +m2θ2 = 0
m1 +m2 = n− 1

deducimos fácilmente que m1 = −k+θ2(n−1)
θ1−θ2

y m2 = k+θ1(n−1)
θ1−θ2

.

Aśı, sabemos que los digrafos fuertemente regulares tienen tres autovalores.
El rećıproco es cierto para digrafos simétricos regulares.

Proposición 2.3.10. Un grafo regular conexo D con tres autovalores diferen-
tes es fuertemente regular.

Demostración. Supongamos que D tiene n vértices y regularidad k. Sea A la
matriz de adyacencia de D. Como D es un grafo entonces A es simétrica y el
polinomio minimal de A tiene la forma

q (x) = (x− k) (x− θ1) (x− θ2)

donde k es la regularidad de D. Llamemos p (x) = (x− θ1) (x− θ2). Entonces
(A− kI) p (A) = 0 y aśı, cada columna de p (A) pertenece al núcleo de A−kIn.
Como D es conexo y regular entonces el núcleo de A− kIn está generado por
e = (1, . . . , 1)>. Luego cada columna de p (A) tiene todos sus elementos iguales
y, al ser p (A) una matriz simétrica, p (A) = rJ para algún número real r. Es
decir,

A2 − (θ1 + θ2)A+ θ1θ2I = rJ

Ahora, como A tiene tres autovalores diferentes, D no es completo. Sean vi y vj

(i 6= j) vértices no adyacentes de D. Entonces las posiciones i, j de las matrices
A, In y J son respectivamente 0, 0 y 1. Luego(

A2
)
ij

= r
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es decir, el número de caminos de longitud 2 entre dos vértices no adyacentes
es r. Supongamos ahora que vi y vj (i 6= j) son vértices adyacentes. En este
caso la posición i, j de A, In y J son 1, 0 y 1 respectivamente. Luego(

A2
)
ij

= (θ1 + θ2) + r

Por otra parte, la posición i, i de A, In y J son 0, 1 y 1. Luego(
A2
)
ii

= r − θ1θ2 = k

lo que implica que r = k+ θ1θ2. En consecuencia, D es un digrafo fuertemente
regular con parámetros (n, k, k, θ1 + θ2 + k + θ1θ2, k + θ1θ2).

Ahora pasamos a estudiar el polinomio caracteŕıstico de los digrafos biparti-
tos.

Proposición 2.3.11. Si D es un digrafo bipartito entonces su polinomio ca-
racteŕıstico tiene la forma

ΦD (z) = zn +
[n
2 ]∑

k=1

bkz
n−2k (2.8)

donde los bk son enteros para todo k = 1, . . . ,
[

n
2

]
. Si D es fuertemente conexo

entonces el rećıproco también es cierto.

Demostración. Si D es un digrafo bipartito entonces, por la Proposición 2.1.23,
D no tiene ciclos de orden impar. Esto implica que Lk = ∅ cuando k es impar,
porque si L es un subdigrafo lineal de orden k, entonces L es suma directa
de ciclos L1, . . . , Lr de D de longitudes l1, . . . , lr, respectivamente, tales que
r∑

i=1

li = k. Si k es impar, entonces algún ciclo Li tiene orden impar, una con-

tradicción. Por el Teorema 2.2.6, si

ΦD (z) = zn +
n∑

k=1

akz
n−k

el coeficiente ak de φD (z) viene dado por

ak =
∑

L∈Lk

(−1)c(L)

y aśı, ak = 0 para todo k impar.
Rećıprocamente, sea D un digrafo fuertemente conexo con polinomio carac-

teŕıstico (2.8). Supongamos que D tiene un ciclo de longitud impar, y sea g
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la menor longitud de un ciclo impar de D. Entonces Lg consiste en todos los
g-ciclos de D y, en consecuencia, el coeficiente que acompaña a zn−g en el
polinomio caracteŕıstico de D es

ag =
∑

L∈Lg

(−1)c(L) = −{# de g-ciclos de D} 6= 0

Esto es una contradicción. Por lo tanto, D no tiene ciclos de orden impar y,
por la Proposición 2.1.23, D es un digrafo bipartito.

Como consecuencia de este resultado podemos caracterizar los digrafos bi-
partitos como aquellos que tienen el espectro simétrico con respecto al origen,
es decir, λ es un autovalor si, y sólo si, −λ es un autovalor.

Proposición 2.3.12. El espectro de un digrafo bipartito es simétrico con res-
pecto el origen. Si D es fuertemente conexo, el rećıproco también es cierto.

Demostración. Si D es un digrafo bipartito entonces por la Proposición 2.3.11,
el polinomio caracteŕıstico de D tiene la forma

φD (z) = zpQ
(
z2
)

donde Q es un polinomio mónico con coeficientes enteros y p = 0 o 1, depen-
diendo si el número de vértices es par o impar. En cualquier caso, es claro que
λ es una ráız de φD (z) si, y sólo si, −λ es una ráız de φD (z).

Rećıprocamente, supongamos que D es un digrafo fuertemente conexo con
espectro simétrico con respecto al origen. Entonces

φD (z) = zr
(
z2 − λ2

1

)
· · ·
(
z2 − λ2

s

)
donde r, s son enteros no negativos. De aqúı se sigue fácilmente que φD (z) tiene
la forma dada en (2.8), y por la Proposición 2.3.11, concluimos que D es un
digrafo bipartito.

Recordemos que Kp,q es el digrafo bipartito completo.

Proposición 2.3.13. El espectro de Kp,q es

σ (Kp,q) =
( √

pq 0 −√pq
1 p+ q − 2 1

)
Demostración. Podemos ordenar los vértices de Kp,q de manera que la matriz
de adyacencia sea

A =
(

0p×p J
J> 0q×q

)
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donde J es la matriz p× q con todos sus elementos igual a 1, 0p×p es la matriz
nula de tamaño p × p y 0q×q es la matriz nula de tamaño q × q. Observamos
que el rango de A es igual a 2, por lo tanto, la multiplicidad geométrica (igual
a la multiplicidad algebraica porque A es simétrica) del autovalor 0 es igual a

dimKer (A) = p+ q − 2

Es decir,
φD (z) = zp+q−2

(
z2 + c

)
y ahora por el Teorema 2.2.6, c = −{# de arcos simétricos de Kp,q} = −pq.
Aśı concluimos que

φD (z) = zp+q−2 (z −√pq) (z +
√
pq)

2.4. Cotas para el radio espectral de un digrafo

El radio espectral de un digrafo D, denotado por ρ = ρ (D), es el radio
espectral de la matriz de adyacencia de D, es decir,

ρ = ρ (D) = máx {|z| : z es un autovalor de D}

donde |z| es el módulo del número complejo z.
En esta sección presentamos algunas cotas para ρ. Para empezar, interpre-

temos el Teorema 1.2.23 cuando A es la matriz de adyacencia de un digrafo
D.

Teorema 2.4.1. Sea D un digrafo con conjunto de vértices {v1, . . . , vn}. En-
tonces

mı́n
1≤i≤n

{od (vi)} ≤ ρ (D) ≤ máx
1≤i≤n

{od (vi)}

y
mı́n

1≤j≤n
{id (vj)} ≤ ρ (D) ≤ máx

1≤j≤n
{id (vj)} .

Demostración. Para cada i = 1, . . . , n

od (vi) =
n∑

j=1

[A]ij

y para cada j = 1, . . . , n

id (vj) =
n∑

i=1

[A]ij

El resultado se obtiene ahora aplicando el Teorema 1.2.23.
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Collatz and Sinogowitz [5] demostraron que si G es un grafo con n vértices
y m aristas entonces el radio espectral de G satisface ρ (G) ≥ 2m

n . Más aún,
la igualdad se verifica si, y sólo si, G es un grafo 2m

n -regular. A continuación
presentaremos una generalización de este resultado.

Teorema 2.4.2. Sea D un digrafo normal con n vértices y a arcos. Si ρ es
el radio espectral de D entonces ρ ≥ a

n . Además, ρ = a
n si, y sólo si, D es un

digrafo a
n -regular.

Demostración. Sea A = (aij) la matriz de adyacencia del digrafo D. Por la
Proposición 1.4.17,

|||A|||2 ≥
1√
n2

∣∣∣∣∣∣
∑
i,j

aij

∣∣∣∣∣∣ = a

n
(2.9)

y como A es normal, se sigue del Ejercicio 1.2.12 que

ρ = |||A|||2 ≥
a

n

Para ver la segunda parte, si D es un digrafo a
n -regular entonces por la Pro-

posición 2.3.3, ρ = a
n . Rećıprocamente, si ρ = a

n entonces de la desigualdad
(2.9),

ρ =
a

n
= |||A|||2 =

1
n

∣∣∣∣∣∣
∑
i,j

aij

∣∣∣∣∣∣ (2.10)

y como A es no-negativa, por la Proposición 1.4.17, la suma de las filas y las
columnas son iguales a k. Pero entonces de la relación (2.10),

ρ =
1
n

∣∣∣∣∣∣
∑
i,j

aij

∣∣∣∣∣∣ = 1
n
nk = k

y aśı D es un digrafo a
n -regular.

Ejercicio 2.4.3. Obtenga como caso particular del Teorema 2.4.2 el Teorema
de Collatz y Sinogowitz.

El Teorema 2.4.2 no es cierto para digrafos en general.

Ejemplo 2.4.4. El digrafo fuertemente conexo D1 en la Figura 2.4 tiene 9
arcos y 4 vértices. El radio espectral de D1 es ρ (D1) ≈ 2,2340 < 9

4 = 2,25.

Ejercicio 2.4.5. Demuestre que si D es un digrafo con n vértices y c2 caminos
cerrados de longitud 2 entonces, ρ (D) ≥ c2

n .
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1 2

4 3

D
1

Figura 2.4: El digrafo D1 satisface ρ (D1) < a
n .

2.5. Digrafos con pocos autovalores

Vamos a estudiar en esta sección aquellos digrafos que tienen a lo sumo tres
autovalores. Primero observamos que si D es aćıclico entonces el polinomio
caracteŕıstico de D es φD (z) = zn y, en consecuencia, D tiene un sólo autovalor
(el cero). El rećıproco también es cierto.

Proposición 2.5.1. Un digrafo D tiene un sólo autovalor si, y sólo si, D es
aćıclico.

Demostración. Supongamos queD tiene un sólo autovalor λ. Por la Proposición
2.2.5, λ = 0 y aśı, φD (z) = zn. Si D tiene un ciclo, sea g la longitud más
pequeña entre todos los ciclos deD. Entonces el conjunto de subdigrafos lineales
deD con g vértices está formado por ciclos deD de longitud g. En consecuencia,
el coeficiente ag del polinomio caracteŕıstico de D viene dado por el Teorema
2.2.6,

ag =
∑

L∈Lg

(−1)comp(L)

es exactamente el −{número de ciclos de longitud g de D}, claramente dife-
rente de cero. Esto implica que D es aćıclico.

Ejercicio 2.5.2. Demuestre que un grafo G tiene un sólo autovalor si, y sólo
si, G es el grafo discreto.

¿Qué ocurre si D tiene exactamente dos autovalores diferentes? Si D es un
digrafo fuertemente conexo con n vértices, entonces el Teorema de Perron-
Frobenius 1.4.14 nos garantiza que el radio espectral ρ es un autovalor positivo
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simple. Esto implica que el otro autovalor, β, de D tiene multiplicidad algebrai-
ca igual a n − 1. Como la suma de los autovalores es igual a cero, deducimos
que β = −ρ/(n− 1).

Teorema 2.5.3. Sea D un digrafo fuertemente conexo con n vértices. Si D tie-
ne sólo dos autovalores diferentes, entonces D es el digrafo completo simétrico
con n vértices Kn.

Demostración. El caso n = 2 es trivial, aśı supongamos que n ≥ 3. Claramente,
el radio espectral ρ de D satisface

ρ ≤ ρ (Kn) = n− 1

Demostraremos que ρ = n − 1. Supongamos por el absurdo que ρ < n − 1.
Entonces existe un entero suficientemente grande k > 0 tal que(

ρ

n− 1

)k

<
1

n− 1

Esto implica que ρk < (n−1)k−1. Por otra parte, se desprende de la Proposición
2.2.5 que

ρk
(
(n− 1)k−1 + (−1)k

)
= ck(n− 1)k−1

Luego (n−1)k−1 divide a ρk
(
(n− 1)k−1 + (−1)k

)
. Como (n−1)k−1 +(−1)k y

(n−1)k−1 son enteros consecutivos, (n−1)k−1 divide a ρk y aśı (n−1)k−1 ≤ ρk,
lo que es contradictorio.

Por lo tanto, si un digrafo fuertemente conexo con n vértices tiene sólo dos
autovalores distintos, entonces su espectro es igual a

σ(D) =
(
n− 1 −1

1 n− 1

)
(2.11)

En consecuencia, el polinomio caracteŕıstico de D está dado por

φD(z) = (z − (n− 1)) (z + 1)n−1

El coeficiente de zn−2 es igual a −n(n−1)
2 pero también tiene que ser igual a

− c2
2 . Aśı, c2 = n(n+ 1) y, en consecuencia, D = Kn.

Recordemos que si D es un digrafo con polinomio caracteŕıstico φD(z) y
si e es un arco de D que no es parte de un ciclo, entonces el Teorema 2.2.6
implica que el polinomio caracteŕıstico de D1 = D − {e} es también φD(z).
Podemos continuar este proceso eliminando todos aquellos arcos de D que no
pertenecen a ciclos hasta obtener un digrafo D̂ en que todo arco, si existen, es
parte de un ciclo y φD(z) = φ bD(z). El digrafo resultante D̂ es la suma directa
de D1, . . . , Ds, las componentes fuertes de D, y

φD(z) = φ bD(z) = φD1 (z) · φD2 (z) · · · · · φDs (z) (2.12)
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Corolario 2.5.4. D tiene n vértices y exactamente dos autovalores diferentes,
si, y sólo si, módulo arcos que no pertenecen a ciclos,

D = Kr ⊕Kr ⊕ . . .⊕Kr︸ ︷︷ ︸
n
r −copias

donde r es un divisor de n.

Demostración. Si D tiene exactamente dos autovalores diferentes entonces por
el Proposición 2.2.5, ambos son diferentes de cero. Manteniendo la notación
anterior, deducimos de (3.1.7) que cada Di tiene exactamente dos autovalores
diferentes y del Teorema 2.5.3, que Di = Kr para todo i = 1, . . . , s. En otras
palabras,

D̂ = Kr ⊕Kr ⊕ . . .⊕Kr︸ ︷︷ ︸
s−copias

y n = rs.

En particular, si D es un digrafo con p vértices, p un número primo, y
exactamente dos autovalores diferentes, entonces D = Kp.

Ejercicio 2.5.5. Demuestre que un grafo G con n vértices tiene exactamente
dos autovalores si, y sólo si,

G = Kr ⊕Kr ⊕ . . .⊕Kr︸ ︷︷ ︸
n
r −copias

donde r es un divisor de n.

Vamos ahora a examinar los digrafos con exactamente tres autovalores. De-
notamos por Ω al conjunto de todos los digrafos fuertemente conexos con exac-
tamente 3 autovalores diferentes. Como podemos ver en la Proposición 2.3.9,
ejemplos de digrafos en Ω son los digrafos fuertemente regulares, que son digra-
fos reales en el sentido que todos sus autovalores son números reales (de hecho,
sus autovalores son números enteros). Otra clase de digrafos reales son los di-
grafos bipartitos en Ω. Recordamos que un digrafo es bipartito si el conjunto
de vértices se puede partir en dos conjuntos U y V de tal manera que todo arco
tiene vértice inicial en U y vértice terminal en V , o viceversa.

Proposición 2.5.6. Supongamos que D ∈ Ω tiene n ≥ 3 vértices y k arcos
simétricos. Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. D es un digrafo bipartito;

2. σ (D) =
( √

k 0 −
√
k

1 n− 2 1

)
;
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3. φD (z) = zn − kzn−2.

Más aún, k ≥ 2.

Demostración. 1. ⇒ 2. Deducimos del Teorema de Perron-Frobenius 1.4.14
que el radio espectral ρ de D es positivo y tiene multiplicidad 1. Como D es
bipartito, por la Proposición 2.3.12, su espectro es simétrico con respecto al
origen. Luego, −ρ es también un autovalor de multiplicidad 1 y aśı el otro
autovalor tiene que ser cero, con multiplicidad n − 2. Por otra parte, de la
Proposición 2.2.5,

c2 = ρ2 + ρ2

y ahora usamos el hecho de que k = c2
2 .

2.⇒ 3. Es trivial. 3.⇒ 1. Es consecuencia directa de la Proposición 2.3.11.
Finalmente, supongamos que k = 1. Observamos primero que D no tiene

ciclos de orden impar porque es bipartito (Proposición 2.1.23). Más aún, por
el Teorema 2.2.6, D no tiene ciclos de orden par (excepto el arco simétrico),
porque no tiene pares de arcos simétrico independientes. Por lo tanto, D tiene
un único ciclo (de longitud 2) y como es fuertemente conexo, tiene que ser K2,
una contradicción ya que n ≥ 3.

Recordemos que el diámetro de un digrafo D viene dado por

diam (D) = máx {d (u, v) : u y v recorriendo los vértices de D}

Proposición 2.5.7. Si D ∈ Ω es bipartito entonces diam (D) ≤ m− 1, donde
m es el grado del polinomio minimal de la matriz de adyacencia de D.

Demostración. Por la Proposición 2.5.6, φD (z) = zn − kzn−2 donde k es el
número de arcos simétricos. Entonces el polinomio minimal tiene la forma
µD (z) = zm − kzm−2, donde m ≥ 3. En particular,

Am = kAm−2 (2.13)

Supongamos que existen vértices u, v de D tales que la distancia entre ellos es
s ≥ m. Entonces por la Proposición 2.2.4, el elemento a(s)

uv de la matriz potencia
As es diferente de cero y a(k)

uv = 0 para todo 1 ≤ k ≤ s−1. Luego por la relación
(2.13) y el hecho de que s −m ≥ 0, deducimos que As = kAs−2. Esto es una
contradicción porque a(s)

uv 6= 0 y a(s−2)
uv = 0.

Ejercicio 2.5.8. Un grafo bipartito G con n vértices tiene tres autovalores si,
y sólo si, G es suma directa de Kri,si

(risi = m para todo i) y n−
∑

(ri + si)
vértices aislados.

Vamos a ver ahora ejemplos de digrafos no-simétricos fuertemente conexos
con tres autovalores.



68 CAPÍTULO 2. TEORÍA ESPECTRAL DE DIGRAFOS

n n-1

m+2(k-2)

m+4

m+3
m+2

m+1
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k-1
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1

4

k

D
n,k

Figura 2.5: Dn,k

Ejemplo 2.5.9. Sea k ≥ 2 un entero y n un entero par tal que n ≥ 2k.
Entonces existe Dn,k ∈ Ω bipartito y no-simétrico, con n vértices y k arcos
simétricos. De hecho, consideremos el digrafo que mostramos en la Figura 2.5

Etiquetamos en negritas los arcos simétricos 1,2, . . . ,k− 1,k. Como todo
arco de Dn,k pertenece a un ciclo, entonces Dn,k es fuertemente conexo (Pro-
posición 2.1.14). Por otra parte, es claro que n = 2m + 2k − 4. En la tabla
podemos ver la estructura ćıclica de Dn,k.

2 4 6 · · · 2m 2m+ 2 2m+ 4 · · · 2m+ 2j · · · n
k k − 1 k − 1 · · · k − 1 k − 2 k − 3 · · · k − j − 1 · · · 1

Existen k ciclos de longitud 2, k − 1 ciclos de longitud 2t para 2 ≤ t ≤ m, y
k − j − 1 ciclos de longitud 2m+ 2j para 1 ≤ j ≤ n−2m

2 . Observemos que todo
ciclo de Dn,k contiene el vértice v, excepto por el ciclo de longitud 2 indicado
por 1 en la figura. Para un entero r ≥ 2, sea L∗2r el conjunto de elementos de
L2r que no son ciclos y C2r el conjunto de ciclos de longitud 2r. Entonces todo
elemento de L∗2r es una suma directa de 1 y un ciclo de longitud 2r − 2 que
no contiene un vértice terminal de 1. No es dificil ver que |L∗2r| = |C2r|. En
consecuencia, para r ≥ 2 el coeficiente a2r del polinomio caracteŕıstico de Dn,k

es
a2r =

∑
l∈L2r

(−1)c(L) =
∑

l∈L∗2r

(−1)c(L) +
∑

l∈C2r

(−1)c(L)
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Figura 2.6: Caso impar

Como todo elemento de L∗2r tiene dos componentes y todo elemento de C2r

tiene una componente, deducimos que a2r = |L∗2r| − |C2r| = 0. Por lo tanto,
φD (z) = zn − c2

2 z
n−2 y aśı termina la demostración.

Ejemplo 2.5.10. El Ejemplo 2.5.9 lo podemos modificar para incluir el caso
n impar. En este caso consideramos el digrafo que aparece en la Figura 2.6:

En el caso de grafos bipartitos con 3 autovalores, la matriz de adyacencia es
diagonalizable y, en consecuencia, el polinomio minimal tiene grado 3. Por lo
tanto, el diámetro es estrictamente menor que 3, lo que obliga al grafo a ser
una suma directa de grafos bipartitos completos (ver Ejercicio 2.5.8). Cuando
trabajamos con digrafos no-simétricos, el polinomio minimal puede tener grado
muy alto. Un digrafo D es no-derogatorio si µD = φD, donde µD denota el poli-
nomio minimal de D. Demostraremos a continuación que los digrafos bipartitos
no-simétricos {Dn,k} ⊆ Ω introducidos en el los Ejemplos 2.5.9 y 2.5.10, son
digrafos no-derogatorios.

Proposición 2.5.11. Dn,k es no-derogatorio para todo n y k.

Demostración. Demostraremos el resultado cuando n es par, el caso impar es
similar. Consideremos el digrafoDn,k con el etiquetamiento de los vértices como
aparece en la Figure 2.5. Como el polinomio minimal µ de D tiene la forma
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µ (z) = zm − kzm−2, para algún 3 ≤ m ≤ n, es suficiente con demostrar que

An−1 6= kAn−3 (2.14)

donde A es la matriz de adyacencia de D. Sean α y β las (n, n− 1)-entradas
de An−1 y An−3, respectivamente. Demostraremos que α ≥ kβ + 1 lo que
implicará (2.14). Recordemos que α (respectivamente, β) representan el número
de caminos de longitud n−1 (respectivamente, n−3) de D que van del vértice
n hasta el vértice n− 1. Sea π el camino de longitud n− 3 desde n hasta n− 1.
Observamos que el camino π tiene que atravesar el vértice v por lo menos una
vez. La primera vez que pase por v, insertamos en π el camino de longitud 2

v,m+ 2i, v

para cada i = 0, . . . , k−2 , obteniendo k−1 diferentes caminos π1, . . . , πk−1 de
longitud n− 1 desde n hasta n− 1. Un camino más πk de longitud n− 1 desde
n hasta n− 1 podemos obtener a partir de π insertando el camino de longitud
2

n, 1, n

en el vértice inicial n de π. Observamos que, en cada uno de estos k caminos,
existe un vértice que es atravesado por lo menos dos veces. Como el camino
γ = (n, 1, 2, . . . , n− 2, n− 1) que pasa a través cada vértice de D exactamente
una vez tiene longitud n− 1, tiene que ser diferente de todos los π1, . . . , πk, y,
en consecuencia, α ≥ kβ + 1, lo que termina la demostración.

A diferencia de los grafos bipartitos, no parece fácil encontrar un teorema de
estructura para los digrafos bipartitos en Ω. Construiremos a continuación una
nueva familia {En} de digrafos bipartitos en Ω donde k = 2, con estructura
diferente a {Dn,2}.

Ejemplo 2.5.12. Para cada n ≥ 9 consideremos el digrafo En que parece en
la Figura 2.7.

Entonces En es un digrafo bipartito no-simétrico en Ω con n vértices y k = 2.
Lo demostraremos para n par, cuando n es impar la demostración es similar.
Primero observamos que todo ciclo de En, diferente a los arcos simétricos, pa-
san a través del vértice etiquetado en la Figura 2.7 como n−2. En consecuencia,
ninguno de estos ciclos son independientes. Por lo tanto, podemos describir los
subdigrafos lineales dirigidos de En como sigue:

Ln = ∅
Ln−2 = {Cn−2, Cn−4 ⊕ C2, Cn−4 ⊕ C2, Cn−6 ⊕ C2 ⊕ C2}

Para cada j = 2, . . . , n−8
2

Ln−2j =
{
Cn−2j , Cn−2j , Cn−2j−2 ⊕ C2, Cn−2j−2 ⊕ C2, Cn−2j−2 ⊕ C2,

Cn−2j−4 ⊕ C2 ⊕ C2

}
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Figura 2.7: Digrafo no-simétrico con 3 autovalores

y

L6 = {C6, C6, C4 ⊕ C2, C4 ⊕ C2}
L4 = {C4, C2 ⊕ C2}
L2 = {C2, C2}

Deducimos del Teorema de los coeficientes de Sachs, que φEn = zn − 2zn−2.

Dos digrafos D1 y D2 son coespectrales si son no-isomórficos y φD1 = φD2 .

Ejemplo 2.5.13. Los digraphs Dn,2 y En son coespectrales para todo n ≥
9. De hecho, el polinomio caracteŕıstico de Dn,2 es φDn,2 (z) = zn − 2zn−2,
determinado por los subdigrafos lineales dirigidos Dn,2: L2 = {C2, C2} y para
cada j = 2, . . . ,

⌊
n
2

⌋
L2j = {C2j , C2j−2 ⊕ C2}

Claramente Dn,2 � En.

Existe una conexión interesante entre digrafos bipartitos en Ω y sus corres-
pondientes digrafos de ĺınea. En el Teorema 2.2.13 demostramos que el polino-
mio caracteŕıstico φD(z) de un digrafoD conm arcos y n vértices y el polinomio
caracteŕıstico φL(D)(z) del correspondiente digrafo de ĺınea están relacionados
por la fórmula
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φL(D)(z) = zm−nφD(z). (2.15)

Los digrafos de ĺınea iterados de D se definen recursivamente como L0(D) = D
y Lq(D) = L(Lq−1(D)), para un entero q ≥ 1.

Corolario 2.5.14. Sea D ∈ Ω un digrafo bipartito con k arcos simétricos y
n ≥ 3 vértices. Entonces {Lq(D)}q∈N es una familia infinita de digrafos no-
simétricos bipartitos en Ω con k arcos simétricos.

Demostración. Esto es consecuencia inmediata de (2.15), Proposición 2.5.6 y
Ejercicio 2.1.29.

Hasta ahora sólo hemos considerado digrafos reales, pero números complejos
pueden aparecer en el espectro de digrafos que pertenecen a Ω. Por ejemplo, el
ciclo C3 tiene espectro

σ (C3) =
(

1 − 1
2 +

√
3

2 i − 1
2 −

√
3

2 i
1 1 1

)
Teorema 2.5.15. Sea D un digrafo no-real en Ω con n vértices. Entonces n
es impar y el espectro viene dado por

σ (D) =
(
− (n− 1)R R+ Si R− Si

1 n−1
2

n−1
2

)
donde R es la (única) ráız negativa del polinomio

Q (z) = (n3 − n)z3 − 3c2z + c3

y S =
√

n(n−1)R2−c2
n−1 .

Demostración. Por el Teorema 1.4.14 y el teorema de las ráıces conjugadas, el
espectro de D tiene la forma

σ (D) =
(
ρ R+ Si R− Si
1 m m

)
donde ρ es un número real positivo y n = 2m+ 1 es impar. Como la suma de
los autovalores es igual a cero, deducimos que

ρ = −2mR = − (n− 1)R (2.16)

Por otra parte, las ecuaciones de los momentos espectrales para D son

cp = (−1)p (n− 1)p
Rp +

(n− 1)
2

[(R+ Si)p + (R− Si)p]

= (−1)p (n− 1)p
Rp + (n− 1)Re [(R+ Si)p] (2.17)
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para todo p ∈ N, p ≥ 2. En particular, cuando p = 2,

c2 = (n− 1)2R2 + (n− 1)
(
R2 − S2

)
lo que implica

S2 =
n (n− 1)R2 − c2

n− 1
(2.18)

Para p = 3 obtenemos de (2.17) que

c3 = − (n− 1)3R3 + (n− 1)
(
R3 − 3RS2

)
(2.19)

Después de sustituir en (2.19) la expresión de S2 dada en (2.18) obtenemos la
ecuación

(n3 − n)R3 − 3c2R+ c3 = 0

Aśı, R es una ráız de Q (z), que es negativa por (2.16). Demostramos a con-
tinuación que R es la única ráız negativa de Q (z). Usando cálculo elemental
deducimos que Q (z) es estrictamente creciente en el intervalo (−∞,−t) y es-
trictamente decreciente en el intervalo (−t, 0), donde t =

√
c2

(n3−n) . Por otra

parte, sabemos por (2.18) que

R2 ≥ c2
n (n− 1)

(2.20)

Luego,

|R| ≥
√

c2
n (n− 1)

> t

En consecuencia, Q (z) > Q (R) = 0 para todo z ∈ (R,−t) y 0 ≤ c3 = Q (0) <
Q (z) para todo z ∈ [−t, 0).

Corolario 2.5.16. Todo digrafo no-real en Ω contiene un 3-ciclo.

Demostración. Si D ∈ Ω es un digrafo no-real sin 3-ciclos entonces c3 = 0.
Luego R = −

√
3c2

n3−n es la única ráız negativa de Q (z) =
(
n3 − n

)
z3 − 3c2z.

Deducimos de (2.20) en la demostración del Teorema 2.5.15 y el hecho de que
n ≥ 3

c2 ≤ n (n− 1)R2 =
3c2

(n+ 1)
< c2,

una contradicción.

Podemos obtener más información sobre la estructura del digrafo a partir
del polinomio Q (z) del Teorema 2.5.15.
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Corolario 2.5.17. Sea D un digrafo no-real en Ω con n vértices y Q (z) de-
finido como en el Teorema 2.5.15. Entonces Q (z) tiene tres ráıces reales si, y

sólo si, c3 < 2
√

c3
2

n3−n .

Demostración. Manteniendo la notación del Teorema 2.5.15, los valores extre-
mos locales de Q (z) se alcanzan en t = ±

√
c2

n3−n . Como Q tiene una única ráız

negativa R ≤ −t, entonces claramente Q (z) tiene tres ráıces reales si, y sólo

si, Q (t) = c3 − 2
√

c3
2

n3−n < 0.



Caṕıtulo 3

Enerǵıa de un digrafo

3.1. Enerǵıa de un digrafo

La enerǵıa de un grafo G se define como

E (G) =
n∑

i=1

|λi|

donde λ1, λ2, . . . , λn son los autovalores de G y |λi| denota el valor absoluto de
λi.

En este caṕıtulo, presentaremos una generalización de este concepto a di-
grafos y estudiaremos sus propiedades. El siguiente ejercicio demuestra que, en
principio, hay varias formas de realizar esta extensión.

Ejercicio 3.1.1. Sea G un grafo con autovalores λ1, . . . , λn. Demuestre que la
enerǵıa E(G) también se puede expresar por medio de las siguientes expresio-
nes:

1. E+(G) = 2
∑

λj>0 λj.

2. Ec(G) =
∑

λj>0 λj −
∑

λj<0 λj.

3. Ere(G) = Re
(∑

λj>0 λj −
∑

λj<0 λj

)
=
∑n

j=1 |Re(λj)|.

4. Ea(G) =
∑n

j=1 |(λj)|.

Consideremos entonces la siguiente definición:

75
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Definición 3.1.2. Sea D un digrafo con n vértices y autovalores z1, . . . , zn.
La enerǵıa de D la definimos como

e (D) =
n∑

i=1

|Re (zi)|

donde Re (zi) denota la parte real de zi.

Como veremos más adelante, la Definición 3.1.2 preserva, entre otras pro-
piedades, la llamada fórmula integral de Coulson, que es uno de los resultados
fundamentales de la teoŕıa.

Ejemplo 3.1.3. Si G es un grafo y G∗ su digrafo simétrico asociado, entonces
es claro que A (G) = A (G∗) y, por lo tanto, E (G) = e (G∗). De esta forma, la
Definición 3.1.2 generaliza el concepto de enerǵıa de un grafo a digrafos.

Por la Proposición 2.5.1, si D es un digrafo aćıclico con n vértices, entonces 0
es el único autovalor con multiplicidad n, y aśı e (D) = 0. El rećıproco también
es cierto, como podemos ver en nuestro siguiente resultado.

Proposición 3.1.4. Un digrafo D es aćıclico si, y sólo si, e (D) = 0.

Demostración. Sean z1, . . . , zn los autovalores de D y supongamos que e (D) =
0. Entonces Re (zi) = 0 para todo i = 1, . . . , n. En particular, por el Teorema
1.4.14, el radio espectral ρ es un un número real no-negativo y aśı ρ = 0.
Además, |zi| ≤ ρ = 0 para todo i = 1, . . . , n, implica que todos los autovalores
son iguales a cero. En consecuencia, por la Proposición 2.5.1, D es aćıclico.

Ejercicio 3.1.5. Sea Cn el ciclo de n vértices. Demuestre que

e (Cn) =
n−1∑
k=1

∣∣∣∣cos
(

2kπ
n

)∣∣∣∣
Ejercicio 3.1.6. Sea D un digrafo con n vértices y único ciclo Cr de longtiud
r, donde 2 ≤ r ≤ n. Demuestre que

e (D) =
r−1∑
k=0

∣∣∣∣cos
(

2kπ
r

)∣∣∣∣
Recordamos que un digrafo D es fuertemente conexo si para cada par de

vértices u, v, existe un camino desde u hasta v. Las componentes fuertes de un
digrafo son los subdigrafos fuertemente conexos maximales.

Proposición 3.1.7. Sea D un digrafo y S1, . . . , Sk sus componentes fuertes.
Entonces

e (D) =
k∑

i=1

e (Si)
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Demostración. Si S1, . . . , Sk son las componentes fuertes de D entonces por el
Ejercicio 2.2.7,

φD (z) = φS1 (z) · φS2 (z) · · · · · φSk
(z)

El resultado se sigue de la definición de la enerǵıa de un digrafo.

Ahora vamos a obtener una representación integral de la enerǵıa, que justifica
nuestra elección para la definición de enerǵıa de un digrafo. El Teorema 3.1.8,
que mostramos a continuación, es una generalización de la célebre fórmula
integral de Coulson para grafos [6]: si G es un grafo con n vértices, entonces

E (G) =
1
π

+∞∫
−∞

(
n− ixφ′G (ix)

φG (ix)

)
dx

La fórmula integral de Coulson nos permite expresar la enerǵıa en términos
del polinomio caracteŕıstico del grafo.

Sea D un digrafo con n vértices y autovalores z1, . . . , zn. Si A es la matriz
de adyacencia de D entonces por la Proposicion 2.2.5,

tr (A) =
n∑

k=1

zk = 0

lo que implica
n∑

k=1

Re (zk) = 0 =
n∑

k=1

Im (zk)

y, en consecuencia,
e (D) = 2

∑
+

Re (zk)

donde
∑

+ indica la suma sobre todos los autovalores que tienen parte real
positiva.

Teorema 3.1.8. (Representación integral de la enerǵıa) Sea D un digrafo con
n vértices. Entonces

e (D) =
1
π

+∞∫
−∞

(
n− ixφ′D (ix)

φD (ix)

)
dx (3.1)

Demostración. Sean w1, . . . , wp los autovalores diferentes de D con multiplici-

dades µ1, . . . , µp, respectivamente. Entonces φD (z) =
p∏

j=1

(z − wj)
µj y aśı

φ′D (z)
φD (z)

=
p∑

j=1

µj

z − wj
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Figura 3.1: Contorno usado en la demostración del Teorema 3.1.8

es una función anaĺıtica con singularidades en w1, . . . , wp. Sabemos que si wk

es un autovalor, entonces el conjugado wk también lo es. Además, éstos pueden
aparecer sobre el eje imaginario. Por otro lado, si wk = 0 para algún k, podemos
factorizar el polinomio caracteŕıstico como φD(z) = zmψ(z). De esta forma,
e(φD(z)) = e(ψ(z)) y, por lo tanto, supondremos en lo que sigue que ninguno
de los autovalores de φD(z) es nulo.

Consideramos entonces el contorno Γ, que aparece en la Figura 3.1. La curva
Γ contiene en su interior a todos los autovalores que poseen parte real positiva
y no contiene al resto de los autovalores. Como podemos ver, Γ consiste de
semićırculos orientados en dirección contraria a las agujas del reloj C1, C2 y
C3, con radios r, ε y ε′, respectivamente, y tres segmentos de ĺınea. Como
consecuencia de la fórmula integral de Cauchy aplicada a la función

f (z) := z
φ′D (z)
φD (z)

=
p∑

j=1

zµj

z − wj

deducimos

1
2πi

∮
Γ

f (z) dz =
∑
+

µjwj =
∑
+

zj =
∑
+

Re (zj) =
1
2
e (D) (3.2)

Evaluando esta integral a lo largo de cada una de las curvas que conforman
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a Γ, y observando que si wj es un autovalor con parte real nula, se tiene

ĺım
z→wj

(z − wj)(f(z)− n) = µjwj

entonces

ĺım
ε↓0

∫
C2

f (z) dz + ĺım
ε′↓0

∫
C3

f (z) dz = 0.

Además,

1
2πi

∮
Γ

[f (z)− n] dz =
1
2π

+∞∫
−∞

[n− f (iy)] dy (3.3)

porque el hecho de que

z(f(z)− n) = z

 n∑
j=1

zj

z − zj


→

n∑
j=1

zj = 0

cuando |z| → ∞ implica que

ĺım
r→∞

∫
C1

[f (z)− n] dz = 0

Combinando (3.2) y (3.3) obtenemos el resultado deseado. En caso de haber
más autovalores sobre el eje imaginario, procedemos de forma similar.

Observación 3.1.9. Es fácil ver que la representación integral de la enerǵıa
de digrafos también es válida para multi-digrafos en general.

La siguiente proposición ilustra una variante de la representación integral de
la enerǵıa que acabamos de mostrar.

Proposición 3.1.10. Si D es un digrafo con n vértices entonces

e (D) =
1
π

+∞∫
−∞

dx

x2
log
∣∣∣∣xnφD

(
i

x

)∣∣∣∣
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Demostración. Consideremos la función γ : R → C dada por

γ(t) := tnφD(i/t).

Observemos que

γ(t) =
n∑

k=0

in−kakt
k

= in
n∑

k=0

ak(−it)k

=: inφ∗(t)

y, como los coeficientes {ak} son reales, tenemos que φ∗(−t) = φ∗(t). Sea
log una rama del logaritmo definida sobre γ(R) tal que log(γ(0)) = nπ

2 i y
consideremos la función v(t) = log(γ(t)). De la regla de derivación de cualquier
rama del logaritmo natural se tiene que

dv =
(
n

t
− φ′D(i/t)
φD(i/t)

i

t2

)
dt (3.4)

Recordemos que la enerǵıa de un digrafo se puede calcular mediante la inte-
gral 3.1, la cual podemos escribir como

∫ +∞

−∞

(
n− ixφ′D (ix)

φD (ix)

)
dx

=
∫ 0

−∞

(
n− ixφ′D (ix)

φD (ix)

)
dx+

∫ +∞

0

(
n− ixφ′D (ix)

φD (ix)

)
dx (3.5)

Haciendo el cambio de variable x = 1/t en cada una de las integrales (3.5),
obtenemos

∫ +∞

−∞

(
n− ixφ′D (ix)

φD (ix)

)
dx

=
∫ 0

−∞

(
n− 1

t

φ′D(i/t)
φD(i/t)

)
i

t2
dt+

∫ ∞

0

(
n− 1

t

φ′D(i/t)
φD(i/t)

)
i

t2
dt

=
∫ 0

−∞

(
n

t
− i

t2
φ′D(i/t)
φD(i/t)

)
1
t
dt+

∫ ∞

0

(
n

t
− i

t2
φ′D(i/t)
φD(i/t)

)
1
t
dt (3.6)

Integrando por partes cada una de las integrales (3.6) y usando (3.4), encon-
tramos otra forma de escribir la enerǵıa, a saber,
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e(D) =
∫ ∞

−∞
(log (γ(t))− log(γ(0)))

1
t2
dt =

∫ ∞

−∞
(v(t)− v(0))

1
t2
dt (3.7)

Usando la aproximación de Taylor de primer orden de la función log y recor-
dando que a0 = 1 obtenemos

v(t) = log(γ(t))
= log([γ(t)− 1] + 1)

= (γ(t)− 1) +O(t2)

= (−a1ti
n−1 +O(t2)) +O(t2) = −a1ti

n−1 +O(t2)

y, por lo tanto, la integral (3.7) es convergente. Integrando nuevamente por
partes esta integral obtenemos la expresión buscada.

La fórmula derivada de la representación integral 3.1.8 es particularmente
interesante para estudiar el comportamiento de la enerǵıa sobre algunas clases
de digrafos. Denotemos por Dn,h el conjunto de digrafos con n vértices que
tienen sólo ciclos de longitud h.

Proposición 3.1.11. Si D ∈ Dn,h entonces

φD (x) = xn +
[n

h ]∑
k=1

(−1)k
bkx

n−kh

donde bk ≥ 0 para todo k = 1, . . . ,
[

n
h

]
.

Demostración. Por el Teorema 2.2.6, el coeficiente que acompaña a xn−kh es

ak =
∑

L∈Lkh

(−1)comp(L)

Como todo ciclo de D tiene longitud h,

L ∈ Lkh ⇐⇒ L es suma directa de k ciclos de longitud h

Entonces ak = (−1)k
bk, donde bk ≥ 0 es el número de subdigrafos lineales de

D formados por k ciclos de longitud h. Más aún, es claro que aj = 0 cuando j
no es un múltiplo de h, porque en este caso, Lkh = ∅.
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Ahora podemos definir un cuasi-orden sobre Dn,h de la siguiente manera: si
D,D′ ∈ Dn,h tienen polinomios caracteŕısticos

φD (x) = xn +
[n

h ]∑
k=1

(−1)k
bkx

n−kh

y

φD′ (x) = xn +
[n

h ]∑
k=1

(−1)k
b′kx

n−kh

donde bk, b′k ∈ N para todo k = 1, . . . ,
[

n
h

]
, entonces definimos

D � D′ ⇐⇒ bk ≤ b′k

para todo k = 1, . . . ,
[

n
h

]
. En el caso de que D � D′ y para algún k se tenga

que bk < b′k, entonces escribiremos D ≺ D′.

Ejercicio 3.1.12. Demuestre que la relación � definida sobre Dn,h es un cuasi-
orden, pero no es un orden parcial (porque � no es antisimétrica: D1 � D2 y
D2 � D1 no implican D1 = D2).

Teorema 3.1.13. Sea h un entero de la forma h = 4l − 2, donde l ≥ 1.
Entonces la enerǵıa es creciente con respecto al cuasi-orden definido sobre Dn,h.
En otras palabras, si D,D′ ∈ Dn,h y D ≺ D′ entonces e (D) < e (D′).

Demostración. Sea D ∈ Dn,h. Por la Proposición 3.1.11,

φD (x) = xn +
[n

h ]∑
k=1

(−1)k
bkx

n−kh
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Evaluando esta expresión en i
x obtenemos

φD

(
i

x

)
=

in

xn
+

[n
h ]∑

k=1

(−1)k
bk
in−kh

xn−kh

=
in

xn

1 +
[n

h ]∑
k=1

(−1)k
bkx

khi−k(4l−2)


=

in

xn

1 +
[n

h ]∑
k=1

(−1)k
bkx

kh (−1)−k


=

in

xn

1 +
[n

h ]∑
k=1

bkx
kh


Se deduce de la Proposición 3.1.10 que

e (D) =
1
π

+∞∫
−∞

dx

x2
log
∣∣∣∣xnφD

(
i

x

)∣∣∣∣
=

1
π

+∞∫
−∞

dx

x2
log

∣∣∣∣∣∣∣xn i
n

xn

1 +
[n

h ]∑
k=1

bkx
kh


∣∣∣∣∣∣∣

=
1
π

+∞∫
−∞

dx

x2
log

∣∣∣∣∣∣∣in
1 +

[n
h ]∑

k=1

bkx
kh


∣∣∣∣∣∣∣

y, por tanto,

e (D) =
1
π

+∞∫
−∞

log

∣∣∣∣∣∣∣1 +
[n

h ]∑
k=1

bkx
kh

∣∣∣∣∣∣∣
dx

x2

Esta expresión claramente implica que la enerǵıa es creciente con respecto al
cuasi-orden definido sobre Dn,h.

Ejercicio 3.1.14. Sea G un grafo y h ≥ 2 un entero. Construya una familia
de digrafos de la siguiente forma: a cada arista uv de G le corresponde una
camino dirigido de longitud r de u a v y un camino dirigido de longitud s de
v a u, de tal manera que r+ s = h. Denote por Dh (G) al conjunto de digrafos
obtenidos a partir de G de esta forma.
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1. Si T es un árbol, entonces Dh (T ) ⊆ Dh,p, donde p = (n− 1) (h− 2) +n;

2. Si T es un árbol y φT (x) = xn +
∑[n

2 ]
k=1 (−1)k

bkx
n−2k, entonces para todo

D ∈ Dh (T )

φD (x) = xp +
[ p

h ]∑
k=1

(−1)k
bkx

p−kh

En particular, todos los digrafos en Dh (T ) son coespectrales.

3. Sea T una familia de árboles con n vértices. Supongamos que L � T �M
para todo T ∈ T . Sea X ∈ Dh (L) y Y ∈ Dh (T ). Entonces X � Z � Y
para todo Z ∈ Dh (T ) = {Dh (T ) : T ∈ T }.

3.2. Cotas para la enerǵıa de un digrafo

La célebre desigualdad de McClelland [27] establece que E (G) ≤
√

2mn para
todo grafo G con n vértices y m aristas. Vamos a comenzar esta sección gene-
ralizando este resultado para digrafos, pero primero necesitamos un resultado
previo.

Lema 3.2.1. Sea D un digrafo con n vértices y a arcos. Si z1, . . . , zn son los
autovalores de D entonces

1.
∑n

k=1(Re(zk))2 −
∑n

k=1(Im(zk))2 = c2;

2.
∑n

k=1(Re(zk))2 +
∑n

k=1(Im(zk))2 ≤ a.

Demostración. La parte 1 es consecuencia de la relación

c2 =
n∑

k=1

z2
k =

n∑
k=1

(Re(zk))2 −
n∑

k=1

(Im(zk))2 + 2i
n∑

k=1

(Re(zk)) (Im(zk))

Por el Teorema 1.2, la matriz de adyacencia A de D es unitariamente equiva-
lente a una matriz triangular superior T = (tjk) tal que tkk = zk para todo
k = 1, . . . , n. Por lo tanto,

n∑
j,k=1

a2
jk =

n∑
j,k=1

|tjk|2 .

Como A es una (0,1)-matriz, se deduce que

a =
n∑

j,k=1

ajk =
n∑

j,k=1

a2
jk =

n∑
j,k=1

|tjk|2 ≥
n∑

k=1

|tkk|2 =
n∑

k=1

|zk|2

=
n∑

k=1

(Re(zk))2 +
n∑

k=1

(Im(zk))2
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con lo cual probamos el resultado.

Teorema 3.2.2. Sea D un digrafo con n vértices y a arcos. Entonces

e (D) ≤
√

1
2
n (a+ c2)

La igualdad se satisface si, y sólo si, D es suma directa de n
2 copias de K2,

módulo arcos que no pertenecen a ciclos.

Demostración. Por el Lema 3.2.1, se obtiene que
n∑

k=1

(Im(zk))2 ≤ 1
2

(a− c2) ,

donde z1, . . . , zn son los autovalores de D. Sea X = (|Re(z1)| , . . . , |Re(zn)|) y
Y = (1, . . . , 1). Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz y el Lema 3.2.1 deduci-
mos que

e (D) =
n∑

k=1

|Re (zk)| ≤
√
n

√√√√ n∑
k=1

(Re(zk))2 =
√
n

√√√√c2 +
n∑

k=1

(Im(zk))2

≤
√
n

√
c2 +

1
2

(a− c2) =

√
1
2
n (a+ c2) (3.8)

Para ver la segunda parte, claramente
n
2⊕

k=1

K2 tiene n vértices, n arcos y n

caminos cerrados de longitud 2. En consecuencia,√
1
2
n (n+ n) = n = e

 n
2⊕

k=1

K2

 .

Rećıprocamente, supongamos que e (D) =
√

1
2n (a+ c2). Esta condición impli-

ca que D no tiene vértices aislados; de lo contrario, si D∗ es el digrafo que se
obtiene a partir de D eliminando los vértices aislados, entonces√

1
2
n (a+ c2) = e (D) = e (D∗) ≤

√
1
2
n∗ (a+ c2),

donde n∗ ≤ n es el número de vértices del digrafo D∗. La desigualdad anterior
implica n ≤ n∗ y aśı n = n∗ y, por lo tanto, D no tiene vértices aislados.

Por otro lado, por la desigualdad 3.8,

n∑
k=1

|Re (zk)| =
√
n

√√√√ n∑
k=1

(Re(zk))2,
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lo que implica que |Re (zk)| = r ∈ R, para todo k = 1, . . . , n. Como el ra-
dio espectral ρ de la matriz de adyacencia es un autovalor, deducimos que
|Re (zk)| = ρ, para todo k = 1, . . . , n. En consecuencia,

ρ = |Re (zk)| ≤ |zk| ≤ ρ

y aśı |Re (zk)| = |zk| = ρ para todo k = 1, . . . , n. En particular, todos los
autovalores de D son números reales con valor absoluto ρ. Por el Corolario
2.5.4, D es suma directa de n

r copias de Kr, para algún divisor r de n, módulo
arcos que no pertenecen a ciclos. En particular, ρ = r − 1 y e (D) = 2nρ

ρ+1 . Por
otra parte, como ρ y −ρ son los únicos autovalores de D,

nρ = e (D) =
2nρ
ρ+ 1

lo que implica que ρ = 1 y aśı, r = 2. Es decir, D es una suma directa de n
2

copias de K2, módulo arcos que no pertenecen a ciclos.

Ejercicio 3.2.3. (Desigualdad de McClelland) Demuestre que si G es un grafo
con n vértices y m aristas, entonces

E (G) ≤
√

2mn

La igualdad se satisface si, y sólo si, G es suma directa de copias de K2.

Nuestro próximo resultado establece un cota superior para la enerǵıa en
término del número de arcos y mostraremos además que es alcanzada por algu-
nos digrafos. Cuando un digrafo con n vértices es fuertemente conexo entonces
d+ (vi) ≥ 1 (y d− (vi) ≥ 1) para todo i = 1, . . . , n. En consecuencia, a ≥ n
porque a =

∑n
k=1 d

+ (vi) ≥ n (Ver Proposición 2.1.4).

Teorema 3.2.4. Si D es un digrafo con a arcos, entonces e (D) ≤ a. La
igualdad se satisface si, y sólo si, D es suma directa de a

2 copias de K2, más
posiblemente algunos vértices aislados.

Demostración. Supongamos que D es fuertemente conexo con n vértices. En-
tonces a ≥ n. También sabemos que c2 ≤ a. Entonces por el Teorema 3.2.2,

e (D) ≤
√

1
2
n (a+ c2) ≤

√
na ≤

√
a2 = a (3.9)

En el caso general, sean D1, . . . , Ds las componentes fuertemente conexas de
D. Si ni y ai denotan el número de vértices y arcos de Di, respectivamente,
para i = 1, . . . , s, entonces

∑s
i=1 ni = n y

∑s
i=1 ai ≤ a. Por la Proposición

3.1.7,

e (D) =
s∑

i=1

e (Di) ≤
s∑

i=1

ai ≤ a (3.10)
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Para ver la segunda parte, es claro que si D es una suma directa de a
2 copias de

K2, más posiblemente algunos vértices aislados, entonces e (D) = a. Rećıpro-
camente, si D es fuertemente conexo y e (D) = a entonces por (3.9), na = a2

lo que implica que a = 0 o a = n. Si a = 0 entonces D es un vértice. De lo
contrario, a = n y de nuevo por (3.9),

1
2
n (a+ c2) = na

y, por lo tanto, c2 = a = n. Es fácil ver que un digrafo fuertemente conexo
que satisface esta condición es K2. En la situación general, por la desigualdad
(3.10),

s∑
i=1

e (Di) =
s∑

i=1

ai = a

Como e (Di) ≤ ai para todo i, concluimos que e (Di) = ai para todo i. Pero
entonces Di es K2 o Di es un vértice, y esto termina la demostración.

Ahora presentaremos una cota inferior para la enerǵıa, que depende del
número de caminos cerrados de longitud 2. Una matriz A es nilpotente si Aq = 0
para algún entero positivo q. Claramente, una matriz compleja A es nilpotente
si, y sólo si, todos sus autovalores son cero.

Teorema 3.2.5. Sea A una matriz compleja n× n con autovalores z1, . . . , zn.
Entonces (

n∑
i=1

|Re(zi)|

)2

≥ 2Re
(
tr
(
A2
))
− (Re (tr (A)))2 (3.11)

La igualdad se satisface si, y sólo si, A es nilpotente o se tiene que todos los
autovalores z1, . . . , zn son números reales, sólo dos son diferentes de cero y
tienen signos opuestos.

Demostración. Tenemos que

(Re (tr (A)))2 =

(
n∑

i=1

Re(zi)

)2

+ 2
∑
i<j

(Re(zi)) (Re(zj))

Luego, por la desigualdad triangular(
n∑

i=1

|Re(zi)|

)2

=
n∑

i=1

(Re(zi))
2 + 2

∑
i<j

|Re(zi)| |Re(zj)|

≥
n∑

i=1

(Re(zi))
2 + 2

∣∣∣∣∣∣
∑
i<j

Re(zi)Re(zj)

∣∣∣∣∣∣
≥ 2

n∑
i=1

(Re(zi))
2 − (Re (tr (A)))2
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Ahora, dado que

Re(tr
(
A2
)
) =

n∑
i=1

(Re(zi))
2 −

n∑
i=1

(Im(zi))
2 ≤

n∑
i=1

(Re(zi))
2

obtenemos (3.11).
Supongamos que A no es nilpotente y que la igualdad se satisface en (3.11).

Entonces
∑n

i=1 (Imzi)
2 = 0, luego todos los zi son números reales. También

sabemos que ∑
i<j

|Rezi| |Rezj | =

∣∣∣∣∣∣
∑
i<j

ReziRezj

∣∣∣∣∣∣
Esto es posible sólo cuando todos los productos ReziRezj tienen el mismo signo,
i.e., todos los zi tienen el mismo signo, o sólo dos de ellos son diferentes de cero
y tienen signos opuestos. Como

2

∣∣∣∣∣∣
∑
i<j

ReziRezj

∣∣∣∣∣∣ =
n∑

i=1

(Rezi)
2 −

(
n∑

i=1

Rezi

)2

implica que
∑

i<j ReziRezj < 0, concluimos que dos autovalores son diferentes
de cero y tienen signos opuestos.

Corolario 3.2.6. Si D es un digrafo con c2 caminos cerrados de longitud 2
entonces

e (D) ≥
√

2c2 (3.12)

Además, e (D) =
√

2c2 si, y sólo si, D es aćıclico o

σ (D) =
(
−
√

c2
2 0

√
c2
2

1 n− 2 1

)
(3.13)

donde n es el número de vértices que D tiene.

Demostración. Si A es la matriz de adyacencia de D entonces Retr (A) = 0 y
Retr

(
A2
)

= c2. Luego (3.11) implica (3.3.9). Si e (D) =
√

2c2 entonces por el
Teorema 3.14, o bien A es nilpotente (i.e. D es aćıclico) o D tiene el espectro
de la forma

σ (D) =
(
−z1 0 z1
1 n− 2 1

)
donde z1 6= 0 es un número real. Por lo tanto el polinomio caracteŕıstico φD (z)
de D es

φD (z) = (z − z1) (z + z1) zn−2 = zn − z2
1z

n−2

Deducimos del Teorema 2.2.6 z1 =
√

c2
2 . Esto termina la demostración.
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Ejercicio 3.2.7. Sea G un grafo con m aristas. Demuestre que 2
√
m ≤ E (G).

Además, la igualdad se satisface si, y sólo si, G es un grafo completo bipartito.

Ejercicio 3.2.8. Demuestre que entre todos los digrafos que tienen c2 caminos
cerrados, los construidos en los Ejemplos 2.5.9 y 2.5.10 tienen enerǵıa mı́nima.

3.3. Enerǵıa de digrafos normales

Un digrafo D es normal si su matriz de adyacencia es una matriz normal. El
siguiente ejercicio caracteriza los digrafos normales en términos de su estruc-
tura. Necesitamos primeramente la noción de vértices sucesores y predecesores
comunes de un par de vértices dados: sean u y v vértices de D, decimos que un
vértice w es un sucesor (resp. predecesor) común de u y v si uw y vw (resp.
wu y wv) son arcos de D. Denotamos por suc(u, v) y prc(u, v) al número de
sucesores y predecesores comunes de u y v, respectivamente.

Ejercicio 3.3.1. Verifique que D es un digrafo normal si, y sólo si, suc(u, v) =
prc(u, v) para todo par de vértices u y v de D.

El espectro de los digrafos normales fue estudiado por primera vez por A.
Torgašev [38]. En nuestro próximo resultado damos una caracterización de los
digrafos normales en términos de sus autovalores.

Lema 3.3.2. Sea D un digrafo con n vértices, a arcos, c2 caminos cerrados de
longitud 2 y autovalores z1, . . . , zn. Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. D es un digrafo normal;

2.
∑n

k=1 |zk|2 = a;

3.
∑n

k=1 [Re (zk)]2 = a+c2
2 ;

4.
∑n

k=1 [Im (zk)]2 = a−c2
2 .

Demostración. 1. ⇔ 2. Esto es consecuencia de la Proposición 1.1.13 porque

a =
∑n

i,j=1 ai,j =
n∑

i,j=1

|ai,j |2 dado que A = (aij) es una (0, 1)-matriz.

3.⇔ 4. Esto es una consecuencia directa del Lema 3.2.1.
3.⇒ 2. Si

∑n
k=1 [Re (zk)]2 = a+c2

2 entonces
∑n

k=1 [Im (zk)]2 = a−c2
2 y aśı

n∑
k=1

|zk|2 =
n∑

k=1

[Re (zk)]2 +
n∑

k=1

[Im (zk)]2 = a
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2.⇒ 3. Supongamos que
∑n

k=1 [Re (zk)]2 6= a+c2
2 . Entonces,

n∑
k=1

[Re (zk)]2 <
a+ c2

2
y

n∑
k=1

[Im (zk)]2 ≤ a− c2
2

por el Lema 3.2.1. Luego,

n∑
k=1

|zk|2 =
n∑

k=1

[Re (zk)]2 +
n∑

k=1

[Im (zk)]2 < a

Si D es un digrafo con n vértices, a arcos y c2 caminos cerrados de longitud
2, entonces por el Teorema 3.2.2

e (D) ≤
√

1
2
n (a+ c2) := M

donde la igualdad se satisface si, y sólo si, D es una suma directa de n
2 copias

of K2. A M la llamamos la cota generalizada de McClelland para la enerǵıa de
digrafos. Nuestro principal objectivo en esta sección es mejorar esta cota para
los digrafos normales, con una cota del tipo Koolen-Moulton [25].

Si D tiene a arcos y n vértices, sabemos por la Proposición 2.1.4 que a =∑n
i=1 d

+
i =

n∑
i=1

d−i , donde d+
i y d−i denotan el grado exterior e interior, respecti-

vamente, del vértice vi de D. Cuando D es fuertemente conexo, i.e., para cada
par de vértices u y v de D existe un camino dirigido desde u hasta v, entonces

d+
i ≥ 1 para todo i y, en consecuencia, a =

n∑
i=1

d+
i ≥ n.

Teorema 3.3.3. Sea D un digrafo normal fuertemente conexo con n vértices,
a arcos y c2 caminos cerrados de longitud 2. Entonces

e (D) ≤ a

n
+

√
(n− 1)

[
a+ c2

2
−
(a
n

)2
]

(3.14)

Más aún, la igualdad se satisface si, y sólo si, D es un digrafo a
n -regular tal

que los valores absolutos de todas las partes reales de los autovalores diferentes

al radio espectral es

√
a+c2

2 −( a
n )2

n−1 .

Demostración. Sean ρ = z1, z2, . . . , zn los autovalores de D. Aplicando la des-
igualdad de Cauchy-Schwarz a los vectores

(|Re (z2)| , . . . , |Re (zn)|) y (1, . . . , 1)
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obtenemos
n∑

i=2

|Re (zi)| ≤

√√√√(n− 1)
n∑

i=2

[Re (zi)]
2 (3.15)

Por el Lema 3.3.2
n∑

i=1

[Re (zi)]
2 =

a+ c2
2

(3.16)

y por (3.15)

e (D) = ρ+
n∑

i=2

|Re (zi)| ≤ ρ+

√
(n− 1)

(
a+ c2

2
− ρ2

)
(3.17)

Consideremos la función g (x) = x +
√

(n− 1)
(

a+c2
2 − x2

)
que está bien de-

finida en el intervalo
[
0,
√

a+c2
2

]
. La funćıon g es estrictamente creciente en[

0, M
n

]
y estrictamente decreciente en

[
M
n ,
√

a+c2
2

]
. Observamos que (3.16)

implica que

ρ2 ≤
n∑

i=1

[Re (zi)]
2 =

a+ c2
2

y, por lo tanto, ρ ∈
[
0,
√

a+c2
2

]
. Más aún, como c2 ≤ a entonces M

n ≤
√

a
n y,

como D es fuertemente conexo, entonces a ≥ n. Esto implica que

M

n
≤
√
a

n
≤ a

n
.

Aśı, por el Teorema 2.4.2,

M

n
≤
√
a

n
≤ a

n
≤ ρ ≤

√
a+ c2

2

De la desigualdad (3.17) y la propiedad cecreciente de g deducimos que

e (D) ≤ g (ρ) ≤ g
(a
n

)
=
a

n
+

√
(n− 1)

[
a+ c2

2
−
(a
n

)2
]

Si la igualdad se satisface en (3.14) entonces g (ρ) = g
(

a
n

)
y, como g es estric-

tamente decreciente, sabemos que ρ = a
n . De nuevo por el Teorema 2.4.2, D es

un digrafo a
n -regular. Por otra parte, la desigualdad (3.15) es una igualdad y

aśı, |Re (zi)| =
√

a+c2
2 −( a

n )2

n−1 para todo i ≥ 2.
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Rećıprocamente, si D es un digrafo a
n -regular entonces el radio espectral de

D es z1 = a
n y si además |Re (zi)| =

√
a+c2

2 −( a
n )2

n−1 para todo i ≥ 2 entonces

claramente e (D) = g
(

a
n

)
.

Observación 3.3.4. Con la misma notación en la demostración del Teorema
3.3.3, notamos que g tiene un máximo en x = M

n en el intervalo
[
0,
√

a+c2
2

]
y

g
(

M
n

)
= M . Luego

a

n
+

√
(n− 1)

[
a+ c2

2
−
(a
n

)2
]

= g
(a
n

)
≤ g

(
M

n

)
= M.

En otras palabras, la cota dada en (3.14) mejora, para digrafos normales, la
cota de McClelland generalizada.

Ejemplo 3.3.5. Existen digrafos no-simétricos que satisfacen la condición de
igualdad en (3.14). De hecho, consideremos el digrafo fuertemente conexo D2

que aparece en la Figura 3.2. D2 es un digrafo no-simétrico 2-regular con 10
arcos y 5 vértices. Sus autovalores son ρ = 2, z2 = − 1

2 + 0,3633i, z3 = − 1
2 −

0,3633i, z4 = − 1
2 + 1,5388i y z5 = − 1

2 − 1,5388i. Observamos que

|Re (zi)| =

√
10+0

2 −
(

10
5

)2
5− 1

=
1
2

para todos los autovalores diferentes del radio espectral y

e (D) =
10
5

+

√√√√(5− 1)

[
10 + 0

2
−
(

10
5

)2
]

= 4.

Ejercicio 3.3.6. Sea G un grafo con n vértices y m aristas. Demuestre que

e (D) ≤ 2m
n

+

√√√√(n− 1)

[
2m−

(
2m
n

)2
]

Más aún, la igualdad se satisface si, y sólo si, G es n
2K2, Kn, o un grafo no-

completo conexo fuertemente regular con dos autovalores no-triviales, ambos

con valor absoluto

√“
2m−( 2m

n )2
”

n−1 , donde m es el número de aristas de G.
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1

5

Figura 3.2: Digrafo no-simétrico que satisface la igualdad en el Teorema 3.3.3

Corolario 3.3.7. Si D es un digrafo normal fuertemente conexo con n vértices
y a arcos entonces

e (D) ≤ a

n
+

√
(n− 1)

[
a−

(a
n

)2
]

Más aún, la igualdad se satisface si D = G∗, donde G es n
2K2, Kn, o un grafo

no-completo conexo fuertemente regular con dos autovalores no-triviales, ambos

con valor absoluto

√“
2m−( 2m

n )2
”

n−1 , donde m es el número de aristas de G.

Demostración. La primera parte es consecuencia inmediata del Teoroema 3.3.3,
porque a+c2

2 ≤ a implica que

e (D) ≤ a

n
+

√
(n− 1)

[
a+ c2

2
−
(a
n

)2
]
≤ a

n
+

√
(n− 1)

[
a−

(a
n

)2
]

(3.18)

Si e (D) = a
n +

√
(n− 1)

[
a−

(
a
n

)2] entonces por la desigualdad (3.18)

a

n
+

√
(n− 1)

[
a+ c2

2
−
(a
n

)2
]

=
a

n
+

√
(n− 1)

[
a−

(a
n

)2
]

lo que implica que a+c2
2 = a, o equivalentemente, a = c2. Por lo tanto, D es un

digrafo simétrico y el resultado es consecuencia del Ejercicio 3.3.6.

Teorema 3.3.8. Si D es un digrafo normal fuertemente conexo con n vérti-
ces entonces e (D) ≤ n

2 (1 +
√
n). La igualdad se satisface si, y sólo si, D = G∗,

donde G es un grafo fuertemente regular con parámetros
(
n, n+

√
n

2 , n+2
√

n
4 , n+2

√
n

4

)
.
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Demostración. Sea a el número de arcos que D tiene. Por el Corolario 3.3.7

e (D) ≤ a

n
+

√
(n− 1)

[
a−

(a
n

)2
]

(3.19)

Consideremos la función h (x) = x
n +

√
(n− 1)

[
x−

(
x
n

)2] definida en el in-

tervalo
[
0, n2

]
. El máximo valor de h en este intervalo es alcanzado en x =

1
2n (n+

√
n) y sabemos que 0 ≤ a ≤ n (n− 1) ≤ n2. En consecuencia, de la

desigualdad (3.19), obtenemos

e (D) ≤ h (a) ≤ h

(
1
2
n
(
n+

√
n
))

=
1
2
n
(
1 +

√
n
)

(3.20)

Si e (D) = 1
2n (1 +

√
n) entonces e (D) = h (a) por (3.20). Por el Corolario

3.3.7, D = G∗, donde G es un grafo no-completo conexo fuertemente regular
con parámetros (n, k, b, c) con autovalores

2m
n
,±

√√√√(2m−
(

2m
n

)2)
n− 1

donde m es el número de aristas de G. Pero también de (3.20) obtenemos que
h (a) = h

(
1
2n (n+

√
n)
)

y, en consecuencia, a = 1
2n (n+

√
n). Como a = 2m

entonces m = 1
4n (n+

√
n) y aśı G es un grafo con regularidad k = 2m

n =
1
2 (n+

√
n) y autovalores

1
2
(
n+

√
n
)
,±1

2
√
n

Por otra parte, deducimos de la Proposición 2.3.9 que ± 1
2

√
n son ráıces de la

ecuación de segundo grado x2 + (c− b)x+ (c− k), de donde conocluimos que
b = c = n+2

√
n

4 .

Ahora vamos a presentar una cota inferior para la enerǵıa que, en el caso de
digrafos normales, mejora el Corolario 3.2.6.

Teorema 3.3.9. Si D es un digrafo normal fuertemente conexo con a arcos
y c2 caminos cerrados de longitud 2, entonces e (D) ≥

√
a+ c2. Más aún,

e (D) =
√
a+ c2 si, y sólo si, ±

√
a+c2

4 son autovalores de D y estos son los
únicos autovalores con parte real diferente de cero.

Demostración. Sean z1, . . . , zn los autovalores del digrafoD. Entonces
∑n

i=1 zi =
0 y aśı, en particular,

∑n
i=1 Re (zi) = 0. Luego

0 =

(
n∑

i=1

Re (zi)

)2

=
n∑

i=1

[Re (zi)]
2 + 2

∑
i<j

Re (zi) Re (zj)
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Como D es un digrafo normal se deduce de (3.16) que
∑n

i=1 [Re (zi)]
2 = a+c2

2
y, en consecuencia,

2
∑
i<j

Re (zi) Re (zj) = −a+ c2
2

. (3.21)

Por otra parte,

[e (D)]2 =

(
n∑

i=1

|Re (zi)|

)2

=
n∑

i=1

[Re (zi)]
2 + 2

∑
i<j

|Re (zi)| |Re (zj)|

≥ a+ c2
2

+ 2

∣∣∣∣∣∣
∑
i<j

Re (zi) Re (zj)

∣∣∣∣∣∣ = a+ c2
2

+
a+ c2

2

= a+ c2 (3.22)

Aśı e (D) ≥
√
a+ c2.

Ahora supongamos que e (D) =
√
a+ c2. Entonces por la desigualdad (3.22),∣∣∣∣∣∣

∑
i<j

Re (zi) Re (zj)

∣∣∣∣∣∣ =
∑
i<j

|Re (zi)| |Re (zj)|

lo que implica que todos los productos Re (zi) Re (zj) tengan el mismo signo y
por la desigualdad (3.21), deducimos que Re (zi) Re (zj) ≤ 0 para todo i < j.
Esto es posible sólo si dos autovalores tienen partes reales diferentes de cero y
tienen signo opuesto. Uno de ellos es el radio espectral ρ, el otro tiene la forma

z = −ρ+Im (z) i. Como |z| =
√
ρ2 + [Im (z)]2 ≤ ρ entonces Im (z) = 0 y aśı los

únicos dos autovalores con parte real diferente de cero son ρ y −ρ. Más aún,

2ρ2 = a+c2
2 en vista de (3.16), lo que implica ρ =

√
a+c2

4 .

Rećıprocamente, si ±
√

a+c2
4 son autovalores de D y estos son los únicos

autovalores con parte real diferente de cero, entonces claramente e (D) =√
a+ c2.

Ejercicio 3.3.10. (Caporossi et al. [4]) Demuestre que si G es un grafo con
n vértices y m aristas entonces E (G) ≥ 2

√
m. La igualdad ocurre si, y sólo si,

G es un grafo completo bipartito.

Observación 3.3.11. Demostramos en el Corolario 3.2.6 que e (D) ≥
√

2c2,
para cualquier digrafo D con c2 caminos cerrados de longitud 2. La cota dada en
el Teorema 3.3.9 mejora esta cota en el caso de digrafos normales con a arcos
y c2 caminos cerrados de longitud 2, porque a ≥ c2 implica

√
a+ c2 ≥

√
2c2.
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1
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Figura 3.3: Digrafo no-simétrico que satisface la igualdad en el Teorema 3.3.9

Ejemplo 3.3.12. Existen digrafos no-simétricos que satisfacen la condición
del Teorema 3.3.9. Consideremos el digrafo fuertemente conexo D3 que aparece
en la Figura 3.3 con 8 arcos y 4 caminos cerrados de longitud 2. D3 es un

digrafo no-simétrico con autovalores ±
√

8+4
4 = ±

√
3. Los otros autovalores

son 0 y ±i. Obervemos que e (D3) = 2
√

3 =
√

8 + 4.

3.4. Digrafos equienergéticos

Dentro del estudio de la enerǵıa, un tema que ha aparecido últimamente
en la literatura es el de los grafos equienergéticos. Dos grafos G1 y G2 son
equienergéticos si E (G1) = E (G2). Métodos para construir pares de grafos
equienergéticos son conocidos. Por ejemplo (ver [37]), si G1 y G2 son grafos r-
regulares (r ≥ 3) con igual número de vértices, entonces para k ≥ 2, los grafos
de ĺınea iterados Lk (G1) y Lk (G2) forman un par de grafos equienergéticos no
coespectrales con el mismo número de vértices y aristas.

Surge entonces de manera natural las siguientes preguntas: ¿Será posible
presentar un método para construir digrafos no-simétricos, equienergéticos y
no-coespectrales? Por otra parte, dado un entero n, ¿será posible construir un
par de digrafos no-simétricos, equienergéticos y no-coespectrales, con n vérti-
ces? El objetivo de esta sección es abordar estos dos problemas.

Definición 3.4.1. Dos digrafos D1 y D2 son equienergéticos si e (D1) =
e (D2).

Trivialmente, dos digrafos coespectrales son equienergéticos. Por otra parte,
dos digrafos aćıclicos son equienergéticos porque tienen enerǵıa cero.
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En lo que sigue
{
Lk (D)

}
k≥1

denota la sucesión iterada de digrafos de ĺınea
del digrafo D.

Proposición 3.4.2. Sea D un digrafo. Entonces e (D) = e
(
Lk (D)

)
para todo

k ≥ 1.

Demostración. Por el Teorema 2.2.13

φL(D) (z) = zl−nφD (z) ,

donde l y n son el número de vértices de L (D) y D, respectivamente. Entonces,
D y L (D) tienen los mismos autovalores y las mismas multiplicidades excepto
posiblemente la multiplicidad del 0, pero esta no influye sobre el valor de la
enerǵıa. Por lo tanto, e (D) = e (L (D)) y, en consecuencia, e (D) = e

(
Lk (D)

)
para todo k ≥ 1.

Ahora presentamos un método para construir familias infinitas de digrafos no
simétricos, equienergéticos pero no coespectrales, partiendo de dos digrafos con
estas propiedades. Además, los digrafos resultantes son fuertemente conexos,
regulares y tienen el mismo número de vértices y arcos.

Teorema 3.4.3. Sean D1 y D2 digrafos simétricos equienergéticos no coespec-
trales. Supongamos además que D1 y D2 son r-regulares, fuertemente conexos
y tienen n ≥ 3 vértices. Entonces para todo k ≥ 1, Lk (D1) y Lk (D2) son digra-
fos no simétricos, equienergéticos y no coespectrales. Además, son fuertemente
conexos, r-regulares y tienen el mismo número de vértices y arcos.

Demostración. Sea k ≥ 1. Por la Proposición 2.1.29, Lk (D1) y Lk (D2) son
fuertemente conexos, r-regulares y son no-simétricos. Por la Proposición 2.1.21,
Lk (D1) y Lk (D2) tienen nrk vértices. Como los vértices de Lk+1 (D1) y
Lk+1 (D2) son los arcos de Lk (D1) y Lk (D2), entonces Lk (D1) y Lk (D2)
tienen nrk+1 arcos. Por la Proposición 3.4.2, como D1 y D2 son equienergéti-
cos entonces e

(
Lk (D1)

)
= e

(
Lk (D2)

)
. Finalmente, por el Teorema 2.2.13

φL(D1) (z) = znr−nφD1 (z) y φL(D2) (z) = znr−nφD2 (z)

Puesto que D1 y D2 son no coespectrales entonces L (D1) y L (D2) son no-
coespectrales. Un argumento recursivo demuestra que Lk (D1) y Lk (D2) son
no-coespectrales.

Ejemplo 3.4.4. Considere los grafos G1 y G2 en la Figura 3.4
Los polinomios caracteŕısticos de G1 y G2 son

φG1 (x) = (x− 4) (x− 1)4 (x+ 2)4

y
φG2 (x) = (x− 4) (x− 2) (x− 1)2 (x+ 1)2 (x+ 2)3
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G
1

G
2

Figura 3.4: Grafos equienergéticos

Entonces G1 y G2 son no coespectrales y e (G1) = e (G2) = 16. Además G1 y
G2 son conexos, tienen 9 vértices y son 4-regulares. Por lo tanto, los digrafos
simétricos asociados G∗1 y G∗2 son equienergéticos, no-coespectrales, tienen 9
vértices, son fuertemente conexos y 4-regulares. Es decir, G∗1 y G∗2 satisfacen
la hipótesis del Teorema 3.4.3.

Esto resuelve la primera pregunta que nos planteamos al principio de la
sección. Ahora pasamos a considerar la segunda pregunta.

Proposición 3.4.5. Sean Di digrafos ri-regulares con ni vértices, donde i =
1, 2. Entonces

e (D1∇D2) = e (D1) + e (D2) +
√

(r1 + r2)
2 + 4 (n1n2 − r1r2)− (r1 + r2) .

Demostración. Por el Corolario 2.3.5

(z − r1) (z − r2)φD1∇D2 (z) = φD1 (z)φD2 (z) [(z − r1) (z − r2)− n1n2] .

Consideremos los polinomios

P (z) = (z − r1) (z − r2)φD1∇D2 (z)

y
Q (z) = φD1 (z)φD2 (z) [(z − r1) (z − r2)− n1n2]

Las ráıces de P (z) son r1, r2 y los autovalores de D1∇D2. Entonces la suma
de los valores absolutos de las partes reales de estas ráıces son

e (D1∇D2) + r1 + r2
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Por otro lado, las ráıces de Q (z) son los autovalores de D1, D2 y

1
2

(
r1 + r2 ±

√
(r1 + r2)

2 + 4 (n1n2 − r1r2)
)

Análogamente, la suma de los valores absolutos de las partes reales de las ráıces
de Q (z) son

e (D1) + e (D2) +
√

(r1 + r2)
2 + 4 (n1n2 − r1r2)

Puesto que P (z) = Q (z) concluimos que

e (D1∇D2) = e (D1) + e (D2) +
√

(r1 + r2)
2 + 4 (n1n2 − r1r2)− (r1 + r2) .

Ejemplo 3.4.6. Sean D1 = L (G∗1) y D2 = L (G∗2), donde G∗1 y G∗2 son como en
el Ejemplo 3.4.4. Po el Teorema 3.4.3, D1 y D2 son no simétricos, fuertemente
conexos, equienergéticos, no-coespectrales, 4-regulares, con el mismo número de
vértices y el mismo número de arcos. Además, como G∗1 y G∗2 tienen 9 vértices y
son 4-regulares entonces por la Proposición 2.1.21, D1 y D2 tienen 36 vértices.

Ahora estamos en condiciones en resolver el segundo problema para valores
grandes de n.

Teorema 3.4.7. Sean D1 y D2 los digrafos con 36 vértices del Ejemplo 3.4.6.
Entonces, para todo p ≥ 0 tenemos que los digrafos D1∇Kp y D2∇Kp son
digrafos no-simétricos, equienergéticos y no-coespectrales. Además, son fuerte-
mente conexos y tienen 36 + p vértices.

Demostración. Es claro que D1∇Kp y D2∇Kp son no-simétricos. Como D1

y D2 son no-coespectrales, 4-regulares y tienen 36 vértices, y Kp es (p− 1)-
regular con p vértices, el Corolario 2.3.5 nos asegura que D1∇Kp y D2∇Kp

son no-coespectrales. Ahora, el polinomio caracteŕıstico de Kp es

φKp
(z) = (z − p+ 1) (z + 1)p−1

Por lo tanto, e (Kp) = 2 (p− 1). Por otra parte, como D1 y D2 son 4-regulares
tales que

e (D1) = e (D2) = 16

se deduce de la Proposición 3.4.5 que

e (D1∇Kp) = e (D2∇Kp) =

16 + 2 (p− 1) +
√

(4 + p− 1)2 + 4 (9p− 4 (p− 1))− (4 + p− 1)

y aśı D1∇Kp y D2∇Kp son equienergéticos. Además es claro que son fuerte-
mente conexos y tienen 36 + p vértices.
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Corolario 3.4.8. Para cada entero n ≥ 36, existe un par de digrafos no-
simétricos, equienergéticos, no-coespectrales, fuertemente conexos y con n vérti-
ces.

Demostración. Es consecuencia inmediata del Teorema 3.4.7.
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matemáticas en Venezuela

Asociación Matemática Venezolana
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