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Prefacio

Podemos decir de manera general y resumida que el objetivo principal
de los sistemas dindmicos es el estudio de ciertos fenémenos que cam-
bian con el tiempo. Los usos de los sistemas dindmicos se remontan
a trabajos de I. Newton en Mecdnica Celeste, y de Henri Poincaré en
Ecuaciones Diferenciales. Hara unos 40 afios que su estudio se convirtio
en una de las principales ramas de la Matematica. Actualmente los sis-
temas dindamicos tienen muchas aplicaciones en diversas areas como la
Astronomia, Biologia, Economia, Fisica, Ingenieria, Matemdticas etc..
En internet el lector puede encontrar un sin fin de aplicaciones de los
sitemas dindmicos. En este libro de texto, aplicaremos algunos resulta-
dos sobre sistemas dinamicos discretos para obtener resultados sobre la
combinatoria de los niimeros naturales y a la inversa.

Podemos decir vagamente que un sistema dindamico consiste de un
espacio de faces abstracto y una regla dindmica que describe el recorrido
a lo largo del tiempo de todos los puntos del espacio de faces. Un sistema
dindmico se dice discreto si el tiempo se mide con los nimeros enteros
o naturales. Para medir el tiempo también es posible usar los niimeros
reales. Si el tiempo es medido en forma continua, al sistema dindmico
se le llama continuo o flujo. Matemédticamente un sistema dindmico
consiste de una terna (G, X, 7) en donde G es un semigrupo topolégico
Hausdorff con identidad, X es un espacio topoldgico (Tychonoff) y 7 :
G x X — X es una funcién que satisface las siguientes condiciones:

1. m(e,x) = x para todo = € X;

2. si go, g1 € G, entonces m(go, (g1, ) = 7(gog1,x) para todo x €
X5y
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3. 7 es continual.
Los elementos de G son los parametros que miden el tiempo, y la funcién
g — m(g,x) : G — X es el movimiento que describe el punto z. Los
sistemas dindmicos que estudiaremos se definen de la siguiente forma:

Un sistema dindmico discreto es una pareja (X, f) en donde X es un
espacio topolégico y una funcién continua f: X — X. A X se le conoce
como el espacio de fases del sistema dindmico (X, f). Para ser visto un
sistema dindmico discreto como una terna se define 7 : N x X — X
como 7(n,z) = f"(x), para todo (n,x) € N x X, y equipamos a N
con la topologia discreta. Por brevedad, por un sistema dindmico nos
referiremos a un sistema dindmico discreto.

A lo largo de la historia de los ultrafiltros sobre los nimeros se han
encontrados diversas aplicaiones en distintas areas de las matemaéticas.
Principalmente en la Topologia de Conjuntos en donde se usan para
construccion de ejemplos y contraejemplos. En este libro de texto mos-
traremos como se pueden usar sus propiedades combinatorias para dis-
tinguir puntos importantes de un sistema dinamico y para estudiar su
semigrupo de Ellis.

En un sistema dindmico discreto nos interesaré saber si la érbita de un
punto converge a un cierto punto, si dicha 6rbita forma un ciclo periédico
o si su comportamiento es aleatorio. Veremos que los ultrafiltros nos
ayudan a distinguir, de alguna forma, los puntos proximales entre si
(Seccién 2.3)y los puntos recurrentes entre si (Seccién 2.8). Todo ésto lo
haremos via los puntos p-limites de la érbita de un punto. La nocién de
punto p-limite de una sucesiéon dentro de un espacio topolégico ha sido
introducida por varios matemaéticos como S. Banach, A. R. Bernstein,
Z. Frolik y H. Furstenberg. En el primer capitulo deremos las nociones
y las propiedades basicas de los ultrafiltros sobre los niimeros naturales.
Discutiremos ampliamente las propiedades de los puntos p-limites y las
propiedades combinatorias de los ultrafiltros. Veremos como la adicién
de los nimeros naturales (Seccién 1.5) se puede extender a una adicién
de ultrafiltros sobre los nimeros naturales. Dicha adicién resulta ser
muy importante cuando estudiamos el semigrupo de Ellis de un sistema

L A una funcién que cumpla con las tres condiciones también se les conoce como una
G-accién continua y, en estos términos, un sistema dindmico es una accién continua
de un semigrupo topoldgico en un espacio topoldgico.
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dindmico (Seccén 2.10) y en el estudio de los puntos recurrentes (Seccién
2.4). La adicién de ultrafiltros también nos permite estudiar las itera-
ciones de una funcién f : X — X y sus iteraciones segin un ultrafiltro
sobre los nimeros naturales. Algunas de las primeras aplicaciones de los
sistemas dindmicos a la combinatoria finita se inician en el fabuloso libro
de H. Furstenberg titulado Recurrence in Ergodic Theory and Combi-
natorial Number Theory ([Fu81]). En el se encuentran aplicaciones a
la Teoria de Ramsey algunas de las cuales se presentaran en la Seccién
2.6. Otras conecciones entre combinatoria finita y algunas funciones del
conjunto de Cantor en si mismo son presentadas en la seccién 2.8. Fi-
nalizaremos con algunos teoremas de metrizacion del semigrupo de Ellis
de un sistema dindmico.

Doy las gracias al Comité Organizador de la XXIIT ESCUELA VENE-
ZOLANA DE MATEMATICAS por invitarme a escribir este libro de
texto en el cual esta basado el curso. También agradesco a mi esposa
Martha Luz Garcia Romero por la revicién del texto. Al alumno de
doctorado Cristian Rojas Milla por sus valiosas discusiones que tuvimos
sobre diversos temas de sistemas dinamicos.
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Capitulo 1

Nociones basicas

Nuestros espacios topologicos seran siempre Hausdorff y completamente
regulares (Tychonof).

Comenzamos con notacién bésica que se usard a través de este libro.

Z denotard al conjunto de nimeros enteros, N a los ntimeros natu-
rales. La familia de subconjuntos finitos de N serd denotado por FIN
y FIN* = FIN \ {0}.

1. Si X es un conjunto no vacio, entonces P(X) denotara al conjunto
de todos los subconjuntos de X. Para determinar ciertos subcon-
juntos de X ponemos [X]¥ = {A C X : Aes infinito y numerable }
y [X]<¥ ={A C X : A es finito }.

2. La diferencia simétrica de dos subconjuntos A, B C X es el con-
junto AAB = (A\ B)U (B A).

3. Si X es un conjunto y A C X, entonces x4 : X — {0,1} de-
nota la funcién caracteristica de A. El conjunto de Cantor {0, 1}
puede ser identificado con el conjunto de todas las funciones ca-
racteristicas de subconjuntos de N. Como bien se sabe {0,1}* es
un grupo topolégico con la operaciéon x4 + xB = xXAAB, para cada
A, BCN.

4. Dado B C P(X), definimos Bt ={AC X : 3B € B(BC A)}.

1
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5. Convenimos que cuando digamos que (ng)gen €s una sucesion in-
finita en N entenderemos que el conjunto {ny : k € N} es infinito.
Para una sucesion infinita (ng)ren en N, definimos F'S((ng)ken) =
{Dokerpnk : F € FIN}. Si A € N¥, entonces F'S(A) = FS((ax)ren)
en donde {ay : k € N} es la enumeracién creciente de A.

6. Dados A C Ny neN, definimos —n+A={meN:n+me A}
yA+n={a+n:a€ A}

Para un espacio topolégico X tenemos la siguiente notacién:

1. Siz € X, entonces NV (z) denotard a la familia de vecindades de x.

2. La cerradura de A C X en X serd denotada por clx(A) (o simple-
mente por cl(A)).

3. Para el interior de A C X en X se usara el simbolo intx(A) (o
simplemente int(A)).

4. Si (X, d) es un espacio métrico, la bola de radio € y centro x € X
serd denotada por B(z,e) = {y € X : d(x,y) < €}. La topologia
en X inducida por d es denotada por 7.

5. 81 f: X — Y es una funcién continua, entonces su extension de
Stone serd denotada por f: f(X) — B(Y).

Dados dos conjunto no vacios X y Y, la familia de funciones de X
en Y es denotada por YX. Si X y Y son espacios compactos, en-
tonces C'(X,Y) denotard el conjunto de todas las funciones continuas
de X en Y. Cr(X,Y) denotard a C(X,Y) equipado con la topologia
de la convergencia puntual (es decir, como subespacio del espacio pro-
ducto YX). Si (X,dx) y (Y,dy) son espacios métricos compactos, en-
tonces Cy(X,Y) denotara a C,,(X,Y') equipado con la métrica supremo
du(f,g) = sup{dy (f(z),g(x)) : x € X}, para todo f,g € C(X,Y).

Para un conjunto no vacio X, la diagonal de X x X serd denotada
por Ax = {(z,z):x € X}.

Sea {X; : ¢ € I} una familia de conjuntos no vacios.
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1. Para cada i € I, la proyeccién en la j-ésima coordenada seréd de-
notada por 7; : [[;c; X; — X;. En otros términos, m;(x) = x(i),
para todo x € Hjel X y para todo indice i € I.

2. 8iielyV C X entonces definimos [i,V] = {z € [[;c;X; :
z(1) € V}. Si V = {x}, escribimos simplemente [i, z] en lugar de

[i, {=}].

En caso de que los Xs sean espacios topldgicos y V' C X; sea un abierto
el conjunto [i, V] es un abierto sub-bésico del producto [[;c; Xi.

La cardinalidad 2% de los niimeros reales serd donotada por c.

Para cada 1 <m € N y para cada ¢ < m, sea
P" ={n e N:n=imod(m) },

la clase de equivalencia de ¢ modulo m. Sabemos que {P/" : i < m} es
una particién de N, para todo 1 < m € N.

1.1 Filtros y ultrafiltros

Definicion 1.1.1. Sea X un conjunto no vacio. Un familia F de sub-
conjuntos de X se llama filtro. si se cumplen las siguientes propiedades:

1. 0 ¢ F#0.
2. Si A,B € F, entonces ANB € F.
3. SiAeFyACBeP(X), entonces B € F.

El ejemplo més simple de un filtro es { X }. Si X es un conjunto infinito
hay filtros mucho mas interesantes como el llamado filtro de Fréchet de
X que se define como F, = {F € P(X) : | X \ F| < w}. Otros ejemplos
de filtros son Fy = {F € P(X): AC F},endonde ) # A C X. Cuando
A = {z} usaremos la notacién F, y en algunos casos se identificard a
este filtro con el punto z, sobre todo cuando nuestro conjunto sean los
nimeros naturales.

Veamos como podemos generar filtros sobre un conjunto infinito X.

Definicion 1.1.2. Sea B una familia no vacia de subconjuntos no vacios
de X.
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1. Decimos que B tiene la propiedad de interseccion finita si la inter-
seccion de una cantidad finita de elementos de B es no vacia.

2. Decimos que B tiene la propiedad de interseccion infinita si la
interseccion de una cantidad finita de elementos de B es infinita.

3. La familia B es una base de filtro si para cada A, B € B podemos
encontrar C' € B tal que C C AN B.

Teorema 1.1.1. Sean X un conjunto y B C P(X). Si B tiene la
propiedad de interseccion finita, entonces {(\gep B : F' € [B]<“} es una
base de filtro.

Teorema 1.1.2. Sean X un conjunto y B C P(X). Si B es una base
de filtro, entonces BT es un filtro.

Dada una familia B de subconjuntos infinitos de N con la propiedad
de interseccién finita, el simbolo (B) denotara al filtro

{FCX:3By,....,By € B(( | B; C F)},
i<k

al cual se le llamara el filtro generado por B.

Definiciéon 1.1.3. Sea X un conjunto infinito. Un filiro F en X se
llama fijo si NF # (. A los filtros que no son fijos se les llama libres.

Si X es un conjunto infinito y ) # A C X, F4 es trivialmente un filtro
fijo y F, es un ejemplo de un filtro libre. La pruebas de las siguientes
dos proposiciones son evidentes.

Proposition 1.1.1. Sea X un conjunto infinito. Un filtro F en X es
fijo si y solo si existe ) # A C X tal que F C Fau.

Proposition 1.1.2. Sea X un conjunto infinito. Un filtro F en X es
libre si y solo si Fr C F.

Prueba: Solamente probaremos la necesidad de la proposicién. Supon-
gamos que NF = y que F,. € F. Supongamos que A € FIN satisface
N\ A ¢ F. Enumeremos A como {ag,....,ar}. Ya que F es libre, en-
tonces para cada ¢ < k podemos encontrar F; € F tal que a; ¢ F;.
Pongamos F' = (1), F;. Entonces, tenemos que FF € Fy FNA = .
Por lo cual, se sigue que N \ A € F pues F' C N\ A, pero ésto es una
contradiccién. Asi que debe cumplir la contencién F, C F. O
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Definicion 1.1.4. Sea X un conjunto infinito. Un filtro F en X se
llama ultrafiltro si no estd contenido propiamente en otro filtro.

Cada punto z € X de un conjunto infinito nos determina un tnico
ultrafiltro F,.. Se sabe que los ultrafiltros libres existen solo con la ayuda
del Lema de Zorn:

Teorema 1.1.3. Todo filtro estd contenido en un ultrafiltro.

Prueba: Sean X un conjunto infinito y F un filtro en X. Conside-
remos el conjunto

P={G:Ges unfiltro y F C G}.

Dados G,D € P, decimos que G <D si G C D. Se puede ver facilmente
que < es un orden parcial en P. Si C C P es una cadena, entonces
UC' es un filtro que resulta también estar en P y, por definicién, es una
cota superior de la cadena C. Asi, por el Lema de Zorn, el conjunto P
tiene un elemento maximal Y. Es evidente que U resulta ser el ultrafiltro
deseado. O

El Teorema 1.1.3 nos da un método para obtener ultrafiltros con cier-
tas propiedades anticipadas. Por ejemplo, dados dos subconjuntos infini-
tos ajenos no vacios arbitrarios A, B € [N] siempre podemos encontrar
un ultrafiltro F que contenga a A y no a B. Para ésto, basta tomar
el ultrafiltro Fj en donde k € A es fijo. Pero si queremos un ultrafil-
tro libre con las mismas condiciones, tenemos que considerar el filtro
{F\{n}: F e |N¥ ACFyneN} Por otro lado, si C C [N]¥ tiene
la propiedad de interseccién finita, segin el Teorema 1.1.3, podemos en-
contrar un ultrafiltro F que contenga a la familia C: Considerando el
filtro {F C N :3Cy,...,Cr € C((;<x Ci € F)}.

Corollary 1.1.1. Toda familia de subconjuntos no wvacios con la pro-
piedad de interseccion finita de un comjunto infinito estd contenida en
un ultrafiltro.

En el siguiente teorema enlistamos varias propiedades que caracterizan

a los ultrafiltros (ver [CN74] y [HS98)).

Teorema 1.1.4. Sea X un conjunto infinito. Las siguientes condiciones
son equivalentes para un filtro F en X:
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~N

. F es un ultrafiltro.

2. Para todo A € P(X), o bien Aec P(X) o X\AeF.

3. Para cada A € P(X)\ F existe F € F tal que ANF = (.

4. StAeP(X)yANF #0 para todo F € F, entonces A € F.
5. F estd contenido en un unico ultrafiltro.

Una consecuencia importante del teorema anterior es que si F es un
ultrafiltro fijo sobre un conjutno infinito X, entonces es posible encontrar
un punto x € X tal que F = F,.

Ejercicio 1.1.1. Probar el Teorema 1.1.4.

1.2 La compactacién de los nimeros naturales
con la topologia discreta

Los ultrafiltros que usaremos en este libro seran solo aquellos que se
definen sobre los nimeros naturales. Denotemos por 3(N) al conjunto de
todos los ultrafiltros sobre los niimeros naturales. Cada niimero natural
n se identifica con el ultrafiltro 7, = {A € N : n € A}. De este
modo se puede considerar N como un subconjunto de S(N). Pongamos
N* = G(N) \ N. En este contexto, N son los ultrafiltros fijos sobre N
y N* son los ultrafiltros libres sobre N. Para ver que hay suficientes
ultrafiltros libres sobre N necesitamos la siguiente nocién.

Definicién 1.2.1. Una familia {Aé &<k yte{0,1}} de subconjun-
tos infinitos de N se llama independiente si se cumplen las siguientes
condiciones:

1. AgﬂA% =, para cada £ < K, y

2. para todo F € [k]<¥ y cada funcion 6 : F — {0,1}, la interseccion
Neer Ag(l) es no vacia.

Lema 1.2.1. Euziste una familia independiente de tamano c.
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Prueba[P. Simon]: Consideremos el conjunto numerable N = [N]<¥x
[N]<«]<¥. Para cada X C N, definimos

Ay = {(A4,A): ANX € A},

A% = Ax y AL = N\ Ax. Claramente, A% es un conjunto infinito
para cada i € {0,1}. Para ver que {A% : X C Ny i€ {0,1}} es una
familia independiente fijamos X7, ...., Xk, Y1, ...., ¥; subconjuntos de N
todos distintos entre si. Para cada (i,j) € k x [ seleccionamos, x;; €
Xi\Yjoz; € Y;\X;. Definimos B = {x;; : (4,j) € kxl}y B =
{BNX;:i<k}. Porla manera que se seleccionaron los puntos z; ;’s,
podemos ver que X; N B # Y; N B para cualquier pareja (i,7) € k x [.
De aqui obtenemos que (B, B) € ((;< A% )N (N« A%/J) Por lo tanto,
{A% : X CNyie{0,1}} es una familia independiente de cardinalidad
c. O

Teorema 1.2.1. Hay 2° ultrafiltros libres sobre N.

Prueba: Por el Lema 1.2.1, sabemos que existe una familia indepen-
diente {A}, : i € {0,1} y p < c}. Si f:¢— {0,1} es cualquier funcién,
tenemos que la familia {Aﬁ(“ ). p < ¢} tiene la propiedad de interseccién
finita y por ello, segtin el Corolario 1.1.1, esta contenida en un ultrafiltro
libre que denotaremos por py. Es inmediato ver que si f,g € {0,1}¢ son

funciones distintas, entonces py # py. O
El resultado anterior también nos garantiza que |N*| = 2¢.

Ahora equiparemos a #(N) con una topologia de tal manera que con-
tenga a N como un subconjunto discreto. Para ésto introduciremos los
que seran los abiertos béasicos:

Si A C N, entonces definimos A = {p € (N): A€ p}y A* = A\ A.
Recopilemos algunas propiedades importantes de estos subconjuntos de
B(N) en el siguiente teorema.

Teorema 1.2.2. Sean A, B C N.
1. Si A C B, entonces A - B.
2. AUB=AUB.

3. ANB=ANB.
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4 N\A=p(N)\ A
Ejercicio 1.2.1. Probar el Teorema 1.2.2.

Del Teorema 1.2.2 obtenemos que {A : A € P(N)} es una base para
una topologia 7 en B(N). Enlistamos a continuacién las propiedades
de esta topologia (el lector puede encontrar las puebas detalladas en
[CNT4], [HS98] y de manera mas general en [WT74]).

Teorema 1.2.3. 1. B(N) es un espacio Hausdorff compacto.
2. N es un conjunto denso discreto B(N).

3. Toda funcion f : N — N se puede extender a una funcién continua

[ B(N) — B(N).
4. A esun subconjunto abierto-cerrado de 3(N), para cada A € P(N).
5. clgmy(A) = A, para todo A € P(N).

Del Teorema 1.2.3 obtenemos que 3(N) es la compactacién de Stone-
Cech de los nimeros naturales N con la topologia discreta cuyo residuo
es N*. Para éste ultimo conjunto visto como subespacio de 3(N) tenemos
los siguientes.

Teorema 1.2.4. Sean A, B C N.
1. A*UB* = (AUB)*.
2. A*NB*=(ANB)*.
3. (N\ A)* = N*\ A%
4. A* C B* si y solo si AC* B (es decir, A\ B es finito).
5 A*=B"siysolosiAC*B yBC* A.
6. A* =0 si y solo si A es finito.
Teorema 1.2.5. Sean A, B C N.
1. {A*: A € [N]¥} es una base de abiertos-cerrados de N*.

2. A* es un subconjunto abierto-cerrado de N*, para todo A € [N]¥.
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3. cly+(A) = A*, para cualquier A € [N]“.
Ejercicio 1.2.2. Probar los Teoremas 1.2.4 y 1.2.5.

Lema 1.2.2. Si {A, : n € N} C[N]¥ tiene la propiedad de interseccion
infinita, entonces existe A € [N|* tal que A C* A,, para todo n € N.

Prueba: Para cada n € N, definimos B, = (),<,, A;. De la su-
posicién vemos que B, € [N]¥ y B,.1 C B,, para todo n € N. Para
cada n € N tomamos un punto a, € B,, y definimos A = {a, : n € N}.
Claramente se obtiene que A\ A, C {ao,....,an—1}. Lo cual significa
que A C* A, para todon € N. O

La siguiente nocién nos proporcionara ciertos ultrafiltros sobre N que
tienen propiedades dindmicas muy interesantes.

Definicion 1.2.2. Sea X un espacio topolégico. Decimos que x € X es
un P-punto si para cada familia numerable {V,, : n € N} de vecindades
de del punto x existe V € N(z) tal que V C (,cn Var-

W. Rudin [R56] introdujé la nocién de P-punto para demostrar que
N* no es homogéneo. El probd que la Hipdtesis del Continuo implica
que existen P-puntos en N* (hay hipétesis més débiles que garantizan
la existencia de los P-puntos). Por lo contrario, S. Shelah construyé un
modelo de ZFC en el cual N* no tiene P-puntos (para una descripcién
del modelo ver [Mi] y [W82]). En seguida daremos la construccién de P-
puntos de W. Rudin, pero antes caracterizaremos los P-puntos usando
combinatoria infinita.

Lema 1.2.3. p € N* es un P-punto st y solo si para cada particion
{A,, : n € N} de N se cumple que o bien existe n € N tal que A, € p, 0
existe A € p tal que AN A, es finito para toda n € N.

Prueba: Necesidad: Supongamos que p € N* es un P-punto. Sea
{A,, : n € N} una particién de N. Supongamos que A,, ¢ p para toda
n € N. Entonces, B,, = N\ 4,, € p para cada n € N. Por suposicion,
existe A € p tal que A C* B, para todo n € N. Es decir, AN A, es
finito para toda n € N.

Suficiencia: Supongamos que {B, : n € N} C p. Sin perder ge-
neralidad supongamos que By = Ny B,+1 C B, para todo n € N.

Pongamos A,, = B, \ (U,,, B:) para cada n € N. Tenemos entonces que
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{4,, : n € N} es una particién de N con A,, ¢ p, para cualquier n € N.
Por hipétesis, existe A € p tal que AN A, es finito para toda n € N. De
aqui podemos deducir que A* C B, para todo n € N. Por lo tanto, p
es un P-punto de N*. O

Para la prueba del siguiente teorema necesitamos lo siguiente: si s :
v — {0,1} es una funcién y ¢ < 1, entonces la concatenacion de s con i
es la funcién s7i = sU {(v,1)}.

Teorema 1.2.6. [CH] Ezisten 2° P-puntos en N*

Prueba: Supongamos que se cumple la Hipotesis del Continuo: ¢ =
wi. Enumeramos [N]* por {4 : s € U,.,,{0,1}"}. Primero fijamos
dos conjuntos infinitos disjuntos B ) y Bg,1) de Ag. Supongamos que
para el nimero ordinal # < w; el conjunto By ha sido definido para cada
5 € U,<410,1}” de tal forma que:

1. Bs~9 N Bs~1 =0, para todo s € | J,4{0,1}",
2. Bs~; C* By, para todo s € | J,,4{0,1}" y para cada i < 1;

3. Bs~oU Bg~1 C* A; 6 (Bs~o U Bs~1) N Ay = (b, para cada s €
U,<e{0: 1}y

4. para cada v < 6 y para cada funcién s : v — {0, 1} se cumple que
N<v Bs|, es infinito.

Basta considerar el caso cuando 6 es limite. Fijemos una funcién s :
0 — {0,1}. Claramente la familia {By), : ¥ < 6} tiene la propiedad de
interseccién infinita. De aqui y por el Lema 1.2.2, existe B € [N]¥
tal que B* C ), B:‘U. Si B N Ay es infinito, entonces tomamos
Bs~0, Bs~1 € [BN Ap]“ disjuntos. Si BN Ay es finito, entonces elegimos
dos subconjuntos disjuntos Bs—~g, Bs~1 € [B\ Ay|¥. Ahora para cada
funcién g : w3 — {0,1}, en virtud del Corolario 1.1.1, podemos escoger
pg € N* tal que {By|, : v < w1} C py. De la primer propiedad obser-
vamos que pg # pj siempre que las funciones g,h : wi — {0,1} sean
distintas. Sea g : w; — {0,1} una funcién arbitraria. Del tercer inciso
obtenemos que {B;"y :v < wi} es una base de py. Por ésto y el inciso
2, concluimos que py, es un P-punto. O
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1.3 Puntos F-limites de sucesiones

La familia de todos los filtros libres sobre N serd denotada por F(N).

Definicién 1.3.1. Sea X un espacio topoldgico y F € F(N). Decimos
que un punto x € X es punto F-limite de una sucesion (xy)nen de X
(en simbolos, x = F — limy,_,00 x,,) Si para cada vecindad V' of x, se
cumple que {n e N: z, e V} € F.

La nociéon de punto F-limite ha sido considerada por muchos ma-
tematicos en diferentes contextos y formas generales. Por ejemplo, H.
Furstenberg [Fu81, p. 179] los considerd en algunas aplicaciones a los
Sistemas Dindmicos en el caso general cuando F es simplemente una
familia con la propiedad de la interseccién finita (ver también el libro
[A97]). El caso cuando F es un ultrafiltro fué estudiado por R. A.
Bernstein [B70] en el contexto de Analisis no Estandar. Z. Frolik [F67]
usé los puntos p-limites para producir ultrafiltros en §(N) mediante una
operacion que llamé suma de ultrafiltros.

Para un filtro arbitrario 7 € F(N) no es dificil ver que x = F —
lim,, o0 2, si y solo si & = p — lim, o 2, para todo ultrafilro p € 5(N)
que contenga a F. De este modo el estudio de los puntos F-limite se
puede reducir a considerar solo el caso cuando F sea un ultrafiltro sobre
N. Es por ésto que en este libro nos centraremos en los puntos p-limite
cuando p sea un ultrafiltro sobre N.

En los espacios topoldgicos Hausdorff los puntos p-limites son tinicos
cuando existen. Para una sucesién convergente (z),cn se cumple que
Ty — x siy solosix=F,—lim,_oo Tn.

Teorema 1.3.1. Sea X un espacio topoldgico. Un punto x € X es
un punto de adherencia del conjunto {x, : n € N} si y solo si existe
p € B(N) tal que z = p — limy, 00 Ty, .

Prueba: Es directo de la definicién que todo punto p-limite es un
punto de adherencia de la sucesion en cuestién. Para probar la necesidad
supongamos que x punto de adherencia de {z, : n € N}. Es evidente
que la familia {{n e N: z, € V}: V € N(x)} tiene la propiedad de
interseccion finita. De acuerdo con el Corolario 1.1.1 dicha familia esta
contenida en un ultrafiltro sobre N que denotaremos por p. Se sigue
inmediatamente que x = p — lim,, oo . O
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Para puntos de acumulacion se tiene lo siguiente:

Teorema 1.3.2. Sea X un espacio topolégico. Un punto x € X es un
punto de acumulacion de un conjunto infinito numerable {x, : n € N}
st y solo st existe p € N* tal que x = p — limy, oo Ty

Ejercicio 1.3.1. Probar el Teorema 1.3.2.

En los espacios topoldgicos discretos no existen los puntos p-limites de
sucesiones no trivales. A continuacién probaremos que en los espacios
compactos siempre existen.

Teorema 1.3.3. Toda sucesion en un espacio compacto X tiene un
punto p-limite en X, para todo p € N*.

Prueba: Sean X un espacio compacto y (zy)nen una sucesion en
X. Consideremos la familia {clx({z, : n € A}) : A € p} de subcon-
juntos compactos de X. Es claro que esta familia tiene la propieda de
interseccién finita y por ser X compacto se cumple que () Aep L ({z, €
A}) # 0. Tomemos un punto z en esta interseccién. Probaremos que
x = p—limy, o T,,. Ciertamente, sean Ve N(z) y B={neN:z, €
V}. Como z € clx({x, : n € A}), debemos tener que BN A # (), para
cada A € p. Segun el Teorema 1.1.4, obtenemos que B € p. Por tanto,
r=p-—lim, oz, O

Una caracterizacién de la convergencia se puede establecer de la si-
guiente forma usando puntos p-limites:

Teorema 1.3.4. Sea (x,)nen una sucesion es un espacio topoldgico X .
Entonces, x, — x si y solo si existe un conjunto denso D C N* tal que
r=p—lim, .o Ty, para todo p € D.

Prueba: Necesidad. Si z, — x, tenemos entonces que r = F, —
lim,, .~ Z,,. Lo cual implica directamente que x = p — lim,, .o T, para
todo p € N*.

Suficiencia. Supongamos que existe un subconjunto denso D C N*
tal que x = p — limy,, .00 T, para todo p € D. Supongamos que la
sucesion (xy,)neny no converge a x. Entonces, existe V € N (x) tal que
A={neN:x, ¢V} es infinito. Por nuestra suposicién, sabemos que
podemos encontrar p € AN D tal que x = p — limy_ o0 Ty, lo cual es
imposible. O
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Tal y como acabamos de ver si x,, — x, entonces x = p — limy, o0 Tn,
para todo p € N*. Pero la condiciéon “r = p — lim,_, =, para algin
p € N*” por si sola no garantiza que la sucesién (x,)nen converja a
x. Por ejemplo, consideremos la sucesiéon ({n}),en de S(N). Para cada
p € N*, p es el punto p-limite de la sucesién ({n}),en, pero esta sucesién
no converge a ningin punto de 5(N).

Dado cualquier ultrafiltro p € N*, una manera muy practica ya sea
para encontrar el punto p-limite o demostrar que un punto es el punto
p-limite de una sucesién (zy)pen es tomar A € p adecuadamente y
considerar solamente la sucesién (z,,)nea. Efectivamente, {n € N : z,, €
V}epsiysolosi{neA:x, €V} €p, para toda vecindad V del
punto z. Este procedimiento lo indicaremos, cuando sea necesario, como
x=p—lim,caxy,.

Los puntos p-limites son una herramienta muy importante en la cons-
truccién de ciertos espacios topoldgicos numerablemente compactos como
contraejemplos. El libro de Furstenberg [Fu81] contiene muchas aplica-
ciones de puntos p-limites a los sitemas dindmicos. Algunas de las cuales
seran estudiadas en el siguiente capitulo.

Teorema 1.3.5. Sea p € N*. Si (xn)nen €s una sucesion en X y x =
p — limp— ooy, entonces f(xr) = p — limp—oof(zy) para toda funcion
continua f: X =Y .

Prueba: Sea V € N(f(z)). Como f~Y(V) € N(x), tenemos que
{neN:z, € f5V)} € p. De aqui, se sigue que {n € N : f(x,) €
V'} € p. Por tanto, f(x) =p — limp—oo f(xy,). O

El comportamiento de los puntos p-limites en productos es equivalente
al que tienen los puntos p-limites de las proyecciones:

Teorema 1.3.6. Sean {X; :i € I} una familia de espacios topoldgicos,
(%n)nen una sucesion en [ [,c; Xi yp € N*. Entonces, x = p—lim, coZn
si y solo si x(i) = p — limy—co®n (i), para todo i € 1.

Prueba: La necesidad se sigue inmediatamente del Teorema 1.3.5 por
ser las proyecciones continuas. Supongamos que x(i) = p—1im,—0on (1),
para todo i € I. Sea {ig,....,5y} C Iy, para cada j < [, sea Vi; un
subconjunto abierto de X;, que contenga al punto z(i;) . Consideremos
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el abierto bésico del producto V' = (;[ij, Vi;] que es una vecindad de
x. Por hipdtesis, para cada j < I, el conjunto {n € N : z,(i;) € Vi, }
yace en el ultrafiltro p. Por lo cual se cumple la relacion

{neN:w, e V= {neN:an(i;) €V} ep
i<l

Por tanto, z =p — lim,,coxy,. O

Para finalizar esta seccién veremos como se describe la extensién de
Stone de una funciéon de N en cualquier espacio compacto.

Teorema 1.3.7. Sean X un espacio compacto y f : N — X una funcion.
Entonces, f(p) =p — limp—oof(n), para todo p € B(N).

Prueba: Como p = p — limy, o0, €l resultado se obtiene como una
aplicacion directa del Teorema 1.3.5. O

1.4 Puntos p-limites en espacios métricos

Si en un espacio métrico X se tiene que z =p-lim,_,~ x,, entonces
podemos hallar una subsucesion (x,, )ren de la sucesién original (2, )nen
tal que x,, — . Pero en lo general no se cumple la convergencia z,, /4 :
Por ejemplo, si p € Ny A € p satisface que B = N\ A € [N]“, entonces la
sucesion (xa(n))nen no es convergente y B = {n € N: xya(n) =0} ¢ p.
En relacién a ésto tenemos el siguiente resultado.

Lema 1.4.1. Sean X un espacio topolégico y (Tpn)nen una sucesion
convergente. Si p € N* y existe una subsucesion (Tn, )ken tal que {ny :
ke N} € p ylimg_,o0 zn, = x, entonces se cumple que & =p-limy,_ o0 .

Prueba: Sea V € N (z). Por hipétesis, sabemos que {n; : k € N} C*
{n € N:x, € V}. Por consiguiente, {n € N : z, € V} € p. Por lo
tanto, x =p-lim,, o0 T,. O

La siguiente caracterizacién de los P-puntos de N*, dentro del con-
texto de espacios métricos, aparece en el articulo [GS07]. Pero antes
de enunciarla probaremos un lema.

Lema 1.4.2. Sean p € N* y {A, : n € N} una particion de N en
subconjuntos infinitos tales que Ay, ¢ p, para todo n € N. Sea 0 : N —
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N x N wuna biyeccion tal que o[A ] = {n} x N, para cada n € N. Si
para cada k € N se tiene que xy = L + en donde o(k) = (n,m) y
n < ap €N, entonces 0 =p- hmkﬂOO Tk.

an, +m’

Prueba: Sea ¢ > 0 y supongamos que A = {k € N: 2 > €} € p.
Ya que A, ¢ p, para cada n € N, se sigue que el conjunto {n € N :
AN A, # 0} es infinito. Por lo cual, podemos encontrar n > % de modo
que AN A, # 0. Fijemos k € AN A,. Tenemos que o(k) = (n,m) para
algin m € N y por consiguiente x; = = + < % < €, pero ésto es
una contradiccion. O

a+m

Teorema 1.4.1. Para un ultrafiltro p € N*, las siquientes condiciones
son equivalentes:

1. p es un P-punto de N*.

2. Dado un espacio métrico X, para cada sucesion (xn)neny de X y
cada x € X, se tiene que x =p-lim,_ . T, Si y solo si existe una
subsucesion (zn, )ken tal que {ny : k € N} € p y limg_oo Tp, = .

3. Para cada sucesion (xy)nen de nimeros reales y para cada x € R,
se cumple que x =p-lim,, .. T, st y solo si existe una subsucesion
(@, Jken tal que {ny : k € N} € p ylimy_, ooz, = .

Prueba: 1 = 2. Probaremos primero la necesidad. Para cada n € N,
ponemos A, = {i € N: z; € B(x, %)} Por hipdétesis, A,, € p para todo
n € N. Por ser p un P-punto, es posible hallar A € p de tal modo que
A C* Ay para todo k € N. Si {ny : k € N} es la enumeracién creciente
de A, entonces (zy, )ken resulta ser la sucesion buscada. La suficiencia
se sigue inmediatamente del Lema 1.4.1.

2 = 3. Esta implicacién es trivial.

3 = 1. Supongamos que p no es un P-punto de N*. FEn base al
Lema 1.2.3, existe una particién {A, : n € N} de N tal que A, ¢ p,
para todo n € N, y para cada elemento A € p encontramos n € N
para el cual la interseccién A N A, es infinita. Fijemos una biyeccion

: N — N x N de tal forma que o[4,] = {n} x N, para cualquier
n € N. Ahora, para cada k € N definimos z;, = = —|— - +m si se cumple
la igualdad o(k) = (n,m). De acuerdo con el Tema 1. 4.2, tenemos

que 0 =p-limg_,, x. Por suposicién, es posible hallar una subsucesién
(n, )ken que satisfaga B = {ny : k € N} € py 0 = limy_.oc zp,.
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Elejimos | € N tal que B N A; sea infinito. Como consecuencia de ésto,
la sucesién (xy,)nepna, converge a % y como una subsucesién de (zn, ) ken
debe converger a 0, obtenemos una contradicién. O

En el articulo [GS07] también se caracterizan de manera andloga los
ultrafiltros selectivos de B(N).

Para concluir con esta seccién daremos una propiedad topoldgica muy
importante de los P-puntos.

Teorema 1.4.2. Si f: X — Y es continua, Y es un espacio métrico y
x € X es un P-punto, entonces f es constante en una vecindad de x.

Prueba: Para cada n € N, elegimos V,, € N(z) de tal manera que
d(f(x), f(y)) < n%_l, para todo y € V,. Por ser z un P-punto, existe
V € N(z) tal que V C V,,, para cada n € N. Es evidente que si y € V,
entonces d(f(x), f(y)) = 0. Es decir, f es constante en V. O

1.5 Suma de ultrafiltros

En esta seccién veremos como extender la operacién aditiva de los niimeros
narturales a la compactaciéon de Stone- Cech S(N) de N usando puntos
p-limites :

Para p € B(N) y n € N, definimos

p+n=p— lim m+n.

m—oQ
Ahora si p, q € B(N), entonces definimos
p+q=q— lim p+n.
n—oo
Combinatoriamente tenemos
p+q={ACN:{meN:{neN:m+nec A} e€p}eq}

Teorema 1.5.1. Para esta adicion de ultrafiltros sobre N se cumplen
las siguientes propiedades:

1. + es una operacion asociativa en 3(N).

2. Esta operacion de B(N) extiende a la adicién original de N.
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Prueba: Solo probaremos la asociatividad de 4. Sean p, q,r € 5(N).
Entonces,

Aep+(¢g+r)e{neN:Aep+nteq+r

s{meN:{neN:Aep+n}ecqg+m}er.

Pongamos B={m e N:{neN:A¢cp+n} € qg+m}. Por otro lado,
tenemos que

Ac(p+q+re{meN:Ac(p+q)+m}ler

s{meN:{neN:n+meAlep+q}er
Sea BB={meN:{neN:n+me A} € p+ q}. Entonces,

meB={neN:Aep+nfecqg+m

={ieN:{neN:Aep+n+m+i}eq,

’ meB ={neN:n+meA}ept+gq
=>{ieN:{neN:n+meA}tep+i}}egq
={ieN:{fneN:n+meA}ep+i}l}eq

Pero como

{ieN:{neN:Aecptn+tm+i} ={ie N: {n e N:n+m e A} € p+i}},

concluimos que B = B’. Esto demuestra la asociatividad de +. O

Vale la pena remarcar que la igualdad se cumple p +n = n + p para
cualquier n € N y cualquier p € N*.

Para n € N, definimos p, : S(N) — (N) por p,(p) = p+n, para todo
n € N y para todo ultrafiltro p € G(N). Del Teorema 1.3.5 podemos
ver que p, es la extension de Stone de la funcién p, : N — N dada
por p,(m) = m + n, para todo m € N. Por otro lado, la funcién
Ap : B(N) — B(N) esta dada por \,(¢) = p+ ¢, para todo ¢ € N*.

Teorema 1.5.2. La funcion A, : B(N) — B(N) es continua, para todo
p € N*. Por otra parte, la funcion p, : B(N) — B(N) determina un
homeomorfismo de N* en si mismo, para toda n € N.
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Prueba: Sean p,q € N* y supongamos que A\,(q) =p+q € A, para
algin A C N. De la definicién se deduce que B = {n € N: p+n €
A} € q. Sir € B, entonces {n € N: p+n e A} € r. Por consiguiente,
Mp(r) =p+1r € A. Con ésto probamos que Ap es continua para todo
p € B(N). Para la segunda parte, tomemos n € N. Como p,, : N — N es
inyectiva y p,[N] = N\ n, se sigue que la restriccién p,|n+ : N* — N* es
un homeomorfismo. O

En fécil ver que p;'(A) = —n + A, para cada n € N y para cada
A C N. En estos términos, si p € N* y n € N, entonces A € p+n
siy solo si —n + A € p. De aqui podemos reedefinir la adicién de dos
ultrafiltros:

p+q={ACN:{neN:—n+Aep}eqh

El siguiente resultado sobre la existencia de idempotentes es de R.
Ellis [E69] y en el caso de semigrupos topoldgicos aparece en [Nub2],
[Wab3] y [Wab5].

Teorema 1.5.3. Sea X un espacio compacto. Si+: X x X — X es una
operacion asociativa y continua por la derecha', entonces existe p € X
tal que p+p =p.

Prueba: Consideremos el conjunto

C={ACX:A#D,Aes cerrradoy A+ A C A},

el cual es no vacio pues X € C. Ordenando C por inclusion inversa y
aplicando el Lema de Zorn, obtenemos un elemento minimal A de C.
Elegimos p € A. Claramente p + A es compacto y por ello es también
cerrado, y ademas

(p+A)+(p+A) Cp+A+A+ACp+ A

Lo cual nos dice que p+ A € C y por consiguiente p+ A = A. Tomemos
q € A que cumpla p+ ¢ = p. El conjunto C ={y € A: p+y = p} es no
vacio y cerrado. Six,y € C, entonces p+ (z+y) = p+az+y =p+y = p.

'Un funcién f : X x X — X se dice que es continua por la derecha si para cada
x € X que fijemos la funcién y — z + y es continua
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Esto nos garantiza que C € C y por tanto A = C. De aqui concluimos
que p+p=p. U

De la asociatividad de +, del Teorema 1.5.2 y del Teorema 1.5.3 ob-
tenemos la existencia de idempotentes en F(N):

Corollary 1.5.1. FEziste p € N* tal que p+p = p.

FEnseguida daremos una propiedad combinatoria de los ultrafiltros
idempotentes de S(N).

Omitimos la prueba del siguiente lema auxiliar que es muy evidente.
Lema 1.5.1. Sean {4; :i <k} C[N]¥ y{n;:i <k} CN. Si
1.n;€-ni1+A1,y
2. Ay C =1+ A1,
para todo 1 < i < k, entonces ng + ..... + ny € Ag.

Teorema 1.5.4. Sip € N* es un idempotente, entonces para cada A € p
existe una sucesion infinita (ng)ren en N tal que FS((ng)ren) C A.

Prueba: Supongamos que p+p=py sea A € p. Pongamos Ay = A
y Bo ={n € N: —n+ Ay € p}. Elegimos ny € Ay N By y definimos
A = ApN(—ng+ Ap) el cual es un elemento de p. De manera inductiva,
para cada i € N definimos 4; = A;—1 N (—nj—1 + A;—1), Bi = {n e N:
—n+ A; € p} y n; € A; N B; (este punto existe por que 4;, B; € p).
Nuestra sucesién infinita es (n;);eny. Efectivamente, si F € FIN, el
Lema 1.5.1 nos garantiza que ) ;cpn; € Ayin(ry- O

Teorema 1.5.5. [Sumas Finitas] Sea 1 <[ e N. §i N = J,;,, 4,
entonces existen 1 < j <1 y una sucesion infinita (ng)ren en N tal que

FS((nk)ren) € A4;.

Prueba: Por el Teorema de Ellis 1.5.3 existe un ultrafiltro idempo-
tente p € N*, y como N* = [ J;,; A}, existe 1 < j < tal que p € A7.
La conclusién se sigue del Teorema 1.5.4. O

Una generalizacion del Teorema de las Sumas Finitas de Hindman se
encuentra en el libro [HS98, Cor. 5.9].

Como la adicién de los ntimeros naturales es conmutativa, uno puede
esperar que también la adicién en $(N) sea conmutativa, lo cual es com-
pletamente falso como lo mostraremos en el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 1.5.1. Euxisten p,q € N* tales que p+ q # g + p.

Prueba: Como en el articulo de K. Kunen [Ku78], decimos que z € X
es un P-punto débil si x no es punto de acumulaciéon de un subconjunto
numerable de X. En este trabajo, K. Kunen demostro que existen ¢
P-puntos débiles en N* no equivalentes?entre si. Tomemos solamente
dos de estos P-puntos débiles p y q. Claramente p + n y ¢ + n también
son P-puntos débiles, para toda n € N. Del Lema 8.2 de [C77] sabemos
que

cdy«({p+n:neNp)Nely({g+n:neN}) =0

Comop+qg=q—lim,,eop+n€c€cy={{p+n:neN})yqg+p=
p—lim, oo ¢+ n € cn«({qg+n: n € N}), se sigue que p+ q # q + p.
Veamos una construccién de tales puntos que no usa mas que combi-
natoria finita:
Sean ag,bg € N distintos. Inductivamente, supongamos que hemos
definido a;,b; € N para cada ¢ < n € N de tal manera que ag < a1 <
v < Ay, bg < by <. < by y

{ar+i:i<k<n}n{bp+i:i<k<n}=0
Elegimos apn+1,bn1+1 € N de tal forma que
On+ 1< Opt1 Y bn +1 < bpy1 < bpi1 +n < apyi,

para toda ¢ < n. Definimos A = {a, +i:i<ne N}y B={b,+i:
i < n € N}. Claramente, AN B = (). Para n,m € N, afirmamos que
(—m 4+ A) N (—m + A) es infinito. En efecto si I € N y [ > max{n,m},
entonces a;+n, a;+m € A, lo cual significa que a; € (—n+A)N(—m+A).
Asi, la familia {—n + A : n € N} tiene la propiedad de interseccién
finita, y de la misma manera se prueba que {—n + B : n € N} tiene
la propiedad de interseccién finita. Tomemos p,q € N* que satisfagan
{-n+A:neN}Cpy{—n+ B:ne N} Cq. Entonces, se cumple
que p+n € A*y g+n € B*, para todo n € N. Como una consecuencia
de ésto obtenemos que

p+qgecn-{p+n:neN}) CA*

2Decimos que p, ¢ € N* son equivalentes si existe una biyeccién f : N — N tal que

flpl = ¢
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g+pecy({g+n:neN}) CB*
Por tanto, p+¢q # q+p. O

Ahora probaremos que p + n # p + m siempre que n < m € N, para
todo p € N*.

Teorema 1.5.6. Sean p € N* yn,m € N. Si p+n =p+ m, entonces
n=m.

Prueba: Supongamos que
p—l—n:p—kli_}ngokvtn:p—kli_)n;ok—i-m:p—i-m:q.
Entonces, para cada A € g se cumple que
(%) {keN:k+neAn{keN:k+me A} €p.

Fijemos | € N y seleccionemos j < [ tal que le € q. La propiedad (x)
asegura la existencia de un niimero natural s € N tal que s+n,s+m €
P} . De donde se obtiene que n = m mod(l). Pero ésto solo es posible
cuando n =m. O

Teorema 1.5.7. Sean p € N* yn,m € N. §i m < n, entonces
—m+ (p+n)=p+ (n—m).
Prueba:
-m+(p+n)= —m+(p—klirrolok+n) :p—klirgo—m+(k+n)

=p—limk+(n—m)=p+(n—m). O

k—o0

En este libro los ideales derechos de B(N) serdn fundamentales y es
por eso que dirigiremos nuestra antencién a ellos:

Definicién 1.5.1. Decimos que I C 3(N) es un ideal derecho de (N)
sil #0yI+pB(N)CI. Unideal derecho I de B(N) se llama minimal
si no contiene propiamente a ningin otro ideal derecho de 3(N).



22 S. Garcia Ferreira

Si p € B(N), entonces p + S(N) es un ejemplo de un ideal derecho de
B(N).

A continuacion enlistamos propiedades bésicas de los ideales derechos
que el lector puede verificar sin ningtin problema:

Teorema 1.5.8. 1. La interseccion de ideales derechos es un ideal si
su interseccion es no vacia

2. Si I es un ideal derecho de 3(N) y p € B(N), entonces p+ I es un
ideal derecho de B(N).

3. Para cada p € B(N), existe un ideal derecho minimal® de B(N) que
contiene a p.

4. Un ideal derecho I de B(N) es minimal si y solo sip+ B(N) =1
para todo p € I.

5. Si I es un ideal derecho de 3(N), entonces clgwy(I) es también un
ideal derecho de B(N).

6. Todo ideal derecho minimal de B(N) es cerrado.

El libro de N. Hindman y D. Strauss [HS98] contiene varios resultados
importantes sobre el semigrupo (G(N), +).

Finalizamos esta secciéon con una aplicaciéon topolégica.

Teorema 1.5.9. Sean X un espacio topolégico, (Tn)nen una sucesion
en X y p,q € N*. Entonces, se cumple la identidad

(p + Q) - hmkﬂooxk =q— limpm—oo (p - llmn—moxm—&—n)

Prueba: Pongamos x = (p+ q) — limg—ooTk Y Y = ¢ — liMyp—oo(p —
limp—ooTm4n). Supongamos que existen abiertos V € N (z) y U € N (y)
tales que V.NU = (. Entonces, A ={k e N:z, € V} e p+q =
q — limy—cop + m. Por otro lado sabemos que B={m € N:p+m €
A} eqyC ={meN:p—limy—ooTmin € U} € q. Fijemos m € BNC.
Tenemos entonces que p+m € A* y E = {n € N: x4, € U} € p.
Como p +m = p — limy—com + n, se debe cumplir que F' = {n € N :
m+n € A} € p. Ahora tomemos n € ENF. Se siguieque m+ne€ Ay
por ello 2,1 € VNU, lo cual es imposible. Por tanto, x = y. O

3A dicho ideal se le conoce como el ideal derecho principal generado por p



Capitulo 2

Sistemas Dinamicos
Discretos

Sea X un conjunto no vacio y f : X — X una funcién. La n-iterada
de f es la funcion f™: X — X que resulta de componer consigo misma
n-veces la funcién f. Sin = 0, fO denotard a la funcién identidad. La
orbita de un punto x € X es el conjunto Of(x) = {f"(x) : n € N}. De
manera mas general, la drbita de A C X es el conjunto Of(A) = {f"(z) :
re€AyneN}=J,c40¢(x). Enelcasoenque f: X — X sea una
funcién biyectiva consideraremos todas las n-iterada de f para cualquier
n € Z entendiendo que f™ es la composicién de la funcién inversa f~1
consigo mismo n-veces. En este caso la 6rbita de x € X resulta ser el
conjunto Of(x) = {f"(x) : n € Z}.

Enlistamos la notacién y algunos conceptos béasicos que usaremos en
este capitulo:

1. SACNyneN, entonces A+n={a+n:a€ A}y —n+ A=
{keN:k+neA}.

2. Para un ntmero entero n € N, nN = {nk : k € N}.

3. Un subconjunto A C N se llama grueso si para cada n € N existe
a € A tal que a +1¢ € A para toda i < n.

4. Un subconjunto A C N se dice que es sintético si existe n € N tal
que N = Uign(—i + A).

23
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5. Un subconjunto A C N se dice que es sintético por tramos si y
solo si existe [ € N tal que para cada n € N podemos hallar
aop, ...,an € A de tal forma que 0 < aj41 —a; <[ para todo j < n.

6. A C N se llama I P-conjunto si existe una sucesién infinita (ng)ken
de nimeros naturales positivos tal que F.S({ny : k € N}) C A.

En cuanto a equicontinuidad recordemos lo siguiente:

1. Una familia de funciones F entre espacios métricos (X,dx) y
(Y,dy) se llama equicontinua en un punto x € X si para cada
e > 0 existe § > 0 tal que si y € X y dx(x,y) < J, entonces
dy (f(z), f(y)) < €, para todo f € F. La familia F diremos que es
equicontinua si es equicontinua en todo punto de X.

2. La familia F se llamara uniformemente equicontinua si para cada
e > 0 existe 6 > 0 tal que si x,y € X y dx(z,y) < J, entonces
dy (f(z), f(y)) < € para toda f € F.

3. Supongamos que X es un espacio métrico compacto y F C XX,
Usando el Lema de Cubiertas de Lebesgue y la compacidad es facil
ver que F es equicontinua si y solo si es uniformemente equicon-
tinua (Ejercicio E.1).

Sea (X,d) un espacio métrico. La distancia entre dos subconjuntos
A, B C X se define como
d(A, B) = min{d(a,b) :a € Ay be B}.
Si A = {a}, entonces simplemente escribimos d(a, B) en lugar de d({a}, B).
El didmetro de A C X, es el numero §(A) = sup{d(z,y) : x,y € A}.
2.1 p-iteraciones
Definicién 2.1.1. Sea (X, f) un sistema dinamico. Para p € N*, la p-

iterada de la funcién f es la funcion fP: X — X definida por fP(x) =p-
lim,, o0 f™(x), para todo x € X.
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Como X es un espacio compacto, la funcién f? estd bien definida en
todo punto de X, para cualquier p € N*. El siguiente resultado que
establece la principal relacién entre estas p-iteradas aparece en [B193].

Teorema 2.1.1. En cualquier sistema dindmico (X, f) se cumple la
relacion

7o o= o,
para todo p,q € B(N).

Prueba: Sea (X, f) un sistema dindmico y p,q € 3(N). Para z € X,
por el Teorema 1.5.9, tenemos que

fq+p($) = (q +p) - lka_,OOfk(.Z‘) =pP— limmﬂoo(q - limnﬂoofm—’—n(l'))'

Por otra parte, en base al Teorema 1.3.5, sabemos que
fPo fi(x) = fP(fUx)) = fP(q — limnoo f"(2))

=D = limm—oo(f™(q — limp—co f" (7))
=P — liMm—oo(q — limy oo f™"(2)).
Esto prueba que fP o f4 = f97P para todo p,q € B(N). O

Para cada n € N, las n-iteradas de una funcién son continuas por ser
composicién de funciones continuas, pero la p-iterada fP de una funcién
continua f : X — X puede no ser continua en general. Para ésto veamos
el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.1.1. Consideremos una sucesién convergente X = {0}U{2 :
n € N\ {0}} y definimos f : X — X como:

f(!l?)Z{gi si x€{0,1}

|
st v=7yl<neN

Para p € N* y x > 0, se tiene que fP(x) =1 y por otro lado se cumple
que fP(0) = 0. Asi obtenemos que fP es discontinua en 0, para todo
p € N*.
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Ejemplo 2.1.2. Como en el ejemplo anterior X = {0} U{L : n €
N\{0}} es una sucesion convergente con su punto de acumulacén. Defi-
nimos f: X — X como:

x st x=0
€Tr) =
/(@) {nil six:%ylgnEN.

De la definicion vemos que parap € N* yx € X, fP(x) = 0. Por lo cual
obtenenos que fP es continua en 0, para todo p € N*.

Para un ejemplo conexo y compacto tenemos el siguiente tomado del
articulo [GS07]:

Ejemplo 2.1.3. Sea X = [0,1]. Definimos f :[0,1] — [0,1] como:

x si €0, 3]
fla) = CEHEERECE i we [ bl y 1 <neN
1 st x=1.

Es facil ver que f es un homeomorfismo entre los intervalos cerrados

[ Z—i‘%] Yy ["T_l, +47l, para todo 1 <n € N. Por lo cual, tenemos que

fPl0,1)] = [0,3] y fP(1) = 1, para cada p € N*. Por tanto, la funcién
fP es discontinua en 1, para todo p € N*.

Enunciamos en seguida una caracterizacién muy util de la continuidad
de una p-iterada en el caso cuando X sea un espacio métrico compacto
(en este caso, la métrica de X serd denotada por d). Pero antes pro-
baremos dos lemas.

Lema 2.1.1. Sean (X, f) un sistema dindmico con X espacio métrico
compacto y p € N*. Siz,y € X, e >0 yd(fP(z), fP(y)) < §, entonces

{neN:d(f"(z), ["(y)) <€} €p.
Prueba: De la definicién de fP vemos que
A= {neN:d(f"(@). /(@) < 3} N {n € N:d(f"(y), /() < 3} € p.
En consecuencia,

d(f* (), f*(y)) < d(f"(2), [P (2)) + d(FP (), fP(y)) + d(f* (), ()
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<€ 6L
LS4 —¢
-3 3 3 ’
para todo n € A. Por tanto, {n € N: d(f"(z), f"(y)) < e} € p. O
Lema 2.1.2. Sean (X, f) un sistema dindmico con X espacio métrico
compacto yp e N*. Siz,ye X,e>0y
€
fn e N d(f" @), /') < S} e

entonces d(fP(z), fP(y)) < e.

Prueba: Por suposicion, A = {n € N : d(f"(z), f"(y)) < §} € p.
Entonces,

A(f7 (@), fP(9)) < d(fP(@). (@) + d( @), () + A (). S (W)
< d(f(@). @) + 5+ d(f W), W),

para todo n € A. Es posible encontrar un nimero natural n € A
de tal forma que se cumplan las desigualdades d(f?(x), f"(x)) < §,
d(f" (@), f*(y)) < 5§y d(f"(y), fP(y)) < 5. Por tanto,

d(fP(x), fP(y)) <e. O

Teorema 2.1.2. [GS07] Sean (X, f) un sistema dindmico con X es-
pacio métrico compacto y p € N*. Para un punto x € X, las siguientes
condiciones son equivalentes.

1. fP es continua en x.

2. Para cada € > 0 existe § > 0 tal que si y € X y d(z,y) < 9,
entonces {n € N : d(f"(z), f"(y)) < €} € p.

Prueba: 1 = 2. Sea ¢ > 0. Elegimos § > 0 de tal forma que si y € X
y d(z,y) < 6, entonces d(fP(z), fP(y)) < §. Seguin el Lema 2.1.1,

{n e N:d(f"(z), ["(y)) <€} €p.

2 = 1. Sea € > 0. Seleccionamos § > 0 de tal forma que siy € X y
d(x,y) < 6, entonces {n € N:d(f"(z), f*(y)) < §} € p. Del Lema 2.1.2
obtenemos que siy € X y d(z,y) < 6, entonces d(fP(x), f’(y)) < e. Por
tanto, fP es continua en x. O

Veamos a continuaciéon una condicién que garantiza la existencia de
un ultrafiltro p € N* para el cual la p-iterada sea continua en un punto
del espacio topoldgico.
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Teorema 2.1.3. Sean (X, f) un sistema dindmico con X un espacio
métrico compacto y x € X. Entonces, fP es continua para algin p € N*
st y solo si para todo € > 0 existe 6 > 0 tal que si yo,....,yn € B(x,9),
entonces el conjunto {k € N : Vi < n(d(f*(z), f¥(y;)) < €)} es infinito.

Prueba: La necesidad se obtiene directamente del Teorema 2.1.2.

Suficiencia: Para cada m € N elegimos 4, > 0 de tal manera que
Si 90, ..., Yn € B(x,6), entonces existe k € N tal que d(f*(x), f¥(y:)) <
#H’ para toda ¢ < n. Paracaday € X con d(z,y) < d,, para algin m €
N, definimos A, = {k € N : d(f*(x), f¥(y)) < #H} Probaremos que la
familia A = {4, : 3m € N(d(z,y) < §,,)} de subconjuntos de N tiene la
propiedad de interseccién infinita. En efecto, supongamos que g, ..., 1 €
X son tales que para cada ¢ < [ se cumple la desigualdad d(z,y;) < O,
para algin m; € N. Sea 6 = max{dmg,....,0m,}. Como d(z,y;) < ¢
para cada i < [, la interseccién ();,; Ay, es infinita. Tomemos p € N*
que contenga a A. Sea € > 0. Fijamos m € N que satisfaga ﬁ <
€. Sid(x,y) < 6m, entonces A, € p y ésto implica que {k € N :
d(f*(z), fF(y)) < €} € p. Segin el Teorema 2.1.2, la funcién fP es
continua en z. O

Teorema 2.1.4. Sean (X, f) un sistema dindmico con X espacio métrico
compacto numerable y p € N*. Si fP es continua en x € X, entonces
existe A € [N] tal que f9 es continua en x para todo q € A. Si P es un
P-punto, entonces el conjunto A se puede elegir dentro de p.

Prueba: Supongamos que X es un espacio métrico compacto nume-
rable. Por el Teorema 2.1.2, sabemos que para cada n € N existe d,, > 0
tal que si y € X y d(x,y) < d, se tiene que

Any = k€N (@), 1 0) < — ) €

El Lema 1.2.2 nos garantiza la existencia de un subconjunto A € [N]¥
tal que A C* A, , para cada n € Ny para cada y € X con d(z,y) < d,.
Fijemos ¢ € A* y € > 0. Tomemos m € N que cumpla mil < e
Supongamos que y € X satisface la desigualdad d(z,y) < d,,. Entonces,

Ay = (k€N s d(f* @), f(y) < ) €

Como A C* A, y A € q, se sigue que A,,, € ¢q. Lo cual implica
que {k € N : d(f¥(z), f*(v)) < €} € q. Por tanto, el teorema anterior
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nos asegura que f7 es continua en x. Es claro que si p es un P-punto,
entonces A puede ser tomado dentro de p. O

Veamos a continuacién algunas consecuencias de tipo uniforme cuando
suponemos la continuidad de una p-iterada en todo el espacio:

Teorema 2.1.5. [GS07] Sea (X, f) un sistema dindmico con X un
espacio métrico compacto y p € N*. Entonces, fP es continua si y solo
si para todo € > 0 existe § > 0 tal que siz,y € X yd(z,y) < I, entonces
se cumple que {n € N :d(f"(x), f"(y)) < €} € p.

Prueba: La suficiencia se obtiene directamente del Teorema 2.1.2.
Asi que solo probaremos la necesidad. Supongamos que fP es una
funcién continua. Por ser X compacto, fP es uniformemente continua.
Asi, dada € > 0 existe un nimero real § > 0 tal que si d(z,y) < §, en-
tonces d(fP(z), fP(y)) < §. Fijemos x,y € X con d(x,y) < 6. Sabemos
que

A= {neN:d(f" (@), fF(2)) < 5} N {n e N:d(f" (). /"(v)) < 5} € p.
Sin € A, entonces

d(f"(2), ["(y)) < d(f" (@), [P(x)) + d(FP(2), [P (y)) + d(f* (), f"(y)
Por consiguiente, concluimos que {n € N : d(f"(z), f"(y)) < e} € p. O

A continuacién veremos el comportamiento de la discontinuidad de
una p-iterada en un punto del espacio.

Teorema 2.1.6. Sea (X, f) un sistema dindmico con X un espacio
métrico compacto y p € N*. Si fP no es continua en x € X, entonces
existe A € [N]¥ tal que f? no es continua en x para cualquier ¢ € A*.
En particular, si p es un P-punto, entonces A se puede elegir dentro de
p.

Prueba: En virtud del Teorema 2.1.2 podemos encontrar ¢ > 0 tal
que para cada n € N existe z,, € X con la propiedad de que d(z, x,) < %
y An = {n € N : d(f*(x), f¥(z,)) > €} € p. Por el Teorema 1.2.2
podemos escojer A € [N]¥ tal que A C* A,, para todo n € N. Fijamos
q € A*. Como x, — xy A, € q para todo n € N, por el Teorema 2.1.2,
hallamos que f? no puede ser contiua en z. O
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Corollary 2.1.1. Sea (X, f) un sistema dindmico con X un espacio
métrico compacto. Si{p € N*: fP es continua enx} es un subconjunto
denso de N*, entonces fP es continua en x para todo p € N*.

Una propiedad adicional de la continuidad de una p-iterada es la si-
guiente.

Teorema 2.1.7. Sea (X, f) un sistema dindmico con X un espacio
métrico compacto. Supongamos que fP es continua en x € X, para
algin p € N*. Entonces, para cada sucesion (xp)nen de X que converja
a z existe A € [N]¥ y una subsucesion (zy,)en tal que para cada q € A*
se cumple que f(xy,) — fi(x). Particularmente, si p es un P-punto,
entonces A puede ser un elemento de p.

Prueba: Supongamos que fP es continua en z. Segun el Teorema
2.1.2, para cada € > 0 existe 6 > 0 tal que si d(x,y) < J, entonces
{k € N : d(f*x), f*(y)) < €} € p. Con la ayuda de ésto, para cada
I € N podemos hallar n; € N tal que 4; = {k € N : d(f¥(x), f¥(zn,)) <
H%} € p. Tomemos A € [N]* tal que A C* A; para cada | € N, este
conjunto existe por el Teorema 1.2.2. Sean ¢ € A* y ¢ > 0. Fijemos
m € N tal que m+1 < 5yl €Nconm <. Esposible encontrar k € A
que satisfaga las desigualdades

d(fU(@), [ (@n,))
< d(fi(z), (@) + d(f* @), fF(zn,)) + d(fF (@), [ (2n,))

€ 1 €
<-4+ —— + =
3 14+1 3
<f,_ 1 e
=3 m+1 3
<6+ _1_5_
37373°°¢

Asi probamos que f(xy,) — fi(z). O

Para ver una de las propiedades topoldgicas del conjunto de ultrafiltros
p € N* para los cuales la p-iterada es continua en un punto determinado
del espacio necesitamos la nociéon de Gg-cerradura de un subconjunto de
un espacio topolégico:
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Dado un espacio topolégico X y A C X, definimos

Gs—cx(A)={x € X: si Ges un conjunto G5 de X y =z € G,

entonces G N A # (}.

Nuestro resultado buscado es una consecuencia inmediata del siguiente
lema.

Lema 2.1.3. Sean (X, f) un sistema dindmico con X un espacio métrico
compacto y x € X. Si fP no es continua en X, entonces existe un Gg-
conjunto G de N* tal que p € G y f4 no es continua en x para cualquier
q€eq.

Prueba: Como f? no es continua en z, del Teorema 2.1.2 podemos
encontrar un numero real ¢ > 0 y una sucesién (zy)ren en X tales que
d(z,zp) < k—il y A = {n € N: d(f™(z), f"(xr)) > €} € p. Pongamos
G = pen 4j- Claramente p € G. Supongamos que f? es continua en
x para algin ¢ € G. El Teorema 2.1.2 nos garantiza la existencia de un
ntmero real 6 > 0 tal que si d(z,y) < 0§, entonces

{n e N:d(f"(2), ["(y) <€} €q.

Elegimos | € N que satisfaga d(z,z;) < 6. Entonces, como 4; € g,
podemos tomar m € A; tal que d(f™(x), f™(x;)) < €, pero obviamente
ésto es una contradicciéon. Por tanto, f? no es continua en z para toda
geG. O

Teorema 2.1.8. Sean (X, f) un sistema dindmico con X un espacio
métrico compacto y x € X. Si C = {p € N* : fP es continua en z},
entonces C = G5 — cly=(C).

Ahora estudiaremos las propiedades que se obtienen al suponer la con-
tinuidad de varias p-iteradas en un mismo punto. Pero antes probaremos
un lema.

Lema 2.1.4. Sean (X, f) un sistema dindmico con X un espacio métrico
compacto, x,y € X yp € N*. Sid(fP(z), fP(y)) < § para alguna € > 0,
entonces {n € N : d(f™(z), f"(y)) < €} € p.
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Prueba: De la definicién sabemos que A = {n € N : d(fP(x), f*(z)) <
stepy B={neN:d(fP(y),f"(y) < §} € p. Por consiguiente,
ANBepysine€ AN B, entonces se cumple que

d(f* (), f*(y)) < d(f"(2), fP(2)) + d(fP(2), [P (y) + d(fP (), () <

€ € € -
3 + 3 + 3= €.

Teorema 2.1.9. [GS07] Sean (X, f) un sistema dindmico con X un

espacio métrico compacto y x € X. Sea {p, : n € N} C B(N) y supon-

gamos que la familia {fP" : n € N} es equicontinua en x. Entonces, f4

es continua en x, para todo q € cly«({pn : n € N}).

Prueba: Sea ¢q € cly+({pn : n € N}). Del Teorema 1.3.2 obtenemos
que ¢ = p — lim, . p, para algin p € N*. Si f9 no es continua en
x, por el Teorema 2.1.2, existe € > 0 y una sucesién (xg)ren en X que
converje a x tales que Ay = {m € N : d(f™(x), f"(zr)) > €} € q, para
cada k € N. Lo cual implica que By, = {n € N: A, € p,} € p, para
todo k € N. Por suposicién, existe § > 0 tal que si y € X y d(z,y) < 0,
se tiene entonces que d(fP"(z), fP"(y)) < §, para todo n € N. Elegimos
[ € N de tal modo que d(z,x) < 6 para cualquier £ € N con | < k.
Fijamos k € N tal que [ < k. Sabemos que d(fP"(x), fP(xy)) < § para
todo n € N. Por el Lema 2.1.4, conseguimos que

Crn={meN:d(fM™(z), [M(zk)) < €} € pn,

para todo n € N. Fijemos ahora n € By. De aqui se sigue que A;NC,, €
Dn, Pero ésto es imposible. O

Es claro que si fP es continua en un punto x € X, entonces fPt"
es continua en x para todo n € N pues fPt" = fP o f*. Veamos una
condicién que nos asegura la continuidad de fPT9.

Corollary 2.1.2. Sean (X, f) un sistema dindmico con X un espacio
métrico compacto y p € N*. Si la familia de funciones {fPT" : n € N}
es equicontinua en x € X, entonces fPT9 es continua en x, para todo

q € B(N).

Prueba: Let p € N*. Sabemos, por el Teorema 1.5.2, que la funcién
Ap : B(N) — B(N) es continua. De donde se obtiene que Ap[clgwN] =
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{p+q:qe BN} = clgm(Np[N]). Asi el Teorema 2.1.9 nos garantiza
que fP*4 es continua en x, para cada g € 8(N). O

Veamos que ocurre en el caso compacto métrico numerable.

Teorema 2.1.10. Sean (X, f) un sistema dindmico con X un espacio
métrico compacto numerable y p € N*. Si fP es continua, entonces
existe A € [N|* tal que f97P es continua para todo q € A*.

Prueba: Supongamos que f? es continua. Sean ¢ > 0y x € X. Por
ser fP uniformemente continua, podemos encontrar dy > 0 tal que si
y,2 € X y d(y,z) < do, entonces se cumple que d(f?(y), fP(z)) < 5.
Para cada y € X, definimos By, = {n € N : d(f™(x), f"(y)) < do}-
Por otra parte como consecuencia del Teorema 2.1.5 podemos encontrar
01 > 0 tal que si x,y € X y d(z,y) < 61, entonces B, € p. Fijemos
z € X. Tomemos, en base al Teorema 1.2.2, A € [N]* tal que A C* B,
para todo y € X con d(z,y) < d1. Fijemos ¢ € A*. De la definicién y
de los Teoremas 1.3.5 y 2.1.1 obtenemos que

FEP(y) = () = fPla = lim fM(y) =q— lim fP(f"(y)),

para todo y € X. Por lo cual, Ay = {n € N : d(f1P(y), P (y)) <
£} € ¢, para cada y € X. Supongamos ahora que y € X satisface la
desigualdad d(z,y) < 61. Pues bien si n € A, N A, N By, entonces

d(fr0 (), f17(y))

< d(fTP (@), (@) + d(fN @), SN (Y) + AT () FT ()

€L e
37373 ¢

Por tanto, f91P es continua en z. O

El siguiente teorema nos da una condicion evidente para la continuidad
de una (p + ¢)-iterada en un punto.

Teorema 2.1.11. Sean (X, f) un sistema dinamico con X un espacio
métrico compacto y x € X. Para p,q € N*, las siguientes condiciones
son equivalentes:

1. fPT4 es continua en x.
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2. Paratodae > 0 existed > 0 tal que siy € Y yd(z,y) < 6, entonces
existe B € q tal que {m € N : d(f"*™(z), f*"*™(y)) < €} € p para
todo n € B.

Prueba: 1 = 2. Sea ¢ > 0. Como consecuencia del Teorema 2.1.2
sabemos que existe 6 > 0 tal que si y € X y d(z,y) < 0, entonces
{k € N:d(f*(z), f*(y)) < €} € p+q. Fijemos y € X con d(x,y) < 6.
Tenemos entonces que,

B={neN:{keN:d(ffx),f*(y) <e ep+n}

={neN:{meN:d(f""(z), """ (y)) < €} € p} € q.

2 = 1. Probaremos que se cumple el segundo inciso del Teorema 2.1.2.
En efecto, dada e < 0 seleccionamos § > 0 acorde a nuestra suposicién.
Supongamos que y € X satisface la condicién d(z,y) < §. Tomemos
B € q de tal manera que {m € N : d(f"t™(x), "™ (y)) < €} € p para
todo n € B. De aqui se sigue que

{n eN:{meN:d(f""(x), " (y)) < e} € p}

={neN:{keN:d(f* ), f"(y)) <e} ep+n}eq

Lo cual significa que

{keN:d(f*(z),ff(y) <e} €ep+q. O

Corollary 2.1.3. Sean (X, f) un sistema dindmico con X un espacio
métrico compacto, x € X y p,q € N*. Supongamos que para todo € >
0 existen § > 0 y A € q tal que si d(z,y) < 6, entonces {k € N :
d(frrk(z), fP*(y)) < €} € p para todo n € A. Entonces, fPT9 es
continua en x € X

Teorema 2.1.12. Sean (X, f) un sistema dindmico con X un espacio
métrico compacto y x € X. Supongamos que existe A € [N]¥ tal que
N = ;< (A + @) para algin k € N. Si fP es continua en x para todo
p € A*, entonces f9 es continua en x para todo q € N*,

Prueba: Fijemos ¢ € N*. De nuestra hipotesis podemos encontrar
i < k tal que ¢ € (A +1i)*. Consideremos la funcién p; : S(N) — S(N)
que es continua y su restriccién p;|y+ : N* — N* es un homeomorfismo,
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todo ésto es cierto segun el Teorema 1.5.2. Como p;[A*] = (A + i)*,
es posible hallar p € A* tal que p;(p) = p+ i = q. Puesto que fP es
continua en z se sigue que f¢ = fPT% = fio fP es también continua en
z. O

Corollary 2.1.4. Sean (X, f) un sistema dindmico con X un espacio
métrico compacto y x € X. Si el complemento de A C N no es grueso
y fP es continua en x para todo p € A*, entonces f9 es continua en x
para todo q € N*.

Prueba: Enumeremos A de manera creciente como {a, : n € N}. Ya
que N\ A no es grueso, entonces existe k € N tal que aj41 —a; < k
para todo i € N. Sea b € N\ A. Elegimos j € N de tal modo que
a; < b < aj+1. Entonces, podemos hallar ¢ < k tal que a; +4 = b. Con
ésto demostramos que N = |, (A+1). Del Teorema 2.1.12 concluimos
que f9 es continua en z para todo g € N*. O

El siguiente corolario también se sigue dierectamente del Teorema
2.1.12.

Corollary 2.1.5. [GS07] Sean (X, f) un sistema dinamico con X un
espacio métrico compacto y x € X. Sea 1 < k € N. Para cada i < k,
definimos A; = {n € N :n = i mod(k) }. Si existe j < k tal que f9
es continua en x para todo q € A;’f, entonces fP es continua en x para
cualquier p € N*.

Teorema 2.1.13. Sean (X, f) un sistema dindmico con X un espacio
métrico compacto y x € X. Supongamos que existe un subconjunto
sintético A de N tal que fP es continua en x para todo p € A*. Entonces,
f9 es continua en x para todo q € N*.

Prueba: Por hipdtesis, existe k& € N tal que N = |J,.,.(—i + A).
Sabemos que pi_l(A) = —i+ A, para cada i < k. Fijerr;os q € N*.
Entonces existe i < k tal que ¢ € —T—i-\A De aqui podemos encontrar
p € A* tal que p;(p) = p+i = q. Ya que, por suposicién, fP es continua
en x, se sigue que f9 = fPT% = fP o f! es continua en x. O

Teorema 2.1.14. Sean (X, f) un sistema dindmico con X un espacio
métrico compacto y x € X. Supongamos que existe A € [N]¥ tal que fP
es continua en x para todo p € A*. Si para B € [N]* existe k € N tal que
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para cada b € B podemos encontrar a € A yi < k tales que a + 1 = b,
entonces f es continua en X para todo ¢ € B*.

Prueba: Sea q € B*. Para cada ¢ < k, definimos B; = {b € B :
Jda € A(a+ i = b)}. Por suposicién sabemos que B = |J,., B;. En
consecuencia, existe ¢ < k tal que ¢ € B;. Pero como B; C A+i = pi[A],
entonces ¢ € B C p;[A*]. De donde obtenemos que ¢ = p+1i para algin
p € A*. Por tanto, f9 = fPT% = fP o f' es continua en z. O

Dado un sistema dindmico (X, f) donde X es un espacio métrico com-
pacto y x € X, si existe a € N tal que fP es continua en x para todo
p € {an : n € N}* entonces fP es continua en x, para todo p € N*.

Para ver el comportamiendo de las p-iteradas de una funcién definida
sobre una sucesién convergente con su punto de convergencia necesita-
mos el siguiente lema.

Lema 2.1.5. [GS07] Sean (X, f) un sistema dindmico con X un espa-
cio métrico compacto y x € X un punto fijo de f. Supongamos que existe
e > 0 tal que para todo k € N existen xy,yr € X tal que d(z,xy) < ﬁ,
Of(yr)NB(z,e) =0 y Of(yr)NOg(xy) # 0. Entonces, fP es discontinua
en x para cada p € N*,

Prueba: Fijemos k& € N. Sabemos que f'(zx) = f™(yx), para al-
gunos nimeros enteros [,m € N. De donde se obtiene que f*%(x;) =
7t (yy) € Of(y), paratodoa € N. Porlo cual, {n € N: d(f"(zy),z) >
€} es un subconjunto cofinito de N y por ello

{neN:d(f"(zx), [M(x)) > e} ={n e N:d(f"(zx),x) > €} € p,

para cada p € N*. Por tanto, la funciéon fP es discontinua en x, para
todo p € N*. O

Teorema 2.1.15. [GS07] Consideremos el sistema dindmico (X, f) en
donde X es una sucesion convergente con su punto de convergencia Yy
f: X — X es una funcion continua. Entonces, las funciones fP’s son
todas continuas o bien son todas discontinuas.

Prueba: Sea z el punto de convergencia de X \ {z} = {z, : n €
N}. Primero supongamos que f(x) # z. De esta suposicién se sigue
que A = {y € X : f(y) = f(x)} es cofinito. Siy € Ay n € N,



Ultrafiltros sobre N y sistemas dindmicos discretos 37

entonces f"(y) = f™(z). De aqui deducimos que fP(y) = fP(x) para
todo y € A y todo p € N*. Por consiguiente, fP es continua, para cada
p € N*. Supongamos ahora que f(z) = z. Sean ¢ > 0y X \ B(z,¢) =
{z0,...... ,Tm}. Pongamos F' = {i < m : Oy(x;) es finito} y I =m \ F.
Observemos que = ¢ Oy(z;) para todo i € F. Supongamos que las
condiciones del lema anterior no se cumplen. Entonces, es posible hallar
d > 0 de tal modo que B(z,0) N Of(x;) = 0, para todo ¢ € F, y si
d(z,y) < 9, entonces Of(y)NO¢(z) = 0 siempre que Of(2)NB(z,€) = 0.
Tomemos y € X tal que 0 < d(z,y) < 6. Si Of(y) N O(z;) # 0
para algun ¢ € I, se tiene entonces que lim, . f"(y) = x y por lo
cual se cumple que {n € N : d(z, f"(y)) < €} € p para todo p €
N*.  Supongamos que el conjunto O(y) no intersecta a Oy(x;), para
cualquier i < m. Por ello debemos tener que Of(y) C B(x,€). Asi,
N = {n € N:d(z, f"(y)) < €} € p para todo p € N*. Por lo tanto,
fP: X — X es continua, para todo p € N*. O

Enunciamos en el siguiente teorema otras condiciones que nos garan-
tizan la continuidad o la discontinuidad de todas las p-iteradas.

Teorema 2.1.16. [GS07] Sea (X, f) un sistema dindmico con X un
espacio métrico compacto y sea x € X un punto fijo de f. Supongamos
que existe m € N tal que |Of(y)| < m, para todoy € X. Entonces, todas
las p-iteradas son continuas en x o bien son todas discontinuas en x.

Prueba: Supongamos que f? es continua en z y que f¢ es discontinua
en xz, para algunos ultrafiltros p,q € N*. Entonces, podemos encontrar
e > 0 y una sucesién (zp)reny en X que converge a x tal que {n €
N : d(z, f"(xx)) > €} € q, para todo k& € N. De la continudad de la
funcién fP y del Teorema 2.1.2 existe 4 > 0 con § < € y tal que si
y € X yd(x,y) <9, entonces {n € N:d(z, f*"(y)) < €} € p. Tomemos
M € N tal que d(z,z) < § para todo M < k € N. Entonces, para
cada k € N con k > M existe 0 < my < m tal que d(z, f™(zp)) > €
y my es el minimo entero positivo con esta propiedad. Sin perdida de
generalidad, podemos suponer que existe [ < m para el cual my = [,
para cada k € N\ M. Ya que f es continua en z, es posible encontrar
0 < < 01 < .ol < 09 < € de tal manera que si d(z,y) < 0,
se cumple entonces que d(z, f(y)) < d;—1, para cada 0 < i < [, y si
d(x,y) < do, entonces d(z, f(z)) < e. Elegimos N € N de tal forma que
M < Ny d(z,zg) < d§;, para todo N < k € N. De donde se sigue que
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d(zx, fl(:xk)) < g, para cada N < k € N. Pero ésto es imposible por que
d(zx, f*(xp)) > €, para todo N < k € N. O

Definicién 2.1.2. Sea (X, f) un sistema dindmico. Para cada x € X,
la funcion f, :==pw— fP(x): B(N) — X denotard la extension de Stone
de la funcion continua n— f"(z) : N — X.

En particular, tenemos que la funcién f, : 3(N) — X es continua para
todo € X. De aqui deducimos que f;[B(N)] = clx(Of(x)) = {fP(z) :
p € B(N)}, para todo z € X.

Teorema 2.1.17. Sean (X, f) un sistema dindmico y x € X. Si ¢ =p-
limy, o0 P, entonces f4(x) = p — limy,_o fP"(x), para todo x € X.

Prueba: De acuerdo con el Teorema 1.3.5 obtenemos que f4(x) =
fz(q) = p —limy o fo(pn) = p — lim, o fP(z), para todo x € X. O

Teorema 2.1.18. [GS07] Sean (X, f) un sistema dindmico con X un
espacio métrico compacto y p € N*. Supongamos que existen A € p y
x € X tales que

1. f5(z) = fY(z) para todo s,t € A*; y
2. fP es continua en x.

Six = lim, o0 Ty, entonces podemos encontrar B € [A]* tal que f9(z) =
lim,, o0 f9(xy) para todo q € B*.

Prueba: Como f? es continua en x, del Teorema 2.1.2 tenemos que
para cadai € Nexiste K; € Ntal que By ; = {n € N: d(f"(z), f"(zx)) <
H%} € p, para todo k > K;. Para cada i € N, definimos C; = {n €
N : d(f™*(z), fP(x)) < ZJ%I} Sabemos que C; € p para cada ¢ € N.
Elegimos B € [A]“ de tal manera que B C* By ; N C;, para todo i € N
yparatodokENconk>K Sean g € B* y € > 0. Tomamos j € N
que satisfaga m < £y fijemos £ > K. Tenemos que D = {n € N :
d(f™(xk), fl(xk)) < ]H} € q. Si h € DN By;NCj, se sigue entonces
que

d(f*(xx), f1(x)) = d(f(zr), fP(2)) <
d(f(xx), f*(zx)) + d(f* (zx), 1 (2)) + d(f"(2), fP(2)) <

1 + ! + ! < O
- €.
j+1 54+41 g5+1
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Veamos una propiedad més de las funciones f,’s: En el Teorema 2.2.4
se da una propiedad interesante de estas funciones alrededor de un P-
punto de N*.

Teorema 2.1.19. [GS07] Sean (X, f) un sistema dindmico con X un
espacio métrico compacto y x € X. Entonces, para cada p € N* existe
A € [NJ¥ tal que fP(x) = f9(x) para todo q € A*.

Prueba: Sabemos que f,(p) € clx(Oy(z)). Como primer caso, su-
pongamos que fz(p) no es punto de acumulacién de Oy(zx). Entonces,
fz(p) = fP(z) = f™(z) para algin n € N y podemos encontrar ¢ > 0
de tal forma que B(f"(x),e) N O¢(x) = {f"(x)}. Como f, es continua,
existe A € p tal que f.(q) € B(f™(x), €) para cualquier ¢ € A*. Es decir,
fz(p) = fz(q) = f™(z) para todo ¢ € A*. Supongamos ahora que existe
una sucesién no trivial (f" (z))ren parala cual limg_,, f™ () = f.(p)y
supongamos ademas que ™ (x) # f™ (x) para enteros distintos ¢,j € N.
Sea A = {ny : k € N} y tomemos g € A*. Del aqui deducimos la
igualdad fP(x) = f(x). O

Con una pequena modificacién de la prueba del teorema anterior pode-
mos establecer el siguiente resultado:

Teorema 2.1.20. Sean (X, f) un sistema dindmico con X un espacio
métrico compacto y x € X. Entonces, para cada A € [N]¥, existe B €
[A]“ tal que fP(x) = f4(x), para cualquier par p,q € B*.

Probaremos a continuacién que la propiedad enunciada en el Teorema
2.1.19 se puede realizar para una cantidad numerable de puntos de X,
pero solo encontraremos 2° ultrafiltros son dicha propiedad sin saber si
ellos forman un abierto basico de N*. Para nuestro propdsito necesitare-
mos algunos lemas preliminares.

Lema 2.1.6. Sea (X, f) un sistema dindmico con X un espacio métrico
compacto y x € X. FEntonces, para cada € > 0 existe una particion
{4; : i < n} de N tal que si p,q € A; para alguna i < n, entonces

d(f (@), F1(x)) < c.

Prueba: Sea € > 0. Por ser f, : §(N) — X continua, para cada p €
A(N) existe Ay € p tal que d(fz(p), f2(q)) = d(f*(x), [4(2)) < 3, para
toda ¢ € A,. Por ser §(N) compacto, entonces existen pg, p1,....., Pn €
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B(N) tal que B(N) = U, A,,. Definimos Ag = A,y v A; = Ay, \
(Uj<i Ap,) para cada 1 < i < n. Claramente, {4; : i < n} es una
particiéon de N. Si p,q € A; para alguna ¢ < n, entonces 4; C A, y por
lo cual

A(f7(x). (@) < d(f7(@), 7 (@) + (P (@), f(x) < 5+ 5 =€ O

Lema 2.1.7. Si {A, : n € N} C[NJ¥ tiene la propiedad de interseccion
finita, entonces |{p € N* : ¥n € N(A4,, € p)}| = 2°.

Prueba: Como una consecuencia del Lema del Refinamiento Disjunto
[CN74, Lemma 7.5]) podemos encontrar una familia { B, : n € N} C [N]“
de subconjuntos ajenos entre si tal que B,, C A, para todo n € N.
Ahora para cada n € N, por el Lema 1.2.1, podemos elegir una familia
independiente {Bi &< kyie {01}} de subconjuntos infinitos

de B,. Para cada f € (29N, la familia {{J,cy Bf(n : & < ¢} tiene
la propiedad de interseccién finita, y por ello podemos elegir py € N*
que contenga a esta familia. Es claro que si f,¢g € (2°)Y son distintos,
entonces py # pg y An € py por que Bf;(g)(g) C A,, paratodon € Ny
para todo & < ¢. O

Teorema 2.1.21. Sean (X, f) un sistema dindmico con X un espacio
métrico compacto. Para cada Y € [X]¥ y para cada p € N* eziste un
subconjunto N C N* de tamano 2° tal que fP(x) = f%(x) para todo g € N
y para todo x € Y.

Prueba: Sean x € X y p € N*. Basandonos en el Lema 2.1.6, para
cada n € N podemos hallar una particién finita {Ay 5 14 < kyp} de N
con la propiedad de que si r,s € A, ,; para alguna ¢ < k, ,, entonces

d(f"(x), f*(x)) < n%rl Para cada n € N y cada = € Y, seleccionamos

Yp(w,n) < kgp de tal forma que p € Ay, o (on)- Gracias al Lema
2.1.7 se puede encontrar un subconjunto N C N* de cardinalidad 2° que
satisfaga Ay, 4 (en) € ¢ Para cada n € N, para cada x € Y y para
cada ¢ € N. De aqui y por deﬁnicién para cada ¢ € N se cumple la
desigualdad d(fP(x), f4(x)) < n+1 para todo n € N y para toda z € Y.
De donde obtenemos que fP(z) = f9(z) para todo ¢ € N y para toda

zeY. O
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Corollary 2.1.6. Sean (X, f) un sistema dindmico con X un espacio
métrico compacto. Supongamos que la funcion fP: X — X es continua
para todo p € N*. Entonces para cada p € N* existe un subconjunto
N C N* de tamano 2° tal que fP = f9 para todo q € N.

Prueba: Como X es compacto y métrico, X contiene un subcon-
junto denso numerable D. Obtenemos el resultado deseado aplicando el
teorema anterior para D y p. O

Teorema 2.1.22. Sean (X, f) un sistema dindmico con X un espacio
métrico compacto numerable. Para cada p € N* existe un subconjunto
N C N* de tamano 2° tal que fP = f? para todo q € N.

Prueba: Sea p € N*. Procederemos como en la prueba del teorema
anterior. Segun el Lema 2.1.7, paratodox € X y paraﬁ)@ n € N existe
una particion {A; n; : i < k,} de N tal que si r,s € A, para alguna
i < kyp, entonces d(f"(z), f*(z)) < n%rl Dados x € X y n € N, tomamos
Yp(w,n) < ky, con la propiedad A, o (2n) € p- Como X es numerable,
el Lema 2.1.7 nos da un subconjunto N C N* de cardinalidad 2¢ cuyo
elementos satisfacen que A, . (n) € ¢, para cada n € N y para cada
q € N. De manera evidente podemos ver que se cumple la identidad

fP(z) = f9(x) para todo ¢ € X y para todo x € X. O

2.2 p-iteraciones cuando p es un P-punto

Ya en algunos resultados de la seccién anterior hemos visto consecuen-
cias cuando suponemos que p es un P-punto de N*. En esta seccion,
estudiaremos de manera mas directa las p-iteradas de sistema dinamico
cuando p es un P-punto. Concentraremos nuestra atencién en el caso
cuando X es un espacio métrico compacto numerable.

En el Teorema 2.1.4 vimos que si (X, f) es un sistema dindmico con
X un espacio métrico compacto numerable, y fP es continua en x € X
para un P-punto p de N*, entonces existe A € p tal que f? es continua
en x, para todo g € A*.

Teorema 2.2.1. Sea (X, f) un sitema dindmico con X un espacio
métrico compacto numerable. Si fP es continua en x € X para algun
P-punto p € N*, entonces para cada € > 0 es posible encontrar § > 0
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y A € p de tal forma que siy € X satisface que d(x,y) < §, entonces
d(fP(y), f"(y)) < €, para todo n € A excepto para una cantidad finita.

Prueba: Sabemos que fP(x) = p—lim, .~ f™(z). Por ser X un espa-
cio métrico y p un P-punto, en base al Teorema 1.1.4 existe una sucesién
creciente (ng)ren de nimeros naturales tal que fP(x) = limg_, o0 f"* ()
y B ={np : k € N} € pp Seae > 0. En base al Teorema 2.1.2,
podemos encontrar 6 > 0 tal que Cy = {n € N : d(f"(z), f"(y)) <
st € py d(fP(x), fP(y)) < §, siempre que d(z,y) < 6. Tomemos
A € ptal que A C* CyN B para cada y € X con d(z,y) < 6. Fi-
jemos y € X tal que d(z,y) < 0 y también fijemos m € N de tal
manera que A\ {0,1,...,m} C C, y d(f"(z), fP(z)) < §, para cada
ne A\{0,1,....m}. Sine A\{0,1,....,m}, entonces tenemos que

d(fP(y), F"(y)) < d(fP(y), [*(x)) + d(fP(x), f*(x)) + d(f*(x), [ (y))

cEpELE
T
3 3 3 ’

como se deseaba. O

Teorema 2.2.2. Sea (X, f) un sistema dindmico con X un espacio
métrico compacto numerable. Supongamos que fP es continua en x € X
para un P-punto p de N*. Entonces, para cada ¢ > 0 existen § > 0 y
A € p de tal manera que si y € X cumple la desigualdad d(z,y) < §,
entonces d(f"(x), f*(y)) < € para todo n € A con la excepcion de una
cantidad finita.

Prueba: De acuerdo con el Teorema 2.2.1, es posible encontrar § > 0
y B € ptal quesiy € X y d(z,y) < J, entonces d(fP(z), fP(y)) < 5y
d(fP(y), f"(y)) < § para todo n € B excepto una cantidad finita. Sea
A={neB:d(ff(z), f"(x)) < §}. Fijemos y € X tal que d(z,y) < J.
Por hipétesis, existe m € N que satisface d(fP(y), f"(y)) < §, para todo
n € A\ m. Por consiguiente, si n € A\ m, entonces se cumplen las
desigualdades

d(f"(x), f*(y)) < d(f"(x), () + d(fP (), f£(y) +d(fP (), /" (y))
€ € €
< § + g + g =e 0O
El siguiente resultado es una aplicacion directa del Teorema 2.1.4.
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Teorema 2.2.3. Sea (X, f) un sistema dindmico con X un espacio
métrico compacto numerable. Sip € N* es un P-punto y fP es continua
en todo X, entonces existe A € p tal que f9 es continua en X, para todo
qe A*.

Prueba: Del Teorema 2.1.4 tenemos que para cada x € X existe
A, € p tal que f9 es continua en x, para todo ¢ € A}. Seleccionamos
A € p de tal forma que A C* A,, para cualquier x € X. Claramente f9
es continua en X, para todo ¢ € A*. O

Probaremos a continuacién que toda funcién f, : S(N) — X es local-
mente constante en todo P-punto de N*: Esta propiedad es valida para
toda funcién con valores dentro de un espacio métrico.

Teorema 2.2.4. [GS07]| Sea (X, f) un sistema dindmico con X un
espacio métrico compacto y x € X. Si p € N* es un P-punto, entonces
existe A € p tal que fr(p) = fz(q), para todo q € A*.

Prueba: Fijemos un punto z € X. Ya que f, es una funcién continua,
para cada k € N podemos encontrar A € p que cumpla la condicién

AL0), Fo0) <

para cualquier ultrafiltro ¢ € A7. Como p es un P-punto existe A € p
tal que A C* Aj, para cada k € N. En consecuencia, si ¢ € A* y
k € N, entonces ¢ € A} y por ello d(fz(p), fz(q)) < lerl' Por tanto,
f+(p) = f2(q), para todo ¢ € A*. O

Corollary 2.2.1. Sea (X, f) un sistema dindmico con X un espacio
métrico compacto numerable. Si p € N* es un P-punto, entonces existe
A € p tal que fP = f1, para todo q € A*.

Prueba: Supongamos que p € N* es un P-punto. Para cada = € X,
por el lema anterior, podemos encontrar A, € p tal que fP(z) = fi(x),
para todo ¢ € A}. Fijamos A € p que satisfaga A C* A, para todo
x € X. Trivialmente, se cumple que fP = f4¢ para todo g € A*. O

2.3 Proximidad

Empecemos esta seccién enunciando la nocién de proximidad entre dos
puntos de un sitema dinamico.
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Definicién 2.3.1. Sea (X, f) un sistema dindmico con X un espacio
métrico. Decimos que dos puntos x,y € X son proximales si para cada
e >0, el conjunto {n € N:d(f"(x)), f"(y)) < €} es infinito.

La siguiente caracterizacién de proximidad es evidente.

Teorema 2.3.1. Sea (X, f) un sistema dindmico con X wun espacio
métrico. Dos puntos x,y € X son prorimales si y solo si existe una
sucesion (ng)ken en N tal que d(f™ (z), f™(y)) — 0.

La siguiente propiedad de dos puntos proximales aparece en el libro
de H. Furstenberg [Fu81, Lemma 8.1].

Teorema 2.3.2. Sean (X, f) un sistema dindmico con X un espacio
métrico compacto y x,y € X. Si x y y son proximales, entonces para
cada € > 0 el conjunto {n € N:d(f"(x)), f"(y)) < €} es grueso.

Prueba: Sean € > 0y n € N. Por ser la iteradas de f uniformemente
continuas, es posible hallar 6 > 0 de tal manera que si v,u € X y
d(v,u) < &, entonces d(f*(v), fi(u)) < € para toda i < n. Suponga-
mos que 6 < €. Pongamos A = {n € N : d(f"(z)), f"(y)) < €}. Por
ser z y y proximales, existe a € N tal d(f*(x), f*(y)) < J. Entonces,
d(fi(fe(z)), f{(f*(y))) < €, para cada i < n. Es decir, a +i € A, para
toda i < n. O

La nocién de proximidad se puede definir de una manera muy elegante
usando ultrafiltros.

Teorema 2.3.3. [B193] Sea (X, f) un sistema dindmico con X un es-
pacio métrico compacto. Para x,y € X, las siguientes condiciones son
equivalentes:

1. x yy son prozimales.
2. Existe p € N* tal que fP(x) = fP(y).

Prueba: 1 = 2. Por el Teorema 2.3.1, existe una sucesion (ng)gen en
N tal que d(f"™(x), f™(y)) — 0. Pongamos A = {ny, : k € N}. Fijemos
p € A* y € > 0. Entonces, por un lado sabemos que

{m e N:d(f7(@), (@) < g} 0 fm € N:d(f(4). /" () < g} € p
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y por otro lado existe un nimero natural [ € N tal que d(f™ (z), f™(y)) <
$, para todo k € N con [ < k. Tomemos i € N de modo que | < iy

d(f(x), f(x)) < & v d(f7(y), f"(y)) < §. De aqui se sigue que
A(f7 (@), () < d(f7(@), f7 (@) + U™ (@), S ) + A (), ()

<e+e+e
—+-4+-=c
-3 3 3

Ya que el nimero € fue tomado arbitrariamente, concluimos que fP(z) =

fP(y).
2 = 1. Supongamos que existe p € N* tal que fP(x) = fP(y). Sea
e > 0. De la definicién vemos que

A= {neN:d(fP(@), /"@) < 5} N {n e N:d(P ), () < 5} € p.
Sin € A, se tienen entonces que
A" (@), " (9)) < AU @), P @) + AU ), M 0) < 5+ 5 =

Por tanto, z y y son proximales. O

Del Corolario 1.5.1, del Teorema 2.1.1 y de la caracterizacion anterior
podemos encontrar facilmente pares de puntos proximales:

Corollary 2.3.1. En cualquier sistema dindmico (X, f) con X un es-
pacio métrico y para cualquier punto x € X, los puntos fP(x) y x son
proxzimales para cualquier idempotente ultrafiltro p € N*.

La equivalencia del Teorema 2.3.3 aparece de manera mas general en
[AF94].

Todo lo anterior motiva la consideracién de la siguiente nocién que
fué introducida en [GS07].

Definicién 2.3.2. Sea (X, f) un sistema dindmico con X un espacio
métrico compacto y p € N*. Dos puntos x,y € X se llaman p-proximales

si fP(x) = [P(y)-

Lo que realmente se establecié en la prueba del Teorema 2.3.3 es la
siguiente caracterizacién (repetiremos los pasos importantes para con-
veniencia del lector):



46 S. Garcia Ferreira

Teorema 2.3.4. Sea (X, f) un sistema dindmico con X un espacio
métrico compacto Para dos puntos cualesquiera x,y € X y p € N*, las
stguientes condiciones son equivalentes:

1. x y y son p-proximales.
2. Para cada € >0, {n € N:d(f"(z), f"(y)) < €} € p.

Prueba: 1 = 2. Supongamos que fP(x) = fP(y). Dada ¢ > 0, por
definicién, se cumple la contencion

{neN:d(f" (@), /() < 5} {n e N:d(f"(4). /W) < 3} €p.

De donde concluimos que {n € N : d(f"(x), f"(y)) < €} € p.

2 = 1. Sea ¢ > 0. Por suposicién sabemos que A = {n € N :
d(f™(z), f"(y)) < §} € p. Tomemos m € AN{n € N:d(f"(z), fP(x)) <
Stn{n e N:d(f"(y), fP(y)) < 5}, esta interseccién es no vacia por ser
un elemento de p. Entonces, se cumplen las desigualdades

d(fP(x), fP(y)) < d(fP(x), ™ () + d(f™ (@), [T (y)) + d(f™ (), [P ()

L
37373 ¢

Por tanto, fP(x) = fP(y). O

El resultado siguiente es un corolario de Teorema 2.1.1.

Corollary 2.3.2. Sean (X, f) un sistema dindmico con X un espacio
métrico compacto.

1. Si p € N* es un idempotente, entonces x es p-proximal a fP(x),
para todo x € X.

2. Sixz,y € X son p-prozimales para algin p € N*, entonces x y y
son (p + q)-proxzimales para todo q € B(N).

De la definicién y el Teorema 2.2.4 se obtiene el siguiente resultado.

Corollary 2.3.3. Sean (X, f) un sistema dindmico con X un espacio
métrico compacto y p € N*. Si x,y € X son p-proximales y p es un
P-punto, entonces existe A € p tal que x y y son q-proximales para todo
qe A*.
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Teorema 2.3.5. Sea (X, f) un sistema dindmico con X un espacio
métrico compacto. Dos puntos x,y € X son p-proximales, para todo
p € N*, si y solo si

Tim d(f" (@), f"(5)) = 0.

Prueba: Necesidad. Supongamos que lim, .. d(f"(x), f"(y)) #
0. Entonces, existe ¢ > 0 para el cual el conjunto B = {n € N :
d(f™(x), f"(y)) > €} es infinito. Fijemos p € B*. Por otra parte, el
Teorema 2.3.4 nos asegura que {n € N : d(f"(z), f"(y)) < €} € p, lo
cual es una contradiccién.

Suficiencia. Dado € > 0 el conjunto {n € N : d(f"(x), f"(y)) < €} es
cofinito y por consiguiente {n € N : d(f™(z), f*(y)) < €} € p para todo
p € N*. La conclusién se sigue del Teorema 2.3.4. O

Teorema 2.3.6. Sea (X, f) un sistema dindmico con X un espacio
métrico compacto. Para cada par de puntos proximales x,y € X,

I.,={peN": z yy son p—proximales }
es un ideal derecho cerrado del semigrupo (N*,+) tal que
1. inty=(Ip,y) es denso en I, y
2. InyNly. Cl.

Ademds si los puntos © y y son p-proximales para algin P-punto p de
N*, entonces el punto p estd en el interior de dicho ideal.

Prueba: El Teorema 2.3.3 nos garantiza que el conjunto en cuestién
es precisamente el conjunto

P eN": fu(p) = fy(p)} = Loy,

el cual es cerrado por ser f, y f, funciones continuas. El Corolario 2.3.2
afirma que I, es un ideal derecho de (N*,4). Supongamos que z y y
son p-proximales para algin p € N y fijemos B € p. Por el Teorema
2.3.4, para cada k € N se cumple que Ay = {n € N: d(f™(z), ["(y)) <
k—il} N B € p. En base al Teorema 1.2.2, seleccionamos A € [N]“ de tal
forma que A C* Ay N B para toda k € N. Sea g € A*. Tenemos entonces
que Ay € g, para toda k € N, y ¢ € B*. Esto implica, por el Teorema
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2.3.4, que = y y son g-proximales. Por tanto, A* C I, ,. El segundo
inciso es evidente. La afirmacion adicional se sigue directamente del
corolario anterior. O

Como una aplicacion inmediata del Corolario 1.5.1 y el Teorema 2.3.6
tenemos la siguiente caracterizacién.

Corollary 2.3.4. Sea (X, f) un sistema dindmico con X un espacio
métrico compacto. Entonces, x,y € X son proximales si y solo si existe
un idempotente p € N* tal que fP(z) = fP(y).

Con el siguiente ejemplo tomado de [GS07] mostraremos que la nocién
de p-proximidad puede ser 1til para distinguir, de alguna manera combi-
natoria, dos puntos proximales (en la Seccién 2.5 se desribe otro ejemplo
més sencillo).

Ejemplo 2.3.1. Sea (ay)nen una sucesion de nimeros reales positivos
tales que limy oo @, = 0, ag = 1 y ant1 < an, para todo n € N. Para
cada nimero n € N, elegimos una sucesion estrictamente creciente de
numeros reales (an,m)men del tal forma que:

1. limy,—o0 Gnym = Gp, para cadan €N, y
2. ap < apm < ap—1, para todo n,m € N; aqui, a_1 = 2.

Consideremos el subespacio X = {0} U{a, : n € N} U{anm : n,m e N}
de R. FEvidentemente, X es un espacio compacto y métrico. Nuestra
funcion f: X — X la definios de la siguiente manera:

a. flag) =0 y £(0) = 0.

b. flan) = an—1, para cada n € N.

c. f(ano) = an+t1,0, para cada n € N.

d. flaon) = an1, para cada 1 <n € N.

e. fan—mm+1) = An—m—1,m+2, para cada m < n € N.

Dejamos al lector que verifique la continuidad de la funcion f. Con-
sideremos los puntos v = ago y y = ao,1. Definimos io = 1, jo = 2,
i1 =3,j1=5ysi2<keN, entonces ponemos iy, = jp—1+ 1 Yy jr =
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Jk—1+k+2. Se sigue directamente de la definicion que f*(ag1) = a1 1,
fP(ap1) = aoz2, f(ap1) = a1 y f7'(ap1) = ao3. De manera inductiva
se establecen las siguientes identidades:

f*(ao) = = ap1) = F(F*1(ao1)) = flaok+1) = art1,1,

FHlagn) = =114 (ag ) = FFH(f*(a0)) = fF (A1) = aop+o,

)
f(ak1) = ak—iiv1,
para todo k € N y para cada 1 < i < k. Ahora consideremos los conjun-

tos A= {i: k € N} y B={ji: k€ N}. Para estos dos conjuntos se
cumplen las siguientes propiedades:

lm [f*(ag0) — f*(ao,1)| = lim |ai, 11,0 — apt1,0l =0,
k—o0 k—o0

lim | f7*(ag0) — f*(ao1)| = lim |aj4+1,0 — ao 1| = 1.
k—o0 k—o00

De aqui podemos concluir que T y y son p-proximales para cualquier
p € A* y no son q-proximales para todo q € B*.

Inspirados en la caracterizacién de la continuidad entre espacios métricos
mediante sucesiones convergentes introducimos la siguiente nocién para
caracterizar la continuidad de una p-iterada.

Definicién 2.3.3. [GS07] Sean (X, f) un sistema dindmico con X un
espacio métrico y p € N*. Decimos que una sucesion (xp)ken en X es
p-proximal a un punto T silimg_.o x = = y para cada € > 0 existe | € N
tal que {n € N: d(f"(x), f"(z1)) < €} € p, para toda k € N con k > 1.

Teorema 2.3.7. [GS07] Sean (X, f) un sistema dindmico con X un es-
pacio métrico y p € N*. para un punto x € X, las siguientes condiciones
son equivalentes:

1. fP es continua en x.

2. Toda sucesion (zy)ken que converge a x es p-proximal a .
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Prueba: 1 = 2. Sea (zy)ren una secesién convergente a x. Dado
€ > 0, mediante el Teorema 2.1.2 es posible hallar § > 0 de tal forma
que siy € X y d(z,y) <9, entonces {n € N: d(f"(z), f"(y)) < €} € p.
Seleccionamos [ € N que satisfaga d(zg,z) < 0 para toda k € N mayor
que [. De donde se sigue que {n € N : d(f"(x), f"(xr)) < €} € p para
toda k € N con k > I[.

2 = 1. Supongamos que fP no es continua en z. El Teorema 2.1.2
nos asegura la existencia de un ntimero real ¢ > 0 de tal forma que
para cada k € N podemos encontrar zj € X tal que d(x,zx) < k%i-l y
{n e N:d(f"(x), f"(zr)) < €} ¢ p. Es claro que la sucesién (zx)ken
converge a x y no puede ser p-proximal a z. O

El siguiente resultado es bastante interesante cuando suponemos la
p-proximidad de una sucesién para todo p € N*.

Teorema 2.3.8. Sean (X, f) un sistema dindmico con X un espacio
métrico. Dados x € X y una sucesion (xp)geny en X convergente a x,
las siguientes condiciones son equivalentes:

1. (zk)ken es p-prozimal a x para todo p € N*.
2. f™"(xr) —n—oo f™(x) para todo k € N.

Prueba: 1 = 2. Supongamos que existe k£ € N tal que la sucesién
(f™(zk))nen no converge a f"(x). Por lo cual, existe € > 0 de tal manera
que para cada [ € N existe n; € N tal que d(f™(xg), fM(z)) > ey el
conjunto {n; : I € N} es infinito. Tomamos p € N* de manera que
{n; : 1 € N} € p. Es entonces evidente que la sucesion (zx)ren no puede
ser p-proximal a x.

2= 1. Sean p € N* y € > 0. Sea k € N. Por suposicién existe [ € N
tal que {n € N: d(f"(zx), f"(x)) < €} para todo [ < k € N. Por ser este
conjunto cofinito, se cumple que {n € N : d(f"(zx), f"(x)) < €} € p,
para todo p € N*. Por tanto, (xx)ren €s p-proximal a x, para todo
peN* O

2.4 Recurrencia

Para iniciar esta seccion recordemos la definicién de recurrencia.
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Definicién 2.4.1. Sea (X, f) un sistema dindmico. Decimos que v € X
es recurrente si para cada V€ N(x), el conjunto {n € N: f"(z) € V}
es infinito.

Veamos como se pueden usar los ultrafiltros para determinar los pun-
tos recurrentes tal y como aparece en [B193].

Teorema 2.4.1. Sea (X, f) un sistema dindmico con X un espacio
compacto. Un punto x € X es recurrente si y solo si existe p € N* tal

que fP(z) = x.

Prueba: Necesidad. Para cada vecindad V € N (z), consideramos el
conjunto Ay = {n € N: f*(z) € V'} el cual es infinito por suposicién. Es
claro que la familia {Ay : V € N (x)} tiene la propiedad de interseccién
finita, y también es claro que todo ultrafiltro p € N* que contenga a esta
familia satisface que fP(z) = x.

Suficiencia. Supongamos que fP(z) = x para algin p € N*. Como
x = p—Ilim, o f"(x), se cumple la pertenencia Ay € p. Ya que p € N*,
el conjuto Ay resulta ser infinito para cualquier vecindad V € N (z). O

El teorema anterior nos sugiere considerar la siguiente nocién que fué

introducida de manera my general en [Fu81] y se estudio para ultrafiltros
en [GSO7].

Definicién 2.4.2. Sea (X, f) un sistema dindmico con X un espacio
compacto y sea p € N*. Decimos que un punto x € X es p-recurrente si

fP(z) = .

Del Teorema 2.4.1 se cumple que cada punto p-recurrente es recurren-
te, para cualquier p € N*.

La siguiente caracterizacién de p-recurrencia se sigue directamente de
la definicion.

Teorema 2.4.2. Sean (X, f) un sistema dindmico con X un espacio
compacto. Para x € X yp € N*, las siguientes afirmaciones son equi-
valentes:

1. x es p-recurrente.

2. Para cada V € N(z), {neN: f"(z) e V} € p.
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Veamos a continuacién una caracterizacién muy interesante.

Lema 2.4.1. Sean (X, f) un sistema dindmico con X un espacio com-
pacto, x € X y {ng : k € N} € [N]“. Entonces, limy_,oo f™(x) = si y
solo si x es p-recurrente, para todo p € {ny : k € N}*.

Prueba: Necesidad. Sea p € {ni : k € N}*. Si V € N(z), por
hipétesis, el conjunto Ay = {ny : f™(z) € V} es cofinito y por ello
Ay € p para todo p € {ny : k € N}*. Aplicando el Teorema anterior,
hallamos que x es p-recurrente, para todo p € N*.

Suficiencia. Supongamos que limy_, o f™* (x) # x. Podemos entonces
encontrar V' € N(z) de tal forma que el conjunto B = {n; € N :
f™(x) ¢ V} esinfinito. Pero esta vecindad V testifica que x no puede ser
p-recurrente para cualquier p € B*, contradiciendo nuestra suposicion.
Por tanto, limg_,o f™(x) = z. O

Corollary 2.4.1. Sean (X, f) un sistema dindamico con X un espacio
compacto y x € X. Entonces, x es p-recurrente, para todo p € N*, si y
solo si f(x) = .

Prueba: Del lema anterior se sabe que f"(x) — x y por lo cual
ft(x) — f(x). Por tanto, f(x) = . O

En el Ejemplo 2.8.2 exhibiremos un punto recurrente que es p-recurrente
para algin p € N* y no es g-recurrente para otro g € N*.

Ahora caracterizaremos los puntos periédicos de un sistema dindmico
usando p-recurrencia.

Dado un sistema dindmico (X, f), recordemos que un punto z € X
se llama periddico si existe k € N\ {0} tal que f*(x) = x. El periddo
de un punto periédico x € X es el menor niimero entero positivo n € N
tal que f™(z) = z. Un punto = € X se llama eventualmente periddico si
existe n € N\ {0} tal que f™(x) es periédico.

Teorema 2.4.3. Sea (X, f) un sistema dindmico con X un espacio
compacto. Un punto x € X es periddico si y solo si existe un subconjunto
sintético A de N tal que x es p-recurrente para todo p € A*.

Prueba: Necesidad. Supongamos que f¥(z) = 2 y que k es el menor
nuimero entero positivo con esta propiedad. Definimos A = kN = {kn :
n € N}. Es evidente que A es sintético y f*"(x) = x para todon € N. De
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aqui se obtiene que fP(x) = p—lim, oo f*(x) = p—lim, .o f*(z) = x,
para todo p € A*. Es decir, x es p-recurrente para todo p € A*.

Suficiencia. Sea A un subconjunto infinito sintético de N tal que z es
p-recurrente para cada p € A*. Enumeramos a A en orden creciente {ny, :
k € N}. De acuerdo con el Lema 2.4.1, sabemos que x = limj_ o [ (x).
De la definicion de sintético no es dificil ver que podemos hallar m € N de
tal forma que ng1—ny < m, para cada k € N. Seleccionamos un ntimero
entero positivo j < m para la cual el conjunto B = {ny : ng41 —ni = j}
es infinito. Sin perder generalidad podemos reemplazar el conjunto A
por By suponer que ng+1—ny = j, paratodo k € N. Como f"(z) — x,
se cumple entonces que f™ 17 (x) — f7(z) y por tanto f+1(x) — f7(z).
Pero como f™+1(x) — =, hallamos que f/(x) = x. Esto prueba que x
es periodico. O

Teorema 2.4.4. Sea (X, f) un sistema dindmico con X un espacio
compacto. St x € X es eventualmente periddico, entonces existe un
subconjunto sintético A de N tal que fP(x) es periddico para todop € A*.

Prueba: Supongamos que f(f*(z)) = f*(x) para ciertos niimeros
enteros k,n € N. Inductivemente podemos ver que f"(f*"(z)) =
fEm(z) para todo m € N. En consecuencia, si A = kN y p € A*,
entonces

(P (@) = (P = limmoo f™(2)) = " (p = limum—oo f*™ (z))
= p = limmooo " (f*" (@) = p = limpn—oo " ()
=p—limpooof" () = fP(x).
Por tanto, fP(z) es peridédico para todo p € A* y evidentemente A es

sintético. O

Ejemplo 2.4.1. Pongamos X = {0} U{% :n € N\ {0}} una sucesion
convergente con su punto limite y definimos f: X — X como

f(m):{xl st x =

ki P T=

3= O

yl<neN.

Claramente este sitema dinamico tiene a 0 como dnico punto periddico
(de hecho eventualmente periddico). Pero es evidente que fP(x) = 0
para cualquier p € N* y para todo x € X. Con ésto queremos demostrar
que el inverso del Teorema 2.4.4 no se cumple.
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Este ejemplo nos sugiere la consideracién de la siguiente clase de pun-
tos de un sistema dindmico.

Definicién 2.4.3. Sea (X, f) un sistema dindmico con X un espacio
compacto. Un punto x € X es eventualmente p-periodico, si existe p €
N* tal que fP(x) es periddico.

Como se establecié en el Teorema 2.4.4 todo punto eventualmente
perddico es eventualmente p-periddico. En el Ejemplo 2.4.1, podemos
encontrar puntos eventualmente p-peridédicos, para todo p € N* que no
son eventualmente priddicos.

Ahora le toca el turno de caracterizacién a los puntos uniformemente
recurrentes.

Definicién 2.4.4. Sea (X, f) un sistema dindmico. Un punto x € X se
llama uniformemente recurrente (casi-periédico) si para cada V- € N (x)
es posible hallar m € N de tal manera que para cadan € N existe k < m
tal que f"t*(z) e V.

Se sigue directamente de la definicién que z € X es uniformemente
recurrente si y solo si para cada V € N (z) el conjunto {n € N: f*(x) €
V'} es sintético.

Teorema 2.4.5. [B193] Sea (X, f) un sistema dinamico con X un es-
pacio compacto. Un punto x € X es uniformemente recurrente si y solo
si para cada p € N* eziste ¢ € N* tal que f9(fP(x)) = x.

Prueba: Necesidad. Sea p € N*. Fijemos V € N(x) y sea m € N
tal que para cada n € N existe k < m con f"tF(z) € V C clxV.
Para cada k < m, definimos Ay, = {n € N : f"**(z) € V}. Como
N = U< Ak, se obtiene que A; € p para algin j < m. Observemos
que f*(x) € f7I(clxV) para todo n € A;. De aqui se sigue que fP(z) =
p — limy—oof"(z) € f77(clxV). Esto implica que fI(fP(z)) € clxV.
Con ésto definimos By = {j € N : fI(fP(x)) € clxV} el cual se ha
demostrado que es no vacio. Es facil ver que la familia {By : V €
N (x)} tiene la propiedad de interseccién finita. Elegimos ¢ € N* con
la condicién By € ¢ para toda V € N(x). Finalmente se deduce z =

q — limj—oo f2(fP(z)). Es decir, fI(fP((x)) = z.
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Suficiencia. Supongamos que x no es uniformemente recurrente. De
donde es posible hallar V' € N (z) tal que el conjunto

A ={n eN:Vk <m(f"(x) ¢ V)}

es no vacio para cualquier m € N. De la definicién podemos deducir
facilmente que la familia { A,, : m € N} tiene la propiedad de interseccién
finita. Fijemos p € N* tal que {A,, : m € N} C p. Supongamos
que fP(f™(x)) = f™(fP(z)) € V para algin m € N. Entonces, {n €
N: f*(f™)(z) = f™™(z) € V} € p pero ésto contradice el hecho de
que Apmt1 € p. Por tanto, f™(fP(x)) ¢ V para todo m € N. Ahora
supongamos que existe ¢ € N* tal que fI(fP(x)) = fPT(z) = q —
limpm—oof™(fP(x)) € V. Esto implica que {m € N: f™(fP(z)) e V} €
q lo cual es imposible. O

Corollary 2.4.2. Sea (X, f) un sistema dindmico con X un espacio
compacto. Un punto x € X es uniformemente recurrente si y solo si
para cada p € N* existe ¢ € N* tal que x es (p + q)-recurrente.

Lema 2.4.2. Sea (X, f) un sistema dindmico con X un espacio com-
pacto. Un punto x € X es uniformemente recurrente si y solo si para
toda V€ N (x) el conjunto {n € N: f"(x) € V'} es sintético.

Prueba: Para cada V € N (z), ponemos Ay = {n e N: f"(z) e V}

Necesidad. Sea V' € N(z). Por definicién, existe m € N tal que para
cada n € N se puede encontrar k& < m que satisfaga f"*(z) € V. De
aqui se puede deducir directamente que N = | J, _,, =k + Ay. Por tanto,
Ay es sintético.

Suficiencia. Sea V € N(z). Tomemos m € N de tal forma que N =
Ukem —k + Ay. Sin € N, entonces existe k < m tal que m € —k + Ay
y por ello f"**(x) € V. Por tanto, z es uniformemente recurrente. O

Para dar otra caracterizacién de los puntos uniformemente recurrentes
necesitamos la siguiente clase de subconjuntos de N*.

Definicion 2.4.5. Un subconjunto no vacio C' de N* se llama sintético
si el filtro Fo' tiene una base que consiste de subconjuntos sintéticos de

N.

'Para cada C C N*, definimos Fc = {A C N : C C A*} el cual resulta ser un
filtro libre en N
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Finalmente llegamos a la caracterizacion de los puntos uniformemente
recurrentes que no son periédicos. Esta caracterizaciéon tiene mucha se-
mejanza con la caracterizacion de los puntos peridédicos que se establecié
en el Teorema 2.4.3.

Lema 2.4.3. Sean (X, f) un sistema dindmico con X un espacio com-
pacto y x € X un punto no periddico. Entonces, x es uniformemente
recurrente si y solo si existe un subconjunto cerrado sintético C' of N*
tal que x es p-recurrente para todo p € C'.

Prueba: Sin perder generalidad podemos suponer que x no es perio-
dico.

Necesidad. Supongamos que = es uniformemente recurrente. Clara-
mente, {{n € N: f"(z) € V}:V € N(x)} es una base de filtro y, por el
Lema 2.4.2, cada uno de sus elementos es sintético. Definimos

C=(Y{neN: M) e V}*: Ve N(z)}.

Tenemos entonces que el filtro F¢ tiene una base de subconjuntos sin-
téticos de N y por tanto C es un subconjunto cerrado sintético de N*.
Sea p € C. Como {n € N: f*(z) € V} € p para toda V € N(z), en
base al Teorema 2.4.2, x es p-recurrente.

Suficiencia. Sea V € N (x) consideremos el conjunto Ay = {n € N :
f™(x) € V}. De acuerdo con el Teorema 2.4.2 Ay € p para todo p € C.
Esto implica que Ay € F¢ y por consiguiente contiene un subconjunto
sintético de N. Asi Ay resulta también ser sintético. Por el Lema 2.4.2,
concluimos que z es uniformente recurrente. O

Como una aplicacién del Teorema 2.1.1 y de la definiciéon se puede
establecer el siguiente corolario.

Corollary 2.4.3. Sean (X, f) un sistema dinamico con X un espacio
compacto.

1. Sip € N* es un idempotente, entonces fP(x) es p-recurrente, para
todo x € X.

2. S5t x € X es p-recurrente y q-recurrente para algunos p,q € N*,
entonces x es (p + q)-recurrente.
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Dado un grupo topolégico compacto G'y g € G, definimos [/, : G —
G como lg(x) = gx para todo z € G. Claramente, (G,l;) es un
sistema dindmico, mejor conocido como un sistema de Kronecker, tal
que lg = lgn para todo n € N. Ahora fijemos p € N* y sea g, =
p — limp_o0g™ el cual existe por el Teorema 1.3.3. Como la multipli-
cacion de G es continua, por el Teorema 1.3.5, tenemos entonces que
g = (p — limp—eg™)x = p — limp—0og™x = I(x). De esta manera
quedan determinadas las p-iteradas de la funcién l;. Sean z € Gy
p € N* un idempotente. De acuerdo con el Corolario 2.4.3, I5(l5(z)) =
gp(gpr) = gpx = I§(x). Lo cual implica que g,x = z para todo x € G.
Por tanto, cualquier punto x € G es p-recurrente para todo idempotente
p € N*.

Teorema 2.4.6. Sea (X, f) un sistema dindmico con X un espacio
métrico compacto. Para cada x,€ X,

R, ={p e N*":z es p—recurrente }
es un subsemigrupo cerrado de (N*,+).

Prueba: Sea x € X. Del corolario anterior se obtiene que R, es un
subsemigrupo de (N* +). Tomemos ¢ € cly+(R;) y supongamos que
x no es g-recurrente. Entonces, existe V € N(z) tal que B = {n €
N: f(x) ¢ V} € ¢. Sip € B*NR,, entonces {n € N: f*(z) €
V'} € p por ser x un punto p-recurrente, pero ésto es evidentemente una
contradiccién. Por tanto, R, es un subconjunto cerrado de N*. O

Definicién 2.4.6. Sea (X, f) un sistema dindmico con X un espacio
métrico. Decimos que un subconjunto cerrado A C X es recurrente si
para todo x € A y para todo € > 0 existen y € A yn € N tales que

d(f"(y),z) <e.
Evidentemente se puede establecer la siguiente caracterizacion.

Lema 2.4.4. Sean (X, f) un sistema dindmico con X un espacio métrico
y A un subconjunto cerrado. Las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes:

1. A es recurrente.

2. ACcx(0s(A)).
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3. d(x,0¢(A)) =0, para todo x € A.

Para ver la utilidad de los ultrafiltros, necesitamos la siguiente gener-
alizacion del punto p-limite de una sucesién de puntos.

Definicién 2.4.7. [GiSa] Sean p € N* y (S,)nen una sucesion de sub-
conjuntos mo vacios de un espacio X. Decimos que un punto x € X
es un punto p-limite de la sucesion (Sp)nen st para cada V € N(x),
{neN:VNS, #0} € p. El conjunto de puntos p-limites de una
sucesion (Sp)nen serd denotado por L(p, (Sp)nen)-

Del Teorema 1.3.1 y el Lema 2.4.4 se obtiene el siguiente resultado
esperado:

Lema 2.4.5. Sean (X, f) un sistema dindmico con X un espacio métrico
compacto y A C X. FEntonces, A es recurrente si y solo si para cada
x € A existe p € B(N) tal que x € L(p, (f"[A])nen)-

2.5 Conjuntos Minimales

Definicion 2.5.1. Sea f: X — X una funcion. Decimos que Y C X
es f-invariante (invariante) si'Y es no vacio y f[Y] C Y.

Claramente las érbitas de un sistema dindmico (X, f) son subconjun-
tos invariantes, y si Y C X es invariante, entonces clx(Y) es también
invariante por ser f una funcién continua.

Definicién 2.5.2. Sea (X, f) un sistema dindmico. Decimos que un
subconjunto cerrado no vacio Y C X es minimal si es invariante y
ningun subconjunto cerrado propio de Y es invariante.

En el caso cuando f : X — X sea un homeomorfismo, si Y C X es
minimal, entonces debemos tener que f[Y] =Y y por tanto f~1(Y) =Y.

Como es de esperarse el Lema de Zorn no ayuda a probar la existencia
de conjuntos minimales:

Teorema 2.5.1. Sea (X, f) un sistema dindmico. Si X es compacto,
entonces existe un subconjunto minimal de X .
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Prueba: Sea Z = {Z C X : Z es invariante y cerrado}. Es evi-
dente que X € Z. Equipamos a Z con el orden parcial de la inclusién.
Supongamos que J C 7 es linealmente ordenado. Por ser X compacto,
el conjunto Z = NZ es un cerrado no vacio de X y Z C Y para todo
Y € Z. No es dificil ver que la intersecciéon de subconjuntos invariantes
es invariante. Por lo tanto, Z € 7. El Lema de Zorn nos garantiza la
existencia de un elemento minimo en la familia 7 el cual resulta ser el
conjunto deseado. O

Definicién 2.5.3. Un sistema dindmico (X, f) se llama minimal si X
es un conjunto minimal.

Es claro que si (X, f) es un sistema dindmico con X un espacio com-
pacto y Y C X es minimal, entonces (Y, f|y) es un sistema dindmico
minimal.

Lema 2.5.1. Sea (X, f) un sistema dindmico. Entonces, Y C X es
minimal si y solo si la orbita de cada punto de Y es densa en Y.

Prueba: Necesidad. Supongamos que Y es minimal y fijemos y € Y.
Como clx(Of(y)) es invariante y cerrado, entonces se debe cumplir que
Y = clx(Of(y)).

Suficiencia. Si Y no es minimal, entonces existe un cerrado invariante
no vacio Z de X contenido propiamente en Y. Si y € Z, entonces
clx(O¢(y)) € Z y por tanto la érbita de y no puede ser densa en Y, lo
cual contradice nuestra hipdtesis. O

Para el caso cuando f : X — X es un homeomorfismo y x € X, se
tienen dos 6rbitas {f™(z) : n € N} y {f"(x) : n € Z}. Si X es minimal,
por el lema anterior, tenemos que X = clx({f"(z) : n € N}) y por
tanto X = clx({f™(z) : n € Z}). Con ésto queremos enfatizar que en
los sitemas dindmicos minimales donde la funcién sea un homomorfismo
basta con considerar la érbita {f"(x) : n € N}.

Teorema 2.5.2. Sea (X, f) un sistema dindmico con X un espacio
compacto y x € X. Entonces, clx(O(x)) es minimal si y solo si x es
uniformemente recurrente.

Prueba: Necesidad. Sea p € N*. Por el Lema 2.5.1, Of(fP(z)) es
denso en clx(Of(x)) y como = € clx(Of(x)), por el Teorema 1.3.2,
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existe ¢ € N* tal que f9(fP(z)) = x. Asi el Teorema 2.4.5 nos asegura
que x es uniformemente recurrente.

Suficiencia. Supongamos que x es uniformemente recurrente. En
base al Lema 2.5.1, basta con probar que la érbita de cada punto de
clx(Of(x)) es densa en clx (Of(x)). Fijemos un punto y € clx(O¢(x)).
En base al Ejercicio E.6, basta con probar que x € clx(O¢(y)). Efec-
tivamente, por el Teorema 1.3.2, podemos encontrar p € N* tal que
fP(z) = y. Del Teorema 2.4.5 sabemos que existe ¢ € N* tal que
FfUfP((x) = fUy) = q¢ — limp—oof"(y) = x. Como consecuencia de
ésto obtenemos que z € clx(Of(y)). O

Teorema 2.5.3. Si (X, f) es un sistema dindmico minimal con X un
espacio compacto, entonces todo punto de X es uniformemente recurren-
te.

Prueba: Por el Lema 2.5.1, clx(Of(x)) = X para todo z € X. La
conclusién se sigue directamente del teorema anterior. O

Del Teorema 2.5.1 y el Teorema 2.5.3 obtenemos lo siguiente:

Teorema 2.5.4. [G. D. Birkhoff]| Si (X, f) es un sistema dindmico
con X un espacio compacto, entonces X contiene un punto uniforme-
mente recurrente.

Lema 2.5.2. Sean (X, f) un sistema dindmico con X un espacio com-
pactoyz € X. Si) #Y C clx(Of(x)) es invariante y cerrado, entonces
Iy = {p € B(N) : fP(x) € Y} es un ideal derecho cerrado de B(N).

Ademds, si Y es cerrado en X, entonces Iy es un conjunto cerrado de

BN).

Prueba: Puesto que f;[3(N)] = clx(Of(x)), el conjunto Iy es no
vacio. Por ser Y invariante, se cumple que f"(fP(z)) € Y para todo
p € Iy y para cada n € N. De donde se sigue que

frra(a) = fU(fP(2) = q = limpco f"(f7(2)) € Y,

para todo p € Iy y para todo ¢ € B(N). Lo cual demuestra que Iy es un
ideal derecho de 3(N). Supongamos que Y es cerrado. Entonces, como
la funcién f, : B(N) — X es continua, hallamos que Iy = £, 1(Y) es un
subconjunto cerrado de §(N). O
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Teorema 2.5.5. [Auslander-Ellis| Sea (X, f) un sistema dindmico
con X un espacio métrico compacto. Para todo punto x € X, el espacio
X contiene un punto uniformemente recurrente y proximal a x.

Prueba: Pongamos Z = clx(Of(x)). Consideremos el sistema di-
namico (Z, f|z). Por el Teorema 2.5.1, el sistema dindmico (Z, f|z)
contiene un subconjunto minimal que denotaremos por Y. Del Lema
2.5.2 sabemos que Iy es un ideal cerrado de B(N). Por el Teorema 1.5.3,
existe p € Iy tal que p + p = p. Del Corolario 2.3.1 tenemos que los
puntos fP(x) y z son proximales. Como fP(x) € Y y Y es minimal,
segin el Teorema 2.5.3, fP(x) es uniformemente recurrrente. O

La prueba del Teorema 2.5.5 que acabamos de presentar es una pequena
modificacién de la aportada por A. Blass [B193]. Su prueba original usa
propiedades dindmicas del sistema (3(N), .S), en donde S : (N) — 5(N)
estd definida por S(p) = 1+ p para todo p € B(N) (una versién en
Espariol se puede encontrar en [Fr08]).

Definicién 2.5.4. Sea (X, f) un sistema dindmico con X un espacio
métrio. Decimos que un punto x € X es distal si solamente es prorimal
consigo mismo. El sistema dindmico (X, f) se llama distal si cada uno
de sus puntos es distal.

En un sistema dindmico (X, f) en donde X es un espacio métrico com-
pacto, por el Teorema 2.5.5, todo punto distal z € X es uniformemente
recurrente y fP(r) = x para todo ultrafiltro idempotente p € N* (esto
ultimo lo establece el Corolario 2.3.1). Del Teorema 2.5.2 deducimos lo
siguiente:

Corollary 2.5.1. Si (X, f) es un sistema dindmico distal con X un
espacio compacto, entonces X es la union de conjuntos minimales dis-
juntos entre si.

La siguiente pregunta abierta resulta ser muy interesante:

Pregunta 2.5.1. Dado un sistema dindmico (X, f) con X un espa-
cto compacto, s es cierto que X contiene un punto p-recurrente para
cualquier p € N* ¢



62 S. Garcia Ferreira

Teorema 2.5.6. [FWT79] Sea (X, f) un sistema dindmico con X un
espacio compacto y métrico. Entonces, X es minimal si para cada € > 0
existen ng, ....,n; € N tal que para todo x,y € X,

min{d(f"(x),y) :i <1} <e.

Prueba: La suficiencia del teorema se sigue de manera inmediata
del Lema 2.5.1. Solo nos queda probar la necesidad. Para ésto fijemos
€ > 0. Por ser X un espacio métrico compacto, lo podemos cubrir con
una cantidad finita de subconjuntos abiertos Vg, Vi, ...., v Vi, tales que
d(V;) < €, para todo j < n. Usando la cacaterizacién de minimalidad
del Ejercicio E.30, podemos encontrar ng, ....,n; € N de tal manera que
X = Ui« f7™(V}) para cualquier j < n. Dados z,y € X tomemos
i < nyj <mn quesatisfagan € f~"(V;) y y € V;. Es claro que
d(fi(@), ) < €. O

Teorema 2.5.7. [Fu81, Prop. 8.5] Sea (X, f) un sistema dindmico
minimal con X un espacio métrico compacto. Si x,y € X son proz-
imales, entonces eziste un idempotente p € N* tal que fP(x) = y y

fPly) =y.

Prueba: Supongamos que z,y € X son proximales. Sabemos, en
base al Teorema 2.3.3, que existe ¢ € N* tal que z = f9(z) = fi(y).
Consideremos la funcién f,, : B(N) — X x X definida por f;,(p) =
(fP(x), fP(y)) para todo p € B(N). Es facil ver que f, , es continua y que
suimagen f; ,[3(N)] es un conjunto cerrado invariante dentro del sistema
dindmico (X x X, f x f). Fijemos w € X. Como X = clx(0¢(z)),
ésto se cumple por el Lema 2.5.1, tenemos que existe s € 3(N) tal que
f%(z) = w. De donde se sigue que f,,(q+ s) = (f975(x), f15(y)) =
(9@, (1)) = (f5(2), f()) = (w,w). Con ésto se prueba
que fzy[B(N)] contiene a la diagonal Ay de X x X. Ahora definimos

Kpy={pepN): fP(z)=yy ffly) =y}

Claramente K, = fl,_;((y, y)) y como (y,y) € fay[B(N)], se sigue que
K, es un conjunto cerrado y no vacio de G(N). Tambié, K, , resulta

ser un subsemigrupo de 3(N). El Teorema 1.5.3 afirma la existencia de
un ultrafiltro p € K, , tal que p+p = p. Por estar en el ideal K, ,, se
obtiene que fP(x) =y. O
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Veamos algunas propiedades adicionales de los conjuntos invariantes
cerrados.

Teorema 2.5.8. Sea (X, f) un sistema dindmico con X un espacio
métrico. Si' Y C X es un conjunto invariante y cerrado, entonces
fPIY] CY para todo p € B(N).

Prueba: Sean y € Y y p € N*. Ya que fP(y) —p — lim,—o0 f"(y) ¥
f™(y) € Y para todo n € N, por el Teorema 1.3.1, fP(y) € clx(Y) =Y.
Por tanto, fP[Y] CY para todo p € S(N). O

El reciproco del Lema 2.5.2 también se cumple:

Lema 2.5.3. Sean (X, f) un sistema dindmico con X un espacio com-
pacto. Sil es un ideal derecho de B(N), entonces f;[I] es un subconjunto
invariante de clx(O¢(x)), para todo x € X.

Prueba: Sea x € Y y pongamos Y = f,[I]. Evidentemente, ¥ C
clx(O¢(x)). Fijemos y € Y y elegimos p € I tal que f,(p) = fP(x) = y.
Si g € B(N), por el Teorema 2.1.1 y el Lema 2.5.8, vemos que f9(y) =
FI(fP(z)) = fPT9(z) = fz(p+q) €Y puesto que p+ ¢ € I. Esto prueba
que Y es invariante. O

Teorema 2.5.9. Sean (X, f) un sistema dindmico con X un espacio
compacto. Si I es un ideal derecho minimal de B(N), entonces frz[I] es
un subconjunto minimal de clx(O¢(x)), para todo x € X.

Prueba: Sea x € X. Sabemos por el Teorema 1.5.8 que [ es un
subconjunto cerrado de $(N) y por ser f, una funcién continua, f[I] =
Y es un subconjunto cerrado de clx(O¢(x)). Del lema anterior se sabe
que Y es un subconjunto invariante de clx(O¢(z)), para todo z € X.
Ahora bien, si Z C Y es invariante, siguiendo la prueba del Lema 2.5.2
y por el Teorema 2.5.8, encontramos que Jz = {p € I : fP(x) € Z}
es un ideal derecho de B(N) contenido en I. Por hipétesis, Jz = I y
por consiguiente Z =Y. Por tanto, f,[I] es un subconjunto minimal de

clx(Oy(z)). O

Teorema 2.5.10. Sean (X, f) un sistema dindmico minimal con X un
espacio compacto. Para cada x € X y para cada ideal derecho minimal
I de B(N), existe un idempotente p € I tal que fP(z) = x.
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Prueba: De acuerdo con el teorema anterior y el Teorema 2.5.1,
fzlI] = X = clx(Of(x)). No es dificil ver que J = {p € I: fP(z) = x}
es un subsemigrupo cerrado no vacio de 3(N). Por el Teorema 1.5.3,
existe un idempotente p € J el cual satisface que fP(x) = z. O

Una reformulacién del Teorema de J. Auslander y R. Ellis (Teorema
2.5.5) es la siguiente.

Teorema 2.5.11. Sean (X, f) un sistema dindmico con X un espacio
compacto. Para cada x € X y para cada ideal derecho minimal I de
B(N), existen y € clx(Og(x)) y un idempotente p € I tal que fP(x) =y
y y es uniformemente recurrente.

Teorema 2.5.12. Sean (X, f) un sistema dindmico con X un espacio
compacto. Las siguientes propiedades son equivalentes para un punto
zeX:

1. = es uniformemente recurrente.

2. Para todo ideal derecho minimal I de B(N) existe un idempotente
p € I tal que fP(x) = .

3. Existen un ideal derecho minimal I de 3(N) y un idempotente p € I
tal que fP(z) = x.

Prueba: 1 = 2. Supongamos que x es uniformemente recurrente
y sea I un ideal derecho minimal de (N). EIl Teorema 1.5.8 afirma
que I es un subconjunto cerrado de F(N). Definimos R, = {p € I :
x es p — recurrente }. Siguiendo la prueba del Teorema 2.4.6 se puede
establecer que R, es un semigrupo cerrado de B(N) contenido en I.
Seguin el Teorema 1.5.3 existe un idempotente p € R, s el cual cumple
la condicién fP(z) =z ype .

2 = 3. Es trivial.

3 = 1. Sea I un ideal derecho minimal de B(N) en el cual, por
hipétesis, podemos hallar un idempotente p € I tal que fP(x) = x. Del
Teorema 2.5.9 f,[I] resulta ser un subconjunto minimal de clx (O (x)).
Por el Teorema 2.5.3, todo punto de f,[I] es uniformemente recurrente.
Como fP(z) =z € f3[I],  es uniformemente recurrente. O
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2.6 Dinamica Simbdlica y Teoria de Ramsey

Sea 2 < r € N. Consideremos el conjunto ¥, = rN = {0,2,....,r — 1}¥
con la topologia producto. Equipamos a >, con la topologia producto
tomando a r como un espacio discreto finito. Con esta topologia 3,
resulta ser un expacio métrico compacto.

Una métrica® d : £, x ¥, — R en ¥, equivalente con su topologfa es
la siguiente:

d(z,y) 0 six=vy
z,y) =
Y % en donde | = min{k € N: z(k) # y(k)},

para cada par de puntos z,y € X,.. Clamente, para z,y € X, se cumple
que d(z,y) < % siy solo si z(k) = y(k) para todo k < [. Recordemos que
un abierto subbdsico de ¥, es el conjunto [n, €] = {z € 3, : z(n) = €},
endonden e Nyeer.

Dado 2 < r € N, diremos que r = {0,1,2,....,7 — 1} es nuestro alfa-
beto y que cada elemento de 3, es una palabra infinita. Una palabra w
sera un elemento no vacio de la unién (J,,c 7" y la escribiremos como
w = wowi....w,—1 en donde n = dom(w) y w(i) = w; para cada i < n.
La longitud de una palabra w es su dominio dom(w). Decimos que una
palabra w ocurre en una palabra infinita x € 3, si existen n,l € N tal
que w = z(n)z(x + 1)...x(n + ). Algunas veces un punto x € ¥, se
escribird como una palabra infinita z = (0)z(1).....xz(n).....

Si 2 < r € N, la traslacion hacia la derecha o : X, — X, se de-
fine como o(z)(n) = z(n + 1) para todo x € X, y para todo n € N.
Al sistema dindmico (X,,0) se le conoce como es sistema dindmico de
uno-traslacion en r-simbolos. En el Ejercicio E.38 se enlistan algunas
propiedades béscias de este sitema dindmico. En el capitulo siguiente
estudiaremos otras funciones del tipo uno-traslacién por la derecha en el
conjunto de Cantor. Dejamos al lector que pruebe el siguiente teorema.

Observemos que o*(z)(n) = z(n + k) para toda = € ¥, y para todo
k,n € N.

Teorema 2.6.1. Consideremos el sistema dindmico (X,,0) yx,y € %,.

2A esta métrica se le conoce como la métrica de Baire
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1. x es periddico si y solo si existe un numero natural k € N tal que
z=2z(0)z(1)..x(k — 1)z(0)x(1)...x(k — 1).....

2. (3,,0) tiene solo una cantidad finita de puntos periddicos de periédo
n, para cada n € N.

3. x es eventualmente periddico si y solo si existen n,k € N tal que
r=2z(0)z(1)..x(k — 1)z(k)..x(k+n—1z(k)...o(k+n—1)....

4. x es recurrente si y solo si para cada | € N el conjunto {n € N :
VE <l(x(k) =xz(n+k))} es infinito (es decir, cada palabra ocurre
por sequnda vez).

5. x es uniformemente recurrente si y solo si

VIl € NIm € N¥n € NJi < mVEk <l(z(k) = z(n+ i+ k)).

6. x yy son proximales si y solo si para cada | € N el conjunto

{neN:Vk<l(x(n+k)=yn+k))} es infinito.

Dado un punto x € X,, del teorema anterior y del Teorema 2.5.2
podemos decir que el conjunto cly, (Oy(x)) es minimal si y solo si para
cada palabra w que occure en x existe [ € N tal que x ocurre en cada
palabra de x de longitud I.

El siguiente resultado es una consecuencia inmediata del Lema 2.4.2.

Corollary 2.6.1. Sea 2 < r. FEntonces, x € X, es uniformemente
recurrente si y solo si para cada palabra w = x(n)x(n+1)..x(n+1) que
ocurre en x el conjunto {k € N: w =xz(k+n)x(k+n+1)..x(k+n+1)}
es sintético.

Para ejemplificar el corolario anterior veamos la sucesién construida
por M. Morse:

Consideremos el espacio ¥o. La sucesién se construye inductivamente
con palabras de longitud 1,2,22,...,2", .... . En efecto, la primer palabra
es 0, la segunda 01. En esta palabra reemplazamos 0 por 01 y 1 por 10
y obtenemos de este modo la palabra 0110. Continuando con la substi-
tucién 0 por 01 y 1 por 10 en cada nueva palabra que formemos hallamos
que la sucesion resulta ser 011010011001011010010110..... que es un
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punto uniformemente recurrente de sistema dindmico (X3,0). Veamos
este procedimiento de manera mas general:

Sea 2 < r. Definimos una substitucion como una funcién 0 : r —
Unpen " tal que 6(i) sea una funcién suprayectiva para toda i < 7.
Iniciamos con la palabra 012...(r — 1) y consideremos la substitucién

0—6(0),1—-6(1),.....m—1—6(r—1).

Formando la palabra 6(0)0(1)....6(r — 1). Como en el caso anterior, en
cada palabra que se obtenga substituimos cada una de sus letras por la
palabra correspondiente para obtener una nueva palabra. Al final del
proceso el lector puede asegurarse por si mismo que se obtiene un punto
uniformemente recurrente del sistema dindmico (%, o).

En los siguientes resultados, daremos algunas aplicaciones de las pro-
piedades combinatorias del sistema dindmico (X,,0). Primero daremos
la demostracién de H. Furstenberg [Fu81] del Teorema de las Sumas
Finitas de N. Hindman 1.5.5 que se basa en ciertas propiedades de los
sistemas dindmicos en consideracién. El lema que a continuacién enun-
ciamos nos dird la clave de la demostracion de Furstenberg.

A cada particién {4; : i < r} finita de N le asignaremos la funcién
¢:N—r={0,1,...,7r — 1} definida como ¢(n) =i sin € A;, para cada
n € N. De aqui en adelante ¢ representard una funcién suprayectiva de
S

Lema 2.6.1. Sea 0 < r € N y sea z € ¥, un punto uniformemente
recurrente y proximal a ¢ : N — r. Supongamos que kg < ki <
..... < k¢ son numeros enteros y que z(0) = z(s) = ¢(s) para todo
s € FS({ko,....,kt}). Entonces, existe k € N tal que ky < k y z(0) =
z(s) = ¢(s) para todo s € F'S({ko,....,k:} U{k}).

Prueba: Por el Teorema 2.6.1, se cumplen las siguientes propiedades:

(i) VI € NIm € NVn € N3i < m(z(0)z(1)....2(1) = z(n +i)z(n +1i +
1)...z(n+i+1)).

(ii) Para cada | € N existe una cantidad infinita de nimeros n € N
tales que z(n)z(n+ 1)....z2(n +1) = p(n)p(n+ 1)....o(n +1).
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Para | = max{s : s € FS({ko,....,k:})} + 1, sea m € N el ntimero dado
por la propiedad (7). Segun la propiedad (ii), para el nimero [ + m
podemos hallar n € N tal que [ < ny z(n)z(n+1)...2(n+1+m) =
o(n)e(n+1)....o(n+1+m). Por la eleccién de m podemos encontrar
i < m de tal forma que z(0)z(1)....2(1) = z(n+i)z(n+i+1)....2(n+i+I).
Inductivamente podemos ver que z(0) = z(n +1) = p(n+1i) y 2(0) =
z(s) = z(n+i+s) = p(n+i+s) para todo s € FS({ko,....,kt}). El
numero deseado es k =n + 4. O

Teorema 2.6.2. [Sumas Fintas] Si {A; : i < r} es una particion finita
de N, entonces existen j <r y B € [A;]¥ tales que FS(B) C A;.

Prueba:[Furstenberg-Weiss, [FW79]] Sea ¢ : N — r la funcién
asignada a la particiéon {4; : ¢ < r}. El Teorema 2.5.5 nos asegura la
existencia de un punto uniformemente recurrente z € ¥, que también es
proximal a ¢. Pongamos j = z(0). El Lema 2.6.1 nos ayuda a encontrar
un conjunto infinito B = {k; : t € N} tal que j = 2(0) = z(s) = ¢(s)
para todo s € F'S(B). Es decir, FS(B) C A;. O

Ahora veamos otra bonita aplicacién combinatoria que aparece en el
libro [Fu81, Th. 1.23].

Teorema 2.6.3. Si {A; : i <1} es una particion finita de N, entonces
existe j < r tal que Aj es sintético por tramos.

Prueba: Consideremos la funciéon ¢ : N — r asignada a la particién
{4; : i < r}. De acuerdo con el Teorema 2.5.5, X contiene un punto z
uniformemente recurrente y proximal a ¢. Fijemos k € N y pongamos
z(k) = j. Tenemos entonces que el conjunto A = {n € N : f7(z) =
z € [k,jl} ={n e N: f*(2) =z € [k, j]} es sintético. Es decir, existe
[l € N tal que N = |J;,,(—t + A). Sea n € N. Podemos encontrar
m € N de tal forma que f™(p) € ,<,.4[s, 2(s)]. En otras palabras,
f™(@)(s) = ¢(m + s) = z(s) para todo s < n + [. Ahora, para cada
s < n elejimos ts < [ tal que s +t; € A. De donde se obtiene que
o(m+s+ts) = z(s +t;) = j, para cada s < n. Es decir, s +t, € A;
para todo s < n. Con ésto se prueba que A; es sintético por tramos. O

Para nuestras préximas aplicaciones necesitamos otro tipo de sistemas
dindmicos discretos que a continuacién describimos.

Dado un ntimero r € N mayor que 1, consideraremos el espacio pro-
ducto A, = 7% = {0,1,...,7 — 1}* y la traslacién hacia la derecha
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o : A, — A, definida como se hizo anteriormente para X,. Sabemos que
los espacios A, y X, son homeomorfos pero la diferencia fundamental
es que o como funcién sobre A, es un homeomorfismo y no es dificil
ver que definida sobre X, no es ni siquiera inyectiva. En este caso, la
funcién ¢ : Z — r asignada una particiéon {A; : 1 < i < r} se definird

Ccomo
(n) 1 si ne€A;
n fry
4 0 si n<0.

Una métrica d : A, x A, — R en A, que es equivalente con su
topologia se define como:

d(z,y) 0 six=y
z,y) =
Y QJ% donde ! = max{k € N : z(i) = y(i) para todo |i| < k},

para cada par de puntos x,y € A,. Dados x,y € A,, de la definicién
notamos que d(z,y) < 21% si y solo si (k) = y(k) para todo k € N con
k| <.

El siguiente resultado es el Teorema 1.5 de H. Furstenberg y B. Weiss
[FWT9] (dicho lema también aparece de modo mas general en el libro
[BS, Th. 2.8.3)).

Teorema 2.6.4. Sea (X, f) un sistema dindmico minimal con X un
espacio compacto y f un homemomorfismo. Entonces, para cada abierto
no vacio V de X y para cada a1, ...,aq € Z, en donde 1 < d € N, existe
m € N tal que

DAV V)Nfm2(V)N ... N fmmaa(v).

Prueba: Sean ) # V C X y 1 < n € N. Por el Ejercicio E.30,
podemos encontrar nimeros enteros ng,ni,....,n; € N tales que X =
Uit F77(V).

Veamos primero el caso d = 1. Ponemos V; = V. Recursivamente,
sabemos que para algin i, < I, f~"% (V)N f~%(Vix_1) # 0. Entonces,
definimos Vi, = f7" (V) N f~%(Vi_1). De la construccién vemos que
ffeVi] €V y Vi C f7 (V1) para todo k € N. Claramente, es
posible hallar ¢ < tal que V; UV, C f~"(V) para dos niimeros enteros
s,t € N con s < t. Pongamos W = f"i[V}] C V. Tenemos entonces

JEa ) = feda[pm]) = fO)-Da )
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f((tfs)*l)al [f%[Vie1]] C oo C fMVy] C V.

En nuestro primer caso, el nimero buscado es m =t — s. Supongamos
que se cumple para d € N. Ponemos, Vj; = V. Por nuestra hipotesis
inductiva, existe mg € N tal que

0 £ Vo prmola—aarn) (y) o fomolez=aa) (yy A .
..... N fomolea=aay) (),

Aplicando f~™0%+1 obtenemos que
0 F7mO% (Vo) 1 f 700 (Vo) 1 FO% (Vo) .o ) 0% (V).
De aqui procedemos a elegir i1 <[ de tal forma que
Vi= fh (Vo) nofmmotant (Vo) nf=mott (Vo) 0 f 702 (Vo) M
Nfmo% (Vo) # 0.

Supongamos que Vi ha sido definido. Procediendo de manera anéloga,
Seleccionamos i <[y mg € N de modo que

Vie = f7" (Vo) N f 781 (Vi) O f 79 (Vi) N f 7992 (Vg ) N
NfTmRE(Viy) # 0.

De esta forma para cada ntimero entero positivo k € N definimos el con-
junto abierto Vi. De acuerdo con su definicién, estos conjuntos abiertos
satisfacen las contenciones f™x[Vy] C V' y f"%[V;] C Vi_y para todo
k € Ny paratodo1l <j <d+ 1. Como se hizo anteriormente fijamos
i < [ de tal forma que V; U Vs C f~" (V) para dos nimeros enteros
s,t € N con s < t. Pongamos W = f (V) y m = my +my—1 + ... + ms.
Entonces, para cada 1 < j < d+ 1 se cumple que

FrEW] = [ V] = ST ) = et preas )]
C fr[flmmteAma [y, () C L C V] SV
Por otra parte, como W C V concluimos que

DAV NfmaW)nfmeV)N...nfmay). o

Enseguida enunciaremos y probaremos un caso muy particular del
Teorema de Recurrencia Multiple de Birkhoff (ver la forma general en
[Fu81, Th. 2.6]).
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Teorema 2.6.5. Sea (X, f) un sistema dindmico con X un espacio
métrico compacto y f un homemomorfismo. Entonces, para cada x € X
y para cada 1 < n € N, existe un punto y € X proximal a x y una
sucesion (ng)keny con la propiedad de que para todo € > 0 es posible
hallar 1 € N tal que d(f™ (7 (y)),y) < € para todo 1 < j < n y para todo
I <keN.

Prueba: Fijemos 1 < n € Ny z € X. En base al Teorema 2.5.1,
existe un conjunto minimal ¥ contenido en Of(x). En el Lema 2.5.2 se
vi6 que Iy es un ideal cerrado de 3(N) y el Teorema 1.5.3 nos garantiza
la existencia de un ultrafiltro p € Iy tal que p + p = p. El Corolario
2.3.1 nos dice que fP(z) y z son puntos proximales y y = fP(z) € Y.
Consideremos este punto y. Por el Teorema 2.6.4, para cada k € N
existen my € N y un punto

1 1

yk € B(y, kil) N B =D OB =)
M O F By, 1))

De aqui hallamos que d(yx,y) < ﬁ v d(f™ (f1(yr)),y) < %ﬂ? para

todo k£ € N y para todo 1 < 5 < n. Sabemos por el Lema 2.5.1 que
la érbita de y es densa en Y y por ello para cada k € N existe [, € N
tal que f%(y) = yi. Definimos entonces nj = myly, para cada k € N.
Claramente, el punto y y la sucesién (ng)ren son las deseadas. O

Corollary 2.6.2. Sea (X, f) un sistema dindmico con X un espacio
métrico compacto y f un homeomorfismo. Entonces, para cada € > 0 y
para cada n € N existen m € N y x € X tales que d(f™ (x),x) < € para
todo j < n.

Teorema 2.6.6. [van der Waerden| Para cada particion finita {A; :
i <r} de N existe j > r tal que A; contiene progresiones aritméticas’
finitas de longitud arbitraria.

Prueba:[Furstenberg-Weiss, [FW79]| Sea ¢ : Z — r la funcién
asignada a la particiéon {4; : i < r}. Consideremos el espacio métrico

3Una progresion aritmética finita es una sucesién de niimeros naturales de la forma
m,m+n,m+ 2n,m+ 3n,......,m + tn, siendo t > 0 su longitud
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X =cd({o"(p)) : n € Z}) y la funcién restriccién o|x que seguiremos
denotando por o. Fijemos t € N. Del Corolario 2.6.2 hallamos n € N
y x € X tales que d(c™ (z),z) < & para todo j < t. Lo cual significa

que z(0) = z(n) = z(2n) = ..... = z(nt). Sea j = ¢(n). Elegimos m que
satisfaga d(oc™(p),x) < ﬁ De donde se sigue que z(0) = ¢(m) =
z(n) = p(m+n) = z(2n) = p(m + 2n) = ... = z(tn) = p(m + tn).

Por tanto, m,m +2n,...,m+tn € A;. O
Otro corolario del Teorema 2.6.5 es el siguiente.

Corollary 2.6.3. Sea (X, f) un sistema dindmico con X un espacio
métrico compacto y f un homemomorfismo. Entonces, es posible en-
contrar un punto x € X de tal manera que para cada 1 < n € N existe
p € N* tal que fPI(x) = z para todo j < n.

Prueba: Sea z € X el punto dado por el Teorema 2.6.5. Entonces,
para 1 < n € N fijamos una sucesién (ny)ren de tal forma que para cada
€ > 0 existe I € N tal que d(f™(f/(x)),z) < € para todo 1 < j < n
y para todo [ < k € N. Claramente el conjunto A = {ny : k € N} es
infinito. Tomemos p € A*. Dado € > 0 sabemos que A+ j C* {m € N :
d(f™(x),z) < €} para cualquier j < n. Como A+ j € p+ j, debemos
tener que {m € N : d(f"(x),z) < €} € p+ j, para todo j < n. Por
tanto, fP*/(x) = z para todo j <n. O

Recordemos la definiciéon de un subconjunto central de N.
Definicién 2.6.1. [Fu81] Decimos que C C N es central si existen un
sistema dindmico (X, f) con X un espacio compacto, un punto x € X,

un punto y € X uniformemente recurrente y proximal a x y'V € N (y)

tal que C ={n e N: f"(x) e V}.

La caracterizacion de los subconjuntos centrales de N que a continua-
ci6én presentamos es de V. Bergelson y N. Hindman [BH90].

Lema 2.6.2. Consideremos el sistema dindmico (X2,0). Sean p € N*
yAep. SioP(xa) =y, entonces A={ne€N:0o"(xa) € [0,y(0)]}

Prueba: Pongamos B = {n € N : o"(xa) € [0,y(0)]}. Como
oP(xa) =y, B€p. Sime AN B, entonces 6" (x4(0)) = xa(m) =1=
y(0). Asi que y(0) = 1. De aqui deducimos que

neBso"(xa)0)=1<xa(n)=1<neA O
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Teorema 2.6.7. A C N es central si y solo si existe un idempotente p
contenido en un ideal derecho minimal de 3(N) tal que A € p.

Prueba: Necesidad. Sean (X, f) un sistema dindmico (X, f) con X
un espacio compacto, un punto x € X, un punto y € X uniformemente
recurrente proximal a z y V € N(y) tal que A = {n € N: f*(z) € V}.
Del Teorema 2.5.12 existe un ideal derecho minimal I de 3(N) el cual
contiene un idempotente p € I tal que fP(z) =y.

Suficiencia. Sean p € N* un idempotente que esta contenido en un
ideal minimal de S(N) y A € p. Consideremos el sistema dindmico
(X9,0). Pongamos y = oP(x4). Por el Corolario 2.3.2, x4 y y son
proximales y segtin el Teorema 2.5.12, y es uniformemente recurrente.
Ademas, por el Lema 2.6.7, se cumple que A = {n € N : 0"(x4) €

[0,5(0)]}. O

Como una aplicacion directa de los Teoremas 1.5.4 y 2.6.7 se tiene la
siguiente propiedad de los conjuntos centrales.

Corollary 2.6.4. [Fu81] Todo conjunto central contiene un I P-conjunto.

Teorema 2.6.8. [Fu81] Si {4; : ¢ < r} es una particion finita de N,
entonces existe j < r tal que B; es central.

Prueba: Claramente, 3(N) = (J,, A;. Tomemos un idempotente
p € N* que pertenezca a un ideal minimal de 3(N) (dicho idempotente
existe gracias al Teorema 1.5.3). Entonces, existe j < r tal que p € flj.
Por el Teorema 2.6.7, A; es un conjunto central. O

Una propiedad importante que se deduce de la prueba del Teorema
2.6.7 y que se usard en el siguiente resultado es que en la definicién de un
conjunto central, sin pérdida de generalidad, podemos suponer que X
es un espacio métrico compacto y que f : X — X se puede tomar como
un homeomorfismo. Efectivamente, consideramos el sistema dindmico
(Ag,0) dentro de la prueba y obtenemos lo deseado.

Teorema 2.6.9. [Fu81] Todo conjunto central contiene progresiones
aritméticas de longitud arbitraria.

Prueba: Sea C' C N un conjunto central. Sea (X, f) un sistema
dindmico con X un espacio métrico compacto y f: X — X un homeo-
morfismo tal que determina al conjunto C. Es decir, existen x,y € X y
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V € N (y) tales que z y y son proximales, y es uniformemente recurrente
yV ={neN: f*(z) € V}. Por el Teorema 2.5.2, clx(O¢(y)) =Y es
un conjunto minimal. Usando el Ejercicio E.30, podemos hallar [ € N
tal que Y C J,o; f7%(V). Sea € > 0 el nimero de Lebesgue? de la
cubierta {f~%(V) : i < I} (dicho niimero existe por el Teorema de las
Cubiertas de Lebesgue [En89, Th. 4.3.31]). Consideremos el sistema
dindmico (Y, fly'). Segun el Corolario 2.6.2, dado t € N existen m € N
y z €Y tales que d(f™(z),2) < 5 para todo j < t. Ahora fijemos i <1
tal que f™(z) € f~1(V), para todo j < t. Es decir, f™+i(z) € V,
para cada j < t. Por otra parte, puesto que x y y son proximales,
0 #Y Neclx(Of(x)) y como Y es minimal, Y C clx(Of(z)). De aqui
conseguimos que z € clx(O¢(x)). Por ésto y la continuidad de cada una
de las funciones f™/*% en el punto z, es posible elegir k € N de tal forma
que fMIti(fF(x)) € V, para todo j < t. Por tanto, mj + (i + k) € A
para cada j <[. O

2.7 [P-redes

El Teorema de Sumas Finitas 1.5.5 nos dice, en otros términos, que en
cada particién finita de N uno de los sus elementos es un I P-conjunto.

Consideremos la familia F'IN* de subconjuntos finitos no vacios de N.
Si s,t € FIN*, entonces decimos s < ¢ si max(s) < min(t). Escribimos
s <t sisecumple que s =t és <t Dadosn € Ny s € FIN*, si
{n} < s (respectivamente, s < {n}), entonces escribimos simplemente
n < s (respectivamente, s < n). Este érden convierte a FIN* en un
conjunto dirigido. Una red (zs)seprn+ en un conjunto X se llamard
IP-red. Decimos que una I P-red (zs)seprn+ en un espacio topolégico
converge a x, en simbolos xs; — x, si para cada V € N (z) existe t €
FIN* tal que =5 € V para todo s € FIN* con t < s.

Detallemos un ejemplo de una I P-red en N: Dada una sucesién in-
finita (ng)ren de nimeros naturales no negativos, para cada s € FIN*,
definimos ng = Zke < k. En el caso particular de la sucesion (k)xen, te-
nemos notacionalmente que ns = ), - k para cada s € FIN*. Dentro

“El nimero de Lebesgue de una cubierta finita {V; : i < 1} de un espacio métrico
compacto X es un numero real € > 0 tal que si A C X tiene didmetro menor que e,
entonces A C V; para algin ¢ < [.
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de este contexto, un subconjunto A de N es un IP-conjunto si con-
tiene una I P-red. Vale la pena ramarcar que ng + ny = ng toda vez
que sNt = 0. De aqui encontramos que las I P-redes en N se pueden
clasificar como aquellas redes (ns)sepry+ que cumplen con la propiedad
ns + ny = Nt siempre que s,t € FIN* sean disjuntos. Una I P-red en
N sera siempre una I P-red de este tipo que acabamos de definir.

A continuacién enunciamos una versiéon combinatoria del Teorema de
N. Hindman 1.5.5. Pero antes introduciremos varias nociones que son
necesarias en la prueba.

Definiciéon 2.7.1. Un homomorfismo de FIN* en si mismo es una
funcion h : FIN* — FIN* tal que si s,t € FIN* ysNt =0, entonces
h(s)Nh(t) =0 y h(s) Uh(t) = h(sUt). Un IP-conjunto de FIN* es la

imagen de un homomorfismo de FIN™.

Trivialmente la composicién de homomorfismos es un homeomorfismo.
Es facil de verificar que un homomorfismo de FIN* estd determinado
por los valores que toma en {k} para cada nimero entero k € N. Para
ser mas precisos, si para cada k € N asignamos h({k}) € FIN* de tal
forma que h({i}) N h({j}) = 0 toda vez que i,j € N sean distintos,
entonces h(s) = e, h({k}) determina un homomorfismo.

Dado s € FIN*, definimos el soporte binario de s como el nimero
sob(s) = 3,4 2. Ciertamente, la funcién sb : FIN* — N es biyectiva:
Claramente es inyectiva y la imagen inversa de cada nimero entero po-
sitivo son los términos de su expresién binaria.

Teorema 2.7.1. [Uniones Finitas] Si {B; : i < r} es una particion
de FIN*, entonces algin B; contiene un IP-conjunto de FIN*.

Prueba: Para cada i < r, definimos A; = sob[B;] = {n : Is €
Bi(sob(s) = n)}. Es evidente que {A; : i < r} es una particién de N.
De acuerdo con el Teorema 1.5.5, existe j < r para el cual A; es un I P-
conjunto. Fijemos una sucesién infinita (ng)ken tal que FIS((ng)ken) C
Aj. Cada elemento de F'S((nx)ren) lo escribiremos como ns = 7, o iy,
en donde s € FIN*. Definimos hg : FIN* — FIN* como ho(s) =
sob1(ns) para cada s € FIN*. De la definicién vemos que si ns € A;,
entonces ho(s) € B;. También, si s,t € FIN*y sNt =, entonces ng +
ny = ngur y por consiguiente ho(s) Uho(t) = ho(sUt). Pero puede fallar
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que ho(s) N ho(t) # 0. Tenemos que definir otra funcién hy : FIN* —
FIN* para resolver este problema. Para poder definirla necesitamos el
siguiente hecho que no es dificil de probar:

(*) Sea (Ix)ken una sucesién infinita en N. Entonces, para todo m € N
existe a € FS((Ix)ren) tal que 2"\a.

Sea sg € B; arbitrario. Tomamos my € N tal que ny, < 2°. Por (x),
es posible hallar s; € Bj tal que 2"\ny, y so N s; = 0. Claramente,
sob~1(ng,) N sob~t(ng,) = . Continuando de esta manera definimos
una sucesion (sx)geny en B; que cumpla con la condicién: s; N s =
0 = sob~!(ns,) N sob~!(ng,) siempre que k,I € Ny k # [. Definimos
hy : FIN* — FIN* como hi({lo,...,lk—1}) = ;< 51;- De la definicién
es evidente que sob™ (3", ns,) = Ujey s0b 1 (ns,) € B;j para todo ¢ €
FIN*. Ponemos h = hg o hy. Veamos que esta funcién cumple las
condiciones impuestas. En efecto, sean s,t € FIN* tales que s Nt = ().
Entonces,

h(s) Uh(t) = ho(ha(s)) U ho(ha(t)) = ho(| ) s0) nho(| 1) =

Ies let
hO((zLeJ s1) U (gsl)) = hO(leUutSl) = ho(h1(sUt)) = h(sUt), ¥
h(s) N A(t) = ho(ha(s)) M ho(hy (1)) = ho(lU s1) N ho<H 1)
= sob™ (nqy,.. s)) Nsob~(ngy,_, ) = s0b~" g ns,) N sob™ ! %nsl)
= (| sob " (n)) N (| 500" (ng,) = 0.

les let

Como h[FIN*] C Bj, es conjunto Bj resulta ser un I P-conjunto. O

Veamos a continuacion una generalizacién del Teorema de las Sumas
Finitas 1.5.5 usando [ P-conjuntos:

Teorema 2.7.2. Sea P C N un I P-conjunto y {P; : i < r} una particion
finita de P. Entonces, P; es un IP-conjunto para algin j <.

Prueba: Sea (nj)ren una sucesion infinita tal que la I P-red (ns)sc pra-
este contenida en P. Para cada i < r, definimos B; = {s € FIN* : n, €



Ultrafiltros sobre N y sistemas dindmicos discretos 7

P;}. Es evidente que {B; : i < r} es una particién de FIN*. Por el
Teorema de la Uniones Fintas 2.7.1, existen 5 < r y un homomorfismo
h: FIN* — FIN* tal que h[FFIN*] C B;. Para cada k € N, definimos
my = np({ry)- Es inmediato ver que my € P; para todo k € N y si
s € FIN*, entonces ms = Y pc Mk = Y e Mh({k}) = MUpesh({k}) =
Mh(Uses (k) = Th(s) € Py B

El Teorema de las Uniones Finitas 2.7.1 también tiene su generali-
zacion en el contexto de I P-conjuntos:

Corollary 2.7.1. Sea P C FIN* un IP-sconjunto y {B; : i < r} una
particion finita de P. Entonces, B; es un IP-conjunto para algin j < r.

Prueba: Seah : FIN* — FIN* un homomorfismo tal que h[F'IN*| C
P. Paracadai < r, definimos A; = {s € FIN* : h(s) € B;}. De acuerdo
con el Teorema 2.7.1 existen un homomorfismo g : FIN* — FIN*
y j < r tal que g[FIN*] C A;. Como consecuencia tenemos que
hlg[FIN*]] C B;. Por tanto, B; es un I P-conjunto. O

Para finalizar esta seccién deremos algunas aplicaciones de los IP-
conjuntos a la topologia. La notacion siguiente es crucial para dicha
aplicacién.

Definicion 2.7.2. Sea X un conjunto. Una IP-subred de una IP-red
(7s)serin+< de X es una IP-red de la forma (xp))serin+< en donde
h: FIN* — FIN* es un homomorfismo.

Lema 2.7.1. Supongamos que para cada n € N, {Bl' : i < r,} es una
particion finita de FIN*. Entonces, existe ¢ € [[,cnTn y un homomor-
fismoh: FIN* — FIN* tal que si s € FIN* yn < s para algin n € N,
entonces h(s) € Bﬁ(n).

Prueba: Por el Teorema de las Uniones Finitas 2.7.1, existen ¢(0) <
ro y un homomorfismo hg : FIN* — FIN* tal que ho[FIN*] C Bg(o)'
Claramente, ho[F'IN*] es un I P-conjunto y por el Corolario 2.7.1, pode-
mos hallar un homomorfismo hy : FIN* — FIN* y (1) < r; tal que
hi[FIN*] C ho[FIN*| N B;(l). De manera inductiva para cada k € N
podemos hallar un homomorfismo hy : FIN* — FIN* y p(k) < rj tal
que hi[FIN*] C hy_1[FIN*]N B(';(k), para todo k € N. Inductivamente
definimos una sucecién (si)reny en FIN* de tal manera que h;(s;) N
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hj(sj) = 0 para distintos i,j € N. Ahora definimos h({k}) = hy(sk)
para cada k € N. Como se menciono anteriormente, h se puede exten-
der a un homomorfismo en F'/N* mediante la regla h(s) = (J,c, h({k}),
para todo s € FIN*. Fijemos s € FIN* y n € N tal que n < s.
Entonces, tenemos que h({k}) = hi(sr) € Pmin(s)[FIN*] C hy[FIN¥]
para todo k € s. Por lo cual, h(s) = Upc, M({k}) = Upes h(sk) €
ha[FIN*] C B2, O

Teorema 2.7.3. Toda I P-red en un espacio métrico compacto tiene una
IP-subred convergente®.

Prueba: Para cada n € N, fijamos una particién finita {X]* : ¢ < r,}
de X en subconjuntos de didmetro menor que 2% Para cadan € Ny
para cada ¢ < 7y, definimos B' = {s € FIN* : z; € X'}. Por el Lema
2.7.1, es posible encontrar un homomorfismo h : FIN* — FIN* de tal
forma que si s € FIN* y n < s para cierto n € N, entonces h(s) € Bg(n).
En otras palabras, zj, € Xg(n) toda vez que s € FIN* y n < s para
algin n € N. De aqui deducimos que si s,t € FIN* y n < s,t, entonces

d(Th(s), Th(r)) < 2% Por ser X compacto, la interseccion

ﬂ clx({zpp) : s <t € FIN™})
seFIN*

es no vacia. Tomemos un punto z en dicha interseccién. No es compli-
cado probar que la I P-subred converge a z. O

Dada una funcién f : X — X, para cada s = {k; : i < r} € FIN*
definimos f* = fkoo fk1o ... o fFr=1. Vale la pena resaltar que si s €
FIN*, entonces f"s = firesk = s (recordamos que ng = Y ;- k). De
esta forma cada funcién f : X — X determina una IP-red (f*¥)serprn+
en XX. Veremos en los resultados siguientes la manera en que esta
I P-red juega un papel muy importante en los sistemas dindmicos.

Mediante la p-convergencia se puede caracterizar la convergencia de
la [ P-red (fh(s) (z))serine:

Para cada s € FIN* y para cada homomorfismo h : FIN* — FIN*,
definimos F'S(h,s) = {nn@) = Dpeppyk + 5 <t € FIN"}. De la

5Recordamos que una red (zx)aep en un espacio topoldégico X converge a un
punto, escribimo simbdlicamente x) — z, si para cada V € N(z) exsite A\g € D tal
que xx € V para todo Ao < A € D.
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definicién es directo ver que si s,t € FIN* y s < t, entonces F'S(h,t) C
FS(h,s)y FS(h,sUt) & —n; + FS(h,s).

Teorema 2.7.4. Sean (X, f) un sistema dindmico con X un espacio
métrico compacto y x € X. Las siguitentes condiciones son equivalente
para una IP-subred (fh(s))seFIN* :

1. M) (z) — x.

2. Sip € N* satisface que FS(h,s) € p, para todo s € FIN*, en-
tonces fP(z) = x.

Prueba: 1 = 2. Supongamos que la [ P-subred (fh(s))SGFIN* satis-
face que f™%)(x) — x. Fijemos p € N* con la propiedad FS(h,s) € p,
para todo s € FIN*. Dado V € N(z), existe s € FIN* tal que
M0 (z) € V, para todo s < t € FIN*. Es decir, F(h,s) C {n €
N: f*(z) € V} y como FS(h,t) € p, {n € N: f*(z) € V} € p. Por
tanto, fP(x) = z.

2 = 1. Supongamos que V € N (x) es tal que para todo s € FIN*
existe s < ty € FIN* tal que f™*)(z) ¢ V. Consideremos el cojunto
infinito A = {nyu,) = D_pe b+ 8 € FIN*}. Claramente, la familia
{FS(h,s) N A :s € FIN*} tiene la propiedad de interseccién finita.
Fijemos p € N* tal que F'S(h,s) N A € p, para cualquier s € FIN*.
Por hipétesis, fP(x) = x y por lo cual B = {n € N: f*(z) € V} € p.
Entonces, es posible hallar s € FIN™ tal que ny,) € B, pero ésto es
una contradiccién. Por tanto, f*)(z) — x. O

Enseguida veremos como los idempotentes de N* estdn relacionados
con la convergencia de la IP-red (f™%)(z))scpin-:

Lema 2.7.2. Si h : FIN* — FIN* es un homomorfismo, entonces
Sh = Nserrn- clamy(F'S(h, s)) es un subsemigrupo de (B(N),+).

Prueba: Como vimos en la prueba del teorema anterior la familia
{FS(h,s) : s € FIN*} tiene la propiedad de interseccién finita y por
ello S, = Nyeprn-clpay(FS(h,s)) # 0. Fijemos p,q € Sp. Fijemos
s € FIN*. Claramente, —n; + F'S(h,s) € p, para todo s < t € FIN*,
ya que FS(h,sUt) & —ny + FS(h,s). Es decir, FS(h,s) € p+n; o
mejor dicho p + ny € clgu (F'S(h, s)), para cada s <t € FIN*. Por
definicién, sabemos que

p+q=q—limy.cop+n=q—limscerinp+n € clga)(FS(h,s)),
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para todo s <t € FIN*. Como s € FIN* fue elegida arbitrariamente,
concluimos p 4+ ¢ € Sp,. Por tanto, (Sp,+) es un semigrupo. O

Teorema 2.7.5. Sean (X, f) un sistema dindmico con X un espacio
métrico compacto y x € X. Entonces, existe un idempotente p € N* tal
que x es p-recurrente si y solo si existe una subred (%) (z))scpin- tal
que fP)(z) — .

Prueba: Necesidad. Sea p € N* un idempotente tal que fP(x) = x.
Para cada k € N definimos By, = {n € N : d(f"(z),z) < 2% Sabemos
que By, € p para todo k € N. Pongamos Ag = By y Cop={n eN:—n+
Ay € p}. Elegimos ng € AgNCy y definimos A; = AgN(—no+ Ap) N By.
Es evidente que A7 es un elemento de p. De manera inductiva, para
cada i € N definimos A; = A;_1 N (—nj—1 + A1) N By, C; = {n € N :
—n+A; € p} yn; € A;NC;. Consideremos la sucesion infinita (n;);en. Si
s € FIN*, por el Lema 1.5.1, se obtiene que ns = > ;- . n; € Ayingsy C
Buingsy ¥ por ello d(f"(x),x) < omin{s} - La sucesién (n;)ien se puede
escoger de tal forma que n; < n; siempre que 4,5 € Ny i < j. Ahora
definimos h : FIN* — FIN* de tal forma que h({k}) = ni para todo
k € N. Sea ¢ > 0. Fijemos k£ € N tal que 2% < €. Si s € FIN* satisface
que k < s, entonces d(f")(z),x) = d(f(z),z) < 2mindst < 2k < ¢
Por tanto, la I P-subred (f"*)(z))scprn+ converge al punto x.

Suficiencia: Sea (f™*®)(z))seprn+ una I P-subred tal que f)(z) — z.
Segin el Teorema 2.7.4, fP(x) = xz, para todo p € Sj. Gracias al
Teorema 1.5.3 y al Lema 2.7.2, es posible hallar un idempotente p €
Sp para el cual fP(z) = z. Por tanto, z es p-recurrente y p es un
idempotente. O

Una reformulacién del Lema 8.15 del libro [Fu81] es la siguiente:

Teorema 2.7.6. Sea (X, f) un sistema dindmico con X wun espacio
métrico compacto. Un punto y € X es p-recurrente para un idempo-
tente p € N* si y solo si existen un punto x € X y una IP-subred

(") (2))sepin tal que fM)(z) — y.

Prueba: La necesidad se sigue directamente del Teorema 2.7.5. Supon-
gamos que (") (z))scrrn+ es una I P-subred tal que f*)(z) — y. Sea
e > 0. Elegimos s € FIN* que cumpla con la desigualdad d(f*® (z),y) <
5, paratodo s <t € FIN*. Fijemos t € FIN* estrictamente mayor que
sy elegimos § > 0 de tal manera que si v,w € X y d(v,w) < J, entonces
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d(f*® (v), O (w)) < 5. Tomemos r € FIN™ que satisfaga s <r,t <r
y d(f"")(x),y) < 5. Entonces, obtenemos que

AP OO @), FHO() = (@), O ) < £
y como d(fMH5) (), y) < S se sigue que d(f"®(y),y) < e. El teorema
anterior nos asegura que ¥y es p-recurrente para algin idempotente p €
N*. O

2.8 Dinamica de algunas funciones del conjunto
de Cantor en si mismo

En esta seccion estudiaremos propiedades dindmicas de ciertas funciones
continuas del conjunto de Cantor en si mismo (algunos de estos resulta-
dos aparecen en [G]). El conjunto de Cantor serd identificado con el espa-
cio topoldgico Yo = {0, 1}N equipado con la topologia producto. Como
hemos visto anteriormente Yo es un espacio métrico con la métrica:

d(z,y) 0 six=vy
z,y) =
Y % en donde | = min{k € N: z(k) # y(k)}.

Recordemos que dos puntos x,y € {0,1}" cumplen con la desiguladad
d(z,y) < % si y solo si z(k) = y(k) para todo k <.

Dada una funcién f : N — N, podemos definir una funcién
of Xy — Yo

como o¢(x) = x o f para cualquier x € Xy. Mas detalladamente, si
x € Yo, entonces o¢(x)(k) = z(f(k)) para todo k € N. En particular,
si f: N — N es la traslacién hacia la derecha (f(n) = n + 1 para todo
n € N), entonces o : ¥g — Yo es la famosa funcién conocida con el
nombre de shift en inglés.

Teorema 2.8.1. Para toda funcion f : N — N, la funcion oy : Yo — Yo
es un homomorfismo continuo.

Prueba: Si z € X, entonces m;(of(x)) = of(x)(i) = z(f(i)) =
m¢4) () para todo i € N. De aqui deducimos que la funcién oy es
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continua. Para probar que o; es un homomorfismo, fijamos x,y € Xs.
Tenemos entonces que o f(z+y) = (z+y)of = zof+yof = op(x)+os(y).
Lo cual muestra que oy es un homomorfismo continuo. O

Enunciemos a continuacion algunas propiedades bésicas de estas fun-
ciones o’s:

Teorema 2.8.2. Para toda funcion f: N — N, se cumple lo siguiente:
1. Para todo A CN, 0y(xa) = Xf-1(4)-
2. Para todo A,B CN, of(xa) = xp siy solo si f~'(A) = B.
8. Dados A,B CN, af(xa) = o¢(xp) siy solo si f71(A)=f"1(B).
4. Dado A CN, x4 € ker(oy) sty solo st f[NJNA=10.
5. Si f es suprayectiva, entonces oy es inyectiva.
6. Si f es biyectiva, entonces oy es biyectiva.
7. 0fog = 0400y, para toda funcion g : N — N.

8. Para todo n € N, 0? =0ofn.

Para estudiar las propiedades de las p-iteradas de la funcién oy nece-
sitamos la siguiente férmula que se obtiene de manera directa de la
definicion:

Teorema 2.8.3. Para cada p € N* se cumple la identidad

U?(m) =p— lim of(z) =p— lim wo f7,
n—oo n—oo

para todo x € Yo, en donde el punto p-limite es tomado dentro del
conjunto de Cantor.

Recordemos que el conjunto de Cantor 9 es un grupo topolégico con
la operacién x4 + xB = xaaB, donde A, B C N.

Teorema 2.8.4. Sea f : N — N una funcion. Para cada p € N*, la
p-iterada O'? : Mg — Yo de oy es un homomorfismo.
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Prueba: Sean x,y € Ys. De los Teoremas 2.10.9, 2.8.2 y 2.8.3 sabe-
mos que

a?(x+y) =p— lim of(z+y) =p— lim (z +y)o f"
n—oo n—oo
=p— lim zo f"+p— lim yo f7
n—oo n—oo
=p— lim o%(z) +p— lim o%(y)
n—oo n—oo
= o*?(a:) + U?(y). O

Corollary 2.8.1. Sea f : N — N una funcion. Para cada p € N*, el
conjunto de puntos p-recurrentes del sistema dindmico (of,¥2) forma
un subgrupo de Xo.

Veamos a continuacién algunas condiciones que nos garantizan la con-
tinuidad de las p-iteradas de la funcién oy.

Lema 2.8.1. Sea f : N — N una funcion. Si la orbita Of(k) es finita

para k € N, entonces la composicion kaU? es continua para todo p € N*,

Prueba: Sea p € N*. Elegimos [ € N de tal forma que max(Oy(k)) <
l. Fijemos A C N. Si xg|j0;) = Xxal[,), entonces

{neN: f"(k)e A} ={neN: f"(k) € B}.

De donde se obtiene que Wk(U?(XA)) = p — limp—ooxa(f"(k)) = p—
limp—ooxB(f™(k)) = TFk(O'?(XB)). Por tanto, 7 o cr? es continua. O

Como una aplicacién directa del lema anterior se tiene el siguiente
teorema.

Teorema 2.8.5. Si f : N — N es una funcion con orbitas finitas,
entonces la funcion U? 1 X9 — Yo es continua para todo p € N*,

Estidiaremos enseguida el caso cuando la funcién tenga una orbita
infinita.

Lema 2.8.2. Si f : N — N es una funcion con una orbita infinita Of(k)

para algun k € N, entonces la composicion my, o 0’? no es continua para

cualquier p € N*.
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Prueba: Supongamos que O¢(k) es infinita para k € N. Sea p €
N*.  Fijemos D C N de tal forma que O¢(k) \ {f"(k) : n € D} sea
infinito y D € p. Consideremos x4, en donde A = {f™(k) : n € D}, y
7k 0 0% (xa). Se sabe directamente de lo establecido que 7 0 o (xa) =
p—limp—ooxa(f™(k)) = 1. Sea 0 < [ € N. Podemos escoger B C N que
sea infinito de tal forma que x| = xaljpy ¥ B S Op(k) \ {f"(k) :
n € D}. Claramente {n € N : f"(k) € B} N D es finito y por tanto
k(0% (xB)) = P — limp—ooXB(f"(k)) = 0. Con ésto se establece que

My, © 0? no puede ser continua en y 4. O

Teorema 2.8.6. Si f : N — N es una funcion con al menos una drbita
infinita, entonces la funcion 0? : Y9 — Yo mo es continua para cualquier
p e N*,

Los Teoremas 2.8.5 y 2.8.6 nos conducen al siguiente resultado.

Corollary 2.8.2. Si f : N — N es una funcidn, entonces o bien todas

las funciones O'? ’s son continuas 6 todas son discontinuas.

Para determinar y distinguir los puntos proximales del sistema dindmico
(X2,0¢) es necesario considerar los siguientes subconjuntos de N:

Definicion 2.8.1. Sea f: N — N una funcion. Decimos que A C N es
f-grueso si para cada k € N el conjunto {n € N :Vi < k(f"(i) € A)} es
no vacio.

Si f: N — N es la traslacién hacia la derecha (es decir, f(k) =k + 1
para todo k € N), entonces todo conjunto f-grueso es grueso y vice
versa. Es trivial ver que si A C Ny f: N — A es una funcién arbitraria,
entonces A es f-grueso. En particular, la imagen f[N] es f-grueso para
cualquier funcién f: N — N.

Lema 2.8.3. Sea f : N — N wuna funcion. Si A C N es f-grueso,
entonces el conjunto {n € N : Vi < k(f"(i) € A)} es infinito, para todo
k e N.

Prueba: Fijemos k € N y pongamos B = {n € N : Vi < k(f"(i) €
A)}. Supongamos que ng € N satisface la condicién f (i) € A para
cada ¢ < k. Para el nimero natural k; = max{f™ (i) : i < k} + 1,
por hipétesis, existe ny € N tal que f" (i) € A para todo i < kj.
En particular tenemos que f™1(f"0(i)) = f"0*t"1(j) € A para cualquier
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1 < k. Por lo cual, ng,ng +n1 € B. Continuando la inducciéon podemos
determinar una cantidad infinita de elementos de B. O

Ahora determinaremos las parejas de puntos proximales del sistema
dindmico (32,0) con la ayuda de los conjuntos f-gruesos:

Teorema 2.8.7. Sea f: N — N una funcion y consideremos el sistema
dindmico (32,0¢). Dos puntos x,y € Xo son prozimales si y solo si el
conjunto I(x,y)° es f-grueso.

Prueba: Necesidad. Supongamos que z y y son puntos proximales.
Sea k € N. Por definicién tenemos que {n € N : d(o}(z),0}(y)) <
2%} es infinito. De donde podemos observar que existe n € N tal que
o (z)(@) = z(f"(2)) = y(f"(2)) = o} (z)(i), para todo i < k. Es decir,
f™() € I(z,y), para todo i < k. Con ésto se prueba que I(z,y) es
f-grueso.

Suficiencia. Supongamos que I(z,y) es f-grueso. Sea € > 0 y fijemos
k € N tal que 2% < €. Por definicién, existe n € N tal que (i) € I(z,y)
para todo ¢ < k. Por consiguiente, cada uno de estos niimeros enteros n’s
satisface la condicién o' (z)(i) = z(f"(i)) = y(f"(2)) = o}(y)(i), para
todo i < k. De donde se sigue que d(o’(z),0%(y)) < 2% < € para una
cantidad infinita de nimeros enteros n’s (esta afirmacién la garantiza el
Lema 2.8.3). Por tanto, x y y son proximales. O

El teorema anterior generaliza el Lema 8.2 del libro [Fu81].

Corollary 2.8.3. Sea f : N — N una funcion y consideremos el sistema
dindamico (X2,0¢). Dados un subconjunto f-grueso A de N y x € 3o, el
punto y € Yo definido por

z(k sikeA
sy =T
z(k)+1 sik¢ A.
es proximal a x y I(z,y) = A.

El estudio de los puntos p-proximales del sistema dindmico (X2,0)
requiere considerar la siguiente clase de subconjuntos de N.

Definicion 2.8.2. Sean f : N — N una funcion y p € N*. Decimos que
A CN es (f,p)-grueso si {n € N: f*(k) € A} € p para toda k € N.

SPara x,y € X2, definimos I(x,y) = {k € N: (k) = y(k)}.
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Si() # A C N, entonces A es (f, p)-grueso para toda funcién f: N — A
y para todo ultrafiltro p € N*. Si) # A,B C Ny a € A\ B, entonces
la funcién f : N — N constante que manda a todo niimero natual en a
satisface que A es (f,p)-grueso para todo p € N*, pero B no es (f,p)-
grueso para cualquier p € N*. Es facil ver que todo conjunto (f, p)-grueso
es f-grueso, para cualquier funcién f : N — N y para cualquier p € N*.
Posteriormente en el Corolario 2.8.6 veremos que todo conjunto f-grueso
es (f,p)-grueso para algin p € N*.

Teorema 2.8.8. Sean f: N — N una funcion y p € N*. Consideremos
el sistema dindmico (X2,0¢). Dos puntos x,y € 3o son p-prozimales si
y solo si el conjunto I(xz,y) es (f,p)-grueso.

Prueba: Necesidad. Por hipdtesis, existe p € N* tal que a?(m) =

a?(x). Asi, por el Teorema 2.8.3, J?(x) =p—lim, ..oz o0 f* =p

lim, ooy o [ = a?(y). Aplicando el Teorema 1.3.5, se establecen las
identidades

i = mh(p— lim wo f") =p— lim m(zo ") =p— lim o(f"(k))
=p— lim y(f*(k)) = p— lim m(yo ") = m(p — lim yo f"),
para todo k € N. Entonces, obtenemos de manera separada que
{neN:a(f"(k)) =i} €py{n e N:y(f"(k)) =ir} €p,

para toda k € N. De aqui se obtiene la condicién {n € N : f*(k) €
I(z,y)} € p, para toda k € N. Esto prueba que I(x,y) es (f,p)-grueso.

Suficiencia. Por suposicién, se sabe que {n € N: f*(k) € I(z,y)} € p,
para toda k € N. Por lo cual, {n € N: z(f"(k)) = y(f"(k))} € p para
cualquier k£ € N. Esto implica que

p— lim z(f"(k)) =p— lim y(f"(k)),
n—oo n—oo
para todo k € N. Por ésto y el Teorema 1.3.6, se obtiene que
P

ob(x)=p— lim zo f" =p— lim yo f* = oh(y).
f n—oo n—oo f

Lo cual significa que = y y son p-proximales. O
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Corollary 2.8.4. Sea f : N — N una funcion y consideremos el sistema
dindmico (X2,0¢). Supongamos que A C N es (f,p)-grueso, para algin
p € N*. Six,y € ¥y satisfacen que I(x,y) = A, entonces x y y son
p-proximales.

Corollary 2.8.5. Sea f : N — N una funcion. Consideremos el sistema
dindamico (X2,0f). St A C N es (f,p)-grueso para alginp € N* yx € ¥
es arbitrario, el punto y € Yo definido por

(k) sike A
y(k) = {x(k‘) +1 sik¢ A

es p-proximal a x y I(x,y) = A.

Corollary 2.8.6. Sean f : N — N una funcion y A C N. Entonces, A
es f-grueso si y solo si A es (f,p)-grueso para algin p € N*.

Prueba: Necesidad. Supongamos que A es f-grueso. Dado z € ¥y
consideremos el punto y € Y9 definido como en el Corolario 2.8.3. Por el
mismo corolario, los puntos z y y son proximales y I(z,y) = A. Por otro
lado, el Teorema 2.3.3 nos asegura la existencia de un ultrafiltro p € N*
para el cual z y y son p-proximales. En consecuencia, basandonos en el
Teorema 2.8.8, A resulta ser (f,p)-grueso.

Suficiencia. Sea k € N y supongamos que A es (f,p)-grueso para
algin p € N*. Sabemos que 4; = {n € N: f"(i) € A} € p, para cada
i < k. Por consiguiente, si n € (), A;, entonces f"(i) € A para todo
i < k. Con ésto se demuestra que A f-grueso. O

Corollary 2.8.7. Sea f : N — N una funcion y consideremos el sistema
dindmico (Xa,0f). Si x,y € Y9 son proximales, entonces I(x,y) es
(f,p)-grueso para algin p € B(N).

El resultado que enseguida enunciamos deja de sorprendernos después
de ver el Corolario 2.3.2.

Teorema 2.8.9. Sean f: N —- N ype N*. ACN es (f,p)-grueso siy
solo si A es (f,p+ q)-grueso para todo q € B(N).

Prueba: Supongamos que A es (f,p)-grueso. Fijemos k € N. Sea
n € N. Por definicién se cumple que {I € N : fi(f"(k)) € A} € p.
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Aplicamos la funcién p, para obtener que {n +1:1¢€ Ny f{(f*(k)) =
(k) € A} € pu(p) = p+n. Con ésto se demuestra que B = {m € N :
f™(k) € A} € p+ n, para todo n € N. Por consiguiente B € p + g para
todo ¢ € B(N). Ya que k fue tomada arbitrariamente, podemos concluir
que A es (f,p + q)-grueso para todo g € S(N). O

El siguiente teorema nos dice méas directamente que nuestra nocién de
(f,p)-grueso generaliza a los subconjunto gruesos de N.

Teorema 2.8.10. Consideremos la funcion f: N — N dada por f(k) =
k+ 1, para todo k € N. Si A C N es grueso, entonces existe p € A* tal
que A es (f,p)-grueso.

Prueba: Por ser A grueso, para cada k < [ € N el conjunto Ay =
{a € A:a+k € A} es infinito y estos conjunto satisfacen que A;NA; # ()
siempre que ¢ < j € N. Tomemos p € A* de tal manera que Ay € p para
todo k € N. Si k € N, se cumple claramente que Ay € {n € N: f*(k) =
k4+mne A} yporello {n e N: f*(k) =k+n € A} € p. Por tanto, A es
(f,p)-grueso. O

Procedemos ahora a describir un ejemplo mas de dos puntos proxi-
males que no son g-proximales para algunos ultrafiltros ¢ € N*.

Ejemplo 2.8.1. Consideremos el sistema dindmico (X2,0¢), en donde
f N = N es la funcion definida por f(k) = k + 1, para todo k € N.
Pongamos ag = 0 y tomemos bg € N tal que ag < by. Enseguida elejimos
dos numeros a1,b1 € N que satisfagan la condicion by < a1 < a1+1 < by.
Inductivamente, para cada k € N elejimos ag, by € N de tal modo que
br—1+k—1<ap <ag+k <bg. Definimos A= {a+1i:1<keN}
Sii € N, entonces ar, € {n € N: f"(i) =n+1i € A} para todo k € N
tal que i < k. Fijemos p € {ay : k € N}*. Tenemos entonces que A es
(f,p)-grueso. Ahora definimos B = {b; : k € N}. Si k € N, entonces
br +1i ¢ A para todo i € N con i < k. Por consiguiente la interseccion

Bn{neN: f"i)=n+ic A}

es finita, para todo i € N. Lo cual implica que A no puede ser (f,q)-
grueso para cualquier q € B*. Sean xz,y € Yo distintos tales que
I(z,y) = A. Por el Teorema 2.8.8, obtenemos que x yy son p-prozimales
para todo p € {ay : k € N}* y no pueden ser q-prozimales para cualquier
q € B*.
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Veamos algunas propiedades combinatorias de los conjuntos (f,p)-
gruesos. Empezamos con dar un contexto muy particular al enunciado
del Teorema 2.3.6.

Dados f: N — Ny A CN, definimos
Gra={peN":Aes (f,p)—grueso }.
Es claro que G 4 puede ser vacio en muchos casos.

Teorema 2.8.11. Para cada funcion f : N — N y para cada A C N,
G4 es un ideal derecho cerrado de (N*,+).

Prueba: Seleccionamos z,y € ¥y de tal modo que I(z,y) = A. Es
evidente que Gy 4 = I, y las condiciones se cumple por el Teorema
2.3.6. O

En contraste con el enunciado anterior se tiene lo siguiente.

Teorema 2.8.12. Si f: N — N es una funcién y p € 8(N), entonces,
Frp={ACN:Aes(fp)— grueso}

es un filtro sobre N.

Prueba: Claramente N € Ff,. Sean A,B € Fj,. Como {n € N :
fM(k)e A} epy{neN: f*(k) € B} € psesigue que {n € N: f"(k) €
AN B} € p, para todo k € N. Por tanto, A, B € Fy,. Claramente si
Ae Frpy AC B, entonces B € Fyy. O

Damos en el siguiente teorema una caracterizaciéon de los conjuntos
(f,p)-gruesos en términos de puntos p-limites:

Teorema 2.8.13. Sean f : N — N una funcion y A C N. Las siguientes
condiciones son equivalentes:

1. A es (f,p)-grueso.
2. p —lim, o f*(k) € A, para todo k € N.

Prueba: 1 = 2. Por hipétesis, para cada k € N, se cumple que

{nEN:fn(k:)GA}EpHp—Ji_)rI;ofn(k)EA*,
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para toda k € N. De aqui se sigue que p—lim,,_,o, f™(k) € A, para todo
ke N.

2 = 1. Fijemos k € N. De nuestra suposicién sabemos que p —
limy, oo f*(k) € A. Es decir, {n € N: f*(k) € A} € p. Por tanto, A es
(f,p)-grueso. O

Recordemos que si f : N — N es una funcién su extensién de Stone se
denota por f: N — N.

Corollary 2.8.8. 5i f : N — N es una funcion, entonces,

M= (N 4

AE]'—f’p
para cualquier p € Gy 4.

Prueba: Sea p € Gy 4. Del Teorema anterior se sigue directamente
la contencion
FENIc () A,

AE]'—f,p

Supongamos que q € (ﬂAeffp 121) \fp[ﬁ(N)]. Entonces, existe B € ¢ tal
que fPIB(N)]. O

Como hemos visto las propiedades combinatorias de los subconjuntos
(f,p)-gruesos de N se basan en las érbitas de la funcién f. Por lo cual,
daremos algunas propiedades basicas de las érbitas de una funcién de N
en N. Recordemos que {P/" : i < m} es una particién de N, para todo
l<meN.

Lema 2.8.4. Sean f: N — N una funcion y k € N.

1. Si Oy(k) es finita, entonces exsite m € N tal que O(k) = {f'(k) :
i<m}y fi(k) # fi(k) sii<j<m.

2. St f*(k) = k para algin nimero n € N, entonces O (k) es finita y
existe m € N tal que Op(k) = {k, f(k),..., f" " k)} y f™(k) = k.

3. Si Op(k) = {k, f(k),..., f" 1K)}, f™(k) = k y m es el minimo
numero entero positivo con esta propiedad, entonces, para cada
i < m se cumple que fi(k) = f7(k) si y solo si j € P™. Ademds
se cumple que f™(f'(k)) = fi(k) para todo i < m.
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Prueba: 1. Sea m € N el minimo nimero natural positivo tal que

Os(k) C {k, f(k), ..., f™(k)}. Supongamos que fi(k) = fI(k) para
algunos ¢ < 5 < m. Entonces,

Frk) = fOmITI () = I (fI(K)) = fmI(f (k)
= fm=ITi(k) = fmmU= (),

lo cual es imposible por que m — (j — i) < m y por la eleccién de m.

2. Basta con tomar el minimo n € N para el cual f™(k) = k.

3. Supongamos que Of(k) = {k, f(k),...,[" Y k)}, f™(k) = ky
m es el minimo nimero entero positivo con esta propiedad. Supong-
amos que fi(k) = f/(k) para i < j < m. Entonces, se cumple que
FrEI(fIR) = N R) = ko= frI(FR)) = I (R), o
cual contradice la suposicién ya que m+1— (5 —1i) < m. Fijemos i < m
y supongamos que f'(k) = fJ(k) para algin m < j € N. Pongamos
j=ml+r,endonde I, € Ny r < m. Aplicando esta identidad halla-
mos que fi(k) = fi(k) = f™+(k) = f"(k), pero por la primera parte
de la prueba debemos tener que r = 4. Por lo tanto, j € P/™. Es claro
que si j € P™, entonces fi(k) = fI(k). O

A una 4rbita que satisfaga la tercer condicién del lema anterior la
llamaremos ciclica y siempre supondremos que m es el menor nimero
entero con dicha propiedad.

Lema 2.8.5. Sea f: N — N wuna funcion para la cual existe k € N con
orbita ciclica de tamano m. Si A es (f,p)-grueso para algin p € N*,
entonces Of(k) C A.

Prueba: Tenemos que Oy (k) = {k, f(k),..., "1 (k)}, f™(k) =k y
m € N es el menor niimero natural con esta propiedad. Elgimos | < m
tal que P € p. Fijemos i € N. Por ser A un conjunto (f,p)-grueso,
sabemos que B = {n € N : f*(fi(k)) € A} € p. De aqui es posible tomar
un nimero natural n € P N B. Como n € P™, n = [+ mr para algin
r € Ny por ello, f*(fi(k)) = frti(k) = fHm™+i(k) = fi7(k) € A. Sea
j < m. Como i es un numero natural arbitrario, podemos seleccionarlo
de la siguiente manera:

. Ja—l sil<j
1 =
j—l+m sij<lI.

Esto nos garantiza que O¢(k) C A. O
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Corollary 2.8.9. Sean f : N — N una funcion cuyas drbitas son finitas
y A C N. Entonces, A es (f,p)-grueso para algin p € N* si y solo si A
es (f,q)-grueso para todo q € N*.

Prueba: Supongamos que A es (f,p)-grueso para algin p € N*. Fi-
jemos k € N. Por hipétesis y por el Lema 2.8.4, sabemos que Of(k) =
{k, f(k), ..., f™Y(k)}. Tomemos el menor niimero i < m tal que f™ (k) =
fi(k). De aqui podemos ver que la érbita O(fi(k)) de f'(k) es ciclica
y segtin el Lema 2.8.5, Of(f*(k)) € A. Como una consecuencia de ésto
se cumple que N\ {0,1,...,i — 1} C {n € N: f*(k) € A}. De donde
concluimos que A es (f, q)-grueso para todo g € N*. O

La prueba del siguiente resultado es obvia.

Teorema 2.8.14. Sea f: N — N una funcion. A CN es (f,p)-grueso,
para todo p € N*, si y solo si {n € N: f"(k) ¢ A} es finito para todo
k e N.

Consideremos la traslacién hacia la derecha o : Y5 — Yo que estd
dada por o(z)(n) = x(n + 1), para todo = € ¥y y para todo n € N.
Veamos el comportamiento de los puntos recurrentes de este sistema
dindmico desde el punto de vista combinatorio:

Claramente xg y xn son puntos recurrentes del sistema dindmico
(X9,0). Supongamos que x4 € X2 es un punto recurrente, para algun
subconjunto propio # # A C N que contenga al nimero 0. Ponemos
no = min{A \ {0}} y elegimos ny € N tal que ng < n1 y xa(ni +1i) =
x4(i) para todo i < ng + 1. Hay que observar que ng,ni,ng + n; € A.
Procediendo inductivamente podemos encontrar una sucesion estricta-
mente creciente (ng)ren en A tal que:

1. ng+...... + ng < ng41 para todo k € N.

2. Para cada k € N y para cada i < ng_1 se cumple que ng +1i € A
siy solosii€ A.

3. FS((np)ren) C A.

Tenemos entonces que d(0™(xa),x4) < zm—r para todo k € N. De
aqui se obtiene que y 4 es p-recurrente para cualquier p € {ny : k € N}*.
Inversamente, empezemos con una sucesion (ny)xen de nimeros enteros
positivos tal que ng 4+ ny + ... + ngp < ngy1 y ng—1 +¢ < ng siempre que
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i < ng_1, para todo k € N. Sea A = FS((ng)ken). Supongamos que
ng+1i=mnj, +..+mnj, endonde i <ny, i ¢ Ay jo <ji < ... < Jm-
Entonces, claramente se debe cumplir que ny < nj,, y por consiguiente,
ng +1 < ng+1 < nj,, lo cual es una contradiccién. Por tanto, para cada
k € Ny para cada i < ng se tiene que np +1¢ € A si y solo si i € A.
De todo lo anterior podemos deducir que d(c™ (x4), x4) < 2%%1 para
todo k£ € N. Esto prueba que x4 es un punto recurrente en el sistema
dindmico (X2, 0).

Usaremos el conjunto de Cantor para mostrar que la p-recurrencia
puede ayudar a distinguir dos puntos recurrentes de un sistema dindmico
discreto. Para nuestros propdsitos el siguiente lema es crucial.

Lema 2.8.6. Sean f: N — N un funcion, A,B € [N]¥ yp € N*. En el
sistema dindmico (X2,0¢), las siguientes condiciones son equivalentes:

1. d%(xa) = xB-
2. n € B siysolosi{keN: fF(n) € A} €p.

Prueba: 1 = 2. Supongamos que o¢(x4) = xp. Fijemos n € B.
Como o (xa)(n) = xp(n) =1, sesigue que o (xa) =p-limy . 0§ (xa) €

[n,1] y por lo cual
(k€ N: k() € [ 1]} = {k € N: ok (xa) () = 1}

={keN:xa(f*(n) =1} ={k eN: f*(n) € A} € p.

Si n € N satisface que {k € N : f¥(n) € A} € p, entonces tenemos
que {k € N : U’]?(XA) € [n,1]} € p. De aqui vemos que U?(XA) =p-
limy, oo JI;(XA) € [n,1]. Por tanto, a?(XA)(n) = xp(n) = 1. Esto
prueba que n € B.

2 = 1. Pongamos JI;(XA) = xc¢ para algin C' C N. Por la primera
parte de la prueba sabemos que n € C'si y solosi {k € N: f¥(n) € A} €
p. De esta equivalencia y nuestra suposiciéon concluimos que C' = B. O

Ejemplo 2.8.2. Consideremos la funcion f : N — N dada por f(n) =
n+1, para cadan € N. Sabemos que f*(n) = n+k, para cada n,k € N.
De aqui observamos que a’]?(XQN) = XQNOfk = xon para todo k € 2N. De

donde encontramos que O'?(XQN) = x2oN para todo p € 2N. De este modo
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se obtiene que XoN es p-recurrente para todo p € 2N. Ahora fijemos un
ulrafiltro ¢ ¢ 2N y supongamos que O’?(XQN) = xaon. Del Lema 2.8.6
vemos que n € 2N si y solo si {k € N:n+k € 2N} € ¢q. Sea n € 2N,
Entonces, existe un niumero natural impar k € N tal que n + k € 2N,
lo cual es imposible. Por tanto, xon no puede ser q-recurrente para
cualquier q ¢ 2N.

Veamos a continuacién un ejemplo un poquito maés general que el

anterior.

Ejemplo 2.8.3. Elejimos A € [N]¥ de tal modo a — max FS({a' : ' <
a}) — oo de manera estrictamente creciente y 1 < o' — a, para todo
a,a’ € C con a < d'. Fijamos B € [N|* disjunto de FS(A). Ahora
enumeremos F'S(A) y B crecientemente como {ay : k € N} y {by : k €
N}, respectivamente. En base a todo lo anterior, definimos f: N — N
como:

bo st T = ag

bjt+1 st z=bjy0<j<a;—2

bjt1 st x="bj,a;—1<j<ai1—-2yl<i
a; st x=bg;—2yl <1

ba;—1 st x=a; y1<1

T de otro modo.

Por la manera como se definio f se puede observar que es inyectiva y por
ello todas sus iteradas f™ son inyectivas, con n € N. Inductivamente,
podemos ver que f%(ag) = a; y f%(aj) = f*(f%(a0)) = f¥T% (ap) =
a; + a;, para todo i,j € N con 0 < i. De aqui se obtiene que FS(C) C
{k € N : f¥a;) € FS(C)}, para todo i € N. Por definicién, para
toda j € N existe el niimero natual mds pequeno kj; tal que fFi(ag) =
bj. Fijemos p € FS(A)*. Supongamos ahora que n € N satisface que
{k € N: fk(n) € FS(A)} € p y que n = b; para algin j € N. Si
Sicrai, € FS(A)N{k € N: f¥(b;) € FS(A)}, entonces

FEe (b)) = e (185 (ag)) = R0 (ag) = 3 a,,

s<m

para algin Y ., ap, € FS(A). Entonces, tenemos que

thgz ai,+k; (ap) = fzsgm s (ag),
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y por tanto, Y i, +kj =Y ., ax, lo cual es equivalente a decir que
ki = ecm Qs — Do1<; @iy > 0. Eliminando términos podemos suponer
que ay, # a;, para todo s < m y para todo t < I. Por ésto y nuestra
suposicion, max{ay, : s < m} > max{a;, : t <l}.

kj = Z ag, —Zait > max{ay, : s <m}— Zait’

s<m t<l t<l

lo cual es imposible ya que estamos suponiendo que la interseccion F.S(A)N
{k € N: f*(b;) € FS(A)} es infinita. Por el Lemma 2.8.6, obtenemos
que O'?(XFS(A)) = XFs(4) siempre que F'S(A)*. Por otra parte, sabemos
que % (ag) = f(f%(ao)) = f(a;) = ba,—1, para todoi € N\{0}. Por lo
cual, siq € {a;+1:i € N\{0}}*, entonces {k € N: f¥(ag) € FS(A)} ¢
q. Segin el Lemma 2.8.6, obtenemos que O'?(XFS(A)) # Xrs(a)- Todo
ésto prueba que xps(a) es p-recurrente para todo p € FS(A)* y no es
g-recurrente para cualquier g € {a; +1:3 € N\ {0}}*.

Pregunta 2.8.1. Dados dos ultrafiltros p, q € N*, ; es posible encontrar
un sistema dindmico que contenga un punto p-recurrente que mo sea q-
recurrente ¢

2.9 Acciones

Sea (X, f) un sistema dindmico con X espacio métrico compacto. Con-
sideremos la accién F : f(N) x X — X definida como F(p,z) = fP(z),
para todo (p,z) € B(N) x X, y su restriccion F* = F|n«xx. Vale la
pena remarcar que F(p,.) = fP y F(_,x) = f; para todo p € B(N) y
para todo = € X.

En el siguiente resultado daremos algunas condiciones que son equiva-
lentes a la continuidad de todas las iteradas de la funcién de un sistema
dindamico.

Teorema 2.9.1. Sea (X, f) un sistema dindmico con X espacio métrico

compacto. Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. La funcion F* es separadamente continua’ (es decir, fP es con-
tinua, para todo p € N*).

"Una funcién F : X xY — Z se dice que es separadamente continua si las funciones
F*=F(z,.):Y - ZyF,=F(,y): X — Z son continuas, para todo z € X y
para todoy € Y.
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2. Eziste un Gs-conjunto denso D de N* tal que la restriccion F*|py x
es continua.

3. Existe un subconjunto denso D de N* tal que F*|pxx es continua.

Prueba: La implicacion 1 = 2 se sigue directamente del conocido
Teorema de Namioka [N74] (se puede ver opcionalmente [Ar92, Th.
I11.5.5]), la implicacién 2 = 3 es evidente y, por tultimo, la implicacién
3 = 1 es una consecuencia inmediata del Corolario 2.1.1. O

De aqui en adelante supondremos que el espacio de fases del sistema
dindmico en cuestion es un espacio métrico compacto. Ademads para
evitar casos triviales supondremos que para cada par de puntos distintos
n,m € N existe z € X tal que f"(z) # f™(x).

A continuacién, nuestra meta principal es probar que la accién F :
B(N) x X — X inducida por un sistema dindmico (X, f) es equivalente
a la accién de un semigrupo metrizable. Nuestro subgrupo metrizable
es el siguiente:

Dados p,q € B(N), definimos p ~ ¢ si se cumple que fP(z) = fi(z)
para todo x € X.No es dificil ver que ~ es una relaciéon de equivalencia
en $(N). De nuestras condiciones impuestas deducimos que cada ntimero
entero n € N es solo equivalente consigo mismo. Supongamos ahora que
d: X x X — X es una métrica acotada compatible con X. La funcién
d: B(N) x (N) — R definida por

d(p,q) = sup d(f*(x), f'(x))  p,q € BN),

resulta ser una pseudométrica en 3(N). Claramente la pseudométrica
d induce una métrica (también denotada por d) en el cociente 3(N)/~.
La clase de equivalencia de un punto p € S(N) serd por el simbolo [p].
Del Teorema 2.1.1 obtnemos lo siguiente:

Teorema 2.9.2. B(N)/~ es un semigrupo con la operacion + definida
por

[p]+[q]l=1[p+ql,

para cada p,q € B(N).
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Una pregunta que surge naturalmente es bajo que condiciones el semi-
grupo ( B(N)/~, +) equipado con la topologfa inducida por la métrica d
es un semigrupo topologégico®. Veamos que la equicontinuidad uniforme
nos proporciona una respuesta afirmativa.

Lema 2.9.1. Sea (X, f) un sistema dindmico. Si la familia de fun-
ciones {f" : n € N} es uniformemente equicontinua, entonces la familia
{fP:p e N*} es también uniformemente equicontinua.

Prueba: Sea ¢ > 0. Fijemos § > 0 de tal forma que si z,y € X
satisfacen que d(z,y) < d, entonces d(f"(x), f"(y)) < § para cada n €
N. Sean z,y € X. Supongamos que d(z,y) < 6 y que p € N* es
arbitrario. Elejimos n € N de modo que d(f?(z), f"(x)) < § y que
d(fP(y), f"(y)) < §. Obtenemos entonces que

d(fP(x), fP(y)) < d(fP(x), [ (@) + d(f"(x), ["(y)) + d(f"(2), [P(y)) <

PR
-+ -+ -=c

3 3 3

Por tanto, la familia de funciones {f? : p € N*} es uniformemente
equicontinua. O

Teorema 2.9.3. [GS07] Si la familia {f™ : n € N} es uniforme-
mente equicontinua, entonces ﬁ(N)/rj es un semigrupo topologico con
la topologia inducida por la métrica d.

Prueba: Sean [p],[q] € B(N)/~. Por el Lema 2.9.1, la familia {f* :
t € B(N)} es también uniformemente continua. Fijemos ¢ > 0. Entonces,
podemos encontrar § > 0 tal que § < § y si z,y € X y d(z,y) < 4,
entonces d(f'(z), f(y)) < § para todo ¢ € B(N). Supongamos que

r,s € B(N) satisfacen que

d(p,r) = sup{d(fP(z), f"(x)) :x € X} <

d(q. s) = sup{d(f*(x), f*(2)) : @ € X} < 6.

8Es decir, cuando la funcién + : B(N)/~ x B(N)/~ — B(N)/~ es continua con
dicha topologia.
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Entonces, d(f*(f7(x)), f*(f"(x))) < 5y d(f1(fP(x)), f*(f7(x))) < 3,

para toda x € X. Asi obtenemos que

d(f1(fP (@), £2(f" () < d(f1(P (@), £2 (P @) +d(F2(FP (), £2(f (2)))

para todo z € X. Por lo cual,

d(p+q, 7+ s) = sup{d(f!(f*(2)), f*(f"(2))) s v € X} <e.
Con ésto se conluye la prueba del teorema. O

Para cada p € 3(N), definimos f?! : X — X por fPl(z) = fP(z), para
todo punto z € X. La accién F': B(N) x X — X induce, de manera
natural, una accién F : (f(N)/~) x X — X definida como

F([pl,z) = fP)(z) = fP(x), para cada ([p],x) € (B(N)/~) x X.

Para estudiar esta funcién que acabamos de definir necesitaremos el
siguiente resultado que seguramente es muy conocido, pero que hasta la
fecha no hemos podido precisar alguna referencia.

Teorema 2.9.4. [GS07] Sean (X, d1), (Y, d2) y (Z, d3) tres espacios
métricos compactos. Si F: X xY — Z es una funcidn separadamente
continua, entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

1. F es continua.

2. La familia de funciones { F* | x € X } es uniformemente equicon-
tinua.

3. La familia de funciones { Fy |y € Y } es uniformemente equicon-
tinua.

Prueba: Basta con establecer la equivalencia entre los incisos (1) y
(2).

(1)==(2). Consideremos el espacio métrico (C(Y,Z),p) en donde
p(f,9) =sup{ds(f(y),9(y)) : y € Y} para toda f,g € C(Y, Z). Se sabe
que la continuidad de F' implica que la funcién h: X — (C(Y,Z),p)
definida como h(z) = F*, para todo = € X, es continua (para asegu-
rarse de este hecho el lector puede consultar [Sa, Theorem 3,3]). Asi,
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la compacidad de X implica que el conjunto g[X] = {F* |z € X } es
también compacto. Sea ¢ > 0. Entonces, podemos hallar una familia
finita { F¥1, F*2, ... F*} de tal forma que

(F*|lzeX}C LnJB(F“,e/B).
=1

Como cada F* es uniformemente continua, podemos encontrar § > 0
que satisfaga dz( F¥ (y), F*(y')) < § siempre que da(y,y’) <0y 1 <
i < n. Fijemos ahora x € X y consideremos la funciéon F*. Si F%
satisface que F* € B(F" ¢/3) para algin 1 < i < n, entonces

ds(F*(y), F*(y)) < d3(F*(y), F¥(y)) +
+ dz(F“(y) Fe (y’))+ d3(F*(y'), F*(y')) <
< fHE+ 5=

siempre que d2(y,y’) < d. Por tanto, la familia { F¥ | z € X } resulta
ser uniformemente equicontinua.

(2)==(1) Consideremos nuevamente el espacio métrico (C(X, Z), p).
Ya que la familia de funciones { F* | z € X } es uniformemente con-
tinua, la funcién g: Y — (C(X, Z), p) dada por g(y) = F, es continua.
Probaremos que la funcién F' es continua en el punto (xg,yo) € X x Y.
En efecto, sea € > 0. Como las funciones g y Fy, son continuas, podemos
elegir § > 0 de tal forma que

ds(F(z,y). Fla,yo)) <5y ds(F(z,0), Flo,p)) <

N

siempre que dy(z,x9) < 0 y d2(y,yo) < §. Es decir,

d3(F(2,y), F(xo,40) < d3(F(z,y), F(x,40)) + d3(F(2,90), F(x0,40)) <

3(F
+

(VAN
[\l
[Nelfe}

toda vez que di(x,x0) <y d2(y,y0) < 0. Por tanto, F' es continua en
el punto (zg,y0) € X x Y. O

La prueba del siguiente resultado se deja al lector.

Teorema 2.9.5. [GS07] Sean (X, f) un sistema dindmico y x € X.
Para cada punto p € B(N) las siguientes condiciones son equivalentes:
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1. FP es continua en x.
2. FIPl es continua en x.
Finalmente llegamos al resultado principal.

Teorema 2.9.6. [GS07]| Para un sistema dindmico (X, f), las sigui-
entes condiciones son equivalentes:

1. La familia {f™ : n € N} es uniformemente equicontinua en X.

2. d induce la topologia cociente en B(N)/~ y la accion F : B(N) x
X — X es continua.

3. La accion F : (B(N)/~,d) x X — X es continua.

Prueba: La implicacién (3) = (1) se sigue directamente del Teo-
rema 2.9.4.

(1)=(2). Primero probarems que la funcién cociente g : 3(N) —
(B(N)/~,d) es continua. Efectivamente, del Lema 2.9.1 deducimos que
la familia {f? : p € N*} es uniformemente equicontinua y por ello el
Theorem 2.9.4 nos asegura que la accién F : f(N) x X — X es continua.
Por lo cual, dada € > 0 existe 6 > 0 tal que si d(z,y) < ¢, entonces
d(fP(z), fP(y)) < § para todo p € B(N). Es evidente que la funcién
g es continua en cualquier punto de N. Sea p € N*. Entonces, para
cada punto z € X existen A, € py d§, < 0 tal que si (¢,y) € AL X
B(x,0.), entonces d(fP(x), f4(y)) < §. Como el espacio X es compacto,
podemos hallar zo, ...,z € X tal que X = |J,., B(xs,,,). Pongamos
A = <y Az;- Se tiene entonces que A € p. Fijemos ¢ € A* y sea
x € X. Tenemos entonces que x € B(a:j,éxj) para algin 5 < k. Por
consiguiente,

d(fP(x), f9(x)) < d(fP(x), fP(x5)) + d(fP(x5), fI(x5)) + d(f(x5), f4(2))
<ztstz=c

Por tanto, d([p], [q]) < € siempre que ¢ € A*. Esto prueba la continuidad
de la funcién g. De aqui deducimos que d induce la topologia cociente
en B(N)/~.

(2) = (3). Ya que el espacio §(N) es compacto, de acuerdo con el Teo-
rema de Whitehead ([En89, Th. 3.3.17]), la funcién g xidy : S(N)x X —
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(B(N)/~) x X resulta ser una funcién cociente. Como F es continua,
la composicién F' = F o (g x idx) es continua. Por la Proposicién 2.4.2
del libro [En89], se obtiene que la funcién F' es continua. O

Concluimos esta seccién con el siguiente resultado:

Corollary 2.9.1. En cualquier sistema dindamico (X, f), la accion F :
B(N) x X — X es continua si y solo si la accién F : B(N)/~ x X —
X es continua. En ambos casos, B(N)/~ es un semigrupo topolégico
metrizable.

2.10 El semigrupo de Ellis

El semigrupo de Ellis de un sistema dindnimco fué introducido por R.
Ellis [E69] como una herramienta para el estudio y comprension de los
sistemas dindmicos. Actualmente el semigrupo de Ellis juega un papel
fundamental en la teoria general de los sitemas dindmicos.

Definicién 2.10.1. Sea (X, f) un sistema dindmico con X un espacio
compacto. El semigrupo de Ellis” E(X, f) de (X, f) es la cerradura del
conjunto de funciones {f" : n € N} en el espacio producto XX,

Por ser X compacto y E(X, f) un cerrado dentro del espacio compacto
XX el semigrupo de Ellis resulta ser siempre un espacio compacto.

Usando p-iteradas de una funcién continua se puede describir el semi-
grupo de Ellis de la siguiente manera:

Teorema 2.10.1. Si (X, f) es un sistema dindmico con X un espacio
compacto, entonces

E(X, f) ={f":pe pN)},

y f7 o f9 = fU* para cada p,q € B(N).

Prueba: Consideremos la funcién h : N — XX definida por h(n) =
f", para cada n € N. Por ser N un espacio discreto la funcién h es
continua y por ello se pueden extender continuamente a una funcion

9También conocido como semigrupo envolvente.



102 S. Garcia Ferreira

h: B(N) — XX. Claramente se tiene E(X, f) = h[3(N)]. Ahora si
p € N*, por el Teorema 1.3.5, tenemos entonces que

~ A~

h(p) = h(p — limn—son) = p — limn—ooh(n)) = p — limy_och(n))

=p—limpof" = fP.
Del Teorema 2.1.1 se sabe que fP o f9 = f97P para cada p,q € B(N). O

Dado un sistema dindmico (X, f) con X un espacio compacto, las
fibras de la funcién h : B(N) — X% son precisamente las clases de
equivalencia de [G(N) dadas por la relacién de equivalencia p ~ ¢ si
fP(z) = fi(z) para todo = € X. De aqui es posible concluir que el espa-
cio cociente B(N)/~ y el semigrupo de Ellis E(X, f) son homeomorfos
e isomorfos.

El resultado que a continuacién enunciamos es una consecuencia di-
recta del Teorema 2.10.1.

Teorema 2.10.2. Sea X un espacio compacto. Una funcion g: X — X
pertenece a E(X, f) para alguna funcion continua f : X — X si y solo
si existe p € B(N) tal que g(x) = fP(x) = p — limy oo f™(z) para todo
e X.

Basandonos en el teorema anterior podemos reformular un problema
de la péagina 3 de la notas de clase [Su2] como sigue:

Pregunta 2.10.1. ; Es posible encontrar un epacio métrico compacto
X para el cual exista una funcién g € XX que no pertenezca a ningin
semigrupo se Ellis de XX ¢

A continuacién, describiremos los semigrupos de Ellis de algunos sis-
temas dindmicos conocidos.

Ejemplo 2.10.1. En el Ejemplo 2.1.2, tenemos que X = {0} U {% :
n € N\ {0}} es una sucesion convergente con su punto de acumulacon,
y f: X — X estd definida por

f(l“):{xl st =0

P sz’:z::%ylgnEN.

En este caso se obtiene que E(X) es una sucesidn convergente con su
punto limite.
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Ejemplo 2.10.2. Sea X un espacio compacto. Si f : X — X es una
funcion continua tal que ™ es la funcion identidad para algin n € N,
es entonces evidente que

E(X, f) = {identidad, f, ....., f*"'}.

Ejemplo 2.10.3. Sea (X, f) un sistema dindmico con X un espacio
métrico compacto y f una contraccion'®. De acuerdo con el Teorema
del Punto Fijo de Banach [En89, 4.3.J], la funcion f tiene un inico
punto fijo z € X. Sea g : X — X la funcidn constante que envia a
todo punto de X en z. El lector puede verificar sin problema alguno que
fP = g para todo p € N*. Por tanto, E(X, f) ={f":neN}U{g} es o

bien finito o la compactacion por un punto de N.

Ejemplo 2.10.4. Consideremos la traslacion hacia la derecha o : Yo —
Yo (es decir, o(z)(n) = x(n+ 1) para todo x € X9 y para todo n € N).
Probaremos que E(3a, ) es homeomorfo a 3(N). Para ésto probaremos
que la funcion h B(N) — E(X, f) definida en la prueba del Teorema
2.10.1 es inyectiva. Ciertamente, tomamos dos puntos distintos p,q €
B(N). Fijamos un conjunto A C N tal que A € p y N\ A € q. Sabemos
que el conjunto U = {x € Xy : x(0) = 1} es abierto y cerrado en Y.
Observamos que A = {n € N : o"(x4) € U} e py N\ A = {n €
N : J”QXA) ¢ U} € q. Por lo cual, o0P(xa) # 0%xa) y por tanto
h(p) # h(q).

Ejemplo 2.10.5. Sea S el circulo unitario y sea o« € [0, 1). Sea T, : S —
S la rotacion en un dngulo o de S en sentido contrario a las menecillas
del reloj. En el caso cuando o es racional, existe un nidmero entero
n € N tal que T} es la funcion identidad. Sin es el menor nimero con
esta propiedad, entonces E(S,Ty) es un grupo ciclico de érden n. Ahora
elejimos un nimero irracional o € [0, 1). En este caso, T, tiene orden
infinito. Dejamos al lector la demostracion de hecho que E(S,T,) es el
grupo ortogonal especial SO(2,R) de todas las rotaciones de S el cual es
a la vez isomorfo al mismo S.

En el siguiente teorema daremos una condicién necesaria y suficiente
para que el semigrupo de Ellis sea una compactacion de N.

0Una funcién entre espacios métricos f : (X,dx) — (Y, dy) se dice que es una
contraccion si existe r € [0, 1) tal que dy (f(z), f(y)) < rdx(z,y) para todo z,y € X.
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Lema 2.10.1. Sea (X, f) sistema dindmico con X un espacio compacto.
Si fP es un punto aislado de E(X) para algin p € N*, entonces existe
A € p tal que fP = f™ para todo n € A.

Prueba: Consideremos la extensién de Stone h : f(N) — X¥ dada
en la prueba del Teorema 2.10.1. Supongamos que fP es un punto aislado
de E(X). Por ser {fP} un conjunto abierto de E(X), es posible hallar
A € p de tal forma que A C 5_1({]‘7’})) y por lo cual f® = fP, para
todon € A. O

Teorema 2.10.3. [GS10] Sea (X, f) un sistema dindmico tal que X
es compacto y f* # f™ para cada par de niumeros distintos n,m € N.
Entonces, {f™ : n € N} es un conjunto discreto de E(X) si y solo si
f™ # fP para cada n € N y para todo p € N*.

Prueba: Necesidad. Fijemos n € N y p € N*. Supongamos que
f* = fP =p-limj_. f*. De donde se obtiene que f? es un punto aislado
de E(X) y, por el Lema 2.10.1, podemos encontrar A € p tal que fP = f
para todo n € A. Por lo tanto, f* = f™ para cada par de elementos
distintos n,m € A, lo cual es imposible. Por tanto, f™ # fP.

Suficiencia. Si f™ es un punto de acumulacién del conjunto {f* : k €
N}, entonces existe p € N* tal que f* =p-limy_ .o, f*¥ = fP, pero ésto
contradice nuestra suposicién. Por consiguiente, f™ es un punto aislado
E(X) para todo n € N. Por tanto, {f" : n € N} es un subconjunto
denso discreto de E(X). O

Dentro de la prueba anterior vale la pena remarcar que si f™ es un
punto de acumulacién del conjunto {f* : k € N}, entonces existe p € N*

tal que f" =p-limy_.o f* = fP.

Para evitar discusion de casos triviales de aqui en adelante supon-
dremos que f" # f para cada par de nimeros enteros distintos n,m €
N. De esta suposicién podemos identificar a N con el conjunto {f™ : n €
N}.

Como vimos en el Ejemplo 2.10.1, F(X) es una sucesién convergente
con su punto limite y X solo tiene al 0 como un punto periédico que es
de hecho un punto fijo de la funcién f. En relacién a ésto tenemos el
siguiente resultado.
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Teorema 2.10.4. [GS10] Sea (X, f) un sistema dindmico tal que E(X)
sea una compactacion de N equipado con la topologia discreta. Si, E(X)
tiene exactamente k puntos de acumulacion, para algun k € N, entonces
E(X) no tiene puntos periddicos de periédo mayor que k.

Prueba: Supongamos que E(X) = {f" :n € N}U{fPi : i < k}
en donde {fP : i < k} son los tnicos puntos de acumulacién de E(X)
y supongamos que p; € N* para cada ¢ < k. Sea x € X un punto
periédico cuyo periédo [ sea estrictamente mayor que k. Para cada
i <1, elejimos V; = N(f*(x)) de tal forma que clx (Vi) Neclx(V;) =0
siempre que ¢ < j < l. Como k < [, podemos encontrar j < [ tal que
o elx (Vi) n{p; : i < k} = 0. Por ser E(X) un espacio compacto,
existe p € N tal que fP es un punto de acumulacién del conjunto {f™ :
n € f; (clx(V;)) NN}. Tenemos entonces que p = p; para algtin i < k,
y por otro lado fP =g-lim,_ f=f? para algtin g € f; !(clx(V;)). Por
tanto, fPi(z) = fo(pi) = fU(z) = fu(q) vy pi € f7 (clx(V})), lo cual es
imposible. O

Pregunta 2.10.2. Dada una compactacion K de N, ; es posible hallar
un sistema dindmico (X, f) tal que E(X, f) y K sean homeomorfos ?

En el articulo [GMU], los autores estudiaron la metrizabilidad del
grupo de Ellis de un sistema dindmico (X, f) en donde X es un espacio
métrico compacto y f : X — X es un homeomorfismo. De hecho ellos
probaron que el semigrupo de Ellis F(X, f) es metrizable si y solo si
cada subsistema cerrado de (X, f) es casi equicontinuo'!. Al final de su
articulo afirman que esta equivalencia se cumple para cualquier sistema
dindmico (X, f) en donde X es un espacio métrico compacto. A conti-
nuacién daremos algunos teoremas de metrizacién en la direccién de los

resultados principales de trabajo [GMU] (dichos resultados aparecen en
[GS10]).

Consideremos primero el siguiente tipo de sistemas dindmicos.

Definicién 2.10.2. Un sistema dindmico (X, f) se llama casi periddico
si la familia de funciones {f™ : n € N} es equicontinua en todo punto
de X.

"Decimos que Y C XX es casi equicontinuo si es equicontinuo en un subconjunto
denso de X.
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Basandonos en el Ejercicio E.1, un sistema dindmico (X, f) es casi
periddico si y solo si la familia de funciones {f™ : n € N} es uniforme-
mente equicontinua. A continuacién veremos que la propiedad de ser casi
periddico tiene una relacion muy cercana con la metrizabilidad del semi-
grupo de Ellis. Para ésto necesitamos la siguiente sub-pseudométrica:

Si d es una métrica en X y D C X es denso, entonces definimos la
sub-pseudométrica en E(X) relativa a D como

dp(f*, f) = sup d(fP(x), f*(x))  p.q e BN),

Como X es compacto, la métrca d resulta ser acotada y por ello dp estda
bien definida. Si X = D, es claro que dx = d,. Dado un subconjunto
denso D de X, definimos Ep(X) ={fPlp:p € B(N)} y np : E(X) —
Ep(X) esla proyeccién dada por mp(fP) = fP|p, para todo p € B(N). Si
equipamos a Ep(X) con la topologia heredada del espacio producto X7,
entonces mp es una funcion continua por ser una projeccién. Por lo cual,
Ep(X) es un espacio compacto y separable. Recordemos una nocién de
J. L. Kelley [K75] que necesitaremos, decimos que D C X distingue
puntos de Y C XX si siempre que tengamos dos funciones distintas
g,h € Y podemos encontrar d € D tal que g(d) # h(d). Observemos
que si D C X es denso y distingue puntos de {f? : p € B(N)}, entonces
E(X) y Ep(X) son homeomorfos ya que, en este caso particular, la
funcién 7p es inyectiva (ver [K75, Th. 2, p. 220]).

Teorema 2.10.5. [GS10] Para un sistema dindmico (X, f) las sigui-
entes condiciones son equivalentes:

1. La familia {f™ : n € N} es equicontinua.

La familia {f™ : n € N} es uniformemente equicontinua.
La familia {fP : n € B(N)} es equicontinua.

La familia {fP : n € B(N)} es uniformemente equicontinua.

La métrica d,, induce la topologia en E(X).

S T AN e

. G:E(X)x X — X es continua.

=

F:B(N) x X — X es continua.
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8. dp induce la topologia de Ep(X), para todo subconjunto denso D
de X.

9. Existe un subconjunto denso D of X tal que dp induce la topologia
de ED (X) .

10. La familia {fP|p : p € B(N)} es uniformemente equicontinua, para
cualquier subconjunto denso D de X.

11. Eziste un subconjunto denso D de X tal que la familia {fP|p : p €
B(N)} es uniformemente equicontinua.

Prueba: La equivalencia (1) < (2) se sigue directamente del Ejerci-
cio 1 y las equivalencias (2) < (3) < (4) son consecuencia directa del
Problema 1 y el Lema 2.9.1. Las implicaciones (5) = (8), (8) = (9)
y (10) = (11) son evidentes. La equivalencia (6) < (7) se deduce del
siguiente diagrama conmutativo:

E(X)x D

(4) = (5). Sea V = (N;<xlzs, Vi]) N E(X) un subconjunto abierto
basico de E(X) y sea fP € V. Es posible encontrar ¢ > 0 de tal
manera que Be(fP(z;)) C V; para cada i < k. Supongamos que f¢ €
B(fP). Entonces, dy(f?, f9) = supgexd(fP(x), fi(xz)) < e. En con-
secuencia, tenemos que d(fP(x;), f1(x;)) < € para cada i < k. Asi,
f4z;) € Be(fP(x;)) C V; para cualquier ¢ < k. Esto prueba que
B.(fP) € V. Ahora fijamos ¢ > 0y p € B(N). Elejimos § > 0
de modo que si d(z,y) < 4, entonces d(f%(x), f9(y)) < §, para todo
q € B(N). Sea {z; : i < k} C X tal que X = |J,~;, Bs(x;). Pongamos
U = (Mi<lzi, B<(fP(2i))]) N E(X). Claramente, fPeU. Sean f1c U
y ¢ € X. Sabemos que d(x,z;) < 0 para algin j < k. Entonces,

d(fP(x), f4(x)) < d(fP(x), fP(x5)) +d(fP (), [9(x5)) + d(f(x5), [4(2))

L
37373 ¢
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Por tanto, d,(f?, f7) = supzexd(fP(x), f1(x)) < e. Con ésto probamos
que el conjunto V' esta contenido en la bola cerrada con centro f? y
radio e. Por lo cual, d, induce la topologia de E(X).

(5) = (7). Fijamos (fP,z) € E(X) x X y sea € > 0. Elejimos § > 0
de modo que § < $. Como {f" : n € N} es denso en E(X), podemos

hallar k& € N que satisfaga f* € Bs(fP). Seleccionamos v > 0 que sea
4

testigo de la continuidad uniforme de f* para el nimero real 5. Sea
(f%,y) € Bs(f?) x By(x). Sabemos que
4

+

NS
=~
| >
wlm

du(f9, ) < du(f7 f7) + du(f7, f*) <
De aqui se obtiene que

d(fP(z), f4(y)) < d(fP(x), f*(2)) +d(F* (@), f5 ) + (5 (), F1(y))

€ € €
< g + g + g = €.
Por tanto, G : E(X) x X — X es continua.

(7) = (1). Por hipétesis, sabemos que E(X) C Cr(X, X). De acuerdo
con el Teorema 5.5.1 de [MN], se obtiene que E(X) es metrizable. Por
el inciso (6) y el Teorema 2.9.4, concluimos que la familia {f? : n € N}
es uniformemente equicontinua en X.

(8) = (10). Sea D un subconjunto denso de X y sea ¢ > 0. Para cada
fP € E(X), sea BY(f?|p) = {g € Ep(X) : dp(fP|p,g) < €}. Como dp
induce la topologia de Ep(X) y Ep(X) es un espacio compacto, existe
{fPi:i<l} CEX)tal que Ep(X) = Uigl B%‘(fpilp). Por la densidad
de {f"|p : n € N} en Ep(X), para cada i < [ es posible encontrar
n; € N de tal forma que f"|p € BY(fPi|p). Sea d > 0 el testigo de
la continuidad uniforme de todas las5 funciones fPi’s para £. Fijamos
q € B(N). Elejimos j <[ tal que f|p € BY(fPi|p). Supongamos que
x,y € D satisface que d(z,y) < J. Entonces,5

d(f(x), f(y)) < d(f(z), [P (x)) + d(f* (x), [ (2))
+d(f™ (), [ (y) + d(f™ (), [ (y) + d(F7 (y), f*(y))
€ € € € €
<5+5+5+g+5—6
Por tanto, la familia {fP|p : p € B(N)} es uniformemente equicontinua.
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(9) = (11). La prueba de ésta implicacién es completamente andloga
a la anterior.

(11) = (4). Supongamos que existe un subconjunto denso D de X
tal que la familia {fP|p : p € B(N)} es uniformemente continua. Sea
e > 0. Elejimos § > 0 que testifique la continuidad uniforme de la
familia {fP|p : p € B(N)} para el nimero ¢. Sean x,y € X tales que
d(z,y) < g. Fijamos dos sucesiones (dp)nen ¥ (€n)nen en D de tal
forma que d,, — z y e, — y. Sea p € B(N). Tomamos k,l € N de
modo que d(f(x), f*(x)) < §, d(fP(y), f*(y) < §, d(f* (@), f*(d1) < 5,
d(f*(y), fH(e)) < 5 v d(f*¥(dy), f*(er)) < 6. Entonces,

d(f?(x), f*(y)) < d(f?(x), f*(2)) + d(f*(x), f*(dr))
+d(fF(dr), f(er)) + d(f*(er), Ay >> d(f* (), (v))
€ € € € B
< 5 + 5 + 5 + 5 —|— 5T €.
Con ésto queda probado el inciso (4). O

Una forma general de las equivalencias (1) & (2) & (3) & (4) &
(6) del teorema anterior, en el contexto de G-espacios uniformes, se

encuentra en [GM, Cor. 5.5] (otros resultados relacionados se pueden
hallar en [GM] y [GM]).

De la prueba de la implicacién (7) = (1) podemos resaltar lo siguiente:

Corollary 2.10.1. Sea (X, f) un sistema dindmico con X un espacio
métrico compacto. Si E(X) C Cr(X, X), entonces E(X) es metrizable.

En un contexto mucho més general, R. Ellis [E59] prob6 que (X, f)
es débilmente casi periddico si y solo si E(X) C Cr(X, X).

Ahora reformularemos algunos resulados del articulo [GMU]. Para
ésto consideremos la siguiente métrica introducida en [GM]:

Para z,y € X, definimos
dn(z,y) = sup{d(f"(z), f"(y)) : n € N},

para cada z,y € X. Claramente dy es una métrica en X tal que d(z,y) <
dN, Tda C Tay ¥y

dy(z,y) = sup{d(f"(z), f*(y)) : p € BIN)}.

La prueba del siguiente lema se le deja al lector.
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Lema 2.10.2. Sean (X, f) un sistema dindmico con X un espacio
métrico compacto y x € X. Entonces la familia {f™ : n € N} es equicon-
tinua en x si y solo si la funcion f : (X,d) — (X,dy) es continua en
x.

Del lema anterior vemos que si la familia {f™ : n € N} es equicon-
tinua en el punto x € X, entonces las topologias 74 y 74, coinciden
alrededor del punto x. En efecto, sabemos que 74 C 74, y si € > o, por
la equicontinuidad de f en z, existe 0 > 0 tal que siy € X y d(z,y) < 0,
entonces d(f"(x), f"(y)) < § para todo n € N. De aqui se obtiene que
Bd(.%', 5) - BdN (.CI?, 6).

Lema 2.10.3. Sean (X, f) un sistema dindmico con X un espacio
métrico compacto y D C X tal que las topologias 174 y 74, coinciden
en D. Si E C D esty-denso en D , entonces fP|p = fp siempre que
fPlE = fE, para cualesquiera p,q € B(N).

Prueba: Supongamos que E C D es 74-denso en D que fP|p = fip
para algunos p,q € B(N). Fijemos x € D y ¢ > 0. Entonces, existe
y € F tal que

di(w,y) = sup{d(f*(2), f(4)) : s € BN)} < .
Por consiguiente,
d(fP(x), f1(x)) < d(fP(x), fP(y)) + d(fP (), f1(y) + d(F4(y), f*(z))

= d(f"(2), [P (y)) + d(f(y), [1(x)) < % + % =e.

Como € se seleccion6 de manera arbitraria, fP(x) = f9(z). Por tanto,
fPlp = f?p. O

Lema 2.10.4. Sea (X, f) un sistema dindmico con X un espacio métrico
compacto. Si {f™ :n € N} es equicontinua en cada punto de un subcon-
gunto D C X, entonces Ep(X) es metrizable.

Prueba: De acuerdo con el Lema 2.10.2, la topologias 74 y 74, co-
inciden en cada punto de D. Como X es compacto y métrizable, D
contiene un subconjunto denso numerable E. Se sigue del Lema 2.10.3
que la proyeccién 7 : Ep(X) — X¥ es un encaje y como X ¥ es metriz-
able, obtenemos que Fp(X) es metrizable. O



Ultrafiltros sobre N y sistemas dindmicos discretos 111

Enunciamos a continuacién la Proposicién 2.4 del articulo [GMU] que
necesitaremos.

Lema 2.10.5. Supongamos que X es un espacio de Baire, Y es métrico
separable y Z es métrico compacto. Si f : X — C(Y,Z) es una funcidn
tal que para cada z € Z la funcion x — f(z)(z) : X — Z es conlinua,
entonces existe un Gg-conjunto denso D de X tal que f es continua en
cada punto de D.

Lema 2.10.6. Sea (X, f) un sistema dindmico con X un espacio métrico
compacto y sea D un Gg-conjunto de X. Si Ep(X) es metrizable, en-
tonces existe un Gs-conjunto D' de D tal que D' es t4-denso y (D', 74| pr)
s separable.

Prueba: Supongamos que el espacio Ep(X) es metrizable. Consider-
emos la funcién evaluacién e : D — C(Ep(X), X). Por el Lema 2.10.5,
existe un denso Ggs-conjunto D’ de D tal que la funcién e es continua
en cada punto de D’. De aqui obtenemos que la familia {f? : p € (N)}
es equicontinua en cada punto de D’. Por tanto, las topologias 74 y 74,
coinciden en D’. Ya que (D', 74|},) es separable, resulta que (D', 74,|pr)
es también separable. O

Lema 2.10.7. Sean (X, f) un sistema dindmico con X wun espacio
métrico compacto y D C X un subconunto 14-denso de X. Si (D, 74,|p)
es separable, entonces Ep(X) es metrizable.

Prueba: Sea D C X un subconjunto 74-denso de X tal que (D, 74,|p)
es separable. Sea F un subconjunto numerable 74,-denso de D. Por el
Lema 2.10.3, la funcién proyeccién 7 : Ep(X) — X% es un encaje y
como X es metrizable, obtenemos que Ep(X) es metrizable. O

En el teorema que a continuacién enunciaremos enlistaremos condi-
ciones que son equivalentes a la equicontinuidad de la familia {f™ : n €
N} en cada punto de un Gs-conjunto denso de X. Pero para ésto necesi-
tamos el siguiente lema cuya prueba se deja como un ejercicio al lector.

Si X v Y son dos espacios topolégicos y F C YX es un subespa-
cio, entonces la funcién evaluacién e : X — Y7 satisface que e(x) €
C(F,Y) para todo x € X. De aqui obtenemos que si (X, f) es un sis-
tema dindmico con X un espacio métrico compacto, entonces e[X] C
C(E(X),X).
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Lema 2.10.8. Sean (X,dx) y (Y,dy) dos espacios métricos compactos,
F CYX yx € X. Entonces, la familia F es equicontinua en x si y solo
st la funcion evaluacion e : X — Cy(F,Y) es continua en x.

Teorema 2.10.6. Para cualquier sistema dindmico (X, f) en donde X
sea un espacio métrico compacto las siguientes condiciones son equiva-
lentes:

1. La familia {f™ : n € N} es equicontinua en cada punto de un
Gs-conjunto denso de X.

2. La familia {fP : p € B(N)} es equicontinua en cada punto de un
Gs-conjunto denso de X.

3. Eziste un Gs-conjunto denso D de X tal que Ep(X) es metrizable.

4. Eziste un Gg-conjunto denso D de X tal que G : E(X) x D — X
es continua.

5. Existe un Gg-congunto denso D de X tal que F : f(N) x D — X
es continua.

6. Eziste un Gs-conjunto denso D de X tal que Ep(X) C Cr(D, X).

7. Exziste un Gs-conjunto denso D de X tal que (D, 74,|p) es separa-
ble.

Prueba: La implicacién (4) = (6) es evidente y la implicacién (2) =
(3) es una consecuencia directa del Lema 2.10.4 y la implicacién (7) =
(3) se sigue del Lema 2.10.7. La equivalencia (4) < (5) se deduce del
siguiente diagrama conmutativo:

E(X)x D

(1) = (2). Sea D un Gs-conjunto denso de X tal que la familia
{f™ : n € N} es equicontinua en cada punto de D. Fijamos p € N*
y x € D. Sea € > 0. Podemos encontrar § > 0 de tal manera que si
y € Dy d(z,y) <6, entonces d(f"(x), f*(y)) < §, para cada n € N.
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Supongamos que y € D satisface que d(z,y) < 0. Seleccionamos k € N
de modo que d(fP(z), ff(z)) < £y d(fP(y), ff(y)) < &. Entonces,
tenemos que

d(f?(x), f7(y)) < d(f*(x), f*(@)) + d(f* (), F* () + d(FF ), 2(y))

€ € €
< 3 + 3 + 3= €.

(3) = (1). Supongamos que D C X es un Gg-conjunto denso de X y
que Ep(X) es metrizable. Consideremos la funcién evaluacié e : X —
Cu(Ep(X), X) que estd definida por e(z)(fP) = fP(x) para cada z € X.
Segin el Lema 2.10.5, existe un Gs-conjunto denso E de D tal que la
funcién evaluacién e : D — C,(E(X), X) es continua en cada punto de
E. Por el Lema 2.10.8, la familia {f™ : n € N} resulta ser equicontinua
en cada punto de E y como D es un Gg-conjunto denso de X, FE es
también un Gs-conjunto de X.

(3) = (4). Supongamos que existe un Gs-conjunto denso D’ de X
tal que Ep/(X) es metrizable. Consideremos la funcién o : D' —
Cy(Ep/(X), X) definida por o(d)(fP|p/) = fP(d), para todo d € D'
Dado cualquier n € N, sabemos que la funcién d — o(d)(f"|p’) = f™(d)
es continua para cada n € N. En virtud del Lema 2.10.5, existe un Gg-
conjunto denso D de D’ tal que la funcién o|p : D — Cy(Fp/(X), X)
es continua. Veamos que la funcién G : E(X) x D — X es continua.
Efectivemente, para d € D y € > 0 existe § > 0 tal que o[Bs(d) N D] C
B(o(d)). Fijemos q € S(N). Si (fP,2) € E(X) x (Bs(d) N D), entonces

d(f*(2), f(d)) = d(o(2)(f*|p), o (d)(f]D) < du(o(2),0(d)) <e.

Esto prueba la continuidad de la funcién G : E(X)x D — X en el punto
(f9,d) y es claro que D es un Gg-conjunto denso de X.

(6) = (3). Sea D un Gs-conjunto denso de X tal que Ep(X) C
Cr(D,X). Como D es métrico y segundo numerable, por el Ejercicio
IV. 12(a) de [MN], debemos tener que C,(D,X) es un o-espacio'? y
por ello Ep(X) es un o-espacio compacto. Aplicando el Teorema 9
de [NS] (ver también [En89, Problem 5.4.1]), se obtiene que Ep(X) es
metrizable.

128e dice que un espacio es o-espacio si tiene una network o-discreta.
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(3) = (7). Supongamos que D’ es un Gg-conjunto denso de X tal
que Ep/(X) es metrizable. De acuerdo con el Lema 2.10.6, existe G-
conjunto denso D de D’ tal que (D, 74,|p) es separable. Es claro que D
es también un Gg-conjunto denso de X. O

La equivalencia (1) < (2) del teorema anterior es una caso particular
de un teorema de E. Akin, J. Auslander y K. Berg [AAB].

El semigrupo de Ellis del sistema dinamico definido en el Ejemplo
2.10.1 es evidentemente merizable. Pongamos D = {2 : n € N\ {0}}.
Por ser D discreto, la familia de funciones {fP : n € N} es equicontinua
en D y D es un subconjunto abierto de X. Sabemos también que la
funcién fP no es continua para cualquier p € N*. Esto nos dice que
el sistema dindmico (X, f) satisface que F(X) es métrico y no cumple
ninguna de las condiciones del Teorema 2.10.5.

El siguiente teorema es de E. Glasner, M. Megrelishvili y V. Uspenskij
[GMU, Th. 1.2]. Para probarlo necesitamos un lema que a continuacién
enunciamos.

Lema 2.10.9. Sea (X, f) un sistema dindmico con X un espacio métrico
compacto. Si D es un subconjunto 74,-denso de X, entonces la funcion
proyeccion 7 : E(X) — Ep(X) es un homeomorfismo.

Proof: Sea fP, f¢ € E(X) tal que fP|p = f?|p. Fijemos x € X y sea
€ > 0. Tomamos y € D de tal forma que dy(z,y) < 5. Entonces,

A(f?(@), (@) < d(fP (@), [ () + A7), (@) < 5+ 5 =

Por tanto, fP = f9. Esto prueba que 7 es inyectiva y como E(X) y
Ep(X) son espacios compactos, obtenemos que la proyeccién 7 es un
homeomorfismo. O

Teorema 2.10.7. Sea (X, f) un sistema dindmico con X un espacio
métrico compacto. Entonces, E(X) es metrizable si y solo si (X,dy) es
separable.

Prueba: Necesidad. Supongamos que (X, dy) no es separable. En-
tonces, podemos hallar € > 0 y un subconjunto no numerable A de X
tal que dy(x,y) > € para cualesquiera z,y € A. Ya que A es segundo
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numerable como subespacio de X, por el Teorema de Cantor y Bendix-
son (ver [En89, P.1.7.11]), podemos encontrar M C A tal que M is
perfecto (particularmente, sin puntos aislados) y A\ M es numerable.
Pongamos Y = clx({f"(a) : a € M and n € N}). Es evidente que
Y es un subconjunto cerrado invariante de X y que E(Y') es también
metrizable. Por el Teorema 2.10.6, existe un punto € Y para el cual
la familia {f"|y : n € N} es equicontinua. Sea V' subconjunto abierto
de Y que contiene a x tal que si y € V, entonces d(f(x), f"(y)) < e,
para todo m € N. Sabemos que VN {f"(a) : a € A and n € N} # 0.
Por ello, existe n € N tal que f~"(V) N A # 0. Elejimos 6 > 0 que
testifique la continuidad uniforme de las funciones f, f2,...., vy f*~! con
respecto a €. Sea U un subconjunto abierto de X con didmetro < ¢
tal que U N f~™(V) N M # (). Como M no tiene puntos aislados, es
posible encontrar dos puntos y,z € U N f~™(V) N M # (. Entonces,
d(fi(x), Fi(y)) < e, para cada i < n, y d(f**™(y), fr™(2)) < €, para
cada m € N, pero ésto implica que dy(z,y) < €, lo cual es una con-
tradiccion.

Suficiencia. Sabemos que se sigue del Lema 2.10.7, pero nos gustaria
dar la métrica que hace a E(X) metrizable. Sea D = {d, : n € N}
un subconjunto numerable 74, -denso de X. Por el Lema 2.10.9, la
proyecciéon 7w : E(X) — Ep(X) es un homeomorfismo. Observemos

que p(g,h) = > o7 W, para cada g,h € X, es una métrica

n=0
compatible con la topologia de XP. De aqui deducimos que

p(fp, fq) — Z d(fp(dngéfq(dn))7
n=0

para cada p,q € [(N), es una métrica en E(X) compatible con su
topologia. O

Teorema 2.10.8. Sea (X, f) un sistema dindmico con X un espa-
cio métrico compacto. Si E(X) C Cr(X,X), entonces existe un Gs-
conjunto denso Z de E(X) tal que la topologia de E(X) y la topologia
mnducida por la métrica d, coinciden en cada punto de Z.

Prueba: Es claro que cada abierto basico de E(X) contiene una
bola abierta del espacio métrico (F(X),d,). De acuerdo cn el Corolario
2.10.1, E(X) es metrizable y, por nuestra suposicién, la funcién G :
E(X)x X — X es separadamente continua. Por un teorema del articulo
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[Ch83] que generaliza el resultado original de Namioka, existe un G-
conjunto denso Z de E(X) tal que G : E(X) x X — X es continua en
cada punto de Z x X. Fijemos g € Z y ¢ > 0. Para cada ¢ € X podemos
encontrar d, > 0 y una vencindad abierta V,, de g en E(X) que satisfaga
que G[Vy x B, ()] € Be(g). Por la compacidad de X, seleccionamos
20, ..., 2k € X de tal forma que X = {J;;, By, (z:). Sea Uy = ;<. Va,-
Ahora fijamos (h,z) € U, x X. Entonces, se tiene que z € Bs,. (x;), para
algin i < k, y por tanto G((h,z)) = h(z) € Bc(g). Asi se cumple que
d(g(z),h(x)) < § para todo (h,z) € Uy x X. Es decir, dy(g,h) < § <e
para todo h € U,. Por consiguiente, g € U, C B (g). Por tanto, la
topologia de F(X) y la topologia inducida por la métrica d,, coinciden
en cada punto de Z. O

Corollary 2.10.2. Sea (X, f) un sistema dindmico con X un espa-
cio métrico compacto. Si E(X) C Cr(X,X), entonces eziste un G-
conjunto denso de E(X) que es metrizable con la sup-métrica d,, .

Dado un espacio métrico compacto(X, d), podemos extender la métrica
dy a todo el producto X* definiendo d,(f,g) = sup{d(f(x),g(z)) : = €
X}. Por ser la métrica d acotada, d, es estd bien definida y es una
métrica. Sabemos que Cy (X, X) es un semigrupo topoldgico con la
composicién de funciones. Dentro de este contexto tenemos lo siguiente:

Teorema 2.10.9. Sea (X, f) un sistema dindmico con X un espacio
métrico compacto. Si fP € C(X,X) para algin p € B(N) y 74, es la
topologia en E(X) inducida por la sup-métrica d,,, entonces la operacion
de E(X) es 7q,-continua en el punto (fP,g), para cualquier g € E(X).

Prueba: Fijemos ¢ € B(N) y € > 0. Es posible hallar § > 0 que
testifique la continuidad uniforme de la funcién f? para § y ademaés se

cumple 6 < §. Sea (f*, f') € Bg“(fp) X Bg“(fq). Entonces, tenemos

que d(fP(y), f*(y)) < du(fP, f°) <0y d(f(y), f'(y)) < du(f9, ') <,
para cada y € X, y por tanto

d(fQ+p(m)7ft+S(:r)) _ d(fp(fq(x)),fs(ft(g;)))
< AP, )+ AP @) ) < S+ = e

Asi probamos que la operacién de E(X) es 74,-continua en (f?, f9). O
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Sea (X, f) un sistema dindmico con X un espacio métrico compacto.
Si E(X) € C(X,X), por el Teorema anterior, se tiene entonces que
E(X) es un semigrupo topoldgico con la topologia que heredada de es-
pacio de funciones C, (X, X ). Como consecuencia de ésto y el Teorema
2.10.5, si la familia de funciones {f™ : n € N} es equicontinua en X,
entonces F/(X) es un semigrupo topolégico.

Sea (X, f) un sistema dindmico con X un espacio métrico compacto.
Definimos C = {clxOy(z) : + € X}. Es evidente que C es una cubierta
de X. Para cada z € X, definimos

Pyt BE(X) — Clelx Oy (z), X)

como (fP) = fp\dxof(z), para cada p € B(N). Sea 7¢ la topologia débil
en E(X) que hace a cada funcién 9, : E(X) — Cyu(clxOf(x), X) con-
tinua, para todo x € X. Si 7, es la topologia original de E(X), entonces
7 C 7¢. No es dificil ver que 7, = 7¢ si y solo si Cr(clxOf(x), X) =
Cu(clxOy(x), X), para todo x € X. A contiuacién enunciaremos condi-
ciones que son equivalentes a la igualdad 7, = 7¢.

Teorema 2.10.10. Para cualquier sistema dindmico (X, f) con X un
espacio métrico compacto, los siguientes enunciados son equivalentes:

1. E(X) es un semigrupo topoldgico.
2. T, =1T¢.

Prueba: (1) = (2). Sabemos que 7, & 7¢. Para establecer la otra
contencién, consideremos las funciones ¢ : E(X) x E(X) — E(X) x
clxCy¢(x) y 0: E(X) x clxCs(x) — X definidas, resectivamente, como

(7, 1) = (f%, f(x))  (para todo f?, f* € E(X)),

a(fPy)) = fP(y) (para todo f¥ € E(X, f),y € clxCy(x)).

Observemos que la funcién ¢ es continua y sobre. Ya que el producto
E(X) x E(X) es compacto, ¢ es una funcién cociente ([En89, Coro-
llary 2.4.8]). Como E(X) es un semigrupo topolégico, la composicién
o o ¢ es continua y por ello la funcién o es continua ([En89, Proposi-
tion 2.4.2]). Es fécil ver que la continuidad de la funcién o implica la
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continuidad de la funcién v, : (E(X),7) — C(clxOy(x), X) para todo
x € X. Por tanto, 7 C 7¢.

(2) = (1). Sean fPy f? dos elementos de E(X, f), y sean {fP*}cs,
{fP} es dos redes que convergen puntualmente a fP y f9, respec-
tivamente. Probarems que la red {fP* o f@},ca converge puntual-
mente a fP o f¢. Para ésto fijamos v € X. Como Cr(clxO¢(x),X) =
Cu(clxOf(x), X), dada € > 0 existe A\g € A tal que

d(fP(y), fF(y)) <€, d(f™(y), fi(y)) <e

para cada y € clxOy(x) y para cada \g < XA € A. Adicionalmente,
fPleixo;(z) €s un limite uniforme de funciones continuas de clxCy(X).
De aqui se obtiene la continuidad de la funcién f? en clxOy(x). Asi,
podemos elejir \g que satisfaga de manera adicional la condicion

d(fP(f 2 (), P[4 () <€

para todo Ag < A € A. Entonces,
d(fP(f? (), fP(fi(2))) <
d(fP(fP (), fP(f™ (@) + d(fP(fP (), f(fU(2))) < 2,

para todo \g < A€ A. O

El siguiente corolario nos da una condiciéon de metrizabilidad cuando
el sistema dindmico es transitivo.

Corollary 2.10.3. Sea (X, f) un sistema dindmico con X un espacio
métrico compacto Si (X, f) es transitivo, entonces las siguientes condi-
ctones son equivalentes:

1. E(X, f) es un semigrupo topoldgico.
2. E(X, f) es metrizable.

3. La topologia de E(X, f) coincide con la topologia de la convergen-
cta uniforme sobre X.



Capitulo 3
Ejercicios

E.1. Sean X un espacio métrico compacto y F C X*. Probar que la
familia F es equicontinua si y solo si es uniformemente equicontinua.
E.2. Probar las siguientes afirmaciones:

1. A C N es sintético si y solo si existe 0 < k € N tal que {n,n +
1,...,n+k}NA#( para todo n € N.
2. Si A C N no es sintético, entonces N \ A es grueso.

3. Si A C N no es grueso, entonces N\ A es sintético.

4. Si S C N intersecta a todo subconjunto grueso de N, probar que
S tiene que ser sintético.

5. Si G C N intersecta a todo subconjunto sintético de N, probar que
S tiene que ser grueso.

6. Un conjunto A C N es sintético por tramos si y solo si es la inter-
seccién de un conjunto sintético y uno grueso.

E.3. Consideremos el sistema dindmico (X9, 0) en donde o : X9 — Yo
estd dada por o(z)(n) = x(n + 1) para todo n € N y para todo = € Y.
Si A es sintético por tramos, probar que existe xp € clx,(Os(x4)) tal
que B es sintético.

Definition. Sean (X, f) un sistema dindmico con X un espacio
métrico y x € X. El conjunto w-limite de x es el conjunto

w(z) =wr(x) = [ dx({fx) :n <k eN}).

neN

119
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A los puntos de w(x) se les conoce como w-limites de x.

Definic6n.[Ma01] Sea (X, f) un sistema dindmico con X un espacio
métrico compacto. Dados z,y € X, decimos que x —~f y si y € w(x).
A C X se dice que es —~-cerrado si siempre que z ~y yy z € A se
tiene que y € A.

Definicién. Sea (X, f) un sistema dindmico con X un espacio métrico
compacto. Dados z,y € X y p € N*, decimos que z —~, y si fP(z) =y.

E.4. Sea (X, f) un sistema dindmico con X un espacio métrico com-
pacto. Probar las siguientes afirmaciones:

1. y € w(x) siy solo si existe p € N* tal que fP(z) =y

2. Six ~yyyy—yz, entonces r ~y 2.

3. x ~y y siy solo si existe p € N* tal que x —~, .

4. Six ~pyyy gz entonces r ~piq 2.

5. A C X es —~y-cerrado si y solo si fP[A] C A para todo p € N*.
6. w(x) es un conjunto cerrado de X y —-cerrado.

E.5. Dado un sistema dindmico (X, f) con X un espacio métrico
compacto y x € X, probar que {fP(z)} = Ny, clx({f"(z) : n € A})
para todo p € N*.

E.6. Sea (X, f) un sistema dindmico y x € X. Probar que la érbita
de y € clx(Of(x)) es densa en clx(Of(x)) siy solo si x € clx(Of(y)).

E.7. Sea f: X — X una funcién.

1. Probar que la intersecciéon de conjuntos invariantes es invariante.
2. Probar que la unién de conjuntos invariantes es invariante.
3. Es el complemento de un conjunto invariante invariante ?

4. Si f es continua y A C X es invariante, probar que clx(A) es
también invariante.

E.8. Sea (X, f) un sistema dindmico. Probar que cada uno de los
siguientes conjuntos son invariantes.

1. Of(x) para todo = € X.
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2. w(z) para todo z € X.
3. El conjunto de puntos recurrentes R(X) de (X, f).
E.9. Sea (X, f) un sistema dindmico con X un espacio métrico.

1. Para cada x € X, para cada ¢ > 0 y para cada n € N, probar que
el conjunto {z € X : d(x, f"(x)) < €} es abierto.

2. Para cada z € X, para cada € > 0 y para cada n € N, probar que
el conjunto {z € X : d(z, f"(x)) < €} es abierto.

3. Probar que el conjunto de puntos recurrentes de X, denotado por
R(X), es un Gg-conjunto de X.

4. Para cada ¢ > 0 y para cada A C N, probar que el conjunto
{r e X :Vn e A(d(x, f*(z))) < €} es un Gs-conjunto.

Definicién.[Sul] Sea (X, f) un sistema dindmico con X un espacio
métrico y ¢ : N — N una funciéon. Definimos

R0 = ) U foe X o, /@) < .

meNm<neN
E.10.[Sul] Sea (X, f) un sistema dindmico con X un espacio métrico.

1. Para cada funciéon ¢ : N — N, para cada n € N y y para cada
e > 0, probar que el conjunto {x € X : ¢(n)d(x, f"(x)) < €} es
abierto.

2. Si P(X) es el conjunto de puntos periédicos de X, probar que
P(X) =Ny R(f, ¢)-

E.11. Sean (X, f) un sistema dindmico con X un espacio compacto
yx,y € X. Si fP(z) = fP(y) para todo p € N* ; es cierto que f"(x) =
f™(y) para todon € N ?

E.12. Sea (X, f) un sistema dindmico con X un espacio compacto
y sean o, ...,z, € X. Consideremos la funcién fy, . . : B(N) — X"
definida como fy,. . a.(p) = (fP(z0),..., fP(x,)) para todo p € B(N).
Probar las siguientes afirmaciones:

1. fzo,..z. €s una funcién continua.
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2. La imagen f; ,[B(N)] es un conjunto cerrado invariante dentro del
sistema dindmico (X", f x ... X f).

E.13. Sea (X, f) un sistema dindmico con X un espacio compacto.
Probar que dos puntos z,y € X son proximales si y solo si

cxxx(Ofx(z,y)) NAx # 0.

Definicién. Un sistema dindmico (X, f) se llama transitivo si pode-
mos encontrar un punto x € X cuya érbita sea un subconjunto denso
de X (es decir, clx(Of(x)) = X).

E.14. Sea (X, f) un sistema dindmico con X un espacio métrico
compacto. Probar que (X, f) es transitivo si y solo si para cada par de
subconjuntos abiertos no vacios U y V de X se cumple que el conjunto
NU,V)={neN: frlUINV # (0} es no vacio.

E.15. Si el sistema dindmico (X, f) es transitivo y X es un espacio
métrico compacto, probar que el conjunto {z € X : clx(Of(x)) = X}
es denso en X.

E.16. Sea (X, f) un sistema dindmico. Probar las siguientes afirma-
ciones:

1. N(U,X) = N para todo abierto no vacio U de X.

2. Si U,U’,V y V' son abiertos no vacios de X tales que U C U’ y
V C V/, entonces N(U,V) C N(U', V).

3. SiU, U,V y V' son abiertos no vacios de X tales que UNU’ # ()
y V CV’'#0(, entonces N(UNU', VNV')C NU,V)NNU", V).

4. SiU,U’,V y V' son abiertos no vacios de X, entonces

NU x U,V x V)l = N(U,V)n NU', V).

5. Si (X, f) es transitivo y z,y € X, entonces {N(U,V) : U €
N(x)y V € N(y)} es una base de filtro en N.

E.17. Probar que un sistema dindmico (X, f) con X compacto es
transitivo si y solo si podemos encontrar un punto x € X de modo que

'En esta parte consideramos el sitema dindmico (X xX,fxf)
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para cada y € X existe p € B(N) tal que fP(z) = y. Equivalentemente,
la funcién f, : B(N) — X es suprayectiva.

E.18. Dado un sistema dindmico (X, f), ; es cierto que N(U,V) =
N(V,U) para todo par de abiertos no vacios U y V de X ? ; Es cierta
esta conmutatividad si el sistema dindamico es transitivo ?

E.19. Sea (X, f) un sistema dindmico transitivo. Probar que si N es
denso en ninguna parte, entonces f~!(IV) es también denso en ninguna
parte.

Definicién. Dados un sistema dindmico (X, f) y dos puntos z,y € X,
se dice que y es transitivamente cercano a x si y € clx(Og(x)).

E.20. Sea (X, f) un sistema dindmico con X un espacio compacto y
x,y € X. Probar que y es transitivamente cercano a x si y solo si existe
p € N* tal que fP(z) =y.

Definicién. Dados un sistema dindmico (X, f) y dos puntos z,y € X,
decimos que y es cercano a x siVU € N (2)VV € N (y)3In € N(f*[U]NV).

E.21. Probar que un sistema dindmico es transitivo si todo par de
puntos del espacio de fases son cercanos.

E.22. Probar que en todo sistema dindmico, dos puntos transitiva-
mente cercanos son cercanos.

E.23. Dar un ejemplo dos puntos z y y en un sistema dinamico tales
que y sea transitivamente cercano a x pero x no sea cercano a y.

E.24. Dados un sistema dindmico (X, f) y dos puntos z,y € X,
probar que y es cercano a x si y solo si {N(U,V) : U € N(z) y V €
N (y)} es una base de filtro en N.

E.25. Sean (X, f) un sistema dindmico (X, f) con X un espacio
compacto y z,y € X. Si existe p € B(N) y una sucesion (z,)nen tal que
r=p—lim, 0op y y =p—lim,_o f"(x,), probar que y es cercano
a x.

E.26. Sean (X, f) un sistema dindmico (X, f) con X un espacio
métrico compacto y xz,y € X. Probar que las siguientes afirmaciones
son equivalntes:

1. Existe p € B(N) y una sucesion (zn,)nen tal que x = p—limy, o0 2y,

2. y es cercano a .

Definicién. Un sistema dindmico (X, f) se llama débilmente mez-
clado si el sistema dindmico (X x X, f x f) es transitivo.
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E.27.[Teorema de Furstenberg] Sea (X, f) un sistema dindmico
en donde f : X — X es un homeomorfismo. Probar que (X, f) es
débilmente mezclado si y solo si

{N(U,V):0#U,V C X son abiertos }

es una base de filtro en N.

E.28. Sean (X, f) un sistema dindmico mezclado con X un espacio
métrico compacto, y (,)nen una sucesion de puntos de X. Para cada
k € N definimos Xy = {z € X : d(zp, f"(x)) < k—il} Probar que
Uken X es un conjunto denso de X.

E.29.[Sul] Sea (X, f) un sistema dindmico con X un espacio métrico
compacto. Probar que las siguientes condiciones son equivalentes:

1. (X, f) es débilmente mezclado.

2. Para toda sucesién (x,)nen de puntos de X, existe un Gg-conjunto
denso D de X tal que liminf, . d(zy, f*(z)) = 0 para todo z €
D.

3. Dados dos conjunto abiertos no vacios U y V de X, entonces para
todo € > 0 existe n € N tal que f"[U] corta a toda bola de radio
> € contenida en V.

E. 30. Sea (X, f) un sistema dindmico con X un espacio compacto.
Probar que X es minimal si y solo si para cada subconjunto abierto no
vacio V de X existen ng,n1,....,n; € N tales que X = J,, f7™(V).

Recordemos la Definicion 2.4.7: Sean p € N* y (S,,)nen Una sucesién
de subconjuntos no vacios de un espacio X. Un punto x € X es un
punto p-limite de la sucesién (S, )nen si para cada V € N(z), {n €
N:V NS, # 0} € p. El conjunto de puntos p-limites de una sucesién
(Sn)nen serd denotado por L(p, (Sp)nen)-

E.31. Dar un ejemplo de un espacio topoldgico X y una sucesion
(Sn)nen de subconjuntos no vacios de X tal que L(p, (Sp)nen) sea in-
finito para todo p € N*,

E.32. Sean (X, f) un sistema dindmico y =,y € X. Probar que y es
cercano a z si y solo si 3p € S(N)VU € N (z)(y € L(p, (f"[U])nen))-

E.33. Sea (X, f) un sistema dindmico en donde f : X — X es un
homeomorfismo. Probar que (X, f) es débilmente mezclado si y solo si
dp € B(N)YU C X(U abierto AU # 0 — X = L(p, (f"[U])nen))-
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Definicién.? Sean (X, f) un sistema dindmico y F un filtro sobre
N. Decimos que (X, f) es F-transitivo si N(U,V') € F para todo par de
conjuntos abiertos no vacios U y V de X.

Definicién. Sea (X, f) un sistema dindmico.

1. Decimos que (X, f) es mezclado si es F,-transitivo.

2. Se dice que (X, f) es transitivamente recurrente si N(U,V') € [N]*
para todo par de conjuntos abiertos no vacios U y V de X.

E.34.[Sul] Sea (X, f) un sistema dindmico con X un espacio métrico
compacto. Probar que las siguientes condiciones son equivalentes:

1. (X, f) es mezclado.

2. Para toda sucesién (z,)nen de puntos de X y para cada una de
sus subsucesiones (xy, )reN, existe un Gs-conjunto denso D de X
tal que liminf,_, o d(zp,, f"*(x)) = 0 para todo = € D.

E.35. Dar un ejemplo de un sistema dindmico que sea transitivo pero
que no sea transitivamente recurrente.

E.36. Si (X, f) es un sistema dindmico y X no tienen puntos islados,
probar que (X, f) es tansitivamente recurrente si y solo si es transitivo.

Definicién. En el sistema dindmico (X, f), un punto x € X se llama
vagabundo si existe V € N (z) tal que los conjuntos {f"[V] : n € N} son
ajenos entre si.

E.37. Siel conjunto de puntos recurrentes del sistema dindmico (X, f)
es denso, probar que (X, f) no tiene puntos vagabundos.

E.38.[simbolico]. Sea 2 < r € N. Consideremos %, = {0,2,....,r —
1} con la topologia producto y la traslacién o : ¥, — %, que estd dada
por o(x)(n) = x(n+ 1) para todo x € ¥, y para todo n € N. Probar las
siguientes afirmaciones.

1. o es continua para todo 2 < k € N.

2. El sistema dindmico (X,, ) tiene 7* puntos periédicos de periédo
k, para cada k € N.

3. Los puntos periédicos de o forman un subconjunto denso de X,.

?Esta definicién es un caso particular de una més general del articulo [GIWO6].
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4. Los puntos no periddicos de o forman un subconjunto denso de
PO

E.39. Sean A = (a;;) una matriz de m X m con ceros y unos y
supongamos que vi,...,Um_1 Y Upm son los vértices de una grafica. La
matriz A nos dice la ubicacién y direccién de las aristas dirigidas. Es
decir, si a; j = 1, entonces hay una arista dirigida del vértice v; al vértice
vj, y si a; ; = 0, entonces no hay ninguna arista del vértice v; al vértice
v;. Por ejemplo consideremos la siguiente matriz:

1 01
A=11 0 1
1 11

En este caso tenemos solo tres vértices v1,ve y vs. La matriz A nos
dice que las aristas dirigidas van de v; a vi, de vy a vz, de vo a v,
de vg a v3, de v3 a vy, de v3 a vy y de v3 a v3. Sea A = (a;;) una
matriz de m X m con ceros y unos. Decimos que z € m! es permitido si
g (i)(i+1) > 0 siempre que se tenga una arista del vértice v, ;) al vértice
Uy(i+1) Para cada i € N. Six € m~N no es permitido, entonces decimos
que es prohibido. Definimos ¥4 = {z € ¥,, :  es permitido }. Cada
elemento de X 4 se puede ver como una treyectoria infinita atravez de las
aristas dirigidas de la grafica adyacente a la matriz A. Ahora tomemos a
consideracion la traslacién o : 3, — X, de ejercicio anterior. Probrar
las siguientes afirmaciones:

1. 04 es un subconjunto cerrado invariante de X, bajo la traslacién
.

2. El nimero de puntos fijos de 04 = oy, es igual a la traza de la
matriz A.

3. El nimero de puntos periédicos de peridédo n del sistema dindmico
(X4,04) es igual a la traza de A", para cada n € N.

4. Sitodas las entradas de alguna potencia de A son positivas, probar
que los puntos periddicos del sistema dindmico (X4,04) forman
un subconjunto denso de 4. Probar que hay puntos con érbitas
densas.
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E.40. Probar que el reciproco del Teorema 2.7.3 también se cumple.

E.41. Sea (X, f) un sitema dindmico con X un espacio métrico com-
pacto. Supongamos que x € X es recurrente. Probar que para toda
e > 0 el conjunto {n € N: d(f"(z),z) < €} contiene un I P-conjunto.
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