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el Instituto Venezolano de Investigaciones Cient́ıficas (Departamento de
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Prefacio

Podemos decir de manera general y resumida que el objetivo principal
de los sistemas dinámicos es el estudio de ciertos fenómenos que cam-
bian con el tiempo. Los usos de los sistemas dinámicos se remontan
a trabajos de I. Newton en Mecánica Celeste, y de Henri Poincaré en
Ecuaciones Diferenciales. Hara unos 40 años que su estudio se convirtio
en una de las principales ramas de la Matemática. Actualmente los sis-
temas dinámicos tienen muchas aplicaciones en diversas áreas como la
Astronomı́a, Bioloǵıa, Economı́a, F́ısica, Ingenieŕıa, Matemáticas etc..
En internet el lector puede encontrar un sin fin de aplicaciones de los
sitemas dinámicos. En este libro de texto, aplicaremos algunos resulta-
dos sobre sistemas dinámicos discretos para obtener resultados sobre la
combinatoŕıa de los números naturales y a la inversa.

Podemos decir vagamente que un sistema dinámico consiste de un
espacio de faces abstracto y una regla dinámica que describe el recorrido
a lo largo del tiempo de todos los puntos del espacio de faces. Un sistema
dinámico se dice discreto si el tiempo se mide con los números enteros
o naturales. Para medir el tiempo también es posible usar los números
reales. Si el tiempo es medido en forma continua, al sistema dinámico
se le llama continuo o flujo. Matemáticamente un sistema dinámico
consiste de una terna (G,X, π) en donde G es un semigrupo topológico
Hausdorff con identidad, X es un espacio topológico (Tychonoff) y π :
G×X → X es una función que satisface las siguientes condiciones:

1. π(e, x) = x para todo x ∈ X;

2. si g0, g1 ∈ G, entonces π(g0, π(g1, x)) = π(g0g1, x) para todo x ∈
X; y
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3. π es continua1.

Los elementos de G son los parámetros que miden el tiempo, y la función
g 7→ π(g, x) : G → X es el movimiento que describe el punto x. Los
sistemas dinámicos que estudiaremos se definen de la siguiente forma:

Un sistema dinámico discreto es una pareja (X, f) en donde X es un
espacio topológico y una función continua f : X → X. A X se le conoce
como el espacio de fases del sistema dinámico (X, f). Para ser visto un
sistema dinámico discreto como una terna se define π : N × X → X
como π(n, x) = fn(x), para todo (n, x) ∈ N × X, y equipamos a N
con la topoloǵıa discreta. Por brevedad, por un sistema dinámico nos
referiremos a un sistema dinámico discreto.

A lo largo de la histoŕıa de los ultrafiltros sobre los números se han
encontrados diversas aplicaiones en distintas áreas de las matemáticas.
Principalmente en la Topoloǵıa de Conjuntos en donde se usan para
construcción de ejemplos y contraejemplos. En este libro de texto mos-
traremos como se pueden usar sus propiedades combinatorias para dis-
tinguir puntos importantes de un sistema dinámico y para estudiar su
semigrupo de Ellis.

En un sistema dinámico discreto nos interesará saber si la órbita de un
punto converge a un cierto punto, si dicha órbita forma un ciclo periódico
o si su comportamiento es aleatorio. Veremos que los ultrafiltros nos
ayudan a distinguir, de alguna forma, los puntos proximales entre si
(Sección 2.3)y los puntos recurrentes entre si (Sección 2.8). Todo ésto lo
haremos via los puntos p-ĺımites de la órbita de un punto. La noción de
punto p-ĺımite de una sucesión dentro de un espacio topológico ha sido
introducida por varios matemáticos como S. Banach, A. R. Bernstein,
Z. Froĺık y H. Furstenberg. En el primer caṕıtulo deremos las nociones
y las propiedades básicas de los ultrafiltros sobre los números naturales.
Discutiremos ampliamente las propiedades de los puntos p-ĺımites y las
propiedades combinatorias de los ultrafiltros. Veremos como la adición
de los números naturales (Sección 1.5) se puede extender a una adición
de ultrafiltros sobre los números naturales. Dicha adición resulta ser
muy importante cuando estudiamos el semigrupo de Ellis de un sistema

1A una función que cumpla con las tres condiciones también se les conoce como una
G-acción continua y, en estos términos, un sistema dinámico es una acción continua
de un semigrupo topológico en un espacio topológico.
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dinámico (Seccón 2.10) y en el estudio de los puntos recurrentes (Sección
2.4). La adición de ultrafiltros también nos permite estudiar las itera-
ciones de una función f : X → X y sus iteraciones según un ultrafiltro
sobre los números naturales. Algunas de las primeras aplicaciones de los
sistemas dinámicos a la combinatoria finita se inician en el fabuloso libro
de H. Furstenberg titulado Recurrence in Ergodic Theory and Combi-
natorial Number Theory ([Fu81]). En el se encuentran aplicaciones a
la Teoŕıa de Ramsey algunas de las cuales se presentaran en la Sección
2.6. Otras conecciones entre combinatoria finita y algunas funciones del
conjunto de Cantor en si mismo son presentadas en la sección 2.8. Fi-
nalizaremos con algunos teoremas de metrización del semigrupo de Ellis
de un sistema dinámico.

Doy las gracias al Comité Organizador de la XXIII ESCUELA VENE-
ZOLANA DE MATEMÁTICAS por invitarme a escribir este libro de
texto en el cual esta basado el curso. También agradesco a mi esposa
Martha Luz Garćıa Romero por la revición del texto. Al alumno de
doctorado Cristian Rojas Milla por sus valiosas discusiones que tuvimos
sobre diversos temas de sistemas dinámicos.
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Caṕıtulo 1

Nociones básicas

Nuestros espacios topológicos serán siempre Hausdorff y completamente
regulares (Tychonoff).

Comenzamos con notación básica que se usará a través de este libro.

Z denotará al conjunto de números enteros, N a los números natu-
rales. La familia de subconjuntos finitos de N será denotado por FIN
y FIN∗ = FIN \ {∅}.

1. Si X es un conjunto no vaćıo, entonces P(X) denotará al conjunto
de todos los subconjuntos de X. Para determinar ciertos subcon-
juntos deX ponemos [X]ω = {A ⊆ X : A es infinito y numerable }
y [X]<ω = {A ⊆ X : A es finito }.

2. La diferencia simétrica de dos subconjuntos A,B ⊆ X es el con-
junto A∆B = (A \B) ∪ (B \A).

3. Si X es un conjunto y A ⊆ X, entonces χA : X → {0, 1} de-
nota la función caracteŕıstica de A. El conjunto de Cantor {0, 1}N
puede ser identificado con el conjunto de todas las funciones ca-
racteŕısticas de subconjuntos de N. Como bien se sabe {0, 1}ω es
un grupo topológico con la operación χA +χB = χA∆B, para cada
A,B ⊆ N.

4. Dado B ⊆ P(X), definimos B+ = {A ⊆ X : ∃B ∈ B(B ⊆ A)}.

1
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5. Convenimos que cuando digamos que (nk)k∈N es una sucesión in-
finita en N entenderemos que el conjunto {nk : k ∈ N} es infinito.
Para una sucesión infinita (nk)k∈N en N, definimos FS((nk)k∈N) =
{
∑

k∈F nk : F ∈ FIN}. SiA ∈ Nω, entonces FS(A) = FS((ak)k∈N)
en donde {ak : k ∈ N} es la enumeración creciente de A.

6. Dados A ⊆ N y n ∈ N, definimos −n+A = {m ∈ N : n+m ∈ A}
y A+ n = {a+ n : a ∈ A}.

Para un espacio topológico X tenemos la siguiente notación:

1. Si x ∈ X, entonces N (x) denotará a la familia de vecindades de x.

2. La cerradura de A ⊆ X en X será denotada por clX(A) (o simple-
mente por cl(A)).

3. Para el interior de A ⊆ X en X se usará el śımbolo intX(A) (o
simplemente int(A)).

4. Si (X, d) es un espacio métrico, la bola de radio ε y centro x ∈ X
será denotada por B(x, ε) = {y ∈ X : d(x, y) < ε}. La topoloǵıa
en X inducida por d es denotada por τd.

5. Si f : X → Y es una función continua, entonces su extensión de
Stone será denotada por f̂ : β(X)→ β(Y ).

Dados dos conjunto no vaćıos X y Y , la familia de funciones de X
en Y es denotada por Y X . Si X y Y son espacios compactos, en-
tonces C(X,Y ) denotará el conjunto de todas las funciones continuas
de X en Y . Cπ(X,Y ) denotará a C(X,Y ) equipado con la topoloǵıa
de la convergencia puntual (es decir, como subespacio del espacio pro-
ducto Y X). Si (X, dX) y (Y, dY ) son espacios métricos compactos, en-
tonces Cu(X,Y ) denotará a Cu(X,Y ) equipado con la métrica supremo
du(f, g) = sup{dY (f(x), g(x)) : x ∈ X}, para todo f, g ∈ C(X,Y ).

Para un conjunto no vaćıo X, la diagonal de X × X será denotada
por ∆X = {(x, x) : x ∈ X}.

Sea {Xi : i ∈ I} una familia de conjuntos no vaćıos.
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1. Para cada i ∈ I, la proyección en la j-ésima coordenada será de-
notada por πi :

∏
j∈I Xj → Xi. En otros términos, πi(x) = x(i),

para todo x ∈
∏
j∈I Xj y para todo ı́ndice i ∈ I.

2. Si i ∈ I y V ⊆ Xi, entonces definimos [i, V ] = {z ∈
∏
i∈I Xi :

z(i) ∈ V }. Si V = {x}, escribimos simplemente [i, x] en lugar de
[i, {x}].

En caso de que los X ′is sean espacios toplógicos y V ⊆ Xi sea un abierto
el conjunto [i, V ] es un abierto sub-básico del producto

∏
i∈I Xi.

La cardinalidad 2ω de los números reales será donotada por c.

Para cada 1 < m ∈ N y para cada i < m, sea

Pmi = {n ∈ N : n ≡ i mod(m) },

la clase de equivalencia de i modulo m. Sabemos que {Pmi : i < m} es
una partición de N, para todo 1 < m ∈ N.

1.1 Filtros y ultrafiltros

Definición 1.1.1. Sea X un conjunto no vaćıo. Un familia F de sub-
conjuntos de X se llama filtro. si se cumplen las siguientes propiedades:

1. ∅ /∈ F 6= ∅.

2. Si A,B ∈ F , entonces A ∩B ∈ F .

3. Si A ∈ F y A ⊆ B ∈ P(X), entonces B ∈ F .

El ejemplo más simple de un filtro es {X}. Si X es un conjunto infinito
hay filtros mucho más interesantes como el llamado filtro de Fréchet de
X que se define como Fr = {F ∈ P(X) : |X \ F | < ω}. Otros ejemplos
de filtros son FA = {F ∈ P(X) : A ⊆ F}, en donde ∅ 6= A ⊆ X. Cuando
A = {x} usaremos la notación Fx y en algunos casos se identificará a
este filtro con el punto x, sobre todo cuando nuestro conjunto sean los
números naturales.

Veamos como podemos generar filtros sobre un conjunto infinito X.

Definición 1.1.2. Sea B una familia no vaćıa de subconjuntos no vaćıos
de X.
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1. Decimos que B tiene la propiedad de intersección finita si la inter-
sección de una cantidad finita de elementos de B es no vaćıa.

2. Decimos que B tiene la propiedad de intersección infinita si la
intersección de una cantidad finita de elementos de B es infinita.

3. La familia B es una base de filtro si para cada A,B ∈ B podemos
encontrar C ∈ B tal que C ⊆ A ∩B.

Teorema 1.1.1. Sean X un conjunto y B ⊆ P(X). Si B tiene la
propiedad de intersección finita, entonces {

⋂
B∈F B : F ∈ [B]<ω} es una

base de filtro.

Teorema 1.1.2. Sean X un conjunto y B ⊆ P(X). Si B es una base
de filtro, entonces B+ es un filtro.

Dada una familia B de subconjuntos infinitos de N con la propiedad
de intersección finita, el śımbolo 〈B〉 denotará al filtro

{F ⊆ X : ∃B0, ...., Bk ∈ B(
⋂
i≤k

Bi ⊆ F )},

al cual se le llamará el filtro generado por B.

Definición 1.1.3. Sea X un conjunto infinito. Un filtro F en X se
llama fijo si ∩F 6= ∅. A los filtros que no son fijos se les llama libres.

Si X es un conjunto infinito y ∅ 6= A ⊆ X, FA es trivialmente un filtro
fijo y Fr es un ejemplo de un filtro libre. La pruebas de las siguientes
dos proposiciones son evidentes.

Proposition 1.1.1. Sea X un conjunto infinito. Un filtro F en X es
fijo si y solo si existe ∅ 6= A ⊆ X tal que F ⊆ FA.

Proposition 1.1.2. Sea X un conjunto infinito. Un filtro F en X es
libre si y solo si Fr ⊆ F .

Prueba: Solamente probaremos la necesidad de la proposición. Supon-
gamos que ∩F = ∅ y que Fr 6⊆ F . Supongamos que A ∈ FIN satisface
N \ A /∈ F . Enumeremos A como {a0, ...., ak}. Ya que F es libre, en-
tonces para cada i ≤ k podemos encontrar Fi ∈ F tal que ai /∈ Fi.
Pongamos F =

⋂
i≤k Fi. Entonces, tenemos que F ∈ F y F ∩ A = ∅.

Por lo cual, se sigue que N \ A ∈ F pues F ⊆ N \ A, pero ésto es una
contradicción. Aśı que debe cumplir la contención Fr ⊆ F . 2
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Definición 1.1.4. Sea X un conjunto infinito. Un filtro F en X se
llama ultrafiltro si no está contenido propiamente en otro filtro.

Cada punto x ∈ X de un conjunto infinito nos determina un único
ultrafiltro Fx. Se sabe que los ultrafiltros libres existen solo con la ayuda
del Lema de Zorn:

Teorema 1.1.3. Todo filtro está contenido en un ultrafiltro.

Prueba: Sean X un conjunto infinito y F un filtro en X. Conside-
remos el conjunto

P = {G : G es un filtro y F ⊆ G}.

Dados G,D ∈ P , decimos que G ≤ D si G ⊆ D. Se puede ver fácilmente
que ≤ es un orden parcial en P . Si C ⊆ P es una cadena, entonces
∪C es un filtro que resulta también estar en P y, por definición, es una
cota superior de la cadena C. Aśı, por el Lema de Zorn, el conjunto P
tiene un elemento maximal U . Es evidente que U resulta ser el ultrafiltro
deseado. 2

El Teorema 1.1.3 nos da un método para obtener ultrafiltros con cier-
tas propiedades anticipadas. Por ejemplo, dados dos subconjuntos infini-
tos ajenos no vaćıos arbitrarios A,B ∈ [N]ω siempre podemos encontrar
un ultrafiltro F que contenga a A y no a B. Para ésto, basta tomar
el ultrafiltro Fk en donde k ∈ A es fijo. Pero si queremos un ultrafil-
tro libre con las mismas condiciones, tenemos que considerar el filtro
{F \ {n} : F ∈ [N]ω, A ⊆ F y n ∈ N}. Por otro lado, si C ⊆ [N]ω tiene
la propiedad de intersección finita, según el Teorema 1.1.3, podemos en-
contrar un ultrafiltro F que contenga a la familia C: Considerando el
filtro {F ⊆ N : ∃C0, ..., Ck ∈ C(

⋂
i≤k Ci ⊆ F )}.

Corollary 1.1.1. Toda familia de subconjuntos no vaćıos con la pro-
piedad de intersección finita de un conjunto infinito está contenida en
un ultrafiltro.

En el siguiente teorema enlistamos varias propiedades que caracterizan
a los ultrafiltros (ver [CN74] y [HS98]).

Teorema 1.1.4. Sea X un conjunto infinito. Las siguientes condiciones
son equivalentes para un filtro F en X:
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1. F es un ultrafiltro.

2. Para todo A ∈ P(X), o bien A ∈ P(X) o X \A ∈ F .

3. Para cada A ∈ P(X) \ F existe F ∈ F tal que A ∩ F = ∅.

4. Si A ∈ P(X) y A ∩ F 6= ∅ para todo F ∈ F , entonces A ∈ F .

5. F está contenido en un único ultrafiltro.

Una consecuencia importante del teorema anterior es que si F es un
ultrafiltro fijo sobre un conjutno infinito X, entonces es posible encontrar
un punto x ∈ X tal que F = Fx.

Ejercicio 1.1.1. Probar el Teorema 1.1.4.

1.2 La compactación de los números naturales
con la topoloǵıa discreta

Los ultrafiltros que usaremos en este libro serán solo aquellos que se
definen sobre los números naturales. Denotemos por β(N) al conjunto de
todos los ultrafiltros sobre los números naturales. Cada número natural
n se identifica con el ultrafiltro Fn = {A ⊆ N : n ∈ A}. De este
modo se puede considerar N como un subconjunto de β(N). Pongamos
N∗ = β(N) \ N. En este contexto, N son los ultrafiltros fijos sobre N
y N∗ son los ultrafiltros libres sobre N. Para ver que hay suficientes
ultrafiltros libres sobre N necesitamos la siguiente noción.

Definición 1.2.1. Una familia {Aiξ : ξ < κ y i ∈ {0, 1}} de subconjun-
tos infinitos de N se llama independiente si se cumplen las siguientes
condiciones:

1. A0
ξ ∩A1

ξ = ∅, para cada ξ < κ, y

2. para todo F ∈ [κ]<ω y cada función δ : F → {0, 1}, la intersección⋂
ξ∈F A

δ(i)
ξ es no vaćıa.

Lema 1.2.1. Existe una familia independiente de tamaño c.
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Prueba[P. Simon]: Consideremos el conjunto numerableN = [N]<ω×
[[N]<ω]<ω. Para cada X ⊆ N, definimos

AX = {(A,A) : A ∩X ∈ A},

A0
X = AX y A1

X = N \ AX . Claramente, AiX es un conjunto infinito
para cada i ∈ {0, 1}. Para ver que {AiX : X ⊆ N y i ∈ {0, 1}} es una
familia independiente fijamos X1, ...., Xk, Y1, ...., Yl subconjuntos de N
todos distintos entre si. Para cada (i, j) ∈ k × l seleccionamos, xi,j ∈
Xi \ Yj o xi,j ∈ Yj \ Xi. Definimos B = {xi,j : (i, j) ∈ k × l} y B =
{B ∩Xi : i ≤ k}. Por la manera que se seleccionaron los puntos xi,j ’s,
podemos ver que Xi ∩ B 6= Yj ∩ B para cualquier pareja (i, j) ∈ k × l.
De aqúı obtenemos que (B,B) ∈ (

⋂
i≤k A

0
Xi

)∩ (
⋂
j≤lA

1
Yj

). Por lo tanto,
{AiX : X ⊆ N y i ∈ {0, 1}} es una familia independiente de cardinalidad
c. 2

Teorema 1.2.1. Hay 2c ultrafiltros libres sobre N.

Prueba: Por el Lema 1.2.1, sabemos que existe una familia indepen-
diente {Aiµ : i ∈ {0, 1} y µ < c}. Si f : c → {0, 1} es cualquier función,

tenemos que la familia {Af(µ)
µ : µ < c} tiene la propiedad de intersección

finita y por ello, según el Corolario 1.1.1, está contenida en un ultrafiltro
libre que denotaremos por pf . Es inmediato ver que si f, g ∈ {0, 1}c son
funciones distintas, entonces pf 6= pg. 2

El resultado anterior también nos garantiza que |N∗| = 2c.

Ahora equiparemos a β(N) con una topoloǵıa de tal manera que con-
tenga a N como un subconjunto discreto. Para ésto introduciremos los
que serán los abiertos básicos:

Si A ⊆ N, entonces definimos Â = {p ∈ β(N) : A ∈ p} y A∗ = Â \ A.
Recopilemos algunas propiedades importantes de estos subconjuntos de
β(N) en el siguiente teorema.

Teorema 1.2.2. Sean A,B ⊆ N.

1. Si A ⊆ B, entonces Â ⊆ B̂.

2. Â ∪ B̂ = Â ∪B.

3. Â ∩ B̂ = Â ∩B.
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4. N̂ \A = β(N) \ Â.

Ejercicio 1.2.1. Probar el Teorema 1.2.2.

Del Teorema 1.2.2 obtenemos que {Â : A ∈ P(N)} es una base para
una topoloǵıa τ en β(N). Enlistamos a continuación las propiedades
de esta topoloǵıa (el lector puede encontrar las puebas detalladas en
[CN74], [HS98] y de manera más general en [W74]).

Teorema 1.2.3. 1. β(N) es un espacio Hausdorff compacto.

2. N es un conjunto denso discreto β(N).

3. Toda función f : N→ N se puede extender a una función continua
f̂ : β(N)→ β(N).

4. Â es un subconjunto abierto-cerrado de β(N), para cada A ∈ P(N).

5. clβ(N)(A) = Â, para todo A ∈ P(N).

Del Teorema 1.2.3 obtenemos que β(N) es la compactación de Stone-
Čech de los números naturales N con la topoloǵıa discreta cuyo residuo
es N∗. Para éste último conjunto visto como subespacio de β(N) tenemos
los siguientes.

Teorema 1.2.4. Sean A,B ⊆ N.

1. A∗ ∪B∗ = (A ∪B)∗.

2. A∗ ∩B∗ = (A ∩B)∗.

3. (N \A)∗ = N∗ \A∗.

4. A∗ ⊆ B∗ si y solo si A ⊆∗ B (es decir, A \B es finito).

5. A∗ = B∗ si y solo si A ⊆∗ B y B ⊆∗ A.

6. A∗ = ∅ si y solo si A es finito.

Teorema 1.2.5. Sean A,B ⊆ N.

1. {A∗ : A ∈ [N]ω} es una base de abiertos-cerrados de N∗.

2. A∗ es un subconjunto abierto-cerrado de N∗, para todo A ∈ [N]ω.
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3. clN∗(A) = A∗, para cualquier A ∈ [N]ω.

Ejercicio 1.2.2. Probar los Teoremas 1.2.4 y 1.2.5.

Lema 1.2.2. Si {An : n ∈ N} ⊆ [N]ω tiene la propiedad de intersección
infinita, entonces existe A ∈ [N]ω tal que A ⊆∗ An para todo n ∈ N.

Prueba: Para cada n ∈ N, definimos Bn =
⋂
k≤nAk. De la su-

posición vemos que Bn ∈ [N]ω y Bn+1 ⊆ Bn, para todo n ∈ N. Para
cada n ∈ N tomamos un punto an ∈ Bn y definimos A = {an : n ∈ N}.
Claramente se obtiene que A \ An ⊆ {a0, ...., an−1}. Lo cual significa
que A ⊆∗ An, para todo n ∈ N. 2

La siguiente noción nos proporcionará ciertos ultrafiltros sobre N que
tienen propiedades dinámicas muy interesantes.

Definición 1.2.2. Sea X un espacio topológico. Decimos que x ∈ X es
un P -punto si para cada familia numerable {Vn : n ∈ N} de vecindades
de del punto x existe V ∈ N (x) tal que V ⊆

⋂
n∈N Vn.

W. Rudin [R56] introdujó la noción de P -punto para demostrar que
N∗ no es homogéneo. El probó que la Hipótesis del Continuo implica
que existen P -puntos en N∗ (hay hipótesis más débiles que garantizan
la existencia de los P -puntos). Por lo contrario, S. Shelah construyó un
modelo de ZFC en el cual N∗ no tiene P -puntos (para una descripción
del modelo ver [Mi] y [W82]). En seguida daremos la construcción de P -
puntos de W. Rudin, pero antes caracterizaremos los P -puntos usando
combinatoria infinita.

Lema 1.2.3. p ∈ N∗ es un P -punto si y solo si para cada partición
{An : n ∈ N} de N se cumple que o bien existe n ∈ N tal que An ∈ p, o
existe A ∈ p tal que A ∩An es finito para toda n ∈ N.

Prueba: Necesidad: Supongamos que p ∈ N∗ es un P -punto. Sea
{An : n ∈ N} una partición de N. Supongamos que An /∈ p para toda
n ∈ N. Entonces, Bn = N \ An ∈ p para cada n ∈ N. Por suposición,
existe A ∈ p tal que A ⊆∗ Bn para todo n ∈ N. Es decir, A ∩ An es
finito para toda n ∈ N.

Suficiencia: Supongamos que {Bn : n ∈ N} ⊆ p. Sin perder ge-
neralidad supongamos que B0 = N y Bn+1 ⊆ Bn para todo n ∈ N.
Pongamos An = Bn \(

⋃
i<nBi) para cada n ∈ N. Tenemos entonces que
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{An : n ∈ N} es una partición de N con An /∈ p, para cualquier n ∈ N.
Por hipótesis, existe A ∈ p tal que A∩An es finito para toda n ∈ N. De
aqúı podemos deducir que A∗ ⊆ B∗n, para todo n ∈ N. Por lo tanto, p
es un P -punto de N∗. 2

Para la prueba del siguiente teorema necesitamos lo siguiente: si s :
ν → {0, 1} es una función y i ≤ 1, entonces la concatenación de s con i
es la función s_i = s ∪ {(ν, i)}.

Teorema 1.2.6. [CH] Existen 2c P -puntos en N∗

Prueba: Supongamos que se cumple la Hipótesis del Continuo: c =
ω1. Enumeramos [N]ω por {As : s ∈

⋃
ν<ω1
{0, 1}ν}. Primero fijamos

dos conjuntos infinitos disjuntos B(0,0) y B(0,1) de A∅. Supongamos que
para el número ordinal θ < ω1 el conjunto Bs ha sido definido para cada
s ∈

⋃
ν<θ{0, 1}ν de tal forma que:

1. Bs_0 ∩Bs_1 = ∅, para todo s ∈
⋃
ν<θ{0, 1}ν ,

2. Bs_i ⊆∗ Bs, para todo s ∈
⋃
ν<θ{0, 1}ν y para cada i ≤ 1;

3. Bs_0 ∪ Bs_1 ⊆∗ As ó (Bs_0 ∪ Bs_1) ∩ As = ∅, para cada s ∈⋃
ν<θ{0, 1}ν ; y

4. para cada ν < θ y para cada función s : ν → {0, 1} se cumple que⋂
µ<ν Bs|µ es infinito.

Basta considerar el caso cuando θ es ĺımite. Fijemos una función s :
θ → {0, 1}. Claramente la familia {Bs|ν : ν < θ} tiene la propiedad de
intersección infinita. De aqúı y por el Lema 1.2.2, existe B ∈ [N]ω

tal que B∗ ⊆
⋂
ν<θ B

∗
s|ν . Si B ∩ Aθ es infinito, entonces tomamos

Bs_0, Bs_1 ∈ [B∩Aθ]ω disjuntos. Si B∩Aθ es finito, entonces elegimos
dos subconjuntos disjuntos Bs_0, Bs_1 ∈ [B \ Aθ]ω. Ahora para cada
función g : ω1 → {0, 1}, en virtud del Corolario 1.1.1, podemos escoger
pg ∈ N∗ tal que {Bg|ν : ν < ω1} ⊆ pg. De la primer propiedad obser-
vamos que pg 6= ph siempre que las funciones g, h : ω1 → {0, 1} sean
distintas. Sea g : ω1 → {0, 1} una función arbitraria. Del tercer inciso
obtenemos que {B∗g|ν : ν < ω1} es una base de pg. Por ésto y el inciso
2, concluimos que ph es un P -punto. 2
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1.3 Puntos F-ĺımites de sucesiones

La familia de todos los filtros libres sobre N será denotada por F (N).

Definición 1.3.1. Sea X un espacio topológico y F ∈ F (N). Decimos
que un punto x ∈ X es punto F-ĺımite de una sucesión (xn)n∈N de X
(en śımbolos, x = F − limn→∞ xn) Si para cada vecindad V of x, se
cumple que {n ∈ N : xn ∈ V } ∈ F .

La noción de punto F-ĺımite ha sido considerada por muchos ma-
temáticos en diferentes contextos y formas generales. Por ejemplo, H.
Furstenberg [Fu81, p. 179] los consideró en algunas aplicaciones a los
Sistemas Dinámicos en el caso general cuando F es simplemente una
familia con la propiedad de la intersección finita (ver también el libro
[A97]). El caso cuando F es un ultrafiltro fué estudiado por R. A.
Bernstein [B70] en el contexto de Análisis no Estándar. Z. Froĺık [F67]
usó los puntos p-ĺımites para producir ultrafiltros en β(N) mediante una
operación que llamó suma de ultrafiltros.

Para un filtro arbitrario F ∈ F (N) no es difićıl ver que x = F −
limn→∞ xn si y solo si x = p− limn→∞ xn para todo ultrafilro p ∈ β(N)
que contenga a F . De este modo el estudio de los puntos F-ĺımite se
puede reducir a considerar solo el caso cuando F sea un ultrafiltro sobre
N. Es por ésto que en este libro nos centraremos en los puntos p-ĺımite
cuando p sea un ultrafiltro sobre N.

En los espacios topológicos Hausdorff los puntos p-ĺımites son únicos
cuando existen. Para una sucesión convergente (x)n∈N se cumple que
xn → x si y solo si x = Fr − limn→∞ xn.

Teorema 1.3.1. Sea X un espacio topológico. Un punto x ∈ X es
un punto de adherencia del conjunto {xn : n ∈ N} si y solo si existe
p ∈ β(N) tal que x = p− limn→∞ xn.

Prueba: Es directo de la definición que todo punto p-ĺımite es un
punto de adherencia de la sucesión en cuestión. Para probar la necesidad
supongamos que x punto de adherencia de {xn : n ∈ N}. Es evidente
que la familia {{n ∈ N : xn ∈ V } : V ∈ N (x)} tiene la propiedad de
intersección finita. De acuerdo con el Corolario 1.1.1 dicha familia está
contenida en un ultrafiltro sobre N que denotaremos por p. Se sigue
inmediatamente que x = p− limn→∞ xn. 2
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Para puntos de acumulación se tiene lo siguiente:

Teorema 1.3.2. Sea X un espacio topológico. Un punto x ∈ X es un
punto de acumulación de un conjunto infinito numerable {xn : n ∈ N}
si y solo si existe p ∈ N∗ tal que x = p− limn→∞ xn.

Ejercicio 1.3.1. Probar el Teorema 1.3.2.

En los espacios topológicos discretos no existen los puntos p-ĺımites de
sucesiones no trivales. A continuación probaremos que en los espacios
compactos siempre existen.

Teorema 1.3.3. Toda sucesión en un espacio compacto X tiene un
punto p-ĺımite en X, para todo p ∈ N∗.

Prueba: Sean X un espacio compacto y (xn)n∈N una sucesión en
X. Consideremos la familia {clX({xn : n ∈ A}) : A ∈ p} de subcon-
juntos compactos de X. Es claro que esta familia tiene la propieda de
intersección finita y por ser X compacto se cumple que

⋂
A∈p cl({xn :∈

A}) 6= ∅. Tomemos un punto x en esta intersección. Probaremos que
x = p− limn→∞ xn. Ciertamente, sean V ∈ N (x) y B = {n ∈ N : xn ∈
V }. Como x ∈ clX({xn : n ∈ A}), debemos tener que B ∩ A 6= ∅, para
cada A ∈ p. Según el Teorema 1.1.4, obtenemos que B ∈ p. Por tanto,
x = p− limn→∞ xn. 2

Una caracterización de la convergencia se puede establecer de la si-
guiente forma usando puntos p-ĺımites:

Teorema 1.3.4. Sea (xn)n∈N una sucesión es un espacio topológico X.
Entonces, xn → x si y solo si existe un conjunto denso D ⊆ N∗ tal que
x = p− limn→∞ xn, para todo p ∈ D.

Prueba: Necesidad. Si xn → x, tenemos entonces que x = Fr −
limn→∞ xn. Lo cual implica directamente que x = p− limn→∞ xn, para
todo p ∈ N∗.

Suficiencia. Supongamos que existe un subconjunto denso D ⊆ N∗
tal que x = p − limn→∞ xn, para todo p ∈ D. Supongamos que la
sucesión (xn)n∈N no converge a x. Entonces, existe V ∈ N (x) tal que
A = {n ∈ N : xn /∈ V } es infinito. Por nuestra suposición, sabemos que
podemos encontrar p ∈ Â ∩ D tal que x = p − limn→∞ xn, lo cual es
imposible. 2



Ultrafiltros sobre N y sistemas dinámicos discretos 13

Tal y como acabamos de ver si xn → x, entonces x = p− limn→∞ xn,
para todo p ∈ N∗. Pero la condición “x = p − limn→∞ xn para algún
p ∈ N∗” por si sola no garantiza que la sucesión (xn)n∈N converja a
x. Por ejemplo, consideremos la sucesión ({n})n∈N de β(N). Para cada
p ∈ N∗, p es el punto p-ĺımite de la sucesión ({n})n∈N, pero esta sucesión
no converge a ningún punto de β(N).

Dado cualquier ultrafiltro p ∈ N∗, una manera muy práctica ya sea
para encontrar el punto p-ĺımite o demostrar que un punto es el punto
p-ĺımite de una sucesión (xn)n∈N es tomar A ∈ p adecuadamente y
considerar solamente la sucesión (xn)n∈A. Efectivamente, {n ∈ N : xn ∈
V } ∈ p si y solo si {n ∈ A : xn ∈ V } ∈ p, para toda vecindad V del
punto x. Este procedimiento lo indicaremos, cuando sea necesario, como
x = p− limn∈A xn.

Los puntos p-ĺımites son una herramienta muy importante en la cons-
trucción de ciertos espacios topológicos numerablemente compactos como
contraejemplos. El libro de Furstenberg [Fu81] contiene muchas aplica-
ciones de puntos p-ĺımites a los sitemas dinámicos. Algunas de las cuales
serán estudiadas en el siguiente caṕıtulo.

Teorema 1.3.5. Sea p ∈ N∗. Si (xn)n∈N es una sucesión en X y x =
p − limn→∞xn, entonces f(x) = p − limn→∞f(xn) para toda función
continua f : X → Y .

Prueba: Sea V ∈ N (f(x)). Como f−1(V ) ∈ N (x), tenemos que
{n ∈ N : xn ∈ f−1(V )} ∈ p. De aqúı, se sigue que {n ∈ N : f(xn) ∈
V } ∈ p. Por tanto, f(x) = p− limn→∞f(xn). 2

El comportamiento de los puntos p-ĺımites en productos es equivalente
al que tienen los puntos p-ĺımites de las proyecciones:

Teorema 1.3.6. Sean {Xi : i ∈ I} una familia de espacios topológicos,
(xn)n∈N una sucesión en

∏
i∈I Xi y p ∈ N∗. Entonces, x = p−limn→∞xn

si y solo si x(i) = p− limn→∞xn(i), para todo i ∈ I.

Prueba: La necesidad se sigue inmediatamente del Teorema 1.3.5 por
ser las proyecciones continuas. Supongamos que x(i) = p−limn→∞xn(i),
para todo i ∈ I. Sea {i0, ...., il} ⊆ I y, para cada j ≤ l, sea Vij un
subconjunto abierto de Xij que contenga al punto x(ij) . Consideremos
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el abierto básico del producto V =
⋂
j≤[ij , Vij ] que es una vecindad de

x. Por hipótesis, para cada j ≤ l, el conjunto {n ∈ N : xn(ij) ∈ Vij}
yace en el ultrafiltro p. Por lo cual se cumple la relación

{n ∈ N : xn ∈ V } =
⋂
j≤l
{n ∈ N : xn(ij) ∈ Vij} ∈ p

Por tanto, x = p− limn→∞xn. 2

Para finalizar esta sección veremos como se describe la extensión de
Stone de una función de N en cualquier espacio compacto.

Teorema 1.3.7. Sean X un espacio compacto y f : N→ X una función.
Entonces, f̂(p) = p− limn→∞f(n), para todo p ∈ β(N).

Prueba: Como p = p− limn→∞n, el resultado se obtiene como una
aplicación directa del Teorema 1.3.5. 2

1.4 Puntos p-ĺımites en espacios métricos

Si en un espacio métrico X se tiene que x =p-limn→∞ xn, entonces
podemos hallar una subsucesión (xnk)k∈N de la sucesión original (xn)n∈N
tal que xnk → x. Pero en lo general no se cumple la convergencia xn 6→ x:
Por ejemplo, si p ∈ N y A ∈ p satisface que B = N\A ∈ [N]ω, entonces la
sucesión (χA(n))n∈N no es convergente y B = {n ∈ N : χA(n) = 0} /∈ p.
En relación a ésto tenemos el siguiente resultado.

Lema 1.4.1. Sean X un espacio topológico y (xn)n∈N una sucesión
convergente. Si p ∈ N∗ y existe una subsucesión (xnk)k∈N tal que {nk :
k ∈ N} ∈ p y limk→∞ xnk = x, entonces se cumple que x =p-limn→∞ xn.

Prueba: Sea V ∈ N (x). Por hipótesis, sabemos que {nk : k ∈ N} ⊆∗
{n ∈ N : xn ∈ V }. Por consiguiente, {n ∈ N : xn ∈ V } ∈ p. Por lo
tanto, x =p-limn→∞ xn. 2

La siguiente caracterización de los P -puntos de N∗, dentro del con-
texto de espacios métricos, aparece en el art́ıculo [GS07]. Pero antes
de enunciarla probaremos un lema.

Lema 1.4.2. Sean p ∈ N∗ y {An : n ∈ N} una partición de N en
subconjuntos infinitos tales que An /∈ p, para todo n ∈ N. Sea σ : N →
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N × N una biyección tal que σ[An] = {n} × N, para cada n ∈ N. Si
para cada k ∈ N se tiene que xk = 1

n + 1
an+m , en donde σ(k) = (n,m) y

n ≤ an ∈ N, entonces 0 =p-limk→∞ xk.

Prueba: Sea ε > 0 y supongamos que A = {k ∈ N : xk > ε} ∈ p.
Ya que An /∈ p, para cada n ∈ N, se sigue que el conjunto {n ∈ N :
A∩An 6= ∅} es infinito. Por lo cual, podemos encontrar n > 2

ε de modo
que A ∩An 6= ∅. Fijemos k ∈ A ∩An. Tenemos que σ(k) = (n,m) para
algún m ∈ N y por consiguiente xk = 1

n + 1
an+m < 2

n < ε, pero ésto es
una contradicción. 2

Teorema 1.4.1. Para un ultrafiltro p ∈ N∗, las siguientes condiciones
son equivalentes:

1. p es un P -punto de N∗.

2. Dado un espacio métrico X, para cada sucesión (xn)n∈N de X y
cada x ∈ X, se tiene que x =p-limn→∞ xn si y solo si existe una
subsucesión (xnk)k∈N tal que {nk : k ∈ N} ∈ p y limk→∞ xnk = x.

3. Para cada sucesión (xn)n∈N de números reales y para cada x ∈ R,
se cumple que x =p-limn→∞ xn si y solo si existe una subsucesión
(xnk)k∈N tal que {nk : k ∈ N} ∈ p y limk→∞ xnk = x.

Prueba: 1⇒ 2. Probaremos primero la necesidad. Para cada n ∈ N,
ponemos An = {i ∈ N : xi ∈ B(x, 1

n)}. Por hipótesis, An ∈ p para todo
n ∈ N. Por ser p un P -punto, es posible hallar A ∈ p de tal modo que
A ⊆∗ Ak para todo k ∈ N. Si {nk : k ∈ N} es la enumeración creciente
de A, entonces (xnk)k∈N resulta ser la sucesión buscada. La suficiencia
se sigue inmediatamente del Lema 1.4.1.

2⇒ 3. Esta implicación es trivial.
3 ⇒ 1. Supongamos que p no es un P -punto de N∗. En base al

Lema 1.2.3, existe una partición {An : n ∈ N} de N tal que An /∈ p,
para todo n ∈ N, y para cada elemento A ∈ p encontramos n ∈ N
para el cual la intersección A ∩ An es infinita. Fijemos una biyección
σ : N → N × N de tal forma que σ[An] = {n} × N, para cualquier
n ∈ N. Ahora, para cada k ∈ N definimos xk = 1

n + 1
n+m si se cumple

la igualdad σ(k) = (n,m). De acuerdo con el Lema 1.4.2, tenemos
que 0 =p-limk→∞ xk. Por suposición, es posible hallar una subsucesión
(xnk)k∈N que satisfaga B = {nk : k ∈ N} ∈ p y 0 = limk→∞ xnk .
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Elejimos l ∈ N tal que B ∩ Al sea infinito. Como consecuencia de ésto,
la sucesión (xn)n∈B∩Al converge a 1

l y como una subsucesión de (xnk)k∈N
debe converger a 0, obtenemos una contradición. 2

En el art́ıculo [GS07] también se caracterizan de manera análoga los
ultrafiltros selectivos de β(N).

Para concluir con esta sección daremos una propiedad topológica muy
importante de los P -puntos.

Teorema 1.4.2. Si f : X → Y es continua, Y es un espacio métrico y
x ∈ X es un P -punto, entonces f es constante en una vecindad de x.

Prueba: Para cada n ∈ N, elegimos Vn ∈ N (x) de tal manera que
d(f(x), f(y)) < 1

n+1 , para todo y ∈ Vn. Por ser x un P -punto, existe
V ∈ N (x) tal que V ⊆ Vn, para cada n ∈ N. Es evidente que si y ∈ V ,
entonces d(f(x), f(y)) = 0. Es decir, f es constante en V . 2

1.5 Suma de ultrafiltros

En esta sección veremos como extender la operación aditiva de los números
narturales a la compactación de Stone- Čech β(N) de N usando puntos
p-ĺımites :

Para p ∈ β(N) y n ∈ N, definimos

p+ n = p− lim
m→∞

m+ n.

Ahora si p, q ∈ β(N), entonces definimos

p+ q = q − lim
n→∞

p+ n.

Combinatoriamente tenemos

p+ q = {A ⊆ N : {m ∈ N : {n ∈ N : m+ n ∈ A} ∈ p} ∈ q}.

Teorema 1.5.1. Para esta adición de ultrafiltros sobre N se cumplen
las siguientes propiedades:

1. + es una operación asociativa en β(N).

2. Esta operación de β(N) extiende a la adición original de N.
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Prueba: Solo probaremos la asociatividad de +. Sean p, q, r ∈ β(N).
Entonces,

A ∈ p+ (q + r)⇔ {n ∈ N : A ∈ p+ n} ∈ q + r

⇔ {m ∈ N : {n ∈ N : A ∈ p+ n} ∈ q +m} ∈ r.

Pongamos B = {m ∈ N : {n ∈ N : A ∈ p+ n} ∈ q +m}. Por otro lado,
tenemos que

A ∈ (p+ q) + r ⇔ {m ∈ N : A ∈ (p+ q) +m} ∈ r

⇔ {m ∈ N : {n ∈ N : n+m ∈ A} ∈ p+ q} ∈ r.

Sea B′ = {m ∈ N : {n ∈ N : n+m ∈ A} ∈ p+ q}. Entonces,

m ∈ B ⇒ {n ∈ N : A ∈ p+ n} ∈ q +m

⇒ {i ∈ N : {n ∈ N : A ∈ p+ n+m+ i} ∈ q,

y
m ∈ B′ ⇒ {n ∈ N : n+m ∈ A} ∈ p+ q

⇒ {i ∈ N : {n ∈ N : n+m ∈ A} ∈ p+ i}} ∈ q

⇒ {i ∈ N : {n ∈ N : n+m ∈ A} ∈ p+ i}} ∈ q.

Pero como

{i ∈ N : {n ∈ N : A ∈ p+n+m+i} = {i ∈ N : {n ∈ N : n+m ∈ A} ∈ p+i}},

concluimos que B = B′. Esto demuestra la asociatividad de +. 2

Vale la pena remarcar que la igualdad se cumple p + n = n + p para
cualquier n ∈ N y cualquier p ∈ N∗.

Para n ∈ N, definimos ρn : β(N)→ β(N) por ρn(p) = p+n, para todo
n ∈ N y para todo ultrafiltro p ∈ β(N). Del Teorema 1.3.5 podemos
ver que ρn es la extensión de Stone de la función ρn : N → N dada
por ρn(m) = m + n, para todo m ∈ N. Por otro lado, la función
λp : β(N)→ β(N) está dada por λp(q) = p+ q, para todo q ∈ N∗.

Teorema 1.5.2. La función λp : β(N) → β(N) es continua, para todo
p ∈ N∗. Por otra parte, la función ρn : β(N) → β(N) determina un
homeomorfismo de N∗ en si mismo, para toda n ∈ N.
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Prueba: Sean p, q ∈ N∗ y supongamos que λp(q) = p + q ∈ Â, para
algún A ⊆ N. De la definición se deduce que B = {n ∈ N : p + n ∈
Â} ∈ q. Si r ∈ B̂, entonces {n ∈ N : p + n ∈ Â} ∈ r. Por consiguiente,
λp(r) = p + r ∈ Â. Con ésto probamos que λp es continua para todo
p ∈ β(N). Para la segunda parte, tomemos n ∈ N. Como ρn : N→ N es
inyectiva y ρn[N] = N \ n, se sigue que la restricción ρn|N∗ : N∗ → N∗ es
un homeomorfismo. 2

En fácil ver que ρ−1
n (A) = −n + A, para cada n ∈ N y para cada

A ⊆ N. En estos términos, si p ∈ N∗ y n ∈ N, entonces A ∈ p + n
si y solo si −n + A ∈ p. De aqúı podemos reedefinir la adición de dos
ultrafiltros:

p+ q = {A ⊆ N : {n ∈ N : −n+A ∈ p} ∈ q}.

El siguiente resultado sobre la existencia de idempotentes es de R.
Ellis [E69] y en el caso de semigrupos topológicos aparece en [Nu52],
[Wa53] y [Wa55].

Teorema 1.5.3. Sea X un espacio compacto. Si + : X×X → X es una
operación asociativa y continua por la derecha1, entonces existe p ∈ X
tal que p+ p = p.

Prueba: Consideremos el conjunto

C = {A ⊆ X : A 6= ∅, A es cerrrado y A+A ⊆ A},

el cual es no vaćıo pues X ∈ C. Ordenando C por inclusión inversa y
aplicando el Lema de Zorn, obtenemos un elemento minimal A de C.
Elegimos p ∈ A. Claramente p + A es compacto y por ello es también
cerrado, y además

(p+A) + (p+A) ⊆ p+A+A+A ⊆ p+A.

Lo cual nos dice que p+A ∈ C y por consiguiente p+A = A. Tomemos
q ∈ A que cumpla p+ q = p. El conjunto C = {y ∈ A : p+ y = p} es no
vaćıo y cerrado. Si x, y ∈ C, entonces p+(x+y) = p+x+y = p+y = p.

1Un función f : X ×X → X se dice que es continua por la derecha si para cada
x ∈ X que fijemos la función y → x+ y es continua
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Esto nos garantiza que C ∈ C y por tanto A = C. De aqúı concluimos
que p+ p = p. 2

De la asociatividad de +, del Teorema 1.5.2 y del Teorema 1.5.3 ob-
tenemos la existencia de idempotentes en β(N):

Corollary 1.5.1. Existe p ∈ N∗ tal que p+ p = p.

Enseguida daremos una propiedad combinatoria de los ultrafiltros
idempotentes de β(N).

Omitimos la prueba del siguiente lema auxiliar que es muy evidente.

Lema 1.5.1. Sean {Ai : i ≤ k} ⊆ [N]ω y {ni : i ≤ k} ⊆ N. Si

1. ni ∈ −ni−1 +Ai−1, y

2. Ai ⊆ −ni−1 +Ai−1,

para todo 1 ≤ i ≤ k, entonces n0 + .....+ nk ∈ A0.

Teorema 1.5.4. Si p ∈ N∗ es un idempotente, entonces para cada A ∈ p
existe una sucesión infinita (nk)k∈N en N tal que FS((nk)k∈N) ⊆ A.

Prueba: Supongamos que p+ p = p y sea A ∈ p. Pongamos A0 = A
y B0 = {n ∈ N : −n + A0 ∈ p}. Elegimos n0 ∈ A0 ∩ B0 y definimos
A1 = A0∩ (−n0 +A0) el cual es un elemento de p. De manera inductiva,
para cada i ∈ N definimos Ai = Ai−1 ∩ (−ni−1 + Ai−1), Bi = {n ∈ N :
−n + Ai ∈ p} y ni ∈ Ai ∩ Bi (este punto existe por que Ai, Bi ∈ p).
Nuestra sucesión infinita es (ni)i∈N. Efectivamente, si F ∈ FIN , el
Lema 1.5.1 nos garantiza que

∑
i∈F ni ∈ Amin{F}. 2

Teorema 1.5.5. [Sumas Finitas] Sea 1 ≤ l ∈ N. Si N =
⋃

1≤i≤lAi,
entonces existen 1 ≤ j ≤ l y una sucesión infinita (nk)k∈N en N tal que
FS((nk)k∈N) ⊆ Aj.

Prueba: Por el Teorema de Ellis 1.5.3 existe un ultrafiltro idempo-
tente p ∈ N∗, y como N∗ =

⋃
1≤i≤lA

∗
i , existe 1 ≤ j ≤ l tal que p ∈ A∗j .

La conclusión se sigue del Teorema 1.5.4. 2

Una generalización del Teorema de las Sumas Finitas de Hindman se
encuentra en el libro [HS98, Cor. 5.9].

Como la adición de los números naturales es conmutativa, uno puede
esperar que también la adición en β(N) sea conmutativa, lo cual es com-
pletamente falso como lo mostraremos en el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 1.5.1. Existen p, q ∈ N∗ tales que p+ q 6= q + p.

Prueba: Como en el art́ıculo de K. Kunen [Ku78], decimos que x ∈ X
es un P -punto débil si x no es punto de acumulación de un subconjunto
numerable de X. En este trabajo, K. Kunen demostro que existen c

P -puntos débiles en N∗ no equivalentes2entre si. Tomemos solamente
dos de estos P -puntos débiles p y q. Claramente p+ n y q + n también
son P -puntos débiles, para toda n ∈ N. Del Lema 8.2 de [C77] sabemos
que

clN∗({p+ n : n ∈ N}) ∩ clN∗({q + n : n ∈ N}) = ∅.

Como p + q = q − limn→∞ p + n ∈ clN∗({p + n : n ∈ N}) y q + p =
p− limn→∞ q + n ∈ clN∗({q + n : n ∈ N}), se sigue que p+ q 6= q + p.

Veamos una construcción de tales puntos que no usa más que combi-
natoria finita:

Sean a0, b0 ∈ N distintos. Inductivamente, supongamos que hemos
definido ai, bi ∈ N para cada i ≤ n ∈ N de tal manera que a0 < a1 <
.... < an, b0 < b1 < .... < bn y

{ak + i : i ≤ k ≤ n} ∩ {bk + i : i ≤ k ≤ n} = ∅.

Elegimos an+1, bn+1 ∈ N de tal forma que

an + i < an+1 y bn + i < bn+1 < bn+1 + n < an+1,

para toda i ≤ n. Definimos A = {an + i : i ≤ n ∈ N} y B = {bn + i :
i ≤ n ∈ N}. Claramente, A ∩ B = ∅. Para n,m ∈ N, afirmamos que
(−n + A) ∩ (−m + A) es infinito. En efecto si l ∈ N y l ≥ max{n,m},
entonces al+n, al+m ∈ A, lo cual significa que al ∈ (−n+A)∩(−m+A).
Aśı, la familia {−n + A : n ∈ N} tiene la propiedad de intersección
finita, y de la misma manera se prueba que {−n + B : n ∈ N} tiene
la propiedad de intersección finita. Tomemos p, q ∈ N∗ que satisfagan
{−n + A : n ∈ N} ⊆ p y {−n + B : n ∈ N} ⊆ q. Entonces, se cumple
que p+ n ∈ A∗ y q+ n ∈ B∗, para todo n ∈ N. Como una consecuencia
de ésto obtenemos que

p+ q ∈ clN∗({p+ n : n ∈ N}) ⊆ A∗

2Decimos que p, q ∈ N∗ son equivalentes si existe una biyección f : N→ N tal que
f [p] = q.
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y
q + p ∈ clN∗({q + n : n ∈ N}) ⊆ B∗

Por tanto, p+ q 6= q + p. 2

Ahora probaremos que p + n 6= p + m siempre que n < m ∈ N, para
todo p ∈ N∗.

Teorema 1.5.6. Sean p ∈ N∗ y n,m ∈ N. Si p + n = p + m, entonces
n = m.

Prueba: Supongamos que

p+ n = p− lim
k→∞

k + n = p− lim
k→∞

k +m = p+m = q.

Entonces, para cada A ∈ q se cumple que

(∗) {k ∈ N : k + n ∈ A} ∩ {k ∈ N : k +m ∈ A} ∈ p.

Fijemos l ∈ N y seleccionemos j < l tal que P lj ∈ q. La propiedad (∗)
asegura la existencia de un número natural s ∈ N tal que s+n, s+m ∈
P lj . De donde se obtiene que n ≡ m mod(l). Pero ésto solo es posible
cuando n = m. 2

Teorema 1.5.7. Sean p ∈ N∗ y n,m ∈ N. Si m < n, entonces

−m+ (p+ n) = p+ (n−m).

Prueba:

−m+ (p+ n) = −m+ (p− lim
k→∞

k + n) = p− lim
k→∞

−m+ (k + n)

= p− lim
k→∞

k + (n−m) = p+ (n−m). 2

En este libro los ideales derechos de β(N) serán fundamentales y es
por eso que dirigiremos nuestra antención a ellos:

Definición 1.5.1. Decimos que I ⊆ β(N) es un ideal derecho de β(N)
si I 6= ∅ y I + β(N) ⊆ I. Un ideal derecho I de β(N) se llama minimal
si no contiene propiamente a ningún otro ideal derecho de β(N).
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Si p ∈ β(N), entonces p+ β(N) es un ejemplo de un ideal derecho de
β(N).

A continuacion enlistamos propiedades básicas de los ideales derechos
que el lector puede verificar sin ningún problema:

Teorema 1.5.8. 1. La intersección de ideales derechos es un ideal si
su intersección es no vaćıa

2. Si I es un ideal derecho de β(N) y p ∈ β(N), entonces p+ I es un
ideal derecho de β(N).

3. Para cada p ∈ β(N), existe un ideal derecho minimal3 de β(N) que
contiene a p.

4. Un ideal derecho I de β(N) es minimal si y solo si p + β(N) = I
para todo p ∈ I.

5. Si I es un ideal derecho de β(N), entonces clβ(N)(I) es también un
ideal derecho de β(N).

6. Todo ideal derecho minimal de β(N) es cerrado.

El libro de N. Hindman y D. Strauss [HS98] contiene varios resultados
importantes sobre el semigrupo (β(N),+).

Finalizamos esta sección con una aplicación topológica.

Teorema 1.5.9. Sean X un espacio topológico, (xn)n∈N una sucesión
en X y p, q ∈ N∗. Entonces, se cumple la identidad

(p+ q)− limk→∞xk = q − limm→∞(p− limn→∞xm+n).

Prueba: Pongamos x = (p+ q)− limk→∞xk y y = q − limm→∞(p−
limn→∞xm+n). Supongamos que existen abiertos V ∈ N (x) y U ∈ N (y)
tales que V ∩ U = ∅. Entonces, A = {k ∈ N : xk ∈ V } ∈ p + q =
q − limm→∞p + m. Por otro lado sabemos que B = {m ∈ N : p + m ∈
A∗} ∈ q y C = {m ∈ N : p−limn→∞xm+n ∈ U} ∈ q. Fijemosm ∈ B∩C.
Tenemos entonces que p + m ∈ A∗ y E = {n ∈ N : xm+n ∈ U} ∈ p.
Como p + m = p − limn→∞m + n, se debe cumplir que F = {n ∈ N :
m+ n ∈ A} ∈ p. Ahora tomemos n ∈ E ∩ F . Se sigue que m+ n ∈ A y
por ello xm+n ∈ V ∩ U , lo cual es imposible. Por tanto, x = y. 2

3A dicho ideal se le conoce como el ideal derecho principal generado por p



Caṕıtulo 2

Sistemas Dinámicos
Discretos

Sea X un conjunto no vaćıo y f : X → X una función. La n-iterada
de f es la función fn : X → X que resulta de componer consigo misma
n-veces la función f . Si n = 0, f0 denotará a la función identidad. La
órbita de un punto x ∈ X es el conjunto Of (x) = {fn(x) : n ∈ N}. De
manera más general, la órbita de A ⊆ X es el conjunto Of (A) = {fn(x) :
x ∈ A y n ∈ N} =

⋃
x∈AOf (x). En el caso en que f : X → X sea una

función biyectiva consideraremos todas las n-iterada de f para cualquier
n ∈ Z entendiendo que fn es la composición de la función inversa f−1

consigo mismo n-veces. En este caso la órbita de x ∈ X resulta ser el
conjunto Of (x) = {fn(x) : n ∈ Z}.

Enlistamos la notación y algunos conceptos básicos que usaremos en
este caṕıtulo:

1. Si A ⊆ N y n ∈ N, entonces A+ n = {a+ n : a ∈ A} y −n+ A =
{k ∈ N : k + n ∈ A}.

2. Para un número entero n ∈ N, nN = {nk : k ∈ N}.

3. Un subconjunto A ⊆ N se llama grueso si para cada n ∈ N existe
a ∈ A tal que a+ i ∈ A para toda i < n.

4. Un subconjunto A ⊆ N se dice que es sintético si existe n ∈ N tal
que N =

⋃
i≤n(−i+A).

23
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5. Un subconjunto A ⊆ N se dice que es sintético por tramos si y
solo si existe l ∈ N tal que para cada n ∈ N podemos hallar
a0, ..., an ∈ A de tal forma que 0 < aj+1 − aj ≤ l para todo j < n.

6. A ⊆ N se llama IP -conjunto si existe una sucesión infinita (nk)k∈N
de números naturales positivos tal que FS({nk : k ∈ N}) ⊆ A.

En cuanto a equicontinuidad recordemos lo siguiente:

1. Una familia de funciones F entre espacios métricos (X, dX) y
(Y, dY ) se llama equicontinua en un punto x ∈ X si para cada
ε > 0 existe δ > 0 tal que si y ∈ X y dX(x, y) < δ, entonces
dY (f(x), f(y)) < ε, para todo f ∈ F . La familia F diremos que es
equicontinua si es equicontinua en todo punto de X.

2. La familia F se llamará uniformemente equicontinua si para cada
ε > 0 existe δ > 0 tal que si x, y ∈ X y dX(x, y) < δ, entonces
dY (f(x), f(y)) < ε para toda f ∈ F .

3. Supongamos que X es un espacio métrico compacto y F ⊆ XX .
Usando el Lema de Cubiertas de Lebesgue y la compacidad es fácil
ver que F es equicontinua si y solo si es uniformemente equicon-
tinua (Ejercicio E.1).

Sea (X, d) un espacio métrico. La distancia entre dos subconjuntos
A,B ⊆ X se define como

d(A,B) = min{d(a, b) : a ∈ A y b ∈ B}.

SiA = {a}, entonces simplemente escribimos d(a,B) en lugar de d({a}, B).
El diámetro de A ⊆ X, es el número δ(A) = sup{d(x, y) : x, y ∈ A}.

2.1 p-iteraciones

Definición 2.1.1. Sea (X, f) un sistema dinámico. Para p ∈ N∗, la p-
iterada de la función f es la función fp : X → X definida por fp(x) =p-
limn→∞ f

n(x), para todo x ∈ X.
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Como X es un espacio compacto, la función fp está bien definida en
todo punto de X, para cualquier p ∈ N∗. El siguiente resultado que
establece la principal relación entre estas p-iteradas aparece en [Bl93].

Teorema 2.1.1. En cualquier sistema dinámico (X, f) se cumple la
relación

fp ◦ f q = f q+p,

para todo p, q ∈ β(N).

Prueba: Sea (X, f) un sistema dinámico y p, q ∈ β(N). Para x ∈ X,
por el Teorema 1.5.9, tenemos que

f q+p(x) = (q+p)− limk→∞f
k(x) = p− limm→∞(q− limn→∞f

m+n(x)).

Por otra parte, en base al Teorema 1.3.5, sabemos que

fp ◦ f q(x) = fp(f q(x)) = fp(q − limn→∞f
n(x))

= p− limm→∞(fm(q − limn→∞f
n(x))

= p− limm→∞(q − limn→∞f
m+n(x)).

Esto prueba que fp ◦ f q = f q+p, para todo p, q ∈ β(N). 2

Para cada n ∈ N, las n-iteradas de una función son continuas por ser
composición de funciones continuas, pero la p-iterada fp de una función
continua f : X → X puede no ser continua en general. Para ésto veamos
el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.1.1. Consideremos una sucesión convergente X = {0}∪{ 1
n :

n ∈ N \ {0}} y definimos f : X → X como:

f(x) =

{
x si x ∈ {0, 1}
1
n si x = 1

n+1 y 1 ≤ n ∈ N.

Para p ∈ N∗ y x > 0, se tiene que fp(x) = 1 y por otro lado se cumple
que fp(0) = 0. Aśı obtenemos que fp es discontinua en 0, para todo
p ∈ N∗.
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Ejemplo 2.1.2. Como en el ejemplo anterior X = {0} ∪ { 1
n : n ∈

N\{0}} es una sucesión convergente con su punto de acumulacón. Defi-
nimos f : X → X como:

f(x) =

{
x si x = 0

1
n+1 si x = 1

n y 1 ≤ n ∈ N.

De la definición vemos que para p ∈ N∗ y x ∈ X, fp(x) = 0. Por lo cual
obtenenos que fp es continua en 0, para todo p ∈ N∗.

Para un ejemplo conexo y compacto tenemos el siguiente tomado del
art́ıculo [GS07]:

Ejemplo 2.1.3. Sea X = [0, 1]. Definimos f : [0, 1]→ [0, 1] como:

f(x) =


x si x ∈ [0, 1

2 ]
(n+1)(n+2)x−(2n+1)

n(n+1) si x ∈ [ n
n+1 ,

n+1
n+2 ] y 1 ≤ n ∈ N

1 si x = 1.

Es fácil ver que f es un homeomorfismo entre los intervalos cerrados
[ n
n+1 ,

n+1
n+2 ] y [n−1

n , n
n+1 ], para todo 1 ≤ n ∈ N. Por lo cual, tenemos que

fp[[0, 1)] = [0, 1
2 ] y fp(1) = 1, para cada p ∈ N∗. Por tanto, la función

fp es discontinua en 1, para todo p ∈ N∗.

Enunciamos en seguida una caracterización muy útil de la continuidad
de una p-iterada en el caso cuando X sea un espacio métrico compacto
(en este caso, la métrica de X será denotada por d). Pero antes pro-
baremos dos lemas.

Lema 2.1.1. Sean (X, f) un sistema dinámico con X espacio métrico
compacto y p ∈ N∗. Si x, y ∈ X, ε > 0 y d(fp(x), fp(y)) < ε

3 , entonces

{n ∈ N : d(fn(x), fn(y)) < ε} ∈ p.

Prueba: De la definición de fp vemos que

A = {n ∈ N : d(fn(x), fp(x)) <
ε

3
} ∩ {n ∈ N : d(fn(y), fp(y)) <

ε

3
} ∈ p.

En consecuencia,

d(fn(x), fn(y)) ≤ d(fn(x), fp(x)) + d(fp(x), fp(y)) + d(fp(y), fn(y))
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≤ ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε,

para todo n ∈ A. Por tanto, {n ∈ N : d(fn(x), fn(y)) < ε} ∈ p. 2

Lema 2.1.2. Sean (X, f) un sistema dinámico con X espacio métrico
compacto y p ∈ N∗. Si x, y ∈ X, ε > 0 y

{n ∈ N : d(fn(x), fn(y)) <
ε

3
} ∈ p,

entonces d(fp(x), fp(y)) < ε.

Prueba: Por suposición, A = {n ∈ N : d(fn(x), fn(y)) < ε
3} ∈ p.

Entonces,

d(fp(x), fp(y)) ≤ d(fp(x), fn(x)) + d(fn(x), fn(y)) + d(fn(y), fp(y))

≤ d(fp(x), fn(x)) +
ε

3
+ d(fn(y), fp(y)),

para todo n ∈ A. Es posible encontrar un número natural n ∈ A
de tal forma que se cumplan las desigualdades d(fp(x), fn(x)) < ε

3 ,
d(fn(x), fn(y)) < ε

3 y d(fn(y), fp(y)) < ε
3 . Por tanto,

d(fp(x), fp(y)) < ε. 2

Teorema 2.1.2. [GS07] Sean (X, f) un sistema dinámico con X es-
pacio métrico compacto y p ∈ N∗. Para un punto x ∈ X, las siguientes
condiciones son equivalentes.

1. fp es continua en x.

2. Para cada ε > 0 existe δ > 0 tal que si y ∈ X y d(x, y) < δ,
entonces {n ∈ N : d(fn(x), fn(y)) < ε} ∈ p.

Prueba: 1⇒ 2. Sea ε > 0. Elegimos δ > 0 de tal forma que si y ∈ X
y d(x, y) < δ, entonces d(fp(x), fp(y)) < ε

3 . Según el Lema 2.1.1,

{n ∈ N : d(fn(x), fn(y)) < ε} ∈ p.

2 ⇒ 1. Sea ε > 0. Seleccionamos δ > 0 de tal forma que si y ∈ X y
d(x, y) < δ, entonces {n ∈ N : d(fn(x), fn(y)) < ε

3} ∈ p. Del Lema 2.1.2
obtenemos que si y ∈ X y d(x, y) < δ, entonces d(fp(x), fp(y)) < ε. Por
tanto, fp es continua en x. 2

Veamos a continuación una condición que garantiza la existencia de
un ultrafiltro p ∈ N∗ para el cual la p-iterada sea continua en un punto
del espacio topológico.
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Teorema 2.1.3. Sean (X, f) un sistema dinámico con X un espacio
métrico compacto y x ∈ X. Entonces, fp es continua para algún p ∈ N∗
si y solo si para todo ε > 0 existe δ > 0 tal que si y0, ...., yn ∈ B(x, δ),
entonces el conjunto {k ∈ N : ∀i ≤ n(d(fk(x), fk(yi)) < ε)} es infinito.

Prueba: La necesidad se obtiene directamente del Teorema 2.1.2.
Suficiencia: Para cada m ∈ N elegimos δm > 0 de tal manera que

si y0, ...., yn ∈ B(x, δ), entonces existe k ∈ N tal que d(fk(x), fk(yi)) <
1

m+1 , para toda i ≤ n. Para cada y ∈ X con d(x, y) < δm para algún m ∈
N, definimos Ay = {k ∈ N : d(fk(x), fk(y)) < 1

m+1}. Probaremos que la
familia A = {Ay : ∃m ∈ N(d(x, y) < δm)} de subconjuntos de N tiene la
propiedad de intersección infinita. En efecto, supongamos que y0, ..., yl ∈
X son tales que para cada i ≤ l se cumple la desigualdad d(x, yi) < δmi
para algún mi ∈ N. Sea δ = max{δm0 , ...., δml}. Como d(x, yi) < δ
para cada i ≤ l, la intersección

⋂
i≤lAyi es infinita. Tomemos p ∈ N∗

que contenga a A. Sea ε > 0. Fijamos m ∈ N que satisfaga 1
m+1 <

ε. Si d(x, y) < δm, entonces Ay ∈ p y ésto implica que {k ∈ N :
d(fk(x), fk(y)) < ε} ∈ p. Según el Teorema 2.1.2, la función fp es
continua en x. 2

Teorema 2.1.4. Sean (X, f) un sistema dinámico con X espacio métrico
compacto numerable y p ∈ N∗. Si fp es continua en x ∈ X, entonces
existe A ∈ [N]ω tal que f q es continua en x para todo q ∈ Â. Si p es un
P -punto, entonces el conjunto A se puede elegir dentro de p.

Prueba: Supongamos que X es un espacio métrico compacto nume-
rable. Por el Teorema 2.1.2, sabemos que para cada n ∈ N existe δn > 0
tal que si y ∈ X y d(x, y) < δn se tiene que

An,y = {k ∈ N : d(fk(x), fk(y)) <
1

n+ 1
} ∈ p.

El Lema 1.2.2 nos garantiza la existencia de un subconjunto A ∈ [N]ω

tal que A ⊆∗ An,y para cada n ∈ N y para cada y ∈ X con d(x, y) < δn.
Fijemos q ∈ A∗ y ε > 0. Tomemos m ∈ N que cumpla 1

m+1 < ε.
Supongamos que y ∈ X satisface la desigualdad d(x, y) < δm. Entonces,

Am,y = {k ∈ N : d(fk(x), fk(y)) <
1

m+ 1
} ∈ p.

Como A ⊆∗ Am y A ∈ q, se sigue que Am,y ∈ q. Lo cual implica
que {k ∈ N : d(fk(x), fk(y)) < ε} ∈ q. Por tanto, el teorema anterior
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nos asegura que f q es continua en x. Es claro que si p es un P -punto,
entonces A puede ser tomado dentro de p. 2

Veamos a continuación algunas consecuencias de tipo uniforme cuando
suponemos la continuidad de una p-iterada en todo el espacio:

Teorema 2.1.5. [GS07] Sea (X, f) un sistema dinámico con X un
espacio métrico compacto y p ∈ N∗. Entonces, fp es continua si y solo
si para todo ε > 0 existe δ > 0 tal que si x, y ∈ X y d(x, y) < δ, entonces
se cumple que {n ∈ N : d(fn(x), fn(y)) < ε} ∈ p.

Prueba: La suficiencia se obtiene directamente del Teorema 2.1.2.
Aśı que solo probaremos la necesidad. Supongamos que fp es una
función continua. Por ser X compacto, fp es uniformemente continua.
Aśı, dada ε > 0 existe un número real δ > 0 tal que si d(x, y) < δ, en-
tonces d(fp(x), fp(y)) < ε

3 . Fijemos x, y ∈ X con d(x, y) < δ. Sabemos
que

A = {n ∈ N : d(fn(x), fp(x)) <
ε

3
} ∩ {n ∈ N : d(fn(y), fp(y)) <

ε

3
} ∈ p.

Si n ∈ A, entonces

d(fn(x), fn(y)) ≤ d(fn(x), fp(x)) + d(fp(x), fp(y)) + d(fp(y), fn(y))

≤ ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε.

Por consiguiente, concluimos que {n ∈ N : d(fn(x), fn(y)) < ε} ∈ p. 2

A continuación veremos el comportamiento de la discontinuidad de
una p-iterada en un punto del espacio.

Teorema 2.1.6. Sea (X, f) un sistema dinámico con X un espacio
métrico compacto y p ∈ N∗. Si fp no es continua en x ∈ X, entonces
existe A ∈ [N]ω tal que f q no es continua en x para cualquier q ∈ A∗.
En particular, si p es un P -punto, entonces A se puede elegir dentro de
p.

Prueba: En virtud del Teorema 2.1.2 podemos encontrar ε > 0 tal
que para cada n ∈ N existe xn ∈ X con la propiedad de que d(x, xn) < 1

n
y An = {n ∈ N : d(fk(x), fk(xn)) ≥ ε} ∈ p. Por el Teorema 1.2.2
podemos escojer A ∈ [N]ω tal que A ⊆∗ An para todo n ∈ N. Fijamos
q ∈ A∗. Como xn → x y An ∈ q para todo n ∈ N, por el Teorema 2.1.2,
hallamos que f q no puede ser contiua en x. 2
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Corollary 2.1.1. Sea (X, f) un sistema dinámico con X un espacio
métrico compacto. Si {p ∈ N∗ : fp es continua en x} es un subconjunto
denso de N∗, entonces fp es continua en x para todo p ∈ N∗.

Una propiedad adicional de la continuidad de una p-iterada es la si-
guiente.

Teorema 2.1.7. Sea (X, f) un sistema dinámico con X un espacio
métrico compacto. Supongamos que fp es continua en x ∈ X, para
algún p ∈ N∗. Entonces, para cada sucesión (xn)n∈N de X que converja
a x existe A ∈ [N]ω y una subsucesión (xnl)l∈N tal que para cada q ∈ A∗
se cumple que f q(xnl) → f q(x). Particularmente, si p es un P -punto,
entonces A puede ser un elemento de p.

Prueba: Supongamos que fp es continua en x. Según el Teorema
2.1.2, para cada ε > 0 existe δ > 0 tal que si d(x, y) < δ, entonces
{k ∈ N : d(fk(x), fk(y)) < ε} ∈ p. Con la ayuda de ésto, para cada
l ∈ N podemos hallar nl ∈ N tal que Al = {k ∈ N : d(fk(x), fk(xnl)) <

1
l+1} ∈ p. Tomemos A ∈ [N]ω tal que A ⊆∗ Al para cada l ∈ N, este
conjunto existe por el Teorema 1.2.2. Sean q ∈ A∗ y ε > 0. Fijemos
m ∈ N tal que 1

m+1 <
ε
3 y l ∈ N con m ≤ l. Es posible encontrar k ∈ A

que satisfaga las desigualdades

d(f q(x), f q(xnl))

≤ d(f q(x), fk(x)) + d(fk(x), fk(xnl)) + d(fk(xnl), f
q(xnl))

≤ ε

3
+

1
l + 1

+
ε

3

≤ ε

3
+

1
m+ 1

+
ε

3

≤ ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε.

Aśı probamos que f q(xnl)→ f q(x). 2

Para ver una de las propiedades topológicas del conjunto de ultrafiltros
p ∈ N∗ para los cuales la p-iterada es continua en un punto determinado
del espacio necesitamos la noción de Gδ-cerradura de un subconjunto de
un espacio topológico:
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Dado un espacio topológico X y A ⊆ X, definimos

Gδ − clX(A) = {x ∈ X : si G es un conjunto Gδ de X y x ∈ G,

entonces G ∩A 6= ∅}.

Nuestro resultado buscado es una consecuencia inmediata del siguiente
lema.

Lema 2.1.3. Sean (X, f) un sistema dinámico con X un espacio métrico
compacto y x ∈ X. Si fp no es continua en X, entonces existe un Gδ-
conjunto G de N∗ tal que p ∈ G y f q no es continua en x para cualquier
q ∈ G.

Prueba: Como f q no es continua en x, del Teorema 2.1.2 podemos
encontrar un número real ε > 0 y una sucesión (xk)k∈N en X tales que
d(x, xk) < 1

k+1 y Ak = {n ∈ N : d(fn(x), fn(xk)) ≥ ε} ∈ p. Pongamos
G =

⋂
k∈NA

∗
k. Claramente p ∈ G. Supongamos que f q es continua en

x para algún q ∈ G. El Teorema 2.1.2 nos garantiza la existencia de un
número real δ > 0 tal que si d(x, y) < δ, entonces

{n ∈ N : d(fn(x), fn(y)) < ε} ∈ q.

Elegimos l ∈ N que satisfaga d(x, xl) < δ. Entonces, como Al ∈ q,
podemos tomar m ∈ Al tal que d(fm(x), fm(xl)) < ε, pero obviamente
ésto es una contradicción. Por tanto, f q no es continua en x para toda
q ∈ G. 2

Teorema 2.1.8. Sean (X, f) un sistema dinámico con X un espacio
métrico compacto y x ∈ X. Si C = {p ∈ N∗ : fp es continua en x},
entonces C = Gδ − clN∗(C).

Ahora estudiaremos las propiedades que se obtienen al suponer la con-
tinuidad de varias p-iteradas en un mismo punto. Pero antes probaremos
un lema.

Lema 2.1.4. Sean (X, f) un sistema dinámico con X un espacio métrico
compacto, x, y ∈ X y p ∈ N∗. Si d(fp(x), fp(y)) < ε

3 para alguna ε > 0,
entonces {n ∈ N : d(fn(x), fn(y)) < ε} ∈ p.
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Prueba: De la definición sabemos queA = {n ∈ N : d(fp(x), fn(x)) <
ε
3} ∈ p y B = {n ∈ N : d(fp(y), fn(y)) < ε

3} ∈ p. Por consiguiente,
A ∩B ∈ p y si n ∈ A ∩B, entonces se cumple que

d(fn(x), fn(y)) ≤ d(fn(x), fp(x)) + d(fp(x), fp(y)) + d(fp(y), fn(y)) <

ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε. 2

Teorema 2.1.9. [GS07] Sean (X, f) un sistema dinámico con X un
espacio métrico compacto y x ∈ X. Sea {pn : n ∈ N} ⊆ β(N) y supon-
gamos que la familia {fpn : n ∈ N} es equicontinua en x. Entonces, f q

es continua en x, para todo q ∈ clN∗({pn : n ∈ N}).

Prueba: Sea q ∈ clN∗({pn : n ∈ N}). Del Teorema 1.3.2 obtenemos
que q = p − limn→∞ pn para algún p ∈ N∗. Si f q no es continua en
x, por el Teorema 2.1.2, existe ε > 0 y una sucesión (xk)k∈N en X que
converje a x tales que Ak = {m ∈ N : d(fm(x), fm(xk)) ≥ ε} ∈ q, para
cada k ∈ N. Lo cual implica que Bk = {n ∈ N : Ak ∈ pn} ∈ p, para
todo k ∈ N. Por suposición, existe δ > 0 tal que si y ∈ X y d(x, y) < δ,
se tiene entonces que d(fpn(x), fpn(y)) < ε

3 , para todo n ∈ N. Elegimos
l ∈ N de tal modo que d(x, xk) < δ para cualquier k ∈ N con l ≤ k.
Fijamos k ∈ N tal que l ≤ k. Sabemos que d(fpn(x), fpn(xk)) < ε

3 para
todo n ∈ N. Por el Lema 2.1.4, conseguimos que

Cn = {m ∈ N : d(fm(x), fm(xk)) < ε} ∈ pn,

para todo n ∈ N. Fijemos ahora n ∈ Bk. De aqúı se sigue que Ak∩Cn ∈
pn, pero ésto es imposible. 2

Es claro que si fp es continua en un punto x ∈ X, entonces fp+n

es continua en x para todo n ∈ N pues fp+n = fp ◦ fn. Veamos una
condición que nos asegura la continuidad de fp+q.

Corollary 2.1.2. Sean (X, f) un sistema dinámico con X un espacio
métrico compacto y p ∈ N∗. Si la familia de funciones {fp+n : n ∈ N}
es equicontinua en x ∈ X, entonces fp+q es continua en x, para todo
q ∈ β(N).

Prueba: Let p ∈ N∗. Sabemos, por el Teorema 1.5.2, que la función
λp : β(N) → β(N) es continua. De donde se obtiene que λp[clβ(N)N] =



Ultrafiltros sobre N y sistemas dinámicos discretos 33

{p + q : q ∈ β(N)} = clβ(N)(λp[N]). Aśı el Teorema 2.1.9 nos garantiza
que fp+q es continua en x, para cada q ∈ β(N). 2

Veamos que ocurre en el caso compacto métrico numerable.

Teorema 2.1.10. Sean (X, f) un sistema dinámico con X un espacio
métrico compacto numerable y p ∈ N∗. Si fp es continua, entonces
existe A ∈ [N]ω tal que f q+p es continua para todo q ∈ A∗.

Prueba: Supongamos que fp es continua. Sean ε > 0 y x ∈ X. Por
ser fp uniformemente continua, podemos encontrar δ0 > 0 tal que si
y, z ∈ X y d(y, z) < δ0, entonces se cumple que d(fp(y), fp(z)) < ε

3 .
Para cada y ∈ X, definimos By = {n ∈ N : d(fn(x), fn(y)) < δ0}.
Por otra parte como consecuencia del Teorema 2.1.5 podemos encontrar
δ1 > 0 tal que si x, y ∈ X y d(x, y) < δ1, entonces By ∈ p. Fijemos
x ∈ X. Tomemos, en base al Teorema 1.2.2, A ∈ [N]ω tal que A ⊆∗ By
para todo y ∈ X con d(x, y) < δ1. Fijemos q ∈ A∗. De la definición y
de los Teoremas 1.3.5 y 2.1.1 obtenemos que

f q+p(y) = fp(f q(y)) = fp(q − lim
n→∞

fn(y)) = q − lim
n→∞

fp(fn(y)),

para todo y ∈ X. Por lo cual, Ay = {n ∈ N : d(f q+p(y), fp+n(y)) <
ε
3} ∈ q, para cada y ∈ X. Supongamos ahora que y ∈ X satisface la
desigualdad d(x, y) < δ1. Pues bien si n ∈ Ay ∩Ax ∩By, entonces

d(f q+p(x), f q+p(y))

≤ d(f q+p(x), fp+n(x)) + d(fp+n(x), fp+n(y)) + d(fp+n(y), f q+p(y))
ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε.

Por tanto, f q+p es continua en x. 2

El siguiente teorema nos da una condición evidente para la continuidad
de una (p+ q)-iterada en un punto.

Teorema 2.1.11. Sean (X, f) un sistema dinámico con X un espacio
métrico compacto y x ∈ X. Para p, q ∈ N∗, las siguientes condiciones
son equivalentes:

1. fp+q es continua en x.
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2. Para toda ε > 0 existe δ > 0 tal que si y ∈ Y y d(x, y) < δ, entonces
existe B ∈ q tal que {m ∈ N : d(fn+m(x), fn+m(y)) < ε} ∈ p para
todo n ∈ B.

Prueba: 1 ⇒ 2. Sea ε > 0. Como consecuencia del Teorema 2.1.2
sabemos que existe δ > 0 tal que si y ∈ X y d(x, y) < δ, entonces
{k ∈ N : d(fk(x), fk(y)) < ε} ∈ p + q. Fijemos y ∈ X con d(x, y) < δ.
Tenemos entonces que,

B = {n ∈ N : {k ∈ N : d(fk(x), fk(y)) < ε} ∈ p+ n}

= {n ∈ N : {m ∈ N : d(fn+m(x), fn+m(y)) < ε} ∈ p} ∈ q.

2⇒ 1. Probaremos que se cumple el segundo inciso del Teorema 2.1.2.
En efecto, dada ε < 0 seleccionamos δ > 0 acorde a nuestra suposición.
Supongamos que y ∈ X satisface la condición d(x, y) < δ. Tomemos
B ∈ q de tal manera que {m ∈ N : d(fn+m(x), fn+m(y)) < ε} ∈ p para
todo n ∈ B. De aqúı se sigue que

{n ∈ N : {m ∈ N : d(fn+m(x), fn+m(y)) < ε} ∈ p}

= {n ∈ N : {k ∈ N : d(fk(x), fk(y)) < ε} ∈ p+ n} ∈ q.

Lo cual significa que

{k ∈ N : d(fk(x), fk(y)) < ε} ∈ p+ q. 2

Corollary 2.1.3. Sean (X, f) un sistema dinámico con X un espacio
métrico compacto, x ∈ X y p, q ∈ N∗. Supongamos que para todo ε >
0 existen δ > 0 y A ∈ q tal que si d(x, y) < δ, entonces {k ∈ N :
d(fn+k(x), fn+k(y)) < ε} ∈ p para todo n ∈ A. Entonces, fp+q es
continua en x ∈ X

Teorema 2.1.12. Sean (X, f) un sistema dinámico con X un espacio
métrico compacto y x ∈ X. Supongamos que existe A ∈ [N]ω tal que
N =

⋃
i≤k(A + i) para algún k ∈ N. Si fp es continua en x para todo

p ∈ A∗, entonces f q es continua en x para todo q ∈ N∗.

Prueba: Fijemos q ∈ N∗. De nuestra hipótesis podemos encontrar
i ≤ k tal que q ∈ (A + i)∗. Consideremos la función ρi : β(N) → β(N)
que es continua y su restricción ρi|N∗ : N∗ → N∗ es un homeomorfismo,
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todo ésto es cierto según el Teorema 1.5.2. Como ρi[A∗] = (A + i)∗,
es posible hallar p ∈ A∗ tal que ρi(p) = p + i = q. Puesto que fp es
continua en x se sigue que f q = fp+i = f i ◦ fp es también continua en
x. 2

Corollary 2.1.4. Sean (X, f) un sistema dinámico con X un espacio
métrico compacto y x ∈ X. Si el complemento de A ⊆ N no es grueso
y fp es continua en x para todo p ∈ A∗, entonces f q es continua en x
para todo q ∈ N∗.

Prueba: Enumeremos A de manera creciente como {an : n ∈ N}. Ya
que N \ A no es grueso, entonces existe k ∈ N tal que ai+1 − ai ≤ k
para todo i ∈ N. Sea b ∈ N \ A. Elegimos j ∈ N de tal modo que
aj ≤ b < aj+1. Entonces, podemos hallar i ≤ k tal que aj + i = b. Con
ésto demostramos que N =

⋃
i≤k(A+ i). Del Teorema 2.1.12 concluimos

que f q es continua en x para todo q ∈ N∗. 2

El siguiente corolario también se sigue dierectamente del Teorema
2.1.12.

Corollary 2.1.5. [GS07] Sean (X, f) un sistema dinámico con X un
espacio métrico compacto y x ∈ X. Sea 1 < k ∈ N. Para cada i < k,
definimos Ai = {n ∈ N : n ∼= i mod(k) }. Si existe j < k tal que f q

es continua en x para todo q ∈ A∗j , entonces fp es continua en x para
cualquier p ∈ N∗.

Teorema 2.1.13. Sean (X, f) un sistema dinámico con X un espacio
métrico compacto y x ∈ X. Supongamos que existe un subconjunto
sintético A de N tal que fp es continua en x para todo p ∈ A∗. Entonces,
f q es continua en x para todo q ∈ N∗.

Prueba: Por hipótesis, existe k ∈ N tal que N =
⋃
i≤k(−i + A).

Sabemos que ρ−1
i (A) = −i + A, para cada i ≤ k. Fijemos q ∈ N∗.

Entonces existe i ≤ k tal que q ∈ −̂i+A. De aqúı podemos encontrar
p ∈ A∗ tal que ρi(p) = p+ i = q. Ya que, por suposición, fp es continua
en x, se sigue que f q = fp+i = fp ◦ f i es continua en x. 2

Teorema 2.1.14. Sean (X, f) un sistema dinámico con X un espacio
métrico compacto y x ∈ X. Supongamos que existe A ∈ [N]ω tal que fp

es continua en x para todo p ∈ A∗. Si para B ∈ [N]ω existe k ∈ N tal que
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para cada b ∈ B podemos encontrar a ∈ A y i ≤ k tales que a + i = b,
entonces f q es continua en X para todo q ∈ B∗.

Prueba: Sea q ∈ B∗. Para cada i ≤ k, definimos Bi = {b ∈ B :
∃a ∈ A(a + i = b)}. Por suposición sabemos que B =

⋃
i≤k Bi. En

consecuencia, existe i ≤ k tal que q ∈ B∗i . Pero como Bi ⊆ A+i = ρi[A],
entonces q ∈ B∗i ⊆ ρi[A∗]. De donde obtenemos que q = p+ i para algún
p ∈ A∗. Por tanto, f q = fp+i = fp ◦ f i es continua en x. 2

Dado un sistema dinámico (X, f) donde X es un espacio métrico com-
pacto y x ∈ X, si existe a ∈ N tal que fp es continua en x para todo
p ∈ {an : n ∈ N}∗, entonces fp es continua en x, para todo p ∈ N∗.

Para ver el comportamiendo de las p-iteradas de una función definida
sobre una sucesión convergente con su punto de convergencia necesita-
mos el siguiente lema.

Lema 2.1.5. [GS07] Sean (X, f) un sistema dinámico con X un espa-
cio métrico compacto y x ∈ X un punto fijo de f . Supongamos que existe
ε > 0 tal que para todo k ∈ N existen xk, yk ∈ X tal que d(x, xk) < 1

k+1 ,
Of (yk)∩B(x, ε) = ∅ y Of (yk)∩Of (xk) 6= ∅. Entonces, fp es discontinua
en x para cada p ∈ N∗.

Prueba: Fijemos k ∈ N. Sabemos que f l(xk) = fm(yk), para al-
gunos números enteros l,m ∈ N. De donde se obtiene que f l+a(xk) =
fm+a(yk) ∈ Of (yk), para todo a ∈ N. Por lo cual, {n ∈ N : d(fn(xk), x) ≥
ε} es un subconjunto cofinito de N y por ello

{n ∈ N : d(fn(xk), fn(x)) ≥ ε} = {n ∈ N : d(fn(xk), x) ≥ ε} ∈ p,

para cada p ∈ N∗. Por tanto, la función fp es discontinua en x, para
todo p ∈ N∗. 2

Teorema 2.1.15. [GS07] Consideremos el sistema dinámico (X, f) en
donde X es una sucesión convergente con su punto de convergencia y
f : X → X es una función continua. Entonces, las funciones fp’s son
todas continuas o bien son todas discontinuas.

Prueba: Sea x el punto de convergencia de X \ {x} = {xn : n ∈
N}. Primero supongamos que f(x) 6= x. De esta suposición se sigue
que A = {y ∈ X : f(y) = f(x)} es cofinito. Si y ∈ A y n ∈ N,
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entonces fn(y) = fn(x). De aqúı deducimos que fp(y) = fp(x) para
todo y ∈ A y todo p ∈ N∗. Por consiguiente, fp es continua, para cada
p ∈ N∗. Supongamos ahora que f(x) = x. Sean ε > 0 y X \ B(x, ε) =
{x0, ......, xm}. Pongamos F = {i ≤ m : Of (xi) es finito} y I = m \ F .
Observemos que x /∈ Of (xi) para todo i ∈ F . Supongamos que las
condiciones del lema anterior no se cumplen. Entonces, es posible hallar
δ > 0 de tal modo que B(x, δ) ∩ Of (xi) = ∅, para todo i ∈ F , y si
d(x, y) < δ, entonces Of (y)∩Of (z) = ∅ siempre que Of (z)∩B(x, ε) = ∅.
Tomemos y ∈ X tal que 0 < d(x, y) < δ. Si Of (y) ∩ Of (xi) 6= ∅
para algún i ∈ I, se tiene entonces que limn→∞ f

n(y) = x y por lo
cual se cumple que {n ∈ N : d(x, fn(y)) < ε} ∈ p para todo p ∈
N∗. Supongamos que el conjunto Of (y) no intersecta a Of (xi), para
cualquier i ≤ m. Por ello debemos tener que Of (y) ⊆ B(x, ε). Aśı,
N = {n ∈ N : d(x, fn(y)) < ε} ∈ p para todo p ∈ N∗. Por lo tanto,
fp : X → X es continua, para todo p ∈ N∗. 2

Enunciamos en el siguiente teorema otras condiciones que nos garan-
tizan la continuidad o la discontinuidad de todas las p-iteradas.

Teorema 2.1.16. [GS07] Sea (X, f) un sistema dinámico con X un
espacio métrico compacto y sea x ∈ X un punto fijo de f . Supongamos
que existe m ∈ N tal que |Of (y)| ≤ m, para todo y ∈ X. Entonces, todas
las p-iteradas son continuas en x o bien son todas discontinuas en x.

Prueba: Supongamos que fp es continua en x y que f q es discontinua
en x, para algunos ultrafiltros p, q ∈ N∗. Entonces, podemos encontrar
ε > 0 y una sucesión (xk)k∈N en X que converge a x tal que {n ∈
N : d(x, fn(xk)) ≥ ε} ∈ q, para todo k ∈ N. De la continudad de la
función fp y del Teorema 2.1.2 existe δ > 0 con δ < ε y tal que si
y ∈ X y d(x, y) < δ, entonces {n ∈ N : d(x, fn(y)) < ε} ∈ p. Tomemos
M ∈ N tal que d(x, xk) < δ para todo M ≤ k ∈ N. Entonces, para
cada k ∈ N con k ≥ M existe 0 < mk ≤ m tal que d(x, fmk+1(xk)) ≥ ε
y mk es el mı́nimo entero positivo con esta propiedad. Sin perdida de
generalidad, podemos suponer que existe l ≤ m para el cual mk = l,
para cada k ∈ N \M . Ya que f es continua en x, es posible encontrar
0 < δl < δl−1 < ....... < δ0 < ε de tal manera que si d(x, y) < δi,
se cumple entonces que d(x, f(y)) < δi−1, para cada 0 ≤ i < l, y si
d(x, y) < δ0, entonces d(x, f(x)) < ε. Elegimos N ∈ N de tal forma que
M < N y d(x, xk) < δl, para todo N ≤ k ∈ N. De donde se sigue que
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d(x, f l(xk)) < δ0, para cada N ≤ k ∈ N. Pero ésto es imposible por que
d(x, f l+1(xk)) ≥ ε, para todo N ≤ k ∈ N. 2

Definición 2.1.2. Sea (X, f) un sistema dinámico. Para cada x ∈ X,
la función fx := p 7→ fp(x) : β(N)→ X denotará la extensión de Stone
de la función continua n 7→ fn(x) : N→ X.

En particular, tenemos que la función fx : β(N)→ X es continua para
todo x ∈ X. De aqúı deducimos que fx[β(N)] = clX(Of (x)) = {fp(x) :
p ∈ β(N)}, para todo x ∈ X.

Teorema 2.1.17. Sean (X, f) un sistema dinámico y x ∈ X. Si q =p-
limn→∞ pn, entonces f q(x) = p− limn→∞ f

pn(x), para todo x ∈ X.

Prueba: De acuerdo con el Teorema 1.3.5 obtenemos que f q(x) =
fx(q) = p− limn→∞ fx(pn) = p− limn→∞ f

pn(x), para todo x ∈ X. 2

Teorema 2.1.18. [GS07] Sean (X, f) un sistema dinámico con X un
espacio métrico compacto y p ∈ N∗. Supongamos que existen A ∈ p y
x ∈ X tales que

1. fs(x) = f t(x) para todo s, t ∈ A∗; y

2. fp es continua en x.

Si x = limn→∞ xn, entonces podemos encontrar B ∈ [A]ω tal que f q(x) =
limn→∞ f

q(xn) para todo q ∈ B∗.

Prueba: Como fp es continua en x, del Teorema 2.1.2 tenemos que
para cada i ∈ N existeKi ∈ N tal queBk,i = {n ∈ N : d(fn(x), fn(xk)) <

1
i+1} ∈ p, para todo k ≥ Ki. Para cada i ∈ N, definimos Ci = {n ∈
N : d(fn(x), fp(x)) < 1

i+1}. Sabemos que Ci ∈ p para cada i ∈ N.
Elegimos B ∈ [A]ω de tal manera que B ⊆∗ Bk,i ∩ Ci, para todo i ∈ N
y para todo k ∈ N con k ≥ Ki. Sean q ∈ B∗ y ε > 0. Tomamos j ∈ N
que satisfaga 1

j+1 < ε
3 y fijemos k ≥ Kj . Tenemos que D = {n ∈ N :

d(fn(xk), f q(xk)) < 1
j+1} ∈ q. Si h ∈ D ∩ Bk,j ∩ Cj , se sigue entonces

que
d(f q(xk), f q(x)) = d(f q(xk), fp(x)) ≤

d(f q(xk), fh(xk)) + d(fh(xk), fh(x)) + d(fh(x), fp(x)) <
1

j + 1
+

1
j + 1

+
1

j + 1
< ε. 2
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Veamos una propiedad más de las funciones fx’s: En el Teorema 2.2.4
se da una propiedad interesante de estas funciones alrededor de un P -
punto de N∗.

Teorema 2.1.19. [GS07] Sean (X, f) un sistema dinámico con X un
espacio métrico compacto y x ∈ X. Entonces, para cada p ∈ N∗ existe
A ∈ [N]ω tal que fp(x) = f q(x) para todo q ∈ A∗.

Prueba: Sabemos que fx(p) ∈ clX(Of (x)). Como primer caso, su-
pongamos que fx(p) no es punto de acumulación de Of (x). Entonces,
fx(p) = fp(x) = fn(x) para algún n ∈ N y podemos encontrar ε > 0
de tal forma que B(fn(x), ε) ∩ Of (x) = {fn(x)}. Como fx es continua,
existe A ∈ p tal que fx(q) ∈ B(fn(x), ε) para cualquier q ∈ A∗. Es decir,
fx(p) = fx(q) = fn(x) para todo q ∈ A∗. Supongamos ahora que existe
una sucesión no trivial (fnk(x))k∈N para la cual limk→∞ f

nk(x) = fx(p) y
supongamos además que fni(x) 6= fnj (x) para enteros distintos i, j ∈ N.
Sea A = {nk : k ∈ N} y tomemos q ∈ A∗. Del aqúı deducimos la
igualdad fp(x) = f q(x). 2

Con una pequeña modificación de la prueba del teorema anterior pode-
mos establecer el siguiente resultado:

Teorema 2.1.20. Sean (X, f) un sistema dinámico con X un espacio
métrico compacto y x ∈ X. Entonces, para cada A ∈ [N]ω, existe B ∈
[A]ω tal que fp(x) = f q(x), para cualquier par p, q ∈ B∗.

Probaremos a continuación que la propiedad enunciada en el Teorema
2.1.19 se puede realizar para una cantidad numerable de puntos de X,
pero solo encontraremos 2c ultrafiltros son dicha propiedad sin saber si
ellos forman un abierto básico de N∗. Para nuestro propósito necesitare-
mos algunos lemas preliminares.

Lema 2.1.6. Sea (X, f) un sistema dinámico con X un espacio métrico
compacto y x ∈ X. Entonces, para cada ε > 0 existe una partición
{Ai : i ≤ n} de N tal que si p, q ∈ Âi para alguna i ≤ n, entonces
d(fp(x), f q(x)) < ε.

Prueba: Sea ε > 0. Por ser fx : β(N) → X continua, para cada p ∈
β(N) existe Ap ∈ p tal que d(fx(p), fx(q)) = d(fp(x), f q(x)) < ε

2 , para
toda q ∈ Âp. Por ser β(N) compacto, entonces existen p0, p1, ....., pn ∈
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β(N) tal que β(N) =
⋃
i≤n Âpi . Definimos A0 = Ap0 y Ai = Api \

(
⋃
j<iApj ) para cada 1 ≤ i ≤ n. Claramente, {Ai : i ≤ n} es una

partición de N. Si p, q ∈ Âi para alguna i ≤ n, entonces Âi ⊆ Âpi y por
lo cual

d(fp(x), f q(x)) ≤ d(fp(x), fpi(x)) + d(fpi(x), f q(x)) <
ε

2
+
ε

2
= ε. 2

Lema 2.1.7. Si {An : n ∈ N} ⊆ [N]ω tiene la propiedad de intersección
finita, entonces |{p ∈ N∗ : ∀n ∈ N(An ∈ p)}| = 2c.

Prueba: Como una consecuencia del Lema del Refinamiento Disjunto
[CN74, Lemma 7.5]) podemos encontrar una familia {Bn : n ∈ N} ⊆ [N]ω

de subconjuntos ajenos entre si tal que Bn ⊆ An para todo n ∈ N.
Ahora para cada n ∈ N, por el Lema 1.2.1, podemos elegir una familia
independiente {Bi

n,ξ : ξ < κ y i ∈ {0, 1}} de subconjuntos infinitos

de Bn. Para cada f ∈ (2c)N, la familia {
⋃
n∈NB

f(n)(ξ)
n,ξ : ξ < c} tiene

la propiedad de intersección finita, y por ello podemos elegir pf ∈ N∗
que contenga a esta familia. Es claro que si f, g ∈ (2c)N son distintos,
entonces pf 6= pg y An ∈ pf por que Bf(n)(ξ)

n,ξ ⊆ An, para todo n ∈ N y
para todo ξ < c. 2

Teorema 2.1.21. Sean (X, f) un sistema dinámico con X un espacio
métrico compacto. Para cada Y ∈ [X]ω y para cada p ∈ N∗ existe un
subconjunto N ⊆ N∗ de tamaño 2c tal que fp(x) = f q(x) para todo q ∈ N
y para todo x ∈ Y .

Prueba: Sean x ∈ X y p ∈ N∗. Basandonos en el Lema 2.1.6, para
cada n ∈ N podemos hallar una partición finita {Ax,n,i : i ≤ kx,n} de N
con la propiedad de que si r, s ∈ Âx,n,i para alguna i ≤ kx,n, entonces
d(f r(x), fs(x)) < 1

n+1 . Para cada n ∈ N y cada x ∈ Y , seleccionamos

γp(x, n) ≤ kx,n de tal forma que p ∈ ̂Ax,n,γp(x,n). Gracias al Lema
2.1.7 se puede encontrar un subconjunto N ⊆ N∗ de cardinalidad 2c que
satisfaga Ax,n,γp(x,n) ∈ q, para cada n ∈ N, para cada x ∈ Y y para
cada q ∈ N . De aqúı y por definición, para cada q ∈ N se cumple la
desigualdad d(fp(x), f q(x)) < 1

n+1 para todo n ∈ N y para toda x ∈ Y .
De donde obtenemos que fp(x) = f q(x) para todo q ∈ N y para toda
x ∈ Y . 2
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Corollary 2.1.6. Sean (X, f) un sistema dinámico con X un espacio
métrico compacto. Supongamos que la función fp : X → X es continua
para todo p ∈ N∗. Entonces para cada p ∈ N∗ existe un subconjunto
N ⊆ N∗ de tamaño 2c tal que fp = f q para todo q ∈ N .

Prueba: Como X es compacto y métrico, X contiene un subcon-
junto denso numerable D. Obtenemos el resultado deseado aplicando el
teorema anterior para D y p. 2

Teorema 2.1.22. Sean (X, f) un sistema dinámico con X un espacio
métrico compacto numerable. Para cada p ∈ N∗ existe un subconjunto
N ⊆ N∗ de tamaño 2c tal que fp = f q para todo q ∈ N .

Prueba: Sea p ∈ N∗. Procederemos como en la prueba del teorema
anterior. Según el Lema 2.1.7, para todo x ∈ X y para toda n ∈ N existe
una partición {Ax,n,i : i ≤ kn} de N tal que si r, s ∈ Âx,n,i para alguna
i ≤ kn, entonces d(f r(x), fs(x)) < 1

n+1 . Dados x ∈ X y n ∈ N, tomamos
γp(x, n) ≤ kn con la propiedad Ax,n,γp(x,n) ∈ p. Como X es numerable,
el Lema 2.1.7 nos da un subconjunto N ⊆ N∗ de cardinalidad 2c cuyo
elementos satisfacen que Ax,n,γp(n) ∈ q, para cada n ∈ N y para cada
q ∈ N . De manera evidente podemos ver que se cumple la identidad
fp(x) = f q(x) para todo q ∈ X y para todo x ∈ X. 2

2.2 p-iteraciones cuando p es un P -punto

Ya en algúnos resultados de la sección anterior hemos visto consecuen-
cias cuando suponemos que p es un P -punto de N∗. En esta sección,
estudiaremos de manera más directa las p-iteradas de sistema dinámico
cuando p es un P -punto. Concentraremos nuestra atención en el caso
cuando X es un espacio métrico compacto numerable.

En el Teorema 2.1.4 vimos que si (X, f) es un sistema dinámico con
X un espacio métrico compacto numerable, y fp es continua en x ∈ X
para un P -punto p de N∗, entonces existe A ∈ p tal que f q es continua
en x, para todo q ∈ A∗.

Teorema 2.2.1. Sea (X, f) un sitema dinámico con X un espacio
métrico compacto numerable. Si fp es continua en x ∈ X para algún
P -punto p ∈ N∗, entonces para cada ε > 0 es posible encontrar δ > 0
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y A ∈ p de tal forma que si y ∈ X satisface que d(x, y) < δ, entonces
d(fp(y), fn(y)) < ε, para todo n ∈ A excepto para una cantidad finita.

Prueba: Sabemos que fp(x) = p−limn→∞ f
n(x). Por ser X un espa-

cio métrico y p un P -punto, en base al Teorema 1.1.4 existe una sucesión
creciente (nk)k∈N de números naturales tal que fp(x) = limk→∞ f

nk(x)
y B = {nk : k ∈ N} ∈ p. Sea ε > 0. En base al Teorema 2.1.2,
podemos encontrar δ > 0 tal que Cy = {n ∈ N : d(fn(x), fn(y)) <
ε
3} ∈ p y d(fp(x), fp(y)) < ε

3 , siempre que d(x, y) < δ. Tomemos
A ∈ p tal que A ⊆∗ Cy ∩ B para cada y ∈ X con d(x, y) < δ. Fi-
jemos y ∈ X tal que d(x, y) < δ y también fijemos m ∈ N de tal
manera que A \ {0, 1, ....,m} ⊆ Cy y d(fn(x), fp(x)) < ε

3 , para cada
n ∈ A \ {0, 1, ....,m}. Si n ∈ A \ {0, 1, ....,m}, entonces tenemos que

d(fp(y), fn(y)) < d(fp(y), fp(x)) + d(fp(x), fn(x)) + d(fn(x), fn(y))

<
ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε,

como se deseaba. 2

Teorema 2.2.2. Sea (X, f) un sistema dinámico con X un espacio
métrico compacto numerable. Supongamos que fp es continua en x ∈ X
para un P -punto p de N∗. Entonces, para cada ε > 0 existen δ > 0 y
A ∈ p de tal manera que si y ∈ X cumple la desigualdad d(x, y) < δ,
entonces d(fn(x), fn(y)) < ε para todo n ∈ A con la excepción de una
cantidad finita.

Prueba: De acuerdo con el Teorema 2.2.1, es posible encontrar δ > 0
y B ∈ p tal que si y ∈ X y d(x, y) < δ, entonces d(fp(x), fp(y)) < ε

3 y
d(fp(y), fn(y)) < ε

3 para todo n ∈ B excepto una cantidad finita. Sea
A = {n ∈ B : d(fp(x), fn(x)) < ε

3}. Fijemos y ∈ X tal que d(x, y) < δ.
Por hipótesis, existe m ∈ N que satisface d(fp(y), fn(y)) < ε

3 , para todo
n ∈ A \ m. Por consiguiente, si n ∈ A \ m, entonces se cumplen las
desigualdades

d(fn(x), fn(y)) ≤ d(fn(x), fp(x)) + d(fp(x), fp(y)) + d(fp(y), fn(y))

<
ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε. 2

El siguiente resultado es una aplicación directa del Teorema 2.1.4.
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Teorema 2.2.3. Sea (X, f) un sistema dinámico con X un espacio
métrico compacto numerable. Si p ∈ N∗ es un P -punto y fp es continua
en todo X, entonces existe A ∈ p tal que f q es continua en X, para todo
q ∈ A∗.

Prueba: Del Teorema 2.1.4 tenemos que para cada x ∈ X existe
Ax ∈ p tal que f q es continua en x, para todo q ∈ A∗x. Seleccionamos
A ∈ p de tal forma que A ⊆∗ Ax, para cualquier x ∈ X. Claramente f q

es continua en X, para todo q ∈ A∗. 2

Probaremos a continuación que toda función fx : β(N)→ X es local-
mente constante en todo P -punto de N∗: Esta propiedad es válida para
toda función con valores dentro de un espacio métrico.

Teorema 2.2.4. [GS07] Sea (X, f) un sistema dinámico con X un
espacio métrico compacto y x ∈ X. Si p ∈ N∗ es un P -punto, entonces
existe A ∈ p tal que fx(p) = fx(q), para todo q ∈ A∗.

Prueba: Fijemos un punto x ∈ X. Ya que fx es una función continua,
para cada k ∈ N podemos encontrar Ak ∈ p que cumpla la condición

d(fx(p), fx(q)) <
1

k + 1
,

para cualquier ultrafiltro q ∈ A∗k. Como p es un P -punto existe A ∈ p
tal que A ⊆∗ Ak, para cada k ∈ N. En consecuencia, si q ∈ A∗ y
k ∈ N, entonces q ∈ A∗k y por ello d(fx(p), fx(q)) < 1

k+1 . Por tanto,
fx(p) = fx(q), para todo q ∈ A∗. 2

Corollary 2.2.1. Sea (X, f) un sistema dinámico con X un espacio
métrico compacto numerable. Si p ∈ N∗ es un P -punto, entonces existe
A ∈ p tal que fp = f q, para todo q ∈ A∗.

Prueba: Supongamos que p ∈ N∗ es un P -punto. Para cada x ∈ X,
por el lema anterior, podemos encontrar Ax ∈ p tal que fp(x) = f q(x),
para todo q ∈ A∗x. Fijamos A ∈ p que satisfaga A ⊆∗ Ax para todo
x ∈ X. Trivialmente, se cumple que fp = f q para todo q ∈ A∗. 2

2.3 Proximidad

Empecemos esta sección enunciando la noción de proximidad entre dos
puntos de un sitema dinámico.
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Definición 2.3.1. Sea (X, f) un sistema dinámico con X un espacio
métrico. Decimos que dos puntos x, y ∈ X son proximales si para cada
ε > 0, el conjunto {n ∈ N : d(fn(x)), fn(y)) < ε} es infinito.

La siguiente caracterización de proximidad es evidente.

Teorema 2.3.1. Sea (X, f) un sistema dinámico con X un espacio
métrico. Dos puntos x, y ∈ X son proximales si y solo si existe una
sucesión (nk)k∈N en N tal que d(fnk(x), fnk(y))→ 0.

La siguiente propiedad de dos puntos proximales aparece en el libro
de H. Furstenberg [Fu81, Lemma 8.1].

Teorema 2.3.2. Sean (X, f) un sistema dinámico con X un espacio
métrico compacto y x, y ∈ X. Si x y y son proximales, entonces para
cada ε > 0 el conjunto {n ∈ N : d(fn(x)), fn(y)) < ε} es grueso.

Prueba: Sean ε > 0 y n ∈ N. Por ser la iteradas de f uniformemente
continuas, es posible hallar δ > 0 de tal manera que si v, u ∈ X y
d(v, u) < δ, entonces d(f i(v), f i(u)) < ε para toda i ≤ n. Suponga-
mos que δ < ε. Pongamos A = {n ∈ N : d(fn(x)), fn(y)) < ε}. Por
ser x y y proximales, existe a ∈ N tal d(fa(x), fa(y)) < δ. Entonces,
d(f i(fa(x)), f i(fa(y))) < ε, para cada i ≤ n. Es decir, a + i ∈ A, para
toda i < n. 2

La noción de proximidad se puede definir de una manera muy elegante
usando ultrafiltros.

Teorema 2.3.3. [Bl93] Sea (X, f) un sistema dinámico con X un es-
pacio métrico compacto. Para x, y ∈ X, las siguientes condiciones son
equivalentes:

1. x y y son proximales.

2. Existe p ∈ N∗ tal que fp(x) = fp(y).

Prueba: 1⇒ 2. Por el Teorema 2.3.1, existe una sucesión (nk)k∈N en
N tal que d(fnk(x), fnk(y))→ 0. Pongamos A = {nk : k ∈ N}. Fijemos
p ∈ A∗ y ε > 0. Entonces, por un lado sabemos que

{m ∈ N : d(fp(x), fm(x)) <
ε

3
} ∩ {m ∈ N : d(fp(y), fm(y)) <

ε

3
} ∈ p
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y por otro lado existe un número natural l ∈ N tal que d(fnk(x), fnk(y)) <
ε
3 , para todo k ∈ N con l ≤ k. Tomemos i ∈ N de modo que l ≤ i y
d(fp(x), fni(x)) < ε

3 y d(fp(y), fni(y)) < ε
3 . De aqúı se sigue que

d(fp(x), fp(y)) ≤ d(fp(x), fni(x)) + d(fni(x), fni(y)) + d(fni(y), fp(y))

≤ ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε.

Ya que el número ε fue tomado arbitrariamente, concluimos que fp(x) =
fp(y).

2 ⇒ 1. Supongamos que existe p ∈ N∗ tal que fp(x) = fp(y). Sea
ε > 0. De la definición vemos que

A = {n ∈ N : d(fp(x), fn(x)) <
ε

2
} ∩ {n ∈ N : d(fp(y), fn(y)) <

ε

2
} ∈ p.

Si n ∈ A, se tienen entonces que

d(fn(x), fn(y)) ≤ d(fn(x), fp(x)) + d(fp(y), fn(y)) <
ε

2
+
ε

2
= ε.

Por tanto, x y y son proximales. 2

Del Corolario 1.5.1, del Teorema 2.1.1 y de la caracterización anterior
podemos encontrar fácilmente pares de puntos proximales:

Corollary 2.3.1. En cualquier sistema dinámico (X, f) con X un es-
pacio métrico y para cualquier punto x ∈ X, los puntos fp(x) y x son
proximales para cualquier idempotente ultrafiltro p ∈ N∗.

La equivalencia del Teorema 2.3.3 aparece de manera más general en
[AF94].

Todo lo anterior motiva la consideración de la siguiente noción que
fué introducida en [GS07].

Definición 2.3.2. Sea (X, f) un sistema dinámico con X un espacio
métrico compacto y p ∈ N∗. Dos puntos x, y ∈ X se llaman p-proximales
si fp(x) = fp(y).

Lo que realmente se estableció en la prueba del Teorema 2.3.3 es la
siguiente caracterización (repetiremos los pasos importantes para con-
veniencia del lector):
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Teorema 2.3.4. Sea (X, f) un sistema dinámico con X un espacio
métrico compacto Para dos puntos cualesquiera x, y ∈ X y p ∈ N∗, las
siguientes condiciones son equivalentes:

1. x y y son p-proximales.

2. Para cada ε > 0, {n ∈ N : d(fn(x), fn(y)) < ε} ∈ p.

Prueba: 1 ⇒ 2. Supongamos que fp(x) = fp(y). Dada ε > 0, por
definición, se cumple la contención

{n ∈ N : d(fn(x), fp(x)) <
ε

2
} ∩ {n ∈ N : d(fn(y), fp(y)) <

ε

2
} ∈ p.

De donde concluimos que {n ∈ N : d(fn(x), fn(y)) < ε} ∈ p.
2 ⇒ 1. Sea ε > 0. Por suposición sabemos que A = {n ∈ N :

d(fn(x), fn(y)) < ε
3} ∈ p. Tomemos m ∈ A∩{n ∈ N : d(fn(x), fp(x)) <

ε
3} ∩ {n ∈ N : d(fn(y), fp(y)) < ε

3}, esta intersección es no vaćıa por ser
un elemento de p. Entonces, se cumplen las desigualdades

d(fp(x), fp(y)) ≤ d(fp(x), fm(x)) + d(fm(x), fm(y)) + d(fm(y), fp(y))

<
ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε.

Por tanto, fp(x) = fp(y). 2

El resultado siguiente es un corolario de Teorema 2.1.1.

Corollary 2.3.2. Sean (X, f) un sistema dinámico con X un espacio
métrico compacto.

1. Si p ∈ N∗ es un idempotente, entonces x es p-proximal a fp(x),
para todo x ∈ X.

2. Si x, y ∈ X son p-proximales para algún p ∈ N∗, entonces x y y
son (p+ q)-proximales para todo q ∈ β(N).

De la definición y el Teorema 2.2.4 se obtiene el siguiente resultado.

Corollary 2.3.3. Sean (X, f) un sistema dinámico con X un espacio
métrico compacto y p ∈ N∗. Si x, y ∈ X son p-proximales y p es un
P -punto, entonces existe A ∈ p tal que x y y son q-proximales para todo
q ∈ A∗.
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Teorema 2.3.5. Sea (X, f) un sistema dinámico con X un espacio
métrico compacto. Dos puntos x, y ∈ X son p-proximales, para todo
p ∈ N∗, si y solo si

lim
n→∞

d(fn(x), fn(y)) = 0.

Prueba: Necesidad. Supongamos que limn→∞ d(fn(x), fn(y)) 6=
0. Entonces, existe ε > 0 para el cual el conjunto B = {n ∈ N :
d(fn(x), fn(y)) ≥ ε} es infinito. Fijemos p ∈ B∗. Por otra parte, el
Teorema 2.3.4 nos asegura que {n ∈ N : d(fn(x), fn(y)) < ε} ∈ p, lo
cual es una contradicción.

Suficiencia. Dado ε > 0 el conjunto {n ∈ N : d(fn(x), fn(y)) < ε} es
cofinito y por consiguiente {n ∈ N : d(fn(x), fn(y)) < ε} ∈ p para todo
p ∈ N∗. La conclusión se sigue del Teorema 2.3.4. 2

Teorema 2.3.6. Sea (X, f) un sistema dinámico con X un espacio
métrico compacto. Para cada par de puntos proximales x, y ∈ X,

Ix,y = {p ∈ N∗ : x y y son p− proximales }

es un ideal derecho cerrado del semigrupo (N∗,+) tal que

1. intN∗(Ix,y) es denso en Ix,y, y

2. Ix,y ∩ Iy,z ⊆ Ix,z.

Además si los puntos x y y son p-proximales para algún P -punto p de
N∗, entonces el punto p está en el interior de dicho ideal.

Prueba: El Teorema 2.3.3 nos garantiza que el conjunto en cuestión
es precisamente el conjunto

{p ∈ N∗ : fx(p) = fy(p)} = Ix,y,

el cual es cerrado por ser fx y fy funciones continuas. El Corolario 2.3.2
afirma que Ix,y es un ideal derecho de (N∗,+). Supongamos que x y y
son p-proximales para algún p ∈ N y fijemos B ∈ p. Por el Teorema
2.3.4, para cada k ∈ N se cumple que Ak = {n ∈ N : d(fn(x), fn(y)) <

1
k+1} ∩B ∈ p. En base al Teorema 1.2.2, seleccionamos A ∈ [N]ω de tal
forma que A ⊆∗ Ak∩B para toda k ∈ N. Sea q ∈ A∗. Tenemos entonces
que Ak ∈ q, para toda k ∈ N, y q ∈ B∗. Esto implica, por el Teorema
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2.3.4, que x y y son q-proximales. Por tanto, A∗ ⊆ Ix,y. El segundo
inciso es evidente. La afirmación adicional se sigue directamente del
corolario anterior. 2

Como una aplicación inmediata del Corolario 1.5.1 y el Teorema 2.3.6
tenemos la siguiente caracterización.

Corollary 2.3.4. Sea (X, f) un sistema dinámico con X un espacio
métrico compacto. Entonces, x, y ∈ X son proximales si y solo si existe
un idempotente p ∈ N∗ tal que fp(x) = fp(y).

Con el siguiente ejemplo tomado de [GS07] mostraremos que la noción
de p-proximidad puede ser útil para distinguir, de alguna manera combi-
natoria, dos puntos proximales (en la Sección 2.5 se desribe otro ejemplo
más sencillo).

Ejemplo 2.3.1. Sea (an)n∈N una sucesión de números reales positivos
tales que limn→∞ an = 0, a0 = 1 y an+1 < an, para todo n ∈ N. Para
cada número n ∈ N, elegimos una sucesión estrictamente creciente de
números reales (an,m)m∈N del tal forma que:

1. limm→∞ an,m = an, para cada n ∈ N, y

2. an < an,m < an−1, para todo n,m ∈ N; aqúı, a−1 = 2.

Consideremos el subespacio X = {0} ∪ {an : n ∈ N} ∪ {an,m : n,m ∈ N}
de R. Evidentemente, X es un espacio compacto y métrico. Nuestra
función f : X → X la definios de la siguiente manera:

a. f(a0) = 0 y f(0) = 0.

b. f(an) = an−1, para cada n ∈ N.

c. f(an,0) = an+1,0, para cada n ∈ N.

d. f(a0,n) = an,1, para cada 1 ≤ n ∈ N.

e. f(an−m,m+1) = an−m−1,m+2, para cada m < n ∈ N.

Dejamos al lector que verifique la continuidad de la función f . Con-
sideremos los puntos x = a0,0 y y = a0,1. Definimos i0 = 1, j0 = 2,
i1 = 3, j1 = 5 y si 2 ≤ k ∈ N, entonces ponemos ik = jk−1 + 1 y jk =
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jk−1 + k+ 2. Se sigue directamente de la definición que f i0(a0,1) = a1,1,
f j0(a0,1) = a0,2, f i1(a0,1) = a2,1 y f j1(a0,1) = a0,3. De manera inductiva
se establecen las siguientes identidades:

f ik(a0,1) = f jk−1+1(a0,1) = f(f jk−1(a0,1)) = f(a0,k+1) = ak+1,1,

f jk(a0,1) = f jk−1+k+2(a0,1) = fk+1(f ik(a0,1)) = fk+1(ak+1,1) = a0,k+2,

y
f i(ak,1) = ak−i,i+1,

para todo k ∈ N y para cada 1 ≤ i ≤ k. Ahora consideremos los conjun-
tos A = {ik : k ∈ N} y B = {jk : k ∈ N}. Para estos dos conjuntos se
cumplen las siguientes propiedades:

lim
k→∞

|f ik(a0,0)− f ik(a0,1)| = lim
k→∞

|aik+1,0 − ak+1,0| = 0,

y
lim
k→∞

|f jk(a0,0)− f jk(a0,1)| = lim
k→∞

|ajk+1,0 − a0,k+1| = 1.

De aqúı podemos concluir que x y y son p-proximales para cualquier
p ∈ A∗ y no son q-proximales para todo q ∈ B∗.

Inspirados en la caracterización de la continuidad entre espacios métricos
mediante sucesiones convergentes introducimos la siguiente noción para
caracterizar la continuidad de una p-iterada.

Definición 2.3.3. [GS07] Sean (X, f) un sistema dinámico con X un
espacio métrico y p ∈ N∗. Decimos que una sucesión (xk)k∈N en X es
p-proximal a un punto x si limk→∞ xk = x y para cada ε > 0 existe l ∈ N
tal que {n ∈ N : d(fn(x), fn(xk)) < ε} ∈ p, para toda k ∈ N con k ≥ l.

Teorema 2.3.7. [GS07] Sean (X, f) un sistema dinámico con X un es-
pacio métrico y p ∈ N∗. para un punto x ∈ X, las siguientes condiciones
son equivalentes:

1. fp es continua en x.

2. Toda sucesión (xk)k∈N que converge a x es p-proximal a x.
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Prueba: 1 ⇒ 2. Sea (xk)k∈N una secesión convergente a x. Dado
ε > 0, mediante el Teorema 2.1.2 es posible hallar δ > 0 de tal forma
que si y ∈ X y d(x, y) < δ, entonces {n ∈ N : d(fn(x), fn(y)) < ε} ∈ p.
Seleccionamos l ∈ N que satisfaga d(xk, x) < δ para toda k ∈ N mayor
que l. De donde se sigue que {n ∈ N : d(fn(x), fn(xk)) < ε} ∈ p para
toda k ∈ N con k ≥ l.

2 ⇒ 1. Supongamos que fp no es continua en x. El Teorema 2.1.2
nos asegura la existencia de un número real ε > 0 de tal forma que
para cada k ∈ N podemos encontrar xk ∈ X tal que d(x, xk) < 1

k+1 y
{n ∈ N : d(fn(x), fn(xk)) < ε} /∈ p. Es claro que la sucesión (xk)k∈N
converge a x y no puede ser p-proximal a x. 2

El siguiente resultado es bastante interesante cuando suponemos la
p-proximidad de una sucesión para todo p ∈ N∗.

Teorema 2.3.8. Sean (X, f) un sistema dinámico con X un espacio
métrico. Dados x ∈ X y una sucesión (xk)k∈N en X convergente a x,
las siguientes condiciones son equivalentes:

1. (xk)k∈N es p-proximal a x para todo p ∈ N∗.

2. fn(xk)→n→∞ fn(x) para todo k ∈ N.

Prueba: 1 ⇒ 2. Supongamos que existe k ∈ N tal que la sucesión
(fn(xk))n∈N no converge a fn(x). Por lo cual, existe ε > 0 de tal manera
que para cada l ∈ N existe nl ∈ N tal que d(fnl(xk), fnl(x)) ≥ ε y el
conjunto {nl : l ∈ N} es infinito. Tomamos p ∈ N∗ de manera que
{nl : l ∈ N} ∈ p. Es entonces evidente que la sucesión (xk)k∈N no puede
ser p-proximal a x.

2 ⇒ 1. Sean p ∈ N∗ y ε > 0. Sea k ∈ N. Por suposición existe l ∈ N
tal que {n ∈ N : d(fn(xk), fn(x)) < ε} para todo l ≤ k ∈ N. Por ser este
conjunto cofinito, se cumple que {n ∈ N : d(fn(xk), fn(x)) < ε} ∈ p,
para todo p ∈ N∗. Por tanto, (xk)k∈N es p-proximal a x, para todo
p ∈ N∗. 2

2.4 Recurrencia

Para iniciar esta sección recordemos la definición de recurrencia.
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Definición 2.4.1. Sea (X, f) un sistema dinámico. Decimos que x ∈ X
es recurrente si para cada V ∈ N (x), el conjunto {n ∈ N : fn(x) ∈ V }
es infinito.

Veamos como se pueden usar los ultrafiltros para determinar los pun-
tos recurrentes tal y como aparece en [Bl93].

Teorema 2.4.1. Sea (X, f) un sistema dinámico con X un espacio
compacto. Un punto x ∈ X es recurrente si y solo si existe p ∈ N∗ tal
que fp(x) = x.

Prueba: Necesidad. Para cada vecindad V ∈ N (x), consideramos el
conjunto AV = {n ∈ N : fn(x) ∈ V } el cual es infinito por suposición. Es
claro que la familia {AV : V ∈ N (x)} tiene la propiedad de intersección
finita, y también es claro que todo ultrafiltro p ∈ N∗ que contenga a esta
familia satisface que fp(x) = x.

Suficiencia. Supongamos que fp(x) = x para algún p ∈ N∗. Como
x = p− limn→∞ f

n(x), se cumple la pertenencia AV ∈ p. Ya que p ∈ N∗,
el conjuto AV resulta ser infinito para cualquier vecindad V ∈ N (x). 2

El teorema anterior nos sugiere considerar la siguiente noción que fué
introducida de manera my general en [Fu81] y se estudio para ultrafiltros
en [GS07].

Definición 2.4.2. Sea (X, f) un sistema dinámico con X un espacio
compacto y sea p ∈ N∗. Decimos que un punto x ∈ X es p-recurrente si
fp(x) = x.

Del Teorema 2.4.1 se cumple que cada punto p-recurrente es recurren-
te, para cualquier p ∈ N∗.

La siguiente caracterización de p-recurrencia se sigue directamente de
la definición.

Teorema 2.4.2. Sean (X, f) un sistema dinámico con X un espacio
compacto. Para x ∈ X y p ∈ N∗, las siguientes afirmaciones son equi-
valentes:

1. x es p-recurrente.

2. Para cada V ∈ N (x), {n ∈ N : fn(x) ∈ V } ∈ p.
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Veamos a continuación una caracterización muy interesante.

Lema 2.4.1. Sean (X, f) un sistema dinámico con X un espacio com-
pacto, x ∈ X y {nk : k ∈ N} ∈ [N]ω. Entonces, limk→∞ f

nk(x) = x si y
solo si x es p-recurrente, para todo p ∈ {nk : k ∈ N}∗.

Prueba: Necesidad. Sea p ∈ {nk : k ∈ N}∗. Si V ∈ N (x), por
hipótesis, el conjunto AV = {nk : fnk(x) ∈ V } es cofinito y por ello
AV ∈ p para todo p ∈ {nk : k ∈ N}∗. Aplicando el Teorema anterior,
hallamos que x es p-recurrente, para todo p ∈ N∗.

Suficiencia. Supongamos que limk→∞ f
nk(x) 6= x. Podemos entonces

encontrar V ∈ N (x) de tal forma que el conjunto B = {nk ∈ N :
fnk(x) /∈ V } es infinito. Pero esta vecindad V testifica que x no puede ser
p-recurrente para cualquier p ∈ B∗, contradiciendo nuestra suposición.
Por tanto, limk→∞ f

nk(x) = x. 2

Corollary 2.4.1. Sean (X, f) un sistema dinámico con X un espacio
compacto y x ∈ X. Entonces, x es p-recurrente, para todo p ∈ N∗, si y
solo si f(x) = x.

Prueba: Del lema anterior se sabe que fn(x) → x y por lo cual
fn+1(x)→ f(x). Por tanto, f(x) = x. 2

En el Ejemplo 2.8.2 exhibiremos un punto recurrente que es p-recurrente
para algún p ∈ N∗ y no es q-recurrente para otro q ∈ N∗.

Ahora caracterizaremos los puntos periódicos de un sistema dinámico
usando p-recurrencia.

Dado un sistema dinámico (X, f), recordemos que un punto x ∈ X
se llama periódico si existe k ∈ N \ {0} tal que fk(x) = x. El periódo
de un punto periódico x ∈ X es el menor número entero positivo n ∈ N
tal que fn(x) = x. Un punto x ∈ X se llama eventualmente periódico si
existe n ∈ N \ {0} tal que fn(x) es periódico.

Teorema 2.4.3. Sea (X, f) un sistema dinámico con X un espacio
compacto. Un punto x ∈ X es periódico si y solo si existe un subconjunto
sintético A de N tal que x es p-recurrente para todo p ∈ A∗.

Prueba: Necesidad. Supongamos que fk(x) = x y que k es el menor
número entero positivo con esta propiedad. Definimos A = kN = {kn :
n ∈ N}. Es evidente que A es sintético y fkn(x) = x para todo n ∈ N. De
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aqúı se obtiene que fp(x) = p− limn→∞ f
n(x) = p− limn→∞ f

kn(x) = x,
para todo p ∈ A∗. Es decir, x es p-recurrente para todo p ∈ A∗.

Suficiencia. Sea A un subconjunto infinito sintético de N tal que x es
p-recurrente para cada p ∈ A∗. Enumeramos a A en orden creciente {nk :
k ∈ N}. De acuerdo con el Lema 2.4.1, sabemos que x = limk→∞f

nk(x).
De la definición de sintético no es dif́ıcil ver que podemos hallar m ∈ N de
tal forma que nk+1−nk ≤ m, para cada k ∈ N. Seleccionamos un número
entero positivo j ≤ m para la cual el conjunto B = {nk : nk+1−nk = j}
es infinito. Sin perder generalidad podemos reemplazar el conjunto A
por B y suponer que nk+1−nk = j, para todo k ∈ N . Como fnk(x)→ x,
se cumple entonces que fnk+j(x)→ f j(x) y por tanto fnk+1(x)→ f j(x).
Pero como fnk+1(x) → x, hallamos que f j(x) = x. Esto prueba que x
es periódico. 2

Teorema 2.4.4. Sea (X, f) un sistema dinámico con X un espacio
compacto. Si x ∈ X es eventualmente periódico, entonces existe un
subconjunto sintético A de N tal que fp(x) es periódico para todo p ∈ A∗.

Prueba: Supongamos que fn(fk(x)) = fk(x) para ciertos números
enteros k, n ∈ N. Inductivemente podemos ver que fn(fkm(x)) =
fkm(x) para todo m ∈ N. En consecuencia, si A = kN y p ∈ A∗,
entonces

fn(fp(x)) = fn(p− limm→∞f
m(x)) = fn(p− limm→∞f

km(x))

= p− limm→∞f
n(fkm(x)) = p− limm→∞f

km(x)

= p− limm→∞f
m(x) = fp(x).

Por tanto, fp(x) es periódico para todo p ∈ A∗ y evidentemente A es
sintético. 2

Ejemplo 2.4.1. Pongamos X = {0} ∪ { 1
n : n ∈ N \ {0}} una sucesión

convergente con su punto ĺımite y definimos f : X → X como

f(x) =

{
x si x = 0

1
n+1 si x = 1

n y 1 ≤ n ∈ N.

Claramente este sitema dinámico tiene a 0 como único punto periódico
(de hecho eventualmente periódico). Pero es evidente que fp(x) = 0
para cualquier p ∈ N∗ y para todo x ∈ X. Con ésto queremos demostrar
que el inverso del Teorema 2.4.4 no se cumple.
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Este ejemplo nos sugiere la consideración de la siguiente clase de pun-
tos de un sistema dinámico.

Definición 2.4.3. Sea (X, f) un sistema dinámico con X un espacio
compacto. Un punto x ∈ X es eventualmente p-periódico, si existe p ∈
N∗ tal que fp(x) es periódico.

Como se estableció en el Teorema 2.4.4 todo punto eventualmente
peródico es eventualmente p-periódico. En el Ejemplo 2.4.1, podemos
encontrar puntos eventualmente p-periódicos, para todo p ∈ N∗ que no
son eventualmente priódicos.

Ahora le toca el turno de caracterización a los puntos uniformemente
recurrentes.

Definición 2.4.4. Sea (X, f) un sistema dinámico. Un punto x ∈ X se
llama uniformemente recurrente (casi-periódico) si para cada V ∈ N (x)
es posible hallar m ∈ N de tal manera que para cada n ∈ N existe k < m
tal que fn+k(x) ∈ V .

Se sigue directamente de la definición que x ∈ X es uniformemente
recurrente si y solo si para cada V ∈ N (x) el conjunto {n ∈ N : fn(x) ∈
V } es sintético.

Teorema 2.4.5. [Bl93] Sea (X, f) un sistema dinámico con X un es-
pacio compacto. Un punto x ∈ X es uniformemente recurrente si y solo
si para cada p ∈ N∗ existe q ∈ N∗ tal que f q(fp(x)) = x.

Prueba: Necesidad. Sea p ∈ N∗. Fijemos V ∈ N (x) y sea m ∈ N
tal que para cada n ∈ N existe k < m con fn+k(x) ∈ V ⊆ clXV .
Para cada k < m, definimos Ak = {n ∈ N : fn+k(x) ∈ V }. Como
N =

⋃
k<mAk, se obtiene que Aj ∈ p para algún j < m. Observemos

que fn(x) ∈ f−j(clXV ) para todo n ∈ Aj . De aqúı se sigue que fp(x) =
p − limn→∞f

n(x) ∈ f−j(clXV ). Esto implica que f j(fp(x)) ∈ clXV .
Con ésto definimos BV = {j ∈ N : f j(fp(x)) ∈ clXV } el cual se ha
demostrado que es no vaćıo. Es fácil ver que la familia {BV : V ∈
N (x)} tiene la propiedad de intersección finita. Elegimos q ∈ N∗ con
la condición BV ∈ q para toda V ∈ N (x). Finalmente se deduce x =
q − limj→∞f

j(fp(x)). Es decir, f q(fp((x)) = x.
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Suficiencia. Supongamos que x no es uniformemente recurrente. De
donde es posible hallar V ∈ N (x) tal que el conjunto

Am = {n ∈ N : ∀k < m(fn+k(x) /∈ V )}

es no vaćıo para cualquier m ∈ N. De la definición podemos deducir
fácilmente que la familia {Am : m ∈ N} tiene la propiedad de intersección
finita. Fijemos p ∈ N∗ tal que {Am : m ∈ N} ⊆ p. Supongamos
que fp(fm(x)) = fm(fp(x)) ∈ V para algún m ∈ N. Entonces, {n ∈
N : fn(fm)(x) = fn+m(x) ∈ V } ∈ p pero ésto contradice el hecho de
que Am+1 ∈ p. Por tanto, fm(fp(x)) /∈ V para todo m ∈ N. Ahora
supongamos que existe q ∈ N∗ tal que f q(fp(x)) = fp+q(x) = q −
limm→∞f

m(fp(x)) ∈ V . Esto implica que {m ∈ N : fm(fp(x)) ∈ V } ∈
q lo cual es imposible. 2

Corollary 2.4.2. Sea (X, f) un sistema dinámico con X un espacio
compacto. Un punto x ∈ X es uniformemente recurrente si y solo si
para cada p ∈ N∗ existe q ∈ N∗ tal que x es (p+ q)-recurrente.

Lema 2.4.2. Sea (X, f) un sistema dinámico con X un espacio com-
pacto. Un punto x ∈ X es uniformemente recurrente si y solo si para
toda V ∈ N (x) el conjunto {n ∈ N : fn(x) ∈ V } es sintético.

Prueba: Para cada V ∈ N (x), ponemos AV = {n ∈ N : fn(x) ∈ V }
Necesidad. Sea V ∈ N (x). Por definición, existe m ∈ N tal que para

cada n ∈ N se puede encontrar k < m que satisfaga fn+k(x) ∈ V . De
aqúı se puede deducir directamente que N =

⋃
k<m−k+AV . Por tanto,

AV es sintético.
Suficiencia. Sea V ∈ N (x). Tomemos m ∈ N de tal forma que N =⋃
k<m−k +AV . Si n ∈ N, entonces existe k < m tal que m ∈ −k +AV

y por ello fn+k(x) ∈ V . Por tanto, x es uniformemente recurrente. 2

Para dar otra caracterización de los puntos uniformemente recurrentes
necesitamos la siguiente clase de subconjuntos de N∗.

Definición 2.4.5. Un subconjunto no vaćıo C de N∗ se llama sintético
si el filtro FC1 tiene una base que consiste de subconjuntos sintéticos de
N.

1Para cada C ⊆ N∗, definimos FC = {A ⊆ N : C ⊆ A∗} el cual resulta ser un
filtro libre en N
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Finalmente llegamos a la caracterización de los puntos uniformemente
recurrentes que no son periódicos. Esta caracterización tiene mucha se-
mejanza con la caracterización de los puntos periódicos que se estableció
en el Teorema 2.4.3.

Lema 2.4.3. Sean (X, f) un sistema dinámico con X un espacio com-
pacto y x ∈ X un punto no periódico. Entonces, x es uniformemente
recurrente si y solo si existe un subconjunto cerrado sintético C of N∗
tal que x es p-recurrente para todo p ∈ C.

Prueba: Sin perder generalidad podemos suponer que x no es perió-
dico.

Necesidad. Supongamos que x es uniformemente recurrente. Clara-
mente, {{n ∈ N : fn(x) ∈ V } : V ∈ N (x)} es una base de filtro y, por el
Lema 2.4.2, cada uno de sus elementos es sintético. Definimos

C =
⋂
{{n ∈ N : fn(x) ∈ V }∗ : V ∈ N (x)}.

Tenemos entonces que el filtro FC tiene una base de subconjuntos sin-
téticos de N y por tanto C es un subconjunto cerrado sintético de N∗.
Sea p ∈ C. Como {n ∈ N : fn(x) ∈ V } ∈ p para toda V ∈ N (x), en
base al Teorema 2.4.2, x es p-recurrente.

Suficiencia. Sea V ∈ N (x) consideremos el conjunto AV = {n ∈ N :
fn(x) ∈ V }. De acuerdo con el Teorema 2.4.2 AV ∈ p para todo p ∈ C.
Esto implica que AV ∈ FC y por consiguiente contiene un subconjunto
sintético de N. Aśı AV resulta también ser sintético. Por el Lema 2.4.2,
concluimos que x es uniformente recurrente. 2

Como una aplicación del Teorema 2.1.1 y de la definición se puede
establecer el siguiente corolario.

Corollary 2.4.3. Sean (X, f) un sistema dinámico con X un espacio
compacto.

1. Si p ∈ N∗ es un idempotente, entonces fp(x) es p-recurrente, para
todo x ∈ X.

2. Si x ∈ X es p-recurrente y q-recurrente para algunos p, q ∈ N∗,
entonces x es (p+ q)-recurrente.
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Dado un grupo topológico compacto G y g ∈ G, definimos lg : G →
G como lg(x) = gx para todo x ∈ G. Claramente, (G, lg) es un
sistema dinámico, mejor conocido como un sistema de Kronecker, tal
que lng = lgn para todo n ∈ N. Ahora fijemos p ∈ N∗ y sea gp =
p − limn→∞g

n el cual existe por el Teorema 1.3.3. Como la multipli-
cación de G es continua, por el Teorema 1.3.5, tenemos entonces que
gpx = (p − limn→∞g

n)x = p − limn→∞g
nx = lpg(x). De esta manera

quedan determinadas las p-iteradas de la función lg. Sean x ∈ G y
p ∈ N∗ un idempotente. De acuerdo con el Corolario 2.4.3, lpg(l

p
g(x)) =

gp(gpx) = gpx = lpg(x). Lo cual implica que gpx = x para todo x ∈ G.
Por tanto, cualquier punto x ∈ G es p-recurrente para todo idempotente
p ∈ N∗.

Teorema 2.4.6. Sea (X, f) un sistema dinámico con X un espacio
métrico compacto. Para cada x,∈ X,

Rx = {p ∈ N∗ : x es p− recurrente }

es un subsemigrupo cerrado de (N∗,+).

Prueba: Sea x ∈ X. Del corolario anterior se obtiene que Rx es un
subsemigrupo de (N∗,+). Tomemos q ∈ clN∗(Rx) y supongamos que
x no es q-recurrente. Entonces, existe V ∈ N (x) tal que B = {n ∈
N : fn(x) /∈ V } ∈ q. Si p ∈ B∗ ∩ Rx, entonces {n ∈ N : fn(x) ∈
V } ∈ p por ser x un punto p-recurrente, pero ésto es evidentemente una
contradicción. Por tanto, Rx es un subconjunto cerrado de N∗. 2

Definición 2.4.6. Sea (X, f) un sistema dinámico con X un espacio
métrico. Decimos que un subconjunto cerrado A ⊆ X es recurrente si
para todo x ∈ A y para todo ε > 0 existen y ∈ A y n ∈ N tales que
d(fn(y), x) < ε.

Evidentemente se puede establecer la siguiente caracterización.

Lema 2.4.4. Sean (X, f) un sistema dinámico con X un espacio métrico
y A un subconjunto cerrado. Las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes:

1. A es recurrente.

2. A ⊆ clX(Of (A)).
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3. d(x,Of (A)) = 0, para todo x ∈ A.

Para ver la utilidad de los ultrafiltros, necesitamos la siguiente gener-
alización del punto p-ĺımite de una sucesión de puntos.

Definición 2.4.7. [GiSa] Sean p ∈ N∗ y (Sn)n∈N una sucesión de sub-
conjuntos no vaćıos de un espacio X. Decimos que un punto x ∈ X
es un punto p-ĺımite de la sucesión (Sn)n∈N si para cada V ∈ N (x),
{n ∈ N : V ∩ Sn 6= ∅} ∈ p. El conjunto de puntos p-ĺımites de una
sucesión (Sn)n∈N será denotado por L(p, (Sn)n∈N).

Del Teorema 1.3.1 y el Lema 2.4.4 se obtiene el siguiente resultado
esperado:

Lema 2.4.5. Sean (X, f) un sistema dinámico con X un espacio métrico
compacto y A ⊆ X. Entonces, A es recurrente si y solo si para cada
x ∈ A existe p ∈ β(N) tal que x ∈ L(p, (fn[A])n∈N).

2.5 Conjuntos Minimales

Definición 2.5.1. Sea f : X → X una función. Decimos que Y ⊆ X
es f -invariante (invariante) si Y es no vaćıo y f [Y ] ⊆ Y .

Claramente las órbitas de un sistema dinámico (X, f) son subconjun-
tos invariantes, y si Y ⊆ X es invariante, entonces clX(Y ) es también
invariante por ser f una función continua.

Definición 2.5.2. Sea (X, f) un sistema dinámico. Decimos que un
subconjunto cerrado no vaćıo Y ⊆ X es minimal si es invariante y
ningún subconjunto cerrado propio de Y es invariante.

En el caso cuando f : X → X sea un homeomorfismo, si Y ⊆ X es
minimal, entonces debemos tener que f [Y ] = Y y por tanto f−1(Y ) = Y .

Como es de esperarse el Lema de Zorn no ayuda a probar la existencia
de conjuntos minimales:

Teorema 2.5.1. Sea (X, f) un sistema dinámico. Si X es compacto,
entonces existe un subconjunto minimal de X.
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Prueba: Sea I = {Z ⊆ X : Z es invariante y cerrado}. Es evi-
dente que X ∈ I. Equipamos a I con el orden parcial de la inclusión.
Supongamos que J ⊆ I es linealmente ordenado. Por ser X compacto,
el conjunto Z = ∩I es un cerrado no vaćıo de X y Z ⊆ Y para todo
Y ∈ I. No es dif́ıcil ver que la intersección de subconjuntos invariantes
es invariante. Por lo tanto, Z ∈ I. El Lema de Zorn nos garantiza la
existencia de un elemento mı́nimo en la familia I el cual resulta ser el
conjunto deseado. 2

Definición 2.5.3. Un sistema dinámico (X, f) se llama minimal si X
es un conjunto minimal.

Es claro que si (X, f) es un sistema dinámico con X un espacio com-
pacto y Y ⊆ X es minimal, entonces (Y, f |Y ) es un sistema dinámico
minimal.

Lema 2.5.1. Sea (X, f) un sistema dinámico. Entonces, Y ⊆ X es
minimal si y solo si la órbita de cada punto de Y es densa en Y .

Prueba: Necesidad. Supongamos que Y es minimal y fijemos y ∈ Y .
Como clX(Of (y)) es invariante y cerrado, entonces se debe cumplir que
Y = clX(Of (y)).

Suficiencia. Si Y no es minimal, entonces existe un cerrado invariante
no vaćıo Z de X contenido propiamente en Y . Si y ∈ Z, entonces
clX(Of (y)) ⊆ Z y por tanto la órbita de y no puede ser densa en Y , lo
cual contradice nuestra hipótesis. 2

Para el caso cuando f : X → X es un homeomorfismo y x ∈ X, se
tienen dos órbitas {fn(x) : n ∈ N} y {fn(x) : n ∈ Z}. Si X es minimal,
por el lema anterior, tenemos que X = clX({fn(x) : n ∈ N}) y por
tanto X = clX({fn(x) : n ∈ Z}). Con ésto queremos enfatizar que en
los sitemas dinámicos minimales donde la función sea un homomorfismo
basta con considerar la órbita {fn(x) : n ∈ N}.

Teorema 2.5.2. Sea (X, f) un sistema dinámico con X un espacio
compacto y x ∈ X. Entonces, clX(Of (x)) es minimal si y solo si x es
uniformemente recurrente.

Prueba: Necesidad. Sea p ∈ N∗. Por el Lema 2.5.1, Of (fp(x)) es
denso en clX(Of (x)) y como x ∈ clX(Of (x)), por el Teorema 1.3.2,
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existe q ∈ N∗ tal que f q(fp(x)) = x. Aśı el Teorema 2.4.5 nos asegura
que x es uniformemente recurrente.

Suficiencia. Supongamos que x es uniformemente recurrente. En
base al Lema 2.5.1, basta con probar que la órbita de cada punto de
clX(Of (x)) es densa en clX(Of (x)). Fijemos un punto y ∈ clX(Of (x)).
En base al Ejercicio E.6, basta con probar que x ∈ clX(Of (y)). Efec-
tivamente, por el Teorema 1.3.2, podemos encontrar p ∈ N∗ tal que
fp(x) = y. Del Teorema 2.4.5 sabemos que existe q ∈ N∗ tal que
f q(fp((x)) = f q(y) = q − limn→∞f

n(y) = x. Como consecuencia de
ésto obtenemos que x ∈ clX(Of (y)). 2

Teorema 2.5.3. Si (X, f) es un sistema dinámico minimal con X un
espacio compacto, entonces todo punto de X es uniformemente recurren-
te.

Prueba: Por el Lema 2.5.1, clX(Of (x)) = X para todo x ∈ X. La
conclusión se sigue directamente del teorema anterior. 2

Del Teorema 2.5.1 y el Teorema 2.5.3 obtenemos lo siguiente:

Teorema 2.5.4. [G. D. Birkhoff] Si (X, f) es un sistema dinámico
con X un espacio compacto, entonces X contiene un punto uniforme-
mente recurrente.

Lema 2.5.2. Sean (X, f) un sistema dinámico con X un espacio com-
pacto y x ∈ X. Si ∅ 6= Y ⊆ clX(Of (x)) es invariante y cerrado, entonces
IY = {p ∈ β(N) : fp(x) ∈ Y } es un ideal derecho cerrado de β(N).
Además, si Y es cerrado en X, entonces IY es un conjunto cerrado de
β(N).

Prueba: Puesto que fx[β(N)] = clX(Of (x)), el conjunto IY es no
vaćıo. Por ser Y invariante, se cumple que fn(fp(x)) ∈ Y para todo
p ∈ IY y para cada n ∈ N. De donde se sigue que

fp+q(x) = f q(fp(x)) = q − limn→∞f
n(fp(x)) ∈ Y,

para todo p ∈ IY y para todo q ∈ β(N). Lo cual demuestra que IY es un
ideal derecho de β(N). Supongamos que Y es cerrado. Entonces, como
la función fx : β(N)→ X es continua, hallamos que IY = f−1

x (Y ) es un
subconjunto cerrado de β(N). 2
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Teorema 2.5.5. [Auslander-Ellis] Sea (X, f) un sistema dinámico
con X un espacio métrico compacto. Para todo punto x ∈ X, el espacio
X contiene un punto uniformemente recurrente y proximal a x.

Prueba: Pongamos Z = clX(Of (x)). Consideremos el sistema di-
námico (Z, f |Z). Por el Teorema 2.5.1, el sistema dinámico (Z, f |Z)
contiene un subconjunto minimal que denotaremos por Y . Del Lema
2.5.2 sabemos que IY es un ideal cerrado de β(N). Por el Teorema 1.5.3,
existe p ∈ IY tal que p + p = p. Del Corolario 2.3.1 tenemos que los
puntos fp(x) y x son proximales. Como fp(x) ∈ Y y Y es minimal,
según el Teorema 2.5.3, fp(x) es uniformemente recurrrente. 2

La prueba del Teorema 2.5.5 que acabamos de presentar es una pequeña
modificación de la aportada por A. Blass [Bl93]. Su prueba original usa
propiedades dinámicas del sistema (β(N), S), en donde S : β(N)→ β(N)
está definida por S(p) = 1 + p para todo p ∈ β(N) (una versión en
Español se puede encontrar en [Fr08]).

Definición 2.5.4. Sea (X, f) un sistema dinámico con X un espacio
métrio. Decimos que un punto x ∈ X es distal si solamente es proximal
consigo mismo. El sistema dinámico (X, f) se llama distal si cada uno
de sus puntos es distal.

En un sistema dinámico (X, f) en donde X es un espacio métrico com-
pacto, por el Teorema 2.5.5, todo punto distal x ∈ X es uniformemente
recurrente y fp(x) = x para todo ultrafiltro idempotente p ∈ N∗ (esto
último lo establece el Corolario 2.3.1). Del Teorema 2.5.2 deducimos lo
siguiente:

Corollary 2.5.1. Si (X, f) es un sistema dinámico distal con X un
espacio compacto, entonces X es la unión de conjuntos minimales dis-
juntos entre si.

La siguiente pregunta abierta resulta ser muy interesante:

Pregunta 2.5.1. Dado un sistema dinámico (X, f) con X un espa-
cio compacto, ¿ es cierto que X contiene un punto p-recurrente para
cualquier p ∈ N∗ ?
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Teorema 2.5.6. [FW79] Sea (X, f) un sistema dinámico con X un
espacio compacto y métrico. Entonces, X es minimal si para cada ε > 0
existen n0, ...., nl ∈ N tal que para todo x, y ∈ X,

min{d(fni(x), y) : i ≤ l} < ε.

Prueba: La suficiencia del teorema se sigue de manera inmediata
del Lema 2.5.1. Solo nos queda probar la necesidad. Para ésto fijemos
ε > 0. Por ser X un espacio métrico compacto, lo podemos cubrir con
una cantidad finita de subconjuntos abiertos V0, V1, ...., y Vn tales que
δ(Vj) < ε, para todo j ≤ n. Usando la cacaterización de minimalidad
del Ejercicio E.30, podemos encontrar n0, ...., nl ∈ N de tal manera que
X =

⋃
i≤l f

−ni(Vj) para cualquier j ≤ n. Dados x, y ∈ X tomemos
i ≤ n y j ≤ n que satisfagan x ∈ f−ni(Vj) y y ∈ Vj . Es claro que
d(fni(x), y) < ε. 2

Teorema 2.5.7. [Fu81, Prop. 8.5] Sea (X, f) un sistema dinámico
minimal con X un espacio métrico compacto. Si x, y ∈ X son prox-
imales, entonces existe un idempotente p ∈ N∗ tal que fp(x) = y y
fp(y) = y.

Prueba: Supongamos que x, y ∈ X son proximales. Sabemos, en
base al Teorema 2.3.3, que existe q ∈ N∗ tal que z = f q(x) = f q(y).
Consideremos la función fx,y : β(N) → X × X definida por fx,y(p) =
(fp(x), fp(y)) para todo p ∈ β(N). Es fácil ver que fx,y es continua y que
su imagen fx,y[β(N)] es un conjunto cerrado invariante dentro del sistema
dinámico (X × X, f × f). Fijemos w ∈ X. Como X = clX(Of (z)),
ésto se cumple por el Lema 2.5.1, tenemos que existe s ∈ β(N) tal que
fs(z) = w. De donde se sigue que fx,y(q + s) = (f q+s(x), f q+s(y)) =
(f s(f q(x)), fs(f q(y))) = (f s(z), fs(z)) = (w,w). Con ésto se prueba
que fx,y[β(N)] contiene a la diagonal ∆X de X ×X. Ahora definimos

Kx,y = {p ∈ β(N) : fp(x) = y y fp(y) = y}

Claramente Kx,y = f−1
x,y((y, y)) y como (y, y) ∈ fx,y[β(N)], se sigue que

Kx,y es un conjunto cerrado y no vaćıo de β(N). Tambié, Kx,y resulta
ser un subsemigrupo de β(N). El Teorema 1.5.3 afirma la existencia de
un ultrafiltro p ∈ Kx,y tal que p + p = p. Por estar en el ideal Kx,y, se
obtiene que fp(x) = y. 2
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Veamos algunas propiedades adicionales de los conjuntos invariantes
cerrados.

Teorema 2.5.8. Sea (X, f) un sistema dinámico con X un espacio
métrico. Si Y ⊆ X es un conjunto invariante y cerrado, entonces
fp[Y ] ⊆ Y para todo p ∈ β(N).

Prueba: Sean y ∈ Y y p ∈ N∗. Ya que fp(y) − p − limn→∞ f
n(y) y

fn(y) ∈ Y para todo n ∈ N, por el Teorema 1.3.1, fp(y) ∈ clX(Y ) = Y .
Por tanto, fp[Y ] ⊆ Y para todo p ∈ β(N). 2

El rećıproco del Lema 2.5.2 también se cumple:

Lema 2.5.3. Sean (X, f) un sistema dinámico con X un espacio com-
pacto. Si I es un ideal derecho de β(N), entonces fx[I] es un subconjunto
invariante de clX(Of (x)), para todo x ∈ X.

Prueba: Sea x ∈ Y y pongamos Y = fx[I]. Evidentemente, Y ⊆
clX(Of (x)). Fijemos y ∈ Y y elegimos p ∈ I tal que fx(p) = fp(x) = y.
Si q ∈ β(N), por el Teorema 2.1.1 y el Lema 2.5.8, vemos que f q(y) =
f q(fp(x)) = fp+q(x) = fx(p+ q) ∈ Y puesto que p+ q ∈ I. Esto prueba
que Y es invariante. 2

Teorema 2.5.9. Sean (X, f) un sistema dinámico con X un espacio
compacto. Si I es un ideal derecho minimal de β(N), entonces fx[I] es
un subconjunto minimal de clX(Of (x)), para todo x ∈ X.

Prueba: Sea x ∈ X. Sabemos por el Teorema 1.5.8 que I es un
subconjunto cerrado de β(N) y por ser fx una función continua, fx[I] =
Y es un subconjunto cerrado de clX(Of (x)). Del lema anterior se sabe
que Y es un subconjunto invariante de clX(Of (x)), para todo x ∈ X.
Ahora bien, si Z ⊆ Y es invariante, siguiendo la prueba del Lema 2.5.2
y por el Teorema 2.5.8, encontramos que JZ = {p ∈ I : fp(x) ∈ Z}
es un ideal derecho de β(N) contenido en I. Por hipótesis, JZ = I y
por consiguiente Z = Y . Por tanto, fx[I] es un subconjunto minimal de
clX(Of (x)). 2

Teorema 2.5.10. Sean (X, f) un sistema dinámico minimal con X un
espacio compacto. Para cada x ∈ X y para cada ideal derecho minimal
I de β(N), existe un idempotente p ∈ I tal que fp(x) = x.
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Prueba: De acuerdo con el teorema anterior y el Teorema 2.5.1,
fx[I] = X = clX(Of (x)). No es dif́ıcil ver que J = {p ∈ I : fp(x) = x}
es un subsemigrupo cerrado no vaćıo de β(N). Por el Teorema 1.5.3,
existe un idempotente p ∈ J el cual satisface que fp(x) = x. 2

Una reformulación del Teorema de J. Auslander y R. Ellis (Teorema
2.5.5) es la siguiente.

Teorema 2.5.11. Sean (X, f) un sistema dinámico con X un espacio
compacto. Para cada x ∈ X y para cada ideal derecho minimal I de
β(N), existen y ∈ clX(Of (x)) y un idempotente p ∈ I tal que fp(x) = y
y y es uniformemente recurrente.

Teorema 2.5.12. Sean (X, f) un sistema dinámico con X un espacio
compacto. Las siguientes propiedades son equivalentes para un punto
x ∈ X:

1. x es uniformemente recurrente.

2. Para todo ideal derecho minimal I de β(N) existe un idempotente
p ∈ I tal que fp(x) = x.

3. Existen un ideal derecho minimal I de β(N) y un idempotente p ∈ I
tal que fp(x) = x.

Prueba: 1 ⇒ 2. Supongamos que x es uniformemente recurrente
y sea I un ideal derecho minimal de β(N). El Teorema 1.5.8 afirma
que I es un subconjunto cerrado de β(N). Definimos Rx,I = {p ∈ I :
x es p − recurrente }. Siguiendo la prueba del Teorema 2.4.6 se puede
establecer que Rx,I es un semigrupo cerrado de β(N) contenido en I.
Según el Teorema 1.5.3 existe un idempotente p ∈ Rx,I el cual cumple
la condición fp(x) = x y p ∈ I.

2⇒ 3. Es trivial.
3 ⇒ 1. Sea I un ideal derecho minimal de β(N) en el cual, por

hipótesis, podemos hallar un idempotente p ∈ I tal que fp(x) = x. Del
Teorema 2.5.9 fx[I] resulta ser un subconjunto minimal de clX(Of (x)).
Por el Teorema 2.5.3, todo punto de fx[I] es uniformemente recurrente.
Como fp(x) = x ∈ fx[I], x es uniformemente recurrente. 2



Ultrafiltros sobre N y sistemas dinámicos discretos 65

2.6 Dinámica Simbólica y Teoŕıa de Ramsey

Sea 2 ≤ r ∈ N. Consideremos el conjunto Σr = rN = {0, 2, ...., r − 1}N
con la topoloǵıa producto. Equipamos a Σr con la topoloǵıa producto
tomando a r como un espacio discreto finito. Con esta topoloǵıa Σr

resulta ser un expacio métrico compacto.
Una métrica2 d : Σr × Σr → R en Σr equivalente con su topoloǵıa es

la siguiente:

d(x, y) =

{
0 si x = y
1
2l

en donde l = min{k ∈ N : x(k) 6= y(k)},

para cada par de puntos x, y ∈ Σr. Clamente, para x, y ∈ Σr se cumple
que d(x, y) < 1

2l
si y solo si x(k) = y(k) para todo k ≤ l. Recordemos que

un abierto subbásico de Σr es el conjunto [n, ε] = {x ∈ Σr : x(n) = ε},
en donde n ∈ N y ε ∈ r.

Dado 2 ≤ r ∈ N, diremos que r = {0, 1, 2, ...., r − 1} es nuestro alfa-
beto y que cada elemento de Σr es una palabra infinita. Una palabra w
sera un elemento no vaćıo de la unión

⋃
n∈N r

n y la escribiremos como
w = w0w1....wn−1 en donde n = dom(w) y w(i) = wi para cada i < n.
La longitud de una palabra w es su dominio dom(w). Decimos que una
palabra w ocurre en una palabra infinita x ∈ Σr si existen n, l ∈ N tal
que w = x(n)x(x + 1)...x(n + l). Algunas veces un punto x ∈ Σr se
escribirá como una palabra infinita x = x(0)x(1).....x(n).....

Si 2 ≤ r ∈ N, la traslación hacia la derecha σ : Σm → Σm se de-
fine como σ(x)(n) = x(n + 1) para todo x ∈ Σr y para todo n ∈ N.
Al sistema dinámico (Σr, σ) se le conoce como es sistema dinámico de
uno-traslación en r-śımbolos. En el Ejercicio E.38 se enlistan algunas
propiedades báscias de este sitema dinámico. En el caṕıtulo siguiente
estudiaremos otras funciones del tipo uno-traslación por la derecha en el
conjunto de Cantor. Dejamos al lector que pruebe el siguiente teorema.

Observemos que σk(x)(n) = x(n + k) para toda x ∈ Σr y para todo
k, n ∈ N.

Teorema 2.6.1. Consideremos el sistema dinámico (Σr, σ) y x, y ∈ Σr.

2A esta métrica se le conoce como la métrica de Baire
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1. x es periódico si y solo si existe un número natural k ∈ N tal que
x = x(0)x(1)...x(k − 1)x(0)x(1)...x(k − 1).....

2. (Σr, σ) tiene solo una cantidad finita de puntos periódicos de periódo
n, para cada n ∈ N.

3. x es eventualmente periódico si y solo si existen n, k ∈ N tal que
x = x(0)x(1)...x(k − 1)x(k)...x(k + n− 1)x(k)....x(k + n− 1).....

4. x es recurrente si y solo si para cada l ∈ N el conjunto {n ∈ N :
∀k ≤ l(x(k) = x(n+ k))} es infinito (es decir, cada palabra ocurre
por segunda vez).

5. x es uniformemente recurrente si y solo si

∀l ∈ N∃m ∈ N∀n ∈ N∃i < m∀k ≤ l(x(k) = x(n+ i+ k)).

6. x y y son proximales si y solo si para cada l ∈ N el conjunto
{n ∈ N : ∀k ≤ l(x(n+ k) = y(n+ k))} es infinito.

Dado un punto x ∈ Σr, del teorema anterior y del Teorema 2.5.2
podemos decir que el conjunto clΣr(Oσ(x)) es minimal si y solo si para
cada palabra w que occure en x existe l ∈ N tal que x ocurre en cada
palabra de x de longitud l.

El siguiente resultado es una consecuencia inmediata del Lema 2.4.2.

Corollary 2.6.1. Sea 2 ≤ r. Entonces, x ∈ Σr es uniformemente
recurrente si y solo si para cada palabra w = x(n)x(n+ 1)...x(n+ l) que
ocurre en x el conjunto {k ∈ N : w = x(k+n)x(k+n+1)...x(k+n+ l)}
es sintético.

Para ejemplificar el corolario anterior veamos la sucesión construida
por M. Morse:

Consideremos el espacio Σ2. La sucesión se construye inductivamente
con palabras de longitud 1, 2, 22, ..., 2n, .... . En efecto, la primer palabra
es 0, la segunda 01. En esta palabra reemplazamos 0 por 01 y 1 por 10
y obtenemos de este modo la palabra 0110. Continuando con la substi-
tución 0 por 01 y 1 por 10 en cada nueva palabra que formemos hallamos
que la sucesión resulta ser 011010011001011010010110..... que es un
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punto uniformemente recurrente de sistema dinámico (Σ2, σ). Veamos
este procedimiento de manera más general:

Sea 2 ≤ r. Definimos una substitución como una función θ : r →⋃
n∈N r

n tal que θ(i) sea una función suprayectiva para toda i < r.
Iniciamos con la palabra 012...(r − 1) y consideremos la substitución

0→ θ(0), 1→ θ(1), ......, r − 1→ θ(r − 1).

Formando la palabra θ(0)θ(1)....θ(r − 1). Como en el caso anterior, en
cada palabra que se obtenga substituimos cada una de sus letras por la
palabra correspondiente para obtener una nueva palabra. Al final del
proceso el lector puede asegurarse por si mismo que se obtiene un punto
uniformemente recurrente del sistema dinámico (Σr, σ).

En los siguientes resultados, daremos algunas aplicaciones de las pro-
piedades combinatorias del sistema dinámico (Σr, σ). Primero daremos
la demostración de H. Furstenberg [Fu81] del Teorema de las Sumas
Finitas de N. Hindman 1.5.5 que se basa en ciertas propiedades de los
sistemas dinámicos en consideración. El lema que a continuación enun-
ciamos nos dirá la clave de la demostración de Furstenberg.

A cada partición {Ai : i < r} finita de N le asignaremos la función
ϕ : N→ r = {0, 1, ..., r− 1} definida como ϕ(n) = i si n ∈ Ai, para cada
n ∈ N. De aqúı en adelante ϕ representará una función suprayectiva de
Σr.

Lema 2.6.1. Sea 0 < r ∈ N y sea z ∈ Σr un punto uniformemente
recurrente y proximal a ϕ : N → r. Supongamos que k0 < k1 <
..... < kt son números enteros y que z(0) = z(s) = ϕ(s) para todo
s ∈ FS({k0, ...., kt}). Entonces, existe k ∈ N tal que kt < k y z(0) =
z(s) = ϕ(s) para todo s ∈ FS({k0, ...., kt} ∪ {k}).

Prueba: Por el Teorema 2.6.1, se cumplen las siguientes propiedades:

(i) ∀l ∈ N∃m ∈ N∀n ∈ N∃i < m(z(0)z(1)....z(l) = z(n + i)z(n + i +
1).....z(n+ i+ l)).

(ii) Para cada l ∈ N existe una cantidad infinita de números n ∈ N
tales que z(n)z(n+ 1)....z(n+ l) = ϕ(n)ϕ(n+ 1).....ϕ(n+ l).
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Para l = max{s : s ∈ FS({k0, ...., kt})}+ 1, sea m ∈ N el número dado
por la propiedad (i). Según la propiedad (ii), para el número l + m
podemos hallar n ∈ N tal que l < n y z(n)z(n + 1)....z(n + l + m) =
ϕ(n)ϕ(n+ 1).....ϕ(n+ l +m). Por la elección de m podemos encontrar
i < m de tal forma que z(0)z(1)....z(l) = z(n+i)z(n+i+1).....z(n+i+l).
Inductivamente podemos ver que z(0) = z(n + i) = ϕ(n + i) y z(0) =
z(s) = z(n + i + s) = ϕ(n + i + s) para todo s ∈ FS({k0, ...., kt}). El
número deseado es k = n+ i. 2

Teorema 2.6.2. [Sumas Fintas] Si {Ai : i < r} es una partición finita
de N, entonces existen j < r y B ∈ [Aj ]ω tales que FS(B) ⊆ Aj.

Prueba:[Furstenberg-Weiss, [FW79]] Sea ϕ : N → r la función
asignada a la partición {Ai : i < r}. El Teorema 2.5.5 nos asegura la
existencia de un punto uniformemente recurrente z ∈ Σr que también es
proximal a ϕ. Pongamos j = z(0). El Lema 2.6.1 nos ayuda a encontrar
un conjunto infinito B = {kt : t ∈ N} tal que j = z(0) = z(s) = ϕ(s)
para todo s ∈ FS(B). Es decir, FS(B) ⊆ Aj . 2

Ahora veamos otra bonita aplicación combinatoria que aparece en el
libro [Fu81, Th. 1.23].

Teorema 2.6.3. Si {Ai : i < r} es una partición finita de N, entonces
existe j < r tal que Aj es sintético por tramos.

Prueba: Consideremos la función ϕ : N → r asignada a la partición
{Ai : i < r}. De acuerdo con el Teorema 2.5.5, X contiene un punto z
uniformemente recurrente y proximal a ϕ. Fijemos k ∈ N y pongamos
z(k) = j. Tenemos entonces que el conjunto A = {n ∈ N : fn(z) =
z ∈ [k, j]} = {n ∈ N : fn(z) = z ∈ [k, j]} es sintético. Es decir, existe
l ∈ N tal que N =

⋃
t≤n(−t + A). Sea n ∈ N. Podemos encontrar

m ∈ N de tal forma que fm(ϕ) ∈
⋂
s≤n+l[s, z(s)]. En otras palabras,

fm(ϕ)(s) = ϕ(m + s) = z(s) para todo s ≤ n + l. Ahora, para cada
s ≤ n elejimos ts ≤ l tal que s + ts ∈ A. De donde se obtiene que
ϕ(m + s + ts) = z(s + ts) = j, para cada s ≤ n. Es decir, s + ts ∈ Aj
para todo s ≤ n. Con ésto se prueba que Aj es sintético por tramos. 2

Para nuestras próximas aplicaciones necesitamos otro tipo de sistemas
dinámicos discretos que a continuación describimos.

Dado un número r ∈ N mayor que 1, consideraremos el espacio pro-
ducto ∆r = rZ = {0, 1, ..., r − 1}Z y la traslación hacia la derecha
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σ : ∆r → ∆r definida como se hizo anteriormente para Σr. Sabemos que
los espacios ∆r y Σr son homeomorfos pero la diferencia fundamental
es que σ como función sobre ∆r es un homeomorfismo y no es dif́ıcil
ver que definida sobre Σr no es ni siquiera inyectiva. En este caso, la
función ϕ : Z → r asignada una partición {Ai : 1 ≤ i < r} se definirá
como

ϕ(n) =

{
i si n ∈ Ai
0 si n < 0.

Una métrica d : ∆r × ∆r → R en ∆r que es equivalente con su
topoloǵıa se define como:

d(x, y) =

{
0 si x = y

1
2l+1 donde l = max{k ∈ N : x(i) = y(i) para todo |i| < k},

para cada par de puntos x, y ∈ ∆r. Dados x, y ∈ ∆r, de la definición
notamos que d(x, y) < 1

2l+1 si y solo si x(k) = y(k) para todo k ∈ N con
|k| ≤ l.

El siguiente resultado es el Teorema 1.5 de H. Furstenberg y B. Weiss
[FW79] (dicho lema también aparece de modo más general en el libro
[BS, Th. 2.8.3]).

Teorema 2.6.4. Sea (X, f) un sistema dinámico minimal con X un
espacio compacto y f un homemomorfismo. Entonces, para cada abierto
no vaćıo V de X y para cada a1, ..., ad ∈ Z, en donde 1 ≤ d ∈ N, existe
m ∈ N tal que

∅ 6= V ∩ f−ma1(V ) ∩ f−ma2(V ) ∩ ...... ∩ f−mad(V ).

Prueba: Sean ∅ 6= V ⊆ X y 1 ≤ n ∈ N. Por el Ejercicio E.30,
podemos encontrar números enteros n0, n1, ...., nl ∈ N tales que X =⋃
i≤l f

−ni(V ).
Veamos primero el caso d = 1. Ponemos V0 = V . Recursivamente,

sabemos que para algún ik ≤ l, f−nik (V ) ∩ f−a1(Vk−1) 6= ∅. Entonces,
definimos Vk = f−nik (V ) ∩ f−a1(Vk−1). De la construcción vemos que
fnik [Vk] ⊆ V y Vk ⊆ f−a1(Vk−1) para todo k ∈ N. Claramente, es
posible hallar i ≤ l tal que Vt ∪ Vs ⊆ f−ni(V ) para dos números enteros
s, t ∈ N con s < t. Pongamos W = fni [Vt] ⊆ V . Tenemos entonces

f (t−s)a1 [W ] = f (t−s)a1 [fni [Vt]] = f ((t−s)−1)a1 [fni [fa1 [Vt]] ⊆
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f ((t−s)−1)a1 [fni [Vt−1]] ⊆ ....... ⊆ fni [Vs] ⊆ V.
En nuestro primer caso, el número buscado es m = t− s. Supongamos
que se cumple para d ∈ N. Ponemos, V0 = V . Por nuestra hipótesis
inductiva, existe m0 ∈ N tal que

∅ 6= V0 ∩ f−m0(a1−ad+1)(V0) ∩ f−m0(a2−ad+1)(V0) ∩ ....

..... ∩ f−m0(ad−ad+1)(V0).

Aplicando f−m0ad+1 , obtenemos que

∅ 6= f−m0ad+1(V0) ∩ f−m0a1(V0) ∩ f−m0a2(V0) ∩ ....... ∩ f−m0ad(V0).

De aqúı procedemos a elegir i1 ≤ l de tal forma que

V1 = f−ni1 (V0) ∩ f−m0ad+1(V0) ∩ f−m0a1(V0) ∩ f−m0a2(V0) ∩ .......

∩f−m0ad(V0) 6= ∅.
Supongamos que Vk ha sido definido. Procediendo de manera análoga,
Seleccionamos ik ≤ l y mk ∈ N de modo que

Vk = f−nik (V0)∩ f−mkad+1(Vk−1)∩ f−mka1(Vk−1)∩ f−mka2(Vk−1)∩ .......

∩f−mkad(Vk−1) 6= ∅.
De esta forma para cada número entero positivo k ∈ N definimos el con-
junto abierto Vk. De acuerdo con su definición, estos conjuntos abiertos
satisfacen las contenciones fnik [Vk] ⊆ V y fmkaj [Vk] ⊆ Vk−1 para todo
k ∈ N y para todo 1 ≤ j ≤ d + 1. Como se hizo anteriormente fijamos
i ≤ l de tal forma que Vt ∪ Vs ⊆ f−ni(V ) para dos números enteros
s, t ∈ N con s < t. Pongamos W = fni(Vt) y m = mt +mt−1 + ...+ms.
Entonces, para cada 1 ≤ j ≤ d+ 1 se cumple que

fmaj [W ] = fmaj [fni [Vt]] = fni [fmaj [Vt]] = fni [f (mt−1+....+ms)aj [fmtaj [Vt]]]

⊆ fni [f (mt−1+....+ms)aj [Vt−1] ⊆ ...... ⊆ fni [Vs] ⊆ V.
Por otra parte, como W ⊆ V concluimos que

∅ 6= V ∩ f−ma1(V ) ∩ f−ma2(V ) ∩ ...... ∩ f−mad(V ). 2

Enseguida enunciaremos y probaremos un caso muy particular del
Teorema de Recurrencia Multiple de Birkhoff (ver la forma general en
[Fu81, Th. 2.6]).
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Teorema 2.6.5. Sea (X, f) un sistema dinámico con X un espacio
métrico compacto y f un homemomorfismo. Entonces, para cada x ∈ X
y para cada 1 ≤ n ∈ N, existe un punto y ∈ X proximal a x y una
sucesión (nk)k∈N con la propiedad de que para todo ε > 0 es posible
hallar l ∈ N tal que d(fnk(f j(y)), y) < ε para todo 1 ≤ j ≤ n y para todo
l ≤ k ∈ N.

Prueba: Fijemos 1 ≤ n ∈ N y x ∈ X. En base al Teorema 2.5.1,
existe un conjunto minimal Y contenido en Of (x). En el Lema 2.5.2 se
vió que IY es un ideal cerrado de β(N) y el Teorema 1.5.3 nos garantiza
la existencia de un ultrafiltro p ∈ IY tal que p + p = p. El Corolario
2.3.1 nos dice que fp(x) y x son puntos proximales y y = fp(x) ∈ Y .
Consideremos este punto y. Por el Teorema 2.6.4, para cada k ∈ N
existen mk ∈ N y un punto

yk ∈ B(y,
1

k + 1
) ∩ f−mk(f−1(B(y,

1
k + 1

))) ∩ f−mk(f−2(B(y,
1

k + 1
)))

∩...... ∩ f−mk(f−n(B(y,
1

k + 1
))).

De aqúı hallamos que d(yk, y) < 1
k+1 y d(fmk(f j(yk)), y) < 1

k+1 , para
todo k ∈ N y para todo 1 ≤ j ≤ n. Sabemos por el Lema 2.5.1 que
la órbita de y es densa en Y y por ello para cada k ∈ N existe lk ∈ N
tal que f lk(y) = yk. Definimos entonces nk = mklk, para cada k ∈ N.
Claramente, el punto y y la sucesión (nk)k∈N son las deseadas. 2

Corollary 2.6.2. Sea (X, f) un sistema dinámico con X un espacio
métrico compacto y f un homeomorfismo. Entonces, para cada ε > 0 y
para cada n ∈ N existen m ∈ N y x ∈ X tales que d(fmj(x), x) < ε para
todo j ≤ n.

Teorema 2.6.6. [van der Waerden] Para cada partición finita {Ai :
i < r} de N existe j > r tal que Aj contiene progresiones aritméticas3

finitas de longitud arbitraria.

Prueba:[Furstenberg-Weiss, [FW79]] Sea ϕ : Z → r la función
asignada a la partición {Ai : i < r}. Consideremos el espacio métrico

3Una progresión aritmética finita es una sucesión de números naturales de la forma
m,m+ n,m+ 2n,m+ 3n, .....,m+ tn, siendo t ≥ 0 su longitud
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X = cl({σn(ϕ)) : n ∈ Z}) y la función restricción σ|X que seguiremos
denotando por σ. Fijemos t ∈ N. Del Corolario 2.6.2 hallamos n ∈ N
y x ∈ X tales que d(σnj(x), x) < 1

2 para todo j ≤ t. Lo cual significa
que x(0) = x(n) = x(2n) = ..... = x(nt). Sea j = ϕ(n). Elegimos m que
satisfaga d(σm(ϕ), x) < 1

tn+1 . De donde se sigue que x(0) = ϕ(m) =
x(n) = ϕ(m + n) = x(2n) = ϕ(m + 2n) = ...... = x(tn) = ϕ(m + tn).
Por tanto, m,m+ 2n, ....,m+ tn ∈ Aj . 2

Otro corolario del Teorema 2.6.5 es el siguiente.

Corollary 2.6.3. Sea (X, f) un sistema dinámico con X un espacio
métrico compacto y f un homemomorfismo. Entonces, es posible en-
contrar un punto x ∈ X de tal manera que para cada 1 ≤ n ∈ N existe
p ∈ N∗ tal que fp+j(x) = x para todo j ≤ n.

Prueba: Sea x ∈ X el punto dado por el Teorema 2.6.5. Entonces,
para 1 ≤ n ∈ N fijamos una sucesión (nk)k∈N de tal forma que para cada
ε > 0 existe l ∈ N tal que d(fnk(f j(x)), x) < ε para todo 1 ≤ j ≤ n
y para todo l ≤ k ∈ N. Claramente el conjunto A = {nk : k ∈ N} es
infinito. Tomemos p ∈ A∗. Dado ε > 0 sabemos que A+ j ⊆∗ {m ∈ N :
d(fm(x), x) < ε} para cualquier j ≤ n. Como A + j ∈ p + j, debemos
tener que {m ∈ N : d(fm(x), x) < ε} ∈ p + j, para todo j ≤ n. Por
tanto, fp+j(x) = x para todo j ≤ n. 2

Recordemos la definición de un subconjunto central de N.

Definición 2.6.1. [Fu81] Decimos que C ⊆ N es central si existen un
sistema dinámico (X, f) con X un espacio compacto, un punto x ∈ X,
un punto y ∈ X uniformemente recurrente y proximal a x y V ∈ N (y)
tal que C = {n ∈ N : fn(x) ∈ V }.

La caracterización de los subconjuntos centrales de N que a continua-
ción presentamos es de V. Bergelson y N. Hindman [BH90].

Lema 2.6.2. Consideremos el sistema dinámico (Σ2, σ). Sean p ∈ N∗
y A ∈ p. Si σp(χA) = y, entonces A = {n ∈ N : σn(χA) ∈ [0, y(0)]}

Prueba: Pongamos B = {n ∈ N : σn(χA) ∈ [0, y(0)]}. Como
σp(χA) = y, B ∈ p. Si m ∈ A ∩B, entonces σm(χA(0)) = χA(m) = 1 =
y(0). Aśı que y(0) = 1. De aqúı deducimos que

n ∈ B ⇔ σn(χA)(0) = 1⇔ χA(n) = 1⇔ n ∈ A. 2
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Teorema 2.6.7. A ⊆ N es central si y solo si existe un idempotente p
contenido en un ideal derecho minimal de β(N) tal que A ∈ p.

Prueba: Necesidad. Sean (X, f) un sistema dinámico (X, f) con X
un espacio compacto, un punto x ∈ X, un punto y ∈ X uniformemente
recurrente proximal a x y V ∈ N (y) tal que A = {n ∈ N : fn(x) ∈ V }.
Del Teorema 2.5.12 existe un ideal derecho minimal I de β(N) el cual
contiene un idempotente p ∈ I tal que fp(x) = y.

Suficiencia. Sean p ∈ N∗ un idempotente que esta contenido en un
ideal minimal de β(N) y A ∈ p. Consideremos el sistema dinámico
(Σ2, σ). Pongamos y = σp(χA). Por el Corolario 2.3.2, χA y y son
proximales y según el Teorema 2.5.12, y es uniformemente recurrente.
Además, por el Lema 2.6.7, se cumple que A = {n ∈ N : σn(χA) ∈
[0, y(0)]}. 2

Como una aplicación directa de los Teoremas 1.5.4 y 2.6.7 se tiene la
siguiente propiedad de los conjuntos centrales.

Corollary 2.6.4. [Fu81] Todo conjunto central contiene un IP -conjunto.

Teorema 2.6.8. [Fu81] Si {Ai : i < r} es una partición finita de N,
entonces existe j < r tal que Bj es central.

Prueba: Claramente, β(N) =
⋃
i<r Âi. Tomemos un idempotente

p ∈ N∗ que pertenezca a un ideal minimal de β(N) (dicho idempotente
existe gracias al Teorema 1.5.3). Entonces, existe j < r tal que p ∈ Âj .
Por el Teorema 2.6.7, Aj es un conjunto central. 2

Una propiedad importante que se deduce de la prueba del Teorema
2.6.7 y que se usará en el siguiente resultado es que en la definición de un
conjunto central, sin pérdida de generalidad, podemos suponer que X
es un espacio métrico compacto y que f : X → X se puede tomar como
un homeomorfismo. Efectivamente, consideramos el sistema dinámico
(∆2, σ) dentro de la prueba y obtenemos lo deseado.

Teorema 2.6.9. [Fu81] Todo conjunto central contiene progresiones
aritméticas de longitud arbitraria.

Prueba: Sea C ⊆ N un conjunto central. Sea (X, f) un sistema
dinámico con X un espacio métrico compacto y f : X → X un homeo-
morfismo tal que determina al conjunto C. Es decir, existen x, y ∈ X y
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V ∈ N (y) tales que x y y son proximales, y es uniformemente recurrente
y V = {n ∈ N : fn(x) ∈ V }. Por el Teorema 2.5.2, clX(Of (y)) = Y es
un conjunto minimal. Usando el Ejercicio E.30, podemos hallar l ∈ N
tal que Y ⊆

⋃
i≤l f

−i(V ). Sea ε > 0 el número de Lebesgue4 de la
cubierta {f−i(V ) : i ≤ l} (dicho número existe por el Teorema de las
Cubiertas de Lebesgue [En89, Th. 4.3.31]). Consideremos el sistema
dinámico (Y, f |Y ). Según el Corolario 2.6.2, dado t ∈ N existen m ∈ N
y z ∈ Y tales que d(fmj(z), z) < ε

2 para todo j ≤ t. Ahora fijemos i ≤ l
tal que fmj(z) ∈ f−1(V ), para todo j ≤ t. Es decir, fmj+i(z) ∈ V ,
para cada j ≤ t. Por otra parte, puesto que x y y son proximales,
∅ 6= Y ∩ clX(Of (x)) y como Y es minimal, Y ⊆ clX(Of (x)). De aqúı
conseguimos que z ∈ clX(Of (x)). Por ésto y la continuidad de cada una
de las funciones fmj+i en el punto z, es posible elegir k ∈ N de tal forma
que fmj+i(fk(x)) ∈ V , para todo j ≤ t. Por tanto, mj + (i + k) ∈ A
para cada j ≤ l. 2

2.7 IP -redes

El Teorema de Sumas Finitas 1.5.5 nos dice, en otros términos, que en
cada partición finita de N uno de los sus elementos es un IP -conjunto.

Consideremos la familia FIN∗ de subconjuntos finitos no vaćıos de N.
Si s, t ∈ FIN∗, entonces decimos s < t si max(s) < min(t). Escribimos
s ≤ t si se cumple que s = t ó s < t. Dados n ∈ N y s ∈ FIN∗, si
{n} < s (respectivamente, s < {n}), entonces escribimos simplemente
n < s (respectivamente, s < n). Este órden convierte a FIN∗ en un
conjunto dirigido. Una red (xs)s∈FIN∗ en un conjunto X se llamará
IP -red. Decimos que una IP -red (xs)s∈FIN∗ en un espacio topológico
converge a x, en śımbolos xs → x, si para cada V ∈ N (x) existe t ∈
FIN∗ tal que xs ∈ V para todo s ∈ FIN∗ con t < s.

Detallemos un ejemplo de una IP -red en N: Dada una sucesión in-
finita (nk)k∈N de números naturales no negativos, para cada s ∈ FIN∗,
definimos ns =

∑
k∈s nk. En el caso particular de la sucesión (k)k∈N, te-

nemos notacionalmente que ns =
∑

k∈s k para cada s ∈ FIN∗. Dentro

4El número de Lebesgue de una cubierta finita {Vi : i ≤ l} de un espacio métrico
compacto X es un número real ε > 0 tal que si A ⊆ X tiene diámetro menor que ε,
entonces A ⊆ Vi para algún i ≤ l.
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de este contexto, un subconjunto A de N es un IP -conjunto si con-
tiene una IP -red. Vale la pena ramarcar que ns + nt = ns∪t toda vez
que s ∩ t = ∅. De aqúı encontramos que las IP -redes en N se pueden
clasificar como aquellas redes (ns)s∈FIN∗ que cumplen con la propiedad
ns + nt = ns∪t siempre que s, t ∈ FIN∗ sean disjuntos. Una IP -red en
N será siempre una IP -red de este tipo que acabamos de definir.

A continuación enunciamos una versión combinatoria del Teorema de
N. Hindman 1.5.5. Pero antes introduciremos varias nociones que son
necesarias en la prueba.

Definición 2.7.1. Un homomorfismo de FIN∗ en si mismo es una
función h : FIN∗ → FIN∗ tal que si s, t ∈ FIN∗ y s ∩ t = ∅, entonces
h(s)∩ h(t) = ∅ y h(s)∪ h(t) = h(s∪ t). Un IP -conjunto de FIN∗ es la
imagen de un homomorfismo de FIN∗.

Trivialmente la composición de homomorfismos es un homeomorfismo.
Es fácil de verificar que un homomorfismo de FIN∗ está determinado
por los valores que toma en {k} para cada número entero k ∈ N. Para
ser mas precisos, si para cada k ∈ N asignamos h({k}) ∈ FIN∗ de tal
forma que h({i}) ∩ h({j}) = ∅ toda vez que i, j ∈ N sean distintos,
entonces h(s) =

⋃
k∈s h({k}) determina un homomorfismo.

Dado s ∈ FIN∗, definimos el soporte binario de s como el número
sob(s) =

∑
i∈s 2i. Ciertamente, la función sb : FIN∗ → N es biyectiva:

Claramente es inyectiva y la imagen inversa de cada número entero po-
sitivo son los términos de su expresión binaria.

Teorema 2.7.1. [Uniones Finitas] Si {Bi : i < r} es una partición
de FIN∗, entonces algún Bj contiene un IP -conjunto de FIN∗.

Prueba: Para cada i < r, definimos Ai = sob[Bi] = {n : ∃s ∈
Bi(sob(s) = n)}. Es evidente que {Ai : i < r} es una partición de N.
De acuerdo con el Teorema 1.5.5, existe j < r para el cual Aj es un IP -
conjunto. Fijemos una sucesión infinita (nk)k∈N tal que FS((nk)k∈N) ⊆
Aj . Cada elemento de FS((nk)k∈N) lo escribiremos como ns =

∑
k∈s nk

en donde s ∈ FIN∗. Definimos h0 : FIN∗ → FIN∗ como h0(s) =
sob−1(ns) para cada s ∈ FIN∗. De la definición vemos que si ns ∈ Aj ,
entonces h0(s) ∈ Bj . También, si s, t ∈ FIN∗ y s∩ t = ∅, entonces ns +
nt = ns∪t y por consiguiente h0(s)∪ h0(t) = h0(s∪ t). Pero puede fallar



76 S. Garćıa Ferreira

que h0(s) ∩ h0(t) 6= ∅. Tenemos que definir otra función h1 : FIN∗ →
FIN∗ para resolver este problema. Para poder definirla necesitamos el
siguiente hecho que no es dif́ıcil de probar:

(∗) Sea (lk)k∈N una sucesión infinita en N. Entonces, para todo m ∈ N
existe a ∈ FS((lk)k∈N) tal que 2m\a.

Sea s0 ∈ Bj arbitrario. Tomamos m0 ∈ N tal que ns0 < 2m0 . Por (∗),
es posible hallar s1 ∈ Bj tal que 2m0\ns1 y s0 ∩ s1 = ∅. Claramente,
sob−1(ns0) ∩ sob−1(ns1) = ∅. Continuando de esta manera definimos
una sucesión (sk)k∈N en Bj que cumpla con la condición: sk ∩ sl =
∅ = sob−1(nsk) ∩ sob−1(nsl) siempre que k, l ∈ N y k 6= l. Definimos
h1 : FIN∗ → FIN∗ como h1({l0, ..., lk−1}) =

⋃
l<k sli . De la definición

es evidente que sob−1(
∑

l∈t nsl) =
⋃
l∈t sob

−1(nsl) ∈ Bj para todo t ∈
FIN∗. Ponemos h = h0 ◦ h1. Veamos que esta función cumple las
condiciones impuestas. En efecto, sean s, t ∈ FIN∗ tales que s ∩ t = ∅.
Entonces,

h(s) ∪ h(t) = h0(h1(s)) ∪ h0(h1(t)) = h0(
⋃
l∈s
sl) ∩ h0(

⋃
l∈t
sl) =

h0((
⋃
l∈s
sl) ∪ (

⋃
l∈t
sl)) = h0(

⋃
l∈s∪t

sl) = h0(h1(s ∪ t)) = h(s ∪ t), y

h(s) ∩ h(t) = h0(h1(s)) ∩ h0(h1(t)) = h0(
⋃
l∈s
sl) ∩ h0(

⋃
l∈t
sl)

= sob−1(n(
⋃
l∈s sl)

) ∩ sob−1(n(
⋃
l∈t sl)

) = sob−1(
∑
l∈s

nsl) ∩ sob
−1(

∑
l∈t

nsl)

= (
⋃
l∈s
sob−1(nsl)) ∩ (

⋃
l∈t
sob−1(nsl) = ∅.

Como h[FIN∗] ⊆ Bj , es conjunto Bj resulta ser un IP -conjunto. 2

Veamos a continuación una generalización del Teorema de las Sumas
Finitas 1.5.5 usando IP -conjuntos:

Teorema 2.7.2. Sea P ⊆ N un IP -conjunto y {Pi : i < r} una partición
finita de P . Entonces, Pj es un IP -conjunto para algún j < r.

Prueba: Sea (nk)k∈N una sucesión infinita tal que la IP -red (ns)s∈FIN∗
este contenida en P . Para cada i < r, definimos Bi = {s ∈ FIN∗ : ns ∈
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Pi}. Es evidente que {Bi : i < r} es una partición de FIN∗. Por el
Teorema de la Uniones Fintas 2.7.1, existen j < r y un homomorfismo
h : FIN∗ → FIN∗ tal que h[FIN∗] ⊆ Bj . Para cada k ∈ N, definimos
mk = nh({k}). Es inmediato ver que mk ∈ Pj para todo k ∈ N y si
s ∈ FIN∗, entonces ms =

∑
k∈smk =

∑
k∈s nh({k}) = n∪k∈sh({k}) =

nh(∪k∈s{k}) = nh(s) ∈ Pj . 2

El Teorema de las Uniones Finitas 2.7.1 también tiene su generali-
zación en el contexto de IP -conjuntos:

Corollary 2.7.1. Sea P ⊆ FIN∗ un IP -sconjunto y {Bi : i < r} una
partición finita de P . Entonces, Bj es un IP -conjunto para algún j < r.

Prueba: Sea h : FIN∗ → FIN∗ un homomorfismo tal que h[FIN∗] ⊆
P . Para cada i < r, definimosAi = {s ∈ FIN∗ : h(s) ∈ Bi}. De acuerdo
con el Teorema 2.7.1 existen un homomorfismo g : FIN∗ → FIN∗

y j < r tal que g[FIN∗] ⊆ Aj . Como consecuencia tenemos que
h[g[FIN∗]] ⊆ Bj . Por tanto, Bj es un IP -conjunto. 2

Para finalizar esta sección deremos algunas aplicaciones de los IP -
conjuntos a la topoloǵıa. La notación siguiente es crucial para dicha
aplicación.

Definición 2.7.2. Sea X un conjunto. Una IP -subred de una IP -red
(xs)s∈FIN∗ de X es una IP -red de la forma (xh(s))s∈FIN∗ en donde
h : FIN∗ → FIN∗ es un homomorfismo.

Lema 2.7.1. Supongamos que para cada n ∈ N, {Bni : i < rn} es una
partición finita de FIN∗. Entonces, existe ϕ ∈

∏
n∈N rn y un homomor-

fismo h : FIN∗ → FIN∗ tal que si s ∈ FIN∗ y n < s para algún n ∈ N,
entonces h(s) ∈ Bϕ(n)

n .

Prueba: Por el Teorema de las Uniones Finitas 2.7.1, existen ϕ(0) <
r0 y un homomorfismo h0 : FIN∗ → FIN∗ tal que h0[FIN∗] ⊆ B0

ϕ(0).
Claramente, h0[FIN∗] es un IP -conjunto y por el Corolario 2.7.1, pode-
mos hallar un homomorfismo h1 : FIN∗ → FIN∗ y ϕ(1) < r1 tal que
h1[FIN∗] ⊆ h0[FIN∗] ∩ B1

ϕ(1). De manera inductiva para cada k ∈ N
podemos hallar un homomorfismo hk : FIN∗ → FIN∗ y ϕ(k) < rk tal
que hk[FIN∗] ⊆ hk−1[FIN∗]∩Bk

ϕ(k), para todo k ∈ N. Inductivamente
definimos una suceción (sk)k∈N en FIN∗ de tal manera que hi(si) ∩
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hj(sj) = ∅ para distintos i, j ∈ N . Ahora definimos h({k}) = hk(sk)
para cada k ∈ N . Como se menciono anteriormente, h se puede exten-
der a un homomorfismo en FIN∗ mediante la regla h(s) =

⋃
k∈s h({k}),

para todo s ∈ FIN∗. Fijemos s ∈ FIN∗ y n ∈ N tal que n < s.
Entonces, tenemos que h({k}) = hk(sk) ∈ hmin(s)[FIN∗] ⊆ hn[FIN∗]
para todo k ∈ s. Por lo cual, h(s) =

⋃
k∈s h({k}) =

⋃
k∈s hk(sk) ∈

hn[FIN∗] ⊆ Bnϕ(n). 2

Teorema 2.7.3. Toda IP -red en un espacio métrico compacto tiene una
IP -subred convergente5.

Prueba: Para cada n ∈ N, fijamos una partición finita {Xn
i : i < rn}

de X en subconjuntos de diámetro menor que 1
2n . Para cada n ∈ N y

para cada i < rn, definimos Bni = {s ∈ FIN∗ : xs ∈ Xn
i }. Por el Lema

2.7.1, es posible encontrar un homomorfismo h : FIN∗ → FIN∗ de tal
forma que si s ∈ FIN∗ y n < s para cierto n ∈ N, entonces h(s) ∈ Bnϕ(n).
En otras palabras, xh(s) ∈ Xn

ϕ(n) toda vez que s ∈ FIN∗ y n < s para
algún n ∈ N. De aqúı deducimos que si s, t ∈ FIN∗ y n < s, t, entonces
d(xh(s), xh(t)) < 1

2n . Por ser X compacto, la intersección⋂
s∈FIN∗

clX({xh(t) : s < t ∈ FIN∗})

es no vaćıa. Tomemos un punto z en dicha intersección. No es compli-
cado probar que la IP -subred converge a z. 2

Dada una función f : X → X, para cada s = {ki : i < r} ∈ FIN∗
definimos fs = fk0 ◦ fk1 ◦ ..... ◦ fkr−1 . Vale la pena resaltar que si s ∈
FIN∗, entonces fns = f

∑
k∈s k = fs (recordamos que ns =

∑
k∈s k). De

esta forma cada función f : X → X determina una IP -red (fs)s∈FIN∗
en XX . Veremos en los resultados siguientes la manera en que esta
IP -red juega un papel muy importante en los sistemas dinámicos.

Mediante la p-convergencia se puede caracterizar la convergencia de
la IP -red (fh(s)(x))s∈FIN∗ :

Para cada s ∈ FIN∗ y para cada homomorfismo h : FIN∗ → FIN∗,
definimos FS(h, s) = {nh(t) =

∑
k∈h(t) k : s < t ∈ FIN∗}. De la

5Recordamos que una red (xλ)λ∈D en un espacio topológico X converge a un
punto, escribimo simbólicamente xλ → x, si para cada V ∈ N (x) exsite λ0 ∈ D tal
que xλ ∈ V para todo λ0 < λ ∈ D.
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definición es directo ver que si s, t ∈ FIN∗ y s < t, entonces FS(h, t) ⊆
FS(h, s) y FS(h, s ∪ t) j −nt + FS(h, s).

Teorema 2.7.4. Sean (X, f) un sistema dinámico con X un espacio
métrico compacto y x ∈ X. Las siguientes condiciones son equivalente
para una IP -subred (fh(s))s∈FIN∗:

1. fh(s)(x)→ x.

2. Si p ∈ N∗ satisface que FS(h, s) ∈ p, para todo s ∈ FIN∗, en-
tonces fp(x) = x.

Prueba: 1 ⇒ 2. Supongamos que la IP -subred (fh(s))s∈FIN∗ satis-
face que fh(s)(x) → x. Fijemos p ∈ N∗ con la propiedad FS(h, s) ∈ p,
para todo s ∈ FIN∗. Dado V ∈ N (x), existe s ∈ FIN∗ tal que
fh(t)(x) ∈ V , para todo s < t ∈ FIN∗. Es decir, F (h, s) ⊆ {n ∈
N : fn(x) ∈ V } y como FS(h, t) ∈ p, {n ∈ N : fn(x) ∈ V } ∈ p. Por
tanto, fp(x) = x.

2 ⇒ 1. Supongamos que V ∈ N (x) es tal que para todo s ∈ FIN∗
existe s < ts ∈ FIN∗ tal que fh(ts)(x) /∈ V . Consideremos el cojunto
infinito A = {nh(ts) =

∑
k∈ts k : s ∈ FIN∗}. Claramente, la familia

{FS(h, s) ∩ A : s ∈ FIN∗} tiene la propiedad de intersección finita.
Fijemos p ∈ N∗ tal que FS(h, s) ∩ A ∈ p, para cualquier s ∈ FIN∗.
Por hipótesis, fp(x) = x y por lo cual B = {n ∈ N : fn(x) ∈ V } ∈ p.
Entonces, es posible hallar s ∈ FIN∗ tal que nh(ts) ∈ B, pero ésto es
una contradicción. Por tanto, fh(s)(x)→ x. 2

Enseguida veremos como los idempotentes de N∗ están relacionados
con la convergencia de la IP -red (fh(s)(x))s∈FIN∗ :

Lema 2.7.2. Si h : FIN∗ → FIN∗ es un homomorfismo, entonces
Sh =

⋂
s∈FIN∗ clβ(N)(FS(h, s)) es un subsemigrupo de (β(N),+).

Prueba: Como vimos en la prueba del teorema anterior la familia
{FS(h, s) : s ∈ FIN∗} tiene la propiedad de intersección finita y por
ello Sh =

⋂
s∈FIN∗ clβ(N)(FS(h, s)) 6= ∅. Fijemos p, q ∈ Sh. Fijemos

s ∈ FIN∗. Claramente, −nt + FS(h, s) ∈ p, para todo s < t ∈ FIN∗,
ya que FS(h, s ∪ t) j −nt + FS(h, s). Es decir, FS(h, s) ∈ p + nt o
mejor dicho p + nt ∈ clβ(N)(FS(h, s)), para cada s < t ∈ FIN∗. Por
definición, sabemos que

p+ q = q − limn→∞p+ n = q − lims<t∈FIN∗p+ nt ∈ clβ(N)(FS(h, s)),
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para todo s < t ∈ FIN∗. Como s ∈ FIN∗ fue elegida arbitrariamente,
concluimos p+ q ∈ Sh. Por tanto, (Sh,+) es un semigrupo. 2

Teorema 2.7.5. Sean (X, f) un sistema dinámico con X un espacio
métrico compacto y x ∈ X. Entonces, existe un idempotente p ∈ N∗ tal
que x es p-recurrente si y solo si existe una subred (fh(s)(x))s∈FIN∗ tal
que fh(s)(x)→ x.

Prueba: Necesidad. Sea p ∈ N∗ un idempotente tal que fp(x) = x.
Para cada k ∈ N definimos Bk = {n ∈ N : d(fn(x), x) < 1

2k
. Sabemos

que Bk ∈ p para todo k ∈ N. Pongamos A0 = B0 y C0 = {n ∈ N : −n+
A0 ∈ p}. Elegimos n0 ∈ A0∩C0 y definimos A1 = A0∩ (−n0 +A0)∩B1.
Es evidente que A1 es un elemento de p. De manera inductiva, para
cada i ∈ N definimos Ai = Ai−1 ∩ (−ni−1 + Ai−1) ∩ Bi, Ci = {n ∈ N :
−n+Ai ∈ p} y ni ∈ Ai∩Ci. Consideremos la sucesión infinita (ni)i∈N. Si
s ∈ FIN∗, por el Lema 1.5.1, se obtiene que ns =

∑
i∈s ni ∈ Amin{s} ⊆

Bmin{s} y por ello d(fns(x), x) < 2min{s}. La sucesión (ni)i∈N se puede
escoger de tal forma que ni < nj siempre que i, j ∈ N y i < j. Ahora
definimos h : FIN∗ → FIN∗ de tal forma que h({k}) = nk para todo
k ∈ N. Sea ε > 0. Fijemos k ∈ N tal que 1

2k
< ε. Si s ∈ FIN∗ satisface

que k < s, entonces d(fh(s)(x), x) = d(fns(x), x) < 2min{s} < 2k < ε.
Por tanto, la IP -subred (fh(s)(x))s∈FIN∗ converge al punto x.

Suficiencia: Sea (fh(s)(x))s∈FIN∗ una IP -subred tal que fh(s)(x)→ x.
Según el Teorema 2.7.4, fp(x) = x, para todo p ∈ Sh. Gracias al
Teorema 1.5.3 y al Lema 2.7.2, es posible hallar un idempotente p ∈
Sh para el cual fp(x) = x. Por tanto, x es p-recurrente y p es un
idempotente. 2

Una reformulación del Lema 8.15 del libro [Fu81] es la siguiente:

Teorema 2.7.6. Sea (X, f) un sistema dinámico con X un espacio
métrico compacto. Un punto y ∈ X es p-recurrente para un idempo-
tente p ∈ N∗ si y solo si existen un punto x ∈ X y una IP -subred
(fh(s)(x))s∈FIN∗ tal que fh(s)(x)→ y.

Prueba: La necesidad se sigue directamente del Teorema 2.7.5. Supon-
gamos que (fh(s)(x))s∈FIN∗ es una IP -subred tal que fh(s)(x)→ y. Sea
ε > 0. Elegimos s ∈ FIN∗ que cumpla con la desigualdad d(fh(t)(x), y) <
ε
2 , para todo s < t ∈ FIN∗. Fijemos t ∈ FIN∗ estrictamente mayor que
s y elegimos δ > 0 de tal manera que si v, w ∈ X y d(v, w) < δ, entonces
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d(fh(t)(v), fh(t)(w)) < ε
2 . Tomemos r ∈ FIN∗ que satisfaga s < r, t < r

y d(fh(r)(x), y) < δ. Entonces, obtenemos que

d(fh(t)(fh(r)(x)), fh(t)(y)) = d(fh(t∪r)(x), fh(t)(y)) <
ε

2

y como d(fh(t∪s)(x), y) < ε
2 se sigue que d(fh(t)(y), y) < ε. El teorema

anterior nos asegura que y es p-recurrente para algún idempotente p ∈
N∗. 2

2.8 Dinámica de algunas funciones del conjunto
de Cantor en si mismo

En esta sección estudiaremos propiedades dinámicas de ciertas funciones
continuas del conjunto de Cantor en si mismo (algunos de estos resulta-
dos aparecen en [G]). El conjunto de Cantor será identificado con el espa-
cio topológico Σ2 = {0, 1}N equipado con la topoloǵıa producto. Como
hemos visto anteriormente Σ2 es un espacio métrico con la métrica:

d(x, y) =

{
0 si x = y
1
2l

en donde l = min{k ∈ N : x(k) 6= y(k)}.

Recordemos que dos puntos x, y ∈ {0, 1}N cumplen con la desiguladad
d(x, y) < 1

2l
si y solo si x(k) = y(k) para todo k ≤ l.

Dada una función f : N→ N, podemos definir una función

σf : Σ2 → Σ2

como σf (x) = x ◦ f para cualquier x ∈ Σ2. Más detalladamente, si
x ∈ Σ2, entonces σf (x)(k) = x(f(k)) para todo k ∈ N. En particular,
si f : N → N es la traslación hacia la derecha (f(n) = n + 1 para todo
n ∈ N), entonces σf : Σ2 → Σ2 es la famosa función conocida con el
nombre de shift en inglés.

Teorema 2.8.1. Para toda función f : N→ N, la función σf : Σ2 → Σ2

es un homomorfismo continuo.

Prueba: Si x ∈ Σ2, entonces πi(σf (x)) = σf (x)(i) = x(f(i)) =
πf(i)(x) para todo i ∈ N. De aqúı deducimos que la función σf es
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continua. Para probar que σf es un homomorfismo, fijamos x, y ∈ Σ2.
Tenemos entonces que σf (x+y) = (x+y)◦f = x◦f+y◦f = σf (x)+σf (y).
Lo cual muestra que σf es un homomorfismo continuo. 2

Enunciemos a continuación algunas propiedades básicas de estas fun-
ciones σf ’s:

Teorema 2.8.2. Para toda función f : N→ N, se cumple lo siguiente:

1. Para todo A ⊆ N, σf (χA) = χf−1(A).

2. Para todo A,B ⊆ N, σf (χA) = χB si y solo si f−1(A) = B.

3. Dados A,B ⊆ N, σf (χA) = σf (χB) si y solo si f−1(A) = f−1(B).

4. Dado A ⊆ N, χA ∈ ker(σf ) si y solo si f [N] ∩A = ∅.

5. Si f es suprayectiva, entonces σf es inyectiva.

6. Si f es biyectiva, entonces σf es biyectiva.

7. σf◦g = σg ◦ σf , para toda función g : N→ N.

8. Para todo n ∈ N, σnf = σfn.

Para estudiar las propiedades de las p-iteradas de la función σf nece-
sitamos la siguiente fórmula que se obtiene de manera directa de la
definición:

Teorema 2.8.3. Para cada p ∈ N∗ se cumple la identidad

σpf (x) = p− lim
n→∞

σnf (x) = p− lim
n→∞

x ◦ fn,

para todo x ∈ Σ2, en donde el punto p-ĺımite es tomado dentro del
conjunto de Cantor.

Recordemos que el conjunto de Cantor Σ2 es un grupo topológico con
la operación χA + χB = χA∆B, donde A,B ⊆ N.

Teorema 2.8.4. Sea f : N → N una función. Para cada p ∈ N∗, la
p-iterada σpf : Σ2 → Σ2 de σf es un homomorfismo.
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Prueba: Sean x, y ∈ Σ2. De los Teoremas 2.10.9, 2.8.2 y 2.8.3 sabe-
mos que

σpf (x+ y) = p− lim
n→∞

σnf (x+ y) = p− lim
n→∞

(x+ y) ◦ fn

= p− lim
n→∞

x ◦ fn + p− lim
n→∞

y ◦ fn

= p− lim
n→∞

σnf (x) + p− lim
n→∞

σnf (y)

= σpf (x) + σpf (y). 2

Corollary 2.8.1. Sea f : N → N una función. Para cada p ∈ N∗, el
conjunto de puntos p-recurrentes del sistema dinámico (σf ,Σ2) forma
un subgrupo de Σ2.

Veamos a continuación algunas condiciones que nos garantizan la con-
tinuidad de las p-iteradas de la función σf .

Lema 2.8.1. Sea f : N → N una función. Si la órbita Of (k) es finita
para k ∈ N, entonces la composición πk◦σpf es continua para todo p ∈ N∗.

Prueba: Sea p ∈ N∗. Elegimos l ∈ N de tal forma que max(Of (k)) <
l. Fijemos A ⊆ N. Si χB|[0,l] = χA|[0,l], entonces

{n ∈ N : fn(k) ∈ A} = {n ∈ N : fn(k) ∈ B}.

De donde se obtiene que πk(σ
p
f (χA)) = p − limn→∞χA(fn(k)) = p −

limn→∞χB(fn(k)) = πk(σ
p
f (χB)). Por tanto, πk ◦ σpf es continua. 2

Como una aplicación directa del lema anterior se tiene el siguiente
teorema.

Teorema 2.8.5. Si f : N → N es una función con órbitas finitas,
entonces la función σpf : Σ2 → Σ2 es continua para todo p ∈ N∗.

Estidiaremos enseguida el caso cuando la función tenga una órbita
infinita.

Lema 2.8.2. Si f : N→ N es una función con una órbita infinita Of (k)
para algún k ∈ N, entonces la composición πk ◦ σpf no es continua para
cualquier p ∈ N∗.
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Prueba: Supongamos que Of (k) es infinita para k ∈ N. Sea p ∈
N∗. Fijemos D ⊆ N de tal forma que Of (k) \ {fn(k) : n ∈ D} sea
infinito y D ∈ p. Consideremos χA, en donde A = {fn(k) : n ∈ D}, y
πk ◦ σpf (χA). Se sabe directamente de lo establecido que πk ◦ σpf (χA) =
p− limn→∞χA(fn(k)) = 1. Sea 0 < l ∈ N. Podemos escoger B ⊆ N que
sea infinito de tal forma que χB|[0,l] = χA|[0,l] y B ⊆∗ Of (k) \ {fn(k) :
n ∈ D}. Claramente {n ∈ N : fn(k) ∈ B} ∩ D es finito y por tanto
πk(σ

p
f (χB)) = p − limn→∞χB(fn(k)) = 0. Con ésto se establece que

πk ◦ σpf no puede ser continua en χA. 2

Teorema 2.8.6. Si f : N→ N es una función con al menos una órbita
infinita, entonces la función σpf : Σ2 → Σ2 no es continua para cualquier
p ∈ N∗.

Los Teoremas 2.8.5 y 2.8.6 nos conducen al siguiente resultado.

Corollary 2.8.2. Si f : N → N es una función, entonces o bien todas
las funciones σpf ’s son continuas ó todas son discontinuas.

Para determinar y distinguir los puntos proximales del sistema dinámico
(Σ2, σf ) es necesario considerar los siguientes subconjuntos de N:

Definición 2.8.1. Sea f : N→ N una función. Decimos que A ⊆ N es
f -grueso si para cada k ∈ N el conjunto {n ∈ N : ∀i ≤ k(fn(i) ∈ A)} es
no vaćıo.

Si f : N→ N es la traslación hacia la derecha (es decir, f(k) = k + 1
para todo k ∈ N), entonces todo conjunto f -grueso es grueso y vice
versa. Es trivial ver que si A ⊆ N y f : N→ A es una función arbitraria,
entonces A es f -grueso. En particular, la imagen f [N] es f -grueso para
cualquier función f : N→ N.

Lema 2.8.3. Sea f : N → N una función. Si A ⊆ N es f -grueso,
entonces el conjunto {n ∈ N : ∀i ≤ k(fn(i) ∈ A)} es infinito, para todo
k ∈ N.

Prueba: Fijemos k ∈ N y pongamos B = {n ∈ N : ∀i ≤ k(fn(i) ∈
A)}. Supongamos que n0 ∈ N satisface la condición fn0(i) ∈ A para
cada i ≤ k. Para el número natural k1 = max{fn0(i) : i ≤ k} + 1,
por hipótesis, existe n1 ∈ N tal que fn1(i) ∈ A para todo i ≤ k1.
En particular tenemos que fn1(fn0(i)) = fn0+n1(i) ∈ A para cualquier



Ultrafiltros sobre N y sistemas dinámicos discretos 85

i ≤ k. Por lo cual, n0, n0 + n1 ∈ B. Continuando la inducción podemos
determinar una cantidad infinita de elementos de B. 2

Ahora determinaremos las parejas de puntos proximales del sistema
dinámico (Σ2, σf ) con la ayuda de los conjuntos f -gruesos:

Teorema 2.8.7. Sea f : N→ N una función y consideremos el sistema
dinámico (Σ2, σf ). Dos puntos x, y ∈ Σ2 son proximales si y solo si el
conjunto I(x, y)6 es f -grueso.

Prueba: Necesidad. Supongamos que x y y son puntos proximales.
Sea k ∈ N. Por definición tenemos que {n ∈ N : d(σnf (x), σnf (y)) <
1
2k
} es infinito. De donde podemos observar que existe n ∈ N tal que

σnf (x)(i) = x(fn(i)) = y(fn(i)) = σnf (x)(i), para todo i ≤ k. Es decir,
fn(i) ∈ I(x, y), para todo i ≤ k. Con ésto se prueba que I(x, y) es
f -grueso.

Suficiencia. Supongamos que I(x, y) es f -grueso. Sea ε > 0 y fijemos
k ∈ N tal que 1

2k
< ε. Por definición, existe n ∈ N tal que fn(i) ∈ I(x, y)

para todo i ≤ k. Por consiguiente, cada uno de estos números enteros n’s
satisface la condición σnf (x)(i) = x(fn(i)) = y(fn(i)) = σnf (y)(i), para
todo i ≤ k. De donde se sigue que d(σnf (x), σnf (y)) < 1

2k
< ε para una

cantidad infinita de números enteros n’s (esta afirmación la garantiza el
Lema 2.8.3). Por tanto, x y y son proximales. 2

El teorema anterior generaliza el Lema 8.2 del libro [Fu81].

Corollary 2.8.3. Sea f : N→ N una función y consideremos el sistema
dinámico (Σ2, σf ). Dados un subconjunto f -grueso A de N y x ∈ Σ2, el
punto y ∈ Σ2 definido por

y(k) =

{
x(k) si k ∈ A
x(k) + 1 si k /∈ A.

es proximal a x y I(x, y) = A.

El estudio de los puntos p-proximales del sistema dinámico (Σ2, σf )
requiere considerar la siguiente clase de subconjuntos de N.

Definición 2.8.2. Sean f : N→ N una función y p ∈ N∗. Decimos que
A ⊆ N es (f, p)-grueso si {n ∈ N : fn(k) ∈ A} ∈ p para toda k ∈ N.

6Para x, y ∈ Σ2, definimos I(x, y) = {k ∈ N : x(k) = y(k)}.
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Si ∅ 6= A ⊆ N, entonces A es (f, p)-grueso para toda función f : N→ A
y para todo ultrafiltro p ∈ N∗. Si ∅ 6= A,B ⊆ N y a ∈ A \ B, entonces
la función f : N → N constante que manda a todo número natual en a
satisface que A es (f, p)-grueso para todo p ∈ N∗, pero B no es (f, p)-
grueso para cualquier p ∈ N∗. Es fácil ver que todo conjunto (f, p)-grueso
es f -grueso, para cualquier función f : N→ N y para cualquier p ∈ N∗.
Posteriormente en el Corolario 2.8.6 veremos que todo conjunto f -grueso
es (f, p)-grueso para algún p ∈ N∗.

Teorema 2.8.8. Sean f : N→ N una función y p ∈ N∗. Consideremos
el sistema dinámico (Σ2, σf ). Dos puntos x, y ∈ Σ2 son p-proximales si
y solo si el conjunto I(x, y) es (f, p)-grueso.

Prueba: Necesidad. Por hipótesis, existe p ∈ N∗ tal que σpf (x) =
σpf (x). Aśı, por el Teorema 2.8.3, σpf (x) = p − limn→∞ x ◦ fn = p −
limn→∞ y ◦ fn = σpf (y). Aplicando el Teorema 1.3.5, se establecen las
identidades

ik = πk(p− lim
n→∞

x ◦ fn) = p− lim
n→∞

πk(x ◦ fn) = p− lim
n→∞

x(fn(k))

= p− lim
n→∞

y(fn(k)) = p− lim
n→∞

πk(y ◦ fn) = πk(p− lim
n→∞

y ◦ fn),

para todo k ∈ N. Entonces, obtenemos de manera separada que

{n ∈ N : x(fn(k)) = ik} ∈ p y {n ∈ N : y(fn(k)) = ik} ∈ p,

para toda k ∈ N. De aqúı se obtiene la condición {n ∈ N : fn(k) ∈
I(x, y)} ∈ p, para toda k ∈ N. Esto prueba que I(x, y) es (f, p)-grueso.

Suficiencia. Por suposición, se sabe que {n ∈ N : fn(k) ∈ I(x, y)} ∈ p,
para toda k ∈ N. Por lo cual, {n ∈ N : x(fn(k)) = y(fn(k))} ∈ p para
cualquier k ∈ N. Esto implica que

p− lim
n→∞

x(fn(k)) = p− lim
n→∞

y(fn(k)),

para todo k ∈ N. Por ésto y el Teorema 1.3.6, se obtiene que

σpf (x) = p− lim
n→∞

x ◦ fn = p− lim
n→∞

y ◦ fn = σpf (y).

Lo cual significa que x y y son p-proximales. 2
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Corollary 2.8.4. Sea f : N→ N una función y consideremos el sistema
dinámico (Σ2, σf ). Supongamos que A ⊆ N es (f, p)-grueso, para algún
p ∈ N∗. Si x, y ∈ Σ2 satisfacen que I(x, y) = A, entonces x y y son
p-proximales.

Corollary 2.8.5. Sea f : N→ N una función. Consideremos el sistema
dinámico (Σ2, σf ). Si A ⊆ N es (f, p)-grueso para algún p ∈ N∗ y x ∈ Σ2

es arbitrario, el punto y ∈ Σ2 definido por

y(k) =

{
x(k) si k ∈ A
x(k) + 1 si k /∈ A.

es p-proximal a x y I(x, y) = A.

Corollary 2.8.6. Sean f : N → N una función y A ⊆ N. Entonces, A
es f -grueso si y solo si A es (f, p)-grueso para algún p ∈ N∗.

Prueba: Necesidad. Supongamos que A es f -grueso. Dado x ∈ Σ2

consideremos el punto y ∈ Σ2 definido como en el Corolario 2.8.3. Por el
mismo corolario, los puntos x y y son proximales y I(x, y) = A. Por otro
lado, el Teorema 2.3.3 nos asegura la existencia de un ultrafiltro p ∈ N∗
para el cual x y y son p-proximales. En consecuencia, basandonos en el
Teorema 2.8.8, A resulta ser (f, p)-grueso.

Suficiencia. Sea k ∈ N y supongamos que A es (f, p)-grueso para
algún p ∈ N∗. Sabemos que Ai = {n ∈ N : fn(i) ∈ A} ∈ p, para cada
i ≤ k. Por consiguiente, si n ∈

⋂
i≤k Ai, entonces fn(i) ∈ A para todo

i ≤ k. Con ésto se demuestra que A f -grueso. 2

Corollary 2.8.7. Sea f : N→ N una función y consideremos el sistema
dinámico (Σ2, σf ). Si x, y ∈ Σ2 son proximales, entonces I(x, y) es
(f, p)-grueso para algún p ∈ β(N).

El resultado que enseguida enunciamos deja de sorprendernos después
de ver el Corolario 2.3.2.

Teorema 2.8.9. Sean f : N→ N y p ∈ N∗. A ⊆ N es (f, p)-grueso si y
solo si A es (f, p+ q)-grueso para todo q ∈ β(N).

Prueba: Supongamos que A es (f, p)-grueso. Fijemos k ∈ N. Sea
n ∈ N. Por definición se cumple que {l ∈ N : f l(fn(k)) ∈ A} ∈ p.
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Aplicamos la función ρn para obtener que {n + l : l ∈ N y f l(fn(k)) =
fn+l(k) ∈ A} ∈ ρn(p) = p+n. Con ésto se demuestra que B = {m ∈ N :
fm(k) ∈ A} ∈ p+ n, para todo n ∈ N. Por consiguiente B ∈ p+ q para
todo q ∈ β(N). Ya que k fue tomada arbitrariamente, podemos concluir
que A es (f, p+ q)-grueso para todo q ∈ β(N). 2

El siguiente teorema nos dice más directamente que nuestra noción de
(f, p)-grueso generaliza a los subconjunto gruesos de N.

Teorema 2.8.10. Consideremos la función f : N→ N dada por f(k) =
k + 1, para todo k ∈ N. Si A ⊆ N es grueso, entonces existe p ∈ A∗ tal
que A es (f, p)-grueso.

Prueba: Por ser A grueso, para cada k < l ∈ N el conjunto Ak =
{a ∈ A : a+k ∈ A} es infinito y estos conjunto satisfacen que Ai∩Aj 6= ∅
siempre que i < j ∈ N. Tomemos p ∈ A∗ de tal manera que Ak ∈ p para
todo k ∈ N. Si k ∈ N, se cumple claramente que Ak ∈ {n ∈ N : fn(k) =
k+ n ∈ A} y por ello {n ∈ N : fn(k) = k+ n ∈ A} ∈ p. Por tanto, A es
(f, p)-grueso. 2

Procedemos ahora a describir un ejemplo más de dos puntos proxi-
males que no son q-proximales para algunos ultrafiltros q ∈ N∗.

Ejemplo 2.8.1. Consideremos el sistema dinámico (Σ2, σf ), en donde
f : N → N es la función definida por f(k) = k + 1, para todo k ∈ N.
Pongamos a0 = 0 y tomemos b0 ∈ N tal que a0 < b0. Enseguida elejimos
dos números a1, b1 ∈ N que satisfagan la condición b0 < a1 < a1+1 < b1.
Inductivamente, para cada k ∈ N elejimos ak, bk ∈ N de tal modo que
bk−1 + k − 1 < ak < ak + k < bk. Definimos A = {ak + i : i ≤ k ∈ N}.
Si i ∈ N, entonces ak ∈ {n ∈ N : fn(i) = n + i ∈ A} para todo k ∈ N
tal que i ≤ k. Fijemos p ∈ {ak : k ∈ N}∗. Tenemos entonces que A es
(f, p)-grueso. Ahora definimos B = {bk : k ∈ N}. Si k ∈ N, entonces
bk + i /∈ A para todo i ∈ N con i < k. Por consiguiente la intersección

B ∩ {n ∈ N : fn(i) = n+ i ∈ A}

es finita, para todo i ∈ N. Lo cual implica que A no puede ser (f, q)-
grueso para cualquier q ∈ B∗. Sean x, y ∈ Σ2 distintos tales que
I(x, y) = A. Por el Teorema 2.8.8, obtenemos que x y y son p-proximales
para todo p ∈ {ak : k ∈ N}∗ y no pueden ser q-proximales para cualquier
q ∈ B∗.
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Veamos algunas propiedades combinatorias de los conjuntos (f, p)-
gruesos. Empezamos con dar un contexto muy particular al enunciado
del Teorema 2.3.6.

Dados f : N→ N y A ⊆ N, definimos

Gf,A = {p ∈ N∗ : A es (f, p)− grueso }.

Es claro que Gf,A puede ser vaćıo en muchos casos.

Teorema 2.8.11. Para cada función f : N → N y para cada A ⊆ N,
Gf,A es un ideal derecho cerrado de (N∗,+).

Prueba: Seleccionamos x, y ∈ Σ2 de tal modo que I(x, y) = A. Es
evidente que Gf,A = Ix,y y las condiciones se cumple por el Teorema
2.3.6. 2

En contraste con el enunciado anterior se tiene lo siguiente.

Teorema 2.8.12. Si f : N→ N es una función y p ∈ β(N), entonces,

Ff,p = {A ⊆ N : A es (f, p)− grueso }

es un filtro sobre N.

Prueba: Claramente N ∈ Ff,p. Sean A,B ∈ Ff,p. Como {n ∈ N :
fn(k) ∈ A} ∈ p y {n ∈ N : fn(k) ∈ B} ∈ p se sigue que {n ∈ N : fn(k) ∈
A ∩ B} ∈ p, para todo k ∈ N. Por tanto, A,B ∈ Ff,p. Claramente si
A ∈ Ff,p y A ⊆ B, entonces B ∈ Ff,p. 2

Damos en el siguiente teorema una caracterización de los conjuntos
(f, p)-gruesos en términos de puntos p-ĺımites:

Teorema 2.8.13. Sean f : N→ N una función y A ⊆ N. Las siguientes
condiciones son equivalentes:

1. A es (f, p)-grueso.

2. p− limn→∞ f
n(k) ∈ Â, para todo k ∈ N.

Prueba: 1⇒ 2. Por hipótesis, para cada k ∈ N, se cumple que

{n ∈ N : fn(k) ∈ A} ∈ p↔ p− lim
n→∞

fn(k) ∈ A∗,
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para toda k ∈ N. De aqúı se sigue que p− limn→∞ f
n(k) ∈ Â, para todo

k ∈ N.
2 ⇒ 1. Fijemos k ∈ N. De nuestra suposición sabemos que p −

limn→∞ f
n(k) ∈ Â. Es decir, {n ∈ N : fn(k) ∈ A} ∈ p. Por tanto, A es

(f, p)-grueso. 2

Recordemos que si f : N→ N es una función su extensión de Stone se
denota por f̂ : N→ N.

Corollary 2.8.8. Si f : N→ N es una función, entonces,

f̂p[β(N)] =
⋂

A∈Ff,p

Â,

para cualquier p ∈ Gf,A.

Prueba: Sea p ∈ Gf,A. Del Teorema anterior se sigue directamente
la contención

f̂p[β(N)] ⊆
⋂

A∈Ff,p

Â,

Supongamos que q ∈ (
⋂
A∈Ff,p Â) \ f̂p[β(N)]. Entonces, existe B ∈ q tal

que f̂p[β(N)]. 2

Como hemos visto las propiedades combinatorias de los subconjuntos
(f, p)-gruesos de N se basan en las órbitas de la función f . Por lo cual,
daremos algunas propiedades básicas de las órbitas de una función de N
en N. Recordemos que {Pmi : i < m} es una partición de N, para todo
1 < m ∈ N.

Lema 2.8.4. Sean f : N→ N una función y k ∈ N.

1. Si Of (k) es finita, entonces exsite m ∈ N tal que Of (k) = {f i(k) :
i < m} y f i(k) 6= f j(k) si i < j < m.

2. Si fn(k) = k para algún número n ∈ N, entonces Of (k) es finita y
existe m ∈ N tal que Of (k) = {k, f(k), ..., fm−1(k)} y fm(k) = k.

3. Si Of (k) = {k, f(k), ..., fm−1(k)}, fm(k) = k y m es el mı́nimo
número entero positivo con esta propiedad, entonces, para cada
i < m se cumple que f i(k) = f j(k) si y solo si j ∈ Pmi . Además
se cumple que fm(f i(k)) = f i(k) para todo i < m.



Ultrafiltros sobre N y sistemas dinámicos discretos 91

Prueba: 1. Sea m ∈ N el mı́nimo número natural positivo tal que
Of (k) ⊆ {k, f(k), ....., fm(k)}. Supongamos que f i(k) = f j(k) para
algunos i < j ≤ m. Entonces,

fm(k) = f (m−j)+j(k) = fm−j(f j(k)) = fm−j(f i(k))

= f (m−j)+i(k) = fm−(j−i)(k),

lo cual es imposible por que m− (j − i) < m y por la elección de m.
2. Basta con tomar el mı́nimo n ∈ N para el cual fn(k) = k.
3. Supongamos que Of (k) = {k, f(k), ..., fm−1(k)}, fm(k) = k y

m es el mı́nimo número entero positivo con esta propiedad. Supong-
amos que f i(k) = f j(k) para i < j < m. Entonces, se cumple que
fm+1−j(f j(k)) = fm+1(k) = k = fm+1−j(f i(k)) = fm+1−(j−i)(k), lo
cual contradice la suposición ya que m+ 1− (j− i) ≤ m. Fijemos i < m
y supongamos que f i(k) = f j(k) para algún m < j ∈ N. Pongamos
j = ml + r, en donde l, r ∈ N y r < m. Aplicando esta identidad halla-
mos que f i(k) = f j(k) = fml+r(k) = f r(k), pero por la primera parte
de la prueba debemos tener que r = i. Por lo tanto, j ∈ Pmi . Es claro
que si j ∈ Pmi , entonces f i(k) = f j(k). 2

A una órbita que satisfaga la tercer condición del lema anterior la
llamaremos ćıclica y śıempre supondremos que m es el menor número
entero con dicha propiedad.

Lema 2.8.5. Sea f : N→ N una función para la cual existe k ∈ N con
órbita ćıclica de tamaño m. Si A es (f, p)-grueso para algún p ∈ N∗,
entonces Of (k) ⊆ A.

Prueba: Tenemos que Of (k) = {k, f(k), ..., fm−1(k)}, fm(k) = k y
m ∈ N es el menor número natural con esta propiedad. Elgimos l < m
tal que Pml ∈ p. Fijemos i ∈ N. Por ser A un conjunto (f, p)-grueso,
sabemos que B = {n ∈ N : fn(f i(k)) ∈ A} ∈ p. De aqúı es posible tomar
un número natural n ∈ Pml ∩B. Como n ∈ Pml , n = l +mr para algún
r ∈ N y por ello, fn(f i(k)) = fn+i(k) = f l+mr+i(k) = f l+i(k) ∈ A. Sea
j < m. Como i es un número natural arbitrario, podemos seleccionarlo
de la siguiente manera:

i =

{
j − l si l ≤ j
j − l +m si j < l.

Esto nos garantiza que Of (k) ⊆ A. 2



92 S. Garćıa Ferreira

Corollary 2.8.9. Sean f : N→ N una función cuyas órbitas son finitas
y A ⊆ N. Entonces, A es (f, p)-grueso para algún p ∈ N∗ si y solo si A
es (f, q)-grueso para todo q ∈ N∗.

Prueba: Supongamos que A es (f, p)-grueso para algún p ∈ N∗. Fi-
jemos k ∈ N. Por hipótesis y por el Lema 2.8.4, sabemos que Of (k) =
{k, f(k), ..., fm−1(k)}. Tomemos el menor número i < m tal que fm(k) =
f i(k). De aqúı podemos ver que la órbita Of (f i(k)) de f i(k) es ćıclica
y según el Lema 2.8.5, Of (f i(k)) ⊆ A. Como una consecuencia de ésto
se cumple que N \ {0, 1, ..., i − 1} ⊆ {n ∈ N : fn(k) ∈ A}. De donde
concluimos que A es (f, q)-grueso para todo q ∈ N∗. 2

La prueba del siguiente resultado es obvia.

Teorema 2.8.14. Sea f : N→ N una función. A ⊆ N es (f, p)-grueso,
para todo p ∈ N∗, si y solo si {n ∈ N : fn(k) /∈ A} es finito para todo
k ∈ N.

Consideremos la traslación hacia la derecha σ : Σ2 → Σ2 que está
dada por σ(x)(n) = x(n + 1), para todo x ∈ Σ2 y para todo n ∈ N.
Veamos el comportamiento de los puntos recurrentes de este sistema
dinámico desde el punto de vista combinatorio:

Claramente χ∅ y χN son puntos recurrentes del sistema dinámico
(Σ2, σ). Supongamos que χA ∈ Σ2 es un punto recurrente, para algún
subconjunto propio ∅ 6= A ⊆ N que contenga al número 0. Ponemos
n0 = min{A \ {0}} y elegimos n1 ∈ N tal que n0 < n1 y χA(n1 + i) =
χA(i) para todo i ≤ n0 + 1. Hay que observar que n0, n1, n0 + n1 ∈ A.
Procediendo inductivamente podemos encontrar una sucesión estricta-
mente creciente (nk)k∈N en A tal que:

1. n0 + ......+ nk < nk+1 para todo k ∈ N.

2. Para cada k ∈ N y para cada i ≤ nk−1 se cumple que nk + i ∈ A
si y solo si i ∈ A.

3. FS((nk)k∈N) ⊆ A.

Tenemos entonces que d(σnk(χA), χA) < 1
2nk−1 para todo k ∈ N. De

aqúı se obtiene que χA es p-recurrente para cualquier p ∈ {nk : k ∈ N}∗.
Inversamente, empezemos con una sucesión (nk)k∈N de números enteros
positivos tal que n0 + n1 + ....+ nk < nk+1 y nk−1 + i < nk siempre que
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i ≤ nk−1, para todo k ∈ N. Sea A = FS((nk)k∈N). Supongamos que
nk + i = nj0 + ... + njm en donde i ≤ nk, i /∈ A y j0 < j1 < .... < jm.
Entonces, claramente se debe cumplir que nk < njm y por consiguiente,
nk + i < nk+1 ≤ njm , lo cual es una contradicción. Por tanto, para cada
k ∈ N y para cada i ≤ nk se tiene que nk + i ∈ A si y solo si i ∈ A.
De todo lo anterior podemos deducir que d(σnk(χA), χA) < 1

2nk−1 para
todo k ∈ N. Esto prueba que χA es un punto recurrente en el sistema
dinámico (Σ2, σ).

Usaremos el conjunto de Cantor para mostrar que la p-recurrencia
puede ayudar a distinguir dos puntos recurrentes de un sistema dinámico
discreto. Para nuestros propósitos el siguiente lema es crucial.

Lema 2.8.6. Sean f : N→ N un función, A,B ∈ [N]ω y p ∈ N∗. En el
sistema dinámico (Σ2, σf ), las siguientes condiciones son equivalentes:

1. σpf (χA) = χB.

2. n ∈ B si y solo si {k ∈ N : fk(n) ∈ A} ∈ p.

Prueba: 1 ⇒ 2. Supongamos que σf (χA) = χB. Fijemos n ∈ B.
Como σpf (χA)(n) = χB(n) = 1, se sigue que σpf (χA) =p-limk→∞ σ

k
f (χA) ∈

[n, 1] y por lo cual

{k ∈ N : σkf (χA) ∈ [n, 1]} = {k ∈ N : σkf (χA)(n) = 1}

= {k ∈ N : χA(fk(n)) = 1} = {k ∈ N : fk(n) ∈ A} ∈ p.

Si n ∈ N satisface que {k ∈ N : fk(n) ∈ A} ∈ p, entonces tenemos
que {k ∈ N : σkf (χA) ∈ [n, 1]} ∈ p. De aqúı vemos que σpf (χA) =p-
limk→∞ σ

k
f (χA) ∈ [n, 1]. Por tanto, σpf (χA)(n) = χB(n) = 1. Esto

prueba que n ∈ B.
2 ⇒ 1. Pongamos σpf (χA) = χC para algún C ⊆ N. Por la primera

parte de la prueba sabemos que n ∈ C si y solo si {k ∈ N : fk(n) ∈ A} ∈
p. De esta equivalencia y nuestra suposición concluimos que C = B. 2

Ejemplo 2.8.2. Consideremos la función f : N → N dada por f(n) =
n+1, para cada n ∈ N. Sabemos que fk(n) = n+k, para cada n, k ∈ N.
De aqúı observamos que σkf (χ2N) = χ2N◦fk = χ2N para todo k ∈ 2N. De

donde encontramos que σpf (χ2N) = χ2N para todo p ∈ 2̂N. De este modo
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se obtiene que χ2N es p-recurrente para todo p ∈ 2̂N. Ahora fijemos un
ulrafiltro q /∈ 2̂N y supongamos que σqf (χ2N) = χ2N. Del Lema 2.8.6
vemos que n ∈ 2N si y solo si {k ∈ N : n + k ∈ 2N} ∈ q. Sea n ∈ 2N.
Entonces, existe un número natural impar k ∈ N tal que n + k ∈ 2N,
lo cual es imposible. Por tanto, χ2N no puede ser q-recurrente para
cualquier q /∈ 2̂N.

Veamos a continuación un ejemplo un poquito más general que el
anterior.

Ejemplo 2.8.3. Elejimos A ∈ [N]ω de tal modo a−maxFS({a′ : a′ <
a}) → ∞ de manera estrictamente creciente y 1 < a′ − a, para todo
a, a′ ∈ C con a < a′. Fijamos B ∈ [N]ω disjunto de FS(A). Ahora
enumeremos FS(A) y B crecientemente como {ak : k ∈ N} y {bk : k ∈
N}, respectivamente. En base a todo lo anterior, definimos f : N → N
como:

f(x) =



b0 si x = a0

bj+1 si x = bj y 0 ≤ j < a1 − 2
bj+1 si x = bj , ai − 1 ≤ j < ai+1 − 2 y 1 ≤ i
ai si x = bai−2 y 1 ≤ i
bai−1 si x = ai y 1 ≤ i
x de otro modo.

Por la manera como se definio f se puede observar que es inyectiva y por
ello todas sus iteradas fn son inyectivas, con n ∈ N. Inductivamente,
podemos ver que fai(a0) = ai y fai(aj) = fai(faj (a0)) = fai+aj (a0) =
ai + aj, para todo i, j ∈ N con 0 < i. De aqúı se obtiene que FS(C) ⊆
{k ∈ N : fk(ai) ∈ FS(C)}, para todo i ∈ N. Por definición, para
toda j ∈ N existe el número natual más pequeño kj tal que fkj (a0) =
bj. Fijemos p ∈ FS(A)∗. Supongamos ahora que n ∈ N satisface que
{k ∈ N : fk(n) ∈ FS(A)} ∈ p y que n = bj para algún j ∈ N. Si∑

t≤l ait ∈ FS(A) ∩ {k ∈ N : fk(bj) ∈ FS(A)}, entonces

f
∑
t≤l ait (bj) = f

∑
t≤l ait (fkj (a0)) = f

∑
t≤l ait+kj (a0) =

∑
s≤m

aks ,

para algún
∑

s≤m aks ∈ FS(A). Entonces, tenemos que

f
∑
t≤l ait+kj (a0) = f

∑
s≤m aks (a0),
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y por tanto,
∑

t≤l ait + kj =
∑

s≤m aks lo cual es equivalente a decir que
kj =

∑
s≤m aks −

∑
t≤l ait > 0. Eliminando términos podemos suponer

que aks 6= ait para todo s ≤ m y para todo t ≤ l. Por ésto y nuestra
suposición, max{aks : s ≤ m} > max{ait : t ≤ l}.

kj =
∑
s≤m

aks −
∑
t≤l

ait > max{aks : s ≤ m} −
∑
t≤l

ait ,

lo cual es imposible ya que estamos suponiendo que la intersección FS(A)∩
{k ∈ N : fk(bj) ∈ FS(A)} es infinita. Por el Lemma 2.8.6, obtenemos
que σpf (χFS(A)) = χFS(A) siempre que FS(A)∗. Por otra parte, sabemos
que fai+1(a0) = f(fai(a0)) = f(ai) = bai−1, para todo i ∈ N\{0}. Por lo
cual, si q ∈ {ai+1 : i ∈ N\{0}}∗, entonces {k ∈ N : fk(a0) ∈ FS(A)} /∈
q. Según el Lemma 2.8.6, obtenemos que σqf (χFS(A)) 6= χFS(A). Todo
ésto prueba que χFS(A) es p-recurrente para todo p ∈ FS(A)∗ y no es
q-recurrente para cualquier q ∈ {ai + 1 : i ∈ N \ {0}}∗.

Pregunta 2.8.1. Dados dos ultrafiltros p, q ∈ N∗, ¿ es posible encontrar
un sistema dinámico que contenga un punto p-recurrente que no sea q-
recurrente ?

2.9 Acciones

Sea (X, f) un sistema dinámico con X espacio métrico compacto. Con-
sideremos la acción F : β(N) ×X → X definida como F (p, x) = fp(x),
para todo (p, x) ∈ β(N) × X, y su restricción F ∗ = F |N∗×X . Vale la
pena remarcar que F (p, ) = fp y F ( , x) = fx para todo p ∈ β(N) y
para todo x ∈ X.

En el siguiente resultado daremos algunas condiciones que son equiva-
lentes a la continuidad de todas las iteradas de la función de un sistema
dinámico.

Teorema 2.9.1. Sea (X, f) un sistema dinámico con X espacio métrico
compacto. Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. La función F ∗ es separadamente continua7 (es decir, fp es con-
tinua, para todo p ∈ N∗).

7Una función F : X×Y → Z se dice que es separadamente continua si las funciones
F x = F (x, ) : Y → Z y Fy = F ( , y) : X → Z son continuas, para todo x ∈ X y
para todo y ∈ Y .
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2. Existe un Gδ-conjunto denso D de N∗ tal que la restricción F ∗|D×X
es continua.

3. Existe un subconjunto denso D de N∗ tal que F ∗|D×X es continua.

Prueba: La implicación 1 ⇒ 2 se sigue directamente del conocido
Teorema de Namioka [N74] (se puede ver opcionalmente [Ar92, Th.
III.5.5]), la implicación 2 ⇒ 3 es evidente y, por último, la implicación
3⇒ 1 es una consecuencia inmediata del Corolario 2.1.1. 2

De aqúı en adelante supondremos que el espacio de fases del sistema
dinámico en cuestión es un espacio métrico compacto. Además para
evitar casos triviales supondremos que para cada par de puntos distintos
n,m ∈ N existe x ∈ X tal que fn(x) 6= fm(x).

A continuación, nuestra meta principal es probar que la acción F :
β(N)×X → X inducida por un sistema dinámico (X, f) es equivalente
a la acción de un semigrupo metrizable. Nuestro subgrupo metrizable
es el siguiente:

Dados p, q ∈ β(N), definimos p ∼ q si se cumple que fp(x) = f q(x)
para todo x ∈ X.No es dif́ıcil ver que ∼ es una relación de equivalencia
en β(N). De nuestras condiciones impuestas deducimos que cada número
entero n ∈ N es solo equivalente consigo mismo. Supongamos ahora que
d : X ×X → X es una métrica acotada compatible con X. La función
d̄ : β(N)× β(N)→ R definida por

d̄(p, q) = sup
x∈X

d(fp(x), f q(x)) p, q ∈ β(N),

resulta ser una pseudométrica en β(N). Claramente la pseudométrica
d̄ induce una métrica (también denotada por d̄) en el cociente β(N)/∼.
La clase de equivalencia de un punto p ∈ β(N) será por el śımbolo [p].
Del Teorema 2.1.1 obtnemos lo siguiente:

Teorema 2.9.2. β(N)/∼ es un semigrupo con la operación + definida
por

[ p ] + [ q ] = [ p+ q ],

para cada p, q ∈ β(N).
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Una pregunta que surge naturalmente es bajo que condiciones el semi-
grupo (β(N)/∼,+ ) equipado con la topoloǵıa inducida por la métrica d̄
es un semigrupo topologógico8. Veamos que la equicontinuidad uniforme
nos proporciona una respuesta afirmativa.

Lema 2.9.1. Sea (X, f) un sistema dinámico. Si la familia de fun-
ciones {fn : n ∈ N} es uniformemente equicontinua, entonces la familia
{fp : p ∈ N∗} es también uniformemente equicontinua.

Prueba: Sea ε > 0. Fijemos δ > 0 de tal forma que si x, y ∈ X
satisfacen que d(x, y) < δ, entonces d(fn(x), fn(y)) < ε

3 para cada n ∈
N. Sean x, y ∈ X. Supongamos que d(x, y) < δ y que p ∈ N∗ es
arbitrario. Elejimos n ∈ N de modo que d(fp(x), fn(x)) < ε

3 y que
d(fp(y), fn(y)) < ε

3 . Obtenemos entonces que

d(fp(x), fp(y)) ≤ d(fp(x), fn(x)) + d(fn(x), fn(y)) + d(fn(x), fp(y)) <

<
ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε.

Por tanto, la familia de funciones {fp : p ∈ N∗} es uniformemente
equicontinua. 2

Teorema 2.9.3. [GS07] Si la familia {fn : n ∈ N} es uniforme-
mente equicontinua, entonces β(N)/∼ es un semigrupo topológico con
la topoloǵıa inducida por la métrica d̄.

Prueba: Sean [ p ], [ q ] ∈ β(N)/∼. Por el Lema 2.9.1, la familia {f t :
t ∈ β(N)} es también uniformemente continua. Fijemos ε > 0. Entonces,
podemos encontrar δ > 0 tal que δ < ε

2 y si x, y ∈ X y d(x, y) < δ,
entonces d(f t(x), f t(y)) < ε

2 para todo t ∈ β(N). Supongamos que
r, s ∈ β(N) satisfacen que

d̄(p, r) = sup{d(fp(x), f r(x)) : x ∈ X} < δ

y
d̄(q, s) = sup{d(f q(x), fs(x)) : x ∈ X} < δ.

8Es decir, cuando la función + : β(N)/∼ × β(N)/∼ → β(N)/∼ es continua con
dicha topoloǵıa.
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Entonces, d(fs(fp(x)), fs(f r(x))) < ε
2 y d(f q(fp(x)), fs(fp(x))) < ε

2 ,
para toda x ∈ X. Aśı obtenemos que

d(f q(fp(x)), fs(f r(x))) ≤ d(f q(fp(x)), fs(fp(x)))+d(fs(fp(x)), fs(f r(x)))

<
ε

2
+
ε

2
= ε,

para todo x ∈ X. Por lo cual,

d̄(p+ q, r + s) = sup{d(f q(fp(x)), fs(f r(x))) : x ∈ X} ≤ ε.

Con ésto se conluye la prueba del teorema. 2

Para cada p ∈ β(N), definimos f [p] : X → X por f [p](x) = fp(x), para
todo punto x ∈ X. La acción F : β(N) ×X −→ X induce, de manera
natural, una acción F̂ : (β(N)/∼ )×X −→ X definida como

F̂ ([ p ], x) = f [ p ](x) = fp(x), para cada ([ p ], x) ∈ (β(N)/∼ )×X .

Para estudiar esta función que acabamos de definir necesitaremos el
siguiente resultado que seguramente es muy conocido, pero que hasta la
fecha no hemos podido precisar alguna referencia.

Teorema 2.9.4. [GS07] Sean (X, d1), (Y, d2) y (Z, d3) tres espacios
métricos compactos. Si F : X × Y → Z es una función separadamente
continua, entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

1. F es continua.

2. La familia de funciones {F x | x ∈ X } es uniformemente equicon-
tinua.

3. La familia de funciones {Fy | y ∈ Y } es uniformemente equicon-
tinua.

Prueba: Basta con establecer la equivalencia entre los incisos (1) y
(2).

(1)=⇒(2). Consideremos el espacio métrico (C(Y,Z), ρ) en donde
ρ(f, g) = sup{d3(f(y), g(y)) : y ∈ Y } para toda f, g ∈ C(Y,Z). Se sabe
que la continuidad de F implica que la función h : X → (C(Y, Z), ρ)
definida como h(x) = F x, para todo x ∈ X, es continua (para asegu-
rarse de este hecho el lector puede consultar [Sa, Theorem 3,3]). Aśı,
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la compacidad de X implica que el conjunto g[X] = {F x | x ∈ X } es
también compacto. Sea ε > 0. Entonces, podemos hallar una familia
finita {F x1 , F x2 , . . . , F xn} de tal forma que

{F x | x ∈ X } ⊆
n⋃
i=1

B(F xi , ε/3) .

Como cada F xi es uniformemente continua, podemos encontrar δ > 0
que satisfaga d3(F xi(y), F xi(y′) ) < ε

3 siempre que d2(y, y′) < δ y 1 ≤
i ≤ n. Fijemos ahora x ∈ X y consideremos la función F x. Si F xi
satisface que F x ∈ B(F xi , ε/3) para algún 1 ≤ i ≤ n, entonces

d3(F x(y), F x(y′) ) ≤ d3(F x(y), F xi(y) ) +
+ d3(F xi(y), F xi(y′) ) + d3(F xi(y′), F x(y′) ) ≤
≤ ε

3 + ε
3 + ε

3 = ε

siempre que d2( y, y′ ) < δ. Por tanto, la familia {F x | x ∈ X } resulta
ser uniformemente equicontinua.

(2)=⇒(1) Consideremos nuevamente el espacio métrico (C(X,Z), ρ).
Ya que la familia de funciones {F x | x ∈ X } es uniformemente con-
tinua, la función g : Y → (C(X,Z), ρ) dada por g(y) = Fy es continua.
Probaremos que la función F es continua en el punto (x0, y0) ∈ X × Y .
En efecto, sea ε > 0. Como las funciones g y Fy0 son continuas, podemos
elegir δ > 0 de tal forma que

d3(F (x, y), F (x, y0) ) <
ε

2
y d3(F (x, y0), F (x0, y0) ) <

ε

2

siempre que d1(x, x0) < δ y d2(y, y0) < δ. Es decir,

d3(F (x, y), F (x0, y0) ≤ d3(F (x, y), F (x, y0)) + d3(F (x, y0), F (x0, y0)) ≤

≤ ε
2 + ε

2 = ε

toda vez que d1(x, x0) < δ y d2(y, y0) < δ. Por tanto, F es continua en
el punto (x0, y0) ∈ X × Y . 2

La prueba del siguiente resultado se deja al lector.

Teorema 2.9.5. [GS07] Sean (X, f ) un sistema dinámico y x ∈ X.
Para cada punto p ∈ β(N) las siguientes condiciones son equivalentes:



100 S. Garćıa Ferreira

1. F p es continua en x.

2. F [ p ] es continua en x.

Finalmente llegamos al resultado principal.

Teorema 2.9.6. [GS07] Para un sistema dinámico (X, f ), las sigui-
entes condiciones son equivalentes:

1. La familia {fn : n ∈ N} es uniformemente equicontinua en X.

2. d̄ induce la topoloǵıa cociente en β(N)/∼ y la acción F : β(N) ×
X → X es continua.

3. La acción F̂ : (β(N)/∼, d̄)×X −→ X es continua.

Prueba: La implicación (3) =⇒ (1) se sigue directamente del Teo-
rema 2.9.4.

(1) =⇒ (2). Primero probarems que la función cociente g : β(N) −→
(β(N)/∼, d̄ ) es continua. Efectivamente, del Lema 2.9.1 deducimos que
la familia {fp : p ∈ N∗} es uniformemente equicontinua y por ello el
Theorem 2.9.4 nos asegura que la acción F : β(N)×X → X es continua.
Por lo cual, dada ε > 0 existe δ > 0 tal que si d(x, y) < δ, entonces
d(fp(x), fp(y)) < ε

3 para todo p ∈ β(N). Es evidente que la función
g es continua en cualquier punto de N. Sea p ∈ N∗. Entonces, para
cada punto x ∈ X existen Ax ∈ p y δx < δ tal que si (q, y) ∈ A∗x ×
B(x, δx), entonces d(fp(x), f q(y)) < ε

3 . Como el espacio X es compacto,
podemos hallar x0, ..., xk ∈ X tal que X =

⋃
i≤k B(xi, δxi). Pongamos

A =
⋂
i≤k Axi . Se tiene entonces que A ∈ p. Fijemos q ∈ A∗ y sea

x ∈ X. Tenemos entonces que x ∈ B(xj , δxj ) para algún j ≤ k. Por
consiguiente,

d(fp(x), f q(x)) ≤ d(fp(x), fp(xj)) + d(fp(xj), f q(xj)) + d(f q(xj), f q(x))

<
ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε.

Por tanto, d̄([p], [q]) ≤ ε siempre que q ∈ A∗. Esto prueba la continuidad
de la función g. De aqúı deducimos que d̄ induce la topoloǵıa cociente
en β(N)/∼.

(2) =⇒ (3). Ya que el espacio β(N) es compacto, de acuerdo con el Teo-
rema de Whitehead ([En89, Th. 3.3.17]), la función g×idX : β(N)×X →
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(β(N)/∼ ) × X resulta ser una función cociente. Como F es continua,
la composición F = F̂ ◦ (g × idX) es continua. Por la Proposición 2.4.2
del libro [En89], se obtiene que la función F̂ es continua. 2

Concluimos esta sección con el siguiente resultado:

Corollary 2.9.1. En cualquier sistema dinámico (X, f), la acción F :
β(N) × X → X es continua si y solo si la acción F̂ : β(N)/∼ × X →
X es continua. En ambos casos, β(N)/∼ es un semigrupo topológico
metrizable.

2.10 El semigrupo de Ellis

El semigrupo de Ellis de un sistema dinánimco fué introducido por R.
Ellis [E69] como una herramienta para el estudio y comprensión de los
sistemas dinámicos. Actualmente el semigrupo de Ellis juega un papel
fundamental en la teoŕıa general de los sitemas dinámicos.

Definición 2.10.1. Sea (X, f) un sistema dinámico con X un espacio
compacto. El semigrupo de Ellis9 E(X, f) de (X, f) es la cerradura del
conjunto de funciones {fn : n ∈ N} en el espacio producto XX .

Por ser X compacto y E(X, f) un cerrado dentro del espacio compacto
XX , el semigrupo de Ellis resulta ser siempre un espacio compacto.

Usando p-iteradas de una función continua se puede describir el semi-
grupo de Ellis de la siguiente manera:

Teorema 2.10.1. Si (X, f) es un sistema dinámico con X un espacio
compacto, entonces

E(X, f) = {fp : p ∈ β(N)},

y fp ◦ f q = f q+p para cada p, q ∈ β(N).

Prueba: Consideremos la función h : N → XX definida por h(n) =
fn, para cada n ∈ N. Por ser N un espacio discreto la función h es
continua y por ello se pueden extender continuamente a una función

9También conocido como semigrupo envolvente.
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ĥ : β(N) → XX . Claramente se tiene E(X, f) = ĥ[β(N)]. Ahora si
p ∈ N∗, por el Teorema 1.3.5, tenemos entonces que

ĥ(p) = ĥ(p− limn→∞n) = p− limn→∞ĥ(n)) = p− limn→∞ĥ(n))

= p− limn→∞f
n = fp.

Del Teorema 2.1.1 se sabe que fp ◦ f q = f q+p para cada p, q ∈ β(N). 2

Dado un sistema dinámico (X, f) con X un espacio compacto, las
fibras de la función ĥ : β(N) → XX son precisamente las clases de
equivalencia de β(N) dadas por la relación de equivalencia p ∼ q si
fp(x) = f q(x) para todo x ∈ X. De aqúı es posible concluir que el espa-
cio cociente β(N)/∼ y el semigrupo de Ellis E(X, f) son homeomorfos
e isomorfos.

El resultado que a continuación enunciamos es una consecuencia di-
recta del Teorema 2.10.1.

Teorema 2.10.2. Sea X un espacio compacto. Una función g : X → X
pertenece a E(X, f) para alguna función continua f : X → X si y solo
si existe p ∈ β(N) tal que g(x) = fp(x) = p − limn→∞ f

n(x) para todo
x ∈ X.

Basandonos en el teorema anterior podemos reformular un problema
de la página 3 de la notas de clase [Su2] como sigue:

Pregunta 2.10.1. ¿ Es posible encontrar un epacio métrico compacto
X para el cual exista una función g ∈ XX que no pertenezca a ningún
semigrupo se Ellis de XX ?

A continuación, describiremos los semigrupos de Ellis de algunos sis-
temas dinámicos conocidos.

Ejemplo 2.10.1. En el Ejemplo 2.1.2, tenemos que X = {0} ∪ { 1
n :

n ∈ N \ {0}} es una sucesión convergente con su punto de acumulacón,
y f : X → X está definida por

f(x) =

{
x si x = 0

1
n+1 si x = 1

n y 1 ≤ n ∈ N.

En este caso se obtiene que E(X) es una sucesión convergente con su
punto ĺımite.
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Ejemplo 2.10.2. Sea X un espacio compacto. Si f : X → X es una
función continua tal que fn es la función identidad para algún n ∈ N,
es entonces evidente que

E(X, f) = {identidad, f, ....., fn−1}.

Ejemplo 2.10.3. Sea (X, f) un sistema dinámico con X un espacio
métrico compacto y f una contracción10. De acuerdo con el Teorema
del Punto Fijo de Banach [En89, 4.3.J], la función f tiene un único
punto fijo z ∈ X. Sea g : X → X la función constante que envia a
todo punto de X en z. El lector puede verificar sin problema alguno que
fp = g para todo p ∈ N∗. Por tanto, E(X, f) = {fn : n ∈ N} ∪ {g} es o
bien finito o la compactación por un punto de N.

Ejemplo 2.10.4. Consideremos la traslación hacia la derecha σ : Σ2 →
Σ2 (es decir, σ(x)(n) = x(n + 1) para todo x ∈ Σ2 y para todo n ∈ N).
Probaremos que E(Σ2, f) es homeomorfo a β(N). Para ésto probaremos
que la función ĥ : β(N) → E(X, f) definida en la prueba del Teorema
2.10.1 es inyectiva. Ciertamente, tomamos dos puntos distintos p, q ∈
β(N). Fijamos un conjunto A ⊆ N tal que A ∈ p y N \ A ∈ q. Sabemos
que el conjunto U = {x ∈ Σ2 : x(0) = 1} es abierto y cerrado en Σ2.
Observamos que A = {n ∈ N : σn(χA) ∈ U} ∈ p y N \ A = {n ∈
N : σn(χA) /∈ U} ∈ q. Por lo cual, σp(χA) 6= σq(χA) y por tanto
ĥ(p) 6= ĥ(q).

Ejemplo 2.10.5. Sea S el ćırculo unitario y sea α ∈ [0, 1). Sea Tα : S→
S la rotación en un ángulo α de S en sentido contrario a las menecillas
del reloj. En el caso cuando α es racional, existe un número entero
n ∈ N tal que Tnα es la función identidad. Si n es el menor número con
esta propiedad, entonces E(S, Tα) es un grupo ćıclico de órden n. Ahora
elejimos un número irracional α ∈ [0, 1). En este caso, Tα tiene orden
infinito. Dejamos al lector la demostración de hecho que E(S, Tα) es el
grupo ortogonal especial SO(2,R) de todas las rotaciones de S el cual es
a la vez isomorfo al mismo S.

En el siguiente teorema daremos una condición necesaria y suficiente
para que el semigrupo de Ellis sea una compactación de N.

10Una función entre espacios métricos f : (X, dX) → (Y, dY ) se dice que es una
contracción si existe r ∈ [0, 1) tal que dY (f(x), f(y)) ≤ rdX(x, y) para todo x, y ∈ X.
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Lema 2.10.1. Sea (X, f) sistema dinámico con X un espacio compacto.
Si fp es un punto aislado de E(X) para algún p ∈ N∗, entonces existe
A ∈ p tal que fp = fn para todo n ∈ A.

Prueba: Consideremos la extensión de Stone ĥ : β(N) → XX dada
en la prueba del Teorema 2.10.1. Supongamos que fp es un punto aislado
de E(X). Por ser {fp} un conjunto abierto de E(X), es posible hallar
A ∈ p de tal forma que Â ⊆ φ

−1({fp})) y por lo cual fn = fp, para
todo n ∈ A. 2

Teorema 2.10.3. [GS10] Sea (X, f) un sistema dinámico tal que X
es compacto y fn 6= fm para cada par de números distintos n,m ∈ N.
Entonces, {fn : n ∈ N} es un conjunto discreto de E(X) si y solo si
fn 6= fp para cada n ∈ N y para todo p ∈ N∗.

Prueba: Necesidad. Fijemos n ∈ N y p ∈ N∗. Supongamos que
fn = fp =p-limk→∞ f

k. De donde se obtiene que fp es un punto aislado
de E(X) y, por el Lema 2.10.1, podemos encontrar A ∈ p tal que fp = fn

para todo n ∈ A. Por lo tanto, fn = fm para cada par de elementos
distintos n,m ∈ A, lo cual es imposible. Por tanto, fn 6= fp.

Suficiencia. Si fn es un punto de acumulación del conjunto {fk : k ∈
N}, entonces existe p ∈ N∗ tal que fn =p-limk→∞ f

k = fp, pero ésto
contradice nuestra suposición. Por consiguiente, fn es un punto aislado
E(X) para todo n ∈ N. Por tanto, {fn : n ∈ N} es un subconjunto
denso discreto de E(X). 2

Dentro de la prueba anterior vale la pena remarcar que si fn es un
punto de acumulación del conjunto {fk : k ∈ N}, entonces existe p ∈ N∗
tal que fn =p-limk→∞ f

k = fp.

Para evitar discusión de casos triviales de aqúı en adelante supon-
dremos que fn 6= fm para cada par de números enteros distintos n,m ∈
N. De esta suposición podemos identificar a N con el conjunto {fn : n ∈
N}.

Como vimos en el Ejemplo 2.10.1, E(X) es una sucesión convergente
con su punto ĺımite y X solo tiene al 0 como un punto periódico que es
de hecho un punto fijo de la función f . En relación a ésto tenemos el
siguiente resultado.
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Teorema 2.10.4. [GS10] Sea (X, f) un sistema dinámico tal que E(X)
sea una compactación de N equipado con la topoloǵıa discreta. Si, E(X)
tiene exactamente k puntos de acumulación, para algún k ∈ N, entonces
E(X) no tiene puntos periódicos de periódo mayor que k.

Prueba: Supongamos que E(X) = {fn : n ∈ N} ∪ {fpi : i ≤ k}
en donde {fpi : i ≤ k} son los únicos puntos de acumulación de E(X)
y supongamos que pi ∈ N∗ para cada i ≤ k. Sea x ∈ X un punto
periódico cuyo periódo l sea estrictamente mayor que k. Para cada
i < l, elejimos Vi = N (f i(x)) de tal forma que clX(Vi) ∩ clX(Vj) = ∅
siempre que i < j < l. Como k < l, podemos encontrar j < l tal que
f−1
x (clX(Vj)) ∩ {pi : i < k} = ∅. Por ser E(X) un espacio compacto,

existe p ∈ N tal que fp es un punto de acumulación del conjunto {fn :
n ∈ f−1

x (clX(Vj)) ∩ N}. Tenemos entonces que p = pi para algún i ≤ k,
y por otro lado fp =q-limn→∞ f

=f q para algún q ∈ f−1
x (clX(Vj)). Por

tanto, fpi(x) = fx(pi) = f q(x) = fx(q) y pi ∈ f−1
x (clX(Vj)), lo cual es

imposible. 2

Pregunta 2.10.2. Dada una compactación K de N, ¿ es posible hallar
un sistema dinámico (X, f) tal que E(X, f) y K sean homeomorfos ?

En el art́ıculo [GMU], los autores estudiaron la metrizabilidad del
grupo de Ellis de un sistema dinámico (X, f) en donde X es un espacio
métrico compacto y f : X → X es un homeomorfismo. De hecho ellos
probaron que el semigrupo de Ellis E(X, f) es metrizable si y solo si
cada subsistema cerrado de (X, f) es casi equicontinuo11. Al final de su
art́ıculo afirman que esta equivalencia se cumple para cualquier sistema
dinámico (X, f) en donde X es un espacio métrico compacto. A conti-
nuación daremos algunos teoremas de metrización en la dirección de los
resultados principales de trabajo [GMU] (dichos resultados aparecen en
[GS10]).

Consideremos primero el siguiente tipo de sistemas dinámicos.

Definición 2.10.2. Un sistema dinámico (X, f) se llama casi periódico
si la familia de funciones {fn : n ∈ N} es equicontinua en todo punto
de X.

11Decimos que Y ⊆ XX es casi equicontinuo si es equicontinuo en un subconjunto
denso de X.
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Basandonos en el Ejercicio E.1, un sistema dinámico (X, f) es casi
periódico si y solo si la familia de funciones {fn : n ∈ N} es uniforme-
mente equicontinua. A continuación veremos que la propiedad de ser casi
periódico tiene una relación muy cercana con la metrizabilidad del semi-
grupo de Ellis. Para ésto necesitamos la siguiente sub-pseudométrica:

Si d es una métrica en X y D ⊆ X es denso, entonces definimos la
sub-pseudométrica en E(X) relativa a D como

dD(fp, f q) = sup
x∈D

d(fp(x), f q(x)) p, q ∈ β(N).

Como X es compacto, la métrca d resulta ser acotada y por ello dD está
bien definida. Si X = D, es claro que dX = du. Dado un subconjunto
denso D de X, definimos ED(X) = {fp|D : p ∈ β(N)} y πD : E(X) →
ED(X) es la proyección dada por πD(fp) = fp|D, para todo p ∈ β(N). Si
equipamos a ED(X) con la topoloǵıa heredada del espacio producto XD,
entonces πD es una función continua por ser una projección. Por lo cual,
ED(X) es un espacio compacto y separable. Recordemos una noción de
J. L. Kelley [K75] que necesitaremos, decimos que D ⊆ X distingue
puntos de Y ⊆ XX si siempre que tengamos dos funciones distintas
g, h ∈ Y podemos encontrar d ∈ D tal que g(d) 6= h(d). Observemos
que si D ⊆ X es denso y distingue puntos de {fp : p ∈ β(N)}, entonces
E(X) y ED(X) son homeomorfos ya que, en este caso particular, la
función πD es inyectiva (ver [K75, Th. 2, p. 220]).

Teorema 2.10.5. [GS10] Para un sistema dinámico (X, f) las sigui-
entes condiciones son equivalentes:

1. La familia {fn : n ∈ N} es equicontinua.

2. La familia {fn : n ∈ N} es uniformemente equicontinua.

3. La familia {fp : n ∈ β(N)} es equicontinua.

4. La familia {fp : n ∈ β(N)} es uniformemente equicontinua.

5. La métrica du induce la topoloǵıa en E(X).

6. G : E(X)×X → X es continua.

7. F : β(N)×X → X es continua.
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8. dD induce la topoloǵıa de ED(X), para todo subconjunto denso D
de X.

9. Existe un subconjunto denso D of X tal que dD induce la topoloǵıa
de ED(X).

10. La familia {fp|D : p ∈ β(N)} es uniformemente equicontinua, para
cualquier subconjunto denso D de X.

11. Existe un subconjunto denso D de X tal que la familia {fp|D : p ∈
β(N)} es uniformemente equicontinua.

Prueba: La equivalencia (1)⇔ (2) se sigue directamente del Ejerci-
cio 1 y las equivalencias (2) ⇔ (3) ⇔ (4) son consecuencia directa del
Problema 1 y el Lema 2.9.1. Las implicaciones (5) ⇒ (8), (8) ⇒ (9)
y (10) ⇒ (11) son evidentes. La equivalencia (6) ⇔ (7) se deduce del
siguiente diagrama conmutativo:

β(N)×D F //

ĥ×Id
��

X

E(X)×D
G

::uuuuuuuuuu

(4) ⇒ (5). Sea V = (
⋂
i≤k[xi, Vi]) ∩ E(X) un subconjunto abierto

básico de E(X) y sea fp ∈ V . Es posible encontrar ε > 0 de tal
manera que Bε(fp(xi)) ⊆ Vi para cada i ≤ k. Supongamos que f q ∈
Bε(fp). Entonces, du(fp, f q) = supx∈Xd(fp(x), f q(x)) < ε. En con-
secuencia, tenemos que d(fp(xi), f q(xi)) < ε para cada i ≤ k. Aśı,
f q(xi) ∈ Bε(fp(xi)) ⊆ Vi para cualquier i ≤ k. Esto prueba que
Bε(fp) ⊆ V . Ahora fijamos ε > 0 y p ∈ β(N). Elejimos δ > 0
de modo que si d(x, y) < δ, entonces d(f q(x), f q(y)) < ε

3 , para todo
q ∈ β(N). Sea {xi : i ≤ k} ⊆ X tal que X =

⋃
i≤k Bδ(xi). Pongamos

U = (
⋂
i≤k[xi, B ε

3
(fp(xi))]) ∩ E(X). Claramente, fp ∈ U . Sean f q ∈ U

y x ∈ X. Sabemos que d(x, xj) < δ para algún j ≤ k. Entonces,

d(fp(x), f q(x)) ≤ d(fp(x), fp(xj)) + d(fp(xj), f q(xj)) + d(f q(xj), f q(x))

<
ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε.
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Por tanto, du(fp, f q) = supx∈Xd(fp(x), f q(x)) ≤ ε. Con ésto probamos
que el conjunto V está contenido en la bola cerrada con centro fp y
radio ε. Por lo cual, du induce la topoloǵıa de E(X).

(5) ⇒ (7). Fijamos (fp, x) ∈ E(X) ×X y sea ε > 0. Elejimos δ > 0
de modo que δ

2 <
ε
3 . Como {fn : n ∈ N} es denso en E(X), podemos

hallar k ∈ N que satisfaga fk ∈ B δ
4
(fp). Seleccionamos γ > 0 que sea

testigo de la continuidad uniforme de fk para el número real ε
3 . Sea

(f q, y) ∈ B δ
4
(fp)×Bγ(x). Sabemos que

du(f q, fk) ≤ du(f q, fp) + du(fp, fk) ≤ δ

4
+
δ

4
=
δ

2
<
ε

3
.

De aqúı se obtiene que

d(fp(x), f q(y)) ≤ d(fp(x), fk(x)) + d(fk(x), fk(y)) + d(fk(y), f q(y))

<
ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε.

Por tanto, G : E(X)×X → X es continua.
(7)⇒ (1). Por hipótesis, sabemos que E(X) ⊆ Cπ(X,X). De acuerdo

con el Teorema 5.5.1 de [MN], se obtiene que E(X) es metrizable. Por
el inciso (6) y el Teorema 2.9.4, concluimos que la familia {fp : n ∈ N}
es uniformemente equicontinua en X.

(8)⇒ (10). Sea D un subconjunto denso de X y sea ε > 0. Para cada
fp ∈ E(X), sea BU

ε (fp|D) = {g ∈ ED(X) : dD(fp|D, g) < ε}. Como dD
induce la topoloǵıa de ED(X) y ED(X) es un espacio compacto, existe
{fpi : i ≤ l} ⊆ E(X) tal que ED(X) =

⋃
i≤lB

u
ε
5
(fpi |D). Por la densidad

de {fn|D : n ∈ N} en ED(X), para cada i ≤ l es posible encontrar
ni ∈ N de tal forma que fni |D ∈ Bu

ε
5
(fpi |D). Sea δ > 0 el testigo de

la continuidad uniforme de todas las funciones fpi ’s para ε
5 . Fijamos

q ∈ β(N). Elejimos j ≤ l tal que f q|D ∈ BU
ε
5

(fpj |D). Supongamos que
x, y ∈ D satisface que d(x, y) < δ. Entonces,

d(f q(x), f q(y)) ≤ d(f q(x), fpj (x)) + d(fpj (x), fnj (x))

+d(fnj (x), fnj (y)) + d(fnj (y), fpj (y)) + d(fpj (y), f q(y))

<
ε

5
+
ε

5
+
ε

5
+
ε

5
+
ε

5
= ε.

Por tanto, la familia {fp|D : p ∈ β(N)} es uniformemente equicontinua.
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(9)⇒ (11). La prueba de ésta implicación es completamente análoga
a la anterior.

(11) ⇒ (4). Supongamos que existe un subconjunto denso D de X
tal que la familia {fp|D : p ∈ β(N)} es uniformemente continua. Sea
ε > 0. Elejimos δ > 0 que testifique la continuidad uniforme de la
familia {fp|D : p ∈ β(N)} para el número ε

5 . Sean x, y ∈ X tales que
d(x, y) < δ

3 . Fijamos dos sucesiones (dn)n∈N y (en)n∈N en D de tal
forma que dn → x y en → y. Sea p ∈ β(N). Tomamos k, l ∈ N de
modo que d(fp(x), fk(x)) < ε

5 , d(fp(y), fk(y) < ε
5 , d(fk(x), fk(dl) < ε

5 ,
d(fk(y), fk(el)) < ε

5 y d(fk(dl), fk(el)) < δ. Entonces,

d(fp(x), fp(y)) ≤ d(fp(x), fk(x)) + d(fk(x), fk(dl))

+d(fk(dl), fk(el)) + d(fk(el), fk(y)) + d(fk(y), fp(y))

<
ε

5
+
ε

5
+
ε

5
+
ε

5
+
ε

5
= ε.

Con ésto queda probado el inciso (4). 2

Una forma general de las equivalencias (1) ⇔ (2) ⇔ (3) ⇔ (4) ⇔
(6) del teorema anterior, en el contexto de G-espacios uniformes, se
encuentra en [GM, Cor. 5.5] (otros resultados relacionados se pueden
hallar en [GM] y [GM]).

De la prueba de la implicación (7)⇒ (1) podemos resaltar lo siguiente:

Corollary 2.10.1. Sea (X, f) un sistema dinámico con X un espacio
métrico compacto. Si E(X) ⊆ Cπ(X,X), entonces E(X) es metrizable.

En un contexto mucho más general, R. Ellis [E59] probó que (X, f)
es débilmente casi periódico si y solo si E(X) ⊆ Cπ(X,X).

Ahora reformularemos algunos resulados del art́ıculo [GMU]. Para
ésto consideremos la siguiente métrica introducida en [GM]:

Para x, y ∈ X, definimos

dN(x, y) = sup{d(fn(x), fn(y)) : n ∈ N},

para cada x, y ∈ X. Claramente dN es una métrica enX tal que d(x, y) ≤
dN, τd ⊆ τdN y

dN(x, y) = sup{d(fp(x), fp(y)) : p ∈ β(N)}.

La prueba del siguiente lema se le deja al lector.
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Lema 2.10.2. Sean (X, f) un sistema dinámico con X un espacio
métrico compacto y x ∈ X. Entonces la familia {fn : n ∈ N} es equicon-
tinua en x si y solo si la función f : (X, d) → (X, dN) es continua en
x.

Del lema anterior vemos que si la familia {fn : n ∈ N} es equicon-
tinua en el punto x ∈ X, entonces las topoloǵıas τd y τdN coinciden
alrededor del punto x. En efecto, sabemos que τd ⊆ τdN y si ε > o, por
la equicontinuidad de f en x, existe δ > 0 tal que si y ∈ X y d(x, y) < δ,
entonces d(fn(x), fn(y)) < ε

2 para todo n ∈ N. De aqúı se obtiene que
Bd(x, δ) ⊆ BdN(x, ε).

Lema 2.10.3. Sean (X, f) un sistema dinámico con X un espacio
métrico compacto y D ⊆ X tal que las topoloǵıas τd y τdN coinciden
en D. Si E ⊆ D es τd-denso en D , entonces fp|D = f q|D siempre que
fp|E = f q|E, para cualesquiera p, q ∈ β(N).

Prueba: Supongamos que E ⊆ D es τd-denso en D que fp|E = f q|E
para algunos p, q ∈ β(N). Fijemos x ∈ D y ε > 0. Entonces, existe
y ∈ E tal que

dN(x, y) = sup{d(fs(x), fs(y)) : s ∈ β(N)} < ε

2
.

Por consiguiente,

d(fp(x), f q(x)) ≤ d(fp(x), fp(y)) + d(fp(y), f q(y)) + d(f q(y), f q(x))

= d(fp(x), fp(y)) + d(f q(y), f q(x)) <
ε

2
+
ε

2
= ε.

Como ε se seleccionó de manera arbitraria, fp(x) = f q(x). Por tanto,
fp|D = f q|D. 2

Lema 2.10.4. Sea (X, f) un sistema dinámico con X un espacio métrico
compacto. Si {fn : n ∈ N} es equicontinua en cada punto de un subcon-
junto D ⊆ X, entonces ED(X) es metrizable.

Prueba: De acuerdo con el Lema 2.10.2, la topoloǵıas τd y τdN co-
inciden en cada punto de D. Como X es compacto y métrizable, D
contiene un subconjunto denso numerable E. Se sigue del Lema 2.10.3
que la proyección π : ED(X)→ XE es un encaje y como XE es metriz-
able, obtenemos que ED(X) es metrizable. 2



Ultrafiltros sobre N y sistemas dinámicos discretos 111

Enunciamos a continuación la Proposición 2.4 del art́ıculo [GMU] que
necesitaremos.

Lema 2.10.5. Supongamos que X es un espacio de Baire, Y es métrico
separable y Z es métrico compacto. Si f : X → C(Y,Z) es una función
tal que para cada z ∈ Z la función x 7→ f(x)(z) : X → Z es continua,
entonces existe un Gδ-conjunto denso D de X tal que f es continua en
cada punto de D.

Lema 2.10.6. Sea (X, f) un sistema dinámico con X un espacio métrico
compacto y sea D un Gδ-conjunto de X. Si ED(X) es metrizable, en-
tonces existe un Gδ-conjunto D′ de D tal que D′ es τd-denso y (D′, τdN |D′)
is separable.

Prueba: Supongamos que el espacio ED(X) es metrizable. Consider-
emos la función evaluación e : D → Cu(ED(X), X). Por el Lema 2.10.5,
existe un denso Gδ-conjunto D′ de D tal que la función e es continua
en cada punto de D′. De aqúı obtenemos que la familia {fp : p ∈ β(N)}
es equicontinua en cada punto de D′. Por tanto, las topoloǵıas τd y τdN

coinciden en D′. Ya que (D′, τd|′D) es separable, resulta que (D′, τdN |D′)
es también separable. 2

Lema 2.10.7. Sean (X, f) un sistema dinámico con X un espacio
métrico compacto y D ⊆ X un subconunto τd-denso de X. Si (D, τdN |D)
es separable, entonces ED(X) es metrizable.

Prueba: Sea D ⊆ X un subconjunto τd-denso de X tal que (D, τdN |D)
es separable. Sea E un subconjunto numerable τdN-denso de D. Por el
Lema 2.10.3, la función proyección π : ED(X) → XE es un encaje y
como XE es metrizable, obtenemos que ED(X) es metrizable. 2

En el teorema que a continuación enunciaremos enlistaremos condi-
ciones que son equivalentes a la equicontinuidad de la familia {fn : n ∈
N} en cada punto de un Gδ-conjunto denso de X. Pero para ésto necesi-
tamos el siguiente lema cuya prueba se deja como un ejercicio al lector.

Si X y Y son dos espacios topológicos y F ⊆ Y X es un subespa-
cio, entonces la función evaluación e : X → Y F satisface que e(x) ∈
C(F , Y ) para todo x ∈ X. De aqúı obtenemos que si (X, f) es un sis-
tema dinámico con X un espacio métrico compacto, entonces e[X] ⊆
C(E(X), X).
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Lema 2.10.8. Sean (X, dX) y (Y, dY ) dos espacios métricos compactos,
F ⊆ Y X yx ∈ X. Entonces, la familia F es equicontinua en x si y solo
si la función evaluación e : X → Cu(F , Y ) es continua en x.

Teorema 2.10.6. Para cualquier sistema dinámico (X, f) en donde X
sea un espacio métrico compacto las siguientes condiciones son equiva-
lentes:

1. La familia {fn : n ∈ N} es equicontinua en cada punto de un
Gδ-conjunto denso de X.

2. La familia {fp : p ∈ β(N)} es equicontinua en cada punto de un
Gδ-conjunto denso de X.

3. Existe un Gδ-conjunto denso D de X tal que ED(X) es metrizable.

4. Existe un Gδ-conjunto denso D de X tal que G : E(X)×D → X
es continua.

5. Existe un Gδ-conjunto denso D de X tal que F : β(N) ×D → X
es continua.

6. Existe un Gδ-conjunto denso D de X tal que ED(X) ⊆ Cπ(D,X).

7. Existe un Gδ-conjunto denso D de X tal que (D, τdN |D) es separa-
ble.

Prueba: La implicación (4)⇒ (6) es evidente y la implicación (2)⇒
(3) es una consecuencia directa del Lema 2.10.4 y la implicación (7) ⇒
(3) se sigue del Lema 2.10.7. La equivalencia (4) ⇔ (5) se deduce del
siguiente diagrama conmutativo:

β(N)×D F //

ĥ×Id
��

X

E(X)×D
G

::uuuuuuuuuu

(1) ⇒ (2). Sea D un Gδ-conjunto denso de X tal que la familia
{fn : n ∈ N} es equicontinua en cada punto de D. Fijamos p ∈ N∗
y x ∈ D. Sea ε > 0. Podemos encontrar δ > 0 de tal manera que si
y ∈ D y d(x, y) < δ, entonces d(fn(x), fn(y)) < ε

3 , para cada n ∈ N.
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Supongamos que y ∈ D satisface que d(x, y) < δ. Seleccionamos k ∈ N
de modo que d(fp(x), fk(x)) < ε

3 y d(fp(y), fk(y)) < ε
3 . Entonces,

tenemos que

d(fp(x), fp(y)) ≤ d(fp(x), fk(x)) + d(fk(x), fk(y)) + d(fk(y), fp(y))

<
ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε.

(3)⇒ (1). Supongamos que D ⊆ X es un Gδ-conjunto denso de X y
que ED(X) es metrizable. Consideremos la función evaluació e : X →
Cu(ED(X), X) que está definida por e(x)(fp) = fp(x) para cada x ∈ X.
Según el Lema 2.10.5, existe un Gδ-conjunto denso E de D tal que la
función evaluación e : D → Cu(E(X), X) es continua en cada punto de
E. Por el Lema 2.10.8, la familia {fn : n ∈ N} resulta ser equicontinua
en cada punto de E y como D es un Gδ-conjunto denso de X, E es
también un Gδ-conjunto de X.

(3) ⇒ (4). Supongamos que existe un Gδ-conjunto denso D′ de X
tal que ED′(X) es metrizable. Consideremos la función σ : D′ →
Cu(ED′(X), X) definida por σ(d)(fp|D′) = fp(d), para todo d ∈ D′.
Dado cualquier n ∈ N, sabemos que la función d 7→ σ(d)(fn|D′) = fn(d)
es continua para cada n ∈ N. En virtud del Lema 2.10.5, existe un Gδ-
conjunto denso D de D′ tal que la función σ|D : D → Cu(ED′(X), X)
es continua. Veamos que la función G : E(X) × D → X es continua.
Efectivemente, para d ∈ D y ε > 0 existe δ > 0 tal que σ[Bδ(d) ∩D] ⊆
Bε(σ(d)). Fijemos q ∈ β(N). Si (fp, z) ∈ E(X)× (Bδ(d) ∩D), entonces

d(fp(z), f q(d)) = d(σ(z)(fp|D), σ(d)(f q|D) ≤ du(σ(z), σ(d)) < ε.

Esto prueba la continuidad de la función G : E(X)×D → X en el punto
(f q, d) y es claro que D es un Gδ-conjunto denso de X.

(6) ⇒ (3). Sea D un Gδ-conjunto denso de X tal que ED(X) ⊆
Cπ(D,X). Como D es métrico y segundo numerable, por el Ejercicio
IV. 12(a) de [MN], debemos tener que Cπ(D,X) es un σ-espacio12 y
por ello ED(X) es un σ-espacio compacto. Aplicando el Teorema 9
de [NS] (ver también [En89, Problem 5.4.I]), se obtiene que ED(X) es
metrizable.

12Se dice que un espacio es σ-espacio si tiene una network σ-discreta.
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(3) ⇒ (7). Supongamos que D′ es un Gδ-conjunto denso de X tal
que ED′(X) es metrizable. De acuerdo con el Lema 2.10.6, existe Gδ-
conjunto denso D de D′ tal que (D, τdN |D) es separable. Es claro que D
es también un Gδ-conjunto denso de X. 2

La equivalencia (1)⇔ (2) del teorema anterior es una caso particular
de un teorema de E. Akin, J. Auslander y K. Berg [AAB].

El semigrupo de Ellis del sistema dinámico definido en el Ejemplo
2.10.1 es evidentemente merizable. Pongamos D = { 1

n : n ∈ N \ {0}}.
Por ser D discreto, la familia de funciones {fp : n ∈ N} es equicontinua
en D y D es un subconjunto abierto de X. Sabemos también que la
función fp no es continua para cualquier p ∈ N∗. Esto nos dice que
el sistema dinámico (X, f) satisface que E(X) es métrico y no cumple
ninguna de las condiciones del Teorema 2.10.5.

El siguiente teorema es de E. Glasner, M. Megrelishvili y V. Uspenskij
[GMU, Th. 1.2]. Para probarlo necesitamos un lema que a continuación
enunciamos.

Lema 2.10.9. Sea (X, f) un sistema dinámico con X un espacio métrico
compacto. Si D es un subconjunto τdN-denso de X, entonces la función
proyección π : E(X)→ ED(X) es un homeomorfismo.

Proof: Sea fp, f q ∈ E(X) tal que fp|D = f q|D. Fijemos x ∈ X y sea
ε > 0. Tomamos y ∈ D de tal forma que dN(x, y) < ε

2 . Entonces,

d(fp(x), f q(x)) ≤ d(fp(x), fp(y)) + d(fp(y), f q(x)) <
ε

2
+
ε

2
= ε.

Por tanto, fp = f q. Esto prueba que π es inyectiva y como E(X) y
ED(X) son espacios compactos, obtenemos que la proyección π es un
homeomorfismo. 2

Teorema 2.10.7. Sea (X, f) un sistema dinámico con X un espacio
métrico compacto. Entonces, E(X) es metrizable si y solo si (X, dN) es
separable.

Prueba: Necesidad. Supongamos que (X, dN) no es separable. En-
tonces, podemos hallar ε > 0 y un subconjunto no numerable A de X
tal que dN(x, y) > ε para cualesquiera x, y ∈ A. Ya que A es segundo
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numerable como subespacio de X, por el Teorema de Cantor y Bendix-
son (ver [En89, P.1.7.11]), podemos encontrar M ⊆ A tal que M is
perfecto (particularmente, sin puntos aislados) y A \M es numerable.
Pongamos Y = clX({fn(a) : a ∈ M and n ∈ N}). Es evidente que
Y es un subconjunto cerrado invariante de X y que E(Y ) es también
metrizable. Por el Teorema 2.10.6, existe un punto x ∈ Y para el cual
la familia {fn|Y : n ∈ N} es equicontinua. Sea V subconjunto abierto
de Y que contiene a x tal que si y ∈ V , entonces d(fm(x), fm(y)) < ε,
para todo m ∈ N. Sabemos que V ∩ {fn(a) : a ∈ A and n ∈ N} 6= ∅.
Por ello, existe n ∈ N tal que f−n(V ) ∩ A 6= ∅. Elejimos δ > 0 que
testifique la continuidad uniforme de las funciones f , f2,...., y fn−1 con
respecto a ε. Sea U un subconjunto abierto de X con diámetro < δ
tal que U ∩ f−n(V ) ∩M 6= ∅. Como M no tiene puntos aislados, es
posible encontrar dos puntos y, z ∈ U ∩ f−n(V ) ∩M 6= ∅. Entonces,
d(f i(x), f i(y)) < ε, para cada i < n, y d(fn+m(y), fn+m(z)) < ε, para
cada m ∈ N, pero ésto implica que dN(x, y) < ε, lo cual es una con-
tradicción.

Suficiencia. Sabemos que se sigue del Lema 2.10.7, pero nos gustaŕıa
dar la métrica que hace a E(X) metrizable. Sea D = {dn : n ∈ N}
un subconjunto numerable τd|N-denso de X. Por el Lema 2.10.9, la
proyección π : E(X) → ED(X) es un homeomorfismo. Observemos
que ρ(g, h) =

∑∞
n=0

d(g(dn),h(dn))
2n , para cada g, h ∈ XD, es una métrica

compatible con la topoloǵıa de XD. De aqúı deducimos que

ρ(fp, f q) =
∞∑
n=0

d(fp(dn), f q(dn))
2n

,

para cada p, q ∈ β(N), es una métrica en E(X) compatible con su
topoloǵıa. 2

Teorema 2.10.8. Sea (X, f) un sistema dinámico con X un espa-
cio métrico compacto. Si E(X) ⊆ Cπ(X,X), entonces existe un Gδ-
conjunto denso Z de E(X) tal que la topoloǵıa de E(X) y la topoloǵıa
inducida por la métrica du coinciden en cada punto de Z.

Prueba: Es claro que cada abierto básico de E(X) contiene una
bola abierta del espacio métrico (E(X), du). De acuerdo cn el Corolario
2.10.1, E(X) es metrizable y, por nuestra suposición, la función G :
E(X)×X → X es separadamente continua. Por un teorema del art́ıculo



116 S. Garćıa Ferreira

[Ch83] que generaliza el resultado original de Namioka, existe un Gδ-
conjunto denso Z de E(X) tal que G : E(X) ×X → X es continua en
cada punto de Z×X. Fijemos g ∈ Z y ε > 0. Para cada x ∈ X podemos
encontrar δx > 0 y una vencindad abierta Vx de g en E(X) que satisfaga
que G[Vx × Bδx(x)] ⊆ B ε

2
(g). Por la compacidad de X, seleccionamos

x0, ...., xk ∈ X de tal forma que X =
⋃
i≤k Bδxi (xi). Sea Ug =

⋂
i≤k Vxi .

Ahora fijamos (h, x) ∈ Ug×X. Entonces, se tiene que x ∈ Bδxi (xi), para
algún i ≤ k, y por tanto G((h, x)) = h(x) ∈ B ε

2
(g). Aśı se cumple que

d(g(x), h(x)) < ε
2 para todo (h, x) ∈ Ug ×X. Es decir, du(g, h) ≤ ε

2 < ε
para todo h ∈ Ug. Por consiguiente, g ∈ Ug ⊆ Bdu

ε (g). Por tanto, la
topoloǵıa de E(X) y la topoloǵıa inducida por la métrica du coinciden
en cada punto de Z. 2

Corollary 2.10.2. Sea (X, f) un sistema dinámico con X un espa-
cio métrico compacto. Si E(X) ⊆ Cπ(X,X), entonces existe un Gδ-
conjunto denso de E(X) que es metrizable con la sup-métrica du.

Dado un espacio métrico compacto(X, d), podemos extender la métrica
du a todo el producto XX definiendo du(f, g) = sup{d(f(x), g(x)) : x ∈
X}. Por ser la métrica d acotada, du es está bien definida y es una
métrica. Sabemos que Cu(X,X) es un semigrupo topológico con la
composición de funciones. Dentro de este contexto tenemos lo siguiente:

Teorema 2.10.9. Sea (X, f) un sistema dinámico con X un espacio
métrico compacto. Si fp ∈ C(X,X) para algún p ∈ β(N) y τdu es la
topoloǵıa en E(X) inducida por la sup-métrica du, entonces la operación
de E(X) es τdu-continua en el punto (fp, g), para cualquier g ∈ E(X).

Prueba: Fijemos q ∈ β(N) y ε > 0. Es posible hallar δ > 0 que
testifique la continuidad uniforme de la función fp para ε

2 y además se
cumple δ < ε

2 . Sea (fs, f t) ∈ Bdu
δ (fp) × Bdu

δ (f q). Entonces, tenemos
que d(fp(y), fs(y)) ≤ du(fp, fs) < δ y d(f q(y), f t(y)) ≤ du(f q, f t) < δ,
para cada y ∈ X, y por tanto

d(f q+p(x), f t+s(x)) = d(fp(f q(x)), fs(f t(x)))

≤ d(fp(f q(x)), fp(f t(x))) + d(fp(f t(x)), fs(f t(x))) <
ε

2
+
ε

2
= ε.

Aśı probamos que la operación de E(X) es τdu-continua en (fp, f q). 2
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Sea (X, f) un sistema dinámico con X un espacio métrico compacto.
Si E(X) ⊆ C(X,X), por el Teorema anterior, se tiene entonces que
E(X) es un semigrupo topológico con la topoloǵıa que heredada de es-
pacio de funciones Cu(X,X). Como consecuencia de ésto y el Teorema
2.10.5, si la familia de funciones {fn : n ∈ N} es equicontinua en X,
entonces E(X) es un semigrupo topológico.

Sea (X, f) un sistema dinámico con X un espacio métrico compacto.
Definimos C = {clXOf (x) : x ∈ X}. Es evidente que C es una cubierta
de X. Para cada x ∈ X, definimos

ψx : E(X)→ C(clXOf (x), X)

como ψ(fp) = fp|clXOf (x), para cada p ∈ β(N). Sea τC la topoloǵıa débil
en E(X) que hace a cada función ψx : E(X) → Cu(clXOf (x), X) con-
tinua, para todo x ∈ X. Si τπ es la topoloǵıa original de E(X), entonces
τπ ⊆ τC . No es dif́ıcil ver que τπ = τC si y solo si Cπ(clXOf (x), X) =
Cu(clXOf (x), X), para todo x ∈ X. A contiuación enunciaremos condi-
ciones que son equivalentes a la igualdad τπ = τC .

Teorema 2.10.10. Para cualquier sistema dinámico (X, f) con X un
espacio métrico compacto, los siguientes enunciados son equivalentes:

1. E(X) es un semigrupo topológico.

2. τπ = τC.

Prueba: (1) ⇒ (2). Sabemos que τp j τC . Para establecer la otra
contención, consideremos las funciones ϕ : E(X) × E(X) → E(X) ×
clXCf (x) y σ : E(X)× clXCf (x)→ X definidas, resectivamente, como

ϕ(fp, f q) = (fp, f q(x)) (para todo fp, f q ∈ E(X)),

y

σ(fp, y)) = fp(y) (para todo fp ∈ E(X, f), y ∈ clXCf (x)) .

Observemos que la función ϕ es continua y sobre. Ya que el producto
E(X) × E(X) es compacto, ϕ es una función cociente ([En89, Coro-
llary 2.4.8]). Como E(X) es un semigrupo topológico, la composición
σ ◦ ϕ es continua y por ello la función σ es continua ([En89, Proposi-
tion 2.4.2]). Es fácil ver que la continuidad de la función σ implica la
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continuidad de la función ψx : (E(X), τπ)→ C(clXOf (x), X) para todo
x ∈ X. Por tanto, τπ ⊆ τC .

(2) ⇒ (1). Sean fp y f q dos elementos de E(X, f), y sean {fpλ}λ∈δ,
{f qλ}λ∈δ dos redes que convergen puntualmente a fp y f q, respec-
tivamente. Probarems que la red {fpλ ◦ f qλ}λ∈∆ converge puntual-
mente a fp ◦ f q. Para ésto fijamos x ∈ X. Como Cπ(clXOf (x), X) =
Cu(clXOf (x), X), dada ε > 0 existe λ0 ∈ ∆ tal que

d(fpλ(y), fp(y)) < ε, d(f qλ(y), f q(y)) < ε

para cada y ∈ clXOf (x) y para cada λ0 ≤ λ ∈ ∆. Adicionalmente,
fp|clXOf (x) es un ĺımite uniforme de funciones continuas de clXCf (X).
De aqúı se obtiene la continuidad de la función fp en clXOf (x). Aśı,
podemos elejir λ0 que satisfaga de manera adicional la condición

d(fp(f qλ(x), fp(f q(x)) < ε

para todo λ0 ≤ λ ∈ ∆. Entonces,

d(fpλ(f qλ(x)), fp(f q(x))) ≤

d(fpλ(f qλ(x)), fp(f qλ(x))) + d(fp(f qλ(x)), fp(f q(x))) ≤ 2ε,

para todo λ0 ≤ λ ∈ ∆. 2

El siguiente corolario nos da una condición de metrizabilidad cuando
el sistema dinámico es transitivo.

Corollary 2.10.3. Sea (X, f) un sistema dinámico con X un espacio
métrico compacto Si (X, f) es transitivo, entonces las siguientes condi-
ciones son equivalentes:

1. E(X, f) es un semigrupo topológico.

2. E(X, f) es metrizable.

3. La topoloǵıa de E(X, f) coincide con la topoloǵıa de la convergen-
cia uniforme sobre X.



Caṕıtulo 3

Ejercicios

E.1. Sean X un espacio métrico compacto y F ⊆ XX . Probar que la
familia F es equicontinua si y solo si es uniformemente equicontinua.

E.2. Probar las siguientes afirmaciones:

1. A ⊆ N es sintético si y solo si existe 0 < k ∈ N tal que {n, n +
1, ..., n+ k} ∩A 6= ∅ para todo n ∈ N.

2. Si A ⊆ N no es sintético, entonces N \A es grueso.

3. Si A ⊆ N no es grueso, entonces N \A es sintético.

4. Si S ⊆ N intersecta a todo subconjunto grueso de N, probar que
S tiene que ser sintético.

5. Si G ⊆ N intersecta a todo subconjunto sintético de N, probar que
S tiene que ser grueso.

6. Un conjunto A ⊆ N es sintético por tramos si y solo si es la inter-
sección de un conjunto sintético y uno grueso.

E.3. Consideremos el sistema dinámico (Σ2, σ) en donde σ : Σ2 → Σ2

está dada por σ(x)(n) = x(n+ 1) para todo n ∈ N y para todo x ∈ Σ2.
Si A es sintético por tramos, probar que existe χB ∈ clΣ2(Oσ(χA)) tal
que B es sintético.

Definition. Sean (X, f) un sistema dinámico con X un espacio
métrico y x ∈ X. El conjunto ω-ĺımite de x es el conjunto

ω(x) = ωf (x) =
⋂
n∈N

clX({fk(x) : n ≤ k ∈ N}).

119
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A los puntos de ω(x) se les conoce como ω-ĺımites de x.
Definicón.[Ma01] Sea (X, f) un sistema dinámico con X un espacio

métrico compacto. Dados x, y ∈ X, decimos que x _f y si y ∈ ω(x).
A ⊆ X se dice que es _f -cerrado si siempre que x _f y y x ∈ A se
tiene que y ∈ A.

Definición. Sea (X, f) un sistema dinámico conX un espacio métrico
compacto. Dados x, y ∈ X y p ∈ N∗, decimos que x _p y si fp(x) = y.

E.4. Sea (X, f) un sistema dinámico con X un espacio métrico com-
pacto. Probar las siguientes afirmaciones:

1. y ∈ ω(x) si y solo si existe p ∈ N∗ tal que fp(x) = y

2. Si x _f y y y _f z, entonces x _f z.

3. x _f y si y solo si existe p ∈ N∗ tal que x _p y.

4. Si x _p y y y _q z, entonces x _p+q z.

5. A ⊆ X es _f -cerrado si y solo si fp[A] ⊆ A para todo p ∈ N∗.

6. ω(x) es un conjunto cerrado de X y _-cerrado.

E.5. Dado un sistema dinámico (X, f) con X un espacio métrico
compacto y x ∈ X, probar que {fp(x)} =

⋂
A∈p clX({fn(x) : n ∈ A})

para todo p ∈ N∗.
E.6. Sea (X, f) un sistema dinámico y x ∈ X. Probar que la órbita

de y ∈ clX(Of (x)) es densa en clX(Of (x)) si y solo si x ∈ clX(Of (y)).
E.7. Sea f : X → X una función.

1. Probar que la intersección de conjuntos invariantes es invariante.

2. Probar que la unión de conjuntos invariantes es invariante.

3. Es el complemento de un conjunto invariante invariante ?

4. Si f es continua y A ⊆ X es invariante, probar que clX(A) es
también invariante.

E.8. Sea (X, f) un sistema dinámico. Probar que cada uno de los
siguientes conjuntos son invariantes.

1. Of (x) para todo x ∈ X.
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2. ω(x) para todo x ∈ X.

3. El conjunto de puntos recurrentes R(X) de (X, f).

E.9. Sea (X, f) un sistema dinámico con X un espacio métrico.

1. Para cada x ∈ X, para cada ε > 0 y para cada n ∈ N, probar que
el conjunto {x ∈ X : d(x, fn(x)) < ε} es abierto.

2. Para cada z ∈ X, para cada ε > 0 y para cada n ∈ N, probar que
el conjunto {x ∈ X : d(z, fn(x)) < ε} es abierto.

3. Probar que el conjunto de puntos recurrentes de X, denotado por
R(X), es un Gδ-conjunto de X.

4. Para cada ε > 0 y para cada A ⊆ N, probar que el conjunto
{x ∈ X : ∀n ∈ A(d(x, fn(x))) < ε} es un Gδ-conjunto.

Definición.[Su1] Sea (X, f) un sistema dinámico con X un espacio
métrico y φ : N→ N una función. Definimos

R(f, φ) =
⋂
m∈N

⋃
m≤n∈N

{x ∈ X : φ(n)d(x, fn(x)) <
1
m
}.

E.10.[Su1] Sea (X, f) un sistema dinámico con X un espacio métrico.

1. Para cada función φ : N → N, para cada n ∈ N y y para cada
ε > 0, probar que el conjunto {x ∈ X : φ(n)d(x, fn(x)) < ε} es
abierto.

2. Si P (X) es el conjunto de puntos periódicos de X, probar que
P (X) =

⋂
φR(f, φ).

E.11. Sean (X, f) un sistema dinámico con X un espacio compacto
y x, y ∈ X. Si fp(x) = fp(y) para todo p ∈ N∗, ¿ es cierto que fn(x) =
fn(y) para todo n ∈ N ?

E.12. Sea (X, f) un sistema dinámico con X un espacio compacto
y sean x0, ..., xr ∈ X. Consideremos la función fx0,...,xr : β(N) → Xr

definida como fx0,...,xr(p) = (fp(x0), ..., fp(xr)) para todo p ∈ β(N).
Probar las siguientes afirmaciones:

1. fx0,...,xr es una función continua.
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2. La imagen fx,y[β(N)] es un conjunto cerrado invariante dentro del
sistema dinámico (Xr, f × ...× f).

E.13. Sea (X, f) un sistema dinámico con X un espacio compacto.
Probar que dos puntos x, y ∈ X son proximales si y solo si

clX×X(Of×f (x, y)) ∩∆X 6= ∅.

Definición. Un sistema dinámico (X, f) se llama transitivo si pode-
mos encontrar un punto x ∈ X cuya órbita sea un subconjunto denso
de X (es decir, clX(Of (x)) = X).

E.14. Sea (X, f) un sistema dinámico con X un espacio métrico
compacto. Probar que (X, f) es transitivo si y solo si para cada par de
subconjuntos abiertos no vaćıos U y V de X se cumple que el conjunto
N(U, V ) = {n ∈ N : fn[U ] ∩ V 6= ∅} es no vaćıo.

E.15. Si el sistema dinámico (X, f) es transitivo y X es un espacio
métrico compacto, probar que el conjunto {x ∈ X : clX(Of (x)) = X}
es denso en X.

E.16. Sea (X, f) un sistema dinámico. Probar las siguientes afirma-
ciones:

1. N(U,X) = N para todo abierto no vaćıo U de X.

2. Si U,U ′, V y V ′ son abiertos no vaćıos de X tales que U ⊆ U ′ y
V ⊆ V ′, entonces N(U, V ) ⊆ N(U ′, V ′).

3. Si U,U ′, V y V ′ son abiertos no vaćıos de X tales que U ∩ U ′ 6= ∅
y V ⊆ V ′ 6= ∅, entonces N(U ∩U ′, V ∩V ′) ⊆ N(U, V )∩N(U ′, V ′).

4. Si U,U ′, V y V ′ son abiertos no vaćıos de X, entonces

N(U × U ′, V × V ′)1 = N(U, V ) ∩N(U ′, V ′).

5. Si (X, f) es transitivo y x, y ∈ X, entonces {N(U, V ) : U ∈
N (x) y V ∈ N (y)} es una base de filtro en N.

E.17. Probar que un sistema dinámico (X, f) con X compacto es
transitivo si y solo si podemos encontrar un punto x ∈ X de modo que

1En esta parte consideramos el sitema dinámico (X ×X, f × f)
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para cada y ∈ X existe p ∈ β(N) tal que fp(x) = y. Equivalentemente,
la función fx : β(N)→ X es suprayectiva.

E.18. Dado un sistema dinámico (X, f), ¿ es cierto que N(U, V ) =
N(V,U) para todo par de abiertos no vaćıos U y V de X ? ¿ Es cierta
esta conmutatividad si el sistema dinámico es transitivo ?

E.19. Sea (X, f) un sistema dinámico transitivo. Probar que si N es
denso en ninguna parte, entonces f−1(N) es también denso en ninguna
parte.

Definición. Dados un sistema dinámico (X, f) y dos puntos x, y ∈ X,
se dice que y es transitivamente cercano a x si y ∈ clX(Of (x)).

E.20. Sea (X, f) un sistema dinámico con X un espacio compacto y
x, y ∈ X. Probar que y es transitivamente cercano a x si y solo si existe
p ∈ N∗ tal que fp(x) = y.

Definición. Dados un sistema dinámico (X, f) y dos puntos x, y ∈ X,
decimos que y es cercano a x si ∀U ∈ N (x)∀V ∈ N (y)∃n ∈ N(fn[U ]∩V ).

E.21. Probar que un sistema dinámico es transitivo si todo par de
puntos del espacio de fases son cercanos.

E.22. Probar que en todo sistema dinámico, dos puntos transitiva-
mente cercanos son cercanos.

E.23. Dar un ejemplo dos puntos x y y en un sistema dinámico tales
que y sea transitivamente cercano a x pero x no sea cercano a y.

E.24. Dados un sistema dinámico (X, f) y dos puntos x, y ∈ X,
probar que y es cercano a x si y solo si {N(U, V ) : U ∈ N (x) y V ∈
N (y)} es una base de filtro en N.

E.25. Sean (X, f) un sistema dinámico (X, f) con X un espacio
compacto y x, y ∈ X. Si existe p ∈ β(N) y una sucesión (xn)n∈N tal que
x = p − limn→∞ xn y y = p − limn→∞ f

n(xn), probar que y es cercano
a x.

E.26. Sean (X, f) un sistema dinámico (X, f) con X un espacio
métrico compacto y x, y ∈ X. Probar que las siguientes afirmaciones
son equivalntes:

1. Existe p ∈ β(N) y una sucesión (xn)n∈N tal que x = p− limn→∞ xn
y y = p− limn→∞ f

n(xn)

2. y es cercano a x.

Definición. Un sistema dinámico (X, f) se llama débilmente mez-
clado si el sistema dinámico (X ×X, f × f) es transitivo.
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E.27.[Teorema de Furstenberg] Sea (X, f) un sistema dinámico
en donde f : X → X es un homeomorfismo. Probar que (X, f) es
débilmente mezclado si y solo si

{N(U, V ) : ∅ 6= U, V ⊆ X son abiertos }

es una base de filtro en N.
E.28. Sean (X, f) un sistema dinámico mezclado con X un espacio

métrico compacto, y (xn)n∈N una sucesión de puntos de X. Para cada
k ∈ N definimos Xk = {x ∈ X : d(xn, fn(x)) < 1

k+1}. Probar que⋃
k∈NXk es un conjunto denso de X.
E.29.[Su1] Sea (X, f) un sistema dinámico con X un espacio métrico

compacto. Probar que las siguientes condiciones son equivalentes:

1. (X, f) es débilmente mezclado.

2. Para toda sucesión (xn)n∈N de puntos de X, existe un Gδ-conjunto
denso D de X tal que lim infn→∞ d(xn, fn(x)) = 0 para todo x ∈
D.

3. Dados dos conjunto abiertos no vaćıos U y V de X, entonces para
todo ε > 0 existe n ∈ N tal que fn[U ] corta a toda bola de radio
≥ ε contenida en V .

E. 30. Sea (X, f) un sistema dinámico con X un espacio compacto.
Probar que X es minimal si y solo si para cada subconjunto abierto no
vaćıo V de X existen n0, n1, ...., nl ∈ N tales que X =

⋃
i≤l f

−ni(V ).
Recordemos la Definicion 2.4.7: Sean p ∈ N∗ y (Sn)n∈N una sucesión

de subconjuntos no vaćıos de un espacio X. Un punto x ∈ X es un
punto p-ĺımite de la sucesión (Sn)n∈N si para cada V ∈ N (x), {n ∈
N : V ∩ Sn 6= ∅} ∈ p. El conjunto de puntos p-ĺımites de una sucesión
(Sn)n∈N será denotado por L(p, (Sn)n∈N).

E.31. Dar un ejemplo de un espacio topológico X y una sucesión
(Sn)n∈N de subconjuntos no vaćıos de X tal que L(p, (Sn)n∈N) sea in-
finito para todo p ∈ N∗.

E.32. Sean (X, f) un sistema dinámico y x, y ∈ X. Probar que y es
cercano a x si y solo si ∃p ∈ β(N)∀U ∈ N (x)(y ∈ L(p, (fn[U ])n∈N)).

E.33. Sea (X, f) un sistema dinámico en donde f : X → X es un
homeomorfismo. Probar que (X, f) es débilmente mezclado si y solo si
∃p ∈ β(N)∀U ⊆ X(U abierto ∧ U 6= ∅ → X = L(p, (fn[U ])n∈N)).
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Definición.2 Sean (X, f) un sistema dinámico y F un filtro sobre
N. Decimos que (X, f) es F-transitivo si N(U, V ) ∈ F para todo par de
conjuntos abiertos no vaćıos U y V de X.

Definición. Sea (X, f) un sistema dinámico.

1. Decimos que (X, f) es mezclado si es Fr-transitivo.

2. Se dice que (X, f) es transitivamente recurrente si N(U, V ) ∈ [N]ω

para todo par de conjuntos abiertos no vaćıos U y V de X.

E.34.[Su1] Sea (X, f) un sistema dinámico con X un espacio métrico
compacto. Probar que las siguientes condiciones son equivalentes:

1. (X, f) es mezclado.

2. Para toda sucesión (xn)n∈N de puntos de X y para cada una de
sus subsucesiones (xnk)k∈N, existe un Gδ-conjunto denso D de X
tal que lim infk→∞ d(xnk , f

nk(x)) = 0 para todo x ∈ D.

E.35. Dar un ejemplo de un sistema dinámico que sea transitivo pero
que no sea transitivamente recurrente.

E.36. Si (X, f) es un sistema dinámico y X no tienen puntos islados,
probar que (X, f) es tansitivamente recurrente si y solo si es transitivo.

Definición. En el sistema dinámico (X, f), un punto x ∈ X se llama
vagabundo si existe V ∈ N (x) tal que los conjuntos {fn[V ] : n ∈ N} son
ajenos entre si.

E.37. Si el conjunto de puntos recurrentes del sistema dinámico (X, f)
es denso, probar que (X, f) no tiene puntos vagabundos.

E.38.[simbolico]. Sea 2 ≤ r ∈ N. Consideremos Σr = {0, 2, ...., r −
1}N con la topoloǵıa producto y la traslación σ : Σr → Σr que está dada
por σ(x)(n) = x(n+ 1) para todo x ∈ Σr y para todo n ∈ N. Probar las
siguientes afirmaciones.

1. σ es continua para todo 2 ≤ k ∈ N.

2. El sistema dinámico (Σr, σ) tiene rk puntos periódicos de periódo
k, para cada k ∈ N.

3. Los puntos periódicos de σ forman un subconjunto denso de Σr.
2Esta definición es un caso particular de una más general del art́ıculo [GlW06].



126 S. Garćıa Ferreira

4. Los puntos no periódicos de σ forman un subconjunto denso de
Σr.

E.39. Sean A = (ai,j) una matriz de m × m con ceros y unos y
supongamos que v1, ..., vm−1 y vm son los vértices de una gráfica. La
matriz A nos dice la ubicación y dirección de las aristas dirigidas. Es
decir, si ai,j = 1, entonces hay una arista dirigida del vértice vi al vértice
vj , y si ai,j = 0, entonces no hay ninguna arista del vértice vi al vértice
vj . Por ejemplo consideremos la siguiente matriz:

A =

1 0 1
1 0 1
1 1 1


En este caso tenemos solo tres vértices v1, v2 y v3. La matriz A nos
dice que las aristas dirigidas van de v1 a v1, de v1 a v3, de v2 a v1,
de v2 a v3, de v3 a v1, de v3 a v2 y de v3 a v3. Sea A = (ai,j) una
matriz de m×m con ceros y unos. Decimos que x ∈ mN es permitido si
ax(i),x(i+1) > 0 siempre que se tenga una arista del vértice vx(i) al vértice
vx(i+1) para cada i ∈ N. Si x ∈ mN no es permitido, entonces decimos
que es prohibido. Definimos ΣA = {x ∈ Σm : x es permitido }. Cada
elemento de ΣA se puede ver como una treyectoria infinita atravez de las
aristas dirigidas de la gráfica adyacente a la matriz A. Ahora tomemos a
consideración la traslación σ : Σm → Σm de ejercicio anterior. Probrar
las siguientes afirmaciones:

1. σA es un subconjunto cerrado invariante de Σm bajo la traslación
σ.

2. El número de puntos fijos de σA = σ|ΣA es igual a la traza de la
matriz A.

3. El número de puntos periódicos de periódo n del sistema dinámico
(ΣA, σA) es igual a la traza de An, para cada n ∈ N.

4. Si todas las entradas de alguna potencia de A son positivas, probar
que los puntos periódicos del sistema dinámico (ΣA, σA) forman
un subconjunto denso de ΣA. Probar que hay puntos con órbitas
densas.
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E.40. Probar que el rećıproco del Teorema 2.7.3 también se cumple.
E.41. Sea (X, f) un sitema dinámico con X un espacio métrico com-

pacto. Supongamos que x ∈ X es recurrente. Probar que para toda
ε > 0 el conjunto {n ∈ N : d(fn(x), x) < ε} contiene un IP -conjunto.
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periódo, 52
progresión aritmética finita, 71
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