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Prefacio

Uno de los problemas fundamentales en la Teoria Geométrica de Fun-
ciones es determinar si existen funciones holomorfas entre dos superficies
de Riemann dadas y, caso de que existan, el estudio de su crecimiento.
Abordar este problema es el “hilo conductor” del presente texto, que
tiene como objetivo presentar, de forma relativamente sencilla, muchos
de los teoremas maés complicados y potentes de la teoria clasica de Fun-
ciones de Variable Compleja. Esta simplificacién es posible ya que no
incluimos las demostraciones “cldsicas”, sino que usamos en nuestras
pruebas elementos de Topologia, Algebra y (sobre todo) Geometria.
Por tanto, ademds de aprender Variable Compleja, leyendo este libro
podra aprenderse algo de diferentes ramas de las Matematicas. Quere-
mos destacar que no es casual que se produzca esta simplificacién en las
pruebas: siempre que se establece un “puente” entre diversas areas de
las Matemaéticas, ambas salen muy beneficiadas. Avanzamos ya en este
momento que nuestro “puente” serd la métrica de Poincaré.

Este libro pretende servir de apoyo a los estudiantes que sigan el curso
de igual nombre, que impartimos José Manuel Rodriguez y Eva Touris,
en la XXIII edicién de la Escuela Venezolana de Matematicas 2010. Esto
hace que el libro esté condicionado por el ntimero de horas del curso,
ademads de por las preferencias personales de los autores. Consecuente-
mente, este texto no pretende ser exhaustivo en los temas que trata, por
lo que ofrece una suficientemente extensa bibliografia para profundizar
en los temas que mas capten el interés del lector.

Los prerrequisitos minimos para la lectura de este libro son un primer
curso de Variable Compleja y un primer curso de Geometria de Super-
ficies.

El material se organiza de la siguiente forma: El Capitulo 1 incluye
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la mayoria de los resultados habituales en un primer curso de Variable
Compleja; por un lado, esto pretende servir de recordatorio para los
) b
lectores que lo necesiten; por otro, hemos incluido (con demostraciones
? )
los resultados “béasicos” que se generalizaran en los capitulos posteriores
y que, por tanto, merecen una especial atencion.

También hemos incluido diversos resultados muy utiles (aunque no
siempre muy conocidos) para realizar cdlculos préacticos: recuperar una
funcién holomorfa a partir de su parte real (ver Teorema 1.1.15), criterios
para garantizar la holomorfia de funciones definidas mediante integrales
(ver Teorema 1.3.12 y Corolario 1.3.15), férmulas para el célculo de
integrales y transformadas de Fourier (ver Proposiciones 1.5.5, 1.5.6,
1.5.8 y 1.5.9), férmulas para hallar sumas de series (ver Proposicién
1.5.10), y una férmula para hallar rdpidamente la descomposicién en
fracciones simples de muchas funciones racionales (ver Corolario 1.5.4).

En las Secciones 2.2 y 2.4 se explican con todo el detalle necesario los
conceptos geométricos y topoldgicos, respectivamente, que seran utiliza-
dos en el resto del libro. Estas dos secciones, a diferencia del resto del
libro, no contienen demasiados detalles de la teoria, sino que, tratando
de ser operativos, dado que no son la parte central del libro, incluyen sélo
los conceptos que serdan utilizados posteriormente. El resto del Capitulo
2 constituye el nicleo del presente libro. Los Capitulos 3 y 4 incluyen
algunos resultados de la Teoria Geométrica de Funciones desarrolladas
en los 1ltimos 40 anos. Méas concretamente, el Capitulo 3 contiene teo-
remas que ilustran como la métrica de Poincaré puede ser utilizada para
obtener teoremas de extensién holomorfa maés sofisticados que los que
aparecen en el Capitulo 2. Finalmente, el Capitulo 4 muestra una visién
diferente de la interaccién entre la Variable Compleja y la Geometria: los
espacios hiperbdlicos de Gromov, que permiten extender muchos resul-
tados sobre el disco unidad al contexto, mucho mas general, de espacios
métricos.

Cada uno de los capitulos se divide en secciones. La numeracién de
cada resultado (lema, proposicién, teorema o corolario) comienza por
el nimero del capitulo y sigue por el nimero de la seccién, para que
puedan localizarse facilmente. También la numeracién de las féormulas
se corresponde con el capitulo y la seccion donde se encuentran. Al
final de cada seccion se incluyen diversos ejercicios relacionados con su
contenido. El simbolo [ indica el final de cada demostracion.
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Para el lector interesado en ampliar los conocimientos que aparecen
en este libro, podemos recomendar los siguientes textos: para geometria
hiperbdlica [A], [An], [Be|, [Fe], [Krl] y [Kr2], y para superficies de
Riemann [AS], [Bu], [JS] y [Ts]. Los libros [G] y [ON] son excelentes
referencias para profundizar en geometria, y [M] en topologia.

Deseamos mostrar nuestro agradecimiento a José Luis Fernandez Pérez
(Josechu para los amigos), que nos introdujo en el maravilloso universo
de la Teoria Geométrica de Funciones. Todo el libro estd impregnado
de su sabiduria y su particular visién de este drea de las Matematicas,
aunque los posibles defectos del presente texto se deben exclusivamente
a los autores.

Quedaremos también muy agradecidos a todo el que desee senalarnos
cualquier defecto que descubra en el libro, ayudandonos asi a mejorarlo
si existiera una posterior edicién del mismo. Pueden usarse para ello
nuestras direcciones electronicas.

No queremos acabar este prefacio sin agradecer al comité organizador
de la XXIII edicién de la Escuela Venezolana de Matemaéticas la opor-
tunidad que nos ha brindado de impartir este curso.

Finalmente, deseamos expresar nuestra esperanza de que este libro
sirva a sus lectores para aprender divirtiéndose; si esto sucede, nuestro
esfuerzo se habrd visto gratamente recompensado.

José Manuel Rodriguez, José Maria Sigarreta y Eva Touris
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Notaciones:

Los simbolos dg, Lg, Ag, Bg, A\s denotaran respectivamente la dis-
tancia, la longitud, el area, la bola y la densidad de la métrica en S
con respecto a la métrica euclidea (esto ultimo sélo si S es un dominio
contenido en C). Usualmente esta métrica serd la métrica de Poincaré.
Si S = C, consideremos en ella la métrica esférica, que se define en la
Seccién 2.8. No hay posibilidad de confusién, ya que C no tiene métrica
hiperbdlica.

ds(x,Y),ds(X,Y),dn(X,Y) denotaran respectivamente la distancia
en S de un punto a un conjunto, entre conjuntos y distancia de Hausdorff
entre conjuntos respecto a la distancia que se esté considerando en el
espacio.

Cuando estos simbolos aparezcan sin el subindice S, denotaran estos
mismos conceptos pero ahora referidos a la métrica euclidea usual.

Denotamos por R 6 S superficies de Riemann no excepcionales, asu-
miendo que la métrica definida en ellas es la métrica de Poincaré, salvo
que se especifique lo contrario.

D(a,r) es el disco euclideo de centro a y radio , D(a,r) es la clausura
de D(a,), D(a,r)* = D(a,r) \ {a} y D* = D\ {0}.

Rz y 3z denotan la parte real e imaginaria de z, respectivamente.

La expresion a := b significa que a se define igual a b.
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Capitulo 1

Resultados basicos de la
teoria de funciones de
variable compleja

1.1 Funciones holomorfas

Definicién 1.1.1. Por D(zp,7) = {z € C: |z — 29| < 1} denotaremos
el disco de centro zy y radio r > 0. Dado Q C C decimos que:

(1) 2 es abierto si para todo zg € €2, existe € > 0 con D(zg,e) C .

(2) Un conjunto abierto 2 es conexo si para todo z1,zy € €, existe
una curva continua 7y : [a,b] — Q uniendo z1 con za, es decir, tal que
v(a) =21, y(b) = 2.

(3) 2 es un dominio si es un abierto conexo.

(4) Q es simplemente conexo si es conexo y toda curva cerrada 7y (es
decir, tal que y(a) = (b)) contenida en Q2 puede deformarse continua-
mente dentro de ) en un punto. Esto es equivalente a que € sea conexo
Yy que no exista ninguna curva cerrada contenida en ) que rodee algun
punto que no pertenezca a ) (es decir, que Q2 no tenga “agujeros”).

La nocién de conjunto simplemente conexo juega un papel central en
la variable compleja. De hecho, puede afirmase con bastante rigor que el

1
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principal objetivo de un curso béasico de funciones de variable compleja,
como el que pretende resumirse en este primer capitulo, es probar el
siguiente teorema acerca de dichos conjuntos. Las definiciones precisas
de los conceptos que aparecen en el teorema se introduciran a lo largo
del presente capitulo.

Teorema 1.1.2. Si Q) C C es un abierto conexo, las siguientes condi-
ciones son equivalentes:

~

. Q es simplemente conexo.

NS

. fvf = 0, para toda funciéon holomorfa en Q y para toda curva
cerrada vy contenida en §2.

3. Toda funcion f holomorfa en ) posee una primitiva holomorfa en
Q, es decir, existe una funcién F holomorfa en Q tal que F' = f.

4. Toda funcion f holomorfa en Q con f(z) # 0 para todo z €
tiene logaritmo analitico en €.

5. Toda funcion f holomorfa en Q con f(z) # 0 para todo z €
tiene raiz cuadrada en €.

6. Toda funcion holomorfa en Q) es el limite uniforme de una sucesion
de polinomios sobre compactos en ).

7. C\ Q es conezo.

Ademds, si Q # C, todas las condiciones anteriores son equivalentes a
la siguiente:

8. Q es conformemente equivalente a D.

Prosigamos con los conceptos y resultados béasicos de la teoria.

Dados un abierto  y una funcién f : 2 — C, los conceptos de limite
y continuidad coinciden con los correspondientes a funciones reales sin
més que considerar f : Q C R? — R2. Por lo tanto, lim, .., f(z) = w
significa que para todo nimero positivo € existe un ntmero positivo ¢
tal que
|z — 20| < = |f(2) —w| <e,

y f es continua en zp si lim,_.,, f(2) = f(20).
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Por tanto, se tienen los mismos resultados para limites y continuidad
de sumas, restas, productos y cocientes de funciones de una variable
real. Ademds, las funciones z, Rz, Sz y |z| son continuas. Sin embargo,
la funcién argumento no es continua en C, aunque si es continua en C
menos una semirrecta que comience en 0.

También se tiene que lim,_.,, f(z) = w si y sdlo si lim,_,,, Rf(z) =
Rw y lim,_,., Sf(z) = Sw.

Dada una funcién f : @ — C, para definir el concepto de derivada
se podria adoptar para tal fin (al menos tedricamente) la definicién de
funcién diferenciable para funciones de dos variables reales. Sin em-
bargo, es mas adecuado adoptar la estrategia aparentemente inocente
de definir la derivada de forma “uni-dimensional” (como en el caso de
funciones f : R — R), aprovechando la estructura de cuerpo de C:

Definicion 1.1.3. Sean Q) abierto, f: Q2 — C y 29 € Q. Decimos que
f es derivable en zq si existe el limite finito (donde h € C)

f(z0+h) — f(20)
- :

/ — 1
f(z0) = lim

Puesto que esta definicién coincide con la de derivabilidad de funciones
reales de una variable real, se tienen las mismas reglas para el calculo
de derivadas de sumas, productos, cocientes y composiciones, con las
mismas demostraciones.

Teorema 1.1.4. Sean f,g funciones derivables en zg, y sean «, 3 € C.
Entonces:
(1) af + Bg es derivable en zy, y se tiene

(af +B9)'(20) = a f'(20) + B9’ (0) -
(2) fg es derivable en zy, y
(£9)'(20) = f'(20) 9(20) + f(20) ' (20) -

(3) Si g(z0) # 0, entonces f/qg es derivable en zp, y

<f>l (20) = f'(20) 9(20) — f(20) 9'(20)

g 9(z0)?
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Teorema 1.1.5. Si f es derivable en zy y g es derivable en f(zg), en-
tonces go f es derivable en zy, y se verifica la regla de la cadena:

(90 f) (20) = ¢'(f(20)) f'(20) -
Teorema 1.1.6. Si f es derivable en zg, entonces f es continua en zg.

Como consecuencia del Teorema 1.1.4, las funciones racionales (es
decir, los cocientes de polinomios) son derivables en todo C salvo en los
ceros del denominador. Sin embargo, la funcién Z no es derivable en
ningdn punto, como consecuencia del siguiente resultado.

Teorema 1.1.7. Si f(z) = u(z,y) + iv(z,y), entonces las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

(1) f es derivable en zj.

(2) f es diferenciable (en sentido real) en zo y fy(20) = ifz(20).

(3) u,v son diferenciables (en sentido real) en zy y se verifican las
ecuaciones de Cauchy-Riemann en zq:

Uy = Vy,
Uy = —Vg .

Ademds, si f es derivable en zg, entonces f'(z0) = fz(20).

Definicion 1.1.8. Decimos que f es holomorfa en un abierto 2 si es
derivable en todos los puntos de ). También decimos que f es holomorfa
en zy si es holomorfa en algin disco centrado en zg.

Se tiene que las constantes son las uinicas funciones holomorfas en un
dominio que sélo toman valores reales. Por tanto, funciones como Rz,
3z, |z|, arg z no son holomorfas en ningin conjunto abierto.

Definiciéon 1.1.9. Una funcion f : Q2 — C es conforme en el punto zg
si preserva los angulos con su orientacion en dicho punto. Se dice que f
es una aplicacion conforme local si f es conforme en todos los puntos de
Q. Diremos que f es una aplicacion conforme en 2 si es una aplicacion
conforme local y ademds es inyectiva en Q (o biyectiva considerada como

Teorema 1.1.10. Si f : Q — C es derivable en 2y y f'(z0) # 0, entonces
f es un aplicacion conforme en el punto zy.



Teoria geométrica de funciones 5

Demostracion. Sean 1, 7v2 dos curvas en el plano complejo, que son de
clase C! y tienen derivada no nula, tales que v;(t;) = 2o = 2(t2). El
dngulo orientado en zp desde 71 a 2 es el angulo orientado de ~/(t1)

a Yh(t2). Sivj(t1) = r1e't y 4b5(t2) = rae?2, entonces dicho angulo es
igual a
102 /
o€’ Ya(t2
02 — 01 = arg ——— = arg 3( )
rietl T (tl)

Sioy = foy) y oo = foye, o} (t1) = R1e™1 y oh(ty) = Rae'¥2, entonces
el 4ngulo orientado en f(zg) desde o1 a o9 es igual a

Rgei(’o2 JI t2 ! 2 tQ : tg
oo g BT ) T ()b
Rye oy (t1) frn ) ()
! / t / t
— arg f/(ZO)’Y?( 2) — arg ’Y?( 2) — 0, — 0,
f'(z0)v1(t1) 71 (t1)
Por tanto, f preserva en zg los angulos con su orientacién. O

El siguiente resultado es bien conocido:

Teorema 1.1.11. Sean Q1 y Q9 dos abiertos en C y f: Q1 — Q9 una
aplicacion biyectiva. Entonces f es una aplicacion conforme si y sélo si
f es holomorfa en €.

Definicién 1.1.12. Si Q es un abierto de R?, una funcion v : Q@ — R
de clase C? se denomina arménica en Q si

Au = Uy + Uyy = 0 en ).

Teorema 1.1.13. Si f es holomorfa en el abierto Q y es de clase C*?
en ), entonces Rf e Sf son armdnicas en 2.

Proposicién 1.1.14. Si f : Q1 — Qy es de clase C? y holomorfa en
Q1, yu: Qo — R es de clase C? en Qy, entonces

A(uo f)(z) = (Au)(f(2)If ()]

para todo z € Q. En particular, la composicion de una funcion holo-
morfa con una funcion armdénica es armonica.

El siguiente teorema resulta de gran utilidad si se desea encontrar una
funcién holomorfa a partir de su parte real.
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Teorema 1.1.15. Si f(z) es holomorfa en zy y u(z,y) es su parte real,

entonces . .
z24+2z0 z2—20

2 72

7(2) = 2u( )= TGo).

1.1.1 Ejercicios

Ejercicio 1.1.1.1. Prueba que si existe lim,_.,, f(z) = w, entonces

(a) im,_.,, f(z) =w,  (b)lim,_,,, Rf(z) = Rw,
(¢) lim, .z Sf(2) = Sw,  (d) lim, ., [f(2)| = |w],

es decir, que las funciones z, Rz, Sz y |z| son continuas.

Ejercicio 1.1.1.2. Prueba quelim,_, ., f(z) = w si y sdlo silim,_,,, Rf(2)
= Rw y lim,_.,, f(z) = Sw.

Ejercicio 1.1.1.3. Prueba que no existe ninguna determinacion de la
funcion argumento continua en C\ {0}, aunque si existen determina-
ciones continuas en C\ S, donde S es cualquier semirrecta fija que
comienza en 0.

Ejercicio 1.1.1.4. Prueba que las funciones racionales, es decir, los
cocientes de polinomios, son derivables en todos los puntos excepto en
los ceros del denominador.

Ejercicio 1.1.1.5. Halla la derivada de f(z) = 2%/(z + 1).

Ejercicio 1.1.1.6. Utilizando las ecuaciones de Cauchy-Riemann, prue-
ba que la funcion Z no es derivable en ningun punto.

Ejercicio 1.1.1.7. Prueba que si Q2 es un dominio y f : & — R es
derivable en zy € Q, se tiene que f'(z9) = 0. Prueba que si ademds f es
derivable en todos los puntos de 2, entonces f' =0 en €.

Ejercicio 1.1.1.8. Deduce del ejercicio anterior que las constantes son
las unicas funciones holomorfas en un dominio que sélo toman valores
reales y que, por tanto, funciones como Rz, Sz, |z|, arg z no son holo-
morfas en ningun abierto.

2

Ejercicio 1.1.1.9. Prueba que la funcion |z|* sdlo es derivable en 0.
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Ejercicio 1.1.1.10. Utilizando las ecuaciones de Cauchy-Riemann, veri-
fica que la funcion exponencial compleja es derivable en todo C si la
definimos mediante

f(z) =€ := e := e(cosy + i seny) .
Prueba también que f'(z) = e*.

Ejercicio 1.1.1.11. Usando el ejercicio anterior, prueba que la funcion
f(z) = e2/E+D) e holomorfa en C\ {—i,i}. Halla f'(z).

Ejercicio 1.1.1.12. Prueba que si f es holomorfa en el abierto ) y es de

clase C? en Q, entonces Rf e Sf son armdnicas en Q0 (si identificamos
C con R?).

Ejercicio 1.1.1.13. Encuentra una funcion holomorfa f con f(0) =i
y con parte real u(z,y) = 2% — y2.

Ejercicio 1.1.1.14. Encuentra una funcion holomorfa f con f(1) =1
y con parte real u(z,y) = z/(x? + y?).

Ejercicio 1.1.1.15. Prueba la Proposicion 1.1.14.

1.2 Series de potencias

Definiciones y resultados previos.

1. Siw, = an + by, w = a + b,
Jlngown:w & Ve>0, IN talque |w, —w|<e, Vn>N
< lim a, =a y lim b, =b.
n—o00 n—00
2. Decimos que lim,, o0 wy, = 00 si limy, o0 |wp | = o0.

3. {wn} se dice convergente si tiene limite finito (es decir, un limite
diferente de 00).

4. La serie Y 7 | wy, es, por definicién, el limite limy oo 25:1 W,
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5. Si) > | wy converge, entonces lim,, o wy, = 0. Es decir, si lim,, oo wp,
es distinto de 0 o no existe, la serie diverge. (El reciproco es falso).

6. La serie )~ w, se dice absolutamente convergente si ) >~ |wy|
converge.

7. Toda serie absolutamente convergente es convergente. (El reciproco
es falso).

8. Sean f, : @ — C. Decimos que {f,} converge puntualmente a f en
Q, si

lim ful2) = f(), VzeQ,

n—oo

es decir, si
VzeQ,Ve>0, IN = N(z,e) tal que |fn(2)— f(2)|<e, Yn>N.

9. Sean f, : 2 — C. Decimos que {f,} converge uniformemente a f
en {2, si:

Ve>0, 3N =N(e) tal que |fn(z) — f(2)|<e, Vn>N, Vze.

10. La convergencia uniforme implica la convergencia puntual. (El
reciproco es falso).

11. Si f,, converge uniformemente a f en ), y f,, es continua en €2 para
todo n, entonces también f es una funcién continua en €.

12. Criterio M de Weierstrass: Si se tiene que

|fn(z)|§Mn7vn2nO7VZ€Q Yy ZMn<OO,

n=ng

entonces y_°, fn(2) converge absoluta y uniformemente en .

13. Dada una sucesién {b,} C R, el limite superior de {b,} es el
supremo del conjunto formado por todos los limites de subsucesiones de
{bn}. Més formalmente, limsup,,_,., b, = inf, sup,,>,, by,. Por tanto,
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lim sup,,_,., bn, existe siempre (aunque puede ser oo 6 —o0). Se tiene
que:

(a) Si existe limy,, o by, entonces limsup,,_, . by, = lim, o0 by,

(b) limsup,,_, . (an + by) < limsup,,_, ., an + limsup,, . bp.

(¢) Sia, > 0y existe lim,_o an, entonces limsup,,_, ., apnb, =
(limy,— 00 @) (imsup,,_, . by).

(d) Siap,b, >0, limsup,,_,. anb, < (limsup,,_, a,) (limsup,,_, . b,).

(e) Siap >0y a>0,entonces limsup,,_,, a% = (imsup,, ., an)®.

(f) Si f es una funcién continua y creciente, entonces limsup,,_, . f(an)
= f(limsup,,_,, an).
Definicion 1.2.1. Una serie de potencias centrada en zy es una serie
de la forma

Zan(z—zo)". (1.2.1)
n=0

Teorema 1.2.2. La serie (1.2.1)
(a) converge absolutamente en D(zo, R) = {2z : |z — 20| < R}, donde
R wviene dado por la férmula de Cauchy-Hadamard

1

lim sup,,_, . |an

0<R 0,

’1/11 =

y la convergencia es uniforme en cada disco cerrado D(zo,r) C D(zp, R),
conr < R;
(b) diverge para todo z tal que |z — z9| > R.

El ntimero R se llama el radio de convergencia de la serie y el disco
D(zg, R) se llama el circulo de convergencia de la misma.

El siguiente teorema permite calcular con facilidad el radio de conver-
gencia en muchos casos:

Teorema 1.2.3. Si existe lim, o |an+1|/|an|, entonces el radio de con-
vergencia R de (1.2.1) verifica que

1 T ‘an—f—l‘

R n>oo |ay|
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Teorema 1.2.4. Sea f(z) = Y 7 an(z — 20)" y supongamos que el
radio de convergencia R de la serie es estrictamente positivo. Entonces
f es holomorfa en D(zp, R), y

f(z)= inan(z —20)"71, Vz € D(z,R).
n=1

Ademds, el radio de convergencia de la serie de f' también es R. También
es R el radio de convergencia de la serie

obtenida al integrar término a término la serie de f(z).

Corolario 1.2.5. Si f(z) = 72 an(z — 20)", para todo z € D(z9, R),
entonces:
(1) f es derivable infinitas veces en D(zp, R), y ademds

o0

fBE) = "nn—1)(n—k+1an(z —20)" ",

n=k

para todo k € N y para todo z € D(zp, R).
(2) ap = f%)(2)/k!, para todo k € N.

El Teorema 1.2.2 permite asegurar la convergencia de (1.2.1) en el
interior del disco de convergencia y su divergencia en el exterior de dicho
disco. La convergencia en la frontera del disco de convergencia es mucho
mas delicada, puesto que, en general, puede ocurrir cualquier cosa. El
siguiente resultado es de utilidad en muchas situaciones.

Teorema 1.2.6. Sea R el radio de convergencia de (1.2.1). Si ag >
a1R > asR? > -+ y limy_eo an R™ = 0, entonces oo o an(z — 20)"
converge en la circunferencia {|z — 20| = R} salvo, quizds, en el punto

z =z + R.

Definiciéon 1.2.7. Una funcion es analitica en zg si se puede escribir
como una serie de potencias centrada en zy, con radio de convergencia
positivo. Una funcion es analitica en un conjunto 2 si es analitica en
todos los puntos de 0.
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1.2.1 Ejercicios

Ejercicio 1.2.1.1. Halla el limite de las siguientes sucesiones de niumeros
complejos: (a) e ™ +i(n+1)/n, (b) (=1)"n, (c)i".

Ejercicio 1.2.1.2. Prueba que si 22021 wy, converge, entonces lim, .o wn
= 0. Prueba que el reciproco es falso.

. o . - o0 o0
Ejercicio 1.2.1.3. Prueba que si ) | |wy| converge, entonces ) ° | wy
converge. Prueba que el reciproco es falso.

oo 142"
n=1 3"+in

Ejercicio 1.2.1.4. Prueba que la serie ) es convergente.

Ejercicio 1.2.1.5. Prueba que la convergencia uniforme implica la con-
vergencia puntual. Prueba que el reciproco es falso.

Ejercicio 1.2.1.6. Prueba que si f,, converge uniformemente a f en 2,
y fn es continua en  para todo n, entonces también f es una funcion
continua en €.

Ejercicio 1.2.1.7. Prueba el criterio M de Weierstrass: Si se tiene que

|fn(2)| < M,, Yn>ng, V2€Q y ZMn<oo,

n=ng

entonces Y o | fn(2) converge absoluta y uniformemente en €.
1
Ejercicio 1.2.1.8. Prueba que la fucion zeta de Riemann ((z) := —
n
n=1
converge absoluta y uniformemente en {z € C: Rz > a} sia > 1, donde
n? se define como n? := e*18" .= nz(cos(ylogn) + isen(y logn)), st

z=x+1y.
Ejercicio 1.2.1.9. Prueba las siguientes afirmaciones:
(a) Si existe lim,, o by, entonces limsup,, . by, = limy, o0 by,
(b) limsup,,_,(an + by) < limsup,,_, . a, + limsup,,_, . by.
(¢) Sia, > 0 y existe lim, o an, entonces limsup,,_,. anb, =
(limy,— 00 @) (imsup,,_, . by).
(d) Siap,by, >0, limsup,, . anb, < (limsup,, . a,) (limsup,,_,. bn)-
(e) Sia,>0ya>0, entonces limsup,,_, ., a® = (limsup,,_, . an)®.
(f) Sif esuna funcidn continua y creciente, entonces limsup,,_, . f(an)

= f(limsup,,_, o Gn)-



12 José M. Rodriguez, José M. Sigarreta y Eva Touris

Ejercicio 1.2.1.10. (a) Prueba que lim sup L

n—oo N 1

(b) Prueba que limsup(—1)" = 1.

n—oo

n , )
- no tiene sentido?

(¢) ¢Por qué limsup

n—oo
Ejercicio 1.2.1.11. Halla los radios de convergencia de las series:

(a) Yo 2"/l (b) 10lo(—1)"22"/(2n)!, (c) 3onignTe".

Ejercicio 1.2.1.12. Prueba que lim,,_ nY/™ = 1. Usando este hecho,
prueba el Teorema 1.2.4.

Ejercicio 1.2.1.13. Prueba el Corolario 1.2.5.

Z’VZ

converge en la circunferencia

o0
Ejercicio 1.2.1.14. Prueba que Z 1
n
=1

{|z] = 1} salvo en el punto z = 1.

oo
_3)n
Ejercicio 1.2.1.15. Prueba que Z(—l)" (z=3) converge en la cir-

n=1 \/ﬁ
cunferencia {|z — 3| = 1} salvo en el punto z = 2.
1
- 1+a?

Ejercicio 1.2.1.16. ;Por qué la serie real de la funcion f(x)
o0
Z(fl)"x% converge solo si {x € R : |z| < 1}, siendo f una funcion

n=1
de clase C* (y de hecho analitica) en todo el eje real?

1.3 Integracién compleja

Todas las curvas 7 : [a,b] — C que se consideren de ahora en adelante
seran continuas y de clase C! a trozos.

Si f estd definida sobre v, es decir, f : v([a,b]) — C, entonces tiene
sentido definir

Af::Lf(Z) dz = /abf(v(t))v’(t)dt.
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La definicién de fv f no depende de la parametrizacion elegida de
la curva -y, siempre que consideremos parametrizaciones con la misma
orientacién. Un cambio de orientacién en la curva a lo largo de la cual
se integra, produce un cambio de signo en la integral.

Definimos la integral de f respecto a la longitud de arco en vy como

A fds = / F(2) 2] = / " Fa(0) 1 1)

donde s denota el parametro arco. Es sencillo comprobar que este
tipo de integracién es no sélo independiente respecto a los cambios de
parametrizacion, sino también de orientacién.

Si f7 |f(2)] |dz] < oo, decimos que la funcién f es integrable sobre la
curva 7. Definimos la longitud de una curva v como L(7y) := f7 |dz|.

Teorema 1.3.1. Sean vy, v; curvas, a, 8 € C, y f, g funciones integrables
sobre dichas curvas. Entonces:

(1) [(af+Bg)dz=af fdz+([ gdz,

(2) f%U._.U% fdz = f% fdz+---+ f% fdz, si L(v; Ny) =0 para
J#k,

(3) | [, £)dz] < [ 1) Nz,

(4) si|f| < M sobre vy, entonces )fﬁ/fdz’ < M L().

Definicién 1.3.2. Sean v : [, ] — C una curva cerrada (es decir, tal
que v(a) = v(B)) y a ¢ y([a, B]). El indice de v con respecto al punto
a es el nimero n(vy,a) definido por

(v.a) 1 / dz
n(v,a) == — )
g 2mi ),z —a

Diremos que una curva cerrada esta orientada positivamente o en sen-
tido positivo si se recorre en sentido contrario al movimiento de las agu-
jas del reloj. Denotaremos por sentido negativo el correspondiente al
movimiento de las agujas del reloj.

Se puede probar, usando la teoria de espacios recubridores, que n(vy, a)
es el numero de vueltas que v da alrededor del punto a (ver Teorema
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2.4.6). El indice n(7y,a) serd un entero positivo si 7 estd orientada en
sentido positivo, y un entero negativo si y estd orientada en sentido
negativo.

La teoria de espacios recubridores también jugard un papel importante
en la definicién de la métrica de Poincaré en superficies de Riemann.

Teorema 1.3.3. Si f: Q — C es holomorfa en el abierto Q y
v : [, B] — C es una curva, entonces

/ f'(2)dz = F(4(5) — F(2(a)).
:

Teorema 1.3.4. Si f : Q — C es continua en el abierto ), entonces
los siguientes enunciados son equivalentes:

(1) Existe F : Q — C holomorfa tal que F' = f.
(2) f7 f(z)dz =0, para toda curva cerrada vy C §.

De hecho, la condicién f7 f = 0 se verifica para todas las curvas
cerradas si €2 es simplemente conexo y f es holomorfa en 2:

Teorema 1.3.5 (Teorema integral de Cauchy-Goursat). Si f : Q@ — C
es holomorfa en el abierto simplemente conexo §2, se tiene que

/f(z) dz=0, para toda curva cerrada v C Q.
gl

No es dificil generalizar el teorema anterior a funciones holomorfas
con un numero finito de singularidades.

Teorema 1.3.6 (Teorema integral de Cauchy con singularidades). Si Q
es un abierto simplemente conexo, f es holomorfa en Q\ {a1,...,ax},
ylim, .4, (2 —a;) f(z) =0, para j =1,...,k, entonces

/f(z) dz=0, para toda curva cerrada y C Q\ {a1,...,a;}.
v

También se tiene la siguiente férmula maravillosa:
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Teorema 1.3.7 (Férmula integral de Cauchy). Si f : @ — C es holo-
morfa en el abierto simplemente conexo ), entonces

n(y,a) f(a) = 1 1(z) dz
) f0) = 5z | 7

T omi ), z—a
para todo punto a € Q, y para toda curva cerrada vy C Q\ {a}.

Si 7 es una curva cerrada simple (es decir, sin autointersecciones), el
conocido teorema de la curva de Jordan, nos asegura que ~ divide al
plano complejo en dos dominios: Ext~y (que contiene un entorno del
punto del infinito) e Inty (que es simplemente conexa). La Férmula
integral de Cauchy nos dice que los valores en Int~ de las funciones
holomorfas estan prescritos por sus valores sobre .

Observacién 1.3.8. Siempre que no se diga explicitamente lo contrario,
supondremos que las curvas cerradas simples estan orientadas en sentido
positivo.

Corolario 1.3.9. Si v es una curva cerrada simple y f es holomorfa en
un abierto simplemente conexo que contenga a Int~y, entonces

i f(z)dz_{f(a), sia € Intvy,

21 )y z—a n 0, sia € Exty.

En particular, si 7y es la frontera de un disco, se tiene:

Corolario 1.3.10. Si f es holomorfa en el abierto Q2 y D es un disco
tal que D C ), entonces

I i

C 27 Jop w — 2

dw, VzeD.

La férmula integral de Cauchy tiene la sorprendente consecuencia de
que las funciones holomorfas son infinitamente derivables y todas sus
derivadas son funciones holomorfas. Para demostrar estos sorprendentes
hechos necesitamos dos resultados previos. El primero de ellos es un
resultado de derivacién bajo el signo integral, que puede probarse de la
misma forma que su analogo real.
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Teorema 1.3.11. Sean v una curva en C, Q C C un abierto, y
g: Q) x~v— C una funcion que verifica:

(1) Para cada w € 7, g(-,w) : @ — C es holomorfa en §).

(2) Para todo z € Q y w € v, se tiene que

29 (20| < hw),

donde h : v — [0,00] es integrable (es decir, f,y h(w) |[dw| < o0).

Entonces la funcion definida por

Teorema 1.3.12. Sean v : [a,b] — C una curva y ¢ : y([a,b]) — C una
funcion integrable en v (es decir, f7 |p(w)| |[dw| < 00). Entonces,

es holomorfa en C\ v, y ademds

n plw

Demostracion. Para todo z € C\ vy w € ~ se verifica

1 1
< .
’ (w— z)nt+l ‘ = d(z,y)n Tt

Para cada € > 0 consideremos el conjunto abierto
D, :={ze€C\vy: d(z7vy) > ¢}

En D, se tiene que

2 < e,
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y esta ultima funcién es integrable en - con respecto a la variable w.
Por otro lado, es claro que p(w)/(w — 2)"*! es holomorfa en z € C \ v
para cada w € 7. Por tanto, la holomorfia de F' y la férmula para F(
en el abierto D, se obtienen ahora a partir del Teorema 1.3.11 aplicando
induccién. Para finalizar la prueba, basta observar que todo z € C\
pertenece a D, con € :=d(z,7)/2. O

Como consecuencia del Corolario 1.3.10 y del Teorema 1.3.12 obte-
nemos:

Teorema 1.3.13 (Férmula integral de Cauchy para las derivadas). Si
f:Q — C es holomorfa en el abierto ), entonces existen todas las
derivadas ™ de f, todas ellas son holomorfas en Q y, si D es un disco
abierto tal que D C ), entonces

(n) _”’/ _ flw)
Fz) =5 aD(w_Z)anw, Vze D, VneN.

A partir de estos resultados pueden extraerse “jugosas consecuencias”,
la primera de las cuales constituye un reciproco (parcial) del Teorema
integral de Cauchy.

Teorema 1.3.14 (Teorema de Morera). Sean 2 C C un conjunto abierto
y f:Q — C una funcion continua tal que

/f(z) dz=0, para toda curva cerrada 7y : la,b] — . (1.3.1)
.

Entonces f es holomorfa en Q.

Demostracion. Sean A una componente conexa de 0 y zp un punto de
A. La condicién (1.3.1) implica que la funcién

F(z)::/zf(w)dw, z€ A,

estd bien definida. El Teorema Fundamental del Céalculo nos dice que F
es, de hecho, derivable en A y que F/ = f. Por tanto F' es holomorfa en
A, y el Teorema 1.3.13 nos dice que f = F’ también lo es. O
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Corolario 1.3.15. Sean o : [a,b] — C una curva y Q C C abierto.
Sea también f : Q x o([a,b]) — C una funcion integrable en v X o
para toda curva cerrada v C Q y tal que la funcion obtenida al fijar la
segunda variable, f(-,w) : Q@ — C, es holomorfa en Q2 para todo w € o.
Entonces, la funcion

Flz) = /J F(zw) dw

es holomorfa en Q.

Demostracion. Sea D cualquier disco abierto contenido en (). Para
cualquier curva cerrada y contenida en D se tiene

/YF(z)dz:L/Uf(z,w)dwdz:/(TLf(z,w)dzdw,

ya que f es integrable en v xo. Como D es simplemente conexo y f(z,w)
es holomorfa en z para cada w fijo, se tiene fwf(z,w) dz = 0 por el
Teorema integral de Cauchy (Teorema 1.3.5). Por tanto, f7 F(2)dz=0
para toda curva cerrada -~y contenida en D, y el Teorema de Morera
(Teorema 1.3.14) garantiza que F' es holomorfa en D. Como D puede
ser cualquier disco contenido en 2, concluimos que F' es holomorfa en el

abierto 2. ]

Es interesante destacar que, como consecuencia del Corolario 1.3.15
se obtiene directamente la primera conclusién del Teorema 1.3.12, con
hipétesis més débiles.

También se tienen los siguientes resultados:

Teorema 1.3.16 (Teorema de Liouville). Si f es entera (holomorfa en
C) y acotada, entonces f es constante.

Demostracion. Por hipétesis, existe una constante M tal que |f(z)| <
M, para todo z € C. El Teorema 1.3.13 da que

oo L[ S
f(z)Qm'/M:R (w—z)zd ’

para todo z € D(0, R). Por tanto, para todo z con |z| < R, se tiene

, 1 F(w)| MR
/G < 5 /M s v < s
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Haciendo tender R hacia oo, concluimos que f’(z) = 0 para todo z € C.
Por tanto, f es constante. O

Teorema 1.3.17 (Teorema fundamental del Algebra). Todo polinomio
con coeficientes complejos de grado n tiene n raices complejas (contando
su multiplicidad ).

Teorema 1.3.18. Sean 2 C C abierto y fr, : @ — C una sucesion de
funciones holomorfas que convergen uniformemente sobre los compactos
contenidos en ) a una funcion f. Entonces f es holomorfa en Q 1y,
ademds, las derivadas fy(Lk) convergen uniformemente sobre los compactos
contenidos en Q a la derivada f&).

Teorema 1.3.19. Sean Q un abierto y a € Q. Si f es holomorfa en
Q\ {a} y se tiene que lim,_,,(z — a) f(2) = 0, entonces también existe
el limite de f cuando z tiende al punto a y, si se define

f(a) = lim f(2).
entonces f es holomorfa en 2.

Demostracion. Sea D un disco tal que a € D y D C Q. La funcién

1 fw)

dw

9(2) = 270 Jop w — 2z

es holomorfa en D, como consecuencia del Teorema 1.3.12.
Sea z € D\ {a} fijo. La funcién definida por
w—z

es holomorfa en Q\ {a, z} y verifica trivialmente que lim,,_,,(w—a) F(w)
=0y limy—,(w —2) F(w) = 0. El Teorema integral de Cauchy con sin-
gularidades (Teorema 1.3.6) nos dice que

/aDF(w)dw:().

Se sigue que

/8 f(w) dw:f(z)/a dw = 2mi f(2).

pw—=z2 pw—=z2
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De ello se sigue que
f(z)=9(2), para todo z € D\ {a}.

Si definimos f(a) := g(a), tendremos que f(z) = g(z) para todo z € D
y, por tanto, que f es holomorfa en 2. O

Obsérvese que acabamos de demostrar que el Teorema integral de
Cauchy con singularidades (Teorema 1.3.6) realmente “no dice nada
nuevo” con respecto al Teorema integral de Cauchy (Teorema 1.3.5).
Sin embargo, como hemos visto, es un resultado crucial en la prueba del
Teorema 1.3.19.

Definicién 1.3.20. Un punto a tal que f es holomorfa en Q\ {a} y
lim,_.,(z —a) f(z) =0, se llama una singularidad evitable de f.

El siguiente resultado es una consecuencia directa del Teorema 1.3.19.

Teorema 1.3.21 (Teorema de la singularidad evitable). Sean Q un
abierto y a € Q. Si f es holomorfa en Q\ {a} y f estd acotada en un
entorno de a, entonces también existe el limite de f cuando z tiende al
punto a, y si se define

f(a) = lim f(z),
entonces f es holomorfa en Q.

Ya hemos visto que las funciones analiticas son holomorfas. El si-
guiente teorema, conocido como Teorema de Taylor infinito, nos dice
que el reciproco también es cierto. Es decir, responde a la pregunta
;,qué funciones son analiticas?; ademds, también responde a la pregunta
jcudl es el radio de convergencia de la serie de potencias en un punto
concreto?, sin necesidad de conocer los coeficientes de la serie.

Teorema 1.3.22. Una funcion f es holomorfa en el abierto Q si y solo
st f es analitica en Q. Ademds, si a € Q y r es la minima distancia de
0Q al punto a (es decir, r = d(a,0R)), se verifica que

f(z) = Z f(:j'(a) (z —a)", para todo z € D(a,r).
n=0 ’

Este resultado permite deducir algunas importantes consecuencias:
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Corolario 1.3.23. Si f es holomorfa en el dominio 2, y existe un punto
a € () tal que

0=f(a)=---=f"(a)=---,  paratodo n>1,
entonces f es constante en €.

Corolario 1.3.24. Si f es holomorfa en el dominio ) y existe una
sucesion {a,}5°, contenida en Q con todos los a, distintos, y tal que

lim a,=a€Q, y f(a,) =0, n>1,

n—oo
entonces f(z) =0 para todo z € .

Teorema 1.3.25 (Principio de prolongacién analitica). Sean Q C C un
dominio y {an}22, una sucesion de puntos distintos de Q tales que

lim a, =a €.
n—oo

Si f y g son funciones holomorfas en ) tales que
flan) = g(an), para todo n > 1,
entonces f(z) = g(z) para todo z € Q.

Como consecuencia, si {2 es un dominio, tenemos que

florr =9glook = f=g enQ.

Por tanto, dada una funcién real definida en Q2 NR, existe a lo sumo una
forma de extender de forma analitica la funcién al dominio complejo €.

En particular, esto prueba que sélo existe una forma de extender las
funciones elementales al plano complejo como funciones holomorfas, que
es la que ya conocemos.

Teorema 1.3.26 (Ceros de funciones holomorfas). Si f es holomorfa
y no constante en Q, y a € Q es un cero de f (es decir, f(a) = 0),
entonces existe un minimo entero k > 0 tal que

f(2) = (= = a)fg(2),
donde g es holomorfa en Q y g(a) # 0.
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Definicion 1.3.27. En las condiciones del teorema anterior, se dice que
f tiene en a un cero de orden k.

Corolario 1.3.28. Si f es holomorfa en ) y no es idénticamente cero,
entonces f solo puede tener un numero finito de ceros en cada conjunto
compacto contenido en 2.

Corolario 1.3.29 (Regla de Bernouilli-I’'Hopital). Sean f y g dos fun-
ciones holomorfas en zy, tales que f(zo) = g(z0) = 0. Entonces se

verifica que
1@ )

= 1um .
%0 g(z) 0 g(2)

Teorema 1.3.30 (Teorema de la aplicacién abierta). Si f es holomorfa
en el dominio §) y no es constante, entonces f es una aplicacion abierta,
es decir, la imagen por f de todo abierto contenido en 2 es un conjunto
abierto de C. En particular, f(Q2) es un conjunto abierto de C.

Teorema 1.3.31 (Teorema de la aplicacién inversa). Si f es holomorfa
en el abierto Q y zp € Q con f'(z0) # 0, entonces existen entornos U de
20 y V de f(z) tales que f~1:V — U es una funcion holomorfa y

para todo z € U.
También puede deducirse el siguiente resultado.

Teorema 1.3.32. Si f : Q1 — Qo es una funcion holomorfa y biyec-
tiva, entonces su inversa f=1 : Qo — Qi es una funcion holomorfa.
Ademds, f' y (f~1)" no se anulan en Qy y Qo, respectivamente.

Como consecuencia de los Teoremas 1.1.11 y 1.3.32 se tiene el siguiente
resultado.

Teorema 1.3.33. Sean 21 y Qo dos abiertos en C y f : Q1 — Qo una
aplicacion conforme. Entonces f~1 también es una aplicacién conforme.

Teorema 1.3.34 (Principio del médulo maximo). Si f es holomorfa en
el dominio ) y no es constante, entonces |f| no alcanza valor mdximo
en el dominio 2.
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Corolario 1.3.35. Si f es holomorfa en el dominio acotado Q0 y es
continua en @ = QU 0Q, entonces el valor mdzximo de |f| en Q se
alcanza en Of).

Teorema 1.3.36 (Teorema 1/4 de Koebe). Sea f : D — C una funcion
holomorfa e inyectiva. Si f(0) =0 y f'(0) = 1, entonces f(D) contiene
el disco abierto de centro 0 y radio 1/4.

El siguiente resultado se deduce directamente del Teorema 1/4 de
Koebe.

Corolario 1.3.37. Si f : D — C es una funcion holomorfa e inyectiva,
entonces f(ID) contiene el disco abierto de centro f(0) y radio |f'(0)|/4.

1.3.1 Ejercicios

Ejercicio 1.3.1.1. Calcula la integral f,yEdz, donde ~(t) =t + 2ti para
t e 0,1].

Ejercicio 1.3.1.2. Calcula directamente (sin usar la definicion de indice)
la integral fIZ\=1 dz/z.

Ejercicio 1.3.1.3. Prueba que la definicion de fwf(z) dz no depende
de la parametrizacion elegida de la curva vy, siempre que consideremos
parametrizaciones con la misma orientacion.

Indicacién: Toda reparametrizacion de v : [a,b] — C que preserva
la orientacion puede escribirse de la forma ~(t(s)), donde t = t(s) :
[c,d] — [a,b] es continua, C* a trozos y creciente.

Ejercicio 1.3.1.4. Prueba que un cambio de orientacion en la curva a
lo largo de la cual se integra, produce un cambio de signo en la integral.

Indicacién: Una parametrizacion del arco opuesto a v : [a,b] — C es
el arco 7 : [—b, —a] — C dado por (t) = vy(—t).

Ejercicio 1.3.1.5. Prueba que la integral de f respecto a la longitud de
arco en una curva no solo es independiente respecto a los cambios de
parametrizacion, sino también de orientacion.

Indicacién: Toda reparametrizacion de v : [a,b] — C (que preserve
la orientacion o no) puede escribirse de la forma y(t(s)), donde t =
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t(s) : [e,d] — [a,b] es continua, C' a trozos y mondtona (creciente o
decreciente).

Ejercicio 1.3.1.6. Prueba el Teorema 1.5.1.

Ejercicio 1.3.1.7. Prueba que se tiene f,y edz = 0, para toda curva

cerrada 7.

22

d
Ejercicio 1.3.1.8. Calcula /Z = 0, para toda curva cerrada v que
¥

no pase por el origen.

Ejercicio 1.3.1.9. Prueba directamente (sin usar la definicion de indice)

dz o ,
que / P 27, siy es cualquier curva cerrada que rodee al punto a
(sin ];Yasar por a) en sentido positivo (en contra de las agugjas del reloj)
y que corte a la recta Rz = Ra solo 2 veces.

Indicacién: Considera las funciones Fi(z) = log(z — a) = log|z —
al+iarg(z —a) en {Rz > a} \ {a}, donde elegimos los argumentos de
forma que arg(z —a) € [-7/2,7/2], y Fa(z) =log(z —a) = log |z —a| +
iarg(z —a) en {Rz < a} \ {a}, pero eligiendo los argumentos de forma
que arg(z —a) € [7/2,37/2].

Ejercicio 1.3.1.10. Calcula directamente (sin usar la definicion de

o dz . .
indice) sty es cualquier curva cerrada que no rodea el punto
z—a
¥

a, y existe una semirrecta que comienza en a y no corta a .

Ejercicio 1.3.1.11. Prueba el Teorema integral de Cauchy (Teorema
1.3.5), bajo la hipdtesis adicional de que f' es continua, usando la
formula de Green.

Ejercicio 1.3.1.12. Prueba el Teorema 1.3.13.
Indicacion: Usa el Corolario 1.5.10 y el Teorema 1.8.12.

Ejercicio 1.3.1.13. Prueba el Teorema de fundamental del Algebra
(Teorema 1.3.17).

Indicacion: Basta demostrar que cualquier polinomio no constante
P(z) tiene una raiz. Asume que esto no es cierto y aplica a la funcion
1/P el Teorema de Liouville (Teorema 1.3.16).
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Ejercicio 1.3.1.14. Sea f una funcion entera. Utilizando el Teorema
de Liouville (Teorema 1.3.16) demuestra que:

a) St |f| > 1, entonces f es constante.

b) Si Rf >0, entonces f es constante.

c) Si Sf <1, entonces f es constante.

d) St Rf no tiene ceros, entonces f es constante.

e) Si existe una recta que no corta a la imagen de f, entonces f es
constante.

Ejercicio 1.3.1.15. Si f : [0,00) — C es integrable y verifica que
f(x) e estd acotada cuando x > M para algunos a, M € R, entonces
la transformada de Laplace de f se define en el semiplano {z € C :
Rz > a} como

Lf(z) = / flx)e *dx.
0
Prueba que Lf(z) es holomorfa en dicho semiplano {z € C: Rz > a}.

Ejercicio 1.3.1.16. Prueba que z = 0 es una singularidad evitable de
la funcion f(z) = (e —1)/z.

Ejercicio 1.3.1.17. Definimos logz := log |z| + iargz en C\ {0} con
arg z € (—m,m]. Prueba que lim,_,gzlogz = 0. sEs z = 0 una singula-
ridad evitable de la funcion f(z) =logz?

Ejercicio 1.3.1.18. Prueba que

B 6*1/‘”2, six#0,
f(x)_{O, stx =0,

es de clase C®(R) y que f™(0) = 0 para todo n > 0.

Ezxplica la siguiente aparente contradiccion con el Teorema 1.3.22: la
serie de Taylor en x =0 de f(x) es idénticamente 0, pero f no es igual
a cero.

Ejercicio 1.3.1.19. Prueba el Principio de prolongacion analitica (Teo-
rema 1.3.25), usando el Corolario 1.3.24.

Ejercicio 1.3.1.20. Prueba el Principio de prolongacion analitica (Teo-
rema 1.3.25), usando el Corolario 1.3.25.
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Ejercicio 1.3.1.21. Prueba la regla de Bernouilli-1’Hépital (Corolario
1.3.29), usando el Teorema 1.3.26.

Ejercicio 1.3.1.22. Prueba el Corolario 1.3.35, usando el Teorema
1.3.34.

Ejercicio 1.3.1.23. Prueba que la conclusion del Principio del mddulo
mdzimo (Teorema 1.3.34) no se verifica si sustituimos la hipdtesis
abierto conexo por € abierto no conero.

Ejercicio 1.3.1.24. Prueba que la conclusion del Corolario 1.3.35 no
es cierta si eliminamos la hipdtesis de que ) esté acotado.

Ejercicio 1.3.1.25. Prueba que la conclusion del Corolario 1.3.35 tam-
bién es cierta si ) es un abierto acotado con un niumero finito de com-
ponentes conexas.

Ejercicio 1.3.1.26. Prueba que la conclusion del Corolario 1.8.35 no es
cierta si §) es un abierto acotado con un nimero infinito de componentes
conexas.

Ejercicio 1.3.1.27. Prueba el Corolario 1.5.37, usando el Teorema
1.5.36.

1.4 Singularidades aisladas

Definicion 1.4.1. Un punto a € Q) es una singularidad aislada de f, si
f es holomorfa en Q\ {a}.

Si a es una singularidad aislada de f, ocurre necesariamente una de
las tres siguientes posibilidades:

(1) Que a sea una singularidad evitable de f. Esto es equivalente a
todas las afirmaciones siguientes:

a) f estd acotada en D(a,r) \ {a} para algin r > 0,

b) existe el lim,_,, f(2) € C,

¢) lim, .,(z —a) f(2) =0.
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Ya hemos visto que el Teorema 1.3.19 da una de las implicaciones,
pero todas ellas son ciertas.
(2) Que a sea un polo de f. Por definicién, ésto ocurre si
lim f(z) = 0.
z—a
Proposicion 1.4.2. Sean €2 un abierto, a € Q y f una funcion holo-
morfa en Q\ {a}. Entonces, a es un polo de f si y sélo si existe un

numero entero k > 1 (k se denomina el orden del polo de f en a) tal
que

con g holomorfa en Q, y g(a) # 0.

(3) Que a sea una singularidad esencial de f. Por definicién esto
ocurre si no ocurre ni (1) ni (2).

Teorema 1.4.3 (Teorema de Casorati-Weierstrass). Sean Q un abierto,
a € Q vy f una funcion holomorfa en Q\ {a}. Si a es una singularidad
esencial de f, entonces para todo r > 0 con D(a,r) C §, el conjunto
f(D(a,r)\ {a}) es un abierto denso en C.

Demostracion. Para cada r > 0 fijo tal que D(a,r) C Q el Teorema de
la aplicacién abierta (Teorema 1.3.30) asegura que f(D(a,r) \ {a}) es
un conjunto abierto.

Para ver que f(D(a,r)\ {a}) es denso en C, razonaremos por con-
tradiccién. Supongamos que f(D(a,r)\{a}) no es denso en C para todo
r > 0 con D(a,r) C §; por tanto, existen r > 0 y un disco D = D(w, R)
con f(D(a,r)\{a})ND(w, R) = @. Entonces |f(z) —w| > R para todo
z € D(a,r) \ {a}. Consecuentemente, la funcién

b
f(z) —w

es holomorfa en D(a,r)\{a} y |g(2)] < 1/R para todo z € D(a,r)\{a}.
El Teorema de la singularidad evitable (Teorema 1.3.21) garantiza que
g(z) tiene en a una singularidad evitable. Por tanto, f(z) = w + 1/g(2)
tiene en a una singularidad evitable o un polo, que es la contradiccién
que estabamos buscando. O

g(z) :==
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En particular, el Teorema de Casorati-Weierstrass implica que para
todo nimero complejo w existe una sucesioén a,, — a con f(a,) — w.

Como consecuencia del famoso Teorema grande de Picard se obtiene
algo mucho mas fuerte (ver Teorema 2.6.11): que a es una singularidad
esencial de f siy sélo si para todo r > 0 con D(a,r) C €, el conjunto
f(D(a,r)\ {a}) es todo C salvo, a lo sumo, un punto.

El ejemplo mas natural para ilustrar este resultado es la funcién
f(z) = e'#, que tiene una singularidad esencial en 0 y que verifica
f(D(0,7)\ {0}) = C\{0}.

Las singularidades aisladas también pueden clasificarse en términos

de series de potencias. Si a es una singularidad evitable de f, entonces
f admite un desarrollo de Taylor

flz) = Z en(z—a)"
n=0

en un cierto disco D(a,r).
Si f tiene en a un polo de orden k, entonces f admite un desarrollo
de Laurent del tipo

o0

f(z>:(zc_;’;)k+---+ LY alz—a)" = Y alz—a),
n=0

z
n=—"k

con c_ # 0, en un disco “punteado” D(a,r) \ {a}.
Por tdltimo, si f tiene en ¢ una singularidad esencial, entonces f admite
un desarrollo de Laurent del tipo

[e.e]

I =Y ez -y,

n=-—o00
con infinitos c_,, (n € N) distintos de cero.

Teorema 1.4.4 (Teorema de Laurent). Si f es holomorfa en el anillo
Q={z:r<|z—a] <R} (0<r < R < ), entonces existe una

sucesion de niumeros complejos {c,}52 _ o tal que

(e}

f(z) = Z en(z—a)", Vze.

n=—oo
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La serie converge absoluta y uniformemente en cualquier conjunto com-
pacto contenido en ). Ademds, si ) es el mayor anillo centrado en a
en el que f es holomorfa, entonces se tiene que

1
r = limsup |c_,|*/™, E:Iimsup|cn]1/”.
n—oo n—oo

Definicion 1.4.5. Decimos que f es meromorfa en € si sélo tiene sin-
gularidades aisladas en 2, y éstas son o bien evitables, o bien son polos.

Teorema 1.4.6. Una funcion f es meromorfa en el abierto Q si y solo
si f = g/h con g,h funciones holomorfas en Q y h no es idénticamente
nula.

El Teorema 1.4.6 y el Corolario 1.3.28 implican directamente el si-
guiente resultado.

Corolario 1.4.7. Si f es meromorfa en  y no es idénticamente cero,
entonces f sélo puede tener un nimero finito de ceros y de polos en cada
conjunto compacto contenido en Q.

1.4.1 Ejercicios

Ejercicio 1.4.1.1. Prueba la regla de Bernouilli-I’Hépital (Corolario
1.3.29) si f y g tienen en zo un polo en vez de un cero.

Ejercicio 1.4.1.2. Prueba que el origen es una singularidad esencial de
la funcién f(z) = e/,

Ejercicio 1.4.1.3. Desarrolla en serie de Laurent f(z) = 1/(22—42+3),
en potencias de z en el dominio {|z| < 1}.

Ejercicio 1.4.1.4. Desarrolla en serie de Laurent f(z) = 1/(22—42+3),
en potencias de z en el dominio {1 < |z| < 3}.

Ejercicio 1.4.1.5. Desarrolla en serie de Laurent f(z) = 1/(22—42+3),
en potencias de z en el dominio {|z| > 3}.
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1.5 El Teorema de los residuos y sus aplica-
ciones

Definicion 1.5.1. Si a es una singularidad aislada de f, el residuo de
f en z = a es el coeficiente c_1 de (z —a)~! en su desarrollo en serie
de Laurent en z = a. Se escribe Res (f,a) = c_1.

Si f tiene en a un polo de orden 1 (es decir, un polo simple), entonces

Res(f,a) = lim(z —a)f(2),

z—a

y si f tiene en a un polo de orden k, entonces

dk—l

Res (f,a) = (k—ll)! lim ——— ((z—a)kf(z)>.

Si f tiene en @ una singularidad esencial, NO existe una férmula sencilla
para el residuo de f en a; la forma de hallar el residuo es encontrar el
coeficiente c_; de la potencia (z — a)~! del desarrollo en serie Laurent
de f (por supuesto, este método también es vélido si a es un polo de f).

La siguiente proposiciéon es un criterio tan sencillo como 1til en el
célculo de residuos.

Proposicién 1.5.2. Si f tiene una singularidad aislada en a y

lim(z —a)f(z) =1

zZ—a
existe y es distinto de 0 y de oo, entonces f tiene en a un polo de orden
1 y su residuo es .

Teorema 1.5.3 (Teorema de los residuos). Sean 2 un abierto simple-
mente conezxo, [ una funcion holomorfa en Q salvo en un conjunto {a;}
de singularidades aisladas, y v C ) una curva cerrada que no pasa por
ningun a;. Entonces

/f(z) dz = 27TZ'ZR€S (f,aj)n(y,a;).
v j
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Corolario 1.5.4. Si z1,..., 2, son nimeros complejos distintos y P(z)
es un polinomio de grado menor que n, se tiene la descomposicion en
fracciones simples

Q) - — LB Res@z) Res(Qz0)

(z—21) (2 — zn) z—2z zZ—zn
con Res (Q, zj) = lim, .. (z — 2z;)Q(2) -

Proposicién 1.5.5.

I

2 2 0 —i0  if _ —if ;if

- de

/ R(cos@,sen@)d&z/ R(e te ¢ ‘e ) L
0 0

2 ’ 2i iet?
- [ AGE D) ) s

Las siguientes proposiciones también pueden deducirse del Teorema
de los residuos (Teorema 1.5.3).

Proposicion 1.5.6. Sea f una funcion que es analitica en un dominio
que contenga a la clausura del semiplano superiorU = {z € C: Sz > 0},
salvo en un numero finito de singularidades, que pueden estar sobre el
eje real, pero que, en este caso, deben ser polos simples.

(1) Silim,_ 2 f(2) =0, tenemos que

v.p./_oo f(z)dx = 27riZRes(f,a) + i ZRes(f,a).

a€Sing(f),Sa>0 a€Sing(f),Sa=0

(2) Silim, . f(2) =0, y c >0, entonces

u.p. / f(x) e dx = 2mi Z Res ) ', )

a€Sing(f), \sa>0

+ i ZRGS “Z, )

a€Sing(f),Ja=0

(3) Silim, 0z f(2) =0, ko,k1,...,kn €C, c1,...,¢n >0, yg(z) =
ko + k1 €% 4+ .- + k, e'n* | tenemos que

U.p./_oo f(z)g(x)dx = ZWiZReS(fg,a) + mi ZRes(fg,a).

a€Sing(f),3a>0 a€Sing(f),Ja=0
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Si f tiene polos de orden mayor que 1 en el eje real, pero estos polos
son singularidades evitables o polos simples para fg, entonces la con-
clusion de (3) sigue siendo cierta.

Silim, o0 2 f(2) = 0 y f no tiene polos en el eje real, entonces las
integrales de (1), (2) y (3) convergen y, por tanto, coinciden con sus
valores principales.

Observacion 1.5.7. 1. Si f(x) es una funcion con valores reales,
entonces se tiene que

v.p. /_OO f(z) e dr = v.p. /_OO f(z)e v dr.

Por tanto, si ¢ < 0 se tiene —c > 0 y entonces se puede usar la
formula de (2) en la proposicion anterior.

2. Si ko = 0, la conclusion de (3) sigue siendo vdlida si se susti-
tuye la condicion lim, .o zf(z) = 0 por la hipdtesis mds débil
lim, . f(2) =0.

Conviene recordar aqui que si los polos simples de fsonz; < -+ < zy,
entonces el valor principal de Cauchy de ffooo f(z)dz se define como

vp. /_ z fla)dr= tm / U feyde / " fe) da

R—00,e—07F R

xr1+e€
Ty —E R
+---+/ f(:c)d:v+/ f(:v)d:v),
Tn—1+€ Tnte

y que coincide con la integral ffooo f(x)dx si f es integrable.

También es interesante destacar que si alguno de los polos del inte-
grando en el eje real no es simple, entonces el valor principal diverge
“casi siempre”. Por tanto, la hipdtesis de que los polos del eje real sean
simples es una hipdtesis muy poco restrictiva.

Proposicién 1.5.8. Sea o € R\ Z, y sea f una funcion analitica en C
salvo en un numero finito de singularidades, ninguna de las cuales estd
sobre el semieje real positivo RT = [0,00), y tal que

lim 2T f(2) =0, lim 22T f(2) =0.

i
z—0 —00
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Entonces, fooo x® f(x) dx converge, y

/Oooxaf(x)dx:% Z Res (2*f(2), a),

a€Sing(f)
donde tomamos [0,2m) como intervalo de argumentos principales.

La siguiente proposicién permite integrar en (0, o0) funciones bastante
generales.

Proposicién 1.5.9. Sea f una funcion que es analitica en C salvo a
lo sumo en un numero finito de puntos, ninguno de los cuales estd en
el semieje real positivo RT = [0,00), y tal que lim, .o 2 f(2) = 0. En-
tonces:

/Ooof(x)dm = — Z Res (f(z)logz,a),

a€Sing(f)

donde log z es la rama del logaritmo que se obtiene al tomar [0,27) como
intervalo de argumentos principales.

Finalmente, la siguiente proposicién permite sumar muchas series.

Proposicion 1.5.10. Sea f una funcion analitica en C salvo a lo sumo

en un numero finito de singularidades y tal que lim, o z f(z) = 0.
Entonces,
(1) Z f(n)=—=m Z Res (f(z) cotanmz, a) .
n=—o0,n¢Sing(f) a€Sing(f)
(2) Z (=D)"f(n) =—= Z Res (f(z) cosecnz, a) .
n=—o0,n¢Sing(f) a€Sing(f)

Veamos a continuacién una ultima consecuencia del Teorema de los
residuos, conocida como Principio del argumento, que tiene numerosas
aplicaciones. Para poder demostrarlo necesitamos un resultado previo.

Lema 1.5.11. Sea f una funcién meromorfa en un dominio 2.
a) Si f tiene en a € Q un cero de orden k, la funcion

f'(2) k

f(2) z—a
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es holomorfa en un entorno de a.
b) Si f tiene en a € Q un polo de orden k, la funcion

f'(z) k
f(2) * z—a

es holomorfa en un entorno de a.

Demostracion. Si f tiene en a € ) un cero de orden k, el Teorema 1.3.26
da que f(z) = (z — a)¥g(z), donde g es holomorfa en Q y g(a) # O.
Entonces

f'(2) ko k(z—a)*g(2) + (2 — a0)"d'(2) ko g()

fz)  z-a (z —a)*y(2) z—a  g(2)

que es holomorfa en un entorno de a, ya que g(a) # 0, por el Teorema
de la singularidad evitable (Teorema 1.3.21).

Si f tiene en a € 2 un polo de orden k, la Proposicién 1.4.2 da que
f(2) = g(2)/(z — a)¥, con g holomorfa en Q y g(a) # 0. Entonces

z—a)kg'(2)—k(z—a)k—1g(z
poy) et @)
+ = (2=a) + _4
f(2) z—a (j_(i))k z—a g(z)’

que es holomorfa en un entorno de a, ya que g(a) # 0, por el Teorema
de la singularidad evitable (Teorema 1.3.21). O

Teorema 1.5.12 (Principio del argumento, primera versién). Sea f una
funcion meromorfa en un dominio simplemente conexo €2 cuyos ceros
son ai,ag,...,ar Yy cuyos polos son by, ba, ..., bs (en la lista estin los
ceros y los polos contados segun su multiplicidad, es decir, si un cero o
un polo es de orden k, aparece k veces en la lista). Si~y es una curva
cerrada contenida en ) que mo pasa por ningun cero ni ningun polo de
f, entonces se verifica

1 dw 1 '(z d >
i = o [ = o) = Yontnh).

fiyy W =1 k=1

Demostracion. Para establecer la primera igualdad, observemos que si
parametrizamos 7y como 7 : [a,b] — €, entonces f o~y : [a,b] — C es una
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parametrizacién de f(). Por tanto, tomando w = f(y(t)) y z = 7(¢),

se tiene
dw _ [P OO . [ PG,
/fw) wo / Fam) T L fz)

Para probar la segunda igualdad, observemos en primer lugar que el
Lema 1.5.11 garantiza que la siguiente funcién es holomorfa en 2

f'z) 1 ~ 1
f(z) _Zz—aj +Zz—bk’

j=1 k=1

puesto que si a; es un cero de orden m entonces aparece m veces en la
suma (y lo mismo es cierto para los polos); ademads, la funcién racional
que estamos sumando a f’/f no contiene ninguna singularidad adicional
(ademas de los a; y los by). Por tanto, el Teorema integral de Cauchy
(Teorema 1.3.5) garantiza que

/VJ‘;((ZZ)) " Z;l/wzizaj ’ zs:/wzizbk -0

7 k=1

lo cual implica inmediatamente la conclusion. ]

Se puede deducir inmediatamente el siguiente corolario.

Teorema 1.5.13 (Principio del argumento, segunda versién). Si vy es
una curva de Jordan que encierra un dominio simplemente conexo D y
f es una funcién meromorfa en un entorno de D, que no tiene ningin
cero ni ningun polo en v, entonces

L[ dw 1/f'(z) q
omi Jpy w 2w ), f(2)

es igual al numero de ceros de f en D (contando su multiplicidad) menos
el nimero de polos de f en D (contando su multiplicidad).
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1.5.1 Ejercicios

Ejercicio 1.5.1.1. Descompdn en fracciones simples 1/(2% — z), usando
el Corolario 1.5.4.

Ejercicio 1.5.1.2. Descompdn en fracciones simples (z +1) /(2> + 22),
usando el Corolario 1.5.4.

Ejercicio 1.5.1.3. Prueba el Corolario 1.5.4.

Ejercicio 1.5.1.4. Halla el valor principal de la integral
oo icT
v.p./ € dx,
o T

Ejercicio 1.5.1.5. Halla la integral

[e¢) eicw
/ ) dx ,
—00

para todo ¢ € R\ {0}.

para todo ¢ € R.

o0
1 2
Ejercicio 1.5.1.6. Prueba que Z 2= %
n=1
o (=)
Ejercicio 1.5.1.7. Hall .
jercicio a a; 2

Ejercicio 1.5.1.8. Prueba que si f tiene en a un polo de orden 1 (es
decir, un polo simple), entonces

Res(f,a) = lim(z —a)f(2).

z—a
Ejercicio 1.5.1.9. Prueba que si f tiene en a un polo de orden k,
entonces

k—1
Res(f,a) = ¢ _1 i ;1_1)]((11 ;;k_l ((z - a)kf(z)>




Capitulo 2

Teoria geométrica de
funciones.

2.1 Transformaciones de Mobius.

Las transformaciones de Mobius se definen como las funciones que pueden
escribirse de la forma
T(z) = 10 be,deC, ad—be#0
z)= ——, a,b,c , ad — bc :
cz+d T
Tienen la propiedad de transformar discos o semiplanos en discos o semi-
planos. Esto en realidad es una consecuencia del siguiente resultado:

Teorema 2.1.1. Toda transformacion de Mobius T es una biyeccion
de la esfera de Riemann C := C U {oc} en si misma. Si llamamos cir-
cunferencia generalizada a un elemento del conjunto de circunferencias o
rectas del plano, se tiene que T transforma circunferencias generalizadas
en circunferencias generalizadas. Mas atn, si C es una circunferencia
generalizada, T transforma cada uno de los dos dominios complemen-
tarios en que C' divide a la esfera de Riemann en uno de los dominios
complementarios de T'(C).

37
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La composicion de dos transformaciones de Mébius también es una
transformacion de Mdobius. De hecho, el conjunto de transformaciones
de Mobius con la operaciéon de composicién tiene estructura de grupo.

Proposicién 2.1.2. Dados 21, z2, z3 € C distintos dos a dos y 21, 2, 2 €
C distintos dos a dos, existe una unica transformacion de Mdbius tal que
T(z1) =21, T(22) =2 y T(z3) = 2.

Proposicién 2.1.3. Toda transformacion de Mébius de la forma

Z—a

T(z) = e

1—az’
cona €R, a €D, aplica el disco unidad en si mismo.

Demostracion. Sea T'(z) como en el enunciado de la proposicién. Obsér-
vese que

1—a
T = |7==| = 1.
}T(—l)]: —1—a’_‘1+a‘_
l1+a l1+a
]T(')]— z‘—a’_)1+za’ ‘1+za
U= 1—ial 11—ia 1+ a

Como la imagen mediante T de tres puntos {1,—1,i} en la circunfe-
rencia unidad 0D también estéd en la circunferencia unidad y 7' es una
transformacién de Mébius, el Teorema 2.1.1 garantiza que T'(0D) = 9D,
y que se tiene, o bien T'(D) = D o bien T(D) = {|z| > 1} U {oc}. Como
T(0) = —e*®a € D (ya que | — e*®a| = |a] < 1), podemos concluir que
T(D) = D. O

Lema 2.1.4 (Lema de Schwarz, primera versién). Sea f : D — D
una funcion holomorfa con f(0) = 0. Entonces |f(z)| < |z| para todo
zeDy|f(0) <1. Ademds, si|f(z0)| = |z0| para algin zp € D\ {0}
6 |f'(0)| = 1, entonces f es una rotacion f(z) = €'z, donde a es una
constante real.

Demostracion. Sea g(z) := f(z)/z. Como f(0) = 0, el Teorema 1.3.19
garantiza que g es holomorfa en D si definimos

g(0) = lim f&) _ lim f(z) = f(0)

z—0 z z—0 z

= f'(0).
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Sea M(r) := max{|g(z)| : |z| < r}. Como consecuencia del Principio
del médulo méximo (ver Corolario 1.3.35), se tiene
1 1
M(r) = max{|f|(z|)| Dzl = 7‘} = - max{|f(z)| s 2] :r} < -,
z T r

ya que |f(z)| < 1 para todo z € D. Entonces |g(z)| < 1/r si |z| < ry,
haciendo tender r a 1, concluimos que |g(z)| < 1 si |z < 1. Por tanto,
[f(2)] < [2] st [2] <1y [f(0)] =19(0)] < 1.

i [£(20)] = Izl 6 I£(0)] = 1, entonces g(z0)| = 1 6 |g(0)] = 1;
por tanto, |g| alcanza el maximo en D en un punto interior y, como
consecuencia del Principio del médulo méximo (Teorema 1.3.34) g es
constante (de médulo 1, ya que |g(z0)] =1 6 |g(0)] = 1): g(z) = @ =
f(2)/z. Por lo tanto, f(z) = e*®z. O

Obsérvese que el Lema de Schwarz nos permite dar una cota supe-
rior para el crecimiento de todas las funciones holomorfas que verifican
las hipétesis de dicho lema. Este va a ser el primero de una fructifera
coleccién de resultados que acotan el crecimiento de las funciones holo-
morfas.

Ademas, el Lema de Schwarz va a permitir probar que toda transfor-
macién conforme del disco unidad D en si mismo tiene que ser de Mobius
(ver Teorema 2.1.6).

Comenzaremos probando una versién més “débil” de este resultado.

Proposicién 2.1.5. Toda transformacion conforme del disco unidad
sobre si mismo y que también aplica el origen en si mismo, es una
rotacion.

Demostracion. Sea f : D — D una aplicacién conforme con f(0) = 0.
El Lema de Schwarz (Lema 2.1.4) garantiza que |f(z)| < |z| para todo
z € D. Dado que, por el Teorema 1.3.33, f~! : D — D también es una
aplicacién conforme con f~1(0) = 0, el Lema de Schwarz implica que
|f~H(w)| < |w| para todo w € D, es decir, que |z| < |f(z)| para todo
z € D. Por tanto, |f(z)| = |z| para todo z € D y el Lema de Schwarz
permite concluir que f es una rotacion. O

Teorema 2.1.6. Toda transformacion conforme del disco unidad sobre
st mismo es una transformacion de Mobius de la forma

z—aQ

T N 7e%
(2) = e 1—az’
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cona €R, aeD.

Demostracion. Sean f : 1) — D una aplicacién conforme y

S(w) = LTIO)

1+ f~10)w
Como —f~1(0) € D, por la Proposicién 2.1.3, S aplica D en D y, por
tanto, f oS también aplica D en D; ademas, (foS)(0) = f(f~1(0)) = 0.
Por tanto, la Proposicién 2.1.5 implica que existe « € R con f(S(w)) =
e, y se tiene

f(Z) — eiasfl(z) — eia IZ - f_l(o)

cona € Ry f~1(0) € D, O

También puede probarse un resultado similar valido para el semiplano
superior.

Teorema 2.1.7. Toda transformacion conforme que aplica el semiplano
superior U :={z € C: Sz > 0} en si mismo es de la forma

az+b

T = —
(2) cz+d’

con a,b,c,d € R yad — bc > 0.

2.1.1 Ejercicios

Ejercicio 2.1.1.1. Prueba que la transformacion

b
T(z):ﬂ, a,b,c,de C,
cz+d
aplica biyectivamente la esfera de Riemann C = CU {oo} en si misma
sty solo si ad — be # 0.

Ejercicio 2.1.1.2. Prueba que la composicion de dos transformaciones
de Mobius también es una transformacion de Mobius.
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Ejercicio 2.1.1.3. Prueba que el conjunto de transformaciones de Mo-
bius con la operacion de composicion tiene estructura de grupo.

Ejercicio 2.1.1.4. Las siguientes transformaciones son evidentemente
de Mébius:

i) la rotacion Ry(z) = ez (con 6 € R),

ii) la transformacion J(z) = 1/z,

iii) la dilatacion Sy(z) =1z (conr >0),

i) la traslacion Ty(z) = z+1t (cont € C).

Prueba que toda transformacion de Mdbius es una composicion de
transformaciones de estas cuatro clases.

Indicacién: Si ¢ = 0 esto es trivial; si ¢ # 0 utiliza la identidad
(az+b)/(cz+d) =a/c— (ad —bc)/(c(cz + d)).

Ejercicio 2.1.1.5. Prueba que toda transformacion de Mébius aplica
circunferencias generalizadas en circunferencias generalizadas.
Indicacién: Usa el ejercicio anterior.

Ejercicio 2.1.1.6. Prueba que la aplicacion identidad es la unica trans-
formacion de Mébius T que fija los puntos 0,00, 1, es decir, que verifica
T0)=0,T(0) =00y T(1)=1.

Ejercicio 2.1.1.7. Dados z1, 2,23 € C distintos dos a dos, prueba
que existe una unica transformacion de Mobius que verifica T(z1) = 0,
T(z2) =00 y T(z3) = 1. Encuentra dicha transformacion.

Indicacion: Para probar la unicidad usa el ejercicio anterior.

Ejercicio 2.1.1.8. Prueba la Proposicion 2.1.2.
Indicacién: Usa el ejercicio anterior.

Ejercicio 2.1.1.9. Sea M la aplicacion que a cada transformacion de
Mébius
az+b
T(z) = ——,
(2) cz+d

le hace corresponder la matriz 2 X 2

M(T):(Z Z)

Prueba que M(Ty 0 Ty) = M(T2)M(T1) para todo par de transforma-
ciones de Mdobius Ty, T, es decir, que la aplicacion M es un homo-
morfismo de grupos.

a,b,c,d e C, ad —bc=1,
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Ejercicio 2.1.1.10. Prueba que toda transformacion de Mébius T tiene
algin punto fijo, es decir, algin punto z € C tal que T'(z) = z.

Ejercicio 2.1.1.11. FEncuentra una transformacion de Mobius T que
aplique el disco unidad sobre si mismo y tal que T(1/2) = 1/3.

Ejercicio 2.1.1.12. Halla la imagen del disco unidad D mediante la
transformacion T'(z) = i(1 — 2)/(1 + z).

Ejercicio 2.1.1.13. Prueba el Teorema 2.1.7.
Indicacién: Usa el Teorema 2.1.6 y una transformacion de Modbius
que aplique el disco unidad en el semiplano superior.

Ejercicio 2.1.1.14. Prueba que do(a,b) := |1“__Ebb| es una distancia en
D tal que dy(a,b) < 1 para todo a,b € D. sEs (D, dy) un espacio métrico

completo?

Ejercicio 2.1.1.15. Dados z1, 29, w1, we € D, sbajo qué condiciones
existe una transformacion de Mobius T que aplique el disco unidad en
st mismo y tal que T'(z1) = w1 y T(z2) = wa?

Ejercicio 2.1.1.16. Deduce del Lema de Schwarz que si f : 1D — D es
una funcion holomorfa, entonces

f(Zl)*@’< Zlizij Vzi,20 €D,
1= f(z1)f(z2)! ~ 11— 217

L=1f()P ~ 1=z

2.2 Preliminares geométricos.

Para introducir el concepto de variedad de forma (relativamente) intui-
tiva usaremos como ejemplo la superficie de la Tierra. Aunque la su-
perficie de nuestro planeta sea (aproximadamente) una esfera, nuestros
sentidos nos muestran que localmente dicha superficie puede describirse
de forma aproximada como un subconjunto del plano R?; esto es lo que
hacemos al considerar las cartas geograficas. Tendremos una buena des-
cripcion de toda la superficie terrestre si disponemos de una coleccién
de cartas geograficas que “cubran” toda la superficie.
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También seria deseable imponer una cierta condiciéon de compatibili-
dad a las cartas: si una determinada regién aparece simultdneamente en
dos cartas, querremos que las dos representaciones de dicha regiéon “se
parezcan”.

Conviene observar que necesitamos varias cartas geograficas porque
no es posible describir toda la superficie terrestre mediante una sdla
carta.

Esta es la idea intuitiva que subyace en el concepto de variedad:
béasicamente, una variedad n-dimensional es un espacio que localmente
puede describirse como un subconjunto de R™ gracias a unas cartas que
cubren todo el espacio y que verifican unas condiciones de compatibili-
dad. Vamos a detallar ahora con precisién estos conceptos.

Un espacio topologico M se dice Hausdorff si dados dos puntos dife-
rentes cualesquiera =,y € M existen entornos U de z y V de y con
unv =g.

Dados dos espacios topoldgicos X, Y, una aplicacién ¢ : X — Y se
dice un homeomorfismo si es biyectiva, y ¢ y ¥~ son continuas.

Dados dos abiertos Vi, Ve € R”, una aplicacién ¢ : V3 — V5 se
dice un difeomorfismo si es biyectiva, y ¥ y ¥ ~! son de clase C* (o,
equivalentemente, si 1) es biyectiva, ¥ es de clase C* y D f(x) tiene
determinante no nulo para todo z € V7).

Si M es un espacio topolégico, un par (U, ¢) se denomina carta local o
carta de M si U es un abierto de M y ¢ es un homeomorfismo ¢ : U —
V C R™. Dos cartas locales (U1, p1) y (Usz, p2) de M son compatibles si,
o bien Uy NUs = @, o bien se verifican las dos condiciones siguientes:

(a) o1 (U1 NUz2) y 2(U1 NU2) son abiertos en R™ (n es el mismo para
ambas cartas),

(b) p10 <p2_1 : p2(Up NUy) — 1(Up NUy) es un difeomorfismo.

Un conjunto de cartas locales {(Uy, ¢a)}o de M es un atlas si UoU, =

M y todo par de cartas es compatible.

Una variedad diferenciable n-dimensional (o variedad n-dimensional)
es un par (M, A), donde M es un espacio topolégico conexo y Hausdorff,
A es un atlas de M, y n es la dimensiéon de la imagen de cualquier carta
local de A.

Una superficie es una variedad 2-dimensional.
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Una superficie de Riemann es una superficie en la que los cambios de
carta son funciones holomorfas, es decir, cada funcién ¢ 0y L pp(Unn
Uz) — p1(U1 NUs) en la parte (b) de la definicién de compatibilidad
de cartas locales es una funcién holomorfa (identificando R? con C).
Como las funciones holomorfas preservan la orientacién, toda superficie
de Riemann es orientable.

Mas generalmente, una variedad holomorfa es una variedad en la que
los cambios de carta son funciones holomorfas (de una o varias variables
complejas).

Ejemplo: De forma evidente, cualquier abierto conexo U C R" es
una variedad n-dimensional, considerando el atlas formado por una sola
carta (U, ), con ¢ : U — U C R" la aplicacién identidad.

Ejemplo: Toda superficie “suave” inmersa en R? es una variedad bidi-
mensional (una superficie) en el sentido de nuestra definicién.

Ejemplo: Cualquier subconjunto abierto conexo My de una variedad
n-dimensional M es también una variedad n-dimensional, considerando
el atlas formado por las cartas de la forma (U N Moy, ¢|unn, ), para toda
carta local (U, ) de M.

Seria interesante motivar la introduccién del concepto de variedad
mostrando alguna de sus aplicaciones.

La primera aplicacién (y la més importante para nosotros) se en-
cuentra en el resto de este libro: vamos a ser capaces de probar im-
portantes teoremas (cuyas demostraciones originales son extraordina-
riamente complicadas) de forma elegante y relativamente sencilla, gra-
cias a la introduccién de elementos geométricos (y también, en menor
medida, topolégicos y algebraicos).

Una segunda aplicacién es el estudio de sistemas de ecuaciones dife-
renciales ordinarias no lineales: al igual que el conjunto de soluciones de
los sistemas diferenciales lineales tiene estructura de espacio vectorial
o espacio afin (por eso son tan importantes los espacios vectoriales),
el conjunto de soluciones de los sistemas diferenciales no lineales tiene
usualmente estructura de variedad n-dimensional (tomando como n el
numero de incégnitas); las aplicaciones de las cartas locales asignan a
cada solucién su valor inicial, que es un punto de R™.

Probablemente la condicién que resulta mas extrana en la definicion
de variedad es requerir que el espacio sea Hausdorff: a primera vista da
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la impresién de que si el espacio es localmente como R"™, entonces debe
de ser necesariamente Hausdorff. Para probar que esto no es cierto,
a continuacién vamos a mostrar un ejemplo de espacio topoldgico que
cumple todas las condiciones en la definicién de superficie excepto la de
ser Hausdorff:

Sea S el subconjunto de R?® dado por la unién del plano XY y el
punto (0,0, 1), con la siguiente topologia. Si z estd en el plano XY, que
denotaremos por II, la base de entornos de z son los discos euclideos
D(z,r) enIl, con r > 0. La base de entornos de (0,0, 1) son {(0,0,1)} U
{(B((0,0,0),7) \ {(0,0,0)}) NII}, con r > 0. Estd claro que no existen
ningtin par de entornos disjuntos de (0,0,0) y (0,0,1). Si no figurara la
hipétesis Hausdorff en la definicién de variedad, S seria una superficie
de Riemann con las cartas locales siguientes: si ¢ : R — R? denota
la proyeccién sobre las dos primeras coordenadas ¢(zx,y,z) = (z,v),
consideramos las cartas (I, ¢) y ({(0,0, 1) JUII\{(0,0,0)}, ¢). Obsérvese
que en IT\ {(0,0,0)} ~ C\ {0} (la interseccién de los dominios de ambas
cartas) se tiene que oy ~! es la identidad, que es una funcién holomorfa
en dicho dominio.

Siz € M, diremos que (U, ) es una carta de x si (U, ) es una carta
de Myzel.

Una funcién entre dos variedades f : (M, A1) — (Ma, Ag) se dice
de clase C* si su expresién en cartas locales es de clase C*, es decir, si
para todo x € M; existen cartas (Uy, 1) de z y (Us, p2) de f(z) tales
que o o f o <p1_1 es de clase CF en 1 (Uy).

Si S, R son dos superficies de Riemann, se dice que f : S — R es
holomorfa si su expresion en cartas locales es holomorfa, es decir, si
para todo z € S existen cartas (U, ¢1) de z y (Us, p2) de f(2) tales que
@pa0 fo gofl es holomorfa en ¢1(Uy). La aplicacién f se dice conforme
si es biyectiva y su expresién en cartas locales es localmente conforme.
Por tanto, en virtud del Teorema 1.1.11, f es conforme si y sdlo si es
holomorfa y biyectiva. Se denota la clase de funciones holomorfas de S
en R por H(S, R).

Denotamos por Aut(S) los automorfismos de S, es decir, el conjunto
de aplicaciones conformes de S en si misma.

Si M, N son dos variedades holomorfas, se dice que f: M — N es
holomorfa si su expresién en cartas locales es holomorfa.

El primer ejemplo de superficie de Riemann es el plano complejo C y,
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en general, cualquier dominio 2 C C, tomando como carta local (¢, (2)
(que es carta global en este caso) la identidad ¢(z) = z en .

El segundo ejemplo més importante de superficie de Riemann es la
esfera de Riemann C, con cartas locales (o1, C) y (2, C\{0}), dadas por
©v1(2) = 2y wa(2) = 1/z. Obsérvese que si § es cualquier dominio de C,
el conjunto H ( Q, @) de funciones holomorfas de Q en C es precisamente
el conjunto de funciones meromorfas en €.

La esfera de Riemann aparece de forma natural, como ya hemos visto,
al estudiar transformaciones de M6bius en la seccién anterior. Vamos a
probar a continuacién que H ( C,C ), el conjunto de funciones holomorfas
de la esfera de Riemann en si misma, es precisamente el conjunto de
funciones racionales, es decir, los cocientes de polinomios. Necesitamos
un resultado previo.

Proposicién 2.2.1. Si f es una funcion entera y lim,_,o f(z) = oo,
entonces f es un polinomio.

Demostracion. Por hipétesis, la funcién f(1/z) tiene un polo en 0 y es
holomorfa en C\ {0}. Por la Proposicién 1.4.2; existe un k¥ € N tal
que zFf(1/2) estd acotada en un entorno de 0. Entonces f(z)/z" esté
acotada en un entorno de co y es holomorfa en C\ {0}. Si pg(z) es el
polinomio de Taylor de f(z) de orden k en el punto z = 0, entonces la

funcién £2) )
z) — pr(z

o(e) = 1O =0

es holomorfa en C por el Teorema de la singularidad evitable (Teorema
1.3.21), ya que lim, 9 g(z) = 0, y estd acotada en un entorno de co.
Consecuentemente, g estd acotada en C y el Teorema de Liouville (ver
Teorema 1.3.16) asegura que g es una constante, de donde se deduce que

f(2) = pr(2) + g(2)2* es un polinomio. O

Proposiciéon 2.2.2. Si f: C — C es una funcion holomorfa, entonces
f es una funcion racional, es decir, un cociente de polinomios.

Demostracion. Por hipédtesis, la funciones f(z) y f(1/z) son meromorfas
en C y, por tanto, cada una tiene sélo un nimero finito de polos en el
disco cerrado D, por el Corolario 1.4.7. Entonces f(z) tiene sélo un
nuamero finito de polos z1, ..., zx en C de 6rdenes respectivos aq, ..., ag.
Si definimos el polinomio Q(z) := (z —z1)* - - - (2 — 2x)*, se verifica que
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f(2)Q(z) es holomorfa en C por el Teorema de la singularidad evitable
(Teorema 1.3.21). Como f(z) tiene limite (finito o infinito) en oo, lo
mismo sucede con f(z)Q(z).

Si f(2)Q(z) tiene limite finito en oo, entonces el Teorema de Liouville
(ver Teorema 1.3.16) asegura que f(2z)Q(z) es una constante.

Si f(2)Q(z) tiene limite infinito en oo, entonces la Proposicién 2.2.1
garantiza que f(z)Q(z) es un polinomio.

Por tanto, en cualquiera de los dos casos, f es un cociente de poli-
nomios. O

Resulta interesante destacar el marcado contraste entre las, relativa-
mente, pocas funciones holomorfas de C en C (las funciones racionales) y
la enorme variedad de funciones holomorfas de C en C: las series de po-
tencias con radio de convergencia infinito, que incluyen, como caso par-
ticular, todas las funciones que pueden obtenerse mediante sumas, pro-
ductos y composiciones de polinomios, exponenciales, senos y cosenos.

Determinemos, a continuacién, los automorfismos de C y de C.

Proposicion 2.2.3. Se tiene que

az+b ‘
cz+d

Aut(C):{T(z): a,b,c,d e C, ad—bc;éO} :

Demostracion. El Teorema 2.1.1 garantiza que toda transformacion de
Mobius T(z) estd en Aut(C).

Supongamos ahora que f € Aut(C); en particular f € H(C,C) y
por la Proposicién 2.2.2 sabemos que f es un cociente de polinomios
f = P/Q. Para probar que los grados de P y () son menores o iguales
que 1 razonamos por contradiccién. Supongamos pues que o bien el
grado de P o bien el grado de ) es mayor que 1. Entonces esta claro
que la ecuacién P(z) = w Q(z) en la variable z (equivalente a w = f(z))
tiene més de una solucién (contando la multiplicidad); por tanto, f no
es inyectiva, lo cual es una contradiccién. Consecuentemente, los grados
de Py @ son menores o iguales que 1. Ademds ad — bc # 0, porque en
caso contrario f serfa una constante. Por tanto, f es una transformacion

de Mobius. ]
Proposicion 2.2.4. Se tiene que

Auwt(C) ={T'(2) =az+b: a,beC, a#0}.
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Demostracion. Esté claro que cualquier transformacion afin T'(z) estd
en Aut(C).

Supongamos ahora que f € Aut(C). La funcién g(z) = f(1/z) es
holomorfa e inyectiva en C\ {0}. Si g(z) tiene una singularidad esencial
en 0, por el Teorema 2.6.11 (que se probard sin usar esta proposicion)
se tiene que para cada ¢ > 0 existe un punto w, € C con C\ {w.} C
9({0 < |z| < €}). Como los dominios ¢g({0 < |z| < €}) disminuyen
cuando ¢ disminuye, estd claro que w. no depende de €, y podemos
escribir w. = w. Por tanto, C\ {w} C ¢({0 < |z| < ¢}) para todo € > 0,
y esto contradice que ¢ sea inyectiva en C\ {0}.

Consecuentemente, g tiene en 0 una singularidad evitable o un polo,
y entonces f € H(C,C).

La Proposicién 2.2.2 afirma que f es una funcién racional. Como f
no tiene polos en C, entonces f es un polinomio. Si f tiene grado mayor
que 1 o grado 0, estd claro que no puede ser inyectiva en C, por lo que
f es un polinomio de grado exactamente 1. O

Dado un punto p en una superficie S, denotamos por 7},S el plano
tangente a S en p. Si S es un subconjunto de C, entonces T,S se
identifica de forma natural con el propio plano complejo con origen en
p. Una métrica riemanniana g = ds? sobre S es un producto escalar
en cada plano tangente 1,5 tal que los coeficientes de g en cada carta
local son funciones C*° de p. En cada carta local, podemos escribir
g=ds? = Edx? +2Fdxdy+ G dy*.

Una superficie riemanniana es un par (.5, g), donde S es una superficie
y ¢ es una métrica riemanniana en S.

Dado un dominio (conjunto abierto y conexo) 2 C C, se dice que la
métrica riemanniana g = ds?> = Edx? + 2 F dx dy + G dy? es conforme
si existe una funcién A estrictamente positiva y de clase C%(f) tal que

9= ds* = A=z = A(=2)2(da® + d?)

es decir, si E = G = A\2)? y F = 0. La funcién A(z) se denomina
densidad conforme de la métrica g, y suele escribirse ds = \(z)|dz]|.
Dada una métrica riemanniana conforme en €2 pueden definirse la

longitud de una curva v C €2, el drea de un conjunto medible ¥ C Q y
la distancia entre dos puntos a,b € § (todas ellas referidas a su métrica
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riemanniana), respectivamente, como

Lo() = / Al AalE) = [[ AP dody,

do(a,b) :=inf{Lq(v) : 7 es una curvaen Q que une a y b}.

Dada una superficie riemanniana, una geodésica es una curva a lo
largo de la cual se minimiza (localmente) la distancia en la superficie
(con respecto a dicha métrica riemanniana).

La curvatura de la métrica ds? := E dz? + G dy?, viene dada por la
expresiéon

-1 E G
st (), ()
2VEG [ EG/y EG/z
donde el subindice indica derivada parcial. En particular, si la métrica
es conforme (E = G = A2, F = 0), la curvatura es
A(log \(2))
A(z)?

Recordemos que

0? 0? 0?

= ——=4—

0x?2  Oy? 0z 0z
Esta tltima igualdad es especialmente 1til a la hora de hallar el lapla-
ciano de funciones que dependen explicitamente de z y z (o de |z, ya
que |z] = vz 7).

Una aplicacién f : (M1, g1) — (Ma, g2) entre dos superficies rieman-

nianas se dice una isometria local si

< U,V > =< (Df)xu, (Df)xv >Tf(z)M27
para todo x € M; y para todo u,v € T, M;. Diremos que f es una
isometria si es una isometria local y es biyectiva.
Denotaremos por Isom (M, Ms) el conjunto de isometrias de M; en

My y por Isom(M) el conjunto de isometrias de M en M.

Teorema 2.2.5. Sean Q y Qo dominios en C y f : (Q1,ds;) —
(Qq,ds2) una funcion holomorfa, donde ds; = A1 (2)|dz| ydsa = X2(2)|dz|.
Entonces f es una isometria local si y solo si

Aa(f()If (2)] = A (2),
para todo z € €.
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Definiciéon 2.2.6. Una aplicacion conforme entre dos superficies rie-
mannianas My y My es una funcion f : My — My biyectiva y diferen-
ctable que preserva los dngulos con su orientacion en todos los puntos
de Ml.

Obsérvese que esta definicién de aplicacion conforme coincide con la
definiciéon que habiamos dado en el caso de superficies de Riemann si
dichas superficies tienen métricas conformes (que siempre serd nuestro
caso).

Es interesante destacar que las isometrias locales preservan las lon-
gitudes de los vectores tangentes, los angulos entre ellos e incluso su
orientacién. Ademads, dar, (f(x), f(y)) < dur (x,y) para todo x,y € M.

Consecuentemente, se tienen los siguientes resultados.

Proposicién 2.2.7. Toda isometria entre dos superficies riemannianas
f: My — Ms es una aplicacién conforme y verifica

dar, (f (), f(y)) = dary (2, y)

para todo x,y € M. Ademds, las geodésicas en Ms que pasan por f(x)
son las imdgenes de las geodésicas en M que pasan por x.

Proposicién 2.2.8. Toda aplicacion conforme entre dos superficies rie-
mannianas f : My — My que verifica dy, (f(x), f(y)) = dar, (,y) para
todo x,y € My es una isometria.

Sean M una superficie, (N,ds) una superficie riemanniana y f :
M — (N,ds) una aplicacién diferenciable. El pullback de la métrica
riemanniana ds por f es la métrica riemanniana en M, definida como

<u, v > =< (Df)au, (Df)av >10,) N

para todo u,v € T, M. El pullback de ds por f se denotard por f*(ds).

Por tanto, f : (M, f*(ds)) — (INV,ds) es siempre una isometria lo-
cal. Consecuentemente, el Teorema 2.2.5 permite deducir el siguiente
resultado.

Teorema 2.2.9. Sean Q; y Qo dominios en C y f : Q1 — (Qa,ds) una
funcion holomorfa. Si ds = Ndz| y ds* = f*(ds) = \*|dz|, entonces se
verifica

AN ()= A"(2),
para todo z € §1.
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2.2.1 Ejercicios
Ejercicio 2.2.1.1. Prueba que dq realmente define una distancia en Q.

Ejercicio 2.2.1.2. Prueba, a partir de la formula para la curvatura de
una métrica general, que la curvatura de una métrica conforme g =

. A(log \(z))
A\(2)?|dz|? viene dada por K = TTaGRE

Ejercicio 2.2.1.3. Dada una métrica conforme g = \(2)?|dz|? en Q C
C, para cada o > 0 puede definirse la métrica conforme go, = o?X(2)?|dz|?
en €.

1. Encuentra la relacion existente entre las curvaturas K(g) y K(ga)
de estas métricas.

2. Dada una curva v C Q, halla la relacion entre Ly(y) y Lg, (7).
3. Dados z,w € Q, encuentra la relacion entre dg(z,w) y dg, (2, w).

4. Halla también la relacion entre Ay(By(p,1)) y Aga(Bg, (p,ar)), y
la relacion entre Ly(0Bg(p,r)) y Lg, (0By, (p, ar)).

Ejercicio 2.2.1.4. Halla la curvatura de la métrica conforme g = \(z)?|dz|?

51 ) es el disco unidad Q =D y A(z) = T
— |z

Ejercicio 2.2.1.5. Halla la curvatura de la métrica conforme g = \(z)?|dz|?

1
si Q es el semiplano superior Q@ =T y \(z) = —.

Ejercicio 2.2.1.6. Halla la curvatura de la métrica conforme g = \(z)?|dz|?
2
I Q=CyAz)=——7.

Ejercicio 2.2.1.7. Halla la curvatura de la métrica conforme g = \(z)?|dz|?

siQ:C\{O}y/\(z):é’.
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Ejercicio 2.2.1.8. Prueba que si S y R son superficies de Riemann y
f S — R es holomorfa, entonces para todo z € S y todas las cartas
locales (V1,v1) de z y (Va,4b2) de f(z), se tiene que g o f oyt es

holomorfa en un entorno de 11(z).

Ejercicio 2.2.1.9. Prueba que si S y R son superficies de Riemann y
f 8 — R es conforme localmente, entonces para todo z € S y todas las
cartas locales (Vi,vn) de z y (Va,19) de f(z), se tiene que iy o f o 1/1;1
es conforme en un entorno de ¢1(2).

Ejercicio 2.2.1.10. ; Eziste alguna métrica conforme en C tal que Aut(C)
= Isom(C)?

Ejercicio 2.2.1.11. ;Existe alguna métrica conforme en C tal que Aut(C)

= Isom(C)?

Ejercicio 2.2.1.12. Si M y N son wvariedades, prueba que M x N
también admite una estructura natural de variedad.

Ejercicio 2.2.1.13. Prueba que si M es una superficie riemanniana, el
conjunto Isom(M) tiene estructura de grupo con la composicion.

2.3 La métrica de Poincaré en D y U.

A partir de ahora, en el disco unidad D consideramos la métrica conforme

definida por Ap(z)

= 17”2 . En el semiplano superior U consideramos
— |z

1
la métrica conforme definida por Ay(z) = —. Por tanto, los simbolos dp

y dy denotan las distancias asociadas a estas métricas, que se denominan
hiperbdlicas 6 de Poincaré, ya que hacen de D y U modelos para el plano
hiperbdolico.

El siguiente es uno de los teoremas de los que mas se ha hablado en el
siglo XX. Se cuenta que Poincaré descubrié este resultado en un instante
de “inspiracién”, justo cuando iba a subir al tranvia que le llevaria a una
excursion geolégica.
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Teorema 2.3.1. Se verifica la igualdad

Isom(D) = Aut(D) = {T(z) =l 12—_6@2 caeR a€ ]D)}.

Demostracion. La segunda igualdad es consecuencia directa del Teorema
2.1.6. Probemos ahora la primera igualdad.

Si f € Isom(D), en particular, f es una aplicacién conforme de D en
D, es decir, estd en Aut(D).

Si f € Aut(D), en particular, es biyectiva. Por tanto, como f es
holomorfa, para probar que f es una isometria basta con ver que es una
isometria local, es decir, que Ap(f(2))|f/(2)| = Ap(z) para todo z € D,
en virtud del Teorema 2.2.5. Como

4 — 1 —al?
J(z) = e T f'<z>=em(1_’a‘;')2,
se tiene que
2 2
V) =TGR =
11— =0
11— a@z|?
B 2|1 —az|?
S (1-az)(1—az)— (2 —a)(z—a)
2|1 —az|?

(T =lal?)(1 = 12%)

Consecuentemente, )\D(f(z))}f’(z)‘ = ﬁ = Ap(z) para todo z € D
y, como ya hemos visto, esto implica f € Isom(D). O

De forma parecida puede probarse el siguiente resultado, usando los
Teoremas 2.1.7 y 2.2.5.

Teorema 2.3.2. Se verifica la igualdad

Isom(U) = Aut(U) = {T(z) = Ccl,:is :a,b,e,d€R, ad — be > O}.

Hallemos a continuacién las geodésicas en D y una expresién explicita
para dp .
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Teorema 2.3.3. Las geodésicas en el disco unidad D son los didmetros
y los arcos de circunferencia contenidos en D que cortan perpendicular-
mente a la circunferencia unidad OD. Ademds, para todo a,b € D

a—b
dp(a,b) = 1ogM.
1- ‘ 1—ab

Demostracion. Veamos en primer lugar que si |z| < 1, entonces

1+|z|)

(0, 2) = log ( 2.3.1
0(0.2) =log (1 (231)
y que las geodésicas que pasan por 0 son los didmetros (euclideos) de D.
Si z € (0,1), sea y(t) una curva uniendo 0 y z. Sin pérdida de gene-
ralidad podemos suponer que 7 : [0,1] — D, con v(0) = 0,v(1) =z y

y(t) = r(t)e?®®. Por tanto, 7/ (t) = O (+'(t) + ir(t)0'(t)) y

1 1 7"/
LD(y):/O 1-?@)2 I (1 )+ir(t)9’(t)|dt2/0 12_T((tt))2 dt

/
_/( r'(t) (1) )dt
0 1—i—r(t) 1—r(t)
14+ r(t) 1+2

_log(l—r()>] log(l—z)'
Dado que la desigualdad en la expresion anterior se convierte en igualdad
si r(t) = zt, podemos concluir que (2.3.1) se verifica para z € (0,1) y
que el segmento [0,1) es una geodésica en D. Ya que las rotaciones
alrededor de 0 son isometrias en D, se tiene (2.3.1) para todo z € D y
que las geodésicas que pasan por 0 son los didmetros de D.

Si aplicamos a D cualquier f € Isom(D) con f(0) = a # 0, las
geodésicas que pasan por 0 se transforman en las geodésicas que pasan
por a, por la Proposicién 2.2.7. Como f es una transformacién de
Mobius y a # 0, las imagenes de los didmetros (que son circunferen-
cias generalizadas que cortan perpendicularmente a D) son los arcos
de circunferencia que pasan por a y cortan perpendicularmente a D (y
el inico didmetro de D que pasa por a), y estas son precisamente las
geodésicas que pasan por a. Por tanto, las geodésicas en el disco unidad

D son los diametros y los arcos de circunferencia contenidos en D que
cortan perpendicularmente a la circunferencia unidad oD.
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Ademss, si a,b € Dy f es la isometria f(z) := (z — a)/(1 — az),
entonces (2.3.1) da

b—a):l 1+|1a:abb

dp(a.b) = dp(f(a). (b)) = do (0. 7

En Los Elementos, escrito por Euclides hacia el ano 300 a. C., se ex-
ponen los conocimientos geométricos de la Grecia clasica deduciéndolos
a partir de cinco axiomas, considerados como los méas evidentes y sen-
cillos (axioma significa “lo valioso” en griego). Sélo el plano euclideo y
el plano hiperbdlico satisfacen los cuatro primeros axiomas. El quinto
axioma establece que por un punto exterior a una recta se puede trazar
una unica paralela. Este quinto axioma deja como tunica posibilidad el
plano euclideo, que es precisamente el objeto de estudio de la geometria
de Euclides. Cuando a principios del siglo XIX Gauss, Lobachevsky
y Bolyai se plantearon la posibilidad de una geometria sin el quinto
postulado, descubrieron la geometria hiperbdlica. Esta fue la primera
geometria no euclidea en aparecer histéricamente y Gauss consideré se-
riamente la posibilidad de que fuera la geometria del espacio en que
vivimos, planteando asi la cuestién de la estructura geométrica del Uni-
verso, que conduciria a la teoria de la relatividad general de Einstein.
El disco unidad con la métrica de Poincaré que acabamos de introducir
es un modelo para la geometria hiperbdlica.

De la féormula para la distancia hiperbdlica en DD se deduce inmedia-
tamente el siguiente resultado.

Corolario 2.3.4. Para todo 0 < r < 1, las bolas hiperbdlicas en D
centradas en 0 verifican

1
BD(0,10g<1+T

~1)) = D(O,r) = {lz] < }.

Se dice que una superficie riemanniana (M, g) es geodésicamente com-
pleta si toda geodésica (parametrizada con longitud de arco) tiene como
dominio toda la recta real (es decir, si toda geodésica tiene longitud in-
finita “por ambos lados”). Por el Teorema de Hopf-Rinow (ver [GHL, p.
92]) esto es equivalente a que el espacio métrico (M, d,) sea completo (es
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decir, que toda sucesién de Cauchy en M con la distancia d, asociada a
la métrica g sea convergente).

Teorema 2.3.5. La topologia de D con la métrica hiperbdlica coincide
con la euclidea, pero D es geodésicamente completo y, por tanto, un
espacio métrico completo.

Demostracion. El Corolario 2.3.4 nos dice que las bolas en ID con centro
0 son las mismas (aunque con radios diferentes) para ambas métricas.
Para cada zp € D fijo, la isometria f(z) = (z + 20)/(1 + Zoz) verifica
f(0) = 29 y, por tanto, transforma las bolas hiperbdlicas con centro 0 en
circulos euclideos que contienen a zy (aunque no estén centrados en zg),
por el Teorema 2.1.1. Consecuentemente, ambas métricas tienen bases
de entornos equivalentes. Adem4s,

L oodt 1+t71

Como las rotaciones centradas en 0 son isometrias, deducimos que todas
las geodésicas para la métrica hiperbdlica que comienzan en 0 tienen lon-
gitud infinita. Aplicando la isometria f anterior, concluimos que todas
las geodésicas para la métrica hiperbdlica que comienzan en cualquier
punto zg tienen longitud infinita. Por tanto, D es geodésicamente com-
pleto con la métrica hiperbdlica. O

0

Es facil ver que D no es una superficie geodésicamente completa para
la métrica euclidea, ya que todas sus geodésicas (las lineas rectas) tienen
longitud (euclidea) menor o igual que 2.

Finalmente probaremos que ambos modelos del plano hiperbdlico son
isométricos, es decir, que son esencialmente el mismo.

Teorema 2.3.6. Los espacios D y U con sus respectivas métricas hiper-
bolicas son isométricos.

Demostracion. Sea f: U — C la transformacién de M&bius

Z—1

f(z):z—ki'

Para probar el Teorema 2.3.6 es suficiente con demostrar que f es una
isometria de U en . En primer lugar, se tiene que f'(z) = 2i/(z + ).
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Como f(0) = -1, f(-1) =14, f(1) = —i, y —1,i,—i € ID, el Teorema
2.1.1 garantiza que f(R) = 9D, y que se tiene, o bien f(U) =D o bien
f(U) ={|z] > 1} U {oc}. Como f(i) = 0 € D, concluimos que f aplica
biyectivamente U en D.

Ya que
2 2
A "(2)] = o
2O = T
|2+
4

© = we)
= = — = Z’
2+ y+1)2—a2—(y-12 y

para todo z € U, el Teorema 2.2.5 garantiza que f es una isometria local.

Como ademads f es biyectiva, se tiene que es una isometria. O

Usando los Teoremas 2.3.3 y 2.3.6 obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.3.7. Las geodésicas en el semiplano superior U son las
semirrectas verticales y los arcos de circunferencia contenidos en U que
cortan perpendicularmente al eje real. Ademds, para todo a,b € U

la — b + |a — b|

dy(a,b) =1 e .
v(a,b) og|a_b’_|a_b’

Examinaremos a continuaciéon algunas importantes propiedades del
plano hiperbdlico que lo diferencian del plano euclideo.

Sea T un tridngulo hiperbdlico en D de lados A, B y C, y angulos
opuestos a, 3y v respectivamente. Denotemos por a, by ¢ las longitudes
hiperbdlicas de los lados A, B y C respectivamente.

Se verifican las siguientes relaciones trigonométricas hiperbdlicas:

Ley de los cosenos I: cosha = cosh bcosh ¢ — senh b senh ccos « .

senh a senh b senh c
Ley de los senos: = = .
sen o sen 3 sen -y

Ley de los cosenos II: cosy = — cosacos 8 + sen « sen § cosh c.

El teorema de Gauss-Bonnet da que Ap(T) =7 —a— (-~ >0, con
lo que deducimos que siempre la suma de los angulos de un tridngulo es
estrictamente menor que 7.

También puede comprobarse que

mr?, sir — 0,

me’, sir — oo.

Ap(Bp(z0,7)) = 4w Senh2% ~ {
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2 .
Lp(0Bp(z0,7)) = 2w senh r ~ { 212, sir — 0,

me", sir — oo.

Por el Teorema 2.3.6, los mismos resultados son ciertos para los tridngulos
y las bolas en U.

Obsérvese que, cuando r es grande, tanto el area de las bolas como la
longitud de su frontera son, aproximadamente, me”, hecho que contrasta
notablemente con el caso euclideo, en el cual

A(D(z,7)) = 7r?,
L(0D(zp,1)) = 27

Este hecho es el que propicia que en el plano euclideo se verifique la
desigualdad isoperimétrica cuadratica, 47 A(Q) < L(952)? para todo do-
minio acotado y con frontera suave (. En cambio, en el plano hiperbdlico
se verifica la siguiente desigualdad isoperimétrica lineal.

Teorema 2.3.8. En U se verifica la desigualdad isoperimétrica lineal
Ay () < Ly(09), para todo dominio acotado y con frontera suave 2 en
el semiplano superior U.

Demostracion. Usando una de las férmulas de Green se tiene

AU(Q)://Q;2dxdy://QA(log;)dxdy:/mv(log;)-n|dz|

1 1
< Vlodz:/dz:Lf)Q.
[ [ (e [iazl = [ Zjael = poon)
Por tanto, Ay(2) < Ly(09). O

Por el Teorema 2.3.6, la misma desigualdad isoperimétrica es cierta
en el disco unidad D.

2.3.1 Ejercicios

Ejercicio 2.3.1.1. Prueba que dados z,w € D, existe una isometria f
de D tal que f(z) = w.

Ejercicio 2.3.1.2. Parat > 0 sean A; el segmento euclideo que une los
puntos —1+1it y 141t, y By la geodésica hiperbolica en U que une dichos
puntos. Calcula Ly(A¢) y Ly(By).
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Ejercicio 2.3.1.3. Prueba el Teorema 2.5.2 usando los Teoremas 2.1.7
y 2.2.5.

Ejercicio 2.3.1.4. Para s > 0 sea X, el dominio en U definido por
Xs:={2z: =1 < R(2) <1, Im(z) > s}. Calcula el drea hiperbdlica del
dominio Xs.

Ejercicio 2.3.1.5. Prueba que si X es un conjunto medible de U y
B(z) = =z, entonces Ay(X) = Ay(B(X)).

Ejercicio 2.3.1.6. Prueba que si X es un conjunto medible de U y
f(2) = z+1Im(z), entonces Ay(X) = Au(f(X)).

Ejercicio 2.3.1.7. Prueba, usando el Teorema 2.3.3, que la siguiente
formula se verifica para todo a,b € D

centh? dp(a,b)  coshdp(a,b) —1 la — b|?

2 2 (1 —al)(X = [o]?)

Ejercicio 2.3.1.8. Prueba directamente que dy(i,iy) = |logy| para todo
y > 0.

Ejercicio 2.3.1.9. Usando el problema anterior, prueba que para todo

a,belU
la —b| + |a— b
dy(a,b) = 1o 2 ,
u(a,b) Ay T—p—
dy(a,b)  coshdy(a,b) —1  |a — b|?
2 a4y\&, _ U\%, —
s 2 " 4SaSh

Ejercicio 2.3.1.10. Sea v la geodésica que une 2i y 10¢ en U. Para
cada n > 2, encuentra los puntos que dividen a v en n segmentos de
igual longitud.

Ejercicio 2.3.1.11. Si C(z) = Z y v es una curva contenida en D,
prueba que Lp(y) = Lp(C(7)) = Lp(—C(7)). ¢Son C ¢ —C isometrias
en D?, ;son transformaciones conformes en D?

Ejercicio 2.3.1.12. Si C(z) = Z y v es una curva contenida en U,
prueba que Ly(y) = Ly(—=C(7)). sEs —C una isometria en U?, ses una
transformacion conforme en U?
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Ejercicio 2.3.1.13. Prueba que la aplicacion f : C — C dada por
f(2) = Z es una aplicacion que preserva las distancias, si consideramos
en C la métrica euclidea usual. Prueba también que la aplicacion f :
D — D dada por f(z) = Z es una aplicacion que preserva las distancias,
st constderamos en D la métrica hiperbolica.

Ejercicio 2.3.1.14. Prueba que para todo r > 0, la circunferencia
hiperbolica en U de centro ia y radio r es

{2 € U: dylia,z) =7} = {z+iy € U: 2> + (y —acoshr)? = a? senh?r}.

Ejercicio 2.3.1.15. Usando el ejercicio anterior, halla la circunferencia
hiperbolica en U de centro xg + iyo y radio r.

Ejercicio 2.3.1.16. Usando el Corolario 2.53.4, prueba que se verifica
la igualdad Bp(0,t) = D(0,tanh(t/2)) para todo t > 0.

Ejercicio 2.3.1.17. ;Cudl es la circunferencia hiperbolica en D de cen-
tro 0 y radio r? sY la de centro a y radio r?

Ejercicio 2.3.1.18. Prueba que
Ap(Bp(z,7)) = 4w senth ., Lp(0Bp(z,7)) = 27 senh r.

Prueba el mismo resultado en U.

Indicacién: Haz el cdlculo para z = 0, usando el Corolario 2.3.4 o el
Ejercicio 2.3.1.16. Demuestra que el resto de los casos pueden deducirse
a partir de éste.

Ejercicio 2.3.1.19. Usando el problema anterior, prueba que st se tiene
la desigualdad isoperimétrica Ap(Q) < ¢ Lp(0R2), para cierta constante
positiva ¢ y para todo dominio acotado y con frontera suave @ C D,
entonces ¢ tiene que verificar ¢ > 1.

Ejercicio 2.3.1.20. Prueba que se tiene la desigualdad isoperimétrica
Ap(92) < Lp(992) para todo dominio acotado y con frontera suave 2 C D,
usando los Teoremas 2.3.6 y 2.3.8.

Ejercicio 2.3.1.21. Usando el problema anterior, prueba que se tiene
Ap(92) < Lp(99) para todo dominio abierto acotado y con frontera suave
QcDh.
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Ejercicio 2.3.1.22. Prueba que la longitud de las semigeodésicas {iy :
ye (0,1} y{iy: ye[l,00)} en U es infinita. Deduce de ello que U es
geodésicamente completo.

Ejercicio 2.3.1.23. Sean X e Y subconjuntos de U. Si se define
dy(X,Y) = inf{dy(z,y) : x € X,y € Y},

prueba que dy(X,Y) > 0 si y sdlo si X eY tienen clausuras disjuntas.
Prueba que si X es compacto e Y es cerrado, entonces el infimo es de
hecho un minimo.

Ejercicio 2.3.1.24. Sean ~y una geodésica de U y w € U\ . Prueba
que existe un Uunico punto z € 7 tal que dy(w,~y) = dy(w, 2).

Ejercicio 2.3.1.25. Sean v el semieje imaginario positivo en U, € > 0 y
We el conjunto de puntos de U que estdn a distancia hiperbolica € de .
Prueba que W, es la union de dos semirrectas euclideas que comienzan
en 0 y que forman un dngulo 6 con . Encuentra la relacion entre el
dngulo 0 y la distancia €.

Ejercicio 2.3.1.26. Sea T' un tridngulo hiperbolico en U de lados A, B
y C. Prueba que para todo z € A se verifica dy(z, BUC) < log(1++/2).

Indicacién: Prueba que basta considerar el triangulo “ideal” en U de
vértices 0,1, 00 € JU.

Ejercicio 2.3.1.27. Deduce la ley de los cosenos I y la ley de los senos
de la ley de los cosenos I.

Ejercicio 2.3.1.28. A partir de las leyes anteriores, deduce el teorema
de Pitdgoras hiperbolico, que relaciona las longitudes hiperbdlicas de los
lados de un tridngulo rectdngulo hiperbdlico.

Ejercicio 2.3.1.29. Sea T un tridngulo hiperbdlico cuyos lados tienen
todos longitud hiperbdlica a. Prueba que los tres dngulos interiores de T
son iguales, y que si dichos dngulos son iguales a o, entonces

a o
2 cosh — — =1.
cosh 5 sen o
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Ejercicio 2.3.1.30. Sean (X, d) un espacio métrico, A C X y d,e > 0.
Se define

H;.(A):=inf { Z(diam Uj)5: Uj es una bola, A C U;Uj, diam U; < 5},

J
Hs(A):=sup Hs . (A)= lim+ Hs.(A).

e>0 e—0

Hs(A) es la medida de Hausdorff de exponente ¢ del conjunto A. Aqui,
como es natural, diam denota el didmetro referido a la distancia d.

Prueba los siguientes resultados, si 0 < d1 < da:

a) H5275(A) < 852_61H51’5(A).

b) Si Hs, (A) < oo, entonces Hs,(A) = 0.

c¢) Si Hs,(A) > 0, entonces Hg, (A) = oo.

d) sup{d > 0: Hs(A) = oo} =inf{d > 0: Hs(A) =0}.

El nimero
dim A :=sup{d > 0: Hs(A) = oo} =inf{o0 >0: Hs(A) =0}
se conoce como dimension de Hausdorff del conjunto A.

Ejercicio 2.3.1.31. Sea K un subconjunto compacto de U. ;FEuxiste al-
guna relacion entre las dimensiones de Hausdorff de K cuando se con-
sideran la distancia euclidea y la hiperbolica?

2.4 Preliminares topoldégicos y algebraicos.

Nuestro siguiente objetivo es definir la métrica de Poincaré en superficies
de Riemann, pero antes de poder definirla necesitamos recordar algunos
hechos bésicos de la teoria de espacios recubridores. Para profundizar
en este teorema puede consultarse el Capitulo 5 de [M].

Una curva cerrada en un espacio conexo por arcos X es homdtopa a
un punto o trivial si puede deformarse de forma continua en un punto
dentro de X. De forma més precisa, si v : [a,b] — X es una curva
cerrada, decimos que 7 es trivial si existe una funciéon continua F' :
[a,b] x [0,1] — X tal que F(¢,0) = v(t) para todo t € [a,b] y F(t,1) es



Teoria geométrica de funciones 63

constante. Por tanto, X es simplemente conexo si X es conexo y toda
curva cerrada en X es trivial.

Asi, por ejemplo, la circunferencia unidad JD es trivial en C pero no
es trivial en C\ {0}.

Definicién 2.4.1. Sea X un espacio topoldgico conexo por arcos y lo-
calmente conexo por arcos. Un espacio recubridor de X es un par (X, p)
donde X es un espacio topoldgico yp: X — X es una funcion continua
y sobreyectiva, y ademds se cumple que todo punto x € X tiene un en-
torno U abierto y conexo por arcos tal que p~1(U) = Uj Uj , donde {fJJ }
son las componentes conezas por arcos de p~*(U) y para cada Uj se tiene
que p[Uj : Uj — U es un homeomorfismo. Todo entorno abierto U que
satisfaga esta condicion se demomina entorno elemental. La aplicacion
p se denomina habitualmente proyeccion.

Un espacio recubridor se llama universal si es simplemente conexo, es
decir, si toda curva cerrada es trivial o, lo que es lo mismo, su primer
grupo de homotopia es trivial. El espacio recubridor universal es unico
salvo homeomorfismos.

El concepto de espacio recubridor se utiliza en ambitos muy diver-
sos, tales como Geometria Diferencial, Grupos de Lie, Superficies de
Riemann, Homotopia o Teoria de Nudos. Para aclarar este concepto
veamos un par de ejemplos sencillos.

Ejemplo: Sea p : R — S! definida por p(t) = (sent,cost) para todo
t € R. Entonces el par (R, p) es un espacio recubridor de la circunferencia
unidad S'. Todo subintervalo abierto del circulo S' puede servir como
entorno elemental. Ademds R es recubridor universal de S!, ya que R
es simplemente conexo.

Ejemplo: Si ()A(i,p) es un espacio recubridor de X, y (f/, q) es un
espacio recubridor de Y, entonces ()Nf XY, px q) es un espacio recubridor
de X x Y, donde la aplicacién p x ¢ se define como (p x ¢)(z,y) =
(p(z),q(y)) v, si U es un entorno elemental del punto z € X y V un
entorno elemental del punto y € Y, entonces U x V es un entorno
elemental de (z,y) € X x Y.

Teorema 2.4.2. Dado un espacto topolégico X conexo por arcos, local-
mente conexo por arcos, y tal que cada punto posee un entorno abierto
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simplemente conexo, existe un espacio recubridor universal ()Z', 7). Ade-
mds, ™ es una aplicacion continua y abierta que es localmente un home-
omorfismo. _

St X es una variedad diferenciable n-dimensional, entonces X también
loesymeC®(X,X). N

St X es una superficie riemanniana, entonces X también lo es con el
pullback de la métrica riemanniana en X. Entonces w es una isometria
local que verifica

dx (n(z),7(y)) < dg(z,y), @y€X,
dX(a,b):min{d;((d,l;) : 71'(&) :a,ﬂ'(g) :b}, a,be X.
Si ag es cualquier punto fijo con m(ag) = a, entonces
dX(a,b):min{d;((do,l;) : 7T(l~)) :b}, a,be X.

Si X es una superficie de Riemann (o una variedad holomorfa), X
también lo es y m es holomorfa.

Si I es el grupo de transformaciones recubridoras
I'={g: X — X homeomorfismo tal que Tog =T},

entonces el espacio cociente X /T es homeomorfo a X (y lo escribiremos
)N(/I’ = X). Ademss, I" es un grupo discreto sin puntos fijos, y es uinico
salvo conjugacion. N

Que el grupo I' sea discreto quiere decir que para todo x € X existe
un entorno U de x tal que g(z) ¢ U para todo g € T' distinto de la
aplicacién identidad (el elemento neutro de I') o, lo que es lo mismo,
que para todo € X el conjunto {g(x)}ser es un conjunto discreto.

Que I' no tenga puntos fijos significa que ningin elemento de I' distinto
de la aplicacién identidad tiene un punto fijo, es decir, que si g(z) ==
para algin g € I' y ¢ € X, entonces g es la aplicacién identidad.

Teorema 2.4.3. Sea ()~(,7r) un espacio recubridor universal de X con
grupo de transformaciones recubridoras I'. Si ()?,dso) es una superfi-
cie riemanniana y I' es, ademds, un subgrupo del grupo de isometrias
de ()Z',dso), entonces existe una métrica riemanniana ds en X tal que
m*ds = dsy. Por tanto,

dX(W(m)vﬂ-(y)) < d)?(x7y)’ x,y € X)
dX(a,b):min{d;((d,l;) : 71'((1) :a,ﬂ'(i)) :b}, a,be X.
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Si ag es cualquier punto fijo con m(ag) = a, entonces
dX(a,b):min{d (ao, ) ()—b} a,be X.

Ademas, si X = Q C C, entonces Q puede elegirse contenido en C, y
st ds = A(z)|dz| en Q y dsg = A\o(2)|dz| en Q, entonces

A7 ()7 (2)| = Mo(2) para todo z € Q.

Obsérvese que la métrica dsg en X es precisamente el pullback de la
métrica ds en X, por el Teorema 2.2.9.
Los dos resultados siguientes también nos seran utiles en el futuro.

Teorema 2.4.4 (Teorema del elevamiento, primera versién). Dados una
aplicacion recubridora universal w : X — X, un espacio simplemente
conero Y y una aplicacion continua f:Y — X, existe un elevamiento
f de f, es decir, una aplicacion continua f Y — X tal que 7rof f-

Ademds, siz € X,y €Y, fly) =z, € X y7(Z) =z, entonces puede
elegirse f con f( ) =1Z.

Teorema 2.4.5 (Teorema del elevamiento, segunda versién). Sean una
aplicacion recubridora universal m : X — X, un espacio conexo y
localmente conexo por arcos Y y una aplicacion continua f :Y — X.
Si f o~y es trivial en X para toda curva cerrada v C'Y, entonces existe
un elevamiento f de f, es decir, una aplicacién continua f:Y — X
tal que o f =f.

Ademds, siz € X,y €Y, f(y) =z,i € X yn(Z) = x, entonces puede
elegirse f con f(y) = Z.

Obsérvese que la primera version es una consecuencia directa de la
segunda, ya que si Y es simplemente conexo, entonces toda curva cerrada
v es trivial en Y y, consecuentemente, f o~y es trivial en X.

La teoria de espacios recubridores permite, entre otras muchas cosas,
probar el siguiente resultado crucial en la teoria de funciones de variable
compleja.

Teorema 2.4.6. Dada una curva vy cerrada y de clase C' a trozos en
C\ {a}, el indice de v respecto al punto a,

n(ria) = [ ©

21

3
,YZ—CZ

es igual al numero de vueltas que v da alrededor de a.
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Demostracion. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que a = 0.
Consideremos la aplicacién recubridora p : R — S! dada por

p(z) = (cos 2mz, sen 21x) = €27,

Si z = v(s) es una curva diferenciable en C\ {0}, v : [0,1] — C\ {0},

podemos considerar la curva h(s) = % en S! y su elevacién h(s) a

R. Entonces fz(l) = iL(O) -+ n para algun entero n, que es precisamente
el numero de vueltas que 7 da alrededor de 0. Teniendo en cuenta que
p(h(s)) = h(s), con h: [0,1] — S, entonces

eQﬂ'iiL(S) _ (s) = ~(s) = 62miL(S)|’Y(S)| )

y, por tanto,

¥(5) = 7O ()2 (5) + - ((s)))

Sustituyendo en la integral y, teniendo en cuenta que (1) = ~(0), se
tiene

e = ds

L S GO ORFAGIOD)
2z 2o 2y (s)]

= 5 [2mifts) + Yog( ()]
= o0 [2ri(h() - 7(0) + log( (1)) ~ og (1 (0))]
= i(271'2'71 +0)=n

2.4.1 Ejercicios

Ejercicio 2.4.1.1. Demuestra que R?\ {0} es simplemente conexo.

Ejercicio 2.4.1.2. Demuestra, como consecuencia del problema ante-
rior, que S* = {(z,y,2) € R® : 22 +y? + 22 = 1} es simplemente conezo.
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Ejercicio 2.4.1.3. Sea una ecuacion polindmica 2™ + ay_12" "1 4 -+ +
a1z + ag = 0 con coeficientes reales o complejos. Demuestra que si
lan—1] + -+ + |a1| + |ao| < 1 entonces todas las raices de la ecuacion
estan en el disco unidad D.

Ejercicio 2.4.1.4. Prueba que el plano es recubridor universal del cilin-
dro S' x R, encontrando una aplicacion recubridora.

Ejercicio 2.4.1.5. Encuentra un espacio recubridor de un toro.

Ejercicio 2.4.1.6. Prueba que si (X,p1) es un espacio recubridor de
Y, e (Y,p2) es espacio recubridor de Z, entonces (X, pa o p1) es espacio
recubridor de Z.

Ejercicio 2.4.1.7. 57 X es simplemente conexo, ;como han de ser sus
espacios recubridores?

Ejercicio 2.4.1.8. Encuentra un espacio recubridor de un “ocho” (es
decir, el espacio formado al unir dos circunferencias por un punto).

Ejercicio 2.4.1.9. Prueba que el espacio recubridor de un grafo es un
drbol.

2.5 La métrica de Poincaré en superficies de
Riemann.

Ya hemos definido la métrica de Poincaré en el disco y el semiplano su-
perior. Dado que dicha métrica serd extraordinariamente 1til, conviene
definirla en la mayor clase posible de conjuntos, y ese es el objetivo de la
presente seccién. Comencemos recordando el teorema més importante
sobre aplicaciones conformes.

Diremos que dos superficies riemannianas son conformemente equiva-
lentes si existe una aplicaciéon conforme entre ellas.

Teorema 2.5.1 (Teorema de la aplicacién de Riemann). Dado cualquier
dominio simplemente conexo Q C C existe una aplicacion conforme f :
D — Q, es decir, Q es conformemente equivalente a D (y a U).
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Ademds, fijado cualquier zg € (), existe una tal aplicacion conforme
f con f(0) = z9. Tal aplicacion f es unica si imponemos la condicion
adicional f'(0) > 0.

Consecuentemente, dados dos dominios simplemente conexos 21, Q22 C
C, existe una funcién f € H (1, Q9) biyectiva, es decir, ; y Q2 son
conformemente equivalentes.

Teorema 2.5.2 (Teorema de uniformizacién). Dada una superficie de
Riemann S, su recubridor universal S es conformemente equivalente a
C,CoD.

1. Si S es conformemente equivalente a C, entonces S también es
conformemente equivalente a C.

2. Si S es conformemente equivalente a C, entonces S es conforme-
mente equivalente al plano complejo C, al plano punteado C\ {0}
o a un toro T.

3. Si S es conformemente equivalente a D (¢ a U), obtenemos todas
las demds superficies de Riemann, que llamaremos hiperbdlicas o
no excepcionales.

Denotaremos por < g¢i,9o,...,gr > el subgrupo de las transforma-
ciones de Mobius generado por los elementos g1, g2, ..., k-

Demostracion. El primer enunciado es consecuencia del Teorema de la
aplicacién de Riemann (Teorema 2.5.1): como S es simplemente conexo,
no tiene género y debe ser conformemente equivalente a C, a C o a algtin
dominio simplemente conexo 2 & C; pero dichos dominios 2 son todos
conformemente equivalentes a .

1. Supongamos que S es conformemente equivalente a C. Observe-
mos que C sélo puede recubrirse a si mismo: sea I' un grupo
discreto tal que S = C/T; T es un subgrupo del grupo de las
transformaciones de M6bius, por la Proposicion 2.2.3. Como toda
transformacion de Mobius tiene algiin punto fijo en C (ver Ejerci-
cio 2.1.1.10) I es sélo el elemento neutro (la aplicacién identidad);
por tanto, I' = {id} y entonces S = S/{id} = S también es con-

formemente equivalente a C.
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2. Supongamos que S es conformemente equivalente a C. Entonces
I’ ha de ser un subgrupo de {T'(z) = az+b: a # 0, a,b € C}, por
la Proposicién 2.2.4.

e SiT essdlo el elemento neutro (la aplicacion identidad), I' =
{id}, entonces S es conformemente equivalente a C.

e Si I' tiene un unico generador, entonces I' es isomorfo a Z y
al grupo generado por la traslacién < z + 27¢ >. En este
caso C/T" es conformemente equivalente a C\ {0}. La funcién
exp : C — C\ {0} es una aplicacién recubridora universal
para C\ {0}, con I' =< z + 2mi >.

e Si I tiene dos generadores, entonces I' es isomorfo a Z2 y
al grupo generado por dos traslaciones < z 4+ 1,z 4+ 7 >, con
R7 # 0. Por tanto, el espacio cociente C/T" es conformemente
equivalente a un toro T.

e Si I tiene mas de dos generadores, entonces I' no es discreto,
por lo que llegamos a una contradiccién.

Por tanto, sélo estos tres tipos de superficies pueden ser re-
cubiertos por C.

3. El punto tres no necesita demostracién, ya que simplemente es-
pecifica todos los casos no tratados hasta ahora.

O]

Como ya hemos visto, la funcién exp : C — C\ {0} es una aplicacién
recubridora universal para C\ {0}, con I' =< z+27i >. Como las trasla-
ciones son isometrias para la métrica euclidea, el Teorema 2.4.3 garantiza
que podemos proyectar la métrica euclidea sobre C \ {0}, resultando:

Acvjor(e)]e*] = Ac(z) = 1.

Escribiendo w = €*, entonces Ac\ (o} (w) = 1/|w|y dsc\jo1(w) = |dw|/|w].

Si S es una superficie de Riemann hiperbdlica, denominaremos métrica
hiperbdlica o de Poincaré en S a la proyeccion de la métrica hiperbdlica
de D (o de U) mediante cualquier aplicacién recubridora universal. Como
S es conformemente equivalente a D/I", donde T es el grupo de transfor-
maciones recubridoras de un recubrimiento universal, los grupos I' que
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podemos elegir para realizar tal representaciéon son unicos salvo conju-
gacién por un elemento de Aut(D), es decir, existe una biyeccién entre el
conjunto de superficies de Riemann hiperbdlicas (salvo equivalencia con-
forme) y el conjunto de subgrupos de Aut(ID) (salvo conjugacién), que
por el Teorema 2.3.1 coincide con el grupo de isometrias de D. Como I es
un grupo de isometrias para la métrica de Poincaré de D, dicha métrica
puede proyectarse mediante m, por el Teorema 2.4.3. Esta métrica esta
bien definida, ya que I' es Unico salvo conjugacién por una isometria de
D. La métrica hiperbdlica es conforme con la euclidea (en cada carta
local), tiene curvatura K = —1 (ya que es localmente isométrica a D)
y es completa. Ademds, su métrica hiperbdlica es la tinica métrica que
verifica estas tres propiedades, como veremos en el Teorema 2.5.4.

Dada cualquier superficie no excepcional S, si # : D — S es un
recubrimiento universal de S 'y g € Aut(D), entonces mrog : D — §
es también un recubrimiento universal. Por tanto, al elegir un recubri-
miento universal, se pueden prefijar m(0) y el argumento de 7/(0) (en
una carta local fija). Entonces, dado cualquier punto p € S, existe una
aplicacién recubridora universal 7 : D — S con 7(0) = p. Por tanto,
todo punto de S tiene un entorno isométrico a un entorno del origen en
el disco unidad D.

Obsérvese que toda superficie de Riemann admite una métrica con-
forme con la euclidea, con curvatura constante, y completa. Por tanto,
siempre existe una geodésica de longitud minima uniendo dos puntos
cualesquiera (aunque no tiene por qué ser necesariamente tnica).

e SiS= C, entonces S = C, con K = 1 (ver Seccién 2.8 y Ejercicio
2.2.1.6).

e Si §=C, entonces S es C, C\ {0} 6 T, con K = 0.
e SiS=D (6U), S tiene la métrica hiperbélica, con K = —1.

Si 2 es un dominio de C y 7 : D — 2 es una aplicacion recubridora,
entonces

dalr(2) 7 ()] = T

por el Teorema 2.4.3. De igual forma, si 7 : U —  es una aplicacién
recubridora, entonces

Ao(m(2)) |7'(2)] =

VzeD,

, Vzel.

7|~
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Constituye un pequeno abuso de lenguaje el decir que la métrica de
Poincaré es una métrica conforme, ya que la propiedad de conformalidad
(conservar angulos y orientaciones), es una relacién de equivalencia entre
dos métricas. Al hablar de superficies de Riemann que estan contenidas
en el plano, que la métrica sea conforme significa que es conforme con
la métrica euclidea. Si trabajamos con una superficie general S, que la
métrica sea conforme quiere decir que cualquier carta local de S es una
aplicacién conforme local sobre el plano con su métrica euclidea.

Conviene destacar un hecho importante acerca de la unicidad de la
métrica de Poincaré: dada una variedad bidimensional orientable M,
existen infinitos atlas de superficie de Riemann para M incompatibles
(no conformes) entre si, y para cada uno de ellos existe una tnica métrica
de Poincaré. La eleccién de atlas de superficie de Riemann es equivalente
a la eleccion de una clase de métricas conformes en la superficie y, por
tanto, a la eleccion de la métrica de Poincaré.

Obsérvese que cualquier variedad riemanniana bidimensional orienta-
ble puede ser dotada de un atlas holomorfo de forma que su métrica sea
conforme con la euclidea en cada carta, considerando como cartas las
coordenadas isotermales y todas las que sean conformes con ellas.

La idea de la demostracion de un hecho tan sorprendente como la
unicidad de la métrica de Poincaré, es muy sencilla, pero necesitamos
un lema previo.

Lema 2.5.3. Si f : (D, gp) — (D, g) es una isometria, g es una métrica
conforme y gp es la métrica de Poincaré, entonces gp = g.

Demostracion. Como f es una isometria, en particular, es una aplicacién
conforme de (D, gp) en (D, g); como gp y g son métricas conformes con
la euclidea, entonces f también es una aplicacién conforme (en sentido
euclideo clasico) de D en D. Por el Teorema 2.3.1, f es una isometria de
(D, gp) en (D, gp) vy, por tanto, gp = g. O

Teorema 2.5.4 (Unicidad de la métrica hiperbdlica). Dadas dos métri-
cas completas g1,g2 en una superficie de Riemann hiperbolica S con
K = —1 y conformes entre si, entonces g1 = go. En particular, existe
una unica métrica de Poincaré en S.
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Demostracion. Obsérvese que basta probar el teorema con la hipdtesis
adicional de que g; sea la métrica de Poincaré en S, puesto que si dos
tales métricas son iguales a la métrica de Poincaré, entonces también
son iguales entre si. Supongamos, por tanto, que g; es la métrica de
Poincaré en S

Consideremos una aplicacién recubridora 7 : D — S y los pullbacks
gp v g en D por w de las métricas g1 y g2, es decir, gp = 75g1 y g =
m*go. Las métricas gp y g también son completas, conformes y tienen
curvatura K = —1. Fijemos un punto arbitrario p € S; sea ahora
z € D con w(z) = p. Si consideramos en z las respectivas coordenadas
geodésicas exponenciales para gp y ¢ (que estéan definidas en todo D) la
aplicacién identidad en dichas coordenadas locales (que, de hecho, son
coordenadas globales) es una isometria, ya que dichas coordenadas estén
completamente determinadas por la curvatura. Por tanto, el Lema 2.5.3
da que gp = g. Si proyectamos las métricas por 7 en un entorno de z,
obtenemos que g; = g2 en un entorno de p.

Como p € S es un punto arbitrario, concluimos que g; = gs. O

Acabamos esta seccién con la siguiente inesperada relacién entre el
area (con la métrica de Poincaré) de una superficie compacta y su
topologia.

Teorema 2.5.5. §i S es una superficie de Riemann compacta de género
g > 1, el Teorema de Gauss-Bonnet garantiza que Ag(S) = 4m(g — 1).

2.5.1 El céalculo de la métrica de Poincaré para algunos
dominios sencillos.

Hallemos a continuacién la métrica de Poincaré de algunos dominios
sencillos: los anillos y el disco punteado.

Proposicién 2.5.6. La densidad de la métrica de Poincaré del anillo
Ay ={weC: 1< |w| < pu} es

C 7T
con C = .
log 11

B\ —
A (W) |w| sen(clog |w]) ’



Teoria geométrica de funciones 73

2
27 .
Demostracion. Seal’ =< gz >, con g = elesr > 1. Tomando logaritmos
272
se obtiene y = eloso .
log z

Sea f(z) := e *™ g . Observemos en primer lugar que
27
[f(2)] = ePea ™% € (1,u), si argz € (0,7).

Ademas
-log z+log o

floz) = RS 2 (a)
Por tanto, se tiene que f : U — A, es una aplicacién recubridora uni-
versal y que I es el grupo de cubrimiento de f(z). Por el Teorema 2.4.3,
esto implica que

9| -

A, (F)IF ()] = du(z2) =

. o UBZ _Zﬂilog\z| .
Escribiendo w = f(z) = ™" leeve logo | se tiene

—27i 1 2 H

T AR AR Ol ol L

f'(2)

Sz
Escribiendo z en funcién de w, se tiene que

log o log w logolog|w|  (argw+2kw)logo _k _argwlogo .logolog|w|
=€ —2m = el 27 [ 27 =0 e 27 61 27

Por tanto,
3z <logalog |w]>
— =sen———),
H 27

c log o T
con = =

Aa, (w)

- |w|sen(clog |w])’ 2r  logp’

O
Proposicién 2.5.7. La densidad de la métrica de Poincaré del disco
punteado D* := D\ {0} es

1

Ape(w) = ———— .
o) |wllog 1y
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Demostracion. Sean I' =< z+1 >y w = f(z) = €*™*. En primer lugar,
1f(2)| = e 2% € (0,1) si Sz > 0.

Despejando Sz se tiene

-1
Sz=—1o z)|.
3z = o Hlog|£(2)]
Puede comprobarse facilmente que f(z) = f(z+1) y que I es el grupo de
cubrimiento de f. Por tanto, se tiene que f : U — D* es una aplicacién
recubridora universal. Por el Teorema 2.4.3, esto implica

[~

Ap=(f()If'(2)] = Au(z) =
Como f'(z) = 2wif(z), escribiendo w = f(z)

> .

I @

e?™Z  entonces 3z =

1 1 _ 2
37 108 17 ¥ A (w)27|w| = log% . Por tanto,
1
)\D*(w) = ‘w’10 i ‘
& Tul

O]

Los Ejercicios 2.5.4.2 y 2.5.4.3 proponen probar, respectivamente, los
dos siguientes resultados.

Proposicion 2.5.8. La densidad de la métrica de Poincaré del disco
D(a, R) es
2R

AD((JL,R)(Z) = R2 — ’Z — CLP .

Proposicién 2.5.9. La densidad de la métrica de Poincaré del disco
punteado D(a, R)* = D(a, R) \ {a} es

1

|z — al loglz_ia"

)‘D(a,R)* (Z)

En los Ejercicios 2.5.4.6, 2.5.4.7, 2.5.4.8 y 2.5.4.9 también se propone
el calculo de la métrica de Poincaré de diversos dominios.

Es interesante recordar aqui el famoso Teorema de Hilbert.
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Teorema 2.5.10 (Teorema de Hilbert). Ninguna superficie completa
con K = —1 admite una inmesrion isométrica en R3.

Esto significa que no podemos “ver con ojos euclideos” ninguna su-
perficie de Riemann con su métrica de Poincaré (ni siquiera ). No
obstante, la pseudoesfera muestra “cémo” es un entorno pequeno de
cualquier punto en cualquier superficie de Riemann hiperbdlica. Recorde-
mos que la pseudoesfera es una superficie no completa, definida como la
superficie inmersa en R? obtenida por la rotacién de la tractriz, y dada
por la parametrizacién

T = Senucosv,

Yy =senusenv,

U
z= logtan§ + cosu .

Conviene destacar que la métrica de Poincaré permite probar de forma
sencilla y elegante muchos teoremas dificiles de variable compleja, como
los Teoremas pequenio y grande de Picard, el Teorema de Schottky,...
como veremos en las siguientes secciones.

La siguiente subseccién la dedicaremos a la principal herramienta para
trabajar con la métrica de Poincaré.

2.5.2 El Lema de Schwarz

Lema 2.5.11 (Lema de Schwarz, segunda versién). Si f : D — D es
una funcion holomorfa, entonces

dp(f(z1), f(22)) < dp(z1, 22) para todo z1,z9 € D.

Demostracion. Supongamos en primer lugar que f(0) = 0. La Primera
versién del Lema de Schwarz da |f(z)| < |z|, para todo z € D. Como la

funcién h(t) := log % es creciente para t € [0, 1), podemos concluir que

1+ |f(z
1—[f(z

Esto implica que dp(f(z), f(0)) < dp(z,0) para todo z € D.

1+ |z
L—|z|’

log ;: <log para todo z € D.
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Supongamos ahora que f(0) # 0. Sea T(z) = 12:#(00)1; T es una
isometria de D con T'(f(0)) = 0. Entonces g = T o f es una funcién
holomorfa de D en D que verifica g(0) = 0y, por tanto, podemos concluir

que dp(T(f(2)),T(f(0))) < dp(z,0) para todo z € D.

Como T es una isometria, entonces

dp(f(2), £(0)) = dp(T'(f(2)),T(f(0)))-

Por tanto, deducimos que dp(f(2), f(0)) < dp(z,0) para todo z € D.

Dados ahora z1, 23 € D, sea S(z) = szillz; S es una isometria de D en
D con S(0) = z;. Entonces h = f oS es una funcién holomorfa de D en

D y, como ya hemos probado, dp(h(0), h(S71(22))) < dp(0, S~ (22)).

Observemos ahora que, como S™! es una isometria,

dp(0, S (22)) = dp(S™(21), 5 (22)) = dp(21, 22)

y
dp(h(0), h(57 (22))) = dp(f(5(0)), F(S(S™(22)))) = dp(f(21), f(22)).
Por tanto, dp(f(z1), f(22)) < dp(z1, 22) para todo z1, z2 € D. O

Lema 2.5.12 (Lema de Schwarz, tercera versién). Si f : D — S es una
funcion holomorfa y S una superficie de Riemann hiperbdlica, entonces

ds(f(z1), f(z2)) < dp(z1,22) para todo z1,z9 € D.

Demostracion. Consideremos una aplicacién recubridora universal 7 :
D — S. Por la primera versiéon del Teorema del elevamiento (ver Teo-
rema 2.4.4), como D es simplemente conexo, existe f : D — D tal que
mo f = f. Recordemos que la métrica de Poincaré en D es el pullback
de la métrica de Poincaré en S por 7 (ver Teorema 2.4.3).

Usando que 7 decrece distancias (ver Teorema 2.4.3) y la Segunda
versién del Lema de Schwarz para f , se tiene que

ds(f(z1), f(22)) = ds(m(f(21)), 7(f(22))) < dp(f(21), f(22)) < dp(z1,22),

para todo z1, zo € D. O



Teoria geométrica de funciones 77

Teorema 2.5.13 (Lema de Schwarz, tltima versién). Si f : S; — So
es holomorfa, con S1,S2 superficies de Riemann hiperbdlicas, entonces

ds,(f(p), f(q)) < ds,(p,q) para todo p,q € Sy.

Demostracion. Sea w : D — S7 una aplicacion recubridora universal.
Entonces fom : D — Sy y la Tercera versién del Lema de Schwarz da
que dg, (f(m(21)), f(7(22)) < dp(z1, 22), para todo z1, 22 € D.

Dados p, q € S1, existen puntos z; € 77 1(p), 2o € 7 1(q) con dg, (p, q)
= dp(z1, 22), por el Teorema 2.4.3. Por tanto,

ds, (f(p)a f(Q)) = dSQ(f(ﬂ-(Zl))a f(ﬂ-(ZQ)) < d]D(Zla 22) =dg, (p7 q)'

O

Puede probarse que si se alcanza la igualdad en el Lema de Schwarz,
entonces f es una aplicacién recubridora.

Obsérvese que el Lema de Schwarz permite acotar de manera uniforme
el crecimiento de todas las funciones holomorfas entre dos superficies de
Riemann hiperbdlicas (el Teorema 2.6.14 ilustra a la perfeccién esta
afirmacién). Por tanto, esta espectacular versién del Lema de Schwarz
justifica por si sola el estudio de la métrica de Poincaré.

Ahora podemos deducir algunas importantes consecuencias del Teo-
rema 2.5.13. Recordemos en primer lugar el siguiente famoso teorema.
Diremos que p es un punto fijo de una aplicacién f si f(p) = p.

Teorema 2.5.14 (Teorema del punto fijo). Si X es un espacio métrico
completo no vacio y f : X — X es una aplicacion contractiva, es decir,
existe r < 1 tal que d(f(p), f(q)) < rd(p,q) para todo p,q € X, entonces
existe un unico punto p € X tal que f(p) = p.

Veamos a continuacion una version del Teorema del punto fijo para
funciones holomorfas.

Teorema 2.5.15. Sea f : D — D una aplicacion holomorfa tal que su
magen tiene clausura compacta en D. Entonces, existe un unico punto
z €D tal que f(z) = z.
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Demostracion. Por hipdtesis existe un r < 1 tal que f(D) C D(0,r), y
para todo 21,22 € D se verifica dp(o(f(21), f(22)) < dp(z1,22). Pero
esta desigualdad no es suficiente para conseguir nuestro objetivo.

Obsérvese que para todo 0 < t < 72 < 1 se verifica la desigualdad
1 —t > (r? —t)/r?. Consecuentemente,

2r 2t
2 —|wl2 71— |w]2

Ap(o,r)(w) =

para todo w € D(0,7), y se tiene entonces que r Lp g ,)(7) > Lp(7y) para
toda curva vy diferenciable en D(0,7). Por tanto, 7 dp . (f(21), f(22)) >
dp(f(#1), f(#22)) para todo zi,z2 € D. Finalmente deducimos de la
ultima versién del Lema de Schwarz que

dp(f(z1), f(22)) < rdp(z1,22) para todo z1, 20 € D,

por lo que f es una aplicacién contractiva con respecto a la métrica de
Poincaré. Como el disco D dotado con la métrica de Poincaré es un
espacio métrico completo, podemos aplicar el Teorema del punto fijo
para aplicaciones contractivas, y concluimos que f tiene un tnico punto
fijo en D. O

Usando la ultima versién del Lema de Schwarz (Teorema 2.5.13) pode-
mos probar la siguiente generalizaciéon del Teorema 2.3.1.

Teorema 2.5.16. SiS1,.55 son superficies de Riemann hiperbdlicas, en-
tonces una aplicacion de S1 en Sz es una isometria (con sus respectivas
métricas de Poincaré) si y sdlo si es conforme. En particular, para toda
superficie de Riemann hiperbélica S se tiene que Aut(S) = Isom(S).

Demostracion. Sea f una aplicacion de S1 en Ss.

Si f es una isometria, entonces preserva longitudes y dngulos con sus
orientaciones y, en particular, es conforme.

Si f es una aplicacién conforme, entonces tanto f como f~! son holo-
morfas, y la ultima versién del Lema de Schwarz da

ds, (f(z1), f(22)) < ds, (21, z2)
ds, (21, 22) = ds, (f 1 (f(21)), f 7 (f(22) < ds, (f (1), f(22))
para todo z1,22 € S1. Por tanto, ds,(f(z1), f(22)) = ds,(#1,22) para

todo z1, 20 € S1. La Proposicién 2.2.8 garantiza entonces que f es una
isometria. ]
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De los Teoremas 2.5.16 y 2.2.5 se deduce inmediatamente el siguiente
resultado.

Corolario 2.5.17. Sean Q1,99 C C dos dominios hiperbdlicos y f :
Q1 — Qo una aplicacion conforme, entonces

Ao, (F) |/ (2)] = Ao, (2),  para todo z € Q.

Los siguientes resultados son “versiones infinitesimales” de la ultima
version del Lema de Schwarz (Teorema 2.5.13).

Teorema 2.5.18. Sean 1,Qs C C dos dominios hiperbdlicos y f :
Q1 — Qo una funcion holomorfa. Entonces

Ao, (FC) I/ (2)] € Moy (2),  para todo z € €.

Podemos deducir directamente el siguiente resultado:

Teorema 2.5.19. Sean 2y C Q9 C C dominios hiperbdlicos. Entonces
Aa, (2) < A, (2), para todo z € .

Demostracion. Basta aplicar el Teorema 2.5.18, tomando como f la in-
clusién de Qp en g, que verifica f'(z) = 1 para todo z € €. O

Teorema 2.5.20. Sean S1, Sy superficies de Riemann hiperbdlicas y f :
S1 — S3 holomorfa. Si~v es una curva en S1 y B es un conjunto medible
en S1, entonces se tiene Lg,(f(v)) < Ls, (7) y As, (f(B)) < Ag, (B).

Teorema 2.5.21. Sean S; C Sy superficies de Riemann hiperbdlicas.
Si 7y es una curva en S1 y B es un conjunto medible en Sy, entonces se
tiene Lg, (’Y) < Lg, ('7) Y ASQ (B) < AS1 (B)

2.5.3 Estimaciones de la métrica de Poincaré en dominios
planos

Para la mayor parte de los dominios 2 contenidos en C, el célculo
explicito de Aq es imposible, pero existen estimaciones muy buenas,
que suelen ser suficientes en los casos practicos.

En primer lugar, una aplicacién del Lema de Schwarz implica la si-
guiente desigualdad.
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Proposicién 2.5.22. Para todo dominio hiperbdlico Q2 C C se verifica

2
2@ < G gy

para todo z € Q, donde d es la distancia euclidea.

Demostracion. Sidefinimos r := d(z, 012), entonces se tiene D(z,r) C €,
y asi el Teorema 2.5.19 y la Proposicion 2.5.8 implican que

2

; - )‘D(z,r)(z) > AQ(Z)

O

El Teorema 1/4 de Koebe permite deducir el siguiente resultado, que
es un reciproco parcial de la proposicién anterior.

Proposicién 2.5.23. Para todo dominio simplemente conexo 2 C C se

tiene
1

) = 54,90y

para todo z € 2.

Demostracion. Sean zg € Q, r := d(z,09) y f una aplicacién de Rie-
mann, f : D — Q, tal que f(0) = 29. Entonces el Corolario 1.3.37
garantiza que D(z,|f’(0)|/4) C f(D) y, por tanto, |f'(0)| < 4r. Como
Xa(20)]f/(0)| = Ap(0) = 2 por el Corolario 2.5.17, deducimos que

L oap(0) 2
PO 1£(0)]

que es la desigualdad deseada. O

Y

1
AQ(ZO) Z )

Consecuentemente, en los dominios simplemente conexos se tiene que
Aa(2) v d(2,00)7! son funciones comparables. Esto es también cierto
para una clase de dominios mucho mas amplia, los llamados dominios
modulados (ver [BP]).

Veamos ahora una desigualdad muy precisa para la métrica de Poincaré
en C\ {0,1}, que se prueba en [Mi]:
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Teorema 2.5.24. Para todo z € C\ {0,1} se tiene

1
A = ol(k +1og)7])
o) = T

4
donde k = L/4) = 4.3768796. ..
472

Unas muy buenas estimaciones de Ap para un dominio plano gene-
ral fueron obtenidas por Beardon y Pommerenke en [BP]; combinando
sus ideas con la desigualdad del Teorema 2.5.24 se obtiene el siguiente
resultado:

Teorema 2.5.25. Para cualquier dominio hiperbdlico QQ C C se tiene

1 < Xa(z)d(z,09) (k+ Ba(z)) <2k + /2, para todo z € €,

I(1/4)4
donde k := (1/4) =4.376879... y
47?2

e

log ||b — a’| ‘ ©a,bed, |z—a|l= d(z,@Q)} .
Proof. Fijemos cualquier punto z € 2. Es facil probar que el infimo en

la definicién de fq(z) es, de hecho, un minimo. Elijamos, por tanto,
a,b € 0Q con |z —a|=d(z,00) y

|2 — d

falz) = |log /|-

log

Para probar la primera desigualdad, consideremos ahora la funcién
g(w) := (w—a)/(b—a). Observemos que g(2) C C\ {0,1} puesto
que a,b ¢ €2; por tanto, el Teorema 2.5.19 nos dice que A\yq)(g(z)) >
/\C\{OJ}( (z )) El Corolario 2.5.17 nos asegura que Ay q)(9(2)) = [b — q
Aa(z), y entonces el Teorema 2.5.24 nos permite concluir

1
b= alda(z) = Ag() (9(2)) = Aevo,13(9(2)) 2 l9(2)|(k + |log |g(2)|])

1 B |b — al

el (k+ | log B=at]) |z —al(k + fal2)) |
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y esto da la primera desigualdad.

Para probar la segunda desigualdad, supongamos primero que 3q(z) =
0; entonces la Proposiciéon 2.5.22 implica directamente el resultado.
Supongamos ahora que 8g(z) > 0y consideremos el anillo A := {de? <
lw — a| < 6e”}, donde § := d(z,00) = |z —a| and B := Bo(z). Si( € A,

entonces
) |z — al
I¢ —al I¢ —al

y concluimos que ¢ ¢ 9€; por tanto, AN I = &. Como z € AN,
deducimos que A C ). Consecuentemente, el Teorema 2.5.19 implica
que

e P < < e’ =

log

<

m s

T 206 2d(2,09) fa(z)’
ya que |z —a| =0 = d(z,00) y el Ejercicio 2.5.4.4 asegura que

Aa(z) < Aa(z)

™

20w — a|sen%(ﬂ+log ‘wa_‘”)

Aa(w)

2.5.4 Ejercicios

Ejercicio 2.5.4.1. Si Qy C C es un dominio hiperbdlico, f(z) = az+b
y Q= f(Q), prueba que Q es hiperbdlico y halla Aq en funcién de Aq, .

Ejercicio 2.5.4.2. Prueba que la densidad de la métrica hiperbolica en

2R
el disco euclideo de centro a y radio R es A\q(z) = ———— wusando

R? — |z — al?
el Ejercicio 2.5.4.1.
Ejercicio 2.5.4.3. Prueba que si 2 := {0 < |z — a| < R}, entonces

1
Aa(z) =
2(2) |z — a| log £

|z—al

usando el Fjercicio 2.5.4.1 y la Proposicion 2.5.7.
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Ejercicio 2.5.4.4. Prueba que si Q := {6e™P < |z—a| < §eP}, entonces

v
Qﬁ\z—alsen%(ﬁ—i—log ‘Zgal) ,

usando el Ejercicio 2.5.4.1 y la Proposicion 2.5.6.

Aa(2)

Ejercicio 2.5.4.5. Prueba que el infimo en la definicion de Bq en el
Teorema 2.5.25 es, de hecho, un minimo.
Ejercicio 2.5.4.6. Encuentra una aplicacion conforme de U en Q =

C\ (—00,0]. Comprueba que A\q(z) = ————= si z =z +1iy.
212 (|2] + )

Ejercicio 2.5.4.7. Encuentra una aplicacion conforme de U en el primer

||

cuadrante C. Comprueba que A\c(z) = — si z =z +1y.
Y

Ejercicio 2.5.4.8. Encuentra una aplicacion conforme de U en la banda
horizontal By = {z =z +1iy: 0 <y < w}. Comprueba que se verifica

B, (2) =

seny
Ejercicio 2.5.4.9. Prueba que la métrica de Poincaré de la banda hori-

zontal B, ={z=x+1iy: 0 <y <a} es Ap,(z) = i
a sen

Indicacién: Usa los Ejercicios 2.5.4.1 y 2.5.4.8.

Ty -
a

Ejercicio 2.5.4.10. Comprueba que la métrica hiperbolica del disco
punteado D* =D \ {0} tiene curvatura —1.

Ejercicio 2.5.4.11. Comprueba que la métrica hiperbdlica del anillo
A, ={2€C: 1< |2| < p} tiene curvatura —1.

Ejercicio 2.5.4.12. Prueba cudndo se alcanza la igualdad en el Lema
2.5.11:
Si f : D — D es holomorfa y existen z1,z0 € D con z1 # zo y
dp(f(z1), f(22)) = dp(z1, 22), entonces f es una isometria de D.
Indicacién: Sigue el argumento de la demostracion del Lema 2.5.11 y
usa la parte relativa a la igualdad en el Lema 2.1.4.

Ejercicio 2.5.4.13. 5i S es una superficie de Riemann hiperbdlica,
prueba que para cada p € S existe un € > 0 tal que As(Bg(p,r)) =
4m senh? L y Lg(0Bg(p,r)) = 27 senh r, para todo 0 < r < e.
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Ejercicio 2.5.4.14. Es conocido que toda superficie de Riemann com-
pacta es conformemente equivalente a la esfera de Riemann, a un toro,
o a un “toro con g asas” (con género g > 1). Prueba que una superfi-
cie de Riemann compacta es hiperbolica si y solo si es conformemente
equivalente a un toro con género g > 1.

Ejercicio 2.5.4.15. Prueba que la pseudoesfera tieme curvatura cons-
tante K = —1.

Ejercicio 2.5.4.16. Demuestra que para todo dominio hiperbdlico Q2 C
C, se tiene que lim,_ 0 Aq(z) = oo.

Ejercicio 2.5.4.17. Sea {Q,} una ezhaucion de un domino hiperbélico
Q, es decir, £y, son dominios verificando 2, C Qpy1 y Q= U2, Q. De-
muestra que \q, (z) converge uniformemente sobre compactos a Aq(z).

En conexién con este ejercicio se puede consultar el articulo [H], donde
se prueba un resultado méas fuerte que éste.

2.6 Primeros teoremas de la Teoria Geométrica
de Funciones

Uno de los problemas més importantes en la Teoria Geométrica de Fun-
ciones es determinar si existen funciones holomorfas entre dos superficies
de Riemann dadas y, en caso afirmativo, estudiar su crecimiento. Esta
seccién contiene muchos resultados que pueden situarse en este contexto.

Recordemos que una funcién u es armonica en un dominio 2 C C si
Ay =0 en . El siguiente es un resultado tan clasico como importante
en variable compleja y en ecuaciones en derivadas parciales.

Teorema 2.6.1 (Lema de Harnack). Si u es una funcidon armdnica
positiva en D y z = re'?, se tiene que
1— 0y 1
T o u(re’) < + 7"’
1+r u(0) 1—r

para todo r € [0,1), 6 € [0,27).
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Demostracion. Como es bien conocido (ver, por ejemplo, [Ts, p.143]),
una funcién armonica positiva puede escribirse como la integral de Pois-
son de una medida (positiva) p en 9D:

21 _ 7"2
u(reie) —/0 L du(p) .

1 —2rcos(6 — @) + 12 a

Como

1—r 1—r2 1—r2 1—r2 _l—i-r

— < < —
1+r 142r+7r2 = 1—-2rcos(@—¢)+r2 ~ 1—-2r+r2 1—7r’

y i es una medida positiva, se tiene que

1—1p 27 27 1—7“2
d < d
1+7r /0 ) < /0 1 —2rcos(6 — ) + 12 1)

147 [27
< /0 du(e) -

1—7r
Por tanto,
1-— . 1
- ul(0) u(re) < 5 i " u(0).
de donde se deduce el resultado, ya que u(0) > 0. ]

Si S es una superficie de Riemann, una funciéon u : S — R se dice
armdnica si para todo p € S existe una carta local (U,¢) de S con
p € U, tal que uo ¢! es arménica en p(U).

Proposicion 2.6.2. Si S es una superficie de Riemann yu:S — R es
arménica, entonces para toda carta local (V1)) de S, se tiene que uorp™!
es armdnica en (V).

Demostracion. Sean (V,1) una carta local de S'y z € (V). Como u
es armonica, existe una carta local (U, ¢) de S con ¢~1(z) € U tal que
uo ! es arménica en p(U). Comouotyp ™t = (uop 1) o(poyp™!) en
(U N V) es la composicién de una funcién holomorfa con una funcién
armoénica, entonces uot ! es arménica en un entorno de z (en (UNV))
por la Proposicién 1.1.14. Como esto se cumple para todo z € ¥(V),
entonces u o ¢! es arménica en (V). O

El siguiente resultado generaliza la Proposiciéon 1.1.14 en el contexto
de superficies de Riemann.
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Proposicién 2.6.3. Si 51,52 son superficies de Riemann, f:S1 — So
holomorfa y u : So — R armonica, entonces uo f es armonica en Si.

Demostracion. Dado p € Sy, sean (V, 1)) una carta local de Sy con f(p) €
V y (U,¢) una carta local de S; con p € Uy f(U) C V. Como f
es holomorfa, la funcién 1) o f o p~! es holomorfa en o(U). Como u
es armoénica, la funcién u o ~! es arménica en (V). Por tanto, la
Proposicion 1.1.14 da que

(wof)owp™ = (uoy™)o(ofop™t

es armonica en ¢(U). Como p es un punto cualquiera de Sy, concluimos
que v o f es armoénica en Si. O

Teorema 2.6.4 (Lema de Harnack en superficies de Riemann). Si v es
una funcion armdnica positiva en una superficie de Riemann hiperbolica
S, se tiene

e~ ds(P:9) < —U(Q) < s (P:a) para todo p,q € S.

v(p)

Obsérvese que esta es una excelente generalizacion del Lema de Har-
nack clésico, incluso si tomamos S = D, puesto que compara los valores
de v en dos puntos cualesquiera.

Demostracion. Fijemos dos puntos p,q € S. Sea m : D — S una apli-
cacion recubridora universal con 7(0) = p. El Teorema 2.4.3 garantiza
que existe un punto a € 71(q) con dp(0,a) = ds(p, q).
La funcién u = v o w es armonica y positiva en D por la Proposicién
2.6.3, y satisface
1—al < u(a) < 1+ |al
1+ al = w(0) — 1—|a|’

por el Lema de Harnack, es decir, e~ 0:@) < vlr(a)) < b (0.0) y esto es

. v(m(0))
equivalente a
e~ ds(Pa) < v(q) < eds(Pa)

v(p)
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Aunque ya disponemos de una demostracién del Teorema de Liouville
(ver Teorema 1.3.16), vamos a probarlo de nuevo, de forma tan rapida
como elegante, usando la dltima versién del Lema de Schwarz (Teorema
2.5.13).

Teorema 2.6.5 (Teorema de Liouville). Si f : C — D es holomorfa,
entonces f es constante.

Demostracion. Sean z1,2z2 € Cy R > max{|21],|22|}. Si denotamos por
Dp el disco de centro 0 y radio R, se tiene

21 % )
d(f(21), f(22)) < dpy(1,22) = do (5. 7) = 0, si B— o0,
ya que ¢g(z) = z/R es una aplicacién conforme de Dp en D.
Por lo tanto, dp(f(21), f(22)) = 0 para todo 21, 22 € C, lo cual implica

que f es constante. O

El Teorema de Liouville nos dice que las tinicas funciones holomorfas
de C en D son las constantes. Pero, de hecho, esta misma prueba permite
obtener unos resultados mucho més generales.

Teorema 2.6.6. Si S es una superficie de Riemann hiperbdlica y f :
C — S es una aplicacion holomorfa, entonces f es constante.

Demostracion. Sean z1,2z2 € Cy R > max{|z1], |22|}. Si denotamos por
Drp, el disco de centro 0 y radio R, se tiene

ds(f(z1), f(22)) < dpy(a1,22) = d( 5. 7)) = 0, si R — oo.

Por lo tanto, dg(f(z1), f(z2)) = 0 para todo z1, 22 € C, lo cual implica
que f es constante. O

Teorema 2.6.7. Si R es una superficie de Riemann no hiperbdlica, S
es una superficie de Riemann hiperbolica y f : R — S es una aplicacion
holomorfa, entonces f es constante.
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Demostracién. Si R = C, entonces el Teorema 2.6.6 implica que f es
constante.

En otro caso, se tiene que el recubridor universal R de R es R = C
y podemos considerar la aplicaciéon recubridora universal 7 : C — R.
Entonces, la funcion fonm : C — S es constante por el Teorema 2.6.6.
Dado que 7 es suprayectiva deducimos que f es constante. O

El Teorema 2.6.6, que generaliza el Teorema de Liouville, nos asegura
que las unicas funciones holomorfas de C en una superficie de Riemann
hiperbdlica son las constantes. En particular, se tiene:

Corolario 2.6.8 (Teorema pequeno de Picard). Si f : C — C\ {0,1}
es holomorfa, entonces [ es constante.

El siguiente resultado es un corolario del Teorema 1.3.21.

Teorema 2.6.9 (Teorema de la singularidad evitable). Si f : D\ {0} —
D es holomorfa, entonces f tiene una singularidad evitable en z = 0.

El Teorema grande de Picard generaliza el Teorema 2.6.9.

Teorema 2.6.10 (Teorema grande de Picard). Si f : D\ {0} — C\
{0,1} es holomorfa, entonces f se extiende a z = 0 como una funcion
meromorfa , donde tiene o bien una singularidad evitable o bien un polo.

Demostracion. Sea m : D — C\ {0,1} una aplicacién recubridora uni-
versal. Para 0 < r < 1, sea v := {|z| = r}. Si f(yy) es trivial en
C\ {0,1} para algiin r € (0,1) (y, por tanto, para todo r € (0,1)), en-
tonces, por el Teorema 2.4.5, existe una elevacion f de f, con wo f fy
f:D\{0} — D. Como f tiene una singularidad evitable en z = 0 por el
Teorema 2.6.9, entonces f también la tiene ya que 7 es biholomorfa en
un entorno de f(0) (es decir, es holomorfa e inyectiva en dicho entorno
y su inversa también es holomorfa).

Si f(7r) no es trivial en C\ {0, 1}, entonces rodea sélo a 0, sélo a 1 6
a ambos puntos. Por el Teorema 2.5.20 y la Proposicién 2.5.7 se tiene
que

|dz| 27r

L r)) < L r) = -
C\{0,1} (f(’y )) D\{O}(fy ) /|z|7" |Z’ log |71‘ rlog%

27
B 10g%

— 0, si r—0".
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Dado 0 < 6 < 1/2,sean N5 :={w € C: 6 < |w| <d7L, |w—1] > 4},
Cl={lw| >}, C2={0<|w <dtyC}:={0<]|w-1] <}
Como la métrica de Poincaré es completa, para todo j # k se tiene que
limg_ o+ dc\{071}(0j,0§) = oo. Por lo tanto, existe o > 0 tal que si
0 < d < dg, entonces dc\{oyl}(Cg,Cf;) > 1, para todo j # k.

Fijemos 0 < § < dp; como Ns es compacto, existe 0 < C(§) < 1
tal que toda curva « no trivial en C\ {0,1} que interseca Ny verifica
Leyvioay(7) = €(6).

Como lim, o+ Leygo,13(f (7)) = 0, existe r5 tal que si 0 < r < 1y,
entonces Leyfo,13(f (7)) < C(0); entonces f(v:) N N5 = @ para todo
0 < r < rs. Por lo tanto, f(v,), para todo 0 < r < rg, estd contenida o
bien en C(}, o bien en Cg , 0 bien en C’g.

Supongamos que f(7,) C C% para todo 0 < r < rs; entonces

F(D(0,75) \{0}) € {0 < [w] < 5}

para todo 0 < d < dg, por lo que lim,_,o f(z) = 0. De forma similar, si
f() C C3 (respectivamente, si f(v,) C C}), entonces lim,_g f(z) = 1
(respectivamente, lim, .o f(z) = 00).

Por tanto, f(z) tiende o bien a 0, o bien a 1, o bien a oo, cuando
z tiende a 0. Si f(z) tiende a 0 o a 1, entonces f estd acotada en un
entorno de 0, y el Teorema clésico de la singularidad evitable (Teorema
1.3.21) garantiza que f se extiende a z = 0 como una funcién holomorfa.
Si lim,_,o f(2) = oo, entonces f tiene en z = 0 un polo, por definicién.
Consecuentemente, f se extiende a z = 0 como una funcién meromorfa.

O]

Un ejemplo que muestra que f puede tener un polo en 0 bajo las
hipétesis del Teorema 2.6.10 es f(z) = 1/z.

Como corolario del Teorema grande de Picard se tiene el siguiente
resultado espectacular sobre singularidades esenciales de funciones holo-
morfas, que mejora el Teorema de Casorati-Weierstrass (Teorema 1.4.3).

Teorema 2.6.11. Sean 2 un dominio plano, a € Q y f: Q\ {a} — C
una funcion holomorfa que tiene una singularidad esencial en a. FEn-
tonces, para todo r > 0, f(D(a,r)\ {a}) contiene todos los nimeros
complejos salvo a lo sumo uno.
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Demostracion. Probémoslo por reduccién al absurdo. Supongamos que
existen € > 0y u,v € C (u # v) tal que f(D(a,¢) \ {a}) C C\ {u,v}.
Si definimos ¢(z) := f(a + €z), entonces g : D\ {0} — C\ {u,v} es
holomorfa. Definamos ahora h(z) := %; se tiene que h : D\ {0} —
C\ {0,1} es holomorfa, y el Teorema grande de Picard asegura que h
tiene una singularidad evitable o un polo en 0. Por tanto, f tiene una
singularidad evitable o un polo en a, lo cual es una contradiccién. [

Lema 2.6.12. Si la métrica ds = \(z) |dz| en Q C C satisface \(z) >
p(|z]) si 1 <|z| < rg, entonces
) ) Ry
do(Ri€', Rye'?) > / p(s)ds,
Ry

para todory < R < Ry <ro y 0 < 9,0 < 2.

Demostracion. Sea v una geodésica uniendo Rie'® y Roe™. Aunque 7o
quizés no estd contenida en el conjunto {R; < |z| < Ra}, v contiene
una curva v : [a,b] — {R;1 < |z| < Ry}, con y(t) = 7(t)e?’®, r(a) = Ry
y r(b) = Ry. Entonces,

7 (t) = PO @) +ir()e' (1), | (6)] = V(02 + ()20 ()2 = | (1),

y se tiene, ya que {R; < |2| < Ra} C {r1 < [z| < o},

b b
dQ(Rlei‘b,Rgew) :/ )\(’y(t))h/(t)‘ dt 2/ )\(r(t) 0 t))|r( )| dt

a

b R
> / p(r () (t) dt = / p(s) ds.

Ry
O
Teorema 2.6.13 (Teorema de Schottky, primera versién). Sean f :
D — C\ {0,1} holomorfa y 0 < r < 1. Eziste una constante C, que

solo depende de |f(0)| y 7, tal que |f(2)] < C para todo z € D con
|z| <r.

De hecho, puede probarse una versiéon cuantitativa de este resultado.
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Teorema 2.6.14 (Teorema de Schottky, segunda versién). Para toda
funcion holomorfa f: D — C\ {0,1} y para todo z € D se verifica la
desigualdad

B
<
£()] < Aexp (7= |Z|) ,
con A= e 438 y B :=2(log, |f(0)|+4.38), dondelog, t := max{logt,0}.

Demostracion. Observemos en primer lugar que

) _ o138 gy (2(log+ |1f£0’)z]’—|— 4.38))

> e~ 43 exp (2(log(max{| £(0)|, 1}) + 4.38))
= "% (max{|f(0), 1})* > max{|f(0)[, 1}.

B
Aexp (1 e

Por tanto, sin pérdida de generalidad podemos suponer que |f(z)| >

max{|f(0)[,1}.
Sea Q2 := C\ {0,1}. El Teorema 2.5.24 da que para todo z € Q se
tiene

1
)\Q(Z) > )
|2](4.38 + | log | 2|)
para todo z € C\ {0,1}. El Lema 2.6.12 asegura que si 1 < [f(0)] <
|f(2)], se verifica

17 (2)| dt 4.38 +log | f(2)|

do(f(2), f(0)) = /f((m (438 +log?) 8138 +log|£(0)]

Si|f(0)] <1<|f(2)], se verifica

1£(2)]
da(f(2), £(0)) > da(f(2), {lw| = 1}) 2/1 i -

138 + logt)
4.38 + log | f(2)]

~1
o8 1.38

Por tanto, en ambos casos se tiene

sz S5
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Como f es una funcién holomorfa de D en €2, la versién final del Lema
de Schwarz asegura que

da(f(2), £(0)) < dp(z,0) = log 1 i :j < logq _2‘Z| '

Por tanto,
2 - 4.38 +log | f(2)]
1—|z| =~ 4.38+1log, |f(0)]’

y despejando |f(z)| en esta desigualdad se obtiene la conclusién del
teorema. O

2.6.1 Ejercicios

Ejercicio 2.6.1.1. Si u es una funcion armonica en D, v > 0 en D
y u(0) > 0, jverifica u la conclusion del Lema de Harnack (Teorema
2.6.1)%

Ejercicio 2.6.1.2. Prueba la siguiente generalizacion del Teorema grande
de Picard: Si f : D\ {0} — C\ {a,b,c} con a,b,c tres puntos diferentes
de la esfera de Riemann, entonces f se extiende a una funcion holomorfa
de D en C, es decir, a una funcion meromorfa en D.

Ejercicio 2.6.1.3. Prueba un andlogo del Teorema de Schottky para las
funciones holomorfas f : D — C\ {0,b}, con b e C\ {0}.

Ejercicio 2.6.1.4. Prueba un andlogo del Teorema de Schottky para las
funciones holomorfas f : D — C\ {a,b}, con a,b € C ya #b.

Ejercicio 2.6.1.5. Prueba que la funcion H(t) := t(4.38 + |logt|) es
creciente para t > 0.

2.7 Meétricas ultrahiperbdlicas y aplicaciones

Lema 2.7.1 (Lema de Ahlfors-Schwarz). Si u(z)|dz| es una métrica en
D conu > 0,u € C*(D) y curvatura K (u) < —1, entonces u(z) < Ap(z).
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Demostracion. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que u €
C?%(D) ya que, en caso contrario, podemos considerar v(z) := ru(rz) con
r € (0,1), que sigue verificando K (v) < —1, demostrar el lema, y luego
hacer tender r a 1.

Sea h(z) = logu(z) —log Ap(2). Como lim,_; h(z) = —oo, h(z) tiene
un méaximo en un punto zg € D; entonces Ah(zp) < 0.
Como K(u) < —1y K(Ap) = —1, se tiene para todo z € D

u?(z) < Alogu(z), M (2) = Alog Ap(2).
Por lo tanto,
u?(20) — M (20) < Alogu(zy) — Alog Ap(zo) = Ah(zg) <0,

y se tiene que u(zp) < Ap(zo), lo que implica que h(zp) < 0. Como z
es un punto maximo para la funcién h en D, se concluye que h(z) <
h(zp) < 0 para todo z € D y, consecuentemente, u(z) < Ap(z) para todo
z € D. O

Observacién 2.7.2. De hecho, puede probarse que si u es igual a \p
en un punto de D, entonces u es igual a A\p en todo D.

Definicion 2.7.3. Se dice que una funcion f : X — R es semicontinua
superiormente si limsup,_,, f(z) < f(a) para todo a € X.

Definicién 2.7.4. Diremos que la métrica u(z)|dz| es ultrahiperbdlica
en un dominio ) si

1. u>0 en 9,
2. u es semicontinua superiormente en €,

3. para todo punto zy € Q tal que u(zg) > 0, existen un entorno V
de zy y una métrica soporte p € C?(V) tal que K(p) < -1 enV,
p(z0) =u(zo) yp<uenV.

Puede probarse el siguiente resultado.

Corolario 2.7.5. Siu(z)|dz| es una métrica ultrahiperbdlica en un do-
minio Q, entonces u(z) < Aq(z) para todo z € Q, y si u es igual a \q
en un punto de ), entonces u es igual a g en todo Q.
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Teorema 2.7.6 (Teorema de Landau). Sea 2 C C cualquier dominio
tal que d(z,0Q) < 1 para todo z € Q. Entonces, si L(2) := inf,cq \a(z)
y L :=infq L(2), se tiene que L > 1.

Demostracion. Vamos a probar que, de hecho, se tiene Aq(z) > 1 para
todo punto z € Q y para todo dominio 2 tal que d(z,99Q) < 1 para todo
z € . Definimos una funcién u en €2 como

1

U(Z) = d(z, 89) log m ’

y veremos ahora que u(z) |dz| es ultrahiperbdlica en (2.
Por definicion, u es estrictamente positiva y continua. Sean zg € €
fijo y a € 99 tales que |zg — a| = d(zp, 002); la funcién

1
p(z) = )
|z — a|log Tozal
verifica K(p) = —1, p(z0) = u(20) y p(z) < u(z) en un entorno de 2z,
ya que |z —a| > d(z,09) y H(z) = mlolg es una funcién decreciente

si z € (0,1] (recordemos que d(z,09) < 1). Por tanto, u(z)|dz| es
ultrahiperbdlica en €2, que junto con H(z) > H(1) = 1 para todo = €
(0,1], implica 1 = H(1) < u(z) < Aa(z), por el Corolario 2.7.5.

Como u no es la métrica de Poincaré de €, se tiene la desigualdad
estricta 1 < u(z) < Aq(z2). O

Se ha conseguido mejorar el Teorema de Landau (con unos argumen-
tos muy complicados) probando que L > 1. El valor de exacto de L
es desconocido, pero se conjetura que se alcanza cuando €2 es C menos
el conjunto de puntos correspondientes a los vértices de los tridngulos
equildteros de un embaldosado regular del plano (y tal que el disco
mas grande que contiene es de radio 1), y cuando z es el baricentro
de cualquiera de dichos tridngulos.

El Teorema de Landau tiene su traduccién en la teoria de funciones
holomorfas, como se muestra en el siguiente resultado.

Teorema 2.7.7. Si f : D — C es una funcién holomorfa y |f'(0)] > 2,
entonces la imagen de f contiene un disco de radio 1.
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Demostracion. Sea Q = f(ID). Si Q no contiene ningin disco de radio 1,
entonces la prueba del Teorema de Landau nos da Aq(w) > 1 para todo
w € Q. Por otra parte, Aq(f(2))|f"(2)| < Ap(z) para todo z € D por
el Teorema 2.5.18. Por tanto, |f'(0)] < Aa(f(0))]f'(0)] < Ap(0) = 2, lo
que contradice la hipotesis del enunciado. ]

Corolario 2.7.8. Si f : D — C es una funcion holomorfa, entonces la
imagen de f contiene un disco de radio |f'(0)/2].

2.7.1 Ejercicios

Ejercicio 2.7.1.1. Sea u(z) |dz| una métrica en un dominio Q C C con
u>0,u € C?Q) y K(u) < —1. Si consideramos v(z) = ru(rz) con
r € (0,1), prueba que la métrica v(z)|dz| verifica K(v) < —1 en su
dominio de definicion.

Ejercicio 2.7.1.2. Prueba que si en el Lema de Ahlfors-Schwarz (Lema
2.7.1) se alcanza la igualdad en un punto de D, entonces se tiene que u
es igual a Ap en todo .

Ejercicio 2.7.1.3. Prueba el Corolario 2.7.5, usando el Lema de Ahlfors
Schwarz (Lema 2.7.1).

. . . y 1
Ejercicio 2.7.1.4. Prueba que la funcion H(x) := Tlog T que aparece
en la demostracion del Teorema de Landau, es una funcion decreciente

siz € (0,1].

Ejercicio 2.7.1.5. Prueba que la funcién w, que aparece en la de-
mostracion del Teorema de Landau, no es la métrica de Poincaré del
dominio 2.

Ejercicio 2.7.1.6. Prueba el Corolario 2.7.8 usando el Teorema 2.7.7.

Ejercicio 2.7.1.7. Prueba un andlogo del Teorema 2.7.7 reemplazando
0 por cualquier punto zg € D fijo.
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2.8 Familias normales

Uno de los conceptos mas importantes en topologia es la compacidad.
Una forma de destacar la importancia de la compacidad es recordar el
siguiente teorema.

Teorema 2.8.1. Una funcion semicontinua superiormente (ver Defini-
cion 2.7.3) y acotada superiormente en un compacto, alcanza su valor
mdzximo en dicho compacto.

Demostracion. Denotemos la funcién por f y el compacto por K. Sean
a = sup,ex f(x) vy {an}n C K tales que f(x,) — a; como K es un
conjunto compacto, existe una subsucesion x,, — x9 € K. Entonces
a = limsup,_, f(zn,) < f(zo) < a; por tanto, f(zg) = . Conse-
cuentemente, xp es un punto maximo de f en K y f(zg) es el valor
maximo de f en K. O

Los conjuntos compactos de R™ son los conjuntos cerrados y acotados.
No obstante, hay “pocos” conjuntos compactos en espacios de dimensién
infinita: es bien conocido que una bola cerrada en un espacio de Banach
X es compacta si y solo si X tiene dimensién finita.

Cuando se trabaja con espacios de funciones se buscan topologias que
favorezcan la compacidad, como la topologia débil. También se utiliza
a menudo el concepto de familia normal.

Definicion 2.8.2. Una familia de funciones F definidas en un dominio
Q C C y con valores en C se dice normal si toda sucesion en F tiene
una subsucesion que converge uniformemente sobre todo compacto de €.

Definicion 2.8.3. Dados dos espacios métricos X eY, sea una familia
F de funciones de X en Y. Se dice que F es equicontinua si para cada
e > 0 existe un 6 > 0 tal que para todo z,w € X con dx(z,w) < J y para
toda f € F se tiene dy (f(z), f(w)) < €. Se dice que F es equiacotada
si existen M >0 yp € Y tal que dy(f(z),p) < M para todo z € X y
toda f € F.

Necesitaremos el siguiente resultado topolégico (ver [Ru] para encon-
trar una prueba).
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Teorema 2.8.4 (Teorema de Ascoli-Arzela). Sean X,Y espacios métri-
cos tales que X es compacto e Y es completo y localmente compacto.
Sea F una familia equicontinua y equiacotada de funciones de X en'Y .
Entonces F contiene una sucesion que converge uniformemente en X.

El Teorema de Ascoli-Arzela es una herramienta clave para probar que
un conjunto de funciones es una familia normal. Una de sus aplicaciones
mas sencillas es la siguiente.

Teorema 2.8.5 (Teorema de Montel, primera version). Sea F una fa-
milia de funciones holomorfas en Q tales que |f(z)| < M para todo z € Q
y para toda f € F. Entonces F es una familia normal.

La primera versién del Teorema de Montel (Teorema 2.8.5) es una
consecuencia del siguiente resultado mas fuerte.

Teorema 2.8.6 (Teorema de Montel, segunda versién). Sea F una fa-
milia de funciones holomorfas en  tal que para cada compacto K C €2,
existe una constante M > 0 con |f(z)| < Mk para todo z € K y para
toda f € F. Entonces F es una familia normal.

Obsérvese que la segunda version del Teorema de Montel (Teorema
2.8.6) es una gran mejora de la primera versién ya que, con frecuencia, las
funciones definidas en un abierto pueden comportarse mal al acercarse
a la frontera de dicho abierto.

Demostracién. Sean U, dominios que verifican que K,, = U, es com-
pacto, K, C Upt+1 v UpUy, = Q. Obsérvese que como K, es compacto,
se tiene que U, es hiperbdlico.

Sabemos que f(z) € D(0, Mk, ,) C D(0,1+ Mg, ) para todo z €
Un+1 y paratoda f € F. Por tanto, la version final del Lema de Schwarz
asegura que

dD(O,lJrMKnJrl)(f(a)a f(b)) < dUn+1 (aa b)

para todo a,b € K,, y para toda f € F; consecuentemente, se tiene que
F es equicontinua en el compacto K.

Ademas, dD(071+MKn+1)(f(z),f(0)) < dy,.,(2,0) < C para todo z €
K, y para toda f € F; por lo tanto, F es equiacotada en K.
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Consecuentemente, el Teorema de Ascoli-Arzela (Teorema 2.8.4) garan-
tiza que existe una subsucesién convergente en K,. Ahora un tipico ar-
gumento diagonal proporciona una subsucesiéon convergente en todo §2
que converge uniformemente en todo subconjunto compacto de €2: Sea
{fn} C F; acabamos de ver que existe una subsucesién de {f,}, que
denotaremos por {f!}, convergente en Ki. De igual forma, existe una
subsucesién de {fl}, que denotaremos por {f2}, convergente en K.
Por induccién se puede probar que para cada j existe una subsucesion
de { fﬂfl}, que denotaremos por {f}, convergente en K.

Comprobemos que la sucesiéon diagonal {f}'}, converge uniforme-
mente sobre compactos de 2. Dado un compacto K en 2, K estd con-
tenido en U,U, y, por compacidad, existe un ng tal que K C U,, (ya
que U,, C Up41 para todo n). Como {f/'},>n, €s una subsucesién de
{fro},,, converge uniformemente en K,, O K. O

FEjemplo: La familia F := {f : Q@ — {Rz > 0} holomorfa} es normal.
Basta considerar una aplicacién conforme g : {tz > 0} — D y la familia
F':= goF,y aplicar la primera versién del Teorema de Montel (Teorema
2.8.5).

Ejemplo: Dado un dominio simplemente conexo {29 C C, la familia
F ={f:9Q — Qo holomorfa} es normal. Basta considerar una apli-
cacién conforme g : Qg — D y la familia ' := go F, y aplicar la primera
versién del Teorema de Montel (Teorema 2.8.5).

Definicion 2.8.7. La métrica esférica en la esfera de Riemann C es la

Ly . _ 2|dz|
métrica que en el plano complejo se expresa como do = T2 Puede

probarse que para todo par de puntos z,w € C, la distancia asociada a
esta métrica es

ds(z,w) = 2arctan ‘ 12 — v

+wz !’
Como se vi6 en el Ejercicio 2.2.1.6, la métrica esférica tiene curvatura
constante 1. Un resultado importante de geometria riemanniana asegura

que las esferas son las tinicas variedades con curvatura constante positiva
(ver [Wo| para un estudio méas general sobre este tema).

Definiciéon 2.8.8. Diremos que una sucesion de funciones {g,} con va-
lores en la esfera de Riemann converge normalmente a g en un dominio
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Q C C, si converge uniformemente (con respecto a la distancia euclidea
en Q y a la esférica en la imagen de f) sobre compactos en €.

Obsérvese que si {g,} converge a oo uniformemente sobre compactos,
entonces converge normalmente a oo.

Ejemplo: Las familias Fy := {z"} y Fo = {ﬁ%} convergen nor-
malmente en {|z| < 1} y {|z| > 1}, pero no convergen normalmente en
ningin dominio que contenga un punto de JD.

Definicion 2.8.9. Una familia de funciones meromorfas F de €2 en C
se denomina normal si toda sucesion de elementos de F contiene una
subsucesion normalmente convergente.

Ejemplo: Las familias F1 := {2} y F5 := {nz} son normales en C y
en C\ {0}, respectivamente.

Si f: Q — C es meromorfa, entonces

2P
Fo= i mep ™

Por tanto, f : C — C es una isometria para la métrica esférica si y sélo
si se verifica ,
1f'(z)] 1

LH[f(2)2 1+ ]z

Observacién 2.8.10. Obsérvese que para toda funcién holomorfa f se
tiene

2(1) ) 2)f(2)

L+[(5) P T+

Teorema 2.8.11 (Teorema de Marty). Sea F una familia de funciones
meromorfas en . Si para cada compacto K C §Q existe My tal que

2|f'(=)|
———— < Mg para todo z € K y toda f € F,
L+[f(=)]?

entonces F es normal.

El reciproco del Teorema de Marty también es cierto (ver [Krl] para
encontrar una prueba).
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Demostracion. Sea D un disco cerrado contenido en Q. Si~y : [a,b] — D
es una curva rectificable, la longitud esférica de f o~y es

Y 2] b B
Ls(f o) -—/a T+ [f ) Y ()| dt < MD/Q |7 (t)|dt = MpLc(7),

para toda f € F. Si elegimos como « el segmento euclideo que une
z,w € D, entonces f o~ es una curva uniendo f(z) y f(w); por tanto,
se tiene que

dg(f(2), f(w)) < Lg(f o) < Mplz — w)

para todo z,w € D y para toda f € F.

Entonces F es equicontinua en D. También es equiacotada en D, ya
que C es compacta. Ahora, si K es cualquier subconjunto compacto
de €2, entonces K puede cubrirse con un numero finito de discos D
como los anteriores. Consecuentemente, F es equicontinua y equiaco-
tada (de K con su métrica euclidea en la esfera de Riemann C con su
métrica esférica) y, por el Teorema de Ascoli-Arzela (Teorema 2.8.4),
dada cualquier sucesién {f,}, C F, existe una subsucesién uniforme-
mente convergente en K. El tipico argumento diagonal proporciona una
subsucesién que converge uniformemente en todo subconjunto compacto
de €, por lo que F es una familia normal. ]

Observacioén 2.8.12. Observemos que la normalidad es equivalente a la
equicontinuidad con la métrica esférica, ya que C es un espacio acotado
con la métrica esférica.

Teorema 2.8.13 (Teorema de Montel, tercera versién). El conjunto
F={f:Q—C\{a,b,c}/ f es meromorfa}
es una familia normal.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que {a, b, ¢}
= {0,1,00}, ya que en otro caso podemos componer con una transfor-
macién de Mobius apropiada (que es un automorfismo de la esfera de
Riemann), por la Proposicién 2.1.2. Por tanto, todas las funciones de F
son holomorfas.

Fijemos cualquier disco cerrado D(zp,r) C €. Elijamos ahora una
constante R > r tal que D(zp, R) C 2.
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Para todo z € D(z9, R) y para toda f € F, se tiene por el Teorema

2.5.18 que Acy (0,13 (f(2))|f'(2)| < Ap(zo,m) (2)-
Recordemos que si d denota la distancia euclidea, la funcién beta de
Beardon y Pommerenke verifica

2 —al

fevtony ¢) = inf {flog E =21+ 0, € 0,13, J2 = o] = (e, 0.1
= llogd(zv{()?l})‘

Por tanto, el Teorema 2.5.25 asegura que

1
z,{0,1}) (4.38 + | log d(z, {0,1})])

A >
c\{0,13(2) = i

para todo z € C\ {0, 1}.
Si definimos s(w) := 2/(1 + |w|?), entonces
s(w)  _ 2d(w,{0,1}) (4.38 + |log d(w, {0,1})|)
Aevioy(w) ~ 14 [w|?

para todo w € C\{0,1}. Por tanto, esta claro que s(w)/Ac\ (0,13 (w) — 0
si w tiende a 0,1 6 oo, y consecuentemente, existe una constante M tal
que s(w) < MAg\(o,1}(w) para todo w € C\ {0, 1}.

Por tanto,

/

F2) = 2 < 0o () 1) < M o)
para todo z € D(zg, R) y para toda funcién f € F.
Entonces f estd acotada en cada disco compacto D(zg,r) contenido
en ) con una cota independiente de f € F. El argumento usual de
compacidad garantiza que f estd acotada para toda f € F en cada
compacto contenido en ). Entonces, por el Teorema de Marty podemos
concluir que F es normal. 0

De forma inmediata se deduce el siguiente resultado.

Corolario 2.8.14. La familia F := {f : @ — C\{a, b}/ f es holomorfa}
es normal.
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2.8.1 Ejercicios

Ejercicio 2.8.1.1. Prueba que el eje real es una geodésica para la métrica
esférica.

Ejercicio 2.8.1.2. Prueba que T(z) = ¢z yT(2) = € /2 son isometrias
para la métrica esférica.

Ejercicio 2.8.1.3. Prueba que todas las rectas del plano complejo que
pasan por 0 son geodésicas para la métrica esférica.

Ejercicio 2.8.1.4. Encuentra todas las transformaciones de Mobius que
son isometrias para la métrica esférica.

Ejercicio 2.8.1.5. En la esfera de Riemann se define la proyeccién
estereografica como

2z 2y 2 )

P ) ::< ) s L T
(@y) 1+22+y2" 1422 4 y2 1+a22+y?

Prueba que para todo par de puntos z,w € C, la distancia esférica
dy(z,w) es la distancia (a lo largo del circulo mdzimo sobre la superficie
de la esfera) de p(z) a p(w). Demuestra que esta distancia es

Z—w

do(z,w) = 2arctan‘ — .
+wz

2.9 La distancia de Kobayashi

Dado que la métrica de Poincaré juega un papel tan importante en la
teoria de funciones de una variable compleja, resulta natural preguntarse
si existird un analogo para dimensiones superiores. Ese andlogo es la
distancia de Kobayashi. En esta seccién veremos los resultados mas
elementales sobre la distancia de Kobayashi; si se desea profundizar en
este tema, una lectura obligada es el libro del propio Kobayashi [Ko],
aunque conviene destacar que, motivado por su humildad, denomina
“una pseudodistancia invariante” a la distancia de Kobayashi.

Sean M una variedad holomorfa (es decir, una variedad en la que
los cambios de carta son funciones holomorfas) y p, ¢ dos puntos en M.
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Elegimos puntos pg, p1, - - ., Pn, tales que p = po ¥ ¢ = pn, v aplicaciones
fj : D — M holomorfas tales que f;(0) =p;—1y fj(a;) = p;, para algin
a;j € Dy para todo j =1,...,n.

Denotemos por pp la distancia de Poincaré en ID. Definimos la dis-
tancia de Kobayashi en M entre los puntos p,q € M, y la denotaremos
por ds(p, q), como el infimo de las cantidades 2?21 pp(0,a;), donde el
infimo se toma para toda eleccién de puntos y aplicaciones holomorfas
asociadas a dicha eleccion.

Queremos destacar que constituye un pequenio abuso de lenguaje lla-
mar distancia de Kobayashi a djs;. La funciéon djps es, de hecho, una
pseudodistancia (es decir, verifica dys(p,q) = dar(q,p) > 0 para todo
p,q € My dy(p,r) < da(p,q) + da(g,7) para todo p,q,r € M) pero,
en general, si p # ¢ no se tiene das(p,q) > 0.

La variedad M se dird hiperbélica (en sentido de Kobayashi) si la
igualdad dps(p,q) = 0 implica que p = ¢, es decir, si djs es realmente
una distancia.

Aunque esta notaciéon para las distancias de Poincaré y Kobayashi
pueda parecer inconsistente con la de las secciones anteriores, veremos
en breve que esto no es asi, ya que el Teorema 2.9.7 nos dice que, de
hecho, ambas coinciden no sélo en D, sino en todas las superficies de
Riemann hiperbdlicas. Consecuentemente, esta definicién de hiperboli-
cidad coincide con la que hemos estado utilizando, si la variedad M es
una superficie de Riemann.

Una prueba de lo “bien disenada” que esté la distancia de Kobayashi
es que permite probar, sin apenas esfuerzo, la siguiente generalizacién
del Lema de Schwarz.

Teorema 2.9.1 (Lema de Schwarz-Kobayashi). Dadas M, N variedades
holomorfas y una funcion holomorfa f: M — N, entonces

dn(f(p), f(@)) < dum(p,q)

para todo p,q € M.

Veremos en el Teorema 2.9.12 que, ademaés, dys es la mayor pseu-
dodistancia que verifica la correspondiente generalizacion del Lema de
Schwarz.
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Demostracion. Dados dos puntos cualesquiera p,q € M, consideremos
puntos po,p1,...,Pn CON P =Py y ¢ = pp. Sean f; : D — M funciones
holomorfas tales que f;(0) = p;j—1y fj(a;) = p; paraj =1,...,n. Con-
siderando ahora los puntos f(po),..., f(pn) en N y las funciones holo-
morfas gj := fo f; : D — N, se verifica f(f;(0)) = f(pj—1), f(fi(a;)) =
f(pj), v se tiene

dn(f(p), F(@) <Y pn(0, ay).
j=1

Tomando ahora el infimo sobre dichas particiones, obtenemos

dn(f(p), f(@)) < du(p,q)
para todo p,q € M. O

Una aplicacién f : M — N entre dos variedades holomorfas se dice
biholomorfa si es biyectiva y tanto ella como su inversa son holomorfas.

Corolario 2.9.2. Toda aplicacion biholomorfa f : M — N entre dos
variedades holomorfas preserva la distancia de Kobayashi, es decir,

dn(f(p), f(9)) = dum(p,q)

para todo p,q € M.

Teorema 2.9.3. Dada cualquier aplicacion recubridora holomorfa w :
M — N entre dos variedades holomorfas, p,q € N yp € M con w(p) =
p, se tiene

dn(p,q) = inf {dr(5,0) : (@) = q.

Demostracion. Ya que 7 es holomorfa, para todo § € M con 7(§) = ¢
se tiene que

dn(p,q) = dn(n(p), () < dn (P, 9);

por el Lema de Schwarz-Kobayashi (Teorema 2.9.1), y basta tomar el
infimo en ¢ para obtener una de las dos desigualdades que necesita-
mos. Para probar la otra desigualdad, razonaremos por contradiccién.
Supongamos que existe € > 0 tal que dy(p,q) + ¢ < inf dp(p,G). En-
tonces existen puntos pg,p1,...,Pn €n N, tales que p =py vy ¢ = pp, v
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aplicaciones f; : D — N holomorfas tales que f;(0) = p;—1y fj(a;) = pj,
con

> pp(0,a5) < dn(p,q) +¢
j=1

Por tanto,

ZpD 0,aj) < mfdM(p, q) .
j=1

Por otra parte, elevemos cada f; (por el Teorema 2.4.4) a f] :D—- M
con o fj = f; para cada j = 1,...,n, de tal forma que p = fl(O) y
fi(aj) = fi11(0) para j = 1,. .,n—1. Si definimos g := fn(ay), se tiene
que 7(q) = q ya que w(q) = ( n(an)) = fulan) = q. Entonces,
n
) < pp(0 CLJ
7j=1

Por tanto,

mfdM (p,q) < pp(0,a;),
j=1

lo que nos da una contradiccion. O

El infimo en el Teorema 2.9.3 es, de hecho, un minimo para las superfi-
cies de Riemann. Sin embargo, si la variedad holomorfa tiene dimensién
mayor que dos (o dimensién compleja mayor que uno) no esté claro
cuando se alcanza o no el infimo en el Teorema 2.9.3.

Probemos ahora que las distancias de Poincaré y de Kobayashi coin-
ciden en el disco unidad.

Proposiciéon 2.9.4. Sean pp la distancia de Poincaré y dp la distancia
de Kobayashi en D. Entonces dp = pp.

Demostracion. Dados dos puntos p, g € D, consideramos pg, p1,...,Pn €
Dconp=poyq=p, Paracadaj=1,...,n,sea f; : D — D una
funcién holomorfa tal que f;(0) = pj—1 y fj(a;) = p;. Por el Lema de
Schwarz se verifica

po(pj-1,p5) = pp(f;(0), fi(a;)) < pp(0, a;).
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Por tanto,

n n
po(0:q) <> po(i-1,05) <Y po(0,a;)
=1 j=1

y, consecuentemente, pp(p,q) < dp(p,q).
Consideramos ahora la aplicacién 7' : D — D definida como T'(z) :=

f_}i. Por tanto, T'(p) = 0 y, si definimos a := T'(q), se tiene

dp(p,q) < pp(0,a) = pp(T'(p), T(q)) = pp(p,q)-

Consecuentemente dp(p,q) < pp(p, q).
Juntando ambos resultados se concluye que dp(p,q) = pp(p,q) para
todo p,q € D. O

Teniendo en cuenta el Teorema 2.9.3 y la Proposiciéon 2.9.4, podemos
concluir lo siguiente:

Proposiciéon 2.9.5. Toda superficie que tiene a D como recubridor uni-
versal es hiperbdlica (en sentido de Kobayashi) y, ademds, su distancia
de Kobayashi coincide con su distancia de Poincaré.

También se verifica el siguiente resultado.

Proposicién 2.9.6. Las superficies de Riemann excepcionales (es decir,
las que no tienen a D como recubridor universal) no son hiperbdlicas
en sentido de Kobayashi. De hecho, sus métricas de Kobayashi son
idénticamente cero.

Demostracion. Para probar que dc = 0, es suficiente demostrar que
dc(0,1) = 0, ya que las aplicaciones T'(z) = az + b son biholomorfas y,
por el Corolario 2.9.2, conservan la distancia de Kobayashi. La funcién
f(2) = Rz verifica f : D — C, f(0) = 0y f(1/R) = 1; por tanto,
dc(0,1) < dp(0,1/R) para todo R > 1, y haciendo tender R a infinito
se deduce que dc(0,1) = 0.

Para probar que dz = 0 se aplica el mismo razonamiento, reem-
plazando T'(z) = az + b por T'(z) = (az + b)/(cz + d).

Como C es el recubridor universal para el plano “punteado” C* =
C\ {0}, y los toros T, por el Teorema 2.9.3 y el resultado dc = 0, se
tiene que dc» =0y dr = 0. 0
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Podria decirse de manera informal que la distancia en C es cero porque
“existen discos muy grandes” centrados en el mismo punto.

Las Proposiciones 2.9.5 y 2.9.6 permiten deducir el siguiente resultado.

Teorema 2.9.7. Una superficie de Riemann es hiperbdlica en sentido
de Poincaré (es decir, tiene a D como recubridor universal) si y solo
si es hiperbdlica en sentido de Kobayashi. Ademds, si la superficie
es hiperbolica su distancia de Kobayashi coincide con su distancia de
Poincaré.

Corolario 2.9.8 (Teorema pequeno de Picard). Si f : C — M es
una funcion holomorfa y M es una variedad hiperbolica, entonces f es
constante.

Demostracion. Para todo par de puntos p,q € C se verifica que

du(f(p), f(q)) < de(p, q) = 0.

Por tanto, se tiene que f(p) = f(q) para todo par de puntos p,q € C v,
consecuentemente, f es constante. ]

El mismo argumento usado en la prueba del Corolario 2.9.8 prueba
de hecho el siguiente resultado.

Teorema 2.9.9. Si f : S — M es una funcion holomorfa, M es una
variedad hiperbdlica y S es una superficie no hiperbdlica, entonces f es
constante.

Esto es “casi” una caracterizacion de las variedades complejas hiperbé-
licas, pero necesitamos algo mas.

Teorema 2.9.10 (Teorema de Brody). Sea M una variedad compleja
compacta. Entonces, M es hiperbdlica si y solo si las unicas funciones
holomorfas de C en M son las constantes.

Existen ejemplos que prueban que la hipotesis de compacidad es ab-
solutamente necesaria en el Teorema de Brody.

Probemos ahora la “maximalidad” de la pseudodistancia de Kobayashi.
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Teorema 2.9.11. Sean M una variedad compleja y dpr una pseudodis-
tancia en M tal que

5u(f(a), f(B) < dnfa,b) ¥ f € HD,M), YabeD.
Entonces dni(p,q) < dpr(p,q) para todo p,q € M.

Demostracion. Consideremos los puntos pg, p1, - - ., pn tales que p = po
y ¢ = pn y las aplicaciones holomorfas f; : D — D con f;(0) = pj—1 ¥
fj(a;) = p; para j =1,...,n. Entonces

on(pra) <D 0m(pjo1p5) = Y on(£5(0), fi(a5)) <> dn(0,ay).
j=1 j=1

j=1
Por tanto, o (p,q) < inf { =0, dn(0,a;)} = dus (p, q). =
El Teorema 2.9.11 permite deducir directamente el siguiente resultado.

Teorema 2.9.12. Sea §r una pseudodistancia definida en toda variedad
holomorfa R, tal que para todas las variedades holomorfas M, N se tiene

on(f(a), f(b)) <Om(a,b) ¥V feHMN), VabeM,

y ademds ép < dp. Entonces para toda variedad holomorfa M se verifica
o < dyg.

Los Teoremas 2.9.11 y 2.9.12 prueban que la pseudodistancia de Koba-
yashi es la mayor entre todas las posibles pseudodistancias que satisfacen
la correspondiente version del Lema de Schwarz. Es muy interesante que
la pseudodistancia de Kobayashi sea lo mayor posible para que tenga
mas posibilidades de ser, de hecho, una distancia. Existen otras pseu-
dodistancias ttiles que verifican la correspondiente versién del Lema
de Schwarz, como la de Carathéodory, pero como acabamos de ver, es
menor o igual que la de Kobayashi.

Para finalizar esta seccién, vamos a probar un ultimo resultado sobre
no existencia de funciones holomorfas. Para probarlo necesitamos el
siguiente resultado que generaliza el Teorema de la aplicacién abierta
(Teorema 1.3.30).
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Teorema 2.9.13 (Teorema de la aplicacién abierta en variedades holo-
morfas). Si f : M — S es una funcion holomorfa no constante, donde
M es una variedad holomorfa y S es una superficie de Riemann, en-
tonces f es una aplicacion abierta, es decir, la imagen por f de todo
abierto contenido en M es un conjunto abierto de S. FEn particular,
f(M) es un conjunto abierto de S.

Demostracion. Obsérvese que basta con probar que dado cualquier punto
p € M existe un abierto en S que contiene a f(p) y que esta contenido
en f(M).

Dado p € M, existen (U, ¢) carta local de M conp € Uy (V,9) carta
local de S con f(p) € V. Sea U’ un entorno abierto de p contenido
en U tal que f(U') C V. Por tanto, o foo~t: oU") — (V) es
una funcién holomorfa de varias variables no constante. Entonces existe
al menos una de las variables en la que ¥ o f o ¢! no es constante,
y aplicando el Teorema de la aplicacién abierta (Teorema 1.3.30) en
esa variable, tenemos que (1 o f o p N (p(U’)) = ¥(f(U’)) contiene
un entorno abierto de 1(f(p)) en (V). Por tanto, f(U’) contiene un
entorno abierto de f(p) en S. O

Teorema 2.9.14. Sea f: M — S holomorfa, donde M es una variedad
holomorfa compacta y S es una superficie de Riemann no compacta.
Entonces f es constante.

Demostracion. Argumentaremos por contradiccion; por lo tanto, supo-
nemos que f no es constante. Como f es una aplicacién abierta por el
teorema anterior, se tiene que f(M) es abierto; como f es continua 'y M
compacta, entonces f(M) es compacto. Por lo tanto, f(M) es abierto
y cerrado. Teniendo en cuenta que f(M) # S por no ser S compacta,
y f(M) # @, llegamos a una contradiccién por ser S conexa. Podemos
concluir, por tanto, que f es constante. ]

El mismo argumento de la demostracién del Teorema 2.9.14 permite
probar el siguiente resultado més general.

Teorema 2.9.15. Sean dos espacios topologicos X,Y tales que X es
compacto e Y es conexo y no compacto. Entonces no existen funciones
f: X =Y continuas y abiertas.
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2.9.1 Ejercicios

Ejercicio 2.9.1.1. Sean A una matriz n X n con coeficientes complejos
y determinante no nulo, b € C"* y f(z1,...,2n) = (21,...,2n)A+b. Si
Q es un dominio de C", prueba que f(£2) es hiperbdlico si y sdlo si Q es
hiperbalico.

Ejercicio 2.9.1.2. Prueba que dp; es una pseudodistancia en cualquier
variedad holomorfa M .

Ejercicio 2.9.1.3. Si M es una variedad holomorfa hiperbdlica y My es
cualquier dominio contenido en M, prueba, usando el Lema de Schwarz-
Kobayashi (Teorema 2.9.1), que My también es una variedad holomorfa
hiperbdlica.

Ejercicio 2.9.1.4. Prueba el Teorema 2.9.9 usando el argumento de la
demostracion del Corolario 2.9.8.

Ejercicio 2.9.1.5. Prueba el Teorema de Brody (Teorema 2.9.10) en el
caso de superficies de Riemann.

Ejercicio 2.9.1.6. Si M y N son variedades holomorfas, prueba que
M x N también admite una estructura natural de variedad holomorfa.

Ejercicio 2.9.1.7. Si M y N son variedades holomorfas, prueba que

dyxn ((p1,p2), (91, 92)) < drp(p1, 1) + dn(p2, 42)
para todo (p1,p2),(q1,q2) € M x N.

Ejercicio 2.9.1.8. Si M y N son variedades holomorfas, prueba que

drvrxn ((p1,p2), (41, 62)) > max {dr(p1,q1), dn (P2, q2) }
para todo (p1,p2), (q1,q2) € M x N.

Ejercicio 2.9.1.9. Usando los problemas anteriores, prueba que si M
y N son variedades holomorfas, entonces M x N es hiperbolica si y solo
st M y N son hiperbolicas.

Ejercicio 2.9.1.10. Prueba que si Si,...,S, son superficies de Rie-
mann hiperbdlicas, entonces la variedad holomorfa S1 X --- X S, es
hiperbdlica. En particular, el polidisco D™ :=D x --- x D es hiperbdlico.
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Ejercicio 2.9.1.11. Prueba que st M es una variedad hiperbolica, en-
tonces la variedad holomorfa M x C no es hiperbolica. En particular,
C™ no es hiperbdlica.

Ejercicio 2.9.1.12. Prueba que

dpxn ((p1,p2), (41, ¢2)) = max {dp(p1,q1), dp(p2, ¢2) }

para todo (p1,p2), (q1,q2) € D x D.

Ejercicio 2.9.1.13. Prueba que si D™ es el polidisco D" :=D x --- x D,
entonces

d]D)"((pl)°"apn))(ql)"'aQTL)) = max {d]D)(p])qj) : j: 17"'7”}

para todo (p1,...,pn),(q1,...,qn) € D™

Ejercicio 2.9.1.14. Usando los ejercicios 2.9.1.8 y 2.9.1.13, prueba que
cualquier bola en C™ centrada en el origen y con radio suficientemente
pequeno es hiperbdlica.

Ejercicio 2.9.1.15. Usando los ejercicios 2.9.1.1 y 2.9.1.14, prueba que
cualquier bola en C" es hiperbdlica.

Ejercicio 2.9.1.16. Usando los ejercicios 2.9.1.8 y 2.9.1.15, prueba que
cualquier dominio acotado en C" es hiperbdlico.

Ejercicio 2.9.1.17. Prueba el Teorema 2.9.15 usando el argumento de
la demostracion del Teorema 2.9.14
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Capitulo 3

Otros resultados sobre
singularidades evitables

En este capitulo se exponen resultados mas sofisticados sobre singula-
ridades evitables. Algunos de estos teoremas se probaron recientemente
en [R], [Sh] y [Su].

3.1 Introduccion y enunciado de los resultados

Como ya se ha comentado, uno de los problemas fundamentales de la
teoria geométrica de funciones es el estudio de la existencia de funciones
holomorfas entre dos superficies de Riemann dadas.

En este contexto podemos ver los teoremas de Liouville y de Picard:

Teorema 3.1.1 (Teorema de Liouville). Las dnicas funciones en H(C, D)
son las constantes.

Teorema 3.1.2 (Teorema pequeno de Picard). Las dnicas funciones en
H(C,C\{0,1}) son las constantes.

Es evidente que el Teorema de Liouville se deduce del Teorema de
Picard. Existen dos teoremas de los que pueden deducirse los anteriores
(recordemos que D* := D\ {0}):

Teorema 3.1.3 (Teorema de la singularidad evitable de Riemann). Si
f € HD*,D) entonces f se extiende a una funcion de H(D,D).

113
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Teorema 3.1.4 (Teorema grande de Picard). Si f € H(D*,C\ {0,1})
entonces f se extiende a una funcién de H(D,C).

Ya que nunca va a crear confusion, se denotard de igual forma a una
funcién y a su extension holomorfa.

En este caso también el Teorema de Riemann se deduce del Teorema
grande de Picard.

A su vez, estos teoremas pueden generalizarse mucho més:

El Teorema grande de Picard puede ser probado de forma muy ele-
gante usando la métrica de Poincaré de C\ {0,1} (ver Teorema 2.6.10),
y de los argumentos usados en esa demostracién pueden deducirse varios
resultados:

Corolario 3.1.5. Sea f € H(D*,S) donde S es una superficie de Rie-
mann hiperbdlica. Supongamos que para alguna sucesion {z,} conver-
gente a 0 se tiene que la sucesion imagen { f(zn)} converge a algin punto
p € S. Entonces puede definirse f(0) = p y se tiene f € H(D, S).

Corolario 3.1.6. Si f € H(D*,S) donde S es una superficie de Rie-
mann hiperbolica y si se verifica una de las dos condiciones siguientes:
(a) S no es compacta y f(D*) es relativamente compacto,
(b) S es compacta,
entonces f se extiende a una funcion de H(D,S).

En [Ro] se prueba el teorema que resuelve por completo esta cuestion:

Teorema 3.1.7. Sea f € H(D*,S) donde S es una superficie de Rie-
mann hiperbolica. Entonces se verifica una de las dos siguientes afirma-
clones:

(i) f puede extenderse a una funcion de H(D, S),

(ii) S estd contenida en otra superficie de Riemann R = S U {p} de
tal forma que si definimos f(0) = p, entonces f € H(D, R).

Si se pretende generalizar el teorema de la singularidad evitable de
Riemann en la otra direcciéon posible, es decir, buscar conjuntos F que
se puedan quitar a D en lugar de {0}, de forma que el teorema de
Riemann continte siendo cierto, es necesario introducir el concepto de
capacidad analitica. Para entender mas a fondo el problema conviene
hablar de conjuntos nulos, en el sentido de Painlevé.
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Un subconjunto compacto £ C C es un conjunto nulo si las tnicas
funciones holomorfas y acotadas en C\ E son las constantes.

El Teorema de la aplicacién de Riemann muestra que si un compacto
FE contiene un conexo cerrado con més de un punto, entonces £ no es un
conjunto nulo. Por tanto, un conjunto nulo es totalmente disconexo. A
partir de ahora sélo se consideraran compactos E totalmente disconexos.

También existe una condicién suficiente.

Proposicién 3.1.8. Si E es un compacto con Hi(E) = 0, donde Hy
es la medida de Hausdorff unidimensional (ver Ejercicio 2.3.1.30), en-
tonces E es un conjunto nulo.

Se sabe que existe un compacto E con Hi(F) = 1, que es un conjunto
nulo.

Sin embargo, esta condicién suficiente (H;(E) = 0) es una caracteri-
zacién en el caso de que E esté contenido en una curva rectificable.

También se ha probado que si dim £ > 1 entonces F no es un con-
junto nulo, donde dim denota la dimensién de Hausdorff (ver Ejercicio
2.3.1.30).

La relacion entre conjuntos nulos y la generalizacion del teorema de
Riemann viene dada por el siguiente resultado.

Proposicién 3.1.9. Sea E un compacto. E es un conjunto nulo si
y sdlo si para cualquier dominio ) que contiene a E se verifica que
toda funcion de la clase H(Q2\ E,D) puede extenderse a una funcion de
H(Q,D).

Las ideas para probar estos hechos se encuentran en [Fi, p. 64].

Dados un compacto E y un punto p de C \ E, se define
V(E) =sup{|W'(p)| : h e H(C\ E,C), sup|h(z)| < 1}.

El hecho de que v(E) sea cero es independiente del punto p elegido.
Se acostumbra a elegir p = oo para normalizar, definiendo

h' () := le)rglo z(h(z) — h(c0)).

A ~y(E) se le denomina la capacidad analitica de E. Como ya se ha
comentado, si Hi(E) = 0, entonces 7(E) = 0, y si dim £ > 1, en-
tonces y(E) > 0. Por tanto, la capacidad analitica esta “al nivel” de la
dimensién de Hausdorff 1.
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En virtud de la Proposicién 3.1.9, v(F) = 0 si y sélo si cualquier
funcién holomorfa y acotada en un entorno de F, excepto quizas en E,
admite una extensién holomorfa a E. Por tanto, se tiene:

Teorema 3.1.10. Sea E un compacto de capacidad analitica cero con-
tenido en D, y f € H(D\ E, D). Entonces f se extiende a una funcién
de H(D, D).

Después de estudiar los dos problemas por separado, puede plantearse
la btsqueda de resultados que unifiquen ambas posibilidades. Es decir,
si se tiene una f € H(D\ E, S), donde E es un compacto de capacidad
analitica cero y S una superficie de Riemann, jbajo qué condiciones
puede f extenderse analiticamente a E?

Ya se ha visto que se verifica el Corolario 3.1.6. En la proxima seccion
se prueba la siguiente generalizacién de dicho resultado (ver también la
tesis doctoral [R]).

Teorema 3.1.11. Sean E un compacto de capacidad analitica cero con-
tenido en D, S una superficie de Riemann y f € H(D\ E,S). Si se
verifica

(a’) S no es compacta y f(D\ E) es relativamente compacto,
entonces f se extiende a una funcion de H(ID,S).

Conviene destacar el hecho de que en este enunciado desaparece la
hipétesis, hasta ahora omnipresente, de que S sea hiperbdlica. La causa
de que esto ocurra es que un compacto contenido en una superficie de
Riemann no compacta, puede (con una construccién apropiada) “me-
terse dentro” de una superficie hiperbdlica. Se hace algo semejante a
esto en la demostracién del Corolario 3.1.12.

El ejemplo mas sencillo de esta situacién es el caso S = C. Entonces,
f(D\ E) compacto quiere decir que f estd acotada, y se obtiene el
Teorema 3.1.10.

Observemos que el resultado no es cierto en general si sustituimos la
hipétesis (a’) por (b’): S es compacta e hiperbdlica (que una superficie
de Riemann compacta sea hiperbdlica es equivalente a que su género sea
mayor que 1).

La hipotesis sobre la no compacidad de S es pues, esencial, pero uti-
lizando este teorema puede encontrarse un resultado acerca de superficies
compactas.
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Corolario 3.1.12. Sean E un compacto de capacidad analitica cero con-
tenido en D, S una superficie de Riemann compacta y f € H(D\ E,S5).
Si existe un abierto no vacio U de S tal que f(D\ E) tiene interseccion
vacia con U, entonces f se extiende a una funcion de H(D, S).

El Corolario 3.1.12 ha sido probado por Shiga en [Sh], y por Fernandez
y Rodriguez en [R], usando técnicas distintas.

Si se desea probar un teorema que permita extender f € H(D\ E, S)
para S compacta, pidiendo que F sea un conjunto “pequeno”, no basta
con pedir dim E < «, para ningin a > 0, ya que se conocen contrae-
jemplos.

Por tanto, un teorema que restrinja el tamafo de E debe hacer hipétesis
a nivel de dimensién cero. Esto es precisamente lo que ha hecho Suzuki
en [Sul:

Teorema 3.1.13. Si E es un compacto de capacidad logaritmica cero
contenido en D, S es una superficie de Riemann compacta de género
mayor que uno y f € H(D\ E, S), entonces f se extiende a una funcion

de H(D, S).

La restriccién en el género no es gratuita, ya que si § = C, la con-
clusién falla de forma trivial con E = {0} y f(z) = exp (1/z). Lo mismo
ocurre si S =T =C/(Z+iZ), E={0}y f(z) =exp(1/2)/(Z +iZ).

Como se ha comentado antes, la hipdtesis sobre E de este teorema es
del orden de magnitud correcto si queremos una condicién que permita
extender cualquier funcién de H(D\ E, S) donde S es cualquier super-
ficie de Riemann compacta de género mayor que uno. Pero las hipdtesis
sobre E pueden hacerse menos restrictivas si se impone alguna condicién
sobre la superficie compacta S.

Uno de los puntos de partida de esta discusion fue el Teorema grande
de Picard, que habla de singularidades aisladas (F = {0} en dicho teo-
rema). Se introduce ahora una medida de “cémo esta de aislado” un
punto de E. Se probara que si los puntos de E estan “suficientemente
aislados” (la suficiencia dependerd de S), las funciones de H(D \ E, S)
pueden extenderse a funciones de H(D, S).
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Si F es un compacto y e es un punto de F, para cada r > 0 se definen

1
Ble,r) = - inf{s : D(e,s)NE = D(e,r)NE},
B*(e) :=lim i(I)lf,B(e, T).
Si S es una superficie de Riemann hiperbdlica, se define la sistole de S
(y se denota Sis(S)) como el infimo de las longitudes de las geodésicas

cerradas. Por tanto, si 7 es una curva cerrada en S no hométopa a un
punto, se tiene que

Ls(v) > Sis(8).

Obsérvese que si S es compacta, entonces Sis(S) > 0.

Con esta notacion, el siguiente teorema (ver [R]) se escribe asi:

Teorema 3.1.14. Sea f una funcion de H(D\ E,S), donde S es una
superficie de Riemann compacta de género mayor que uno y E es un
compacto de capacidad analitica cero contenido en D. Si

N —272
B*(e) < exp (st(S’)) ;
para todo punto e de E, entonces [ se extiende a una funcién de H(D, S).

Como corolario de la demostraciéon también se tiene el siguiente enun-
ciado mas fuerte:

Teorema 3.1.15. Sean E un conjunto compacto de capacidad analitica
cero contenido en D y S una superficie de Riemann hiperbdlica tal que
Sis(S) > 0. Si f es una funcion de H(D\ E, S) y se verifica que

o< (525)

para todo punto e de E, entonces f se extiende a una funcion de H(D, S).

Los teoremas 3.1.13 y 3.1.14 estan relacionados pero ninguno contiene
al otro. Para ver esto basta con encontrar un compacto E con *(e) <
B < 1, para todo punto e de E, y que tenga capacidad logaritmica
positiva. Pero se puede construir un ejemplo mucho maés espectacular:
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existe un conjunto de Cantor de dimensién de Hausdorff uno, y tal que
(* se anula en todo punto.

Seria interesante conseguir un resultado que pudiera englobar estos
dos teoremas. Por ejemplo: si dim E < C(S), donde C(S) es una
constante que depende exclusivamente de la geometria de la superficie
compacta S, entonces f tiene una extension holomorfa a E.

3.1.1 Ejercicios

Ejercicio 3.1.1.1. Prueba el Teorema de Liouville (Teorema 3.1.1) a
partir del Teorema de la singularidad evitable (Teorema 3.1.3).

Ejercicio 3.1.1.2. Prueba el Teorema pequeno de Picard (Teorema 3.1.2)
a partir del Teorema grande de Picard (Teorema 3.1.4).

Ejercicio 3.1.1.3. Prueba el Corolario 3.1.5 usando los argumentos de
la demostracion del Teorema 2.6.10.

Ejercicio 3.1.1.4. Prueba el Corolario 3.1.6 usando los argumentos de
la demostracion del Teorema 2.6.10.

Ejercicio 3.1.1.5. Usando el Teorema 3.1.11, prueba el Corolario 8.1.12.

3.2 Prueba del Teorema 3.1.11.

Teorema 3.2.1 (Teorema 3.1.11). Sean E un compacto de capacidad
analitica cero contenido en D, S una superficie de Riemann y f € H(D\
E,S). Si se verifica

(a’) S no es compacta y f(D\ E) es relativamente compacto,
entonces f se extiende a una funcion de H(D,S).

Demostracion. Si se define Y como Y := f(D\ E), entonces Y es un
compacto de S.

Sea h : S — C una funcién holomorfa no constante y tal que no toma
el valor oo en el compacto Y. La existencia de una tal funcién estd
garantizada ya que S es una superficie de Riemann no compacta [Fo, p.
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203]. (Este es el momento en el que el argumento deja de funcionar para
las superficies compactas.) Al ser h continua, h(Y") es un compacto de C,
por lo que puede suponerse, sin pérdida de generalidad, que h(Y) C D.

Ya que la funcién g := ho f estd en la clase H(D \ E,D) y que la
capacidad analitica de E es cero, g tiene una extensién holomorfa a
todo el disco unidad, a la que se seguird llamando g.

Sean ahora e un punto particular del conjunto E y {z,} una sucesién
contenida en D\ E' y convergente al punto e. Como la sucesién {f(z,)}
estd contenida en el compacto Y, existe una subsucesién {22} tal que su
imagen { f(z2)} converge a un punto s® del compacto Y. Evidentemente,
la sucesién h(f(z%)) converge a h(s®), pero como g = ho f es holomorfa
en todo el disco unidad, ¢g(z%) también converge a g(e). Por tanto, se
tiene que h(s®) = g(e).

El conjunto A de todos los s* que son puntos de acumulacién de
la imagen mediante f de alguna sucesién convergente a e, ha de ser
necesariamente finito, ya que A es un subconjunto del compacto Y, h
es holomorfa y no constante en Y, y h(A) = g(e). A continuacién se
probard que, de hecho, A se reduce a un tinico punto:

Sea A = {s',...,s"}, y sean Vi,...,V; entornos disjuntos dos a dos

de s',. .., s* respectivamente. Existe un ¢ > 0 tal que

J(D(e.e)\ E) € Ui, V).

Si no fuese asi, para cada n natural existirfa un punto z, € D(e,1/n)\ E,
tal que su imagen f(z,) no estarfa en U;V;. Como los z, constituyen
una sucesién convergente a e, existe una subsucesién ) tal que f (zfl)
converge a uno de los s7, pero esto es imposible ya que f(2,) ¢ V;, lo
cual aporta la contradiccion deseada.

Como la capacidad analitica de E es cero, F es totalmente disconexo,
lo cual implica que f(D(e,e) \ E) es un conexo contenido en U;Vj. Por
tanto, existe un j tal que

f(D(e,e) \ E) CVj.

Si ahora se define f(e) = s7, se verifica la igualdad

hof=yg
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en todos los puntos del disco unidad.

Si en un punto a € E se tiene dh]f(a) # 0, entonces existen un entorno
V de f(a) en el que h es holomorfa e inyectiva y un entorno U de a tal
que f(U) C V. Entonces f = h™! o g en el abierto U, por lo que f es
holomorfa en U.

Sean by, ...,b, todos los puntos criticos de h en Y, y sea A := E N
f~r({b1,...,b.}). Ya se ha probado que la extensién de f es holomorfa
en F\ A; veamos que también va a serlo en A:

Sea W; un entorno simplemente conexo de b;, con Wy, ..., W, disjun-
tos dos a dos. Sea a un punto del conjunto A. Si f(a) = bj, entonces
existe un € > 0 tal que

f(D(a,e) \ A) C W;.
Siap € AN D(a,e), entonces f(ag) = bj, por lo que
f(D(a,e)) € Wj,

lo cual prueba que la extensién de f es continua en todo el disco unidad.

Como ya se ha visto, dado un punto a € A, existe un ¢, > 0 con
f(D(a,eq)) C W; para algin j.

Como UgeaD(a, &) cubre A = ENf~1({b1,...,b.}), que es un compacto
va que f es continua, existen ai, ..., a,, con

ACQ:=UlL D(aj,ej).

Dado un a € A, sea €1, la componente conexa de 2 que lo contiene.
Entonces
f(Qq) CW; para algin j € {1,...,7}.

Como W; es un entorno simplemente conexo de b;, se sabe que existe
una aplicacién conforme n; : W; — .
Entonces
nj o f:Qq—D

es continua en €2, y holomorfa y acotada en Q,\ (ANQ,). Como ANK,
es un compacto de capacidad analitica cero, entonces n; o f es holomorfa
en a, por lo que f también es holomorfa en a. O
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Corolario 3.2.2. Sean E un compacto de capacidad analitica cero con-
tenido en D, S una superficie de Riemann compacta y f € H(D\ E, S).
Si eziste un abierto no vacio U de S tal que f(D\ E) tiene interseccion
vacia con U, entonces f se extiende a una funcion de H(D, S).

Demostracion. La idea de la prueba es muy sencilla: se trata de encon-
trar una superficie Sy que contenga a f(ID\ E) pero que no sea compacta,
y entonces se podra usar el Teorema 3.1.11.

Si S tiene género cero, entonces S esta contenida en C y la situacién
es la del caso clasico.

Si S tiene género positivo, se puede considerar un simplemente conexo
V con frontera “suave” y tal que V.C U. Sean S := S\ V, que es una
superficie con borde 7 := 9V, y Sa el doble de Schottky de S; [AS, pp.
26-27]. Si dotamos a Sy de su métrica de Poincaré (cosa que podemos
hacer, ya que Ss tiene género mayor que 1), v es una geodésica, ya que
la reflexién en v preserva la distancia de Poincaré en Ss.

Sea | := Lg, () y sea A el anillo
A:={1<|z| <exp(2n®/1)},

dotado de su métrica hiperbélica. La curva v := {|z| = exp (7?/I)}
tiene longitud [ en A. Por tanto, si se corta A a lo largo de 7/, Sy a lo
largo de v y se pega una parte de A a Sy (dotada de la métrica inducida
como subconjunto de Sy, para la cual 7 es una geodésica de longitud
l), identificando las geodésicas frontera, se obtiene una superficie de
Riemann Sy, no compacta, y tal que S; C .Sp.

Como f(D\ E) esta contenido en Sp, que es un compacto contenido
en Sp, f se extiende a una funcién de H (D, Sp). Como E esta contenido
en la frontera de D\ E, se tiene que f(E) estd contenido en Sj, por lo
que f estd en H(D,S). O

3.2.1 Ejercicios
Ejercicio 3.2.1.1. Sil es una constante positiva y A es el anillo

A:={1<|z| < exp(2n%/1)},
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dotado de su métrica hiperbdlica, prueba que la curva v = {|z| =
exp (72/1)} tiene longitud .

Ejercicio 3.2.1.2. ;Se puede eliminar alguna hipdtesis del Teorema
3.2.17

Ejercicio 3.2.1.3. Intenta mejorar el Teorema 3.2.1.

Ejercicio 3.2.1.4. ;Se puede eliminar alguna hipdtesis del Corolario

Ejercicio 3.2.1.5. Intenta mejorar el Corolario 3.2.2.

3.3 Prueba del Teorema 3.1.14.

Antes de comenzar la prueba, conviene enunciar un sencillo lema que
serd muy util en la demostraciéon del Teorema 3.1.14.

Lema 3.3.1. 5i Q2 C C es un dominio hiperbolico que contiene al anillo
A :={1 < |z| < R}, entonces se verifica la desigualdad siguiente:

2
Lo({|z| = \/E}) < ligR'

Teorema 3.3.2 (Teorema 3.1.14). Sea f una funcién de H(D \ E,S5),
donde S es una superficie de Riemann compacta de género mayor que
uno y E es un compacto de capacidad analitica cero contenido en D. Si

N —27?
< [
B*(e) < exp ( = S))
para todo punto e de E, entonces f se extiende a una funcion de H(D, S').

Demostracion. Sea o una curva cerrada cualquiera en D\ E. Lo que se
pretende probar es que f(o) es hométopa a un punto. Si se prueba esto,
la funcién f admite una elevacién f : D \EF — D, tal que f = 7o 1,
donde 7 : D — S es un recubrimiento universal, por el Teorema 2.4.5.
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Como E es un conjunto de capacidad analitica cero, f se extiende a
una funcién de H(D,D), y consecuentemente f = 7w o f se extiende a
una funcién de H (D, S).

Por tanto, para probar el Teorema 3.1.14 basta con probar que f(o)
es homodtopa a un punto.
Si o es homé6topa a un punto, el resultado es elemental.

Si 0 rodea un subconjunto cerrado F' de FE, dado cualquier e € F,
existe un radio positivo 7. < d(o, F') tal que

Bi=B(e,re) < exp <S_Z§ZT;)> '

Evidentemente, se tiene que
F C UcerD(e,refd),

y, como F' es compacto, existen {eq,..., e} tales que
F C Uj_1D(ej,7;5)).

Sean v; las curvas v; := { |z — ;| = r;+/5; }. Como los anillos {r;8; <
|z — ej| < rj} estdn contenidos en D\ E, y son conformemente equiva-
lentes (y por tanto isométricos) a los anillos {1 < |z| < 1/8;}, el Lema
3.3.1 implica que

L )< 2 Sis(S
D\E(%)_m< is(5),

y entonces se tiene que

Ls(f(7)) < Lo\e(v;) < Sis(S).

Como cualquier curva no hométopa a un punto en S tiene longitud
mayor o igual que Sis(S), se deduce que f(7;) es hométopa a un punto.
Para finalizar, solo falta observar que como o es libremente homoétopa
a la unién de las v;’s, f(o) es libremente hométopa a la unién de las
f(v4)’s, y por ello, hométopa a un punto. O
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3.3.1 Ejercicios

Ejercicio 3.3.1.1. Dado al anillo A := {1 < |z| < R}, prueba que
v:={lz] = VR} es una geodésica simple cerrada en A.

Ejercicio 3.3.1.2. Dado al anillo A := {1 < |z| < R}, prueba que
v :={|z] = VR} es la tinica geodésica simple cerrada en A.

Ejercicio 3.3.1.3. Dado al anillo A := {1 < |z| < R} y v := {|]z] =
VR}, prueba que

_ 22

~logR’

La(y)

Ejercicio 3.3.1.4. Prueba el Lema 3.3.1, usando los ejercicios ante-
riores y el Teorema 2.5.19.

Ejercicio 3.3.1.5. Dado al anillo A := {1 < |z| < R} y v := {|]z] =
VR}, prueba que toda curva o no trivial en A verifica La(o) > La(y).
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Capitulo 4

Espacios hiperbdlicos de
Gromov

4.1 Introduccién a los espacios de Gromov

La teoria de espacios hiperbdlicos de Gromov fue introducida por Mikhail
Gromov en 1980 y, a partir de entonces, ha sido estudiada y desarrollada
POr NUMerosos autores.

Aunque la hiperbolicidad de Gromov puede definirse sobre espacios
métricos arbitrarios, las dos primeras definiciones que veremos a conti-
nuacién (tridngulos thin y fine) necesitan la hipdtesis adicional de que
el espacio sea geodésico.

Definicién 4.1.1. Si g : [a,b] — X es una curva continua en un
espacio métrico (X,d), la longitud de g se define como

L(g) :=sup { Zd(g(tj,l),g(tj)) ra=tg<t1 <<ty = b} )
j=1

Una geodésica v en un espacio métrico X es una isometria de un inter-
valo de la recta real I C R en el espacio X, es decir, una aplicacion que
verifica L(7|isy) = dx(v(t),7(s)) =t — s para todo s,t € I con s < t.
Decimos que un espacio métrico X es un espacio métrico geodésico si

127
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para todo x,y € X existe una geodésica uniendo x con y, y que deno-
taremos por [x,y].

Obsérvese que, en principio, pueden existir varias geodésicas uniendo
x con y, por lo que la notacién [z, y| puede resultar ambigua en algunos
casos. No obstante, usaremos dicha notacién ya que es la notaciéon ha-
bitual y, ademas, resulta muy util.

Definicién 4.1.2. Un tridangulo geodésico T' = {x1,x9,x3} estd for-
mado por la union de tres geodésicas [x1,xa|, [Te,x3] y [T1,x3] de X.
Decimos que un tridngulo geodésico T = {x1,x2,x3} es d-thin (o satis-
face la condicién de Rips con constante §) si para todo p € [x;,x;] se
verifica

d(p, [xj’ x) U [, 2x]) <6,

para toda permutacion {i,j,k} de {1,2,3}.

Decimos que un espacio métrico geodésico X es d-thin si todo tridngulo
geodésico es §-thin, para algin § > 0.

Definicién 4.1.3. Dado un tridngulo geodésico T = {x1,x2,x3} en un
espacio métrico geodésico X, construimos el triangulo T en el plano
euclideo cuyos lados tienen la misma longitud que los de T. Como
no hay posible confusion, usaremos la misma notacion para los pun-
tos correspondientes a T y Tg. El circulo mdzrimo inscrito en Tg in-
terseca el lado [r1,x2] (respectivamente [xa,x3], [x3,21]) en un punto
xh (respectivamente x, x)) de tal forma que d(xy,x%) = d(x1,ah),
d(zg, x)) = d(x2,25) y d(zs,2}) = d(xs, x5). A los puntos x), x4, 25, les
llamaremos puntos internos de {x1,x2,x3}. Hay una dnica isometria f
del tridngulo {1, 2,3} sobre un tripode Ty (un drbol con un vértice
w de grado 3, y tres vértices !/, xly, x4 de grado uno, tal que d(x},w) =
d(xlvxé) = d(‘rlaxé)? d(xng) = d(x%x/l) = d(x%xili) Y d(a:g,w) =
d($3,$/1) = d(.%'g,:[}é))

El triangulo {z1,z2, 3} es d-fine si f(p) = f(q) implica que d(p,q) <
0. El espacio Xes d-fine si todo tridngulo geodésico en X es d-fine.

Definicién 4.1.4. Dado un espacio métrico (X,d) y un punto w, se
define el producto de Gromov entre x,y € X respecto del punto base w
como

1

(@[y)w = 5 (d(z,w) + d(y, w) - d(z,y)) = 0.
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Diremos que el espacio métrico (X,d) es d-hiperbédlico (§ > 0), si

(2|2)w > min {(z]y)w, (Y|z)w} -7,

para todo x,y, z,w € X. Diremos que X es hiperbdlico o hiperbélico de
Gromov si es d-hiperbolico para algin J.

Obsérvese que en la definiciéon de producto de Gromov no influye
demasiado el punto base elegido, ya que para todo z,y,w,w’ € X se
tiene
< d(w,w"). (4.1.1)

|(@|y)w — (@]y)w

Veremos a continuacién que la hiperbolicidad de Gromov es equiva-
lente a la condicién de Rips y a la condicién fine.

Teorema 4.1.5 (|[GH] y [ABCD]). Sea X un espacio métrico geodésico:

1. Si X es 0-hiperbdlico, entonces es 35-thin y 40-fine.
2. 51 X es §-thin, entonces es 49-hiperbdlico y 46-fine.

3. 51 X es §-fine, entonces es 2§-hiperbdlico y §-thin.

Una interpretacion geométrica interesante del producto de Gromov en
espacios hiperbdlicos es la siguiente.

Proposicién 4.1.6 (Lemma 1.7, p. 38 [GH]). Sea X un espacio métrico
geodésico d-fine. Para todo x,y,w € X se tiene que

d(w, [z,y]) = 0 < (z]y)w < d(w, [z, y]),
para toda geodésica [x,y] uniendo x cony en X.

La idea que subyace detras de la condicion de Rips es que los tridngulos
geodésicos en un espacio hiperbdlico de Gromov son “uniformemente del-
gados”; por lo tanto, podemos interpretar la condicién de Rips como una
forma, més primitiva, de entender la curvatura negativa, que la tradi-
cionalmente formulada como que la suma de los dngulos internos de
cualquier tridngulo geodésico es menor que w. Ademds, esta definicién
tiene la gran ventaja de no necesitar una métrica riemanniana, ya que
se aplica a espacios métricos geodésicos.

Existen ejemplos interesantes de espacios hiperbélicos, como son los
siguientes:
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1. Toda variedad riemanniana completa simplemente conexa con cur-
vatura seccional acotada superiormente por una constante negativa
es hiperbdlica (ver [GH, p. 52]).

2. Todo espacio métrico acotado es (diam X )-hiperbdlico (ver [GH,
p. 29]).

3. Un espacio vectorial normado es hiperbdlico si y sélo si tiene di-
mensiéon uno.

4. Todo éarbol con aristas de longitud arbitraria es 0-hiperbdlico (ver
[GH, p. 29]).

Presentamos a continuacién un tipo de aplicaciones que juegan un
papel muy importante en esta teoria: las quasi-isometrias.

Definicion 4.1.7. Una funcion entre dos espacios métricos f : X — Y
es una quasi-isometria si existen constantes a > 1, b > 0 tales que para
todo x1,x9 € X se tiene

édx(:cl,:cg) — b < dy(f(z1), f(w2)) < adx(z1,m2) +b.

Dichas funciones son llamadas (a,b)-quasi-isometrias.

Una quasi-isometria se dice e-full si para todo y € Y existe un x € X
con dy (y, f(z)) < e.

Una (a,b)-quasigeodésica en X es una (a,b)-quasi-isometria entre un
intervalo de la recta real I CR y X.

Cabe destacar que las quasi-isometrias son una clase muy flexible de
aplicaciones, ya que pueden ser, incluso, discontinuas (por ejemplo, la
parte entera, como funcién de R en R, es una quasi-isometria). Sin em-
bargo, juegan un papel crucial en la teoria de Gromov, ya que preservan
la hiperbolicidad, como muestra el siguiente teorema.

Teorema 4.1.8 (p. 88, [GH]). Consideremos una (a,b)-quasi-isometria
entre espacios métricos geodésicos f : X — Y. Si'Y es §-hiperbdlico,
entonces X es §'-hiperbdlico, donde &' es una constante que sélo depende
de 0, a yb. Ademds, si f es e-full, entonces X es hiperbdlico si y sélo
st Y es hiperbdlico.
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La teoria de espacios hiperbdlicos de Gromov nacié motivada inicial-
mente por el estudio de grupos finitamente generados, y ha demostrado
ser de enorme importancia prictica. En sus comienzos fue aplicada
principalmente al estudio de grupos autométicos (ver, por ejemplo, el
capitulo 3 de [O]), que juegan un importante papel en ciencias de la
computacion (de hecho, los grupos que son espacios de Gromov, son a
su vez grupos automaticos fuertemente geodésicos; para profundizar en
este tema se puede consultar, por ejemplo, [W]).

Sin embargo, en los ultimos afios se ha producido un importante cam-
bio en la forma de trabajar en espacios de Gromov. Dicho cambio
consiste en enfocar el tema desde un punto de vista mas analitico y
geométrico, en lugar del tradicional punto de vista algebraico. Esto ha
permitido obtener uno de los resultados mas importantes de la teoria:
el teorema de Mario Bonk que caracteriza los espacios de Gromov como
aquellos espacios métricos geodésicos que satisfacen la propiedad de “es-
tabilidad geodésica”.

Definiciéon 4.1.9. Consideremos una constante H > 0, un espacio
métrico X, y dos conjuntos Y,Z C X. FEl conjunto Vig(Y) = {z €
X : d(z,Y) < H} se denomina H-entorno de Y en X. La distancia de
Hausdorff de Y a Z se define como

dn(Y,Z) :==inf{H >0: Y CVy(Z), Z C Vg(Y)}.

Teorema 4.1.10 (Teorema de estabilidad geodésica). Todo espacio mé-
trico geodésico d-hiperbdlico X es geodésicamente estable, en el sentido
de que si h es una (a,b)-quasigeodésica uniendo dos puntos x,y, y g es
una geodésica en X uniendo dichos puntos, entonces existe una con-
stante H = H(0,a,b) tal que dy(h,g) < H, donde dy es la distancia de
Hausdorff.

Reciprocamente, la estabilidad geodésica implica que el espacio es hiper-
bélico.

La primera parte del resultado puede encontrarse en [GH|, mientras
que el reciproco fue probado por Mario Bonk en [Bo]. Dicha propiedad
puede expresarse de forma intuitiva de la siguiente manera: cerca de
una quasigeodésica hay siempre una geodésica con los mismos extremos,
donde la palabra “cerca” involucra constantes uniformes.
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Esta importante propiedad de los espacios de Gromov es la clave de su
mas moderna e importante aplicacién: ayudar a garantizar la seguridad
de la transmisién de informacién por internet (ver [J, p. 47] y [JL]).

El Departamento de Defensa de Estados Unidos esta interesado en pre-
venir lo que podria ser un ataque informatico a cierta escala (lo que de-
nominan con el exético nombre de Electronic Pearl Harbor). De hecho,
ha subvencionado la investigacién en espacios de Gromov de Edmond
Jonckheere (doctor en Ingenieria Eléctrica y Full Professor of Electrical
Engineering and Mathematics, University of Southern California, Los
Angeles), debido a las aplicaciones de la hiperbolicidad relacionadas con
la seguridad informatica.

Una estrategia clasica para preservar la seguridad en el envio de infor-
macion por internet es dividir el mensaje en una gran cantidad de partes,
y enviar cada parte por un “camino” diferente; la reconstruccion del
mensaje resulta mucho mas sencilla si las diferentes partes del mensaje
llegan practicamente al mismo tiempo, es decir, si los diferentes caminos
usados para el envio tienen aproximadamente la misma longitud. Y
aqui es donde juega un papel importante la hiperbolicidad de Gromov,
ya que puede probarse que el grafo que modeliza internet es hiperbdlico
en sentido de Gromov, y eso permite demostrar que proximas a cualquier
geodésica pueden encontrarse gran cantidad de quasigeodésicas.

La hiperbolicidad también juega un importante papel en la propa-
gacion de virus por la red (ver [J]).

Otro campo de aplicacién de la hiperbolicidad es el andlisis filogenético,
area con un gran desarrollo en la actualidad, que trata de construir
arboles o grafos que representen los datos sobre el ADN (ver [BKM]).

Una forma alternativa de entender la importancia de los espacios
hiperbdlicos es verlos como espacios que se parecen mucho a los arboles:
de hecho, los arboles son precisamente los tinicos espacios 0-hiperbélicos
(ver, por ejemplo, [GH, p. 30]). Esta similitud hace que los espacios de
Gromov disfruten de interesantes propiedades en comin con los arboles
(ver, por ejemplo, [GH, p. 33]).

Deseamos acabar esta introduccién mencionando los articulos [APRT],
[HLPRT], [HPRT1], [HPRT?2], [PRT1], [PRT2|, [PRT3], [PRT4], [PT],
[RT1], [RT2], [RT3] y [T], en los que los autores investigan la hiperboli-
cidad de superficies de Riemann con la métrica de Poincaré, e incluso
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la hiperbolicidad de superficies con métricas de curvatura negativa no
constante.

4.1.1 Ejercicios

Ejercicio 4.1.1.1. Prueba que dp(z,y) := |x — y|P es una distancia en
R para cada 0 < p < 1 y que no lo es para cualquier otro valor real de p.

Ejercicio 4.1.1.2. Prueba que (R,dp), con dp(x,y) == |z — yP, es un
espacio métrico geodésico si y solo sip = 1.

Ejercicio 4.1.1.3. Prueba que si X es un espacio métrico geodésico 6-
thin, entonces todo poligono geodésico P de n lados (n > 3) es (n—2)d-
thin, es decir, si p pertenece a un lado de P entonces la distancia de p
a la union de los otros n — 1 lados de P es menor o igual que .

Ejercicio 4.1.1.4. Prueba que un espacio vectorial normado es hiperbo-
lico si y solo si tiene dimensidn 1.

Ejercicio 4.1.1.5. Prueba que para todo x,y,w,w’ € X se tiene

< d(w,w").

‘(”3|y)w — (2]y)w

Ejercicio 4.1.1.6. Prueba que si (X, d) es un espacio métrico geodésico,
entonces (z|y)w = 0 si y sélo si w pertenece a una geodésica uniendo los
puntos T e y.

Ejercicio 4.1.1.7. Prueba que limg_.,(z|y)w = d(y, w).

Ejercicio 4.1.1.8. Prueba que para todo x,y,z en el espacio métrico
(X, d) se tiene (zy)= + (x]z)y = d(y, 2).

Ejercicio 4.1.1.9. Prueba que para todo x, xg,y, w en el espacio métrico
geodésico (X,d) con xg € [z,w] se tiene (xo|Y)w < (x|Y)w-

Ejercicio 4.1.1.10. Prueba que si f : X — Y es una (a,b)-quasi-
isometria y g 1 Y — Z es una (c,d)-quasi-isometria, entonces la com-
posicion go f: X — Z también es una quasi-isometria.
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Ejercicio 4.1.1.11. Si f : X — Y es una (a,b)-quasi-isometria e-
full entre dos espacios métricos, encuentra una (a',b')-quasi-isometria
g:Y — X, donde a',b' dependen sdlo de a, b ye. A g se le denomina
quasi-inversa de f.

Ejercicio 4.1.1.12. Prueba que D y U son log(1 + v/2)-thin.
Indicacion: Prueba que basta considerar el tridngulo “ideal” en U de
vértices 0,1, 00 € OU.

Ejercicio 4.1.1.13. Prueba que D y U son fine.

Indicaciéon: Dado un tridngulo geodésico T' en D, considera la bola
(hiperbdlica) de mayor radio incluida en T, y recuerda que el teorema
de Gauss-Bonnet garantiza que el drea encerrada por T es menor que 7.

Ejercicio 4.1.1.14. Prueba la Proposicion 4.1.6.

4.2 Demostraciones de algunos de los resulta-
dos basicos

Si X es un espacio hiperbdlico, denotaremos por §*(X) la mejor cons-
tante de hiperbolicidad de X, es decir,
§*(X):=inf {0 : X es d-hiperbdlico },
por (X)) la mejor constante para la condicién de Rips de X, es decir,
§(X):=inf {6 : X es &-thin },
y por d7(X) la mejor constante para la condicién fine de X, es decir,
67(X):=inf {0 : X es d-fine }.

Teorema 4.2.1. Sean X,Y espacios métricos y f : X — Y una (1,b)-
quasi-isometria. Entonces,

0*(X) <6°(Y) + 3b.
Si ademads [ es e-full, entonces

§*(Y) < 6"(X) + 3b + 6e.
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Demostracion. Observemos primeramente que

(f@If W) ) = % (dy (f(z), f(w)) + dy (f(y), f(w)) — dy (f(2), f(y)))
< % (dx(z,w) + b+ dx(y,w) +b—dx(z,y) +b)
= (aly)u + 3
(P ) = 5 (dy (£, F0) + Ay (F (o), £w) ~ dv (£ (), F0))
> 2 (dx (@, w) — b+ dx(y,w) — b~ dx(z,y) D)
3b
- (x’y)w - 5 ’
para todo x,y,w € X. Por tanto,
(el — 3 < F@IF ) s < (el + 5
para todo x,y,w € X. Consecuentemente,
3b

(@l2)w 2 (F@)f () fw) — 5

> min {(f ()£ () rw), (FOIF(2) ) } = (Y -5
me{ (Z|Y)w, (y|2z )w}—é*( )—3b,

para todo z,y, z,w € X. Entonces 6*(X) < 6*(Y") + 3b.

Si ademés f es e-full, entonces dados 2/, 9/, w’ € Y existen z,y,w € X
con dy (7', f(z)) <&, dy (¥, f(y)) S ey dy (v, f(w)) <e.

1
(az/]y’)w/ =3 (dy(x',w/) + dy(y/,w’) — dy(x/,y'))

< 3 (v (@), ) + 2= + dy (F(y), F(w)) + 22 — dy(F(z), f(3)) +22)
= (@I W) g + 3 < (el + ) + 3=

@1y ) = g (dy (o) -y of ') — dy )
> 2 (A (F(a), f(w)) — 22 + v (F(y), f(w)) — 22 — dy (F(2), [ () — 2)

(F@FO) ) — 3¢ > (aly) — 5 — 32
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para todo z’,3’,w’ € Y. Consecuentemente,

3b 3b
(@|y)w — 5 3e < ($/|y/)w/ < (z]y)w + 5 + 3¢,

para todo 2/, 3y’,w’ € Y. Entonces

(@2 > (%2)w — %b —3e > min{(x|y)w, (y’Z)w} ~5(X) — %b _ 3

> min {(2'|y)w, (V|2 ) } — 6*(X) — 3b — 6¢,
para todo 2/, vy, 2/, w" € Y. Por tanto, 6*(Y) < §*(X) + 3b + 6¢. O

El Teorema 4.2.1 tiene como consecuencia directa que la hiperbo-
licidad también se preserva entre espacios métricos (aunque no sean
geodésicos) por (1, b)-quasi-isometrias.

Teorema 4.2.2. Consideremos una (1,b)-quasi-isometria entre espa-
cios métricos f : X — Y. Si 'Y es d-hiperbdlico, entonces X es §'-
hiperbdlico, donde &' = § + 3b. Ademds, si f es e-full para algin € > 0,
entonces X es hiperbdlico si y solo si 'Y es hiperbdlico.

Existen ejemplos que muestran que la conclusién del Teorema 4.2.2
no siempre se verifica si f es una (a, b)-quasi-isometria con a > 1.

Lema 4.2.3. Sean X un espacio métrico geodésico §-fine, g una geodésica
en X,z € gyz € X. Denotemos por w uno de los puntos mds cercanos
azp en g. Entonces d(zo, w)+d(w, z)—28 < d(zo, z) < d(20, w)+d(w, 2).

Demostracion. La segunda desigualdad d(zo,2) < d(zo,w) + d(w, 2) es
una consecuencia directa de la desigualdad triangular.

Para probar la primera desigualdad consideremos [w, z] C g. Por la
Proposicién 4.1.6 sabemos que d(zp, [w, 2]) < (w|z),, + J, y entonces

d(z0,w) = d(20,9) < d(z0, [w, 2]) < (w]2)z + 6

1
=3 (d(z0,w) + d(20,2) — d(w,z)) + 6.
Consecuentemente, deducimos que d(zp, w) +d(w, z) —2§ < d(zp,2z). O

Es facil probar que si h es una curva uniendo dos puntos x,y en un
espacio métrico geodésico con L(h) < d(x,y) + b, entonces h es una
(1,b)-quasigeodésica (ver Ejercicio 4.2.1.1).
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Teorema 4.2.4 (Versién “light” del Teorema de estabilidad geodésica).
Todo espacio métrico geodésico hiperbolico X verifica que si h es una
curva uniendo dos puntos x,y, con L(h) < d(z,y) +b, y g es una
geodésica en X uniendo dichos puntos, entonces dy(g,h) < 465(X) +b.

Demostracion. Fijemos zg € h 'y denotemos por w uno de los puntos més
cercanos a zg en g. Por hip6tesis, se verifica L(h) < L(g)+b = d(z,y)+b.
Ademas, si hq es la parte de h que une x con zg y ho es la parte de h
que une zp con y, se tiene que L(hy) > d(x,z9) vy L(h2) > d(z0,y).
Consecuentemente, L(h) > d(x, z9) + d(20,y).

El Lema 4.2.3 permite deducir

d(w,y) > L(h) — b > d(z, z0) + d(20,y) — b
> d(z,w)+d(w, 20) =26 (X)) +d(20, w)+d(w,y) —20£(X)—b
> d(x,y) + 2d(z0,w) — 45¢(X) —b.

Por tanto, d(z0,9) < d(zo,w) < 207(X) + b/2 para todo zg € h, y
deducimos que h C VQ(;f(XHb/Q(g).

Fijemos ahora £ > 0 y elijamos puntos x9 = x,x1,...,2r = y en h
con d(xzj,xj4+1) < € para j = 0,1,...,k — 1. Denotemos por w; uno
de los puntos mds cercanos a x; en g para cada j = 0,1,...,k. El
razonamiento anterior, con zyp = x; nos da d(z;,w;) < 207(X) + b/2
para j =0,1,..., k. Por la desigualdad triangular obtenemos que

d(wj,wjt1) < d(wj, zj) + d(xj, vj41) + d(@)41, wji41)
< 25f(X) + b/2 + e+ 25f(X) + b/2
:45f(X)+b+6.

Ya que podemos elegir wy = 9 = x y wg = x = ¥y, para cada punto
z € g existe un punto w; € g con d(z,w;) < 207(X)+b/2+¢/2. Entonces
d(zvh) < d(z,l‘j) < d(z>wj) +d(wj7$j)
<20¢(X)4+b/24¢/2420,(X)+b/2=40¢(X)+b+¢e/2.

Entonces, d(z, h) < 40¢(X)+b. Por tanto, g C Vis,(x)15(h) y dr(g, h) <
1457(X) + b, O

Teorema 4.2.5. Para cada 6,b > 0 y a > 1, existe una constante
K = K(d,a,b) con la siguiente propiedad:
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Si X es un espacio métrico geodésico d-hiperbolico y T C X es un
tridngulo de lados (a, b)-quasigeodésicos, entonces T es K -thin. Ademds,
K =35 +2H(d,a,b), donde H es la constante del Teorema 4.1.10.

Demostracion. Sea T un tridngulo de lados (a, b)-quasigeodésicos g1, g2
Y g3, y sea 7; una geodésica uniendo los extremos de g; para cada j =
1,2,3. Denotemos por T el tridngulo geodésico de lados 71, v2,73.

Sea p € T'; sin pérdida de generalidad podemos suponer que p € g;.
El Teorema 4.1.10 nos dice que existe un punto p’ en 1 con d(p,p’) <
H(d,a,b). Dado que T" es un tridngulo 36-thin por el Teorema 4.1.5,
existe ¢’ € y2 U3 con d(p',¢") < J. Usando de nuevo el Teorema 4.1.10,
sabemos que existe un punto g € g2 U g3 con d(q,q") < H(d,a,b).

Por tanto,

d(p, g2 U g3) < d(p,q) < d(p,p’) +d(p'.¢")+d(d,q)
< H(d,a,b) + 36 + H(d,a,b),

y T es (30 + 2H (6, a, b))-thin. O

Ahora estamos en condiciones de probar el Teorema 4.1.8 usando el
Teorema 4.2.5.

Demostracion del Teorema 4.1.8. Sean T un tridngulo geodésico en X
de lados g1,92 v g3, y Ty el tridngulo de lados (a,b)-quasigeodésicos
f(g1), f(g2) v f(g3) en Y. Por el Teorema 4.2.5, Ty es K-thin.

Sean € > 0y p € T} sin pérdida de generalidad podemos suponer que
p € g1. Como Ty es K-thin, entonces dy (f(p), f(g2) U f(g3)) < Ky
existe un punto g € g2 U g3 con dy (f(p), f(q)) < K +e.

Por tanto,

dx(p, 92U g3) < dx(p,q) < ady(f(p), f(q)) + ab < aK + ac + ab,

y dx(p,g2 U g3) < aK + ab. Por tanto, T es (aK + ab)-thin. Como T
es un tridngulo arbitrario, se tiene que X es (aK + ab)-thin y, por el
Teorema 4.1.5, es 4(aK + ab)-hiperbdlico.

Supongamos ademads que f es e-full. Es facil comprobar que existe
una (a,b')-quasi-isometria g : Y — X, donde @,V dependen sélo de
a, bye. (A gseledenomina quasi-inversa de f.) Entonces basta con
aplicar la primera parte del teorema, ya probada. O
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4.2.1 Ejercicios

Ejercicio 4.2.1.1. Prueba que si h es una curva uniendo dos puntos
x,y en un espacio métrico geodésico con L(h) < d(x,y) + b, entonces h
es una (1,b)-quasigeodésica.

Ejercicio 4.2.1.2. Encuentra dos espacios métricos (X,dx), (Y,dy) y
una (a,b)-quasi-isometria f : X — Y tal que Y es hiperbdlico y X no
es hiperbolico. ;Contradice esto los Teoremas 4.1.8 y 4.2.2%

Ejercicio 4.2.1.3. ;Es posible mejorar la desigualdad L(h) > d(z, zo) +
d(zo,y) que se usa en la demostracion del Teorema 4.2.47

Ejercicio 4.2.1.4. Mejora la desigualdad dy(g,h) < 46¢(X) + b del
Teorema 4.2.4 en el caso particular de que h también sea una geodésica,
obteniendo dy(g,h) < 6(X).

Ejercicio 4.2.1.5. Consideremos una (1,b)-quasi-isometria entre espa-
cios métricos f : X — Y. Si'Y es d-hiperbdlico, prueba que entonces

X es (0 + 3b)-hiperbdlico.

Ejercicio 4.2.1.6. Consideremos una (1,b)-quasi-isometria e-full entre
espacios métricos f: X — Y. Si X es d-hiperbdlico, prueba que en-
tonces Y es 0'-hiperbdlico, y encuentra una expresion explicita para ¢
que solo dependa de b y €.

4.3 Frontera de Gromov

Si un espacio es hiperbdlico en sentido de Gromov, entonces es posi-
ble definir su frontera de Gromov (generalizando la situacién del disco
unidad D, que tiene como frontera natural la circunferencia unidad) de
la siguiente forma.

Definicién 4.3.1. Una sucesion {x;} de puntos en un espacio métrico
X se dice que converge a infinito si

i (zi]), = oc.
,]—0
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Obsérvese que por (4.1.1) la definicion de sucesion convergente a
infinito es independiente del punto base elegido w. Si {x;} converge
a infinito entonces lim; oo d(x;,w) = o0o. Dos sucesiones {x;},{v:},
que tienden a infinito, son equivalentes si lim; oo (x;|y;)w = 00 (puede
demostrarse que esto es una relacion de equivalencia en todo espacio
hiperbélico de Gromov). La frontera de X, denotada por 0X, es el con-
junto de las clases de equivalencia de las sucesiones que convergen a
infinito. Si {x;} pertenece a la clase de equivalencia de £ € 90X, en-
tonces escl"ibiremos lim; .o x; = &. Se define la clausura de Gromov de
X como X = X UOX.

El producto de Gromov se extiende a la frontera de la siguiente forma:
dados dos puntos en la frontera &, n € 0X

(&In)w := inf liminf (z;|y; )w ,

donde el infimo se toma sobre todas las sucesiones {x;},{y;} € X tales
que lim;oox; = €y limioy; = 1. Si€ € 0X ey € X, entonces
definimos (£|y)y := inf liminf; o (2;]y)w , donde el infimo se toma sobre
todas las sucesiones {z;} € X, tal que lim; . z; = &.

Ademds, se puede comprobar que se sigue verificando la desigualdad

(€lm)w > min {(€])w, (¢Inw} — 3, (4.3.1)

para todo &,1,C € X y para todo punto base w € X.

Definicion 4.3.2. Un rayo geodésico en un espacio X es la imagen
isométrica de la semirrecta [0,00). Se dice que dos rayos geodésicos son
equivalentes si su distancia de Hausdorff es finita.

Definicién 4.3.3. Un espacio métrico (X, d) es propio si toda bola cer-
rada en X es compacta.

Si el espacio métrico X es geodésico y propio, puede definirse su fron-
tera geodésica, que denotaremos por X (o0), como las clases de equi-
valencia de los rayos geodésicos en X comenzando en un punto base w.
Por tanto, si a € X (0c0) entonces existe un rayo geodésico a(t) que lo
representa, y escribiremos limy_, o, a(t) = a.

Si X es un espacio geodésico y propio, ambas fronteras, 0X y X (c0),
son equivalentes:
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Proposicién 4.3.4 (Proposition 4, p.120, [GH]). Dado un espacio mé-
trico geodésico propio X, existe una biyeccion natural entre 0X y X (00).

Pueden definirse una métrica de Gromov en la frontera y una topologia
natural en X = X U0X, que coincide en X con su topologia original, y
que tiene interesantes propiedades.

La frontera de Gromov tiene la propiedad de functorialidad, es de-
cir, que las isometrias (e incluso las quasi-isometrias) pueden extenderse
como un homeomorfismo a la frontera (e incluso un homeomorfismo
bi-Holder con respecto a la métrica de Gromov en la frontera). Esto
ha permitido conseguir resultados muy sorprendentes como, por ejem-
plo, la clasificacion de las isometrias de tales espacios: al igual que
las isometrias del disco unidad con su métrica de Poincaré (es decir,
las transformaciones de Mobius que preservan el disco) se clasifican en
elipticas, hiperbdlicas y parabdlicas (segiin sean sus puntos fijos), en
cualquier espacio geodésico hiperbdlico propio se obtiene una clasifi-
cacién semejante (ver [GH, Capitulo 8.2]). Ademds, estas isometrias
elipticas, hiperbdlicas y parabdlicas tienen propiedades muy similares a
las isometrias del mismo tipo en el disco unidad. Esto resulta especial-
mente sorprendente si recordamos que en el estudio de las isometrias del
disco juega un papel muy destacado el hecho de que las isometrias son
funciones holomorfas. Esta clasificacién de las isometrias resulta crucial
en las pruebas de los teoremas que aparecen en [MRT] y [P].

Otro espectacular éxito de la teoria de espacios hiperbdlicos ha sido la
mejora del teorema de Charles Fefferman (matemético galardonado con
la Medalla Fields). Es bien conocido que las aplicaciones conformes (o lo
que es lo mismo, biholomorfas, es decir, funciones holomorfas inyectivas
tales que sus inversas también son holomorfas) entre dominios simple-
mente conexos con frontera regular en el plano complejo pueden exten-
derse de forma continua a la frontera, de forma que se obtiene un homeo-
morfismo entre las clausuras de dichos dominios. Si nos planteamos tra-
bajar en C" en lugar de en C, el problema es mucho mas dificil, pero
Fefferman (muchos anos después de conocerse el resultado en C) de-
mostr6 en [Fe|, con una prueba muy complicada, que las aplicaciones
biholomorfas entre dominios acotados estrictamente pseudoconvexos en
C™ con frontera suave también se extienden como un homeomorfismo a
la frontera.
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Consideremos el caso de la métrica de Kobayashi en uno de tales do-
minios; Balogh y Bonk han demostrado en [BB] que dichos dominios con
esta métrica son hiperbdlicos en sentido de Gromov, y que su frontera
de Gromov es homeomorfa a su frontera topolégica. Como una apli-
cacion de la functorialidad de la frontera de Gromov, obtienen “gratis”
que las aplicaciones biholomorfas (que siempre son isometrias para la
métrica de Kobayashi, por el Corolario 2.9.2) se extienden a la frontera
como homeomorfismos (de hecho, como homeomorfismos bi-Lipschitz
con respecto a la métrica de Carnot-Carathéodory en la frontera). Pero
esta misma prueba también funciona para clases de aplicaciones mucho
més generales que las aplicaciones biholomorfas, como son las quasi-
isometrias para la métrica de Kobayashi, mejorando asi el teorema de
Charles Fefferman.

En aplicaciones a diversas areas de las matematicas, puede demostrarse
que la frontera de Gromov (bajo condiciones apropiadas) coincide con
otras fronteras naturales, como la euclidea, la euclidea interior, o la
frontera de Martin, y por tanto podemos obtener una gran variedad de
resultados de extensién a la frontera similares a los anteriores.

4.3.1 Ejercicios

Ejercicio 4.3.1.1. Prueba que la definicion de sucesion convergente a
infinito (Definicion 4.3.1) es independiente del punto base w elegido.

Ejercicio 4.3.1.2. Prueba que si la sucesion {x;} converge a infinito
entonces lim;_, oo d(z;, w) = 00.

Ejercicio 4.3.1.3. Si X es un espacio hiperbolico de Gromov, prueba
que la relacion R entre sucesiones {x;},{y;}, que tienden a infinito,
definida como {x;}R{y;} st lim;_oo(2i|yi)w = 00, es una relacion de
equivalencia.

Ejercicio 4.3.1.4. Encuentra una cota para

|(€1m)w — (€[N)w

en términos de d(w,w’), para £,m € 0X.
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Ejercicio 4.3.1.5. Encuentra una cota para

‘(g‘y)w - (£|y)w’

en términos de d(w,w"), para £ € 0X ey € X.

Ejercicio 4.3.1.6. Prueba que si X es un espacio hiperbdlico, se sigue
verificando la desigualdad

(£|"7)w > min {(€|C)’wa (Cm)w} -0,

para todo &,m,( € X y para todo punto base w € X.

Ejercicio 4.3.1.7. Si (X,d) es un espacio métrico propio, prueba que
un conjunto es compacto si y sélo si es cerrado y acotado.

Ejercicio 4.3.1.8. Halla la frontera de Gromov R?(co) de R?.

Ejercicio 4.3.1.9. Halla las fronteras de Gromov D(c0) y D de D, y
comprueba que coinciden.
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