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Prefacio

Uno de los problemas fundamentales en la Teoŕıa Geométrica de Fun-
ciones es determinar si existen funciones holomorfas entre dos superficies
de Riemann dadas y, caso de que existan, el estudio de su crecimiento.
Abordar este problema es el “hilo conductor” del presente texto, que
tiene como objetivo presentar, de forma relativamente sencilla, muchos
de los teoremas más complicados y potentes de la teoŕıa clásica de Fun-
ciones de Variable Compleja. Esta simplificación es posible ya que no
incluimos las demostraciones “clásicas”, sino que usamos en nuestras
pruebas elementos de Topoloǵıa, Álgebra y (sobre todo) Geometŕıa.
Por tanto, además de aprender Variable Compleja, leyendo este libro
podrá aprenderse algo de diferentes ramas de las Matemáticas. Quere-
mos destacar que no es casual que se produzca esta simplificación en las
pruebas: siempre que se establece un “puente” entre diversas áreas de
las Matemáticas, ambas salen muy beneficiadas. Avanzamos ya en este
momento que nuestro “puente” será la métrica de Poincaré.

Este libro pretende servir de apoyo a los estudiantes que sigan el curso
de igual nombre, que impartimos José Manuel Rodŕıguez y Eva Touŕıs,
en la XXIII edición de la Escuela Venezolana de Matemáticas 2010. Esto
hace que el libro esté condicionado por el número de horas del curso,
además de por las preferencias personales de los autores. Consecuente-
mente, este texto no pretende ser exhaustivo en los temas que trata, por
lo que ofrece una suficientemente extensa bibliograf́ıa para profundizar
en los temas que más capten el interés del lector.

Los prerrequisitos mı́nimos para la lectura de este libro son un primer
curso de Variable Compleja y un primer curso de Geometŕıa de Super-
ficies.

El material se organiza de la siguiente forma: El Caṕıtulo 1 incluye
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la mayoŕıa de los resultados habituales en un primer curso de Variable
Compleja; por un lado, esto pretende servir de recordatorio para los
lectores que lo necesiten; por otro, hemos incluido (con demostraciones)
los resultados “básicos” que se generalizarán en los caṕıtulos posteriores
y que, por tanto, merecen una especial atención.

También hemos incluido diversos resultados muy útiles (aunque no
siempre muy conocidos) para realizar cálculos prácticos: recuperar una
función holomorfa a partir de su parte real (ver Teorema 1.1.15), criterios
para garantizar la holomorf́ıa de funciones definidas mediante integrales
(ver Teorema 1.3.12 y Corolario 1.3.15), fórmulas para el cálculo de
integrales y transformadas de Fourier (ver Proposiciones 1.5.5, 1.5.6,
1.5.8 y 1.5.9), fórmulas para hallar sumas de series (ver Proposición
1.5.10), y una fórmula para hallar rápidamente la descomposición en
fracciones simples de muchas funciones racionales (ver Corolario 1.5.4).

En las Secciones 2.2 y 2.4 se explican con todo el detalle necesario los
conceptos geométricos y topológicos, respectivamente, que serán utiliza-
dos en el resto del libro. Estas dos secciones, a diferencia del resto del
libro, no contienen demasiados detalles de la teoŕıa, sino que, tratando
de ser operativos, dado que no son la parte central del libro, incluyen sólo
los conceptos que serán utilizados posteriormente. El resto del Caṕıtulo
2 constituye el núcleo del presente libro. Los Caṕıtulos 3 y 4 incluyen
algunos resultados de la Teoŕıa Geométrica de Funciones desarrolladas
en los últimos 40 años. Más concretamente, el Caṕıtulo 3 contiene teo-
remas que ilustran cómo la métrica de Poincaré puede ser utilizada para
obtener teoremas de extensión holomorfa más sofisticados que los que
aparecen en el Caṕıtulo 2. Finalmente, el Caṕıtulo 4 muestra una visión
diferente de la interacción entre la Variable Compleja y la Geometŕıa: los
espacios hiperbólicos de Gromov, que permiten extender muchos resul-
tados sobre el disco unidad al contexto, mucho más general, de espacios
métricos.

Cada uno de los caṕıtulos se divide en secciones. La numeración de
cada resultado (lema, proposición, teorema o corolario) comienza por
el número del caṕıtulo y sigue por el número de la sección, para que
puedan localizarse fácilmente. También la numeración de las fórmulas
se corresponde con el caṕıtulo y la sección donde se encuentran. Al
final de cada sección se incluyen diversos ejercicios relacionados con su
contenido. El śımbolo ¤ indica el final de cada demostración.
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Para el lector interesado en ampliar los conocimientos que aparecen
en este libro, podemos recomendar los siguientes textos: para geometŕıa
hiperbólica [A], [An], [Be], [Fe], [Kr1] y [Kr2], y para superficies de
Riemann [AS], [Bu], [JS] y [Ts]. Los libros [G] y [ON] son excelentes
referencias para profundizar en geometŕıa, y [M] en topoloǵıa.

Deseamos mostrar nuestro agradecimiento a José Luis Fernández Pérez
(Josechu para los amigos), que nos introdujo en el maravilloso universo
de la Teoŕıa Geométrica de Funciones. Todo el libro está impregnado
de su sabiduŕıa y su particular visión de este área de las Matemáticas,
aunque los posibles defectos del presente texto se deben exclusivamente
a los autores.

Quedaremos también muy agradecidos a todo el que desee señalarnos
cualquier defecto que descubra en el libro, ayudándonos aśı a mejorarlo
si existiera una posterior edición del mismo. Pueden usarse para ello
nuestras direcciones electrónicas.

No queremos acabar este prefacio sin agradecer al comité organizador
de la XXIII edición de la Escuela Venezolana de Matemáticas la opor-
tunidad que nos ha brindado de impartir este curso.

Finalmente, deseamos expresar nuestra esperanza de que este libro
sirva a sus lectores para aprender divirtiéndose; si esto sucede, nuestro
esfuerzo se habrá visto gratamente recompensado.

José Manuel Rodŕıguez, José Maŕıa Sigarreta y Eva Touŕıs
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Notaciones:

Los śımbolos dS , LS , AS , BS , λS denotarán respectivamente la dis-
tancia, la longitud, el área, la bola y la densidad de la métrica en S
con respecto a la métrica eucĺıdea (esto último sólo si S es un dominio
contenido en C). Usualmente esta métrica será la métrica de Poincaré.
Si S = C, consideremos en ella la métrica esférica, que se define en la
Sección 2.8. No hay posibilidad de confusión, ya que C no tiene métrica
hiperbólica.

dS(x, Y ), dS(X, Y ), dH(X,Y ) denotarán respectivamente la distancia
en S de un punto a un conjunto, entre conjuntos y distancia de Hausdorff
entre conjuntos respecto a la distancia que se esté considerando en el
espacio.

Cuando estos śımbolos aparezcan sin el sub́ındice S, denotarán estos
mismos conceptos pero ahora referidos a la métrica eucĺıdea usual.

Denotamos por R ó S superficies de Riemann no excepcionales, asu-
miendo que la métrica definida en ellas es la métrica de Poincaré, salvo
que se especifique lo contrario.

D(a, r) es el disco eucĺıdeo de centro a y radio r, D(a, r) es la clausura
de D(a, r), D(a, r)∗ = D(a, r) \ {a} y D∗ = D \ {0}.
<z y =z denotan la parte real e imaginaria de z, respectivamente.

La expresión a := b significa que a se define igual a b.
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Caṕıtulo 1

Resultados básicos de la
teoŕıa de funciones de
variable compleja

1.1 Funciones holomorfas

Definición 1.1.1. Por D(z0, r) = {z ∈ C : |z − z0| < r} denotaremos
el disco de centro z0 y radio r > 0. Dado Ω ⊆ C decimos que:

(1) Ω es abierto si para todo z0 ∈ Ω, existe ε > 0 con D(z0, ε) ⊆ Ω.
(2) Un conjunto abierto Ω es conexo si para todo z1, z2 ∈ Ω, existe

una curva continua γ : [a, b] −→ Ω uniendo z1 con z2, es decir, tal que
γ(a) = z1, γ(b) = z2 .

(3) Ω es un dominio si es un abierto conexo.
(4) Ω es simplemente conexo si es conexo y toda curva cerrada γ (es

decir, tal que γ(a) = γ(b)) contenida en Ω puede deformarse continua-
mente dentro de Ω en un punto. Esto es equivalente a que Ω sea conexo
y que no exista ninguna curva cerrada contenida en Ω que rodee algún
punto que no pertenezca a Ω (es decir, que Ω no tenga “agujeros”).

La noción de conjunto simplemente conexo juega un papel central en
la variable compleja. De hecho, puede afirmase con bastante rigor que el

1
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principal objetivo de un curso básico de funciones de variable compleja,
como el que pretende resumirse en este primer caṕıtulo, es probar el
siguiente teorema acerca de dichos conjuntos. Las definiciones precisas
de los conceptos que aparecen en el teorema se introducirán a lo largo
del presente caṕıtulo.

Teorema 1.1.2. Si Ω ⊆ C es un abierto conexo, las siguientes condi-
ciones son equivalentes:

1. Ω es simplemente conexo.

2.
∫
γ f = 0, para toda función holomorfa en Ω y para toda curva

cerrada γ contenida en Ω.

3. Toda función f holomorfa en Ω posee una primitiva holomorfa en
Ω, es decir, existe una función F holomorfa en Ω tal que F ′ = f .

4. Toda función f holomorfa en Ω con f(z) 6= 0 para todo z ∈ Ω
tiene logaritmo anaĺıtico en Ω.

5. Toda función f holomorfa en Ω con f(z) 6= 0 para todo z ∈ Ω
tiene ráız cuadrada en Ω.

6. Toda función holomorfa en Ω es el ĺımite uniforme de una sucesión
de polinomios sobre compactos en Ω.

7. C \ Ω es conexo.

Además, si Ω 6= C, todas las condiciones anteriores son equivalentes a
la siguiente:

8. Ω es conformemente equivalente a D.

Prosigamos con los conceptos y resultados básicos de la teoŕıa.
Dados un abierto Ω y una función f : Ω −→ C, los conceptos de ĺımite

y continuidad coinciden con los correspondientes a funciones reales sin
más que considerar f : Ω ⊆ R2 −→ R2. Por lo tanto, limz→z0 f(z) = w
significa que para todo número positivo ε existe un número positivo δ
tal que

|z − z0| < δ ⇒ |f(z)− w| < ε,

y f es continua en z0 si limz→z0 f(z) = f(z0).
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Por tanto, se tienen los mismos resultados para ĺımites y continuidad
de sumas, restas, productos y cocientes de funciones de una variable
real. Además, las funciones z, <z, =z y |z| son continuas. Sin embargo,
la función argumento no es continua en C, aunque śı es continua en C
menos una semirrecta que comience en 0.

También se tiene que limz→z0 f(z) = w si y sólo si limz→z0 <f(z) =
<w y limz→z0 =f(z) = =w.

Dada una función f : Ω −→ C, para definir el concepto de derivada
se podŕıa adoptar para tal fin (al menos teóricamente) la definición de
función diferenciable para funciones de dos variables reales. Sin em-
bargo, es más adecuado adoptar la estrategia aparentemente inocente
de definir la derivada de forma “uni-dimensional” (como en el caso de
funciones f : R −→ R), aprovechando la estructura de cuerpo de C:

Definición 1.1.3. Sean Ω abierto, f : Ω −→ C y z0 ∈ Ω. Decimos que
f es derivable en z0 si existe el ĺımite finito (donde h ∈ C)

f ′(z0) = lim
h→0

f(z0 + h)− f(z0)
h

.

Puesto que esta definición coincide con la de derivabilidad de funciones
reales de una variable real, se tienen las mismas reglas para el cálculo
de derivadas de sumas, productos, cocientes y composiciones, con las
mismas demostraciones.

Teorema 1.1.4. Sean f, g funciones derivables en z0, y sean α, β ∈ C.
Entonces:

(1) αf + βg es derivable en z0, y se tiene

(αf + βg)′(z0) = α f ′(z0) + β g′(z0) .

(2) fg es derivable en z0, y

(fg)′(z0) = f ′(z0) g(z0) + f(z0) g′(z0) .

(3) Si g(z0) 6= 0, entonces f/g es derivable en z0, y

(
f

g

)′
(z0) =

f ′(z0) g(z0)− f(z0) g′(z0)
g(z0)2

.
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Teorema 1.1.5. Si f es derivable en z0 y g es derivable en f(z0), en-
tonces g ◦ f es derivable en z0, y se verifica la regla de la cadena:

(g ◦ f)′(z0) = g′(f(z0)) f ′(z0) .

Teorema 1.1.6. Si f es derivable en z0, entonces f es continua en z0.

Como consecuencia del Teorema 1.1.4, las funciones racionales (es
decir, los cocientes de polinomios) son derivables en todo C salvo en los
ceros del denominador. Sin embargo, la función z no es derivable en
ningún punto, como consecuencia del siguiente resultado.

Teorema 1.1.7. Si f(z) = u(x, y) + iv(x, y), entonces las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

(1) f es derivable en z0.
(2) f es diferenciable (en sentido real ) en z0 y fy(z0) = ifx(z0).
(3) u, v son diferenciables (en sentido real ) en z0 y se verifican las

ecuaciones de Cauchy-Riemann en z0:
{

ux = vy ,
uy = −vx .

Además, si f es derivable en z0, entonces f ′(z0) = fx(z0).

Definición 1.1.8. Decimos que f es holomorfa en un abierto Ω si es
derivable en todos los puntos de Ω. También decimos que f es holomorfa
en z0 si es holomorfa en algún disco centrado en z0.

Se tiene que las constantes son las únicas funciones holomorfas en un
dominio que sólo toman valores reales. Por tanto, funciones como <z,
=z, |z|, arg z no son holomorfas en ningún conjunto abierto.

Definición 1.1.9. Una función f : Ω → C es conforme en el punto z0

si preserva los ángulos con su orientación en dicho punto. Se dice que f
es una aplicación conforme local si f es conforme en todos los puntos de
Ω. Diremos que f es una aplicación conforme en Ω si es una aplicación
conforme local y además es inyectiva en Ω (o biyectiva considerada como
f : Ω → f(Ω)).

Teorema 1.1.10. Si f : Ω → C es derivable en z0 y f ′(z0) 6= 0, entonces
f es un aplicación conforme en el punto z0.
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Demostración. Sean γ1, γ2 dos curvas en el plano complejo, que son de
clase C1 y tienen derivada no nula, tales que γ1(t1) = z0 = γ2(t2). El
ángulo orientado en z0 desde γ1 a γ2 es el ángulo orientado de γ′1(t1)
a γ′2(t2). Si γ′1(t1) = r1e

iθ1 y γ′2(t2) = r2e
iθ2 , entonces dicho ángulo es

igual a

θ2 − θ1 = arg
r2e

iθ2

r1eiθ1
= arg

γ′2(t2)
γ′1(t1)

.

Si σ1 := f ◦γ1 y σ2 := f ◦γ2, σ′1(t1) = R1e
iϕ1 y σ′2(t2) = R2e

iϕ2 , entonces
el ángulo orientado en f(z0) desde σ1 a σ2 es igual a

ϕ2 − ϕ1 = arg
R2e

iϕ2

R1eiϕ1
= arg

σ′2(t2)
σ′1(t1)

= arg
f ′(γ2(t2))γ′2(t2)
f ′(γ1(t1))γ′1(t1)

= arg
f ′(z0)γ′2(t2)
f ′(z0)γ′1(t1)

= arg
γ′2(t2)
γ′1(t1)

= θ2 − θ1 .

Por tanto, f preserva en z0 los ángulos con su orientación.

El siguiente resultado es bien conocido:

Teorema 1.1.11. Sean Ω1 y Ω2 dos abiertos en C y f : Ω1 −→ Ω2 una
aplicación biyectiva. Entonces f es una aplicación conforme si y sólo si
f es holomorfa en Ω1.

Definición 1.1.12. Si Ω es un abierto de R2, una función u : Ω −→ R
de clase C2 se denomina armónica en Ω si

∆u = uxx + uyy = 0 en Ω .

Teorema 1.1.13. Si f es holomorfa en el abierto Ω y es de clase C2

en Ω, entonces <f e =f son armónicas en Ω.

Proposición 1.1.14. Si f : Ω1 → Ω2 es de clase C2 y holomorfa en
Ω1, y u : Ω2 → R es de clase C2 en Ω2, entonces

∆(u ◦ f)(z) = (∆u)(f(z))|f ′(z)|2

para todo z ∈ Ω1. En particular, la composición de una función holo-
morfa con una función armónica es armónica.

El siguiente teorema resulta de gran utilidad si se desea encontrar una
función holomorfa a partir de su parte real.
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Teorema 1.1.15. Si f(z) es holomorfa en z0 y u(x, y) es su parte real,
entonces

f(z) = 2u
(z + z0

2
,
z − z0

2i

)
− f(z0) .

1.1.1 Ejercicios

Ejercicio 1.1.1.1. Prueba que si existe limz→z0 f(z) = w, entonces
(a) limz→z0 f(z) = w, (b) limz→z0 <f(z) = <w,
(c) limz→z0 =f(z) = =w, (d) limz→z0 |f(z)| = |w|,

es decir, que las funciones z, <z, =z y |z| son continuas.

Ejercicio 1.1.1.2. Prueba que limz→z0 f(z) = w si y sólo si limz→z0 <f(z)
= <w y limz→z0 =f(z) = =w.

Ejercicio 1.1.1.3. Prueba que no existe ninguna determinación de la
función argumento continua en C \ {0}, aunque śı existen determina-
ciones continuas en C \ S, donde S es cualquier semirrecta fija que
comienza en 0.

Ejercicio 1.1.1.4. Prueba que las funciones racionales, es decir, los
cocientes de polinomios, son derivables en todos los puntos excepto en
los ceros del denominador.

Ejercicio 1.1.1.5. Halla la derivada de f(z) = z2/(z + 1).

Ejercicio 1.1.1.6. Utilizando las ecuaciones de Cauchy-Riemann, prue-
ba que la función z no es derivable en ningún punto.

Ejercicio 1.1.1.7. Prueba que si Ω es un dominio y f : Ω −→ R es
derivable en z0 ∈ Ω, se tiene que f ′(z0) = 0. Prueba que si además f es
derivable en todos los puntos de Ω, entonces f ′ = 0 en Ω.

Ejercicio 1.1.1.8. Deduce del ejercicio anterior que las constantes son
las únicas funciones holomorfas en un dominio que sólo toman valores
reales y que, por tanto, funciones como <z, =z, |z|, arg z no son holo-
morfas en ningún abierto.

Ejercicio 1.1.1.9. Prueba que la función |z|2 sólo es derivable en 0.
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Ejercicio 1.1.1.10. Utilizando las ecuaciones de Cauchy-Riemann, veri-
fica que la función exponencial compleja es derivable en todo C si la
definimos mediante

f(z) = ez := exeiy := ex(cos y + i sen y) .

Prueba también que f ′(z) = ez.

Ejercicio 1.1.1.11. Usando el ejercicio anterior, prueba que la función
f(z) = ez/(z2+1) es holomorfa en C \ {−i, i}. Halla f ′(z).

Ejercicio 1.1.1.12. Prueba que si f es holomorfa en el abierto Ω y es de
clase C2 en Ω, entonces <f e =f son armónicas en Ω (si identificamos
C con R2).

Ejercicio 1.1.1.13. Encuentra una función holomorfa f con f(0) = i
y con parte real u(x, y) = x2 − y2.

Ejercicio 1.1.1.14. Encuentra una función holomorfa f con f(1) = 1
y con parte real u(x, y) = x/(x2 + y2).

Ejercicio 1.1.1.15. Prueba la Proposición 1.1.14.

1.2 Series de potencias

Definiciones y resultados previos.

1. Si ωn = an + ibn, ω = a + ib,

lim
n→∞ωn = ω ⇔ ∀ ε > 0 , ∃N tal que |ωn − ω| < ε , ∀n ≥ N

⇔ lim
n→∞ an = a y lim

n→∞ bn = b .

2. Decimos que limn→∞ ωn = ∞ si limn→∞ |ωn| = ∞.

3. {ωn} se dice convergente si tiene ĺımite finito (es decir, un ĺımite
diferente de ∞).

4. La serie
∑∞

n=1 ωn es, por definición, el ĺımite limN→∞
∑N

n=1 ωn.
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5. Si
∑∞

n=1 ωn converge, entonces limn→∞ ωn = 0. Es decir, si limn→∞ ωn

es distinto de 0 o no existe, la serie diverge. (El rećıproco es falso).

6. La serie
∑∞

n=1 ωn se dice absolutamente convergente si
∑∞

n=1 |ωn|
converge.

7. Toda serie absolutamente convergente es convergente. (El rećıproco
es falso).

8. Sean fn : Ω −→ C. Decimos que {fn} converge puntualmente a f en
Ω, si

lim
n→∞ fn(z) = f(z) , ∀ z ∈ Ω ,

es decir, si

∀ z ∈ Ω , ∀ ε > 0 , ∃N = N(z, ε) tal que |fn(z)− f(z)| < ε , ∀n ≥ N .

9. Sean fn : Ω −→ C. Decimos que {fn} converge uniformemente a f
en Ω, si:

∀ ε > 0 , ∃N = N(ε) tal que |fn(z)− f(z)| < ε , ∀n ≥ N , ∀z ∈ Ω .

10. La convergencia uniforme implica la convergencia puntual. (El
rećıproco es falso).

11. Si fn converge uniformemente a f en Ω, y fn es continua en Ω para
todo n, entonces también f es una función continua en Ω.

12. Criterio M de Weierstrass: Si se tiene que

|fn(z)| ≤ Mn , ∀n ≥ n0 , ∀z ∈ Ω y
∞∑

n=n0

Mn < ∞ ,

entonces
∑∞

n=1 fn(z) converge absoluta y uniformemente en Ω.

13. Dada una sucesión {bn} ⊂ R, el ĺımite superior de {bn} es el
supremo del conjunto formado por todos los ĺımites de subsucesiones de
{bn}. Más formalmente, lim supn→∞ bn = infn supm≥n bm. Por tanto,
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lim supn→∞ bn existe siempre (aunque puede ser ∞ ó −∞). Se tiene
que:

(a) Si existe limn→∞ bn, entonces lim supn→∞ bn = limn→∞ bn.

(b) lim supn→∞(an + bn) ≤ lim supn→∞ an + lim supn→∞ bn.

(c) Si an ≥ 0 y existe limn→∞ an, entonces lim supn→∞ anbn =
(limn→∞ an) (lim supn→∞ bn).

(d) Si an, bn ≥ 0, lim supn→∞ anbn ≤ (lim supn→∞ an) (lim supn→∞ bn).

(e) Si an ≥ 0 y α > 0, entonces lim supn→∞ aα
n = (lim supn→∞ an)α.

(f) Si f es una función continua y creciente, entonces lim supn→∞ f(an)
= f(lim supn→∞ an).

Definición 1.2.1. Una serie de potencias centrada en z0 es una serie
de la forma

∞∑

n=0

an(z − z0)n . (1.2.1)

Teorema 1.2.2. La serie (1.2.1)
(a) converge absolutamente en D(z0, R) = {z : |z − z0| < R}, donde

R viene dado por la fórmula de Cauchy-Hadamard

0 ≤ R :=
1

lim supn→∞ |an|1/n
≤ ∞ ,

y la convergencia es uniforme en cada disco cerrado D(z0, r) ⊂ D(z0, R),
con r < R;

(b) diverge para todo z tal que |z − z0| > R.

El número R se llama el radio de convergencia de la serie y el disco
D(z0, R) se llama el ćırculo de convergencia de la misma.

El siguiente teorema permite calcular con facilidad el radio de conver-
gencia en muchos casos:

Teorema 1.2.3. Si existe limn→∞ |an+1|/|an|, entonces el radio de con-
vergencia R de (1.2.1) verifica que

1
R

= lim
n→∞

|an+1|
|an| .
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Teorema 1.2.4. Sea f(z) =
∑∞

n=0 an(z − z0)n y supongamos que el
radio de convergencia R de la serie es estrictamente positivo. Entonces
f es holomorfa en D(z0, R), y

f ′(z) =
∞∑

n=1

nan(z − z0)n−1 , ∀ z ∈ D(z0, R) .

Además, el radio de convergencia de la serie de f ′ también es R. También
es R el radio de convergencia de la serie

∞∑

n=0

an

n + 1
(z − z0)n+1,

obtenida al integrar término a término la serie de f(z).

Corolario 1.2.5. Si f(z) =
∑∞

n=0 an(z − z0)n, para todo z ∈ D(z0, R),
entonces:

(1) f es derivable infinitas veces en D(z0, R), y además

f (k)(z) =
∞∑

n=k

n(n− 1) · · · (n− k + 1)an(z − z0)n−k ,

para todo k ∈ N y para todo z ∈ D(z0, R).
(2) ak = f (k)(z0)/k!, para todo k ∈ N.

El Teorema 1.2.2 permite asegurar la convergencia de (1.2.1) en el
interior del disco de convergencia y su divergencia en el exterior de dicho
disco. La convergencia en la frontera del disco de convergencia es mucho
más delicada, puesto que, en general, puede ocurrir cualquier cosa. El
siguiente resultado es de utilidad en muchas situaciones.

Teorema 1.2.6. Sea R el radio de convergencia de (1.2.1). Si a0 ≥
a1R ≥ a2R

2 ≥ · · · y limn→∞ anRn = 0, entonces
∑∞

n=0 an(z − z0)n

converge en la circunferencia {|z − z0| = R} salvo, quizás, en el punto
z = z0 + R.

Definición 1.2.7. Una función es anaĺıtica en z0 si se puede escribir
como una serie de potencias centrada en z0, con radio de convergencia
positivo. Una función es anaĺıtica en un conjunto Ω si es anaĺıtica en
todos los puntos de Ω.
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1.2.1 Ejercicios

Ejercicio 1.2.1.1. Halla el ĺımite de las siguientes sucesiones de números
complejos: (a) e−n + i(n + 1)/n, (b) (−1)nn, (c) in.

Ejercicio 1.2.1.2. Prueba que si
∑∞

n=1 ωn converge, entonces limn→∞ ωn

= 0. Prueba que el rećıproco es falso.

Ejercicio 1.2.1.3. Prueba que si
∑∞

n=1 |ωn| converge, entonces
∑∞

n=1 ωn

converge. Prueba que el rećıproco es falso.

Ejercicio 1.2.1.4. Prueba que la serie
∑∞

n=1
1+i2n

3n+in es convergente.

Ejercicio 1.2.1.5. Prueba que la convergencia uniforme implica la con-
vergencia puntual. Prueba que el rećıproco es falso.

Ejercicio 1.2.1.6. Prueba que si fn converge uniformemente a f en Ω,
y fn es continua en Ω para todo n, entonces también f es una función
continua en Ω.

Ejercicio 1.2.1.7. Prueba el criterio M de Weierstrass: Si se tiene que

|fn(z)| ≤ Mn , ∀n ≥ n0 , ∀z ∈ Ω y
∞∑

n=n0

Mn < ∞ ,

entonces
∑∞

n=1 fn(z) converge absoluta y uniformemente en Ω.

Ejercicio 1.2.1.8. Prueba que la fución zeta de Riemann ζ(z) :=
∞∑

n=1

1
nz

converge absoluta y uniformemente en {z ∈ C : <z ≥ a} si a > 1, donde
nz se define como nz := ez log n := nx

(
cos(y log n) + i sen(y log n)

)
, si

z = x + iy.

Ejercicio 1.2.1.9. Prueba las siguientes afirmaciones:
(a) Si existe limn→∞ bn, entonces lim supn→∞ bn = limn→∞ bn.
(b) lim supn→∞(an + bn) ≤ lim supn→∞ an + lim supn→∞ bn.
(c) Si an ≥ 0 y existe limn→∞ an, entonces lim supn→∞ anbn =

(limn→∞ an) (lim supn→∞ bn).
(d) Si an, bn ≥ 0, lim supn→∞ anbn ≤ (lim supn→∞ an) (lim supn→∞ bn).
(e) Si an ≥ 0 y α > 0, entonces lim supn→∞ aα

n = (lim supn→∞ an)α.
(f) Si f es una función continua y creciente, entonces lim supn→∞ f(an)

= f(lim supn→∞ an).
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Ejercicio 1.2.1.10. (a) Prueba que lim sup
n→∞

n

n + 1
= 1.

(b) Prueba que lim sup
n→∞

(−1)n = 1.

(c) ¿Por qué lim sup
n→∞

n

n + i
no tiene sentido?

Ejercicio 1.2.1.11. Halla los radios de convergencia de las series:
(a)

∑∞
n=0 zn/n!, (b)

∑∞
n=0(−1)nz2n/(2n)!, (c)

∑∞
n=0 n7zn.

Ejercicio 1.2.1.12. Prueba que limn→∞ n1/n = 1. Usando este hecho,
prueba el Teorema 1.2.4.

Ejercicio 1.2.1.13. Prueba el Corolario 1.2.5.

Ejercicio 1.2.1.14. Prueba que
∞∑

n=1

zn

n + 1
converge en la circunferencia

{|z| = 1} salvo en el punto z = 1.

Ejercicio 1.2.1.15. Prueba que
∞∑

n=1

(−1)n (z − 3)n

√
n

converge en la cir-

cunferencia {|z − 3| = 1} salvo en el punto z = 2.

Ejercicio 1.2.1.16. ¿Por qué la serie real de la función f(x) =
1

1 + x2
=

∞∑

n=1

(−1)nx2n converge sólo si {x ∈ R : |x| < 1}, siendo f una función

de clase C∞ (y de hecho anaĺıtica) en todo el eje real?

1.3 Integración compleja

Todas las curvas γ : [a, b] −→ C que se consideren de ahora en adelante
serán continuas y de clase C1 a trozos.

Si f está definida sobre γ, es decir, f : γ([a, b]) −→ C, entonces tiene
sentido definir

∫

γ
f :=

∫

γ
f(z) dz :=

∫ b

a
f(γ(t)) γ′(t) dt .
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La definición de
∫
γ f no depende de la parametrización elegida de

la curva γ, siempre que consideremos parametrizaciones con la misma
orientación. Un cambio de orientación en la curva a lo largo de la cual
se integra, produce un cambio de signo en la integral.

Definimos la integral de f respecto a la longitud de arco en γ como
∫

γ
f ds :=

∫

γ
f(z) |dz| :=

∫ b

a
f(γ(t)) |γ′(t)| dt,

donde s denota el parámetro arco. Es sencillo comprobar que este
tipo de integración es no sólo independiente respecto a los cambios de
parametrización, sino también de orientación.

Si
∫
γ |f(z)| |dz| < ∞, decimos que la función f es integrable sobre la

curva γ. Definimos la longitud de una curva γ como L(γ) :=
∫
γ |dz|.

Teorema 1.3.1. Sean γ, γj curvas, α, β ∈ C, y f, g funciones integrables
sobre dichas curvas. Entonces:

(1)
∫
γ(α f + β g) dz = α

∫
γ f dz + β

∫
γ g dz,

(2)
∫
γ1∪···∪γn

f dz =
∫
γ1

f dz + · · ·+ ∫
γn

f dz, si L(γj ∩ γk) = 0 para
j 6= k,

(3)
∣∣∣
∫
γ f(z) dz

∣∣∣ ≤
∫
γ |f(z)| |dz|,

(4) si |f | ≤ M sobre γ, entonces
∣∣∣
∫
γ f dz

∣∣∣ ≤ M L(γ).

Definición 1.3.2. Sean γ : [α, β] −→ C una curva cerrada (es decir, tal
que γ(α) = γ(β)) y a /∈ γ([α, β]). El ı́ndice de γ con respecto al punto
a es el número n(γ, a) definido por

n(γ, a) :=
1

2πi

∫

γ

dz

z − a
.

Diremos que una curva cerrada está orientada positivamente o en sen-
tido positivo si se recorre en sentido contrario al movimiento de las agu-
jas del reloj. Denotaremos por sentido negativo el correspondiente al
movimiento de las agujas del reloj.

Se puede probar, usando la teoŕıa de espacios recubridores, que n(γ, a)
es el número de vueltas que γ da alrededor del punto a (ver Teorema
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2.4.6). El ı́ndice n(γ, a) será un entero positivo si γ está orientada en
sentido positivo, y un entero negativo si γ está orientada en sentido
negativo.

La teoŕıa de espacios recubridores también jugará un papel importante
en la definición de la métrica de Poincaré en superficies de Riemann.

Teorema 1.3.3. Si f : Ω −→ C es holomorfa en el abierto Ω y
γ : [α, β] −→ C es una curva, entonces

∫

γ
f ′(z) dz = f(γ(b))− f(γ(a)).

Teorema 1.3.4. Si f : Ω −→ C es continua en el abierto Ω, entonces
los siguientes enunciados son equivalentes:

(1) Existe F : Ω −→ C holomorfa tal que F ′ = f .

(2)
∫
γ f(z) dz = 0, para toda curva cerrada γ ⊂ Ω.

De hecho, la condición
∫
γ f = 0 se verifica para todas las curvas

cerradas si Ω es simplemente conexo y f es holomorfa en Ω:

Teorema 1.3.5 (Teorema integral de Cauchy-Goursat). Si f : Ω −→ C
es holomorfa en el abierto simplemente conexo Ω, se tiene que

∫

γ
f(z) dz = 0 , para toda curva cerrada γ ⊂ Ω .

No es dif́ıcil generalizar el teorema anterior a funciones holomorfas
con un número finito de singularidades.

Teorema 1.3.6 (Teorema integral de Cauchy con singularidades). Si Ω
es un abierto simplemente conexo, f es holomorfa en Ω \ {a1, . . . , ak},
y limz→aj (z − aj) f(z) = 0, para j = 1, . . . , k, entonces

∫

γ
f(z) dz = 0 , para toda curva cerrada γ ⊂ Ω \ {a1, . . . , ak} .

También se tiene la siguiente fórmula maravillosa:
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Teorema 1.3.7 (Fórmula integral de Cauchy). Si f : Ω −→ C es holo-
morfa en el abierto simplemente conexo Ω, entonces

n(γ, a) f(a) =
1

2πi

∫

γ

f(z)
z − a

dz ,

para todo punto a ∈ Ω, y para toda curva cerrada γ ⊂ Ω \ {a}.

Si γ es una curva cerrada simple (es decir, sin autointersecciones), el
conocido teorema de la curva de Jordan, nos asegura que γ divide al
plano complejo en dos dominios: Ext γ (que contiene un entorno del
punto del infinito) e Int γ (que es simplemente conexa). La Fórmula
integral de Cauchy nos dice que los valores en Int γ de las funciones
holomorfas están prescritos por sus valores sobre γ.

Observación 1.3.8. Siempre que no se diga expĺıcitamente lo contrario,
supondremos que las curvas cerradas simples están orientadas en sentido
positivo.

Corolario 1.3.9. Si γ es una curva cerrada simple y f es holomorfa en
un abierto simplemente conexo que contenga a Int γ, entonces

1
2πi

∫

γ

f(z)
z − a

dz =
{

f(a) , si a ∈ Int γ ,
0 , si a ∈ Ext γ .

En particular, si γ es la frontera de un disco, se tiene:

Corolario 1.3.10. Si f es holomorfa en el abierto Ω y D es un disco
tal que D ⊂ Ω, entonces

f(z) =
1

2πi

∫

∂D

f(w)
w − z

dw , ∀ z ∈ D .

La fórmula integral de Cauchy tiene la sorprendente consecuencia de
que las funciones holomorfas son infinitamente derivables y todas sus
derivadas son funciones holomorfas. Para demostrar estos sorprendentes
hechos necesitamos dos resultados previos. El primero de ellos es un
resultado de derivación bajo el signo integral, que puede probarse de la
misma forma que su análogo real.
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Teorema 1.3.11. Sean γ una curva en C, Ω ⊆ C un abierto, y
g : Ω× γ → C una función que verifica:

(1) Para cada w ∈ γ, g(·, w) : Ω → C es holomorfa en Ω.
(2) Para todo z ∈ Ω y w ∈ γ, se tiene que

∣∣∣∂g

∂z
(z, w)

∣∣∣ ≤ h(w) ,

donde h : γ → [0,∞] es integrable (es decir,
∫
γ h(w) |dw| < ∞).

Entonces la función definida por

f(z) :=
∫

γ
g(z, w) dw

es holomorfa en Ω, y además

f ′(z) =
∫

γ

∂g

∂z
(z, w) dw .

Teorema 1.3.12. Sean γ : [a, b] → C una curva y ϕ : γ([a, b]) → C una
función integrable en γ (es decir,

∫
γ |ϕ(w)| |dw| < ∞). Entonces,

F (z) :=
∫

γ

ϕ(w)
w − z

dw

es holomorfa en C \ γ, y además

F (n)(z) = n!
∫

γ

ϕ(w)
(w − z)n+1

, dw , ∀ z ∈ C \ γ .

Demostración. Para todo z ∈ C \ γ y w ∈ γ se verifica
∣∣∣ 1
(w − z)n+1

∣∣∣ ≤ 1
d(z, γ)n+1

.

Para cada ε > 0 consideremos el conjunto abierto

Dε := {z ∈ C \ γ : d(z, γ) > ε}.

En Dε se tiene que ∣∣∣ ϕ(w)
(w − z)n+1

∣∣∣ ≤ |ϕ(w)|
εn+1

,



Teoŕıa geométrica de funciones 17

y esta última función es integrable en γ con respecto a la variable w.
Por otro lado, es claro que ϕ(w)/(w − z)n+1 es holomorfa en z ∈ C \ γ
para cada w ∈ γ. Por tanto, la holomorf́ıa de F y la fórmula para F (n)

en el abierto Dε se obtienen ahora a partir del Teorema 1.3.11 aplicando
inducción. Para finalizar la prueba, basta observar que todo z ∈ C \ γ
pertenece a Dε con ε := d(z, γ)/2.

Como consecuencia del Corolario 1.3.10 y del Teorema 1.3.12 obte-
nemos:

Teorema 1.3.13 (Fórmula integral de Cauchy para las derivadas). Si
f : Ω −→ C es holomorfa en el abierto Ω, entonces existen todas las
derivadas f (n) de f , todas ellas son holomorfas en Ω y, si D es un disco
abierto tal que D ⊂ Ω, entonces

f (n)(z) =
n!
2πi

∫

∂D

f(w)
(w − z)n+1

dw , ∀ z ∈ D , ∀n ∈ N .

A partir de estos resultados pueden extraerse “jugosas consecuencias”,
la primera de las cuales constituye un rećıproco (parcial) del Teorema
integral de Cauchy.

Teorema 1.3.14 (Teorema de Morera). Sean Ω ⊆ C un conjunto abierto
y f : Ω −→ C una función continua tal que

∫

γ
f(z) dz = 0 , para toda curva cerrada γ : [a, b] −→ Ω . (1.3.1)

Entonces f es holomorfa en Ω.

Demostración. Sean A una componente conexa de Ω y z0 un punto de
A. La condición (1.3.1) implica que la función

F (z) :=
∫ z

z0

f(w) dw , z ∈ A ,

está bien definida. El Teorema Fundamental del Cálculo nos dice que F
es, de hecho, derivable en A y que F ′ = f . Por tanto F es holomorfa en
A, y el Teorema 1.3.13 nos dice que f = F ′ también lo es.
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Corolario 1.3.15. Sean σ : [a, b] −→ C una curva y Ω ⊆ C abierto.
Sea también f : Ω × σ([a, b]) −→ C una función integrable en γ × σ
para toda curva cerrada γ ⊂ Ω y tal que la función obtenida al fijar la
segunda variable, f(·, w) : Ω −→ C, es holomorfa en Ω para todo w ∈ σ.
Entonces, la función

F (z) :=
∫

σ
f(z, w) dw

es holomorfa en Ω.

Demostración. Sea D cualquier disco abierto contenido en Ω. Para
cualquier curva cerrada γ contenida en D se tiene

∫

γ
F (z) dz =

∫

γ

∫

σ
f(z, w) dw dz =

∫

σ

∫

γ
f(z, w) dz dw ,

ya que f es integrable en γ×σ. Como D es simplemente conexo y f(z, w)
es holomorfa en z para cada w fijo, se tiene

∫
γ f(z, w) dz = 0 por el

Teorema integral de Cauchy (Teorema 1.3.5). Por tanto,
∫
γ F (z) dz = 0

para toda curva cerrada γ contenida en D, y el Teorema de Morera
(Teorema 1.3.14) garantiza que F es holomorfa en D. Como D puede
ser cualquier disco contenido en Ω, concluimos que F es holomorfa en el
abierto Ω.

Es interesante destacar que, como consecuencia del Corolario 1.3.15
se obtiene directamente la primera conclusión del Teorema 1.3.12, con
hipótesis más débiles.

También se tienen los siguientes resultados:

Teorema 1.3.16 (Teorema de Liouville). Si f es entera (holomorfa en
C) y acotada, entonces f es constante.

Demostración. Por hipótesis, existe una constante M tal que |f(z)| ≤
M , para todo z ∈ C. El Teorema 1.3.13 da que

f ′(z) =
1

2πi

∫

|w|=R

f(w)
(w − z)2

dw ,

para todo z ∈ D(0, R). Por tanto, para todo z con |z| < R, se tiene

|f ′(z)| ≤ 1
2π

∫

|w|=R

|f(w)|
|w − z|2 dw ≤ M R

(R− |z|)2 ,
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Haciendo tender R hacia ∞, concluimos que f ′(z) = 0 para todo z ∈ C.
Por tanto, f es constante.

Teorema 1.3.17 (Teorema fundamental del Algebra). Todo polinomio
con coeficientes complejos de grado n tiene n ráıces complejas (contando
su multiplicidad ).

Teorema 1.3.18. Sean Ω ⊆ C abierto y fn : Ω −→ C una sucesión de
funciones holomorfas que convergen uniformemente sobre los compactos
contenidos en Ω a una función f . Entonces f es holomorfa en Ω y,
además, las derivadas f

(k)
n convergen uniformemente sobre los compactos

contenidos en Ω a la derivada f (k).

Teorema 1.3.19. Sean Ω un abierto y a ∈ Ω. Si f es holomorfa en
Ω \ {a} y se tiene que limz→a(z − a) f(z) = 0, entonces también existe
el ĺımite de f cuando z tiende al punto a y, si se define

f(a) := lim
z→a

f(z),

entonces f es holomorfa en Ω.

Demostración. Sea D un disco tal que a ∈ D y D ⊂ Ω. La función

g(z) :=
1

2πi

∫

∂D

f(w)
w − z

dw

es holomorfa en D, como consecuencia del Teorema 1.3.12.
Sea z ∈ D \ {a} fijo. La función definida por

F (w) :=
f(w)− f(z)

w − z

es holomorfa en Ω\{a, z} y verifica trivialmente que limw→a(w−a) F (w)
= 0 y limw→z(w− z) F (w) = 0. El Teorema integral de Cauchy con sin-
gularidades (Teorema 1.3.6) nos dice que

∫

∂D
F (w) dw = 0 .

Se sigue que
∫

∂D

f(w)
w − z

dw = f(z)
∫

∂D

dw

w − z
= 2πi f(z) .
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De ello se sigue que

f(z) = g(z) , para todo z ∈ D \ {a} .

Si definimos f(a) := g(a), tendremos que f(z) = g(z) para todo z ∈ D
y, por tanto, que f es holomorfa en Ω.

Obsérvese que acabamos de demostrar que el Teorema integral de
Cauchy con singularidades (Teorema 1.3.6) realmente “no dice nada
nuevo” con respecto al Teorema integral de Cauchy (Teorema 1.3.5).
Sin embargo, como hemos visto, es un resultado crucial en la prueba del
Teorema 1.3.19.

Definición 1.3.20. Un punto a tal que f es holomorfa en Ω \ {a} y
limz→a(z − a) f(z) = 0, se llama una singularidad evitable de f .

El siguiente resultado es una consecuencia directa del Teorema 1.3.19.

Teorema 1.3.21 (Teorema de la singularidad evitable). Sean Ω un
abierto y a ∈ Ω. Si f es holomorfa en Ω \ {a} y f está acotada en un
entorno de a, entonces también existe el ĺımite de f cuando z tiende al
punto a, y si se define

f(a) := lim
z→a

f(z) ,

entonces f es holomorfa en Ω.

Ya hemos visto que las funciones anaĺıticas son holomorfas. El si-
guiente teorema, conocido como Teorema de Taylor infinito, nos dice
que el rećıproco también es cierto. Es decir, responde a la pregunta
¿qué funciones son anaĺıticas?; además, también responde a la pregunta
¿cuál es el radio de convergencia de la serie de potencias en un punto
concreto?, sin necesidad de conocer los coeficientes de la serie.

Teorema 1.3.22. Una función f es holomorfa en el abierto Ω si y sólo
si f es anaĺıtica en Ω. Además, si a ∈ Ω y r es la mı́nima distancia de
∂Ω al punto a (es decir, r = d(a, ∂Ω)), se verifica que

f(z) =
∞∑

n=0

f (n)(a)
n!

(z − a)n, para todo z ∈ D(a, r) .

Este resultado permite deducir algunas importantes consecuencias:
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Corolario 1.3.23. Si f es holomorfa en el dominio Ω, y existe un punto
a ∈ Ω tal que

0 = f ′(a) = · · · = f (n)(a) = · · · , para todo n ≥ 1 ,

entonces f es constante en Ω.

Corolario 1.3.24. Si f es holomorfa en el dominio Ω y existe una
sucesión {an}∞n=1 contenida en Ω con todos los an distintos, y tal que

lim
n→∞ an = a ∈ Ω , y f(an) = 0 , n ≥ 1 ,

entonces f(z) = 0 para todo z ∈ Ω.

Teorema 1.3.25 (Principio de prolongación anaĺıtica). Sean Ω ⊆ C un
dominio y {an}∞n=1 una sucesión de puntos distintos de Ω tales que

lim
n→∞ an = a ∈ Ω .

Si f y g son funciones holomorfas en Ω tales que

f(an) = g(an) , para todo n ≥ 1 ,

entonces f(z) = g(z) para todo z ∈ Ω.

Como consecuencia, si Ω es un dominio, tenemos que

f |Ω∩R = g|Ω∩R =⇒ f = g en Ω .

Por tanto, dada una función real definida en Ω∩R, existe a lo sumo una
forma de extender de forma anaĺıtica la función al dominio complejo Ω.

En particular, esto prueba que sólo existe una forma de extender las
funciones elementales al plano complejo como funciones holomorfas, que
es la que ya conocemos.

Teorema 1.3.26 (Ceros de funciones holomorfas). Si f es holomorfa
y no constante en Ω, y a ∈ Ω es un cero de f (es decir, f(a) = 0),
entonces existe un mı́nimo entero k > 0 tal que

f(z) = (z − a)kg(z) ,

donde g es holomorfa en Ω y g(a) 6= 0.
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Definición 1.3.27. En las condiciones del teorema anterior, se dice que
f tiene en a un cero de orden k.

Corolario 1.3.28. Si f es holomorfa en Ω y no es idénticamente cero,
entonces f sólo puede tener un número finito de ceros en cada conjunto
compacto contenido en Ω.

Corolario 1.3.29 (Regla de Bernouilli-l’Hôpital). Sean f y g dos fun-
ciones holomorfas en z0, tales que f(z0) = g(z0) = 0. Entonces se
verifica que

lim
z→z0

f(z)
g(z)

= lim
z→z0

f ′(z)
g′(z)

.

Teorema 1.3.30 (Teorema de la aplicación abierta). Si f es holomorfa
en el dominio Ω y no es constante, entonces f es una aplicación abierta,
es decir, la imagen por f de todo abierto contenido en Ω es un conjunto
abierto de C. En particular, f(Ω) es un conjunto abierto de C.

Teorema 1.3.31 (Teorema de la aplicación inversa). Si f es holomorfa
en el abierto Ω y z0 ∈ Ω con f ′(z0) 6= 0, entonces existen entornos U de
z0 y V de f(z0) tales que f−1 : V −→ U es una función holomorfa y

(
f−1

)′(f(z)) =
1

f ′(z)
,

para todo z ∈ U .

También puede deducirse el siguiente resultado.

Teorema 1.3.32. Si f : Ω1 −→ Ω2 es una función holomorfa y biyec-
tiva, entonces su inversa f−1 : Ω2 −→ Ω1 es una función holomorfa.
Además, f ′ y (f−1)′ no se anulan en Ω1 y Ω2, respectivamente.

Como consecuencia de los Teoremas 1.1.11 y 1.3.32 se tiene el siguiente
resultado.

Teorema 1.3.33. Sean Ω1 y Ω2 dos abiertos en C y f : Ω1 −→ Ω2 una
aplicación conforme. Entonces f−1 también es una aplicación conforme.

Teorema 1.3.34 (Principio del módulo máximo). Si f es holomorfa en
el dominio Ω y no es constante, entonces |f | no alcanza valor máximo
en el dominio Ω.
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Corolario 1.3.35. Si f es holomorfa en el dominio acotado Ω y es
continua en Ω = Ω ∪ ∂Ω, entonces el valor máximo de |f | en Ω se
alcanza en ∂Ω.

Teorema 1.3.36 (Teorema 1/4 de Koebe). Sea f : D −→ C una función
holomorfa e inyectiva. Si f(0) = 0 y f ′(0) = 1, entonces f(D) contiene
el disco abierto de centro 0 y radio 1/4.

El siguiente resultado se deduce directamente del Teorema 1/4 de
Koebe.

Corolario 1.3.37. Si f : D −→ C es una función holomorfa e inyectiva,
entonces f(D) contiene el disco abierto de centro f(0) y radio |f ′(0)|/4.

1.3.1 Ejercicios

Ejercicio 1.3.1.1. Calcula la integral
∫
γ z dz, donde γ(t) = t+2ti para

t ∈ [0, 1].

Ejercicio 1.3.1.2. Calcula directamente (sin usar la definición de ı́ndice)
la integral

∫
|z|=1 dz/z.

Ejercicio 1.3.1.3. Prueba que la definición de
∫
γ f(z) dz no depende

de la parametrización elegida de la curva γ, siempre que consideremos
parametrizaciones con la misma orientación.

Indicación: Toda reparametrización de γ : [a, b] −→ C que preserva
la orientación puede escribirse de la forma γ(t(s)), donde t = t(s) :
[c, d] −→ [a, b] es continua, C1 a trozos y creciente.

Ejercicio 1.3.1.4. Prueba que un cambio de orientación en la curva a
lo largo de la cual se integra, produce un cambio de signo en la integral.

Indicación: Una parametrización del arco opuesto a γ : [a, b] −→ C es
el arco γ̃ : [−b,−a] −→ C dado por γ̃(t) = γ(−t).

Ejercicio 1.3.1.5. Prueba que la integral de f respecto a la longitud de
arco en una curva no sólo es independiente respecto a los cambios de
parametrización, sino también de orientación.

Indicación: Toda reparametrización de γ : [a, b] −→ C (que preserve
la orientación o no) puede escribirse de la forma γ(t(s)), donde t =
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t(s) : [c, d] −→ [a, b] es continua, C1 a trozos y monótona (creciente o
decreciente).

Ejercicio 1.3.1.6. Prueba el Teorema 1.3.1.

Ejercicio 1.3.1.7. Prueba que se tiene
∫
γ ez2

dz = 0, para toda curva
cerrada γ.

Ejercicio 1.3.1.8. Calcula
∫

γ

dz

z2
= 0, para toda curva cerrada γ que

no pase por el origen.

Ejercicio 1.3.1.9. Prueba directamente (sin usar la definición de ı́ndice)

que
∫

γ

dz

z − a
= 2πi, si γ es cualquier curva cerrada que rodee al punto a

(sin pasar por a) en sentido positivo (en contra de las agujas del reloj)
y que corte a la recta <z = <a sólo 2 veces.

Indicación: Considera las funciones F1(z) = log(z − a) = log |z −
a| + i arg (z − a) en {<z ≥ a} \ {a}, donde elegimos los argumentos de
forma que arg (z− a) ∈ [−π/2, π/2], y F2(z) = log(z− a) = log |z− a|+
i arg (z − a) en {<z ≤ a} \ {a}, pero eligiendo los argumentos de forma
que arg (z − a) ∈ [π/2, 3π/2].

Ejercicio 1.3.1.10. Calcula directamente (sin usar la definición de

ı́ndice)
∫

γ

dz

z − a
si γ es cualquier curva cerrada que no rodea el punto

a, y existe una semirrecta que comienza en a y no corta a γ.

Ejercicio 1.3.1.11. Prueba el Teorema integral de Cauchy (Teorema
1.3.5), bajo la hipótesis adicional de que f ′ es continua, usando la
fórmula de Green.

Ejercicio 1.3.1.12. Prueba el Teorema 1.3.13.
Indicación: Usa el Corolario 1.3.10 y el Teorema 1.3.12.

Ejercicio 1.3.1.13. Prueba el Teorema de fundamental del Algebra
(Teorema 1.3.17).

Indicación: Basta demostrar que cualquier polinomio no constante
P (z) tiene una ráız. Asume que esto no es cierto y aplica a la función
1/P el Teorema de Liouville (Teorema 1.3.16).
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Ejercicio 1.3.1.14. Sea f una función entera. Utilizando el Teorema
de Liouville (Teorema 1.3.16) demuestra que:

a) Si |f | ≥ 1, entonces f es constante.
b) Si <f ≥ 0, entonces f es constante.
c) Si =f ≤ 1, entonces f es constante.
d) Si <f no tiene ceros, entonces f es constante.
e) Si existe una recta que no corta a la imagen de f , entonces f es

constante.

Ejercicio 1.3.1.15. Si f : [0,∞) −→ C es integrable y verifica que
f(x) e−ax está acotada cuando x ≥ M para algunos a,M ∈ R, entonces
la transformada de Laplace de f se define en el semiplano {z ∈ C :
<z > a} como

Lf(z) =
∫ ∞

0
f(x) e−zx dx .

Prueba que Lf(z) es holomorfa en dicho semiplano {z ∈ C : <z > a}.

Ejercicio 1.3.1.16. Prueba que z = 0 es una singularidad evitable de
la función f(z) = (ez − 1)/z.

Ejercicio 1.3.1.17. Definimos log z := log |z| + i arg z en C \ {0} con
arg z ∈ (−π, π]. Prueba que limz→0 z log z = 0. ¿Es z = 0 una singula-
ridad evitable de la función f(z) = log z?

Ejercicio 1.3.1.18. Prueba que

f(x) =
{

e−1/x2
, si x 6= 0 ,

0 , si x = 0 ,

es de clase C∞(R) y que f (n)(0) = 0 para todo n ≥ 0.
Explica la siguiente aparente contradicción con el Teorema 1.3.22: la
serie de Taylor en x = 0 de f(x) es idénticamente 0, pero f no es igual
a cero.

Ejercicio 1.3.1.19. Prueba el Principio de prolongación anaĺıtica (Teo-
rema 1.3.25), usando el Corolario 1.3.24.

Ejercicio 1.3.1.20. Prueba el Principio de prolongación anaĺıtica (Teo-
rema 1.3.25), usando el Corolario 1.3.23.
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Ejercicio 1.3.1.21. Prueba la regla de Bernouilli-l’Hôpital (Corolario
1.3.29), usando el Teorema 1.3.26.

Ejercicio 1.3.1.22. Prueba el Corolario 1.3.35, usando el Teorema
1.3.34.

Ejercicio 1.3.1.23. Prueba que la conclusión del Principio del módulo
máximo (Teorema 1.3.34) no se verifica si sustituimos la hipótesis Ω
abierto conexo por Ω abierto no conexo.

Ejercicio 1.3.1.24. Prueba que la conclusión del Corolario 1.3.35 no
es cierta si eliminamos la hipótesis de que Ω esté acotado.

Ejercicio 1.3.1.25. Prueba que la conclusión del Corolario 1.3.35 tam-
bién es cierta si Ω es un abierto acotado con un número finito de com-
ponentes conexas.

Ejercicio 1.3.1.26. Prueba que la conclusión del Corolario 1.3.35 no es
cierta si Ω es un abierto acotado con un número infinito de componentes
conexas.

Ejercicio 1.3.1.27. Prueba el Corolario 1.3.37, usando el Teorema
1.3.36.

1.4 Singularidades aisladas

Definición 1.4.1. Un punto a ∈ Ω es una singularidad aislada de f , si
f es holomorfa en Ω \ {a}.

Si a es una singularidad aislada de f , ocurre necesariamente una de
las tres siguientes posibilidades:

(1) Que a sea una singularidad evitable de f . Esto es equivalente a
todas las afirmaciones siguientes:

a) f está acotada en D(a, r) \ {a} para algún r > 0,
b) existe el limz→a f(z) ∈ C,
c) limz→a(z − a) f(z) = 0.
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Ya hemos visto que el Teorema 1.3.19 da una de las implicaciones,
pero todas ellas son ciertas.

(2) Que a sea un polo de f . Por definición, ésto ocurre si

lim
z→a

f(z) = ∞ .

Proposición 1.4.2. Sean Ω un abierto, a ∈ Ω y f una función holo-
morfa en Ω \ {a}. Entonces, a es un polo de f si y sólo si existe un
número entero k ≥ 1 (k se denomina el orden del polo de f en a) tal
que

f(z) =
g(z)

(z − a)k
,

con g holomorfa en Ω, y g(a) 6= 0.

(3) Que a sea una singularidad esencial de f . Por definición esto
ocurre si no ocurre ni (1) ni (2).

Teorema 1.4.3 (Teorema de Casorati-Weierstrass). Sean Ω un abierto,
a ∈ Ω y f una función holomorfa en Ω \ {a}. Si a es una singularidad
esencial de f , entonces para todo r > 0 con D(a, r) ⊆ Ω, el conjunto
f(D(a, r) \ {a}) es un abierto denso en C.

Demostración. Para cada r > 0 fijo tal que D(a, r) ⊆ Ω el Teorema de
la aplicación abierta (Teorema 1.3.30) asegura que f(D(a, r) \ {a}) es
un conjunto abierto.

Para ver que f(D(a, r) \ {a}) es denso en C, razonaremos por con-
tradicción. Supongamos que f(D(a, r)\{a}) no es denso en C para todo
r > 0 con D(a, r) ⊆ Ω; por tanto, existen r > 0 y un disco D = D(w, R)
con f(D(a, r) \ {a})∩D(w, R) = ∅. Entonces |f(z)−w| ≥ R para todo
z ∈ D(a, r) \ {a}. Consecuentemente, la función

g(z) :=
1

f(z)− w

es holomorfa en D(a, r)\{a} y |g(z)| ≤ 1/R para todo z ∈ D(a, r)\{a}.
El Teorema de la singularidad evitable (Teorema 1.3.21) garantiza que
g(z) tiene en a una singularidad evitable. Por tanto, f(z) = w + 1/g(z)
tiene en a una singularidad evitable o un polo, que es la contradicción
que estábamos buscando.
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En particular, el Teorema de Casorati-Weierstrass implica que para
todo número complejo w existe una sucesión an → a con f(an) → w.

Como consecuencia del famoso Teorema grande de Picard se obtiene
algo mucho más fuerte (ver Teorema 2.6.11): que a es una singularidad
esencial de f si y sólo si para todo r > 0 con D(a, r) ⊆ Ω, el conjunto
f(D(a, r) \ {a}) es todo C salvo, a lo sumo, un punto.

El ejemplo más natural para ilustrar este resultado es la función
f(z) = e1/z, que tiene una singularidad esencial en 0 y que verifica
f(D(0, r) \ {0}) = C \ {0}.

Las singularidades aisladas también pueden clasificarse en términos
de series de potencias. Si a es una singularidad evitable de f , entonces
f admite un desarrollo de Taylor

f(z) =
∞∑

n=0

cn(z − a)n

en un cierto disco D(a, r).
Si f tiene en a un polo de orden k, entonces f admite un desarrollo

de Laurent del tipo

f(z) =
c−k

(z − a)k
+ · · ·+ c−1

z − a
+

∞∑

n=0

cn(z − a)n =
∞∑

n=−k

cn(z − a)n,

con c−k 6= 0, en un disco “punteado” D(a, r) \ {a}.
Por último, si f tiene en a una singularidad esencial, entonces f admite

un desarrollo de Laurent del tipo

f(z) =
∞∑

n=−∞
cn(z − a)n,

con infinitos c−n (n ∈ N) distintos de cero.

Teorema 1.4.4 (Teorema de Laurent). Si f es holomorfa en el anillo
Ω = {z : r < |z − a| < R} (0 ≤ r < R ≤ ∞), entonces existe una
sucesión de números complejos {cn}∞n=−∞ tal que

f(z) =
∞∑

n=−∞
cn(z − a)n , ∀ z ∈ Ω .
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La serie converge absoluta y uniformemente en cualquier conjunto com-
pacto contenido en Ω. Además, si Ω es el mayor anillo centrado en a
en el que f es holomorfa, entonces se tiene que

r = lim sup
n→∞

|c−n|1/n ,
1
R

= lim sup
n→∞

|cn|1/n .

Definición 1.4.5. Decimos que f es meromorfa en Ω si sólo tiene sin-
gularidades aisladas en Ω, y éstas son o bien evitables, o bien son polos.

Teorema 1.4.6. Una función f es meromorfa en el abierto Ω si y sólo
si f = g/h con g, h funciones holomorfas en Ω y h no es idénticamente
nula.

El Teorema 1.4.6 y el Corolario 1.3.28 implican directamente el si-
guiente resultado.

Corolario 1.4.7. Si f es meromorfa en Ω y no es idénticamente cero,
entonces f sólo puede tener un número finito de ceros y de polos en cada
conjunto compacto contenido en Ω.

1.4.1 Ejercicios

Ejercicio 1.4.1.1. Prueba la regla de Bernouilli-l’Hôpital (Corolario
1.3.29) si f y g tienen en z0 un polo en vez de un cero.

Ejercicio 1.4.1.2. Prueba que el origen es una singularidad esencial de
la función f(z) = e1/z.

Ejercicio 1.4.1.3. Desarrolla en serie de Laurent f(z) = 1/(z2−4z+3),
en potencias de z en el dominio {|z| < 1}.

Ejercicio 1.4.1.4. Desarrolla en serie de Laurent f(z) = 1/(z2−4z+3),
en potencias de z en el dominio {1 < |z| < 3}.

Ejercicio 1.4.1.5. Desarrolla en serie de Laurent f(z) = 1/(z2−4z+3),
en potencias de z en el dominio {|z| > 3}.
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1.5 El Teorema de los residuos y sus aplica-
ciones

Definición 1.5.1. Si a es una singularidad aislada de f , el residuo de
f en z = a es el coeficiente c−1 de (z − a)−1 en su desarrollo en serie
de Laurent en z = a. Se escribe Res (f, a) = c−1.

Si f tiene en a un polo de orden 1 (es decir, un polo simple), entonces

Res (f, a) = lim
z→a

(z − a)f(z) ,

y si f tiene en a un polo de orden k, entonces

Res (f, a) =
1

(k − 1)!
lim
z→a

dk−1

dzk−1

(
(z − a)kf(z)

)
.

Si f tiene en a una singularidad esencial, NO existe una fórmula sencilla
para el residuo de f en a; la forma de hallar el residuo es encontrar el
coeficiente c−1 de la potencia (z − a)−1 del desarrollo en serie Laurent
de f (por supuesto, este método también es válido si a es un polo de f).

La siguiente proposición es un criterio tan sencillo como útil en el
cálculo de residuos.

Proposición 1.5.2. Si f tiene una singularidad aislada en a y

lim
z→a

(z − a)f(z) = l

existe y es distinto de 0 y de ∞, entonces f tiene en a un polo de orden
1 y su residuo es l.

Teorema 1.5.3 (Teorema de los residuos). Sean Ω un abierto simple-
mente conexo, f una función holomorfa en Ω salvo en un conjunto {aj}
de singularidades aisladas, y γ ⊂ Ω una curva cerrada que no pasa por
ningún aj. Entonces

∫

γ
f(z) dz = 2πi

∑

j

Res (f, aj) n(γ, aj) .
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Corolario 1.5.4. Si z1, . . . , zn son números complejos distintos y P (z)
es un polinomio de grado menor que n, se tiene la descomposición en
fracciones simples

Q(z) =
P (z)

(z − z1) · · · (z − zn)
=

Res (Q, z1)
z − z1

+ · · ·+ Res (Q, zn)
z − zn

,

con Res (Q, zj) = limz→zj (z − zj)Q(z) .

Proposición 1.5.5.
∫ 2π

0
R(cos θ, sen θ) dθ =

∫ 2π

0
R

(eiθ + e−iθ

2
,
eiθ − e−iθ

2i

) ieiθdθ

ieiθ

=
∫

|z|=1
R

(1
2

(
z +

1
z

)
,

1
2i

(
z − 1

z

)) dz

iz
.

Las siguientes proposiciones también pueden deducirse del Teorema
de los residuos (Teorema 1.5.3).

Proposición 1.5.6. Sea f una función que es anaĺıtica en un dominio
que contenga a la clausura del semiplano superior U = {z ∈ C : =z > 0},
salvo en un número finito de singularidades, que pueden estar sobre el
eje real, pero que, en este caso, deben ser polos simples.

(1) Si limz→∞ z f(z) = 0, tenemos que

v.p.
∫ ∞

−∞
f(x) dx = 2πi

∑

a∈Sing(f),=a>0

Res (f, a) + πi
∑

a∈Sing(f),=a=0

Res (f, a) .

(2) Si limz→∞ f(z) = 0, y c > 0, entonces

v.p.
∫ ∞

−∞
f(x) eicx dx = 2πi

∑

a∈Sing(f),=a>0

Res
(
f(z) eicz, a

)

+ πi
∑

a∈Sing(f),=a=0

Res
(
f(z) eicz, a

)
.

(3) Si limz→∞ z f(z) = 0, k0, k1, . . . , kn ∈ C, c1, . . . , cn > 0, y g(z) =
k0 + k1 eic1z + · · ·+ kn eicnz, tenemos que

v.p.
∫ ∞

−∞
f(x) g(x) dx = 2πi

∑

a∈Sing(f),=a>0

Res (fg, a) + πi
∑

a∈Sing(f),=a=0

Res (fg, a) .
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Si f tiene polos de orden mayor que 1 en el eje real, pero estos polos
son singularidades evitables o polos simples para fg, entonces la con-
clusión de (3) sigue siendo cierta.

Si limz→∞ z f(z) = 0 y f no tiene polos en el eje real, entonces las
integrales de (1), (2) y (3) convergen y, por tanto, coinciden con sus
valores principales.

Observación 1.5.7. 1. Si f(x) es una función con valores reales,
entonces se tiene que

v.p.
∫ ∞

−∞
f(x) eicx dx = v.p.

∫ ∞

−∞
f(x) e−icx dx .

Por tanto, si c < 0 se tiene −c > 0 y entonces se puede usar la
fórmula de (2) en la proposición anterior.

2. Si k0 = 0, la conclusión de (3) sigue siendo válida si se susti-
tuye la condición limz→∞ zf(z) = 0 por la hipótesis más débil
limz→∞ f(z) = 0.

Conviene recordar aqúı que si los polos simples de f son x1 < · · · < xn,
entonces el valor principal de Cauchy de

∫∞
−∞ f(x) dx se define como

v.p.
∫ ∞

−∞
f(x) dx = lim

R→∞,ε→0+

(∫ x1−ε

−R
f(x) dx +

∫ x2−ε

x1+ε
f(x) dx

+ · · ·+
∫ xn−ε

xn−1+ε
f(x) dx +

∫ R

xn+ε
f(x) dx

)
,

y que coincide con la integral
∫∞
−∞ f(x) dx si f es integrable.

También es interesante destacar que si alguno de los polos del inte-
grando en el eje real no es simple, entonces el valor principal diverge
“casi siempre”. Por tanto, la hipótesis de que los polos del eje real sean
simples es una hipótesis muy poco restrictiva.

Proposición 1.5.8. Sea α ∈ R \Z, y sea f una función anaĺıtica en C
salvo en un número finito de singularidades, ninguna de las cuales está
sobre el semieje real positivo R+ = [0,∞), y tal que

lim
z→0

zα+1f(z) = 0 , lim
z→∞ zα+1f(z) = 0 .
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Entonces,
∫∞
0 xαf(x) dx converge, y

∫ ∞

0
xαf(x) dx =

2πi

1− e2παi

∑

a∈Sing(f)

Res
(
zαf(z), a

)
,

donde tomamos [0, 2π) como intervalo de argumentos principales.

La siguiente proposición permite integrar en (0,∞) funciones bastante
generales.

Proposición 1.5.9. Sea f una función que es anaĺıtica en C salvo a
lo sumo en un número finito de puntos, ninguno de los cuales está en
el semieje real positivo R+ = [0,∞), y tal que limz→∞ z f(z) = 0. En-
tonces: ∫ ∞

0
f(x) dx = −

∑

a∈Sing(f)

Res
(
f(z) log z, a

)
,

donde log z es la rama del logaritmo que se obtiene al tomar [0, 2π) como
intervalo de argumentos principales.

Finalmente, la siguiente proposición permite sumar muchas series.

Proposición 1.5.10. Sea f una función anaĺıtica en C salvo a lo sumo
en un número finito de singularidades y tal que limz→∞ z f(z) = 0.
Entonces,

(1)
∞∑

n=−∞,n/∈Sing(f)

f(n) = −π
∑

a∈Sing(f)

Res
(
f(z) cotanπz , a

)
.

(2)
∞∑

n=−∞,n/∈Sing(f)

(−1)nf(n) = −π
∑

a∈Sing(f)

Res
(
f(z) cosecπz , a

)
.

Veamos a continuación una última consecuencia del Teorema de los
residuos, conocida como Principio del argumento, que tiene numerosas
aplicaciones. Para poder demostrarlo necesitamos un resultado previo.

Lema 1.5.11. Sea f una función meromorfa en un dominio Ω.
a) Si f tiene en a ∈ Ω un cero de orden k, la función

f ′(z)
f(z)

− k

z − a
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es holomorfa en un entorno de a.
b) Si f tiene en a ∈ Ω un polo de orden k, la función

f ′(z)
f(z)

+
k

z − a

es holomorfa en un entorno de a.

Demostración. Si f tiene en a ∈ Ω un cero de orden k, el Teorema 1.3.26
da que f(z) = (z − a)kg(z), donde g es holomorfa en Ω y g(a) 6= 0.
Entonces

f ′(z)
f(z)

− k

z − a
=

k(z − a)k−1g(z) + (z − a)kg′(z)
(z − a)kg(z)

− k

z − a
=

g′(z)
g(z)

,

que es holomorfa en un entorno de a, ya que g(a) 6= 0, por el Teorema
de la singularidad evitable (Teorema 1.3.21).

Si f tiene en a ∈ Ω un polo de orden k, la Proposición 1.4.2 da que
f(z) = g(z)/(z − a)k, con g holomorfa en Ω y g(a) 6= 0. Entonces

f ′(z)
f(z)

+
k

z − a
=

(z−a)kg′(z)−k(z−a)k−1g(z)
(z−a)2k

g(z)
(z−a)k

+
k

z − a
=

g′(z)
g(z)

,

que es holomorfa en un entorno de a, ya que g(a) 6= 0, por el Teorema
de la singularidad evitable (Teorema 1.3.21).

Teorema 1.5.12 (Principio del argumento, primera versión). Sea f una
función meromorfa en un dominio simplemente conexo Ω cuyos ceros
son a1, a2, . . . , ar y cuyos polos son b1, b2, . . . , bs (en la lista están los
ceros y los polos contados según su multiplicidad, es decir, si un cero o
un polo es de orden k, aparece k veces en la lista). Si γ es una curva
cerrada contenida en Ω que no pasa por ningún cero ni ningún polo de
f , entonces se verifica

1
2πi

∫

f(γ)

dw

w
=

1
2πi

∫

γ

f ′(z)
f(z)

dz =
r∑

j=1

n(γ, aj)−
s∑

k=1

n(γ, bk) .

Demostración. Para establecer la primera igualdad, observemos que si
parametrizamos γ como γ : [a, b] → Ω, entonces f ◦ γ : [a, b] → C es una
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parametrización de f(γ). Por tanto, tomando w = f(γ(t)) y z = γ(t),
se tiene

∫

f(γ)

dw

w
=

∫ b

a

f ′(γ(t))γ′(t)
f(γ(t))

dt =
∫

γ

f ′(z)
f(z)

dz .

Para probar la segunda igualdad, observemos en primer lugar que el
Lema 1.5.11 garantiza que la siguiente función es holomorfa en Ω

f ′(z)
f(z)

−
r∑

j=1

1
z − aj

+
s∑

k=1

1
z − bk

,

puesto que si aj es un cero de orden m entonces aparece m veces en la
suma (y lo mismo es cierto para los polos); además, la función racional
que estamos sumando a f ′/f no contiene ninguna singularidad adicional
(además de los aj y los bk). Por tanto, el Teorema integral de Cauchy
(Teorema 1.3.5) garantiza que

∫

γ

f ′(z)
f(z)

dz −
r∑

j=1

∫

γ

dz

z − aj
+

s∑

k=1

∫

γ

dz

z − bk
= 0 ,

lo cual implica inmediatamente la conclusión.

Se puede deducir inmediatamente el siguiente corolario.

Teorema 1.5.13 (Principio del argumento, segunda versión). Si γ es
una curva de Jordan que encierra un dominio simplemente conexo D y
f es una función meromorfa en un entorno de D, que no tiene ningún
cero ni ningún polo en γ, entonces

1
2πi

∫

f(γ)

dw

w
=

1
2πi

∫

γ

f ′(z)
f(z)

dz

es igual al número de ceros de f en D (contando su multiplicidad) menos
el número de polos de f en D (contando su multiplicidad).
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1.5.1 Ejercicios

Ejercicio 1.5.1.1. Descompón en fracciones simples 1/(z3−z), usando
el Corolario 1.5.4.

Ejercicio 1.5.1.2. Descompón en fracciones simples (z + 1)/(z3 + z2),
usando el Corolario 1.5.4.

Ejercicio 1.5.1.3. Prueba el Corolario 1.5.4.

Ejercicio 1.5.1.4. Halla el valor principal de la integral

v.p.
∫ ∞

−∞

eicx

x
dx ,

para todo c ∈ R \ {0}.
Ejercicio 1.5.1.5. Halla la integral

∫ ∞

−∞

eicx

x2 + 1
dx ,

para todo c ∈ R.

Ejercicio 1.5.1.6. Prueba que
∞∑

n=1

1
n2

=
π2

6
.

Ejercicio 1.5.1.7. Halla
∞∑

n=1

(−1)n

n2
.

Ejercicio 1.5.1.8. Prueba que si f tiene en a un polo de orden 1 (es
decir, un polo simple), entonces

Res (f, a) = lim
z→a

(z − a)f(z) .

Ejercicio 1.5.1.9. Prueba que si f tiene en a un polo de orden k,
entonces

Res (f, a) =
1

(k − 1)!
lim
z→a

dk−1

dzk−1

(
(z − a)kf(z)

)
.



Caṕıtulo 2

Teoŕıa geométrica de
funciones.

2.1 Transformaciones de Möbius.

Las transformaciones de Möbius se definen como las funciones que pueden
escribirse de la forma

T (z) =
az + b

cz + d
, a, b, c, d ∈ C , ad− bc 6= 0 .

Tienen la propiedad de transformar discos o semiplanos en discos o semi-
planos. Esto en realidad es una consecuencia del siguiente resultado:

Teorema 2.1.1. Toda transformación de Möbius T es una biyección
de la esfera de Riemann C := C ∪ {∞} en śı misma. Si llamamos cir-
cunferencia generalizada a un elemento del conjunto de circunferencias o
rectas del plano, se tiene que T transforma circunferencias generalizadas
en circunferencias generalizadas. Mas aún, si C es una circunferencia
generalizada, T transforma cada uno de los dos dominios complemen-
tarios en que C divide a la esfera de Riemann en uno de los dominios
complementarios de T (C).

37
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La composición de dos transformaciones de Möbius también es una
transformación de Möbius. De hecho, el conjunto de transformaciones
de Möbius con la operación de composición tiene estructura de grupo.

Proposición 2.1.2. Dados z1, z2, z3 ∈ C distintos dos a dos y z′1, z
′
2, z

′
3 ∈

C distintos dos a dos, existe una única transformación de Möbius tal que
T (z1) = z′1, T (z2) = z′2 y T (z3) = z′3 .

Proposición 2.1.3. Toda transformación de Möbius de la forma

T (z) = eiα z − a

1− az
,

con α ∈ R, a ∈ D, aplica el disco unidad en śı mismo.

Demostración. Sea T (z) como en el enunciado de la proposición. Obsér-
vese que

∣∣T (1)
∣∣ =

∣∣∣1− a

1− a

∣∣∣ = 1 ,

∣∣T (−1)
∣∣ =

∣∣∣−1− a

1 + a

∣∣∣ =
∣∣∣1 + a

1 + a

∣∣∣ = 1 ,

∣∣T (i)
∣∣ =

∣∣∣ i− a

1− ia

∣∣∣ =
∣∣∣1 + ia

1− ia

∣∣∣ =
∣∣∣1 + ia

1 + ia

∣∣∣ = 1 .

Como la imagen mediante T de tres puntos {1,−1, i} en la circunfe-
rencia unidad ∂D también está en la circunferencia unidad y T es una
transformación de Möbius, el Teorema 2.1.1 garantiza que T (∂D) = ∂D,
y que se tiene, o bien T (D) = D o bien T (D) = {|z| > 1} ∪ {∞}. Como
T (0) = −eiαa ∈ D (ya que | − eiαa| = |a| < 1), podemos concluir que
T (D) = D.

Lema 2.1.4 (Lema de Schwarz, primera versión). Sea f : D −→ D
una función holomorfa con f(0) = 0. Entonces |f(z)| ≤ |z| para todo
z ∈ D y |f ′(0)| ≤ 1. Además, si |f(z0)| = |z0| para algún z0 ∈ D \ {0}
ó |f ′(0)| = 1, entonces f es una rotación f(z) = eiαz, donde α es una
constante real.

Demostración. Sea g(z) := f(z)/z. Como f(0) = 0, el Teorema 1.3.19
garantiza que g es holomorfa en D si definimos

g(0) = lim
z→0

f(z)
z

= lim
z→0

f(z)− f(0)
z

= f ′(0) .
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Sea M(r) := max{|g(z)| : |z| ≤ r}. Como consecuencia del Principio
del módulo máximo (ver Corolario 1.3.35), se tiene

M(r) = max
{ |f(z)|

|z| : |z| = r
}

=
1
r

max
{|f(z)| : |z| = r

} ≤ 1
r

,

ya que |f(z)| < 1 para todo z ∈ D. Entonces |g(z)| ≤ 1/r si |z| ≤ r y,
haciendo tender r a 1, concluimos que |g(z)| ≤ 1 si |z| < 1. Por tanto,
|f(z)| ≤ |z| si |z| < 1 y |f ′(0)| = |g(0)| ≤ 1 .

Si |f(z0)| = |z0| ó |f ′(0)| = 1, entonces |g(z0)| = 1 ó |g(0)| = 1;
por tanto, |g| alcanza el máximo en D en un punto interior y, como
consecuencia del Principio del módulo máximo (Teorema 1.3.34) g es
constante (de módulo 1, ya que |g(z0)| = 1 ó |g(0)| = 1): g(z) = eiα =
f(z)/z. Por lo tanto, f(z) = eiαz.

Obsérvese que el Lema de Schwarz nos permite dar una cota supe-
rior para el crecimiento de todas las funciones holomorfas que verifican
las hipótesis de dicho lema. Este va a ser el primero de una fruct́ıfera
colección de resultados que acotan el crecimiento de las funciones holo-
morfas.

Además, el Lema de Schwarz va a permitir probar que toda transfor-
mación conforme del disco unidad D en śı mismo tiene que ser de Möbius
(ver Teorema 2.1.6).

Comenzaremos probando una versión más “débil” de este resultado.

Proposición 2.1.5. Toda transformación conforme del disco unidad
sobre śı mismo y que también aplica el origen en śı mismo, es una
rotación.

Demostración. Sea f : D −→ D una aplicación conforme con f(0) = 0.
El Lema de Schwarz (Lema 2.1.4) garantiza que |f(z)| ≤ |z| para todo
z ∈ D. Dado que, por el Teorema 1.3.33, f−1 : D −→ D también es una
aplicación conforme con f−1(0) = 0, el Lema de Schwarz implica que
|f−1(w)| ≤ |w| para todo w ∈ D, es decir, que |z| ≤ |f(z)| para todo
z ∈ D. Por tanto, |f(z)| = |z| para todo z ∈ D y el Lema de Schwarz
permite concluir que f es una rotación.

Teorema 2.1.6. Toda transformación conforme del disco unidad sobre
śı mismo es una transformación de Möbius de la forma

T (z) = eiα z − a

1− az
,
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con α ∈ R, a ∈ D.

Demostración. Sean f : D −→ D una aplicación conforme y

S(w) :=
w + f−1(0)

1 + f−1(0)w
.

Como −f−1(0) ∈ D, por la Proposición 2.1.3, S aplica D en D y, por
tanto, f ◦S también aplica D en D; además, (f ◦S)(0) = f(f−1(0)) = 0.
Por tanto, la Proposición 2.1.5 implica que existe α ∈ R con f(S(w)) =
eiαw, y se tiene

f(z) = eiαS−1(z) = eiα z − f−1(0)

1− f−1(0)z
,

con α ∈ R y f−1(0) ∈ D.

También puede probarse un resultado similar válido para el semiplano
superior.

Teorema 2.1.7. Toda transformación conforme que aplica el semiplano
superior U := {z ∈ C : =z > 0} en śı mismo es de la forma

T (z) =
az + b

cz + d
,

con a, b, c, d ∈ R y ad− bc > 0.

2.1.1 Ejercicios

Ejercicio 2.1.1.1. Prueba que la transformación

T (z) =
az + b

cz + d
, a, b, c, d ∈ C ,

aplica biyectivamente la esfera de Riemann C = C ∪ {∞} en śı misma
si y sólo si ad− bc 6= 0.

Ejercicio 2.1.1.2. Prueba que la composición de dos transformaciones
de Möbius también es una transformación de Möbius.
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Ejercicio 2.1.1.3. Prueba que el conjunto de transformaciones de Mö-
bius con la operación de composición tiene estructura de grupo.

Ejercicio 2.1.1.4. Las siguientes transformaciones son evidentemente
de Möbius:

i) la rotación Rθ(z) = eiθz (con θ ∈ R),
ii) la transformación J(z) = 1/z,
iii) la dilatación Sr(z) = rz (con r > 0),
iv) la traslación Tt(z) = z + t (con t ∈ C).
Prueba que toda transformación de Möbius es una composición de

transformaciones de estas cuatro clases.
Indicación: Si c = 0 esto es trivial; si c 6= 0 utiliza la identidad

(az + b)/(cz + d) = a/c− (ad− bc)/(c(cz + d)).

Ejercicio 2.1.1.5. Prueba que toda transformación de Möbius aplica
circunferencias generalizadas en circunferencias generalizadas.

Indicación: Usa el ejercicio anterior.

Ejercicio 2.1.1.6. Prueba que la aplicación identidad es la única trans-
formación de Möbius T que fija los puntos 0,∞, 1, es decir, que verifica
T (0) = 0, T (∞) = ∞ y T (1) = 1.

Ejercicio 2.1.1.7. Dados z1, z2, z3 ∈ C distintos dos a dos, prueba
que existe una única transformación de Möbius que verifica T (z1) = 0,
T (z2) = ∞ y T (z3) = 1 . Encuentra dicha transformación.

Indicación: Para probar la unicidad usa el ejercicio anterior.

Ejercicio 2.1.1.8. Prueba la Proposición 2.1.2.
Indicación: Usa el ejercicio anterior.

Ejercicio 2.1.1.9. Sea M la aplicación que a cada transformación de
Möbius

T (z) =
az + b

cz + d
, a, b, c, d ∈ C , ad− bc = 1 ,

le hace corresponder la matriz 2× 2

M(T ) =
(

a b
c d

)
.

Prueba que M(T2 ◦ T1) = M(T2)M(T1) para todo par de transforma-
ciones de Möbius T1, T2, es decir, que la aplicación M es un homo-
morfismo de grupos.
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Ejercicio 2.1.1.10. Prueba que toda transformación de Möbius T tiene
algún punto fijo, es decir, algún punto z ∈ C tal que T (z) = z.

Ejercicio 2.1.1.11. Encuentra una transformación de Möbius T que
aplique el disco unidad sobre śı mismo y tal que T (1/2) = 1/3.

Ejercicio 2.1.1.12. Halla la imagen del disco unidad D mediante la
transformación T (z) = i(1− z)/(1 + z).

Ejercicio 2.1.1.13. Prueba el Teorema 2.1.7.
Indicación: Usa el Teorema 2.1.6 y una transformación de Möbius

que aplique el disco unidad en el semiplano superior.

Ejercicio 2.1.1.14. Prueba que d0(a, b) :=
∣∣ a−b
1−a b

∣∣ es una distancia en
D tal que d0(a, b) < 1 para todo a, b ∈ D. ¿Es (D, d0) un espacio métrico
completo?

Ejercicio 2.1.1.15. Dados z1, z2, w1, w2 ∈ D, ¿bajo qué condiciones
existe una transformación de Möbius T que aplique el disco unidad en
śı mismo y tal que T (z1) = w1 y T (z2) = w2?

Ejercicio 2.1.1.16. Deduce del Lema de Schwarz que si f : D −→ D es
una función holomorfa, entonces

∣∣∣ f(z1)− f(z2)
1− f(z1)f(z2)

∣∣∣ ≤
∣∣∣ z1 − z2

1− z1z2

∣∣∣ , ∀ z1, z2 ∈ D ,

|f ′(z)|
1− |f(z)|2 ≤

1
1− |z|2 , ∀ z ∈ D .

2.2 Preliminares geométricos.

Para introducir el concepto de variedad de forma (relativamente) intui-
tiva usaremos como ejemplo la superficie de la Tierra. Aunque la su-
perficie de nuestro planeta sea (aproximadamente) una esfera, nuestros
sentidos nos muestran que localmente dicha superficie puede describirse
de forma aproximada como un subconjunto del plano R2; esto es lo que
hacemos al considerar las cartas geográficas. Tendremos una buena des-
cripción de toda la superficie terrestre si disponemos de una colección
de cartas geográficas que “cubran” toda la superficie.
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También seŕıa deseable imponer una cierta condición de compatibili-
dad a las cartas: si una determinada región aparece simultáneamente en
dos cartas, querremos que las dos representaciones de dicha región “se
parezcan”.

Conviene observar que necesitamos varias cartas geográficas porque
no es posible describir toda la superficie terrestre mediante una sóla
carta.

Esta es la idea intuitiva que subyace en el concepto de variedad:
básicamente, una variedad n-dimensional es un espacio que localmente
puede describirse como un subconjunto de Rn gracias a unas cartas que
cubren todo el espacio y que verifican unas condiciones de compatibili-
dad. Vamos a detallar ahora con precisión estos conceptos.

Un espacio topológico M se dice Hausdorff si dados dos puntos dife-
rentes cualesquiera x, y ∈ M existen entornos U de x y V de y con
U ∩ V = ∅.

Dados dos espacios topológicos X,Y, una aplicación ψ : X −→ Y se
dice un homeomorfismo si es biyectiva, y ψ y ψ−1 son continuas.

Dados dos abiertos V1, V2 ⊆ Rn, una aplicación ψ : V1 −→ V2 se
dice un difeomorfismo si es biyectiva, y ψ y ψ−1 son de clase C∞ (o,
equivalentemente, si ψ es biyectiva, ψ es de clase C∞ y Df(x) tiene
determinante no nulo para todo x ∈ V1).

Si M es un espacio topológico, un par (U,ϕ) se denomina carta local o
carta de M si U es un abierto de M y ϕ es un homeomorfismo ϕ : U −→
V ⊆ Rn. Dos cartas locales (U1, ϕ1) y (U2, ϕ2) de M son compatibles si,
o bien U1 ∩ U2 = ∅, o bien se verifican las dos condiciones siguientes:

(a) ϕ1(U1 ∩U2) y ϕ2(U1 ∩U2) son abiertos en Rn (n es el mismo para
ambas cartas),

(b) ϕ1 ◦ ϕ−1
2 : ϕ2(U1 ∩ U2) −→ ϕ1(U1 ∩ U2) es un difeomorfismo.

Un conjunto de cartas locales {(Uα, ϕα)}α de M es un atlas si ∪αUα =
M y todo par de cartas es compatible.

Una variedad diferenciable n-dimensional (o variedad n-dimensional)
es un par (M, A), donde M es un espacio topológico conexo y Hausdorff,
A es un atlas de M , y n es la dimensión de la imagen de cualquier carta
local de A.

Una superficie es una variedad 2-dimensional.
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Una superficie de Riemann es una superficie en la que los cambios de
carta son funciones holomorfas, es decir, cada función ϕ1 ◦ϕ−1

2 : ϕ2(U1∩
U2) −→ ϕ1(U1 ∩ U2) en la parte (b) de la definición de compatibilidad
de cartas locales es una función holomorfa (identificando R2 con C).
Como las funciones holomorfas preservan la orientación, toda superficie
de Riemann es orientable.

Más generalmente, una variedad holomorfa es una variedad en la que
los cambios de carta son funciones holomorfas (de una o varias variables
complejas).

Ejemplo: De forma evidente, cualquier abierto conexo U ⊆ Rn es
una variedad n-dimensional, considerando el atlas formado por una sola
carta (U,ϕ), con ϕ : U −→ U ⊆ Rn la aplicación identidad.

Ejemplo: Toda superficie “suave” inmersa en R3 es una variedad bidi-
mensional (una superficie) en el sentido de nuestra definición.

Ejemplo: Cualquier subconjunto abierto conexo M0 de una variedad
n-dimensional M es también una variedad n-dimensional, considerando
el atlas formado por las cartas de la forma (U ∩M0, ϕ|U∩M0), para toda
carta local (U,ϕ) de M .

Seŕıa interesante motivar la introducción del concepto de variedad
mostrando alguna de sus aplicaciones.

La primera aplicación (y la más importante para nosotros) se en-
cuentra en el resto de este libro: vamos a ser capaces de probar im-
portantes teoremas (cuyas demostraciones originales son extraordina-
riamente complicadas) de forma elegante y relativamente sencilla, gra-
cias a la introducción de elementos geométricos (y también, en menor
medida, topológicos y algebraicos).

Una segunda aplicación es el estudio de sistemas de ecuaciones dife-
renciales ordinarias no lineales: al igual que el conjunto de soluciones de
los sistemas diferenciales lineales tiene estructura de espacio vectorial
o espacio af́ın (por eso son tan importantes los espacios vectoriales),
el conjunto de soluciones de los sistemas diferenciales no lineales tiene
usualmente estructura de variedad n-dimensional (tomando como n el
número de incógnitas); las aplicaciones de las cartas locales asignan a
cada solución su valor inicial, que es un punto de Rn.

Probablemente la condición que resulta más extraña en la definición
de variedad es requerir que el espacio sea Hausdorff: a primera vista da
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la impresión de que si el espacio es localmente como Rn, entonces debe
de ser necesariamente Hausdorff. Para probar que esto no es cierto,
a continuación vamos a mostrar un ejemplo de espacio topológico que
cumple todas las condiciones en la definición de superficie excepto la de
ser Hausdorff:

Sea S el subconjunto de R3 dado por la unión del plano XY y el
punto (0, 0, 1), con la siguiente topoloǵıa. Si z está en el plano XY , que
denotaremos por Π, la base de entornos de z son los discos eucĺıdeos
D(z, r) en Π, con r > 0. La base de entornos de (0, 0, 1) son {(0, 0, 1)}∪
{(B((0, 0, 0), r) \ {(0, 0, 0)}) ∩ Π}, con r > 0. Está claro que no existen
ningún par de entornos disjuntos de (0, 0, 0) y (0, 0, 1). Si no figurara la
hipótesis Hausdorff en la definición de variedad, S seŕıa una superficie
de Riemann con las cartas locales siguientes: si ϕ : R3 −→ R2 denota
la proyección sobre las dos primeras coordenadas ϕ(x, y, z) := (x, y),
consideramos las cartas (Π, ϕ) y ({(0, 0, 1)}∪Π\{(0, 0, 0)}, ϕ). Obsérvese
que en Π\{(0, 0, 0)} ≈ C\{0} (la intersección de los dominios de ambas
cartas) se tiene que ϕ◦ϕ−1 es la identidad, que es una función holomorfa
en dicho dominio.

Si x ∈ M , diremos que (U,ϕ) es una carta de x si (U,ϕ) es una carta
de M y x ∈ U .

Una función entre dos variedades f : (M1, A1) −→ (M2, A2) se dice
de clase Ck si su expresión en cartas locales es de clase Ck, es decir, si
para todo x ∈ M1 existen cartas (U1, ϕ1) de x y (U2, ϕ2) de f(x) tales
que ϕ2 ◦ f ◦ ϕ−1

1 es de clase Ck en ϕ1(U1).
Si S, R son dos superficies de Riemann, se dice que f : S −→ R es

holomorfa si su expresión en cartas locales es holomorfa, es decir, si
para todo z ∈ S existen cartas (U1, ϕ1) de z y (U2, ϕ2) de f(z) tales que
ϕ2 ◦ f ◦ ϕ−1

1 es holomorfa en ϕ1(U1). La aplicación f se dice conforme
si es biyectiva y su expresión en cartas locales es localmente conforme.
Por tanto, en virtud del Teorema 1.1.11, f es conforme si y sólo si es
holomorfa y biyectiva. Se denota la clase de funciones holomorfas de S
en R por H(S, R).

Denotamos por Aut(S) los automorfismos de S, es decir, el conjunto
de aplicaciones conformes de S en śı misma.

Si M,N son dos variedades holomorfas, se dice que f : M −→ N es
holomorfa si su expresión en cartas locales es holomorfa.

El primer ejemplo de superficie de Riemann es el plano complejo C y,
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en general, cualquier dominio Ω ⊂ C, tomando como carta local (ϕ,Ω)
(que es carta global en este caso) la identidad ϕ(z) = z en Ω.

El segundo ejemplo más importante de superficie de Riemann es la
esfera de Riemann C, con cartas locales (ϕ1,C) y (ϕ2,C\{0}), dadas por
ϕ1(z) = z y ϕ2(z) = 1/z. Obsérvese que si Ω es cualquier dominio de C,
el conjunto H

(
Ω,C

)
de funciones holomorfas de Ω en C es precisamente

el conjunto de funciones meromorfas en Ω.
La esfera de Riemann aparece de forma natural, como ya hemos visto,

al estudiar transformaciones de Möbius en la sección anterior. Vamos a
probar a continuación que H

(
C,C

)
, el conjunto de funciones holomorfas

de la esfera de Riemann en śı misma, es precisamente el conjunto de
funciones racionales, es decir, los cocientes de polinomios. Necesitamos
un resultado previo.

Proposición 2.2.1. Si f es una función entera y limz→∞ f(z) = ∞,
entonces f es un polinomio.

Demostración. Por hipótesis, la función f(1/z) tiene un polo en 0 y es
holomorfa en C \ {0}. Por la Proposición 1.4.2, existe un k ∈ N tal
que zkf(1/z) está acotada en un entorno de 0. Entonces f(z)/zk está
acotada en un entorno de ∞ y es holomorfa en C \ {0}. Si pk(z) es el
polinomio de Taylor de f(z) de orden k en el punto z = 0, entonces la
función

g(z) :=
f(z)− pk(z)

zk

es holomorfa en C por el Teorema de la singularidad evitable (Teorema
1.3.21), ya que limz→0 g(z) = 0, y está acotada en un entorno de ∞.
Consecuentemente, g está acotada en C y el Teorema de Liouville (ver
Teorema 1.3.16) asegura que g es una constante, de donde se deduce que
f(z) = pk(z) + g(z)zk es un polinomio.

Proposición 2.2.2. Si f : C −→ C es una función holomorfa, entonces
f es una función racional, es decir, un cociente de polinomios.

Demostración. Por hipótesis, la funciones f(z) y f(1/z) son meromorfas
en C y, por tanto, cada una tiene sólo un número finito de polos en el
disco cerrado D, por el Corolario 1.4.7. Entonces f(z) tiene sólo un
número finito de polos z1, . . . , zk en C de órdenes respectivos a1, . . . , ak.
Si definimos el polinomio Q(z) := (z−z1)a1 · · · (z−zk)ak , se verifica que
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f(z)Q(z) es holomorfa en C por el Teorema de la singularidad evitable
(Teorema 1.3.21). Como f(z) tiene ĺımite (finito o infinito) en ∞, lo
mismo sucede con f(z)Q(z).

Si f(z)Q(z) tiene ĺımite finito en ∞, entonces el Teorema de Liouville
(ver Teorema 1.3.16) asegura que f(z)Q(z) es una constante.

Si f(z)Q(z) tiene ĺımite infinito en ∞, entonces la Proposición 2.2.1
garantiza que f(z)Q(z) es un polinomio.

Por tanto, en cualquiera de los dos casos, f es un cociente de poli-
nomios.

Resulta interesante destacar el marcado contraste entre las, relativa-
mente, pocas funciones holomorfas de C en C (las funciones racionales) y
la enorme variedad de funciones holomorfas de C en C: las series de po-
tencias con radio de convergencia infinito, que incluyen, como caso par-
ticular, todas las funciones que pueden obtenerse mediante sumas, pro-
ductos y composiciones de polinomios, exponenciales, senos y cosenos.

Determinemos, a continuación, los automorfismos de C y de C.

Proposición 2.2.3. Se tiene que

Aut(C) =
{

T (z) =
az + b

cz + d
: a, b, c, d ∈ C , ad− bc 6= 0

}
.

Demostración. El Teorema 2.1.1 garantiza que toda transformación de
Möbius T (z) está en Aut(C).

Supongamos ahora que f ∈ Aut(C); en particular f ∈ H(C,C) y
por la Proposición 2.2.2 sabemos que f es un cociente de polinomios
f = P/Q. Para probar que los grados de P y Q son menores o iguales
que 1 razonamos por contradicción. Supongamos pues que o bien el
grado de P o bien el grado de Q es mayor que 1. Entonces está claro
que la ecuación P (z) = w Q(z) en la variable z (equivalente a w = f(z))
tiene más de una solución (contando la multiplicidad); por tanto, f no
es inyectiva, lo cual es una contradicción. Consecuentemente, los grados
de P y Q son menores o iguales que 1. Además ad− bc 6= 0, porque en
caso contrario f seŕıa una constante. Por tanto, f es una transformación
de Möbius.

Proposición 2.2.4. Se tiene que

Aut(C) = {T (z) = az + b : a, b ∈ C , a 6= 0} .
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Demostración. Está claro que cualquier transformación af́ın T (z) está
en Aut(C).

Supongamos ahora que f ∈ Aut(C). La función g(z) = f(1/z) es
holomorfa e inyectiva en C \ {0}. Si g(z) tiene una singularidad esencial
en 0, por el Teorema 2.6.11 (que se probará sin usar esta proposición)
se tiene que para cada ε > 0 existe un punto wε ∈ C con C \ {wε} ⊆
g({0 < |z| < ε}). Como los dominios g({0 < |z| < ε}) disminuyen
cuando ε disminuye, está claro que wε no depende de ε, y podemos
escribir wε = w. Por tanto, C \ {w} ⊆ g({0 < |z| < ε}) para todo ε > 0,
y esto contradice que g sea inyectiva en C \ {0}.

Consecuentemente, g tiene en 0 una singularidad evitable o un polo,
y entonces f ∈ H(C,C).

La Proposición 2.2.2 afirma que f es una función racional. Como f
no tiene polos en C, entonces f es un polinomio. Si f tiene grado mayor
que 1 o grado 0, está claro que no puede ser inyectiva en C, por lo que
f es un polinomio de grado exactamente 1.

Dado un punto p en una superficie S, denotamos por TpS el plano
tangente a S en p. Si S es un subconjunto de C, entonces TpS se
identifica de forma natural con el propio plano complejo con origen en
p. Una métrica riemanniana g = ds2 sobre S es un producto escalar
en cada plano tangente TpS tal que los coeficientes de g en cada carta
local son funciones C∞ de p. En cada carta local, podemos escribir
g = ds2 = E dx2 + 2 F dx dy + Gdy2.

Una superficie riemanniana es un par (S, g), donde S es una superficie
y g es una métrica riemanniana en S.

Dado un dominio (conjunto abierto y conexo) Ω ⊆ C, se dice que la
métrica riemanniana g = ds2 = E dx2 + 2F dx dy + Gdy2 es conforme
si existe una función λ estrictamente positiva y de clase C2(Ω) tal que

g = ds2 = λ(z)2|dz|2 = λ(z)2(dx2 + dy2) ,

es decir, si E = G = λ(z)2 y F = 0. La función λ(z) se denomina
densidad conforme de la métrica g, y suele escribirse ds = λ(z)|dz|.

Dada una métrica riemanniana conforme en Ω pueden definirse la
longitud de una curva γ ⊂ Ω, el área de un conjunto medible E ⊂ Ω y
la distancia entre dos puntos a, b ∈ Ω (todas ellas referidas a su métrica
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riemanniana), respectivamente, como

LΩ(γ) :=
∫

γ
λ(z) |dz| , AΩ(E) :=

∫∫

E
λ(z)2 dxdy ,

dΩ(a, b) := inf{LΩ(γ) : γ es una curva en Ω que une a y b } .

Dada una superficie riemanniana, una geodésica es una curva a lo
largo de la cual se minimiza (localmente) la distancia en la superficie
(con respecto a dicha métrica riemanniana).

La curvatura de la métrica ds2 := E dx2 + Gdy2, viene dada por la
expresión

K =
−1

2
√

EG

[( Ey√
EG

)
y

+
( Gx√

EG

)
x

]
,

donde el sub́ındice indica derivada parcial. En particular, si la métrica
es conforme (E = G = λ2, F = 0), la curvatura es

K = −∆
(
log λ(z)

)

λ(z)2
.

Recordemos que

∆ =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
= 4

∂2

∂z̄ ∂z
.

Esta última igualdad es especialmente útil a la hora de hallar el lapla-
ciano de funciones que dependen expĺıcitamente de z y z̄ (o de |z|, ya
que |z| = √

z z̄ ).

Una aplicación f : (M1, g1) −→ (M2, g2) entre dos superficies rieman-
nianas se dice una isometŕıa local si

< u, v >TxM1=< (Df)xu, (Df)xv >Tf(x)M2 ,

para todo x ∈ M1 y para todo u, v ∈ TxM1. Diremos que f es una
isometŕıa si es una isometŕıa local y es biyectiva.

Denotaremos por Isom(M1,M2) el conjunto de isometŕıas de M1 en
M2 y por Isom(M) el conjunto de isometŕıas de M en M .

Teorema 2.2.5. Sean Ω1 y Ω2 dominios en C y f : (Ω1, ds1) −→
(Ω2, ds2) una función holomorfa, donde ds1 = λ1(z)|dz| y ds2 = λ2(z)|dz|.
Entonces f es una isometŕıa local si y sólo si

λ2(f(z))|f ′(z)| = λ1(z),

para todo z ∈ Ω1.
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Definición 2.2.6. Una aplicación conforme entre dos superficies rie-
mannianas M1 y M2 es una función f : M1 → M2 biyectiva y diferen-
ciable que preserva los ángulos con su orientación en todos los puntos
de M1.

Obsérvese que esta definición de aplicación conforme coincide con la
definición que hab́ıamos dado en el caso de superficies de Riemann si
dichas superficies tienen métricas conformes (que siempre será nuestro
caso).

Es interesante destacar que las isometŕıas locales preservan las lon-
gitudes de los vectores tangentes, los ángulos entre ellos e incluso su
orientación. Además, dM2(f(x), f(y)) ≤ dM1(x, y) para todo x, y ∈ M1.

Consecuentemente, se tienen los siguientes resultados.

Proposición 2.2.7. Toda isometŕıa entre dos superficies riemannianas
f : M1 → M2 es una aplicación conforme y verifica

dM2(f(x), f(y)) = dM1(x, y)

para todo x, y ∈ M1. Además, las geodésicas en M2 que pasan por f(x)
son las imágenes de las geodésicas en M1 que pasan por x.

Proposición 2.2.8. Toda aplicación conforme entre dos superficies rie-
mannianas f : M1 → M2 que verifica dM2(f(x), f(y)) = dM1(x, y) para
todo x, y ∈ M1 es una isometŕıa.

Sean M una superficie, (N, ds) una superficie riemanniana y f :
M −→ (N, ds) una aplicación diferenciable. El pullback de la métrica
riemanniana ds por f es la métrica riemanniana en M , definida como

< u, v >TxM :=< (Df)xu, (Df)xv >Tf(x)N ,

para todo u, v ∈ TxM . El pullback de ds por f se denotará por f∗(ds).
Por tanto, f : (M, f∗(ds)) −→ (N, ds) es siempre una isometŕıa lo-

cal. Consecuentemente, el Teorema 2.2.5 permite deducir el siguiente
resultado.

Teorema 2.2.9. Sean Ω1 y Ω2 dominios en C y f : Ω1 −→ (Ω2, ds) una
función holomorfa. Si ds = λ|dz| y ds∗ = f∗(ds) = λ∗|dz|, entonces se
verifica

λ(f(z))|f ′(z)| = λ∗(z) ,

para todo z ∈ Ω1.
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2.2.1 Ejercicios

Ejercicio 2.2.1.1. Prueba que dΩ realmente define una distancia en Ω.

Ejercicio 2.2.1.2. Prueba, a partir de la fórmula para la curvatura de
una métrica general, que la curvatura de una métrica conforme g =

λ(z)2|dz|2 viene dada por K = −∆(log λ(z))
λ(z)2

.

Ejercicio 2.2.1.3. Dada una métrica conforme g = λ(z)2|dz|2 en Ω ⊆
C, para cada α > 0 puede definirse la métrica conforme gα = α2λ(z)2|dz|2
en Ω.

1. Encuentra la relación existente entre las curvaturas K(g) y K(gα)
de estas métricas.

2. Dada una curva γ ⊂ Ω, halla la relación entre Lg(γ) y Lgα(γ).

3. Dados z, w ∈ Ω, encuentra la relación entre dg(z, w) y dgα(z, w).

4. Halla también la relación entre Ag(Bg(p, r)) y Agα(Bgα(p, αr)), y
la relación entre Lg(∂Bg(p, r)) y Lgα(∂Bgα(p, αr)).

Ejercicio 2.2.1.4. Halla la curvatura de la métrica conforme g = λ(z)2|dz|2
si Ω es el disco unidad Ω = D y λ(z) =

2
1− |z|2 .

Ejercicio 2.2.1.5. Halla la curvatura de la métrica conforme g = λ(z)2|dz|2
si Ω es el semiplano superior Ω = U y λ(z) =

1
y

.

Ejercicio 2.2.1.6. Halla la curvatura de la métrica conforme g = λ(z)2|dz|2
si Ω = C y λ(z) =

2
1 + |z|2 .

Ejercicio 2.2.1.7. Halla la curvatura de la métrica conforme g = λ(z)2|dz|2
si Ω = C \ {0} y λ(z) =

1
|z| .
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Ejercicio 2.2.1.8. Prueba que si S y R son superficies de Riemann y
f : S → R es holomorfa, entonces para todo z ∈ S y todas las cartas
locales (V1, ψ1) de z y (V2, ψ2) de f(z), se tiene que ψ2 ◦ f ◦ ψ−1

1 es
holomorfa en un entorno de ψ1(z).

Ejercicio 2.2.1.9. Prueba que si S y R son superficies de Riemann y
f : S → R es conforme localmente, entonces para todo z ∈ S y todas las
cartas locales (V1, ψ1) de z y (V2, ψ2) de f(z), se tiene que ψ2 ◦ f ◦ ψ−1

1

es conforme en un entorno de ψ1(z).

Ejercicio 2.2.1.10. ¿Existe alguna métrica conforme en C tal que Aut(C)
= Isom(C)?

Ejercicio 2.2.1.11. ¿Existe alguna métrica conforme en C tal que Aut(C)
= Isom(C)?

Ejercicio 2.2.1.12. Si M y N son variedades, prueba que M × N
también admite una estructura natural de variedad.

Ejercicio 2.2.1.13. Prueba que si M es una superficie riemanniana, el
conjunto Isom(M) tiene estructura de grupo con la composición.

2.3 La métrica de Poincaré en D y U.

A partir de ahora, en el disco unidad D consideramos la métrica conforme

definida por λD(z) =
2

1− |z|2 . En el semiplano superior U consideramos

la métrica conforme definida por λU(z) =
1
y

. Por tanto, los śımbolos dD

y dU denotan las distancias asociadas a estas métricas, que se denominan
hiperbólicas ó de Poincaré, ya que hacen de D y U modelos para el plano
hiperbólico.

El siguiente es uno de los teoremas de los que más se ha hablado en el
siglo XX. Se cuenta que Poincaré descubrió este resultado en un instante
de “inspiración”, justo cuando iba a subir al tranv́ıa que le llevaŕıa a una
excursión geológica.
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Teorema 2.3.1. Se verifica la igualdad

Isom(D) = Aut(D) =
{

T (z) = eiα z − a

1− az
: α ∈ R, a ∈ D

}
.

Demostración. La segunda igualdad es consecuencia directa del Teorema
2.1.6. Probemos ahora la primera igualdad.

Si f ∈ Isom(D), en particular, f es una aplicación conforme de D en
D, es decir, está en Aut(D).

Si f ∈ Aut(D), en particular, es biyectiva. Por tanto, como f es
holomorfa, para probar que f es una isometŕıa basta con ver que es una
isometŕıa local, es decir, que λD

(
f(z)

)∣∣f ′(z)
∣∣ = λD(z) para todo z ∈ D,

en virtud del Teorema 2.2.5. Como

f(z) = eiα z − a

1− az
, f ′(z) = eiα 1− |a|2

(1− az)2
,

se tiene que

λD
(
f(z)

)
=

2
1− |f(z)|2 =

2

1− |z − a|2
|1− az|2

=
2 |1− az|2

(1− az)(1− az)− (z − a)(z − a)

=
2 |1− az|2

(1− |a|2)(1− |z|2) .

Consecuentemente, λD
(
f(z)

)∣∣f ′(z)
∣∣ = 2

1−|z|2 = λD(z) para todo z ∈ D
y, como ya hemos visto, esto implica f ∈ Isom(D).

De forma parecida puede probarse el siguiente resultado, usando los
Teoremas 2.1.7 y 2.2.5.

Teorema 2.3.2. Se verifica la igualdad

Isom(U) = Aut(U) =
{

T (z) =
az + b

cz + d
: a, b, c, d ∈ R, ad− bc > 0

}
.

Hallemos a continuación las geodésicas en D y una expresión expĺıcita
para dD .
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Teorema 2.3.3. Las geodésicas en el disco unidad D son los diámetros
y los arcos de circunferencia contenidos en D que cortan perpendicular-
mente a la circunferencia unidad ∂D. Además, para todo a, b ∈ D

dD(a, b) = log
1 +

∣∣ a−b
1−a b

∣∣
1− ∣∣ a−b

1−a b

∣∣ .

Demostración. Veamos en primer lugar que si |z| < 1, entonces

dD(0, z) = log
(1 + |z|

1− |z|
)
, (2.3.1)

y que las geodésicas que pasan por 0 son los diámetros (eucĺıdeos) de D.
Si z ∈ (0, 1), sea γ(t) una curva uniendo 0 y z. Sin pérdida de gene-

ralidad podemos suponer que γ : [0, 1] −→ D, con γ(0) = 0, γ(1) = z y
γ(t) = r(t)eiθ(t). Por tanto, γ′(t) = eiθ(t)(r′(t) + ir(t)θ′(t)) y

LD(γ) =
∫ 1

0

2
1− r(t)2

∣∣r′(t) + ir(t)θ′(t)
∣∣ dt ≥

∫ 1

0

2 r′(t)
1− r(t)2

dt

=
∫ 1

0

( r′(t)
1 + r(t)

+
r′(t)

1− r(t)

)
dt

= log
(1 + r(t)

1− r(t)

)]1

0
= log

(1 + z

1− z

)
.

Dado que la desigualdad en la expresión anterior se convierte en igualdad
si r(t) = zt, podemos concluir que (2.3.1) se verifica para z ∈ (0, 1) y
que el segmento [0, 1) es una geodésica en D. Ya que las rotaciones
alrededor de 0 son isometŕıas en D, se tiene (2.3.1) para todo z ∈ D y
que las geodésicas que pasan por 0 son los diámetros de D.

Si aplicamos a D cualquier f ∈ Isom(D) con f(0) = a 6= 0, las
geodésicas que pasan por 0 se transforman en las geodésicas que pasan
por a, por la Proposición 2.2.7. Como f es una transformación de
Möbius y a 6= 0, las imágenes de los diámetros (que son circunferen-
cias generalizadas que cortan perpendicularmente a ∂D) son los arcos
de circunferencia que pasan por a y cortan perpendicularmente a ∂D (y
el único diámetro de D que pasa por a), y estas son precisamente las
geodésicas que pasan por a. Por tanto, las geodésicas en el disco unidad
D son los diámetros y los arcos de circunferencia contenidos en D que
cortan perpendicularmente a la circunferencia unidad ∂D.
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Además, si a, b ∈ D y f es la isometŕıa f(z) := (z − a)/(1 − az),
entonces (2.3.1) da

dD(a, b) = dD(f(a), f(b)) = dD
(
0,

b− a

1− a b

)
= log

1 +
∣∣ a−b
1−a b

∣∣
1− ∣∣ a−b

1−a b

∣∣ .

En Los Elementos, escrito por Euclides hacia el año 300 a. C., se ex-
ponen los conocimientos geométricos de la Grecia clásica deduciéndolos
a partir de cinco axiomas, considerados como los más evidentes y sen-
cillos (axioma significa “lo valioso” en griego). Sólo el plano eucĺıdeo y
el plano hiperbólico satisfacen los cuatro primeros axiomas. El quinto
axioma establece que por un punto exterior a una recta se puede trazar
una única paralela. Este quinto axioma deja como única posibilidad el
plano eucĺıdeo, que es precisamente el objeto de estudio de la geometŕıa
de Euclides. Cuando a principios del siglo XIX Gauss, Lobachevsky
y Bolyai se plantearon la posibilidad de una geometŕıa sin el quinto
postulado, descubrieron la geometŕıa hiperbólica. Ésta fue la primera
geometŕıa no eucĺıdea en aparecer históricamente y Gauss consideró se-
riamente la posibilidad de que fuera la geometŕıa del espacio en que
vivimos, planteando aśı la cuestión de la estructura geométrica del Uni-
verso, que conduciŕıa a la teoŕıa de la relatividad general de Einstein.
El disco unidad con la métrica de Poincaré que acabamos de introducir
es un modelo para la geometŕıa hiperbólica.

De la fórmula para la distancia hiperbólica en D se deduce inmedia-
tamente el siguiente resultado.

Corolario 2.3.4. Para todo 0 < r < 1, las bolas hiperbólicas en D
centradas en 0 verifican

BD
(
0, log

(1 + r

1− r

))
= D(0, r) = {|z| < r}.

Se dice que una superficie riemanniana (M, g) es geodésicamente com-
pleta si toda geodésica (parametrizada con longitud de arco) tiene como
dominio toda la recta real (es decir, si toda geodésica tiene longitud in-
finita “por ambos lados”). Por el Teorema de Hopf-Rinow (ver [GHL, p.
92]) esto es equivalente a que el espacio métrico (M, dg) sea completo (es
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decir, que toda sucesión de Cauchy en M con la distancia dg asociada a
la métrica g sea convergente).

Teorema 2.3.5. La topoloǵıa de D con la métrica hiperbólica coincide
con la eucĺıdea, pero D es geodésicamente completo y, por tanto, un
espacio métrico completo.

Demostración. El Corolario 2.3.4 nos dice que las bolas en D con centro
0 son las mismas (aunque con radios diferentes) para ambas métricas.
Para cada z0 ∈ D fijo, la isometŕıa f(z) = (z + z0)/(1 + z0z) verifica
f(0) = z0 y, por tanto, transforma las bolas hiperbólicas con centro 0 en
ćırculos eucĺıdeos que contienen a z0 (aunque no estén centrados en z0),
por el Teorema 2.1.1. Consecuentemente, ambas métricas tienen bases
de entornos equivalentes. Además,

LD
(
[0, 1)

)
=

∫ 1

0

2 dt

1− t2
= log

1 + t

1− t

]1

0
= ∞.

Como las rotaciones centradas en 0 son isometŕıas, deducimos que todas
las geodésicas para la métrica hiperbólica que comienzan en 0 tienen lon-
gitud infinita. Aplicando la isometŕıa f anterior, concluimos que todas
las geodésicas para la métrica hiperbólica que comienzan en cualquier
punto z0 tienen longitud infinita. Por tanto, D es geodésicamente com-
pleto con la métrica hiperbólica.

Es fácil ver que D no es una superficie geodésicamente completa para
la métrica eucĺıdea, ya que todas sus geodésicas (las ĺıneas rectas) tienen
longitud (eucĺıdea) menor o igual que 2.

Finalmente probaremos que ambos modelos del plano hiperbólico son
isométricos, es decir, que son esencialmente el mismo.

Teorema 2.3.6. Los espacios D y U con sus respectivas métricas hiper-
bólicas son isométricos.

Demostración. Sea f : U→ C la transformación de Möbius

f(z) =
z − i

z + i
.

Para probar el Teorema 2.3.6 es suficiente con demostrar que f es una
isometŕıa de U en D. En primer lugar, se tiene que f ′(z) = 2i/(z + i)2.
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Como f(0) = −1, f(−1) = i, f(1) = −i, y −1, i,−i ∈ ∂D, el Teorema
2.1.1 garantiza que f(R) = ∂D, y que se tiene, o bien f(U) = D o bien
f(U) = {|z| > 1} ∪ {∞}. Como f(i) = 0 ∈ D, concluimos que f aplica
biyectivamente U en D.

Ya que

λD(f(z))|f ′(z)| = 2

1− |z−i|2
|z+i|2

· 2
|z + i|2

=
4

x2 + (y + 1)2 − x2 − (y − 1)2
=

1
y

= λU(z) ,

para todo z ∈ U, el Teorema 2.2.5 garantiza que f es una isometŕıa local.
Como además f es biyectiva, se tiene que es una isometŕıa.

Usando los Teoremas 2.3.3 y 2.3.6 obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.3.7. Las geodésicas en el semiplano superior U son las
semirrectas verticales y los arcos de circunferencia contenidos en U que
cortan perpendicularmente al eje real. Además, para todo a, b ∈ U

dU(a, b) = log
|a− b|+ |a− b|
|a− b| − |a− b| .

Examinaremos a continuación algunas importantes propiedades del
plano hiperbólico que lo diferencian del plano eucĺıdeo.

Sea T un triángulo hiperbólico en D de lados A, B y C, y ángulos
opuestos α, β y γ respectivamente. Denotemos por a, b y c las longitudes
hiperbólicas de los lados A, B y C respectivamente.

Se verifican las siguientes relaciones trigonométricas hiperbólicas:
Ley de los cosenos I: cosh a = cosh b cosh c− senh b senh c cosα .

Ley de los senos:
senh a

senα
=

senh b

senβ
=

senh c

sen γ
.

Ley de los cosenos II: cos γ = − cosα cosβ + sen α sen β cosh c .
El teorema de Gauss-Bonnet da que AD(T ) = π − α− β − γ > 0, con

lo que deducimos que siempre la suma de los ángulos de un triángulo es
estrictamente menor que π.

También puede comprobarse que

AD(BD(z0, r)) = 4π senh2 r

2
≈

{
πr2, si r → 0,
πer, si r →∞.
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LD(∂BD(z0, r)) = 2π senh r ≈
{

2πr2, si r → 0,
πer, si r →∞.

Por el Teorema 2.3.6, los mismos resultados son ciertos para los triángulos
y las bolas en U.

Obsérvese que, cuando r es grande, tanto el área de las bolas como la
longitud de su frontera son, aproximadamente, πer, hecho que contrasta
notablemente con el caso eucĺıdeo, en el cual

A(D(z0, r)) = πr2,

L(∂D(z0, r)) = 2πr.

Este hecho es el que propicia que en el plano eucĺıdeo se verifique la
desigualdad isoperimétrica cuadrática, 4πA(Ω) ≤ L(∂Ω)2 para todo do-
minio acotado y con frontera suave Ω. En cambio, en el plano hiperbólico
se verifica la siguiente desigualdad isoperimétrica lineal.

Teorema 2.3.8. En U se verifica la desigualdad isoperimétrica lineal
AU(Ω) ≤ LU(∂Ω), para todo dominio acotado y con frontera suave Ω en
el semiplano superior U.

Demostración. Usando una de las fórmulas de Green se tiene

AU(Ω) =
∫∫

Ω

1
y2

dxdy =
∫∫

Ω
∆

(
log

1
y

)
dxdy =

∫

∂Ω
∇

(
log

1
y

)
· n |dz|

≤
∫

∂Ω

∣∣∣∇
(

log
1
y

)∣∣∣|dz| =
∫

∂Ω

1
y
|dz| = LU(∂Ω) .

Por tanto, AU(Ω) ≤ LU(∂Ω).

Por el Teorema 2.3.6, la misma desigualdad isoperimétrica es cierta
en el disco unidad D.

2.3.1 Ejercicios

Ejercicio 2.3.1.1. Prueba que dados z, w ∈ D, existe una isometŕıa f
de D tal que f(z) = w.

Ejercicio 2.3.1.2. Para t > 0 sean At el segmento eucĺıdeo que une los
puntos −1+ it y 1+ it, y Bt la geodésica hiperbólica en U que une dichos
puntos. Calcula LU(At) y LU(Bt).
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Ejercicio 2.3.1.3. Prueba el Teorema 2.3.2 usando los Teoremas 2.1.7
y 2.2.5.

Ejercicio 2.3.1.4. Para s > 0 sea Xs el dominio en U definido por
Xs := {z : −1 ≤ <(z) ≤ 1, Im(z) ≥ s}. Calcula el área hiperbólica del
dominio Xs.

Ejercicio 2.3.1.5. Prueba que si X es un conjunto medible de U y
B(z) = −z, entonces AU(X) = AU(B(X)).

Ejercicio 2.3.1.6. Prueba que si X es un conjunto medible de U y
f(z) = z + Im(z), entonces AU(X) = AU(f(X)).

Ejercicio 2.3.1.7. Prueba, usando el Teorema 2.3.3, que la siguiente
fórmula se verifica para todo a, b ∈ D

senh2 dD(a, b)
2

=
cosh dD(a, b)− 1

2
=

|a− b|2
(1− |a|2)(1− |b|2) .

Ejercicio 2.3.1.8. Prueba directamente que dU(i, iy) = | log y| para todo
y > 0.

Ejercicio 2.3.1.9. Usando el problema anterior, prueba que para todo
a, b ∈ U

dU(a, b) = log
|a− b|+ |a− b|
|a− b| − |a− b| ,

senh2 dU(a, b)
2

=
cosh dU(a, b)− 1

2
=
|a− b|2
4=a=b

.

Ejercicio 2.3.1.10. Sea γ la geodésica que une 2i y 10i en U. Para
cada n ≥ 2, encuentra los puntos que dividen a γ en n segmentos de
igual longitud.

Ejercicio 2.3.1.11. Si C(z) = z y γ es una curva contenida en D,
prueba que LD(γ) = LD(C(γ)) = LD(−C(γ)). ¿Son C ó −C isometŕıas
en D?, ¿son transformaciones conformes en D?

Ejercicio 2.3.1.12. Si C(z) = z y γ es una curva contenida en U,
prueba que LU(γ) = LU(−C(γ)). ¿Es −C una isometŕıa en U?, ¿es una
transformación conforme en U?
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Ejercicio 2.3.1.13. Prueba que la aplicación f : C −→ C dada por
f(z) = z es una aplicación que preserva las distancias, si consideramos
en C la métrica eucĺıdea usual. Prueba también que la aplicación f :
D −→ D dada por f(z) = z es una aplicación que preserva las distancias,
si consideramos en D la métrica hiperbólica.

Ejercicio 2.3.1.14. Prueba que para todo r > 0, la circunferencia
hiperbólica en U de centro ia y radio r es

{z ∈ U : dU(ia, z) = r} = {x+ iy ∈ U : x2 +(y−a cosh r)2 = a2 senh2r}.

Ejercicio 2.3.1.15. Usando el ejercicio anterior, halla la circunferencia
hiperbólica en U de centro x0 + iy0 y radio r.

Ejercicio 2.3.1.16. Usando el Corolario 2.3.4, prueba que se verifica
la igualdad BD(0, t) = D(0, tanh(t/2)) para todo t > 0.

Ejercicio 2.3.1.17. ¿Cuál es la circunferencia hiperbólica en D de cen-
tro 0 y radio r? ¿Y la de centro a y radio r?

Ejercicio 2.3.1.18. Prueba que

AD(BD(z, r)) = 4π senh 2 r

2
, LD(∂BD(z, r)) = 2π senh r.

Prueba el mismo resultado en U.
Indicación: Haz el cálculo para z = 0, usando el Corolario 2.3.4 o el

Ejercicio 2.3.1.16. Demuestra que el resto de los casos pueden deducirse
a partir de éste.

Ejercicio 2.3.1.19. Usando el problema anterior, prueba que si se tiene
la desigualdad isoperimétrica AD(Ω) ≤ cLD(∂Ω), para cierta constante
positiva c y para todo dominio acotado y con frontera suave Ω ⊂ D,
entonces c tiene que verificar c ≥ 1.

Ejercicio 2.3.1.20. Prueba que se tiene la desigualdad isoperimétrica
AD(Ω) ≤ LD(∂Ω) para todo dominio acotado y con frontera suave Ω ⊂ D,
usando los Teoremas 2.3.6 y 2.3.8.

Ejercicio 2.3.1.21. Usando el problema anterior, prueba que se tiene
AD(Ω) ≤ LD(∂Ω) para todo dominio abierto acotado y con frontera suave
Ω ⊂ D.
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Ejercicio 2.3.1.22. Prueba que la longitud de las semigeodésicas {iy :
y ∈ (0, 1]} y {iy : y ∈ [1,∞)} en U es infinita. Deduce de ello que U es
geodésicamente completo.

Ejercicio 2.3.1.23. Sean X e Y subconjuntos de U. Si se define

dU(X, Y ) := inf{dU(x, y) : x ∈ X, y ∈ Y },

prueba que dU(X, Y ) > 0 si y sólo si X e Y tienen clausuras disjuntas.
Prueba que si X es compacto e Y es cerrado, entonces el ı́nfimo es de
hecho un mı́nimo.

Ejercicio 2.3.1.24. Sean γ una geodésica de U y w ∈ U \ γ. Prueba
que existe un único punto z ∈ γ tal que dU(w, γ) = dU(w, z).

Ejercicio 2.3.1.25. Sean γ el semieje imaginario positivo en U, ε > 0 y
Wε el conjunto de puntos de U que están a distancia hiperbólica ε de γ.
Prueba que Wε es la unión de dos semirrectas eucĺıdeas que comienzan
en 0 y que forman un ángulo θ con γ. Encuentra la relación entre el
ángulo θ y la distancia ε.

Ejercicio 2.3.1.26. Sea T un triángulo hiperbólico en U de lados A, B
y C. Prueba que para todo z ∈ A se verifica dU(z, B∪C) ≤ log(1+

√
2 ).

Indicación: Prueba que basta considerar el triángulo “ideal” en U de
vértices 0, 1,∞ ∈ ∂U.

Ejercicio 2.3.1.27. Deduce la ley de los cosenos II y la ley de los senos
de la ley de los cosenos I.

Ejercicio 2.3.1.28. A partir de las leyes anteriores, deduce el teorema
de Pitágoras hiperbólico, que relaciona las longitudes hiperbólicas de los
lados de un triángulo rectángulo hiperbólico.

Ejercicio 2.3.1.29. Sea T un triángulo hiperbólico cuyos lados tienen
todos longitud hiperbólica a. Prueba que los tres ángulos interiores de T
son iguales, y que si dichos ángulos son iguales a α, entonces

2 cosh
a

2
sen

α

2
= 1 .
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Ejercicio 2.3.1.30. Sean (X, d) un espacio métrico, A ⊆ X y δ, ε > 0.
Se define

Hδ,ε(A) :=inf
{∑

j

(diamUj)δ : Uj es una bola, A ⊆ ∪jUj , diamUj ≤ ε
}

,

Hδ(A) :=sup
ε>0

Hδ,ε(A)= lim
ε→0+

Hδ,ε(A) .

Hδ(A) es la medida de Hausdorff de exponente δ del conjunto A. Aqúı,
como es natural, diam denota el diámetro referido a la distancia d.

Prueba los siguientes resultados, si 0 < δ1 < δ2:
a) Hδ2,ε(A) ≤ εδ2−δ1Hδ1,ε(A).
b) Si Hδ1(A) < ∞, entonces Hδ2(A) = 0.
c) Si Hδ2(A) > 0, entonces Hδ1(A) = ∞.
d) sup{δ > 0 : Hδ(A) = ∞} = inf{δ > 0 : Hδ(A) = 0}.
El número

dimA := sup{δ > 0 : Hδ(A) = ∞} = inf{δ > 0 : Hδ(A) = 0}

se conoce como dimensión de Hausdorff del conjunto A.

Ejercicio 2.3.1.31. Sea K un subconjunto compacto de U. ¿Existe al-
guna relación entre las dimensiones de Hausdorff de K cuando se con-
sideran la distancia eucĺıdea y la hiperbólica?

2.4 Preliminares topológicos y algebraicos.

Nuestro siguiente objetivo es definir la métrica de Poincaré en superficies
de Riemann, pero antes de poder definirla necesitamos recordar algunos
hechos básicos de la teoŕıa de espacios recubridores. Para profundizar
en este teorema puede consultarse el Caṕıtulo 5 de [M].

Una curva cerrada en un espacio conexo por arcos X es homótopa a
un punto o trivial si puede deformarse de forma continua en un punto
dentro de X. De forma más precisa, si γ : [a, b] → X es una curva
cerrada, decimos que γ es trivial si existe una función continua F :
[a, b]× [0, 1] → X tal que F (t, 0) = γ(t) para todo t ∈ [a, b] y F (t, 1) es
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constante. Por tanto, X es simplemente conexo si X es conexo y toda
curva cerrada en X es trivial.

Aśı, por ejemplo, la circunferencia unidad ∂D es trivial en C pero no
es trivial en C \ {0}.

Definición 2.4.1. Sea X un espacio topológico conexo por arcos y lo-
calmente conexo por arcos. Un espacio recubridor de X es un par (X̃, p)
donde X̃ es un espacio topológico y p : X̃ → X es una función continua
y sobreyectiva, y además se cumple que todo punto x ∈ X tiene un en-
torno U abierto y conexo por arcos tal que p−1(U) =

⋃
j Ũj , donde {Ũj}j

son las componentes conexas por arcos de p−1(U) y para cada Ũj se tiene
que p|Ũj

: Ũj → U es un homeomorfismo. Todo entorno abierto U que
satisfaga esta condición se denomina entorno elemental. La aplicación
p se denomina habitualmente proyección.

Un espacio recubridor se llama universal si es simplemente conexo, es
decir, si toda curva cerrada es trivial o, lo que es lo mismo, su primer
grupo de homotoṕıa es trivial. El espacio recubridor universal es único
salvo homeomorfismos.

El concepto de espacio recubridor se utiliza en ámbitos muy diver-
sos, tales como Geometŕıa Diferencial, Grupos de Lie, Superficies de
Riemann, Homotoṕıa o Teoŕıa de Nudos. Para aclarar este concepto
veamos un par de ejemplos sencillos.

Ejemplo: Sea p : R → S1 definida por p(t) = (sen t, cos t) para todo
t ∈ R. Entonces el par (R, p) es un espacio recubridor de la circunferencia
unidad S1. Todo subintervalo abierto del ćırculo S1 puede servir como
entorno elemental. Además R es recubridor universal de S1, ya que R
es simplemente conexo.

Ejemplo: Si (X̃, p) es un espacio recubridor de X, y (Ỹ , q) es un
espacio recubridor de Y , entonces (X̃×Ỹ , p×q) es un espacio recubridor
de X × Y , donde la aplicación p × q se define como (p × q)(x, y) =
(p(x), q(y)) y, si U es un entorno elemental del punto x ∈ X y V un
entorno elemental del punto y ∈ Y , entonces U × V es un entorno
elemental de (x, y) ∈ X × Y .

Teorema 2.4.2. Dado un espacio topológico X conexo por arcos, local-
mente conexo por arcos, y tal que cada punto posee un entorno abierto
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simplemente conexo, existe un espacio recubridor universal (X̃, π). Ade-
más, π es una aplicación continua y abierta que es localmente un home-
omorfismo.

Si X es una variedad diferenciable n-dimensional, entonces X̃ también
lo es y π ∈ C∞(X̃, X).

Si X es una superficie riemanniana, entonces X̃ también lo es con el
pullback de la métrica riemanniana en X. Entonces π es una isometŕıa
local que verifica

dX

(
π(x), π(y)

) ≤ d
X̃

(x, y), x, y ∈ X̃,

dX(a, b) = min
{
d

X̃

(
ã, b̃

)
: π

(
ã
)

= a, π
(
b̃
)

= b
}
, a, b ∈ X.

Si ã0 es cualquier punto fijo con π(ã0) = a, entonces

dX(a, b) = min
{
d

X̃

(
ã0, b̃

)
: π

(
b̃
)

= b
}
, a, b ∈ X.

Si X es una superficie de Riemann (o una variedad holomorfa), X̃
también lo es y π es holomorfa.

Si Γ es el grupo de transformaciones recubridoras

Γ := {g : X̃ −→ X̃ homeomorfismo tal que π ◦ g = π},
entonces el espacio cociente X̃/Γ es homeomorfo a X (y lo escribiremos
X̃/Γ = X). Además, Γ es un grupo discreto sin puntos fijos, y es único
salvo conjugación.

Que el grupo Γ sea discreto quiere decir que para todo x ∈ X̃ existe
un entorno U de x tal que g(x) /∈ U para todo g ∈ Γ distinto de la
aplicación identidad (el elemento neutro de Γ) o, lo que es lo mismo,
que para todo x ∈ X̃ el conjunto {g(x)}g∈Γ es un conjunto discreto.

Que Γ no tenga puntos fijos significa que ningún elemento de Γ distinto
de la aplicación identidad tiene un punto fijo, es decir, que si g(x) = x
para algún g ∈ Γ y x ∈ X̃, entonces g es la aplicación identidad.

Teorema 2.4.3. Sea (X̃, π) un espacio recubridor universal de X con
grupo de transformaciones recubridoras Γ. Si (X̃, ds0) es una superfi-
cie riemanniana y Γ es, además, un subgrupo del grupo de isometŕıas
de (X̃, ds0), entonces existe una métrica riemanniana ds en X tal que
π∗ds = ds0. Por tanto,

dX

(
π(x), π(y)

) ≤ d
X̃

(x, y), x, y ∈ X̃,

dX(a, b) = min
{
d

X̃

(
ã, b̃

)
: π

(
ã
)

= a, π
(
b̃
)

= b
}
, a, b ∈ X.
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Si ã0 es cualquier punto fijo con π(ã0) = a, entonces

dX(a, b) = min
{
d

X̃

(
ã0, b̃

)
: π

(
b̃
)

= b
}
, a, b ∈ X.

Además, si X = Ω ⊆ C, entonces Ω̃ puede elegirse contenido en C, y
si ds = λ(z)|dz| en Ω y ds0 = λ0(z)|dz| en Ω̃, entonces

λ(π(z))|π′(z)| = λ0(z) para todo z ∈ Ω.

Obsérvese que la métrica ds0 en X̃ es precisamente el pullback de la
métrica ds en X, por el Teorema 2.2.9.

Los dos resultados siguientes también nos serán útiles en el futuro.

Teorema 2.4.4 (Teorema del elevamiento, primera versión). Dados una
aplicación recubridora universal π : X̃ −→ X, un espacio simplemente
conexo Y y una aplicación continua f : Y −→ X, existe un elevamiento
f̃ de f , es decir, una aplicación continua f̃ : Y −→ X̃ tal que π ◦ f̃ = f .

Además, si x ∈ X, y ∈ Y, f(y) = x, x̃ ∈ X̃ y π(x̃) = x, entonces puede
elegirse f̃ con f̃(y) = x̃.

Teorema 2.4.5 (Teorema del elevamiento, segunda versión). Sean una
aplicación recubridora universal π : X̃ −→ X, un espacio conexo y
localmente conexo por arcos Y y una aplicación continua f : Y −→ X.
Si f ◦ γ es trivial en X para toda curva cerrada γ ⊂ Y , entonces existe
un elevamiento f̃ de f , es decir, una aplicación continua f̃ : Y −→ X̃
tal que π ◦ f̃ = f .

Además, si x ∈ X, y ∈ Y, f(y) = x, x̃ ∈ X̃ y π(x̃) = x, entonces puede
elegirse f̃ con f̃(y) = x̃.

Obsérvese que la primera versión es una consecuencia directa de la
segunda, ya que si Y es simplemente conexo, entonces toda curva cerrada
γ es trivial en Y y, consecuentemente, f ◦ γ es trivial en X.

La teoŕıa de espacios recubridores permite, entre otras muchas cosas,
probar el siguiente resultado crucial en la teoŕıa de funciones de variable
compleja.

Teorema 2.4.6. Dada una curva γ cerrada y de clase C1 a trozos en
C \ {a}, el ı́ndice de γ respecto al punto a,

n(γ, a) :=
1

2πi

∫

γ

dz

z − a
,

es igual al número de vueltas que γ da alrededor de a.
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Demostración. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que a = 0.
Consideremos la aplicación recubridora p : R→ S1 dada por

p(x) = (cos 2πx, sen 2πx) = e2πix.

Si z = γ(s) es una curva diferenciable en C \ {0}, γ : [0, 1] → C \ {0},
podemos considerar la curva h(s) = γ(s)

|γ(s)| en S1 y su elevación h̃(s) a

R. Entonces h̃(1) = h̃(0) + n para algún entero n, que es precisamente
el número de vueltas que γ da alrededor de 0. Teniendo en cuenta que
p (h̃(s)) = h(s), con h : [0, 1] → S1, entonces

e2πih̃(s) =
γ(s)
|γ(s)| ⇒ γ(s) = e2πih̃(s)|γ(s)| ,

y, por tanto,

γ′(s) = e2πih̃(s)
(
|γ(s)|2πih̃′(s) +

d

ds
(|γ(s)|)

)
.

Sustituyendo en la integral y, teniendo en cuenta que γ(1) = γ(0), se
tiene

1
2πi

∫

γ

dz

z
=

1
2πi

∫ 1

0

e2πih̃(s)
(
|γ(s)|2πih̃′(s) + d

ds(|γ(s)|)
)

e2πih̃(s)|γ(s)|
ds

=
1

2πi

[
2πih̃(s) + log(|γ(s)|)

]1

0

=
1

2πi

[
2πi

(
h̃(1)− h̃(0)

)
+ log(|γ(1)|)− log(|γ(0)|)

]

=
1

2πi
(2πin + 0) = n.

2.4.1 Ejercicios

Ejercicio 2.4.1.1. Demuestra que R3 \ {0} es simplemente conexo.

Ejercicio 2.4.1.2. Demuestra, como consecuencia del problema ante-
rior, que S2 = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 +y2 + z2 = 1} es simplemente conexo.
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Ejercicio 2.4.1.3. Sea una ecuación polinómica zn + an−1z
n−1 + · · ·+

a1z + a0 = 0 con coeficientes reales o complejos. Demuestra que si
|an−1| + · · · + |a1| + |a0| < 1 entonces todas las ráıces de la ecuación
están en el disco unidad D.

Ejercicio 2.4.1.4. Prueba que el plano es recubridor universal del cilin-
dro S1 × R, encontrando una aplicación recubridora.

Ejercicio 2.4.1.5. Encuentra un espacio recubridor de un toro.

Ejercicio 2.4.1.6. Prueba que si (X, p1) es un espacio recubridor de
Y , e (Y, p2) es espacio recubridor de Z, entonces (X, p2 ◦ p1) es espacio
recubridor de Z.

Ejercicio 2.4.1.7. Si X es simplemente conexo, ¿cómo han de ser sus
espacios recubridores?

Ejercicio 2.4.1.8. Encuentra un espacio recubridor de un “ocho” (es
decir, el espacio formado al unir dos circunferencias por un punto).

Ejercicio 2.4.1.9. Prueba que el espacio recubridor de un grafo es un
árbol.

2.5 La métrica de Poincaré en superficies de
Riemann.

Ya hemos definido la métrica de Poincaré en el disco y el semiplano su-
perior. Dado que dicha métrica será extraordinariamente útil, conviene
definirla en la mayor clase posible de conjuntos, y ese es el objetivo de la
presente sección. Comencemos recordando el teorema más importante
sobre aplicaciones conformes.

Diremos que dos superficies riemannianas son conformemente equiva-
lentes si existe una aplicación conforme entre ellas.

Teorema 2.5.1 (Teorema de la aplicación de Riemann). Dado cualquier
dominio simplemente conexo Ω ( C existe una aplicación conforme f :
D −→ Ω, es decir, Ω es conformemente equivalente a D (y a U).
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Además, fijado cualquier z0 ∈ Ω, existe una tal aplicación conforme
f con f(0) = z0. Tal aplicación f es única si imponemos la condición
adicional f ′(0) > 0.

Consecuentemente, dados dos dominios simplemente conexos Ω1, Ω2 (
C, existe una función f ∈ H(Ω1, Ω2) biyectiva, es decir, Ω1 y Ω2 son
conformemente equivalentes.

Teorema 2.5.2 (Teorema de uniformización). Dada una superficie de
Riemann S, su recubridor universal S̃ es conformemente equivalente a
C, C ó D.

1. Si S̃ es conformemente equivalente a C, entonces S también es
conformemente equivalente a C.

2. Si S̃ es conformemente equivalente a C, entonces S es conforme-
mente equivalente al plano complejo C, al plano punteado C \ {0}
o a un toro T.

3. Si S̃ es conformemente equivalente a D (ó a U), obtenemos todas
las demás superficies de Riemann, que llamaremos hiperbólicas o
no excepcionales.

Denotaremos por < g1, g2, . . . , gk > el subgrupo de las transforma-
ciones de Möbius generado por los elementos g1, g2, . . . , gk.

Demostración. El primer enunciado es consecuencia del Teorema de la
aplicación de Riemann (Teorema 2.5.1): como S̃ es simplemente conexo,
no tiene género y debe ser conformemente equivalente a C, a C o a algún
dominio simplemente conexo Ω  C; pero dichos dominios Ω son todos
conformemente equivalentes a D.

1. Supongamos que S̃ es conformemente equivalente a C. Observe-
mos que C sólo puede recubrirse a śı mismo: sea Γ un grupo
discreto tal que S = C/Γ; Γ es un subgrupo del grupo de las
transformaciones de Möbius, por la Proposición 2.2.3. Como toda
transformación de Möbius tiene algún punto fijo en C (ver Ejerci-
cio 2.1.1.10) Γ es sólo el elemento neutro (la aplicación identidad);
por tanto, Γ = {id} y entonces S = S̃/{id} = S̃ también es con-
formemente equivalente a C.
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2. Supongamos que S̃ es conformemente equivalente a C. Entonces
Γ ha de ser un subgrupo de {T (z) = az + b : a 6= 0, a, b ∈ C}, por
la Proposición 2.2.4.

• Si Γ es sólo el elemento neutro (la aplicación identidad), Γ =
{id}, entonces S es conformemente equivalente a C.

• Si Γ tiene un único generador, entonces Γ es isomorfo a Z y
al grupo generado por la traslación < z + 2πi >. En este
caso C/Γ es conformemente equivalente a C\{0}. La función
exp : C → C \ {0} es una aplicación recubridora universal
para C \ {0}, con Γ =< z + 2πi >.

• Si Γ tiene dos generadores, entonces Γ es isomorfo a Z2 y
al grupo generado por dos traslaciones < z + 1, z + τ >, con
<τ 6= 0. Por tanto, el espacio cociente C/Γ es conformemente
equivalente a un toro T.

• Si Γ tiene más de dos generadores, entonces Γ no es discreto,
por lo que llegamos a una contradicción.

Por tanto, sólo estos tres tipos de superficies pueden ser re-
cubiertos por C.

3. El punto tres no necesita demostración, ya que simplemente es-
pecifica todos los casos no tratados hasta ahora.

Como ya hemos visto, la función exp : C→ C \ {0} es una aplicación
recubridora universal para C\{0}, con Γ =< z+2πi >. Como las trasla-
ciones son isometŕıas para la métrica eucĺıdea, el Teorema 2.4.3 garantiza
que podemos proyectar la métrica eucĺıdea sobre C \ {0}, resultando:

λC\{0}(ez)|ez| = λC(z) = 1.

Escribiendo w = ez, entonces λC\{0}(w) = 1/|w| y dsC\{0}(w) = |dw|/|w|.
Si S es una superficie de Riemann hiperbólica, denominaremos métrica

hiperbólica o de Poincaré en S a la proyección de la métrica hiperbólica
de D (o de U) mediante cualquier aplicación recubridora universal. Como
S es conformemente equivalente a D/Γ, donde Γ es el grupo de transfor-
maciones recubridoras de un recubrimiento universal, los grupos Γ que
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podemos elegir para realizar tal representación son únicos salvo conju-
gación por un elemento de Aut(D), es decir, existe una biyección entre el
conjunto de superficies de Riemann hiperbólicas (salvo equivalencia con-
forme) y el conjunto de subgrupos de Aut(D) (salvo conjugación), que
por el Teorema 2.3.1 coincide con el grupo de isometŕıas de D. Como Γ es
un grupo de isometŕıas para la métrica de Poincaré de D, dicha métrica
puede proyectarse mediante π, por el Teorema 2.4.3. Esta métrica está
bien definida, ya que Γ es único salvo conjugación por una isometŕıa de
D. La métrica hiperbólica es conforme con la eucĺıdea (en cada carta
local), tiene curvatura K = −1 (ya que es localmente isométrica a D)
y es completa. Además, su métrica hiperbólica es la única métrica que
verifica estas tres propiedades, como veremos en el Teorema 2.5.4.

Dada cualquier superficie no excepcional S, si π : D → S es un
recubrimiento universal de S y g ∈ Aut(D), entonces π ◦ g : D → S
es también un recubrimiento universal. Por tanto, al elegir un recubri-
miento universal, se pueden prefijar π(0) y el argumento de π′(0) (en
una carta local fija). Entonces, dado cualquier punto p ∈ S, existe una
aplicación recubridora universal π : D −→ S con π(0) = p. Por tanto,
todo punto de S tiene un entorno isométrico a un entorno del origen en
el disco unidad D.

Obsérvese que toda superficie de Riemann admite una métrica con-
forme con la eucĺıdea, con curvatura constante, y completa. Por tanto,
siempre existe una geodésica de longitud mı́nima uniendo dos puntos
cualesquiera (aunque no tiene por qué ser necesariamente única).

• Si S̃ = C, entonces S = C, con K = 1 (ver Sección 2.8 y Ejercicio
2.2.1.6).

• Si S̃ = C, entonces S es C, C \ {0} ó T, con K = 0.

• Si S̃ = D (ó U), S tiene la métrica hiperbólica, con K = −1.

Si Ω es un dominio de C y π : D −→ Ω es una aplicación recubridora,
entonces

λΩ(π(z)) |π′(z)| = 2
1− |z|2 , ∀ z ∈ D ,

por el Teorema 2.4.3. De igual forma, si π : U −→ Ω es una aplicación
recubridora, entonces

λΩ(π(z)) |π′(z)| = 1
=z

, ∀ z ∈ U .
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Constituye un pequeño abuso de lenguaje el decir que la métrica de
Poincaré es una métrica conforme, ya que la propiedad de conformalidad
(conservar ángulos y orientaciones), es una relación de equivalencia entre
dos métricas. Al hablar de superficies de Riemann que están contenidas
en el plano, que la métrica sea conforme significa que es conforme con
la métrica eucĺıdea. Si trabajamos con una superficie general S, que la
métrica sea conforme quiere decir que cualquier carta local de S es una
aplicación conforme local sobre el plano con su métrica eucĺıdea.

Conviene destacar un hecho importante acerca de la unicidad de la
métrica de Poincaré: dada una variedad bidimensional orientable M ,
existen infinitos atlas de superficie de Riemann para M incompatibles
(no conformes) entre śı, y para cada uno de ellos existe una única métrica
de Poincaré. La elección de atlas de superficie de Riemann es equivalente
a la elección de una clase de métricas conformes en la superficie y, por
tanto, a la elección de la métrica de Poincaré.

Obsérvese que cualquier variedad riemanniana bidimensional orienta-
ble puede ser dotada de un atlas holomorfo de forma que su métrica sea
conforme con la eucĺıdea en cada carta, considerando como cartas las
coordenadas isotermales y todas las que sean conformes con ellas.

La idea de la demostración de un hecho tan sorprendente como la
unicidad de la métrica de Poincaré, es muy sencilla, pero necesitamos
un lema previo.

Lema 2.5.3. Si f : (D, gD) → (D, g) es una isometŕıa, g es una métrica
conforme y gD es la métrica de Poincaré, entonces gD = g.

Demostración. Como f es una isometŕıa, en particular, es una aplicación
conforme de (D, gD) en (D, g); como gD y g son métricas conformes con
la eucĺıdea, entonces f también es una aplicación conforme (en sentido
eucĺıdeo clásico) de D en D. Por el Teorema 2.3.1, f es una isometŕıa de
(D, gD) en (D, gD) y, por tanto, gD = g.

Teorema 2.5.4 (Unicidad de la métrica hiperbólica). Dadas dos métri-
cas completas g1, g2 en una superficie de Riemann hiperbólica S con
K = −1 y conformes entre śı, entonces g1 = g2. En particular, existe
una única métrica de Poincaré en S.
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Demostración. Obsérvese que basta probar el teorema con la hipótesis
adicional de que g1 sea la métrica de Poincaré en S, puesto que si dos
tales métricas son iguales a la métrica de Poincaré, entonces también
son iguales entre śı. Supongamos, por tanto, que g1 es la métrica de
Poincaré en S

Consideremos una aplicación recubridora π : D → S y los pullbacks
gD y g en D por π de las métricas g1 y g2, es decir, gD = π∗g1 y g =
π∗g2. Las métricas gD y g también son completas, conformes y tienen
curvatura K = −1. Fijemos un punto arbitrario p ∈ S; sea ahora
z ∈ D con π(z) = p. Si consideramos en z las respectivas coordenadas
geodésicas exponenciales para gD y g (que están definidas en todo D) la
aplicación identidad en dichas coordenadas locales (que, de hecho, son
coordenadas globales) es una isometŕıa, ya que dichas coordenadas están
completamente determinadas por la curvatura. Por tanto, el Lema 2.5.3
da que gD = g. Si proyectamos las métricas por π en un entorno de z,
obtenemos que g1 = g2 en un entorno de p.

Como p ∈ S es un punto arbitrario, concluimos que g1 = g2.

Acabamos esta sección con la siguiente inesperada relación entre el
área (con la métrica de Poincaré) de una superficie compacta y su
topoloǵıa.

Teorema 2.5.5. Si S es una superficie de Riemann compacta de género
g > 1, el Teorema de Gauss-Bonnet garantiza que AS(S) = 4π(g − 1).

2.5.1 El cálculo de la métrica de Poincaré para algunos
dominios sencillos.

Hallemos a continuación la métrica de Poincaré de algunos dominios
sencillos: los anillos y el disco punteado.

Proposición 2.5.6. La densidad de la métrica de Poincaré del anillo
Aµ := {w ∈ C : 1 < |w| < µ} es

λAµ(w) =
c

|w| sen(c log |w|) , con c =
π

log µ
.
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Demostración. Sea Γ =< σz >, con σ = e
2π2

log µ > 1. Tomando logaritmos

se obtiene µ = e
2π2

log σ .

Sea f(z) := e
−2πi log z

log σ . Observemos en primer lugar que

|f(z)| = e
2π

log σ
arg z ∈ (1, µ), si arg z ∈ (0, π).

Además
f(σz) = e

−2πi log z+log σ
log σ = f(z) .

Por tanto, se tiene que f : U → Aµ es una aplicación recubridora uni-
versal y que Γ es el grupo de cubrimiento de f(z). Por el Teorema 2.4.3,
esto implica que

λAµ(f(z))|f ′(z)| = λU(z) =
1
=z

.

Escribiendo w = f(z) = e
2π arg z

log σ e
−2πi

log |z|
log σ , se tiene

f ′(z) =
−2πi

log σ
f(z)

1
z

y λAµ(w)
2π

log σ
|w| = |z|

=z
.

Escribiendo z en función de w, se tiene que

z = e
log σ log w
−2πi = ei

log σ log |w|
2π e−

(arg w+2kπ) log σ
2π = σ−ke−

arg w log σ
2π ei

log σ log |w|
2π .

Por tanto,
=z

|z| = sen
( log σ log |w|

2π

)
,

λAµ(w) =
c

|w| sen(c log |w|) , con c =
log σ

2π
=

π

log µ
.

Proposición 2.5.7. La densidad de la métrica de Poincaré del disco
punteado D∗ := D \ {0} es

λD∗(w) =
1

|w| log 1
|w|

.
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Demostración. Sean Γ =< z+1 > y w = f(z) = e2πiz. En primer lugar,

|f(z)| = e−2π=z ∈ (0, 1) si =z > 0.

Despejando =z se tiene

=z =
−1
2π

log |f(z)| .

Puede comprobarse fácilmente que f(z) = f(z+1) y que Γ es el grupo de
cubrimiento de f . Por tanto, se tiene que f : U→ D∗ es una aplicación
recubridora universal. Por el Teorema 2.4.3, esto implica

λD∗(f(z))|f ′(z)| = λU(z) =
1
=z

.

Como f ′(z) = 2πif(z), escribiendo w = f(z) = e2πiz, entonces =z =
1
2π log 1

|w| y λD∗(w)2π|w| = 2π
log 1

|w|
. Por tanto,

λD∗(w) =
1

|w| log 1
|w|

.

Los Ejercicios 2.5.4.2 y 2.5.4.3 proponen probar, respectivamente, los
dos siguientes resultados.

Proposición 2.5.8. La densidad de la métrica de Poincaré del disco
D(a,R) es

λD(a,R)(z) =
2 R

R2 − |z − a|2 .

Proposición 2.5.9. La densidad de la métrica de Poincaré del disco
punteado D(a,R)∗ = D(a,R) \ {a} es

λD(a,R)∗(z) =
1

|z − a| log R
|z−a|

.

En los Ejercicios 2.5.4.6, 2.5.4.7, 2.5.4.8 y 2.5.4.9 también se propone
el cálculo de la métrica de Poincaré de diversos dominios.

Es interesante recordar aqúı el famoso Teorema de Hilbert.
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Teorema 2.5.10 (Teorema de Hilbert). Ninguna superficie completa
con K = −1 admite una inmesrión isométrica en R3.

Esto significa que no podemos “ver con ojos eucĺıdeos” ninguna su-
perficie de Riemann con su métrica de Poincaré (ni siquiera D). No
obstante, la pseudoesfera muestra “cómo” es un entorno pequeño de
cualquier punto en cualquier superficie de Riemann hiperbólica. Recorde-
mos que la pseudoesfera es una superficie no completa, definida como la
superficie inmersa en R3 obtenida por la rotación de la tractriz, y dada
por la parametrización

x = sen u cos v ,

y = sen u sen v ,

z = log tan
u

2
+ cos u .

Conviene destacar que la métrica de Poincaré permite probar de forma
sencilla y elegante muchos teoremas dif́ıciles de variable compleja, como
los Teoremas pequeño y grande de Picard, el Teorema de Schottky,...
como veremos en las siguientes secciones.

La siguiente subsección la dedicaremos a la principal herramienta para
trabajar con la métrica de Poincaré.

2.5.2 El Lema de Schwarz

Lema 2.5.11 (Lema de Schwarz, segunda versión). Si f : D → D es
una función holomorfa, entonces

dD(f(z1), f(z2)) ≤ dD(z1, z2) para todo z1, z2 ∈ D.

Demostración. Supongamos en primer lugar que f(0) = 0. La Primera
versión del Lema de Schwarz da |f(z)| ≤ |z|, para todo z ∈ D. Como la
función h(t) := log 1+t

1−t es creciente para t ∈ [0, 1), podemos concluir que

log
1 + |f(z)|
1− |f(z)| ≤ log

1 + |z|
1− |z| , para todo z ∈ D.

Esto implica que dD(f(z), f(0)) ≤ dD(z, 0) para todo z ∈ D.
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Supongamos ahora que f(0) 6= 0. Sea T (z) = z−f(0)

1−f(0)z
; T es una

isometŕıa de D con T (f(0)) = 0. Entonces g = T ◦ f es una función
holomorfa de D en D que verifica g(0) = 0 y, por tanto, podemos concluir
que dD(T (f(z)), T (f(0))) ≤ dD(z, 0) para todo z ∈ D.

Como T es una isometŕıa, entonces

dD(f(z), f(0)) = dD(T (f(z)), T (f(0))).

Por tanto, deducimos que dD(f(z), f(0)) ≤ dD(z, 0) para todo z ∈ D.

Dados ahora z1, z2 ∈ D, sea S(z) = z+z1
1+z1z ; S es una isometŕıa de D en

D con S(0) = z1. Entonces h = f ◦ S es una función holomorfa de D en
D y, como ya hemos probado, dD(h(0), h(S−1(z2))) ≤ dD(0, S−1(z2)).

Observemos ahora que, como S−1 es una isometŕıa,

dD(0, S−1(z2)) = dD(S−1(z1), S−1(z2)) = dD(z1, z2)

y

dD(h(0), h(S−1(z2))) = dD(f(S(0)), f(S(S−1(z2)))) = dD(f(z1), f(z2)).

Por tanto, dD(f(z1), f(z2)) ≤ dD(z1, z2) para todo z1, z2 ∈ D.

Lema 2.5.12 (Lema de Schwarz, tercera versión). Si f : D→ S es una
función holomorfa y S una superficie de Riemann hiperbólica, entonces

dS(f(z1), f(z2)) ≤ dD(z1, z2) para todo z1, z2 ∈ D.

Demostración. Consideremos una aplicación recubridora universal π :
D → S. Por la primera versión del Teorema del elevamiento (ver Teo-
rema 2.4.4), como D es simplemente conexo, existe f̃ : D → D tal que
π ◦ f̃ = f . Recordemos que la métrica de Poincaré en D es el pullback
de la métrica de Poincaré en S por π (ver Teorema 2.4.3).

Usando que π decrece distancias (ver Teorema 2.4.3) y la Segunda
versión del Lema de Schwarz para f̃ , se tiene que

dS(f(z1), f(z2)) = dS(π(f̃(z1)), π(f̃(z2))) ≤ dD(f̃(z1), f̃(z2)) ≤ dD(z1, z2),

para todo z1, z2 ∈ D.
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Teorema 2.5.13 (Lema de Schwarz, última versión). Si f : S1 → S2

es holomorfa, con S1, S2 superficies de Riemann hiperbólicas, entonces

dS2(f(p), f(q)) ≤ dS1(p, q) para todo p, q ∈ S1.

Demostración. Sea π : D → S1 una aplicación recubridora universal.
Entonces f ◦ π : D → S2 y la Tercera versión del Lema de Schwarz da
que dS2(f(π(z1)), f(π(z2)) ≤ dD(z1, z2), para todo z1, z2 ∈ D.

Dados p, q ∈ S1, existen puntos z1 ∈ π−1(p), z2 ∈ π−1(q) con dS1(p, q)
= dD(z1, z2), por el Teorema 2.4.3. Por tanto,

dS2(f(p), f(q)) = dS2(f(π(z1)), f(π(z2)) ≤ dD(z1, z2) = dS1(p, q).

Puede probarse que si se alcanza la igualdad en el Lema de Schwarz,
entonces f es una aplicación recubridora.

Obsérvese que el Lema de Schwarz permite acotar de manera uniforme
el crecimiento de todas las funciones holomorfas entre dos superficies de
Riemann hiperbólicas (el Teorema 2.6.14 ilustra a la perfección esta
afirmación). Por tanto, esta espectacular versión del Lema de Schwarz
justifica por śı sola el estudio de la métrica de Poincaré.

Ahora podemos deducir algunas importantes consecuencias del Teo-
rema 2.5.13. Recordemos en primer lugar el siguiente famoso teorema.
Diremos que p es un punto fijo de una aplicación f si f(p) = p.

Teorema 2.5.14 (Teorema del punto fijo). Si X es un espacio métrico
completo no vaćıo y f : X → X es una aplicación contractiva, es decir,
existe r < 1 tal que d(f(p), f(q)) ≤ r d(p, q) para todo p, q ∈ X, entonces
existe un único punto p ∈ X tal que f(p) = p.

Veamos a continuación una versión del Teorema del punto fijo para
funciones holomorfas.

Teorema 2.5.15. Sea f : D → D una aplicación holomorfa tal que su
imagen tiene clausura compacta en D. Entonces, existe un único punto
z ∈ D tal que f(z) = z.
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Demostración. Por hipótesis existe un r < 1 tal que f(D) ⊂ D(0, r), y
para todo z1, z2 ∈ D se verifica dD(0,r)(f(z1), f(z2)) ≤ dD(z1, z2). Pero
esta desigualdad no es suficiente para conseguir nuestro objetivo.

Obsérvese que para todo 0 ≤ t ≤ r2 < 1 se verifica la desigualdad
1− t ≥ (r2 − t)/r2. Consecuentemente,

λD(0,r)(w) =
2r

r2 − |w|2 ≥
2r−1

1− |w|2 = r−1λD(w) ,

para todo w ∈ D(0, r), y se tiene entonces que r LD(0,r)(γ) ≥ LD(γ) para
toda curva γ diferenciable en D(0, r). Por tanto, r dD(0,r)(f(z1), f(z2)) ≥
dD(f(z1), f(z2)) para todo z1, z2 ∈ D. Finalmente deducimos de la
última versión del Lema de Schwarz que

dD(f(z1), f(z2)) ≤ r dD(z1, z2) para todo z1, z2 ∈ D,

por lo que f es una aplicación contractiva con respecto a la métrica de
Poincaré. Como el disco D dotado con la métrica de Poincaré es un
espacio métrico completo, podemos aplicar el Teorema del punto fijo
para aplicaciones contractivas, y concluimos que f tiene un único punto
fijo en D.

Usando la ultima versión del Lema de Schwarz (Teorema 2.5.13) pode-
mos probar la siguiente generalización del Teorema 2.3.1.

Teorema 2.5.16. Si S1, S2 son superficies de Riemann hiperbólicas, en-
tonces una aplicación de S1 en S2 es una isometŕıa (con sus respectivas
métricas de Poincaré) si y sólo si es conforme. En particular, para toda
superficie de Riemann hiperbólica S se tiene que Aut(S) = Isom(S).

Demostración. Sea f una aplicación de S1 en S2.
Si f es una isometŕıa, entonces preserva longitudes y ángulos con sus

orientaciones y, en particular, es conforme.
Si f es una aplicación conforme, entonces tanto f como f−1 son holo-

morfas, y la ultima versión del Lema de Schwarz da

dS2(f(z1), f(z2)) ≤ dS1(z1, z2)

dS1(z1, z2) = dS1(f
−1(f(z1)), f−1(f(z2))) ≤ dS2(f(z1), f(z2))

para todo z1, z2 ∈ S1. Por tanto, dS2(f(z1), f(z2)) = dS1(z1, z2) para
todo z1, z2 ∈ S1. La Proposición 2.2.8 garantiza entonces que f es una
isometŕıa.
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De los Teoremas 2.5.16 y 2.2.5 se deduce inmediatamente el siguiente
resultado.

Corolario 2.5.17. Sean Ω1, Ω2 ⊂ C dos dominios hiperbólicos y f :
Ω1 −→ Ω2 una aplicación conforme, entonces

λΩ2(f(z)) |f ′(z)| = λΩ1(z) , para todo z ∈ Ω1 .

Los siguientes resultados son “versiones infinitesimales” de la última
versión del Lema de Schwarz (Teorema 2.5.13).

Teorema 2.5.18. Sean Ω1, Ω2 ⊂ C dos dominios hiperbólicos y f :
Ω1 → Ω2 una función holomorfa. Entonces

λΩ2(f(z)) |f ′(z)| ≤ λΩ1(z) , para todo z ∈ Ω1 .

Podemos deducir directamente el siguiente resultado:

Teorema 2.5.19. Sean Ω1 ⊆ Ω2 ⊂ C dominios hiperbólicos. Entonces
λΩ2(z) ≤ λΩ1(z), para todo z ∈ Ω1.

Demostración. Basta aplicar el Teorema 2.5.18, tomando como f la in-
clusión de Ω1 en Ω2, que verifica f ′(z) = 1 para todo z ∈ Ω1.

Teorema 2.5.20. Sean S1, S2 superficies de Riemann hiperbólicas y f :
S1 → S2 holomorfa. Si γ es una curva en S1 y B es un conjunto medible
en S1, entonces se tiene LS2(f(γ)) ≤ LS1(γ) y AS2(f(B)) ≤ AS1(B).

Teorema 2.5.21. Sean S1 ⊆ S2 superficies de Riemann hiperbólicas.
Si γ es una curva en S1 y B es un conjunto medible en S1, entonces se
tiene LS2(γ) ≤ LS1(γ) y AS2(B) ≤ AS1(B).

2.5.3 Estimaciones de la métrica de Poincaré en dominios
planos

Para la mayor parte de los dominios Ω contenidos en C, el cálculo
expĺıcito de λΩ es imposible, pero existen estimaciones muy buenas,
que suelen ser suficientes en los casos prácticos.

En primer lugar, una aplicación del Lema de Schwarz implica la si-
guiente desigualdad.
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Proposición 2.5.22. Para todo dominio hiperbólico Ω ⊂ C se verifica

λΩ(z) ≤ 2
d(z, ∂Ω)

,

para todo z ∈ Ω, donde d es la distancia eucĺıdea.

Demostración. Si definimos r := d(z, ∂Ω), entonces se tiene D(z, r) ⊆ Ω,
y aśı el Teorema 2.5.19 y la Proposición 2.5.8 implican que

2
r

= λD(z,r)(z) ≥ λΩ(z).

El Teorema 1/4 de Koebe permite deducir el siguiente resultado, que
es un rećıproco parcial de la proposición anterior.

Proposición 2.5.23. Para todo dominio simplemente conexo Ω ( C se
tiene

λΩ(z) ≥ 1
2 d(z, ∂Ω)

,

para todo z ∈ Ω.

Demostración. Sean z0 ∈ Ω, r := d(z, ∂Ω) y f una aplicación de Rie-
mann, f : D → Ω, tal que f(0) = z0. Entonces el Corolario 1.3.37
garantiza que D(z0, |f ′(0)|/4) ⊂ f(D) y, por tanto, |f ′(0)| ≤ 4r. Como
λΩ(z0)|f ′(0)| = λD(0) = 2 por el Corolario 2.5.17, deducimos que

λΩ(z0) =
λD(0)
|f ′(0)| =

2
|f ′(0)| ≥

1
2r

,

que es la desigualdad deseada.

Consecuentemente, en los dominios simplemente conexos se tiene que
λΩ(z) y d(z, ∂Ω)−1 son funciones comparables. Esto es también cierto
para una clase de dominios mucho más amplia, los llamados dominios
modulados (ver [BP]).

Veamos ahora una desigualdad muy precisa para la métrica de Poincaré
en C \ {0, 1}, que se prueba en [Mi]:
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Teorema 2.5.24. Para todo z ∈ C \ {0, 1} se tiene

λC\{0,1}(z) ≥ 1
|z|(k + log |z|) ,

donde k :=
Γ(1/4)4

4π2
= 4.3768796 . . .

Unas muy buenas estimaciones de λΩ para un dominio plano gene-
ral fueron obtenidas por Beardon y Pommerenke en [BP]; combinando
sus ideas con la desigualdad del Teorema 2.5.24 se obtiene el siguiente
resultado:

Teorema 2.5.25. Para cualquier dominio hiperbólico Ω ⊂ C se tiene

1 ≤ λΩ(z) d(z, ∂Ω) (k + βΩ(z)) ≤ 2k + π/2, para todo z ∈ Ω,

donde k :=
Γ(1/4)4

4π2
= 4.3768796 . . . y

βΩ(z) := inf
{∣∣∣∣log

|z − a|
|b− a|

∣∣∣∣ : a, b ∈ ∂Ω, |z − a| = d(z, ∂Ω)
}

.

Proof. Fijemos cualquier punto z ∈ Ω. Es fácil probar que el ı́nfimo en
la definición de βΩ(z) es, de hecho, un mı́nimo. Elijamos, por tanto,
a, b ∈ ∂Ω con |z − a| = d(z, ∂Ω) y

βΩ(z) =
∣∣∣∣log

|z − a|
|b− a|

∣∣∣∣ .

Para probar la primera desigualdad, consideremos ahora la función
g(w) := (w − a)/(b − a). Observemos que g(Ω) ⊆ C \ {0, 1} puesto
que a, b /∈ Ω; por tanto, el Teorema 2.5.19 nos dice que λg(Ω)(g(z)) ≥
λC\{0,1}(g(z)). El Corolario 2.5.17 nos asegura que λg(Ω)(g(z)) = |b− a|
λΩ(z), y entonces el Teorema 2.5.24 nos permite concluir

|b− a|λΩ(z) = λg(Ω)(g(z)) ≥ λC\{0,1}(g(z)) ≥ 1
|g(z)|(k +

∣∣ log |g(z)|∣∣)

=
1

|z−a|
|b−a|

(
k +

∣∣ log |z−a|
|b−a|

∣∣) =
|b− a|

|z − a|(k + βΩ(z)
) ,
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y esto da la primera desigualdad.

Para probar la segunda desigualdad, supongamos primero que βΩ(z) =
0; entonces la Proposición 2.5.22 implica directamente el resultado.
Supongamos ahora que βΩ(z) > 0 y consideremos el anillo A := {δe−β <
|w− a| < δeβ}, donde δ := d(z, ∂Ω) = |z − a| and β := βΩ(z). Si ζ ∈ A,
entonces

e−β <
δ

|ζ − a| < eβ ⇒
∣∣∣∣log

|z − a|
|ζ − a|

∣∣∣∣ < β,

y concluimos que ζ /∈ ∂Ω; por tanto, A ∩ ∂Ω = ∅. Como z ∈ A ∩ Ω,
deducimos que A ⊆ Ω. Consecuentemente, el Teorema 2.5.19 implica
que

λΩ(z) ≤ λA(z) =
π

2 δ β
=

π

2 d(z, ∂Ω)βΩ(z)
,

ya que |z − a| = δ = d(z, ∂Ω) y el Ejercicio 2.5.4.4 asegura que

λA(w) =
π

2β |w − a| sen π
2β

(
β + log |w−a|

δ

) .

2.5.4 Ejercicios

Ejercicio 2.5.4.1. Si Ω0 ⊂ C es un dominio hiperbólico, f(z) = az + b
y Ω = f(Ω0), prueba que Ω es hiperbólico y halla λΩ en función de λΩ0 .

Ejercicio 2.5.4.2. Prueba que la densidad de la métrica hiperbólica en

el disco eucĺıdeo de centro a y radio R es λΩ(z) =
2R

R2 − |z − a|2 usando

el Ejercicio 2.5.4.1.

Ejercicio 2.5.4.3. Prueba que si Ω := {0 < |z − a| < R}, entonces

λΩ(z) =
1

|z − a| log R
|z−a|

,

usando el Ejercicio 2.5.4.1 y la Proposición 2.5.7.
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Ejercicio 2.5.4.4. Prueba que si Ω := {δe−β < |z−a| < δeβ}, entonces

λΩ(z) =
π

2β |z − a| sen π
2β

(
β + log |z−a|

δ

) ,

usando el Ejercicio 2.5.4.1 y la Proposición 2.5.6.

Ejercicio 2.5.4.5. Prueba que el ı́nfimo en la definición de βΩ en el
Teorema 2.5.25 es, de hecho, un mı́nimo.

Ejercicio 2.5.4.6. Encuentra una aplicación conforme de U en Ω =

C \ (−∞, 0]. Comprueba que λΩ(z) =
1√

2 |z| (|z|+ x)
si z = x + iy.

Ejercicio 2.5.4.7. Encuentra una aplicación conforme de U en el primer

cuadrante C. Comprueba que λC(z) =
|z|
xy

si z = x + iy.

Ejercicio 2.5.4.8. Encuentra una aplicación conforme de U en la banda
horizontal Bπ = {z = x + iy : 0 < y < π}. Comprueba que se verifica

λBπ(z) =
1

sen y
.

Ejercicio 2.5.4.9. Prueba que la métrica de Poincaré de la banda hori-
zontal Ba = {z = x + iy : 0 < y < a} es λBa(z) =

π

a sen πy
a

.

Indicación: Usa los Ejercicios 2.5.4.1 y 2.5.4.8.

Ejercicio 2.5.4.10. Comprueba que la métrica hiperbólica del disco
punteado D∗ = D \ {0} tiene curvatura −1.

Ejercicio 2.5.4.11. Comprueba que la métrica hiperbólica del anillo
Aµ = {z ∈ C : 1 < |z| < µ} tiene curvatura −1.

Ejercicio 2.5.4.12. Prueba cuándo se alcanza la igualdad en el Lema
2.5.11:

Si f : D → D es holomorfa y existen z1, z2 ∈ D con z1 6= z2 y
dD(f(z1), f(z2)) = dD(z1, z2), entonces f es una isometŕıa de D.

Indicación: Sigue el argumento de la demostración del Lema 2.5.11 y
usa la parte relativa a la igualdad en el Lema 2.1.4.

Ejercicio 2.5.4.13. Si S es una superficie de Riemann hiperbólica,
prueba que para cada p ∈ S existe un ε > 0 tal que AS(BS(p, r)) =
4π senh2 r

2 y LS(∂BS(p, r)) = 2π senh r, para todo 0 < r < ε.
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Ejercicio 2.5.4.14. Es conocido que toda superficie de Riemann com-
pacta es conformemente equivalente a la esfera de Riemann, a un toro,
o a un “toro con g asas” (con género g > 1). Prueba que una superfi-
cie de Riemann compacta es hiperbólica si y sólo si es conformemente
equivalente a un toro con género g > 1.

Ejercicio 2.5.4.15. Prueba que la pseudoesfera tiene curvatura cons-
tante K = −1.

Ejercicio 2.5.4.16. Demuestra que para todo dominio hiperbólico Ω ⊂
C, se tiene que limz→∂Ω λΩ(z) = ∞.

Ejercicio 2.5.4.17. Sea {Ωn} una exhaución de un domino hiperbólico
Ω, es decir, Ωn son dominios verificando Ωn ⊂ Ωn+1 y Ω = ∪∞n=1Ωn. De-
muestra que λΩn(z) converge uniformemente sobre compactos a λΩ(z).

En conexión con este ejercicio se puede consultar el art́ıculo [H], donde
se prueba un resultado más fuerte que éste.

2.6 Primeros teoremas de la Teoŕıa Geométrica
de Funciones

Uno de los problemas más importantes en la Teoŕıa Geométrica de Fun-
ciones es determinar si existen funciones holomorfas entre dos superficies
de Riemann dadas y, en caso afirmativo, estudiar su crecimiento. Esta
sección contiene muchos resultados que pueden situarse en este contexto.

Recordemos que una función u es armónica en un dominio Ω ⊆ C si
∆u = 0 en Ω. El siguiente es un resultado tan clásico como importante
en variable compleja y en ecuaciones en derivadas parciales.

Teorema 2.6.1 (Lema de Harnack). Si u es una función armónica
positiva en D y z = reiθ, se tiene que

1− r

1 + r
≤ u(reiθ)

u(0)
≤ 1 + r

1− r
, para todo r ∈ [0, 1), θ ∈ [0, 2π).
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Demostración. Como es bien conocido (ver, por ejemplo, [Ts, p.143]),
una función armónica positiva puede escribirse como la integral de Pois-
son de una medida (positiva) µ en ∂D:

u(reiθ) =
∫ 2π

0

1− r2

1− 2r cos(θ − ϕ) + r2
dµ(ϕ) .

Como

1− r

1 + r
=

1− r2

1 + 2r + r2
≤ 1− r2

1− 2r cos(θ − ϕ) + r2
≤ 1− r2

1− 2r + r2
=

1 + r

1− r
,

y µ es una medida positiva, se tiene que

1− r

1 + r

∫ 2π

0
dµ(ϕ) ≤

∫ 2π

0

1− r2

1− 2r cos(θ − ϕ) + r2
dµ(ϕ)

≤ 1 + r

1− r

∫ 2π

0
dµ(ϕ) .

Por tanto,
1− r

1 + r
u(0) ≤ u(reiθ) ≤ 1 + r

1− r
u(0) ,

de donde se deduce el resultado, ya que u(0) > 0.

Si S es una superficie de Riemann, una función u : S → R se dice
armónica si para todo p ∈ S existe una carta local (U,ϕ) de S con
p ∈ U , tal que u ◦ ϕ−1 es armónica en ϕ(U).

Proposición 2.6.2. Si S es una superficie de Riemann y u : S → R es
armónica, entonces para toda carta local (V, ψ) de S, se tiene que u◦ψ−1

es armónica en ψ(V ).

Demostración. Sean (V, ψ) una carta local de S y z ∈ ψ(V ). Como u
es armónica, existe una carta local (U,ϕ) de S con ψ−1(z) ∈ U tal que
u ◦ ϕ−1 es armónica en ϕ(U). Como u ◦ ψ−1 = (u ◦ ϕ−1) ◦ (ϕ ◦ ψ−1) en
ψ(U ∩ V ) es la composición de una función holomorfa con una función
armónica, entonces u◦ψ−1 es armónica en un entorno de z (en ψ(U∩V ))
por la Proposición 1.1.14. Como esto se cumple para todo z ∈ ψ(V ),
entonces u ◦ ψ−1 es armónica en ψ(V ).

El siguiente resultado generaliza la Proposición 1.1.14 en el contexto
de superficies de Riemann.
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Proposición 2.6.3. Si S1, S2 son superficies de Riemann, f : S1 → S2

holomorfa y u : S2 → R armónica, entonces u ◦ f es armónica en S1.

Demostración. Dado p ∈ S1, sean (V, ψ) una carta local de S2 con f(p) ∈
V y (U,ϕ) una carta local de S1 con p ∈ U y f(U) ⊆ V . Como f
es holomorfa, la función ψ ◦ f ◦ ϕ−1 es holomorfa en ϕ(U). Como u
es armónica, la función u ◦ ψ−1 es armónica en ψ(V ). Por tanto, la
Proposición 1.1.14 da que

(u ◦ f) ◦ ϕ−1 = (u ◦ ψ−1) ◦ (ψ ◦ f ◦ ϕ−1)

es armónica en ϕ(U). Como p es un punto cualquiera de S1, concluimos
que u ◦ f es armónica en S1.

Teorema 2.6.4 (Lema de Harnack en superficies de Riemann). Si v es
una función armónica positiva en una superficie de Riemann hiperbólica
S, se tiene

e−dS(p,q) ≤ v(q)
v(p)

≤ edS(p,q) para todo p, q ∈ S.

Obsérvese que esta es una excelente generalización del Lema de Har-
nack clásico, incluso si tomamos S = D, puesto que compara los valores
de v en dos puntos cualesquiera.

Demostración. Fijemos dos puntos p, q ∈ S. Sea π : D → S una apli-
cación recubridora universal con π(0) = p. El Teorema 2.4.3 garantiza
que existe un punto a ∈ π−1(q) con dD(0, a) = dS(p, q).

La función u = v ◦ π es armónica y positiva en D por la Proposición
2.6.3, y satisface

1− |a|
1 + |a| ≤

u(a)
u(0)

≤ 1 + |a|
1− |a| ,

por el Lema de Harnack, es decir, e−dD(0,a) ≤ v(π(a))
v(π(0)) ≤ edD(0,a), y esto es

equivalente a

e−dS(p,q) ≤ v(q)
v(p)

≤ edS(p,q).



Teoŕıa geométrica de funciones 87

Aunque ya disponemos de una demostración del Teorema de Liouville
(ver Teorema 1.3.16), vamos a probarlo de nuevo, de forma tan rápida
como elegante, usando la última versión del Lema de Schwarz (Teorema
2.5.13).

Teorema 2.6.5 (Teorema de Liouville). Si f : C → D es holomorfa,
entonces f es constante.

Demostración. Sean z1, z2 ∈ C y R > max{|z1|, |z2|}. Si denotamos por
DR el disco de centro 0 y radio R, se tiene

dD(f(z1), f(z2)) ≤ dDR
(z1, z2) = dD

(z1

R
,
z2

R

)
→ 0 , si R →∞ ,

ya que g(z) = z/R es una aplicación conforme de DR en D.
Por lo tanto, dD(f(z1), f(z2)) = 0 para todo z1, z2 ∈ C, lo cual implica

que f es constante.

El Teorema de Liouville nos dice que las únicas funciones holomorfas
de C en D son las constantes. Pero, de hecho, esta misma prueba permite
obtener unos resultados mucho más generales.

Teorema 2.6.6. Si S es una superficie de Riemann hiperbólica y f :
C→ S es una aplicación holomorfa, entonces f es constante.

Demostración. Sean z1, z2 ∈ C y R > max{|z1|, |z2|}. Si denotamos por
DR el disco de centro 0 y radio R, se tiene

dS(f(z1), f(z2)) ≤ dDR
(z1, z2) = dD

(z1

R
,
z2

R

)
→ 0 , si R →∞ .

Por lo tanto, dS(f(z1), f(z2)) = 0 para todo z1, z2 ∈ C, lo cual implica
que f es constante.

Teorema 2.6.7. Si R es una superficie de Riemann no hiperbólica, S
es una superficie de Riemann hiperbólica y f : R → S es una aplicación
holomorfa, entonces f es constante.
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Demostración. Si R = C, entonces el Teorema 2.6.6 implica que f es
constante.

En otro caso, se tiene que el recubridor universal R̃ de R es R̃ = C
y podemos considerar la aplicación recubridora universal π : C → R.
Entonces, la función f ◦ π : C → S es constante por el Teorema 2.6.6.
Dado que π es suprayectiva deducimos que f es constante.

El Teorema 2.6.6, que generaliza el Teorema de Liouville, nos asegura
que las únicas funciones holomorfas de C en una superficie de Riemann
hiperbólica son las constantes. En particular, se tiene:

Corolario 2.6.8 (Teorema pequeño de Picard). Si f : C → C \ {0, 1}
es holomorfa, entonces f es constante.

El siguiente resultado es un corolario del Teorema 1.3.21.

Teorema 2.6.9 (Teorema de la singularidad evitable). Si f : D\{0} →
D es holomorfa, entonces f tiene una singularidad evitable en z = 0.

El Teorema grande de Picard generaliza el Teorema 2.6.9.

Teorema 2.6.10 (Teorema grande de Picard). Si f : D \ {0} → C \
{0, 1} es holomorfa, entonces f se extiende a z = 0 como una función
meromorfa , donde tiene o bien una singularidad evitable o bien un polo.

Demostración. Sea π : D → C \ {0, 1} una aplicación recubridora uni-
versal. Para 0 < r < 1, sea γr := {|z| = r}. Si f(γr) es trivial en
C \ {0, 1} para algún r ∈ (0, 1) (y, por tanto, para todo r ∈ (0, 1)), en-
tonces, por el Teorema 2.4.5, existe una elevación f̃ de f , con π◦ f̃ = f y
f̃ : D\{0} → D. Como f̃ tiene una singularidad evitable en z = 0 por el
Teorema 2.6.9, entonces f también la tiene ya que π es biholomorfa en
un entorno de f̃(0) (es decir, es holomorfa e inyectiva en dicho entorno
y su inversa también es holomorfa).

Si f(γr) no es trivial en C \ {0, 1}, entonces rodea sólo a 0, sólo a 1 ó
a ambos puntos. Por el Teorema 2.5.20 y la Proposición 2.5.7 se tiene
que

LC\{0,1}(f(γr)) ≤ LD\{0}(γr) =
∫

|z|=r

|dz|
|z| log 1

|z|
=

2πr

r log 1
r

=
2π

log 1
r

→ 0, si r → 0+.
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Dado 0 < δ < 1/2, sean Nδ := {w ∈ C : δ ≤ |w| ≤ δ−1, |w − 1| ≥ δ},
C1

δ := {|w| > δ−1}, C2
δ := {0 < |w| < δ} y C3

δ := {0 < |w − 1| < δ}.
Como la métrica de Poincaré es completa, para todo j 6= k se tiene que
limδ→0+ dC\{0,1}(C

j
δ , C

k
δ ) = ∞. Por lo tanto, existe δ0 > 0 tal que si

0 < δ < δ0, entonces dC\{0,1}(C
j
δ , C

k
δ ) > 1, para todo j 6= k.

Fijemos 0 < δ < δ0; como Nδ es compacto, existe 0 < C(δ) < 1
tal que toda curva γ no trivial en C \ {0, 1} que interseca Nδ verifica
LC\{0,1}(γ) ≥ C(δ).

Como limr→0+ LC\{0,1}(f(γr)) = 0, existe rδ tal que si 0 < r < rδ,
entonces LC\{0,1}(f(γr)) < C(δ); entonces f(γr) ∩ Nδ = ∅ para todo
0 < r < rδ. Por lo tanto, f(γr), para todo 0 < r < rδ, está contenida o
bien en C1

δ , o bien en Cδ
2 , o bien en Cδ

3 .
Supongamos que f(γr) ⊂ C2

δ para todo 0 < r < rδ; entonces

f(D(0, rδ) \ {0}) ⊆ {0 < |w| < δ}

para todo 0 < δ < δ0, por lo que limz→0 f(z) = 0. De forma similar, si
f(γr) ⊂ C3

δ (respectivamente, si f(γr) ⊂ C1
δ ), entonces limz→0 f(z) = 1

(respectivamente, limz→0 f(z) = ∞).
Por tanto, f(z) tiende o bien a 0, o bien a 1, o bien a ∞, cuando

z tiende a 0. Si f(z) tiende a 0 o a 1, entonces f está acotada en un
entorno de 0, y el Teorema clásico de la singularidad evitable (Teorema
1.3.21) garantiza que f se extiende a z = 0 como una función holomorfa.
Si limz→0 f(z) = ∞, entonces f tiene en z = 0 un polo, por definición.
Consecuentemente, f se extiende a z = 0 como una función meromorfa.

Un ejemplo que muestra que f puede tener un polo en 0 bajo las
hipótesis del Teorema 2.6.10 es f(z) = 1/z.

Como corolario del Teorema grande de Picard se tiene el siguiente
resultado espectacular sobre singularidades esenciales de funciones holo-
morfas, que mejora el Teorema de Casorati-Weierstrass (Teorema 1.4.3).

Teorema 2.6.11. Sean Ω un dominio plano, a ∈ Ω y f : Ω \ {a} → C
una función holomorfa que tiene una singularidad esencial en a. En-
tonces, para todo r > 0, f(D(a, r) \ {a}) contiene todos los números
complejos salvo a lo sumo uno.
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Demostración. Probémoslo por reducción al absurdo. Supongamos que
existen ε > 0 y u, v ∈ C (u 6= v) tal que f(D(a, ε) \ {a}) ⊆ C \ {u, v}.

Si definimos g(z) := f(a + εz), entonces g : D \ {0} → C \ {u, v} es
holomorfa. Definamos ahora h(z) := g(z)−u

v−u ; se tiene que h : D \ {0} →
C \ {0, 1} es holomorfa, y el Teorema grande de Picard asegura que h
tiene una singularidad evitable o un polo en 0. Por tanto, f tiene una
singularidad evitable o un polo en a, lo cual es una contradicción.

Lema 2.6.12. Si la métrica ds = λ(z) |dz| en Ω ⊆ C satisface λ(z) ≥
ρ(|z|) si r1 ≤ |z| ≤ r2, entonces

dΩ

(
R1e

iφ, R2e
iϕ

) ≥
∫ R2

R1

ρ(s) ds ,

para todo r1 ≤ R1 ≤ R2 ≤ r2 y 0 ≤ φ, ϕ < 2π.

Demostración. Sea γ0 una geodésica uniendo R1e
iφ y R2e

iϕ. Aunque γ0

quizás no está contenida en el conjunto {R1 ≤ |z| ≤ R2}, γ0 contiene
una curva γ : [a, b] −→ {R1 ≤ |z| ≤ R2}, con γ(t) = r(t)eiθ(t), r(a) = R1

y r(b) = R2. Entonces,

γ′(t) = eiθ(t)(r′(t)+ir(t)θ′(t)),
∣∣γ′(t)∣∣ =

√
r′(t)2 + r(t)2θ′(t)2 ≥ |r′(t)|,

y se tiene, ya que {R1 ≤ |z| ≤ R2} ⊆ {r1 ≤ |z| ≤ r2},

dΩ

(
R1e

iφ, R2e
iϕ

)
=

∫ b

a
λ
(
γ(t)

)∣∣γ′(t)∣∣ dt ≥
∫ b

a
λ
(
r(t)eiθ(t)

)|r′(t)| dt

≥
∫ b

a
ρ(r(t))r′(t) dt =

∫ R2

R1

ρ(s) ds .

Teorema 2.6.13 (Teorema de Schottky, primera versión). Sean f :
D −→ C \ {0, 1} holomorfa y 0 < r < 1. Existe una constante C, que
sólo depende de |f(0)| y r, tal que |f(z)| ≤ C para todo z ∈ D con
|z| ≤ r.

De hecho, puede probarse una versión cuantitativa de este resultado.
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Teorema 2.6.14 (Teorema de Schottky, segunda versión). Para toda
función holomorfa f : D −→ C \ {0, 1} y para todo z ∈ D se verifica la
desigualdad

|f(z)| ≤ A exp
( B

1− |z|
)

,

con A := e−4.38 y B := 2(log+ |f(0)|+4.38), donde log+ t := max{log t, 0}.

Demostración. Observemos en primer lugar que

A exp
( B

1− |z|
)

= e−4.38 exp
(2(log+ |f(0)|+ 4.38)

1− |z|
)

≥ e−4.38 exp
(
2(log(max{|f(0)|, 1}) + 4.38)

)

= e4.38(max{|f(0)|, 1})2 ≥ max{|f(0)|, 1}.

Por tanto, sin pérdida de generalidad podemos suponer que |f(z)| >
max{|f(0)|, 1}.

Sea Ω := C \ {0, 1}. El Teorema 2.5.24 da que para todo z ∈ Ω se
tiene

λΩ(z) ≥ 1
|z|(4.38 + | log |z||) ,

para todo z ∈ C \ {0, 1}. El Lema 2.6.12 asegura que si 1 ≤ |f(0)| ≤
|f(z)|, se verifica

dΩ(f(z), f(0)) ≥
∫ |f(z)|

|f(0)|

dt

t (4.38 + log t)
= log

4.38 + log |f(z)|
4.38 + log |f(0)| .

Si |f(0)| ≤ 1 ≤ |f(z)|, se verifica

dΩ(f(z), f(0)) ≥ dΩ(f(z), {|w| = 1}) ≥
∫ |f(z)|

1

dt

t (4.38 + log t)

= log
4.38 + log |f(z)|

4.38
.

Por tanto, en ambos casos se tiene

dΩ(f(z), f(0)) ≥ log
4.38 + log |f(z)|
4.38 + log+ |f(0)| .
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Como f es una función holomorfa de D en Ω, la versión final del Lema
de Schwarz asegura que

dΩ(f(z), f(0)) ≤ dD(z, 0) = log
1 + |z|
1− |z| ≤ log

2
1− |z| .

Por tanto,
2

1− |z| ≥
4.38 + log |f(z)|
4.38 + log+ |f(0)| ,

y despejando |f(z)| en esta desigualdad se obtiene la conclusión del
teorema.

2.6.1 Ejercicios

Ejercicio 2.6.1.1. Si u es una función armónica en D, u ≥ 0 en D
y u(0) > 0, ¿verifica u la conclusión del Lema de Harnack (Teorema
2.6.1)?

Ejercicio 2.6.1.2. Prueba la siguiente generalización del Teorema grande
de Picard: Si f : D \ {0} → C \ {a, b, c} con a, b, c tres puntos diferentes
de la esfera de Riemann, entonces f se extiende a una función holomorfa
de D en C, es decir, a una función meromorfa en D.

Ejercicio 2.6.1.3. Prueba un análogo del Teorema de Schottky para las
funciones holomorfas f : D→ C \ {0, b}, con b ∈ C \ {0}.
Ejercicio 2.6.1.4. Prueba un análogo del Teorema de Schottky para las
funciones holomorfas f : D→ C \ {a, b}, con a, b ∈ C y a 6= b.

Ejercicio 2.6.1.5. Prueba que la función H(t) := t(4.38 + | log t|) es
creciente para t > 0.

2.7 Métricas ultrahiperbólicas y aplicaciones

Lema 2.7.1 (Lema de Ahlfors-Schwarz). Si u(z)|dz| es una métrica en
D con u > 0, u ∈ C2(D) y curvatura K(u) ≤ −1, entonces u(z) ≤ λD(z).
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Demostración. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que u ∈
C2(D) ya que, en caso contrario, podemos considerar v(z) := ru(rz) con
r ∈ (0, 1), que sigue verificando K(v) ≤ −1, demostrar el lema, y luego
hacer tender r a 1.

Sea h(z) = log u(z)− log λD(z). Como lim|z|→1 h(z) = −∞, h(z) tiene
un máximo en un punto z0 ∈ D; entonces ∆h(z0) ≤ 0.

Como K(u) ≤ −1 y K(λD) = −1, se tiene para todo z ∈ D

u2(z) ≤ ∆log u(z), λ2
D(z) = ∆ log λD(z).

Por lo tanto,

u2(z0)− λ2
D(z0) ≤ ∆log u(z0)−∆ log λD(z0) = ∆h(z0) ≤ 0,

y se tiene que u(z0) ≤ λD(z0) , lo que implica que h(z0) ≤ 0. Como z0

es un punto máximo para la función h en D, se concluye que h(z) ≤
h(z0) ≤ 0 para todo z ∈ D y, consecuentemente, u(z) ≤ λD(z) para todo
z ∈ D.

Observación 2.7.2. De hecho, puede probarse que si u es igual a λD
en un punto de D, entonces u es igual a λD en todo D.

Definición 2.7.3. Se dice que una función f : X −→ R es semicontinua
superiormente si lim supx→a f(x) ≤ f(a) para todo a ∈ X.

Definición 2.7.4. Diremos que la métrica u(z)|dz| es ultrahiperbólica
en un dominio Ω si

1. u ≥ 0 en Ω,

2. u es semicontinua superiormente en Ω,

3. para todo punto z0 ∈ Ω tal que u(z0) > 0, existen un entorno V
de z0 y una métrica soporte ρ ∈ C2(V ) tal que K(ρ) ≤ −1 en V ,
ρ(z0) = u(z0) y ρ ≤ u en V .

Puede probarse el siguiente resultado.

Corolario 2.7.5. Si u(z)|dz| es una métrica ultrahiperbólica en un do-
minio Ω, entonces u(z) ≤ λΩ(z) para todo z ∈ Ω, y si u es igual a λΩ

en un punto de Ω, entonces u es igual a λΩ en todo Ω.
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Teorema 2.7.6 (Teorema de Landau). Sea Ω ⊂ C cualquier dominio
tal que d(z, ∂Ω) ≤ 1 para todo z ∈ Ω. Entonces, si L(Ω) := infz∈Ω λΩ(z)
y L := infΩ L(Ω), se tiene que L ≥ 1.

Demostración. Vamos a probar que, de hecho, se tiene λΩ(z) > 1 para
todo punto z ∈ Ω y para todo dominio Ω tal que d(z, ∂Ω) ≤ 1 para todo
z ∈ Ω. Definimos una función u en Ω como

u(z) :=
1

d(z, ∂Ω) log e
d(z,∂Ω)

,

y veremos ahora que u(z) |dz| es ultrahiperbólica en Ω.
Por definición, u es estrictamente positiva y continua. Sean z0 ∈ Ω

fijo y a ∈ ∂Ω tales que |z0 − a| = d(z0, ∂Ω); la función

ρ(z) :=
1

|z − a| log e
|z−a|

,

verifica K(ρ) = −1, ρ(z0) = u(z0) y ρ(z) ≤ u(z) en un entorno de z0,
ya que |z − a| ≥ d(z, ∂Ω) y H(x) := 1

x log e
x

es una función decreciente
si x ∈ (0, 1] (recordemos que d(z, ∂Ω) ≤ 1). Por tanto, u(z)|dz| es
ultrahiperbólica en Ω, que junto con H(x) ≥ H(1) = 1 para todo x ∈
(0, 1], implica 1 = H(1) ≤ u(z) ≤ λΩ(z), por el Corolario 2.7.5.

Como u no es la métrica de Poincaré de Ω, se tiene la desigualdad
estricta 1 ≤ u(z) < λΩ(z).

Se ha conseguido mejorar el Teorema de Landau (con unos argumen-
tos muy complicados) probando que L > 1. El valor de exacto de L
es desconocido, pero se conjetura que se alcanza cuando Ω es C menos
el conjunto de puntos correspondientes a los vértices de los triángulos
equiláteros de un embaldosado regular del plano (y tal que el disco
más grande que contiene es de radio 1), y cuando z es el baricentro
de cualquiera de dichos triángulos.

El Teorema de Landau tiene su traducción en la teoŕıa de funciones
holomorfas, como se muestra en el siguiente resultado.

Teorema 2.7.7. Si f : D→ C es una función holomorfa y |f ′(0)| ≥ 2,
entonces la imagen de f contiene un disco de radio 1.
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Demostración. Sea Ω = f(D). Si Ω no contiene ningún disco de radio 1,
entonces la prueba del Teorema de Landau nos da λΩ(w) > 1 para todo
w ∈ Ω. Por otra parte, λΩ(f(z))|f ′(z)| ≤ λD(z) para todo z ∈ D por
el Teorema 2.5.18. Por tanto, |f ′(0)| < λΩ(f(0))|f ′(0)| ≤ λD(0) = 2, lo
que contradice la hipótesis del enunciado.

Corolario 2.7.8. Si f : D → C es una función holomorfa, entonces la
imagen de f contiene un disco de radio |f ′(0)/2|.

2.7.1 Ejercicios

Ejercicio 2.7.1.1. Sea u(z) |dz| una métrica en un dominio Ω ⊂ C con
u > 0, u ∈ C2(Ω) y K(u) ≤ −1. Si consideramos v(z) := ru(rz) con
r ∈ (0, 1), prueba que la métrica v(z) |dz| verifica K(v) ≤ −1 en su
dominio de definición.

Ejercicio 2.7.1.2. Prueba que si en el Lema de Ahlfors-Schwarz (Lema
2.7.1) se alcanza la igualdad en un punto de D, entonces se tiene que u
es igual a λD en todo D.

Ejercicio 2.7.1.3. Prueba el Corolario 2.7.5, usando el Lema de Ahlfors-
Schwarz (Lema 2.7.1).

Ejercicio 2.7.1.4. Prueba que la función H(x) := 1
x log e

x
, que aparece

en la demostración del Teorema de Landau, es una función decreciente
si x ∈ (0, 1].

Ejercicio 2.7.1.5. Prueba que la función u, que aparece en la de-
mostración del Teorema de Landau, no es la métrica de Poincaré del
dominio Ω.

Ejercicio 2.7.1.6. Prueba el Corolario 2.7.8 usando el Teorema 2.7.7.

Ejercicio 2.7.1.7. Prueba un análogo del Teorema 2.7.7 reemplazando
0 por cualquier punto z0 ∈ D fijo.
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2.8 Familias normales

Uno de los conceptos más importantes en topoloǵıa es la compacidad.
Una forma de destacar la importancia de la compacidad es recordar el
siguiente teorema.

Teorema 2.8.1. Una función semicontinua superiormente (ver Defini-
ción 2.7.3) y acotada superiormente en un compacto, alcanza su valor
máximo en dicho compacto.

Demostración. Denotemos la función por f y el compacto por K. Sean
α := supx∈K f(x) y {xn}n ⊂ K tales que f(xn) → α; como K es un
conjunto compacto, existe una subsucesión xnk

→ x0 ∈ K. Entonces
α = lim supk→∞ f(xnk

) ≤ f(x0) ≤ α; por tanto, f(x0) = α. Conse-
cuentemente, x0 es un punto máximo de f en K y f(x0) es el valor
máximo de f en K.

Los conjuntos compactos de Rn son los conjuntos cerrados y acotados.
No obstante, hay “pocos” conjuntos compactos en espacios de dimensión
infinita: es bien conocido que una bola cerrada en un espacio de Banach
X es compacta si y sólo si X tiene dimensión finita.

Cuando se trabaja con espacios de funciones se buscan topoloǵıas que
favorezcan la compacidad, como la topoloǵıa débil. También se utiliza
a menudo el concepto de familia normal.

Definición 2.8.2. Una familia de funciones F definidas en un dominio
Ω ⊆ C y con valores en C se dice normal si toda sucesión en F tiene
una subsucesión que converge uniformemente sobre todo compacto de Ω.

Definición 2.8.3. Dados dos espacios métricos X e Y , sea una familia
F de funciones de X en Y . Se dice que F es equicontinua si para cada
ε > 0 existe un δ > 0 tal que para todo z, w ∈ X con dX(z, w) < δ y para
toda f ∈ F se tiene dY (f(z), f(w)) < ε. Se dice que F es equiacotada
si existen M > 0 y p ∈ Y tal que dY (f(z), p) ≤ M para todo z ∈ X y
toda f ∈ F .

Necesitaremos el siguiente resultado topológico (ver [Ru] para encon-
trar una prueba).
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Teorema 2.8.4 (Teorema de Ascoli-Arzelà). Sean X, Y espacios métri-
cos tales que X es compacto e Y es completo y localmente compacto.
Sea F una familia equicontinua y equiacotada de funciones de X en Y .
Entonces F contiene una sucesión que converge uniformemente en X.

El Teorema de Ascoli-Arzelà es una herramienta clave para probar que
un conjunto de funciones es una familia normal. Una de sus aplicaciones
más sencillas es la siguiente.

Teorema 2.8.5 (Teorema de Montel, primera versión). Sea F una fa-
milia de funciones holomorfas en Ω tales que |f(z)| ≤ M para todo z ∈ Ω
y para toda f ∈ F . Entonces F es una familia normal.

La primera versión del Teorema de Montel (Teorema 2.8.5) es una
consecuencia del siguiente resultado más fuerte.

Teorema 2.8.6 (Teorema de Montel, segunda versión). Sea F una fa-
milia de funciones holomorfas en Ω tal que para cada compacto K ⊂ Ω,
existe una constante MK > 0 con |f(z)| ≤ MK para todo z ∈ K y para
toda f ∈ F . Entonces F es una familia normal.

Obsérvese que la segunda versión del Teorema de Montel (Teorema
2.8.6) es una gran mejora de la primera versión ya que, con frecuencia, las
funciones definidas en un abierto pueden comportarse mal al acercarse
a la frontera de dicho abierto.

Demostración. Sean Un dominios que verifican que Kn = Un es com-
pacto, Kn ⊂ Un+1 y ∪nUn = Ω. Obsérvese que como Kn es compacto,
se tiene que Un es hiperbólico.

Sabemos que f(z) ∈ D(0,MKn+1) ⊂ D(0, 1 + MKn+1) para todo z ∈
Un+1 y para toda f ∈ F . Por tanto, la versión final del Lema de Schwarz
asegura que

dD(0,1+MKn+1
)(f(a), f(b)) ≤ dUn+1(a, b)

para todo a, b ∈ Kn y para toda f ∈ F ; consecuentemente, se tiene que
F es equicontinua en el compacto Kn.

Además, dD(0,1+MKn+1
)(f(z), f(0)) ≤ dUn+1(z, 0) ≤ C para todo z ∈

Kn y para toda f ∈ F ; por lo tanto, F es equiacotada en Kn.
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Consecuentemente, el Teorema de Ascoli-Arzelà (Teorema 2.8.4) garan-
tiza que existe una subsucesión convergente en Kn. Ahora un t́ıpico ar-
gumento diagonal proporciona una subsucesión convergente en todo Ω
que converge uniformemente en todo subconjunto compacto de Ω: Sea
{fn} ⊂ F ; acabamos de ver que existe una subsucesión de {fn}, que
denotaremos por {f1

n}, convergente en K1. De igual forma, existe una
subsucesión de {f1

n}, que denotaremos por {f2
n}, convergente en K2.

Por inducción se puede probar que para cada j existe una subsucesión
de {f j−1

n }, que denotaremos por {f j
n}, convergente en Kj .

Comprobemos que la sucesión diagonal {fn
n }n converge uniforme-

mente sobre compactos de Ω. Dado un compacto K en Ω, K está con-
tenido en ∪nUn y, por compacidad, existe un n0 tal que K ⊂ Un0 (ya
que Un ⊂ Un+1 para todo n). Como {fn

n }n≥n0 es una subsucesión de
{fn0

n }n, converge uniformemente en Kn0 ⊃ K.

Ejemplo: La familia F := {f : Ω → {<z > 0} holomorfa} es normal.
Basta considerar una aplicación conforme g : {<z > 0} → D y la familia
F ′ := g◦F , y aplicar la primera versión del Teorema de Montel (Teorema
2.8.5).

Ejemplo: Dado un dominio simplemente conexo Ω0 ( C, la familia
F := {f : Ω → Ω0 holomorfa} es normal. Basta considerar una apli-
cación conforme g : Ω0 → D y la familia F ′ := g◦F , y aplicar la primera
versión del Teorema de Montel (Teorema 2.8.5).

Definición 2.8.7. La métrica esférica en la esfera de Riemann C es la
métrica que en el plano complejo se expresa como dσ = 2 |dz|

1+|z|2 . Puede

probarse que para todo par de puntos z, w ∈ C, la distancia asociada a
esta métrica es

dσ(z, w) = 2 arctan
∣∣∣ z − w

1 + wz

∣∣∣ .

Como se vió en el Ejercicio 2.2.1.6, la métrica esférica tiene curvatura
constante 1. Un resultado importante de geometŕıa riemanniana asegura
que las esferas son las únicas variedades con curvatura constante positiva
(ver [Wo] para un estudio más general sobre este tema).

Definición 2.8.8. Diremos que una sucesión de funciones {gn} con va-
lores en la esfera de Riemann converge normalmente a g en un dominio
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Ω ⊆ C, si converge uniformemente (con respecto a la distancia eucĺıdea
en Ω y a la esférica en la imagen de f) sobre compactos en Ω.

Obsérvese que si {gn} converge a ∞ uniformemente sobre compactos,
entonces converge normalmente a ∞.

Ejemplo: Las familias F1 := {zn} y F2 :=
{

zn

2+zn

}
convergen nor-

malmente en {|z| < 1} y {|z| > 1}, pero no convergen normalmente en
ningún dominio que contenga un punto de ∂D.

Definición 2.8.9. Una familia de funciones meromorfas F de Ω en C
se denomina normal si toda sucesión de elementos de F contiene una
subsucesión normalmente convergente.

Ejemplo: Las familias F1 :=
{

n
z

}
y F2 := {nz} son normales en C y

en C \ {0}, respectivamente.

Si f : Ω → C es meromorfa, entonces

f∗σ =
2 |f ′(z)|

1 + |f(z)|2 |dz| .

Por tanto, f : C→ C es una isometŕıa para la métrica esférica si y sólo
si se verifica

|f ′(z)|
1 + |f(z)|2 =

1
1 + |z|2 .

Observación 2.8.10. Obsérvese que para toda función holomorfa f se
tiene

2 |( 1
f

)′(z)|
1 + |( 1

f

)
(z)|2 =

2 |f ′(z)|
1 + |f(z)|2 .

Teorema 2.8.11 (Teorema de Marty). Sea F una familia de funciones
meromorfas en Ω. Si para cada compacto K ⊂ Ω existe MK tal que

2 |f ′(z)|
1 + |f(z)|2 ≤ MK para todo z ∈ K y toda f ∈ F ,

entonces F es normal.

El rećıproco del Teorema de Marty también es cierto (ver [Kr1] para
encontrar una prueba).
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Demostración. Sea D un disco cerrado contenido en Ω. Si γ : [a, b] → D
es una curva rectificable, la longitud esférica de f ◦ γ es

LC(f ◦ γ) :=
∫ b

a

2 |f ′(γ(t))|
1 + |f(γ(t))|2 |γ

′(t)| dt ≤ MD

∫ b

a
|γ′(t)|dt = MDLC(γ),

para toda f ∈ F . Si elegimos como γ el segmento eucĺıdeo que une
z, w ∈ D, entonces f ◦ γ es una curva uniendo f(z) y f(w); por tanto,
se tiene que

dC(f(z), f(w)) ≤ LC(f ◦ γ) ≤ MD|z − w|
para todo z, w ∈ D y para toda f ∈ F .

Entonces F es equicontinua en D. También es equiacotada en D, ya
que C es compacta. Ahora, si K es cualquier subconjunto compacto
de Ω, entonces K puede cubrirse con un número finito de discos D
como los anteriores. Consecuentemente, F es equicontinua y equiaco-
tada (de K con su métrica eucĺıdea en la esfera de Riemann C con su
métrica esférica) y, por el Teorema de Ascoli-Arzelà (Teorema 2.8.4),
dada cualquier sucesión {fn}n ⊆ F , existe una subsucesión uniforme-
mente convergente en K. El t́ıpico argumento diagonal proporciona una
subsucesión que converge uniformemente en todo subconjunto compacto
de Ω, por lo que F es una familia normal.

Observación 2.8.12. Observemos que la normalidad es equivalente a la
equicontinuidad con la métrica esférica, ya que C es un espacio acotado
con la métrica esférica.

Teorema 2.8.13 (Teorema de Montel, tercera versión). El conjunto

F := {f : Ω → C \ {a, b, c}/ f es meromorfa}
es una familia normal.

Demostración. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que {a, b, c}
= {0, 1,∞}, ya que en otro caso podemos componer con una transfor-
mación de Möbius apropiada (que es un automorfismo de la esfera de
Riemann), por la Proposición 2.1.2. Por tanto, todas las funciones de F
son holomorfas.

Fijemos cualquier disco cerrado D(z0, r) ⊂ Ω. Elijamos ahora una
constante R > r tal que D(z0, R) ⊂ Ω.
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Para todo z ∈ D(z0, R) y para toda f ∈ F , se tiene por el Teorema
2.5.18 que λC\{0,1}(f(z))|f ′(z)| ≤ λD(z0,R)(z).

Recordemos que si d denota la distancia eucĺıdea, la función beta de
Beardon y Pommerenke verifica

βC\{0,1}(z) := inf
{∣∣∣∣log

|z − a|
|b− a|

∣∣∣∣ : a, b ∈ {0, 1}, |z − a| = d(z, {0, 1})
}

=
∣∣ log d(z, {0, 1})∣∣.

Por tanto, el Teorema 2.5.25 asegura que

λC\{0,1}(z) ≥ 1
d(z, {0, 1}) (

4.38 +
∣∣ log d(z, {0, 1})∣∣)

para todo z ∈ C \ {0, 1}.
Si definimos s(w) := 2/(1 + |w|2), entonces

s(w)
λC\{0,1}(w)

≤ 2 d(w, {0, 1}) (
4.38 +

∣∣ log d(w, {0, 1})∣∣)

1 + |w|2

para todo w ∈ C\{0, 1}. Por tanto, está claro que s(w)/λC\{0,1}(w) → 0
si w tiende a 0,1 ó ∞, y consecuentemente, existe una constante M tal
que s(w) ≤ MλC\{0,1}(w) para todo w ∈ C \ {0, 1}.

Por tanto,

f̃(z) :=
2 |f ′(z)|

1 + |f(z)|2 ≤ M λC\{0,1}(f(z)) |f ′(z)| ≤ M λD(z0,R)(z)

para todo z ∈ D(z0, R) y para toda función f ∈ F .
Entonces f̃ está acotada en cada disco compacto D(z0, r) contenido

en Ω con una cota independiente de f ∈ F . El argumento usual de
compacidad garantiza que f̃ está acotada para toda f ∈ F en cada
compacto contenido en Ω. Entonces, por el Teorema de Marty podemos
concluir que F es normal.

De forma inmediata se deduce el siguiente resultado.

Corolario 2.8.14. La familia F := {f : Ω → C\{a, b}/ f es holomorfa}
es normal.
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2.8.1 Ejercicios

Ejercicio 2.8.1.1. Prueba que el eje real es una geodésica para la métrica
esférica.

Ejercicio 2.8.1.2. Prueba que T (z) = eiθz y T (z) = eiθ/z son isometŕıas
para la métrica esférica.

Ejercicio 2.8.1.3. Prueba que todas las rectas del plano complejo que
pasan por 0 son geodésicas para la métrica esférica.

Ejercicio 2.8.1.4. Encuentra todas las transformaciones de Möbius que
son isometŕıas para la métrica esférica.

Ejercicio 2.8.1.5. En la esfera de Riemann se define la proyección
estereográfica como

P (x, y) :=
( 2x

1 + x2 + y2
,

2y

1 + x2 + y2
, 1− 2

1 + x2 + y2

)
.

Prueba que para todo par de puntos z, w ∈ C, la distancia esférica
dσ(z, w) es la distancia (a lo largo del ćırculo máximo sobre la superficie
de la esfera) de p(z) a p(w). Demuestra que esta distancia es

dσ(z, w) = 2 arctan
∣∣∣ z − w

1 + wz

∣∣∣ .

2.9 La distancia de Kobayashi

Dado que la métrica de Poincaré juega un papel tan importante en la
teoŕıa de funciones de una variable compleja, resulta natural preguntarse
si existirá un análogo para dimensiones superiores. Ese análogo es la
distancia de Kobayashi. En esta sección veremos los resultados más
elementales sobre la distancia de Kobayashi; si se desea profundizar en
este tema, una lectura obligada es el libro del propio Kobayashi [Ko],
aunque conviene destacar que, motivado por su humildad, denomina
“una pseudodistancia invariante” a la distancia de Kobayashi.

Sean M una variedad holomorfa (es decir, una variedad en la que
los cambios de carta son funciones holomorfas) y p, q dos puntos en M .
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Elegimos puntos p0, p1, . . . , pn, tales que p = p0 y q = pn, y aplicaciones
fj : D→ M holomorfas tales que fj(0) = pj−1 y fj(aj) = pj , para algún
aj ∈ D y para todo j = 1, . . . , n.

Denotemos por ρD la distancia de Poincaré en D. Definimos la dis-
tancia de Kobayashi en M entre los puntos p, q ∈ M , y la denotaremos
por dM (p, q), como el ı́nfimo de las cantidades

∑n
j=1 ρD(0, aj), donde el

ı́nfimo se toma para toda elección de puntos y aplicaciones holomorfas
asociadas a dicha elección.

Queremos destacar que constituye un pequeño abuso de lenguaje lla-
mar distancia de Kobayashi a dM . La función dM es, de hecho, una
pseudodistancia (es decir, verifica dM (p, q) = dM (q, p) ≥ 0 para todo
p, q ∈ M y dM (p, r) ≤ dM (p, q) + dM (q, r) para todo p, q, r ∈ M) pero,
en general, si p 6= q no se tiene dM (p, q) > 0.

La variedad M se dirá hiperbólica (en sentido de Kobayashi) si la
igualdad dM (p, q) = 0 implica que p = q, es decir, si dM es realmente
una distancia.

Aunque esta notación para las distancias de Poincaré y Kobayashi
pueda parecer inconsistente con la de las secciones anteriores, veremos
en breve que esto no es aśı, ya que el Teorema 2.9.7 nos dice que, de
hecho, ambas coinciden no sólo en D, sino en todas las superficies de
Riemann hiperbólicas. Consecuentemente, esta definición de hiperboli-
cidad coincide con la que hemos estado utilizando, si la variedad M es
una superficie de Riemann.

Una prueba de lo “bien diseñada” que está la distancia de Kobayashi
es que permite probar, sin apenas esfuerzo, la siguiente generalización
del Lema de Schwarz.

Teorema 2.9.1 (Lema de Schwarz-Kobayashi). Dadas M, N variedades
holomorfas y una función holomorfa f : M → N , entonces

dN (f(p), f(q)) ≤ dM (p, q)

para todo p, q ∈ M .

Veremos en el Teorema 2.9.12 que, además, dM es la mayor pseu-
dodistancia que verifica la correspondiente generalización del Lema de
Schwarz.
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Demostración. Dados dos puntos cualesquiera p, q ∈ M , consideremos
puntos p0, p1, . . . , pn con p = p0 y q = pn. Sean fj : D → M funciones
holomorfas tales que fj(0) = pj−1 y fj(aj) = pj para j = 1, . . . , n. Con-
siderando ahora los puntos f(p0), . . . , f(pn) en N y las funciones holo-
morfas gj := f ◦ fj : D→ N , se verifica f(fj(0)) = f(pj−1), f(fj(aj)) =
f(pj), y se tiene

dN (f(p), f(q)) ≤
n∑

j=1

ρD(0, aj).

Tomando ahora el ı́nfimo sobre dichas particiones, obtenemos

dN (f(p), f(q)) ≤ dM (p, q)

para todo p, q ∈ M .

Una aplicación f : M → N entre dos variedades holomorfas se dice
biholomorfa si es biyectiva y tanto ella como su inversa son holomorfas.

Corolario 2.9.2. Toda aplicación biholomorfa f : M → N entre dos
variedades holomorfas preserva la distancia de Kobayashi, es decir,

dN (f(p), f(q)) = dM (p, q)

para todo p, q ∈ M .

Teorema 2.9.3. Dada cualquier aplicación recubridora holomorfa π :
M → N entre dos variedades holomorfas, p, q ∈ N y p̃ ∈ M con π(p̃) =
p, se tiene

dN (p, q) = inf
{

dM (p̃, q̃) : π(q̃) = q
}

.

Demostración. Ya que π es holomorfa, para todo q̃ ∈ M con π(q̃) = q
se tiene que

dN (p, q) = dN (π(p̃), π(q̃)) ≤ dM (p̃, q̃),

por el Lema de Schwarz-Kobayashi (Teorema 2.9.1), y basta tomar el
ı́nfimo en q̃ para obtener una de las dos desigualdades que necesita-
mos. Para probar la otra desigualdad, razonaremos por contradicción.
Supongamos que existe ε > 0 tal que dN (p, q) + ε < inf dM (p̃, q̃). En-
tonces existen puntos p0, p1, . . . , pn en N , tales que p = p0 y q = pn, y
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aplicaciones fj : D→ N holomorfas tales que fj(0) = pj−1 y fj(aj) = pj ,
con

n∑

j=1

ρD(0, aj) < dN (p, q) + ε .

Por tanto,
n∑

j=1

ρD(0, aj) < inf
q̃

dM (p̃, q̃) .

Por otra parte, elevemos cada fj (por el Teorema 2.4.4) a f̃j : D → M
con π ◦ f̃j = fj para cada j = 1, . . . , n, de tal forma que p̃ = f̃1(0) y
f̃j(aj) = f̃j+1(0) para j = 1, . . . , n−1. Si definimos q̃ := f̃n(an), se tiene
que π(q̃) = q ya que π(q̃) = π(f̃n(an)) = fn(an) = q. Entonces,

dM (p̃, q̃) ≤
n∑

j=1

ρD(0, aj).

Por tanto,

inf
q̃

dM (p̃, q̃) ≤
n∑

j=1

ρD(0, aj),

lo que nos da una contradicción.

El ı́nfimo en el Teorema 2.9.3 es, de hecho, un mı́nimo para las superfi-
cies de Riemann. Sin embargo, si la variedad holomorfa tiene dimensión
mayor que dos (o dimensión compleja mayor que uno) no está claro
cuándo se alcanza o no el ı́nfimo en el Teorema 2.9.3.

Probemos ahora que las distancias de Poincaré y de Kobayashi coin-
ciden en el disco unidad.

Proposición 2.9.4. Sean ρD la distancia de Poincaré y dD la distancia
de Kobayashi en D. Entonces dD = ρD.

Demostración. Dados dos puntos p, q ∈ D, consideramos p0, p1, . . . , pn ∈
D con p = p0 y q = pn. Para cada j = 1, . . . , n, sea fj : D → D una
función holomorfa tal que fj(0) = pj−1 y fj(aj) = pj . Por el Lema de
Schwarz se verifica

ρD(pj−1, pj) = ρD(fj(0), fj(aj)) ≤ ρD(0, aj).
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Por tanto,

ρD(p, q) ≤
n∑

j=1

ρD(pj−1, pj) ≤
n∑

j=1

ρD(0, aj)

y, consecuentemente, ρD(p, q) ≤ dD(p, q).
Consideramos ahora la aplicación T : D → D definida como T (z) :=

z−p
1−pz . Por tanto, T (p) = 0 y, si definimos a := T (q), se tiene

dD(p, q) ≤ ρD(0, a) = ρD(T (p), T (q)) = ρD(p, q).

Consecuentemente dD(p, q) ≤ ρD(p, q).
Juntando ambos resultados se concluye que dD(p, q) = ρD(p, q) para

todo p, q ∈ D.

Teniendo en cuenta el Teorema 2.9.3 y la Proposición 2.9.4, podemos
concluir lo siguiente:

Proposición 2.9.5. Toda superficie que tiene a D como recubridor uni-
versal es hiperbólica (en sentido de Kobayashi) y, además, su distancia
de Kobayashi coincide con su distancia de Poincaré.

También se verifica el siguiente resultado.

Proposición 2.9.6. Las superficies de Riemann excepcionales (es decir,
las que no tienen a D como recubridor universal) no son hiperbólicas
en sentido de Kobayashi. De hecho, sus métricas de Kobayashi son
idénticamente cero.

Demostración. Para probar que dC = 0, es suficiente demostrar que
dC(0, 1) = 0, ya que las aplicaciones T (z) = az + b son biholomorfas y,
por el Corolario 2.9.2, conservan la distancia de Kobayashi. La función
f(z) = Rz verifica f : D → C, f(0) = 0 y f(1/R) = 1; por tanto,
dC(0, 1) ≤ dD(0, 1/R) para todo R > 1, y haciendo tender R a infinito
se deduce que dC(0, 1) = 0.

Para probar que dC = 0 se aplica el mismo razonamiento, reem-
plazando T (z) = az + b por T (z) = (az + b)/(cz + d).

Como C es el recubridor universal para el plano “punteado” C∗ =
C \ {0}, y los toros T, por el Teorema 2.9.3 y el resultado dC = 0, se
tiene que dC∗ = 0 y dT = 0.
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Podŕıa decirse de manera informal que la distancia en C es cero porque
“existen discos muy grandes” centrados en el mismo punto.

Las Proposiciones 2.9.5 y 2.9.6 permiten deducir el siguiente resultado.

Teorema 2.9.7. Una superficie de Riemann es hiperbólica en sentido
de Poincaré (es decir, tiene a D como recubridor universal) si y sólo
si es hiperbólica en sentido de Kobayashi. Además, si la superficie
es hiperbólica su distancia de Kobayashi coincide con su distancia de
Poincaré.

Corolario 2.9.8 (Teorema pequeño de Picard). Si f : C → M es
una función holomorfa y M es una variedad hiperbólica, entonces f es
constante.

Demostración. Para todo par de puntos p, q ∈ C se verifica que

dM (f(p), f(q)) ≤ dC(p, q) = 0.

Por tanto, se tiene que f(p) = f(q) para todo par de puntos p, q ∈ C y,
consecuentemente, f es constante.

El mismo argumento usado en la prueba del Corolario 2.9.8 prueba
de hecho el siguiente resultado.

Teorema 2.9.9. Si f : S → M es una función holomorfa, M es una
variedad hiperbólica y S es una superficie no hiperbólica, entonces f es
constante.

Esto es “casi” una caracterización de las variedades complejas hiperbó-
licas, pero necesitamos algo más.

Teorema 2.9.10 (Teorema de Brody). Sea M una variedad compleja
compacta. Entonces, M es hiperbólica si y sólo si las únicas funciones
holomorfas de C en M son las constantes.

Existen ejemplos que prueban que la hipótesis de compacidad es ab-
solutamente necesaria en el Teorema de Brody.

Probemos ahora la “maximalidad” de la pseudodistancia de Kobayashi.
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Teorema 2.9.11. Sean M una variedad compleja y δM una pseudodis-
tancia en M tal que

δM (f(a), f(b)) ≤ dD(a, b) ∀ f ∈ H(D,M), ∀ a, b ∈ D.

Entonces δM (p, q) ≤ dM (p, q) para todo p, q ∈ M .

Demostración. Consideremos los puntos p0, p1, . . . , pn tales que p = p0

y q = pn y las aplicaciones holomorfas fj : D → D con fj(0) = pj−1 y
fj(aj) = pj para j = 1, . . . , n. Entonces

δM (p, q) ≤
n∑

j=1

δM (pj−1, pj) =
n∑

j=1

δM (fj(0), fj(aj)) ≤
n∑

j=1

dD(0, aj).

Por tanto, δM (p, q) ≤ inf
{∑n

j=1 dD(0, aj)
}

= dM (p, q).

El Teorema 2.9.11 permite deducir directamente el siguiente resultado.

Teorema 2.9.12. Sea δR una pseudodistancia definida en toda variedad
holomorfa R, tal que para todas las variedades holomorfas M,N se tiene

δN (f(a), f(b)) ≤ δM (a, b) ∀ f ∈ H(M,N), ∀ a, b ∈ M,

y además δD ≤ dD. Entonces para toda variedad holomorfa M se verifica
δM ≤ dM .

Los Teoremas 2.9.11 y 2.9.12 prueban que la pseudodistancia de Koba-
yashi es la mayor entre todas las posibles pseudodistancias que satisfacen
la correspondiente versión del Lema de Schwarz. Es muy interesante que
la pseudodistancia de Kobayashi sea lo mayor posible para que tenga
más posibilidades de ser, de hecho, una distancia. Existen otras pseu-
dodistancias útiles que verifican la correspondiente versión del Lema
de Schwarz, como la de Carathéodory, pero como acabamos de ver, es
menor o igual que la de Kobayashi.

Para finalizar esta sección, vamos a probar un último resultado sobre
no existencia de funciones holomorfas. Para probarlo necesitamos el
siguiente resultado que generaliza el Teorema de la aplicación abierta
(Teorema 1.3.30).
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Teorema 2.9.13 (Teorema de la aplicación abierta en variedades holo-
morfas). Si f : M → S es una función holomorfa no constante, donde
M es una variedad holomorfa y S es una superficie de Riemann, en-
tonces f es una aplicación abierta, es decir, la imagen por f de todo
abierto contenido en M es un conjunto abierto de S. En particular,
f(M) es un conjunto abierto de S.

Demostración. Obsérvese que basta con probar que dado cualquier punto
p ∈ M existe un abierto en S que contiene a f(p) y que está contenido
en f(M).

Dado p ∈ M , existen (U,ϕ) carta local de M con p ∈ U y (V, ψ) carta
local de S con f(p) ∈ V . Sea U ′ un entorno abierto de p contenido
en U tal que f(U ′) ⊆ V . Por tanto, ψ ◦ f ◦ ϕ−1 : ϕ(U ′) → ψ(V ) es
una función holomorfa de varias variables no constante. Entonces existe
al menos una de las variables en la que ψ ◦ f ◦ ϕ−1 no es constante,
y aplicando el Teorema de la aplicación abierta (Teorema 1.3.30) en
esa variable, tenemos que (ψ ◦ f ◦ ϕ−1)(ϕ(U ′)) = ψ(f(U ′)) contiene
un entorno abierto de ψ(f(p)) en ψ(V ). Por tanto, f(U ′) contiene un
entorno abierto de f(p) en S.

Teorema 2.9.14. Sea f : M → S holomorfa, donde M es una variedad
holomorfa compacta y S es una superficie de Riemann no compacta.
Entonces f es constante.

Demostración. Argumentaremos por contradicción; por lo tanto, supo-
nemos que f no es constante. Como f es una aplicación abierta por el
teorema anterior, se tiene que f(M) es abierto; como f es continua y M
compacta, entonces f(M) es compacto. Por lo tanto, f(M) es abierto
y cerrado. Teniendo en cuenta que f(M) 6= S por no ser S compacta,
y f(M) 6= ∅, llegamos a una contradicción por ser S conexa. Podemos
concluir, por tanto, que f es constante.

El mismo argumento de la demostración del Teorema 2.9.14 permite
probar el siguiente resultado más general.

Teorema 2.9.15. Sean dos espacios topológicos X,Y tales que X es
compacto e Y es conexo y no compacto. Entonces no existen funciones
f : X → Y continuas y abiertas.
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2.9.1 Ejercicios

Ejercicio 2.9.1.1. Sean A una matriz n×n con coeficientes complejos
y determinante no nulo, b ∈ Cn y f(z1, . . . , zn) = (z1, . . . , zn)A + b. Si
Ω es un dominio de Cn, prueba que f(Ω) es hiperbólico si y sólo si Ω es
hiperbólico.

Ejercicio 2.9.1.2. Prueba que dM es una pseudodistancia en cualquier
variedad holomorfa M .

Ejercicio 2.9.1.3. Si M es una variedad holomorfa hiperbólica y M0 es
cualquier dominio contenido en M , prueba, usando el Lema de Schwarz-
Kobayashi (Teorema 2.9.1), que M0 también es una variedad holomorfa
hiperbólica.

Ejercicio 2.9.1.4. Prueba el Teorema 2.9.9 usando el argumento de la
demostración del Corolario 2.9.8.

Ejercicio 2.9.1.5. Prueba el Teorema de Brody (Teorema 2.9.10) en el
caso de superficies de Riemann.

Ejercicio 2.9.1.6. Si M y N son variedades holomorfas, prueba que
M ×N también admite una estructura natural de variedad holomorfa.

Ejercicio 2.9.1.7. Si M y N son variedades holomorfas, prueba que

dM×N

(
(p1, p2), (q1, q2)

) ≤ dM (p1, q1) + dN (p2, q2)

para todo (p1, p2), (q1, q2) ∈ M ×N .

Ejercicio 2.9.1.8. Si M y N son variedades holomorfas, prueba que

dM×N

(
(p1, p2), (q1, q2)

) ≥ max
{
dM (p1, q1), dN (p2, q2)

}

para todo (p1, p2), (q1, q2) ∈ M ×N .

Ejercicio 2.9.1.9. Usando los problemas anteriores, prueba que si M
y N son variedades holomorfas, entonces M ×N es hiperbólica si y sólo
si M y N son hiperbólicas.

Ejercicio 2.9.1.10. Prueba que si S1, . . . , Sn son superficies de Rie-
mann hiperbólicas, entonces la variedad holomorfa S1 × · · · × Sn es
hiperbólica. En particular, el polidisco Dn := D× · · ·×D es hiperbólico.
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Ejercicio 2.9.1.11. Prueba que si M es una variedad hiperbólica, en-
tonces la variedad holomorfa M × C no es hiperbólica. En particular,
Cn no es hiperbólica.

Ejercicio 2.9.1.12. Prueba que

dD×D
(
(p1, p2), (q1, q2)

)
= max

{
dD(p1, q1), dD(p2, q2)

}

para todo (p1, p2), (q1, q2) ∈ D× D.

Ejercicio 2.9.1.13. Prueba que si Dn es el polidisco Dn := D×· · ·×D,
entonces

dDn

(
(p1, . . . , pn), (q1, . . . , qn)

)
= max

{
dD(pj , qj) : j = 1, . . . , n

}

para todo (p1, . . . , pn), (q1, . . . , qn) ∈ Dn.

Ejercicio 2.9.1.14. Usando los ejercicios 2.9.1.3 y 2.9.1.13, prueba que
cualquier bola en Cn centrada en el origen y con radio suficientemente
pequeño es hiperbólica.

Ejercicio 2.9.1.15. Usando los ejercicios 2.9.1.1 y 2.9.1.14, prueba que
cualquier bola en Cn es hiperbólica.

Ejercicio 2.9.1.16. Usando los ejercicios 2.9.1.3 y 2.9.1.15, prueba que
cualquier dominio acotado en Cn es hiperbólico.

Ejercicio 2.9.1.17. Prueba el Teorema 2.9.15 usando el argumento de
la demostración del Teorema 2.9.14
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Caṕıtulo 3

Otros resultados sobre
singularidades evitables

En este caṕıtulo se exponen resultados más sofisticados sobre singula-
ridades evitables. Algunos de estos teoremas se probaron recientemente
en [R], [Sh] y [Su].

3.1 Introducción y enunciado de los resultados

Como ya se ha comentado, uno de los problemas fundamentales de la
teoŕıa geométrica de funciones es el estudio de la existencia de funciones
holomorfas entre dos superficies de Riemann dadas.

En este contexto podemos ver los teoremas de Liouville y de Picard:

Teorema 3.1.1 (Teorema de Liouville). Las únicas funciones en H(C,D)
son las constantes.

Teorema 3.1.2 (Teorema pequeño de Picard). Las únicas funciones en
H(C,C \ {0, 1}) son las constantes.

Es evidente que el Teorema de Liouville se deduce del Teorema de
Picard. Existen dos teoremas de los que pueden deducirse los anteriores
(recordemos que D∗ := D \ {0}):
Teorema 3.1.3 (Teorema de la singularidad evitable de Riemann). Si
f ∈ H(D∗,D) entonces f se extiende a una función de H(D,D).

113
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Teorema 3.1.4 (Teorema grande de Picard). Si f ∈ H(D∗,C \ {0, 1})
entonces f se extiende a una función de H(D,C).

Ya que nunca va a crear confusión, se denotará de igual forma a una
función y a su extensión holomorfa.

En este caso también el Teorema de Riemann se deduce del Teorema
grande de Picard.

A su vez, estos teoremas pueden generalizarse mucho más:
El Teorema grande de Picard puede ser probado de forma muy ele-

gante usando la métrica de Poincaré de C \ {0, 1} (ver Teorema 2.6.10),
y de los argumentos usados en esa demostración pueden deducirse varios
resultados:

Corolario 3.1.5. Sea f ∈ H(D∗, S) donde S es una superficie de Rie-
mann hiperbólica. Supongamos que para alguna sucesión {zn} conver-
gente a 0 se tiene que la sucesión imagen {f(zn)} converge a algún punto
p ∈ S. Entonces puede definirse f(0) = p y se tiene f ∈ H(D, S).

Corolario 3.1.6. Si f ∈ H(D∗, S) donde S es una superficie de Rie-
mann hiperbólica y si se verifica una de las dos condiciones siguientes:

(a) S no es compacta y f(D∗) es relativamente compacto,
(b) S es compacta,

entonces f se extiende a una función de H(D, S).

En [Ro] se prueba el teorema que resuelve por completo esta cuestión:

Teorema 3.1.7. Sea f ∈ H(D∗, S) donde S es una superficie de Rie-
mann hiperbólica. Entonces se verifica una de las dos siguientes afirma-
ciones:

(i) f puede extenderse a una función de H(D, S),
(ii) S está contenida en otra superficie de Riemann R = S ∪ {p} de

tal forma que si definimos f(0) = p, entonces f ∈ H(D, R).

Si se pretende generalizar el teorema de la singularidad evitable de
Riemann en la otra dirección posible, es decir, buscar conjuntos E que
se puedan quitar a D en lugar de {0}, de forma que el teorema de
Riemann continúe siendo cierto, es necesario introducir el concepto de
capacidad anaĺıtica. Para entender más a fondo el problema conviene
hablar de conjuntos nulos, en el sentido de Painlevé.
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Un subconjunto compacto E ⊂ C es un conjunto nulo si las únicas
funciones holomorfas y acotadas en C \ E son las constantes.

El Teorema de la aplicación de Riemann muestra que si un compacto
E contiene un conexo cerrado con más de un punto, entonces E no es un
conjunto nulo. Por tanto, un conjunto nulo es totalmente disconexo. A
partir de ahora sólo se considerarán compactos E totalmente disconexos.

También existe una condición suficiente.

Proposición 3.1.8. Si E es un compacto con H1(E) = 0, donde H1

es la medida de Hausdorff unidimensional (ver Ejercicio 2.3.1.30), en-
tonces E es un conjunto nulo.

Se sabe que existe un compacto E con H1(E) = 1, que es un conjunto
nulo.

Sin embargo, esta condición suficiente (H1(E) = 0) es una caracteri-
zación en el caso de que E esté contenido en una curva rectificable.

También se ha probado que si dim E > 1 entonces E no es un con-
junto nulo, donde dim denota la dimensión de Hausdorff (ver Ejercicio
2.3.1.30).

La relación entre conjuntos nulos y la generalización del teorema de
Riemann viene dada por el siguiente resultado.

Proposición 3.1.9. Sea E un compacto. E es un conjunto nulo si
y sólo si para cualquier dominio Ω que contiene a E se verifica que
toda función de la clase H(Ω \E,D) puede extenderse a una función de
H(Ω,D).

Las ideas para probar estos hechos se encuentran en [Fi, p. 64].
Dados un compacto E y un punto p de C \E, se define

γ(E) = sup {|h′(p)| : h ∈ H(C \E,C), sup |h(z)| ≤ 1}.
El hecho de que γ(E) sea cero es independiente del punto p elegido.

Se acostumbra a elegir p = ∞ para normalizar, definiendo

h′(∞) := lim
z→∞ z

(
h(z)− h(∞)

)
.

A γ(E) se le denomina la capacidad anaĺıtica de E. Como ya se ha
comentado, si H1(E) = 0, entonces γ(E) = 0, y si dim E > 1, en-
tonces γ(E) > 0. Por tanto, la capacidad anaĺıtica está “al nivel” de la
dimensión de Hausdorff 1.
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En virtud de la Proposición 3.1.9, γ(E) = 0 si y sólo si cualquier
función holomorfa y acotada en un entorno de E, excepto quizás en E,
admite una extensión holomorfa a E. Por tanto, se tiene:

Teorema 3.1.10. Sea E un compacto de capacidad anaĺıtica cero con-
tenido en D, y f ∈ H(D \E, D ). Entonces f se extiende a una función
de H(D, D ).

Después de estudiar los dos problemas por separado, puede plantearse
la búsqueda de resultados que unifiquen ambas posibilidades. Es decir,
si se tiene una f ∈ H(D \E, S ), donde E es un compacto de capacidad
anaĺıtica cero y S una superficie de Riemann, ¿bajo qué condiciones
puede f extenderse anaĺıticamente a E?

Ya se ha visto que se verifica el Corolario 3.1.6. En la próxima sección
se prueba la siguiente generalización de dicho resultado (ver también la
tesis doctoral [R]).

Teorema 3.1.11. Sean E un compacto de capacidad anaĺıtica cero con-
tenido en D, S una superficie de Riemann y f ∈ H(D \ E,S). Si se
verifica

(a’) S no es compacta y f(D \E) es relativamente compacto,
entonces f se extiende a una función de H(D, S).

Conviene destacar el hecho de que en este enunciado desaparece la
hipótesis, hasta ahora omnipresente, de que S sea hiperbólica. La causa
de que esto ocurra es que un compacto contenido en una superficie de
Riemann no compacta, puede (con una construcción apropiada) “me-
terse dentro” de una superficie hiperbólica. Se hace algo semejante a
esto en la demostración del Corolario 3.1.12.

El ejemplo más sencillo de esta situación es el caso S = C. Entonces,
f(D \ E) compacto quiere decir que f está acotada, y se obtiene el
Teorema 3.1.10.

Observemos que el resultado no es cierto en general si sustituimos la
hipótesis (a’) por (b’): S es compacta e hiperbólica (que una superficie
de Riemann compacta sea hiperbólica es equivalente a que su género sea
mayor que 1).

La hipótesis sobre la no compacidad de S es pues, esencial, pero uti-
lizando este teorema puede encontrarse un resultado acerca de superficies
compactas.
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Corolario 3.1.12. Sean E un compacto de capacidad anaĺıtica cero con-
tenido en D, S una superficie de Riemann compacta y f ∈ H(D \E,S).
Si existe un abierto no vaćıo U de S tal que f(D \E) tiene intersección
vaćıa con U , entonces f se extiende a una función de H(D, S).

El Corolario 3.1.12 ha sido probado por Shiga en [Sh], y por Fernández
y Rodŕıguez en [R], usando técnicas distintas.

Si se desea probar un teorema que permita extender f ∈ H(D \E, S)
para S compacta, pidiendo que E sea un conjunto “pequeño”, no basta
con pedir dimE < α, para ningún α > 0, ya que se conocen contrae-
jemplos.

Por tanto, un teorema que restrinja el tamaño de E debe hacer hipótesis
a nivel de dimensión cero. Esto es precisamente lo que ha hecho Suzuki
en [Su]:

Teorema 3.1.13. Si E es un compacto de capacidad logaŕıtmica cero
contenido en D, S es una superficie de Riemann compacta de género
mayor que uno y f ∈ H(D\E,S), entonces f se extiende a una función
de H(D, S).

La restricción en el género no es gratuita, ya que si S = C, la con-
clusión falla de forma trivial con E = {0} y f(z) = exp (1/z). Lo mismo
ocurre si S = T = C/(Z+ iZ), E = {0} y f(z) = exp (1/z)/(Z+ iZ).

Como se ha comentado antes, la hipótesis sobre E de este teorema es
del orden de magnitud correcto si queremos una condición que permita
extender cualquier función de H(D \E, S ) donde S es cualquier super-
ficie de Riemann compacta de género mayor que uno. Pero las hipótesis
sobre E pueden hacerse menos restrictivas si se impone alguna condición
sobre la superficie compacta S.

Uno de los puntos de partida de esta discusión fue el Teorema grande
de Picard, que habla de singularidades aisladas (E = {0} en dicho teo-
rema). Se introduce ahora una medida de “cómo está de aislado” un
punto de E. Se probará que si los puntos de E están “suficientemente
aislados” (la suficiencia dependerá de S), las funciones de H(D \ E, S)
pueden extenderse a funciones de H(D, S).
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Si E es un compacto y e es un punto de E, para cada r > 0 se definen

β(e, r) :=
1
r

inf {s : D(e, s) ∩ E = D(e, r) ∩ E },
β∗(e) := lim inf

r→0
β(e, r).

Si S es una superficie de Riemann hiperbólica, se define la śıstole de S
(y se denota Sis(S)) como el ı́nfimo de las longitudes de las geodésicas
cerradas. Por tanto, si γ es una curva cerrada en S no homótopa a un
punto, se tiene que

LS(γ) ≥ Sis(S).

Obsérvese que si S es compacta, entonces Sis(S) > 0.
Con esta notación, el siguiente teorema (ver [R]) se escribe aśı:

Teorema 3.1.14. Sea f una función de H(D \ E, S), donde S es una
superficie de Riemann compacta de género mayor que uno y E es un
compacto de capacidad anaĺıtica cero contenido en D. Si

β∗(e) < exp
( −2π2

Sis(S)

)
,

para todo punto e de E, entonces f se extiende a una función de H(D, S).

Como corolario de la demostración también se tiene el siguiente enun-
ciado más fuerte:

Teorema 3.1.15. Sean E un conjunto compacto de capacidad anaĺıtica
cero contenido en D y S una superficie de Riemann hiperbólica tal que
Sis(S) > 0. Si f es una función de H(D \ E, S) y se verifica que

β∗(e) < exp
( −2π2

Sis(S)

)

para todo punto e de E, entonces f se extiende a una función de H(D, S).

Los teoremas 3.1.13 y 3.1.14 están relacionados pero ninguno contiene
al otro. Para ver esto basta con encontrar un compacto E con β∗(e) <
β < 1, para todo punto e de E, y que tenga capacidad logaŕıtmica
positiva. Pero se puede construir un ejemplo mucho más espectacular:
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existe un conjunto de Cantor de dimensión de Hausdorff uno, y tal que
β∗ se anula en todo punto.

Seŕıa interesante conseguir un resultado que pudiera englobar estos
dos teoremas. Por ejemplo: si dim E ≤ C(S), donde C(S) es una
constante que depende exclusivamente de la geometŕıa de la superficie
compacta S, entonces f tiene una extensión holomorfa a E.

3.1.1 Ejercicios

Ejercicio 3.1.1.1. Prueba el Teorema de Liouville (Teorema 3.1.1) a
partir del Teorema de la singularidad evitable (Teorema 3.1.3).

Ejercicio 3.1.1.2. Prueba el Teorema pequeño de Picard (Teorema 3.1.2)
a partir del Teorema grande de Picard (Teorema 3.1.4).

Ejercicio 3.1.1.3. Prueba el Corolario 3.1.5 usando los argumentos de
la demostración del Teorema 2.6.10.

Ejercicio 3.1.1.4. Prueba el Corolario 3.1.6 usando los argumentos de
la demostración del Teorema 2.6.10.

Ejercicio 3.1.1.5. Usando el Teorema 3.1.11, prueba el Corolario 3.1.12.

3.2 Prueba del Teorema 3.1.11.

Teorema 3.2.1 (Teorema 3.1.11). Sean E un compacto de capacidad
anaĺıtica cero contenido en D, S una superficie de Riemann y f ∈ H(D\
E, S). Si se verifica

(a’) S no es compacta y f(D \ E) es relativamente compacto,
entonces f se extiende a una función de H(D, S).

Demostración. Si se define Y como Y := f(D \ E), entonces Y es un
compacto de S.

Sea h : S → C una función holomorfa no constante y tal que no toma
el valor ∞ en el compacto Y . La existencia de una tal función está
garantizada ya que S es una superficie de Riemann no compacta [Fo, p.
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203]. (Este es el momento en el que el argumento deja de funcionar para
las superficies compactas.) Al ser h continua, h(Y ) es un compacto de C,
por lo que puede suponerse, sin pérdida de generalidad, que h(Y ) ⊂ D.

Ya que la función g := h ◦ f está en la clase H(D \ E,D) y que la
capacidad anaĺıtica de E es cero, g tiene una extensión holomorfa a
todo el disco unidad, a la que se seguirá llamando g.

Sean ahora e un punto particular del conjunto E y {zn} una sucesión
contenida en D \E y convergente al punto e. Como la sucesión {f(zn)}
está contenida en el compacto Y , existe una subsucesión {za

n} tal que su
imagen {f(za

n)} converge a un punto sa del compacto Y . Evidentemente,
la sucesión h(f(za

n)) converge a h(sa), pero como g = h ◦ f es holomorfa
en todo el disco unidad, g(za

n) también converge a g(e). Por tanto, se
tiene que h(sa) = g(e).

El conjunto Λ de todos los sa que son puntos de acumulación de
la imagen mediante f de alguna sucesión convergente a e, ha de ser
necesariamente finito, ya que Λ es un subconjunto del compacto Y , h
es holomorfa y no constante en Y , y h(Λ) = g(e). A continuación se
probará que, de hecho, Λ se reduce a un único punto:

Sea Λ = {s1, . . . , sk}, y sean V1, . . . , Vk entornos disjuntos dos a dos
de s1, . . . , sk respectivamente. Existe un ε > 0 tal que

f(D(e, ε) \ E) ⊂ ∪k
j=1Vj .

Si no fuese aśı, para cada n natural existiŕıa un punto zn ∈ D(e, 1/n)\E,
tal que su imagen f(zn) no estaŕıa en ∪jVj . Como los zn constituyen
una sucesión convergente a e, existe una subsucesión zj

n tal que f(zj
n)

converge a uno de los sj , pero esto es imposible ya que f(zn) /∈ Vj , lo
cual aporta la contradicción deseada.

Como la capacidad anaĺıtica de E es cero, E es totalmente disconexo,
lo cual implica que f(D(e, ε) \ E) es un conexo contenido en ∪jVj . Por
tanto, existe un j tal que

f(D(e, ε) \E) ⊂ Vj .

Si ahora se define f(e) = sj , se verifica la igualdad

h ◦ f = g
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en todos los puntos del disco unidad.
Si en un punto a ∈ E se tiene dh|f(a) 6= 0, entonces existen un entorno

V de f(a) en el que h es holomorfa e inyectiva y un entorno U de a tal
que f(U) ⊂ V . Entonces f = h−1 ◦ g en el abierto U , por lo que f es
holomorfa en U .

Sean b1, . . . , br todos los puntos cŕıticos de h en Y , y sea A := E ∩
f−1({b1, . . . , br}). Ya se ha probado que la extensión de f es holomorfa
en E \A; veamos que también va a serlo en A:

Sea Wj un entorno simplemente conexo de bj , con W1, . . . ,Wr disjun-
tos dos a dos. Sea a un punto del conjunto A. Si f(a) = bj , entonces
existe un ε > 0 tal que

f(D(a, ε) \A) ⊂ Wj .

Si a0 ∈ A ∩D(a, ε), entonces f(a0) = bj , por lo que

f(D(a, ε)) ⊂ Wj ,

lo cual prueba que la extensión de f es continua en todo el disco unidad.
Como ya se ha visto, dado un punto a ∈ A, existe un εa > 0 con

f(D(a, εa)) ⊂ Wj para algún j.

Como ∪a∈AD(a, εa) cubre A = E∩f−1({b1, . . . , br}), que es un compacto
ya que f es continua, existen a1, . . . , am con

A ⊂ Ω := ∪m
k=1D(aj , εj).

Dado un a ∈ A, sea Ωa la componente conexa de Ω que lo contiene.
Entonces

f(Ωa) ⊂ Wj para algún j ∈ {1, . . . , r}.
Como Wj es un entorno simplemente conexo de bj , se sabe que existe
una aplicación conforme ηj : Wj → D.

Entonces
ηj ◦ f : Ωa → D

es continua en Ωa y holomorfa y acotada en Ωa \ (A∩Ωa). Como A∩Ωa

es un compacto de capacidad anaĺıtica cero, entonces ηj ◦f es holomorfa
en a, por lo que f también es holomorfa en a.
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Corolario 3.2.2. Sean E un compacto de capacidad anaĺıtica cero con-
tenido en D, S una superficie de Riemann compacta y f ∈ H(D \E, S).
Si existe un abierto no vaćıo U de S tal que f(D \E) tiene intersección
vaćıa con U , entonces f se extiende a una función de H(D, S).

Demostración. La idea de la prueba es muy sencilla: se trata de encon-
trar una superficie S0 que contenga a f(D\E) pero que no sea compacta,
y entonces se podrá usar el Teorema 3.1.11.

Si S tiene género cero, entonces S está contenida en C y la situación
es la del caso clásico.

Si S tiene género positivo, se puede considerar un simplemente conexo
V con frontera “suave” y tal que V ⊂ U . Sean S1 := S \ V , que es una
superficie con borde γ := ∂V , y S2 el doble de Schottky de S1 [AS, pp.
26-27]. Si dotamos a S2 de su métrica de Poincaré (cosa que podemos
hacer, ya que S2 tiene género mayor que 1), γ es una geodésica, ya que
la reflexión en γ preserva la distancia de Poincaré en S2.

Sea l := LS2(γ) y sea A el anillo

A := { 1 < |z| < exp (2π2/l)},

dotado de su métrica hiperbólica. La curva γ′ := {|z| = exp (π2/l)}
tiene longitud l en A. Por tanto, si se corta A a lo largo de γ′, S2 a lo
largo de γ y se pega una parte de A a S1 (dotada de la métrica inducida
como subconjunto de S2, para la cual γ es una geodésica de longitud
l), identificando las geodésicas frontera, se obtiene una superficie de
Riemann S0, no compacta, y tal que S1 ⊂ S0.

Como f(D \ E) está contenido en S1, que es un compacto contenido
en S0, f se extiende a una función de H(D, S0). Como E está contenido
en la frontera de D \ E, se tiene que f(E) está contenido en S1, por lo
que f está en H(D, S).

3.2.1 Ejercicios

Ejercicio 3.2.1.1. Si l es una constante positiva y A es el anillo

A := { 1 < |z| < exp (2π2/l)},
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dotado de su métrica hiperbólica, prueba que la curva γ′ := {|z| =
exp (π2/l)} tiene longitud l.

Ejercicio 3.2.1.2. ¿Se puede eliminar alguna hipótesis del Teorema
3.2.1?

Ejercicio 3.2.1.3. Intenta mejorar el Teorema 3.2.1.

Ejercicio 3.2.1.4. ¿Se puede eliminar alguna hipótesis del Corolario
3.2.2?

Ejercicio 3.2.1.5. Intenta mejorar el Corolario 3.2.2.

3.3 Prueba del Teorema 3.1.14.

Antes de comenzar la prueba, conviene enunciar un sencillo lema que
será muy útil en la demostración del Teorema 3.1.14.

Lema 3.3.1. Si Ω ⊂ C es un dominio hiperbólico que contiene al anillo
A := {1 < |z| < R}, entonces se verifica la desigualdad siguiente:

LΩ

({ |z| =
√

R
}) ≤ 2π2

log R
.

Teorema 3.3.2 (Teorema 3.1.14). Sea f una función de H(D \ E,S),
donde S es una superficie de Riemann compacta de género mayor que
uno y E es un compacto de capacidad anaĺıtica cero contenido en D. Si

β∗(e) < exp
( −2π2

Sis(S)

)

para todo punto e de E, entonces f se extiende a una función de H(D, S ).

Demostración. Sea σ una curva cerrada cualquiera en D \E. Lo que se
pretende probar es que f(σ) es homótopa a un punto. Si se prueba esto,
la función f admite una elevación f̃ : D \ E −→ D, tal que f = π ◦ f̃ ,
donde π : D −→ S es un recubrimiento universal, por el Teorema 2.4.5.
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Como E es un conjunto de capacidad anaĺıtica cero, f̃ se extiende a
una función de H(D,D), y consecuentemente f = π ◦ f̃ se extiende a
una función de H(D, S).

Por tanto, para probar el Teorema 3.1.14 basta con probar que f(σ)
es homótopa a un punto.

Si σ es homótopa a un punto, el resultado es elemental.

Si σ rodea un subconjunto cerrado F de E, dado cualquier e ∈ F ,
existe un radio positivo re < d(σ, F ) tal que

β := β(e, re) < exp
( −2π2

Sis(S)

)
.

Evidentemente, se tiene que

F ⊂ ∪e∈F D(e, reβ),

y, como F es compacto, existen {e1, . . . , ek} tales que

F ⊂ ∪k
j=1D(ej , rjβj).

Sean γj las curvas γj := { |z − ej | = rj

√
βj }. Como los anillos { rjβj <

|z − ej | < rj} están contenidos en D \ E, y son conformemente equiva-
lentes (y por tanto isométricos) a los anillos {1 < |z| < 1/βj}, el Lema
3.3.1 implica que

LD\E(γj) ≤ 2π2

log(1/βj)
< Sis(S),

y entonces se tiene que

LS(f(γj)) ≤ LD\E(γj) < Sis(S).

Como cualquier curva no homótopa a un punto en S tiene longitud
mayor o igual que Sis(S), se deduce que f(γj) es homótopa a un punto.
Para finalizar, sólo falta observar que como σ es libremente homótopa
a la unión de las γj ’s, f(σ) es libremente homótopa a la unión de las
f(γj)’s, y por ello, homótopa a un punto.
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3.3.1 Ejercicios

Ejercicio 3.3.1.1. Dado al anillo A := {1 < |z| < R}, prueba que
γ := {|z| =

√
R } es una geodésica simple cerrada en A.

Ejercicio 3.3.1.2. Dado al anillo A := {1 < |z| < R}, prueba que
γ := {|z| =

√
R } es la única geodésica simple cerrada en A.

Ejercicio 3.3.1.3. Dado al anillo A := {1 < |z| < R} y γ := {|z| =√
R }, prueba que

LA(γ) =
2π2

log R
.

Ejercicio 3.3.1.4. Prueba el Lema 3.3.1, usando los ejercicios ante-
riores y el Teorema 2.5.19.

Ejercicio 3.3.1.5. Dado al anillo A := {1 < |z| < R} y γ := {|z| =√
R }, prueba que toda curva σ no trivial en A verifica LA(σ) ≥ LA(γ).
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Caṕıtulo 4

Espacios hiperbólicos de
Gromov

4.1 Introducción a los espacios de Gromov

La teoŕıa de espacios hiperbólicos de Gromov fue introducida por Mikhail
Gromov en 1980 y, a partir de entonces, ha sido estudiada y desarrollada
por numerosos autores.

Aunque la hiperbolicidad de Gromov puede definirse sobre espacios
métricos arbitrarios, las dos primeras definiciones que veremos a conti-
nuación (triángulos thin y fine) necesitan la hipótesis adicional de que
el espacio sea geodésico.

Definición 4.1.1. Si g : [a, b] −→ X es una curva continua en un
espacio métrico (X, d), la longitud de g se define como

L(g) := sup
{ n∑

j=1

d(g(tj−1), g(tj)) : a = t0 < t1 < · · · < tn = b
}

.

Una geodésica γ en un espacio métrico X es una isometŕıa de un inter-
valo de la recta real I ⊂ R en el espacio X, es decir, una aplicación que
verifica L(γ|[s,t]) = dX(γ(t), γ(s)) = t − s para todo s, t ∈ I con s < t.
Decimos que un espacio métrico X es un espacio métrico geodésico si

127
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para todo x, y ∈ X existe una geodésica uniendo x con y, y que deno-
taremos por [x, y].

Obsérvese que, en principio, pueden existir varias geodésicas uniendo
x con y, por lo que la notación [x, y] puede resultar ambigua en algunos
casos. No obstante, usaremos dicha notación ya que es la notación ha-
bitual y, además, resulta muy útil.

Definición 4.1.2. Un triángulo geodésico T = {x1, x2, x3} está for-
mado por la unión de tres geodésicas [x1, x2], [x2, x3] y [x1, x3] de X.
Decimos que un triángulo geodésico T = {x1, x2, x3} es δ-thin (o satis-
face la condición de Rips con constante δ) si para todo p ∈ [xi, xj ] se
verifica

d(p, [xj , xk] ∪ [xi, xk]) ≤ δ,

para toda permutación {i, j, k} de {1, 2, 3}.
Decimos que un espacio métrico geodésico X es δ-thin si todo triángulo

geodésico es δ-thin, para algún δ ≥ 0.

Definición 4.1.3. Dado un triángulo geodésico T = {x1, x2, x3} en un
espacio métrico geodésico X, construimos el triángulo TE en el plano
eucĺıdeo cuyos lados tienen la misma longitud que los de T . Como
no hay posible confusión, usaremos la misma notación para los pun-
tos correspondientes a T y TE. El ćırculo máximo inscrito en TE in-
terseca el lado [x1, x2] (respectivamente [x2, x3], [x3, x1]) en un punto
x′3 (respectivamente x′1, x′2) de tal forma que d(x1, x

′
3) = d(x1, x

′
2),

d(x2, x
′
1) = d(x2, x

′
3) y d(x3, x

′
1) = d(x3, x

′
2). A los puntos x′1, x

′
2, x

′
3, les

llamaremos puntos internos de {x1, x2, x3}. Hay una única isometŕıa f
del triángulo {x1, x2, x3} sobre un tŕıpode T0 (un árbol con un vértice
w de grado 3, y tres vértices x′′1, x

′′
2, x

′′
3 de grado uno, tal que d(x′′1, w) =

d(x1, x
′
3) = d(x1, x

′
2), d(x′′2, w) = d(x2, x

′
1) = d(x2, x

′
3) y d(x′′3, w) =

d(x3, x
′
1) = d(x3, x

′
2)).

El triángulo {x1, x2, x3} es δ-fine si f(p) = f(q) implica que d(p, q) ≤
δ. El espacio Xes δ-fine si todo triángulo geodésico en X es δ-fine.

Definición 4.1.4. Dado un espacio métrico (X, d) y un punto w, se
define el producto de Gromov entre x, y ∈ X respecto del punto base w
como

(x|y)w :=
1
2

(
d(x,w) + d(y, w)− d(x, y)

) ≥ 0 .
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Diremos que el espacio métrico (X, d) es δ-hiperbólico (δ ≥ 0), si

(x|z)w ≥ min
{
(x|y)w, (y|z)w

}− δ ,

para todo x, y, z, w ∈ X. Diremos que X es hiperbólico o hiperbólico de
Gromov si es δ-hiperbólico para algún δ.

Obsérvese que en la definición de producto de Gromov no influye
demasiado el punto base elegido, ya que para todo x, y, w, w′ ∈ X se
tiene ∣∣(x|y)w − (x|y)w′

∣∣ ≤ d(w, w′). (4.1.1)

Veremos a continuación que la hiperbolicidad de Gromov es equiva-
lente a la condición de Rips y a la condición fine.

Teorema 4.1.5 ([GH] y [ABCD]). Sea X un espacio métrico geodésico:

1. Si X es δ-hiperbólico, entonces es 3δ-thin y 4δ-fine.

2. Si X es δ-thin, entonces es 4δ-hiperbólico y 4δ-fine.

3. Si X es δ-fine, entonces es 2δ-hiperbólico y δ-thin.

Una interpretación geométrica interesante del producto de Gromov en
espacios hiperbólicos es la siguiente.

Proposición 4.1.6 (Lemma 1.7, p. 38 [GH]). Sea X un espacio métrico
geodésico δ-fine. Para todo x, y, w ∈ X se tiene que

d(w, [x, y])− δ ≤ (x|y)w ≤ d(w, [x, y]),

para toda geodésica [x, y] uniendo x con y en X.

La idea que subyace detrás de la condición de Rips es que los triángulos
geodésicos en un espacio hiperbólico de Gromov son “uniformemente del-
gados”; por lo tanto, podemos interpretar la condición de Rips como una
forma, más primitiva, de entender la curvatura negativa, que la tradi-
cionalmente formulada como que la suma de los ángulos internos de
cualquier triángulo geodésico es menor que π. Además, esta definición
tiene la gran ventaja de no necesitar una métrica riemanniana, ya que
se aplica a espacios métricos geodésicos.

Existen ejemplos interesantes de espacios hiperbólicos, como son los
siguientes:
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1. Toda variedad riemanniana completa simplemente conexa con cur-
vatura seccional acotada superiormente por una constante negativa
es hiperbólica (ver [GH, p. 52]).

2. Todo espacio métrico acotado es (diamX)-hiperbólico (ver [GH,
p. 29]).

3. Un espacio vectorial normado es hiperbólico si y sólo si tiene di-
mensión uno.

4. Todo árbol con aristas de longitud arbitraria es 0-hiperbólico (ver
[GH, p. 29]).

Presentamos a continuación un tipo de aplicaciones que juegan un
papel muy importante en esta teoŕıa: las quasi-isometŕıas.

Definición 4.1.7. Una función entre dos espacios métricos f : X −→ Y
es una quasi-isometŕıa si existen constantes a ≥ 1, b ≥ 0 tales que para
todo x1, x2 ∈ X se tiene

1
a

dX(x1, x2)− b ≤ dY (f(x1), f(x2)) ≤ a dX(x1, x2) + b.

Dichas funciones son llamadas (a, b)-quasi-isometŕıas.
Una quasi-isometŕıa se dice ε-full si para todo y ∈ Y existe un x ∈ X

con dY (y, f(x)) ≤ ε.
Una (a, b)-quasigeodésica en X es una (a, b)-quasi-isometŕıa entre un

intervalo de la recta real I ⊂ R y X.

Cabe destacar que las quasi-isometŕıas son una clase muy flexible de
aplicaciones, ya que pueden ser, incluso, discontinuas (por ejemplo, la
parte entera, como función de R en R, es una quasi-isometŕıa). Sin em-
bargo, juegan un papel crucial en la teoŕıa de Gromov, ya que preservan
la hiperbolicidad, como muestra el siguiente teorema.

Teorema 4.1.8 (p. 88, [GH]). Consideremos una (a, b)-quasi-isometŕıa
entre espacios métricos geodésicos f : X −→ Y . Si Y es δ-hiperbólico,
entonces X es δ′-hiperbólico, donde δ′ es una constante que sólo depende
de δ, a y b. Además, si f es ε-full, entonces X es hiperbólico si y sólo
si Y es hiperbólico.
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La teoŕıa de espacios hiperbólicos de Gromov nació motivada inicial-
mente por el estudio de grupos finitamente generados, y ha demostrado
ser de enorme importancia práctica. En sus comienzos fue aplicada
principalmente al estudio de grupos automáticos (ver, por ejemplo, el
caṕıtulo 3 de [O]), que juegan un importante papel en ciencias de la
computación (de hecho, los grupos que son espacios de Gromov, son a
su vez grupos automáticos fuertemente geodésicos; para profundizar en
este tema se puede consultar, por ejemplo, [W]).

Sin embargo, en los últimos años se ha producido un importante cam-
bio en la forma de trabajar en espacios de Gromov. Dicho cambio
consiste en enfocar el tema desde un punto de vista más anaĺıtico y
geométrico, en lugar del tradicional punto de vista algebraico. Esto ha
permitido obtener uno de los resultados más importantes de la teoŕıa:
el teorema de Mario Bonk que caracteriza los espacios de Gromov como
aquellos espacios métricos geodésicos que satisfacen la propiedad de “es-
tabilidad geodésica”.

Definición 4.1.9. Consideremos una constante H > 0, un espacio
métrico X, y dos conjuntos Y, Z ⊆ X. El conjunto VH(Y ) := {x ∈
X : d(x, Y ) ≤ H} se denomina H-entorno de Y en X. La distancia de
Hausdorff de Y a Z se define como

dH(Y, Z) := inf{H > 0 : Y ⊆ VH(Z), Z ⊆ VH(Y )}.

Teorema 4.1.10 (Teorema de estabilidad geodésica). Todo espacio mé-
trico geodésico δ-hiperbólico X es geodésicamente estable, en el sentido
de que si h es una (a, b)-quasigeodésica uniendo dos puntos x, y, y g es
una geodésica en X uniendo dichos puntos, entonces existe una con-
stante H = H(δ, a, b) tal que dH(h, g) ≤ H, donde dH es la distancia de
Hausdorff.

Rećıprocamente, la estabilidad geodésica implica que el espacio es hiper-
bólico.

La primera parte del resultado puede encontrarse en [GH], mientras
que el rećıproco fue probado por Mario Bonk en [Bo]. Dicha propiedad
puede expresarse de forma intuitiva de la siguiente manera: cerca de
una quasigeodésica hay siempre una geodésica con los mismos extremos,
donde la palabra “cerca” involucra constantes uniformes.
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Esta importante propiedad de los espacios de Gromov es la clave de su
más moderna e importante aplicación: ayudar a garantizar la seguridad
de la transmisión de información por internet (ver [J, p. 47] y [JL]).

El Departamento de Defensa de Estados Unidos está interesado en pre-
venir lo que podŕıa ser un ataque informático a cierta escala (lo que de-
nominan con el exótico nombre de Electronic Pearl Harbor). De hecho,
ha subvencionado la investigación en espacios de Gromov de Edmond
Jonckheere (doctor en Ingenieŕıa Eléctrica y Full Professor of Electrical
Engineering and Mathematics, University of Southern California, Los
Angeles), debido a las aplicaciones de la hiperbolicidad relacionadas con
la seguridad informática.

Una estrategia clásica para preservar la seguridad en el env́ıo de infor-
mación por internet es dividir el mensaje en una gran cantidad de partes,
y enviar cada parte por un “camino” diferente; la reconstrucción del
mensaje resulta mucho más sencilla si las diferentes partes del mensaje
llegan prácticamente al mismo tiempo, es decir, si los diferentes caminos
usados para el env́ıo tienen aproximadamente la misma longitud. Y
aqúı es donde juega un papel importante la hiperbolicidad de Gromov,
ya que puede probarse que el grafo que modeliza internet es hiperbólico
en sentido de Gromov, y eso permite demostrar que próximas a cualquier
geodésica pueden encontrarse gran cantidad de quasigeodésicas.

La hiperbolicidad también juega un importante papel en la propa-
gación de virus por la red (ver [J]).

Otro campo de aplicación de la hiperbolicidad es el análisis filogenético,
área con un gran desarrollo en la actualidad, que trata de construir
árboles o grafos que representen los datos sobre el ADN (ver [BKM]).

Una forma alternativa de entender la importancia de los espacios
hiperbólicos es verlos como espacios que se parecen mucho a los árboles:
de hecho, los árboles son precisamente los únicos espacios 0-hiperbólicos
(ver, por ejemplo, [GH, p. 30]). Esta similitud hace que los espacios de
Gromov disfruten de interesantes propiedades en común con los árboles
(ver, por ejemplo, [GH, p. 33]).

Deseamos acabar esta introducción mencionando los art́ıculos [APRT],
[HLPRT], [HPRT1], [HPRT2], [PRT1], [PRT2], [PRT3], [PRT4], [PT],
[RT1], [RT2], [RT3] y [T], en los que los autores investigan la hiperboli-
cidad de superficies de Riemann con la métrica de Poincaré, e incluso
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la hiperbolicidad de superficies con métricas de curvatura negativa no
constante.

4.1.1 Ejercicios

Ejercicio 4.1.1.1. Prueba que dp(x, y) := |x− y|p es una distancia en
R para cada 0 < p ≤ 1 y que no lo es para cualquier otro valor real de p.

Ejercicio 4.1.1.2. Prueba que (R, dp), con dp(x, y) := |x − y|p, es un
espacio métrico geodésico si y sólo si p = 1.

Ejercicio 4.1.1.3. Prueba que si X es un espacio métrico geodésico δ-
thin, entonces todo poĺıgono geodésico P de n lados (n ≥ 3) es (n− 2)δ-
thin, es decir, si p pertenece a un lado de P entonces la distancia de p
a la unión de los otros n− 1 lados de P es menor o igual que δ.

Ejercicio 4.1.1.4. Prueba que un espacio vectorial normado es hiperbó-
lico si y sólo si tiene dimensión 1.

Ejercicio 4.1.1.5. Prueba que para todo x, y, w,w′ ∈ X se tiene

∣∣(x|y)w − (x|y)w′
∣∣ ≤ d(w, w′).

Ejercicio 4.1.1.6. Prueba que si (X, d) es un espacio métrico geodésico,
entonces (x|y)w = 0 si y sólo si w pertenece a una geodésica uniendo los
puntos x e y.

Ejercicio 4.1.1.7. Prueba que limx→y(x|y)w = d(y, w).

Ejercicio 4.1.1.8. Prueba que para todo x, y, z en el espacio métrico
(X, d) se tiene (x|y)z + (x|z)y = d(y, z).

Ejercicio 4.1.1.9. Prueba que para todo x, x0, y, w en el espacio métrico
geodésico (X, d) con x0 ∈ [x,w] se tiene (x0|y)w ≤ (x|y)w.

Ejercicio 4.1.1.10. Prueba que si f : X → Y es una (a, b)-quasi-
isometŕıa y g : Y → Z es una (c, d)-quasi-isometŕıa, entonces la com-
posición g ◦ f : X → Z también es una quasi-isometŕıa.
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Ejercicio 4.1.1.11. Si f : X → Y es una (a, b)-quasi-isometŕıa ε-
full entre dos espacios métricos, encuentra una (a′, b′)-quasi-isometŕıa
g : Y → X, donde a′, b′ dependen sólo de a, b y ε. A g se le denomina
quasi-inversa de f .

Ejercicio 4.1.1.12. Prueba que D y U son log(1 +
√

2 )-thin.
Indicación: Prueba que basta considerar el triángulo “ideal” en U de

vértices 0, 1,∞ ∈ ∂U.

Ejercicio 4.1.1.13. Prueba que D y U son fine.
Indicación: Dado un triángulo geodésico T en D, considera la bola

(hiperbólica) de mayor radio incluida en T , y recuerda que el teorema
de Gauss-Bonnet garantiza que el área encerrada por T es menor que π.

Ejercicio 4.1.1.14. Prueba la Proposición 4.1.6.

4.2 Demostraciones de algunos de los resulta-
dos básicos

Si X es un espacio hiperbólico, denotaremos por δ∗(X) la mejor cons-
tante de hiperbolicidad de X, es decir,

δ∗(X) := inf
{
δ : X es δ-hiperbólico

}
,

por δ(X) la mejor constante para la condición de Rips de X, es decir,

δ(X) := inf
{
δ : X es δ-thin

}
,

y por δf (X) la mejor constante para la condición fine de X, es decir,

δf (X) := inf
{
δ : X es δ-fine

}
.

Teorema 4.2.1. Sean X,Y espacios métricos y f : X → Y una (1, b)-
quasi-isometŕıa. Entonces,

δ∗(X) ≤ δ∗(Y ) + 3b.

Si además f es ε-full, entonces

δ∗(Y ) ≤ δ∗(X) + 3b + 6ε.
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Demostración. Observemos primeramente que

(f(x)|f(y))f(w) =
1
2

(
dY (f(x), f(w)) + dY (f(y), f(w))− dY (f(x), f(y))

)

≤ 1
2

(
dX(x,w) + b + dX(y, w) + b− dX(x, y) + b

)

= (x|y)w +
3b

2
,

(f(x)|f(y))f(w) =
1
2

(
dY (f(x), f(w)) + dY (f(y), f(w))− dY (f(x), f(y))

)

≥ 1
2

(
dX(x,w)− b + dX(y, w)− b− dX(x, y)− b

)

= (x|y)w − 3b

2
,

para todo x, y, w ∈ X. Por tanto,

(x|y)w − 3b

2
≤ (f(x)|f(y))f(w) ≤ (x|y)w +

3b

2
,

para todo x, y, w ∈ X. Consecuentemente,

(x|z)w ≥ (f(x)|f(z))f(w) −
3b

2

≥ min
{
(f(x)|f(y))f(w), (f(y)|f(z))f(w)

}− δ∗(Y )− 3b

2
≥ min

{
(x|y)w, (y|z)w

}− δ∗(Y )− 3b,

para todo x, y, z, w ∈ X. Entonces δ∗(X) ≤ δ∗(Y ) + 3b.
Si además f es ε-full, entonces dados x′, y′, w′ ∈ Y existen x, y, w ∈ X

con dY (x′, f(x)) ≤ ε, dY (y′, f(y)) ≤ ε y dY (w′, f(w)) ≤ ε.

(x′|y′)w′ =
1
2

(
dY (x′, w′) + dY (y′, w′)− dY (x′, y′)

)

≤ 1
2

(
dY (f(x), f(w)) + 2ε + dY (f(y), f(w)) + 2ε− dY (f(x), f(y)) + 2ε

)

= (f(x)|f(y))f(w) + 3ε ≤ (x|y)w +
3b

2
+ 3ε,

(x′|y′)w′ =
1
2

(
dY (x′, w′) + dY (y′, w′)− dY (x′, y′)

)

≥ 1
2

(
dY (f(x), f(w))− 2ε + dY (f(y), f(w))− 2ε− dY (f(x), f(y))− 2ε

)

= (f(x)|f(y))f(w) − 3ε ≥ (x|y)w − 3b

2
− 3ε,
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para todo x′, y′, w′ ∈ Y . Consecuentemente,

(x|y)w − 3b

2
− 3ε ≤ (x′|y′)w′ ≤ (x|y)w +

3b

2
+ 3ε,

para todo x′, y′, w′ ∈ Y . Entonces

(x′|z′)w′ ≥ (x|z)w − 3b

2
− 3ε ≥ min

{
(x|y)w, (y|z)w

}− δ∗(X)− 3b

2
− 3ε

≥ min
{
(x′|y′)w′ , (y′|z′)w′

}− δ∗(X)− 3b− 6ε,

para todo x′, y′, z′, w′ ∈ Y . Por tanto, δ∗(Y ) ≤ δ∗(X) + 3b + 6ε.

El Teorema 4.2.1 tiene como consecuencia directa que la hiperbo-
licidad también se preserva entre espacios métricos (aunque no sean
geodésicos) por (1, b)-quasi-isometŕıas.

Teorema 4.2.2. Consideremos una (1, b)-quasi-isometŕıa entre espa-
cios métricos f : X −→ Y . Si Y es δ-hiperbólico, entonces X es δ′-
hiperbólico, donde δ′ = δ + 3b. Además, si f es ε-full para algún ε ≥ 0,
entonces X es hiperbólico si y sólo si Y es hiperbólico.

Existen ejemplos que muestran que la conclusión del Teorema 4.2.2
no siempre se verifica si f es una (a, b)-quasi-isometŕıa con a > 1.

Lema 4.2.3. Sean X un espacio métrico geodésico δ-fine, g una geodésica
en X, z ∈ g y z0 ∈ X. Denotemos por w uno de los puntos más cercanos
a z0 en g. Entonces d(z0, w)+d(w, z)−2δ ≤ d(z0, z) ≤ d(z0, w)+d(w, z).

Demostración. La segunda desigualdad d(z0, z) ≤ d(z0, w) + d(w, z) es
una consecuencia directa de la desigualdad triangular.

Para probar la primera desigualdad consideremos [w, z] ⊆ g. Por la
Proposición 4.1.6 sabemos que d(z0, [w, z]) ≤ (w|z)z0 + δ, y entonces

d(z0, w) = d(z0, g) ≤ d(z0, [w, z]) ≤ (w|z)z0 + δ

=
1
2

(
d(z0, w) + d(z0, z)− d(w, z)

)
+ δ .

Consecuentemente, deducimos que d(z0, w)+d(w, z)−2δ ≤ d(z0, z).

Es fácil probar que si h es una curva uniendo dos puntos x, y en un
espacio métrico geodésico con L(h) ≤ d(x, y) + b, entonces h es una
(1, b)-quasigeodésica (ver Ejercicio 4.2.1.1).
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Teorema 4.2.4 (Versión “light” del Teorema de estabilidad geodésica).
Todo espacio métrico geodésico hiperbólico X verifica que si h es una
curva uniendo dos puntos x, y, con L(h) ≤ d(x, y) + b, y g es una
geodésica en X uniendo dichos puntos, entonces dH(g, h) ≤ 4δf (X) + b.

Demostración. Fijemos z0 ∈ h y denotemos por w uno de los puntos más
cercanos a z0 en g. Por hipótesis, se verifica L(h) ≤ L(g)+b = d(x, y)+b.
Además, si h1 es la parte de h que une x con z0 y h2 es la parte de h
que une z0 con y, se tiene que L(h1) ≥ d(x, z0) y L(h2) ≥ d(z0, y).
Consecuentemente, L(h) ≥ d(x, z0) + d(z0, y).

El Lema 4.2.3 permite deducir

d(x, y) ≥ L(h)− b ≥ d(x, z0) + d(z0, y)− b

≥ d(x,w)+d(w, z0)−2δf (X)+d(z0, w)+d(w, y)−2δf (X)−b

≥ d(x, y) + 2d(z0, w)− 4δf (X)− b.

Por tanto, d(z0, g) ≤ d(z0, w) ≤ 2δf (X) + b/2 para todo z0 ∈ h, y
deducimos que h ⊆ V2δf (X)+b/2(g).

Fijemos ahora ε > 0 y elijamos puntos x0 = x, x1, . . . , xk = y en h
con d(xj , xj+1) ≤ ε para j = 0, 1, . . . , k − 1. Denotemos por wj uno
de los puntos más cercanos a xj en g para cada j = 0, 1, . . . , k. El
razonamiento anterior, con z0 = xj nos da d(xj , wj) ≤ 2δf (X) + b/2
para j = 0, 1, . . . , k. Por la desigualdad triangular obtenemos que

d(wj , wj+1) ≤ d(wj , xj) + d(xj , xj+1) + d(xj+1, wj+1)
≤ 2δf (X) + b/2 + ε + 2δf (X) + b/2
= 4δf (X) + b + ε .

Ya que podemos elegir w0 = x0 = x y wk = xk = y, para cada punto
z ∈ g existe un punto wj ∈ g con d(z, wj) ≤ 2δf (X)+b/2+ε/2. Entonces

d(z, h) ≤ d(z, xj) ≤ d(z, wj) + d(wj , xj)
≤ 2δf (X) + b/2 + ε/2 + 2δf (X) + b/2 = 4δf (X) + b + ε/2 .

Entonces, d(z, h) ≤ 4δf (X)+b. Por tanto, g ⊆ V4δf (X)+b(h) y dH(g, h) ≤
4δf (X) + b.

Teorema 4.2.5. Para cada δ, b ≥ 0 y a ≥ 1, existe una constante
K = K(δ, a, b) con la siguiente propiedad:
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Si X es un espacio métrico geodésico δ-hiperbólico y T ⊆ X es un
triángulo de lados (a, b)-quasigeodésicos, entonces T es K-thin. Además,
K = 3δ + 2H(δ, a, b), donde H es la constante del Teorema 4.1.10.

Demostración. Sea T un triángulo de lados (a, b)-quasigeodésicos g1, g2

y g3, y sea γj una geodésica uniendo los extremos de gj para cada j =
1, 2, 3. Denotemos por T ′ el triángulo geodésico de lados γ1, γ2, γ3.

Sea p ∈ T ; sin pérdida de generalidad podemos suponer que p ∈ g1.
El Teorema 4.1.10 nos dice que existe un punto p′ en γ1 con d(p, p′) ≤
H(δ, a, b). Dado que T ′ es un triángulo 3δ-thin por el Teorema 4.1.5,
existe q′ ∈ γ2 ∪ γ3 con d(p′, q′) ≤ δ. Usando de nuevo el Teorema 4.1.10,
sabemos que existe un punto q ∈ g2 ∪ g3 con d(q, q′) ≤ H(δ, a, b).

Por tanto,

d(p, g2 ∪ g3) ≤ d(p, q) ≤ d(p, p′) + d(p′, q′) + d(q′, q)
≤ H(δ, a, b) + 3δ + H(δ, a, b),

y T es (3δ + 2H(δ, a, b))-thin.

Ahora estamos en condiciones de probar el Teorema 4.1.8 usando el
Teorema 4.2.5.

Demostración del Teorema 4.1.8. Sean T un triángulo geodésico en X
de lados g1, g2 y g3, y TY el triángulo de lados (a, b)-quasigeodésicos
f(g1), f(g2) y f(g3) en Y . Por el Teorema 4.2.5, TY es K-thin.

Sean ε > 0 y p ∈ T ; sin pérdida de generalidad podemos suponer que
p ∈ g1. Como TY es K-thin, entonces dY (f(p), f(g2) ∪ f(g3)) ≤ K y
existe un punto q ∈ g2 ∪ g3 con dY (f(p), f(q)) ≤ K + ε.

Por tanto,

dX(p, g2 ∪ g3) ≤ dX(p, q) ≤ adY (f(p), f(q)) + ab ≤ aK + aε + ab,

y dX(p, g2 ∪ g3) ≤ aK + ab. Por tanto, T es (aK + ab)-thin. Como T
es un triángulo arbitrario, se tiene que X es (aK + ab)-thin y, por el
Teorema 4.1.5, es 4(aK + ab)-hiperbólico.

Supongamos además que f es ε-full. Es fácil comprobar que existe
una (a′, b′)-quasi-isometŕıa g : Y −→ X, donde a′, b′ dependen sólo de
a, b y ε. (A g se le denomina quasi-inversa de f .) Entonces basta con
aplicar la primera parte del teorema, ya probada.
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4.2.1 Ejercicios

Ejercicio 4.2.1.1. Prueba que si h es una curva uniendo dos puntos
x, y en un espacio métrico geodésico con L(h) ≤ d(x, y) + b, entonces h
es una (1, b)-quasigeodésica.

Ejercicio 4.2.1.2. Encuentra dos espacios métricos (X, dX), (Y, dY ) y
una (a, b)-quasi-isometŕıa f : X → Y tal que Y es hiperbólico y X no
es hiperbólico. ¿Contradice esto los Teoremas 4.1.8 y 4.2.2?

Ejercicio 4.2.1.3. ¿Es posible mejorar la desigualdad L(h) ≥ d(x, z0)+
d(z0, y) que se usa en la demostración del Teorema 4.2.4?

Ejercicio 4.2.1.4. Mejora la desigualdad dH(g, h) ≤ 4δf (X) + b del
Teorema 4.2.4 en el caso particular de que h también sea una geodésica,
obteniendo dH(g, h) ≤ δ(X).

Ejercicio 4.2.1.5. Consideremos una (1, b)-quasi-isometŕıa entre espa-
cios métricos f : X −→ Y . Si Y es δ-hiperbólico, prueba que entonces
X es (δ + 3b)-hiperbólico.

Ejercicio 4.2.1.6. Consideremos una (1, b)-quasi-isometŕıa ε-full entre
espacios métricos f : X −→ Y . Si X es δ-hiperbólico, prueba que en-
tonces Y es δ′-hiperbólico, y encuentra una expresión expĺıcita para δ′

que sólo dependa de b y ε.

4.3 Frontera de Gromov

Si un espacio es hiperbólico en sentido de Gromov, entonces es posi-
ble definir su frontera de Gromov (generalizando la situación del disco
unidad D, que tiene como frontera natural la circunferencia unidad) de
la siguiente forma.

Definición 4.3.1. Una sucesión {xi} de puntos en un espacio métrico
X se dice que converge a infinito si

lim
i,j→∞

(xi|xj)w = ∞.
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Obsérvese que por (4.1.1) la definición de sucesión convergente a
infinito es independiente del punto base elegido w. Si {xi} converge
a infinito entonces limi→∞ d(xi, w) = ∞. Dos sucesiones {xi}, {yi},
que tienden a infinito, son equivalentes si limi→∞(xi|yi)w = ∞ (puede
demostrarse que esto es una relación de equivalencia en todo espacio
hiperbólico de Gromov). La frontera de X, denotada por ∂X, es el con-
junto de las clases de equivalencia de las sucesiones que convergen a
infinito. Si {xi} pertenece a la clase de equivalencia de ξ ∈ ∂X, en-
tonces escribiremos limi→∞ xi = ξ. Se define la clausura de Gromov de
X como X̂ = X ∪ ∂X.

El producto de Gromov se extiende a la frontera de la siguiente forma:
dados dos puntos en la frontera ξ, η ∈ ∂X

(ξ|η)w := inf lim inf
i→∞

(xi|yi)w ,

donde el ı́nfimo se toma sobre todas las sucesiones {xi}, {yi} ∈ X tales
que limi→∞ xi = ξ y limi→∞ yi = η. Si ξ ∈ ∂X e y ∈ X, entonces
definimos (ξ|y)w := inf lim infi→∞(xi|y)w , donde el ı́nfimo se toma sobre
todas las sucesiones {xi} ∈ X, tal que limi→∞ xi = ξ.

Además, se puede comprobar que se sigue verificando la desigualdad

(ξ|η)w ≥ min
{
(ξ|ζ)w, (ζ|η)w

}− δ , (4.3.1)

para todo ξ, η, ζ ∈ X̂ y para todo punto base w ∈ X.

Definición 4.3.2. Un rayo geodésico en un espacio X es la imagen
isométrica de la semirrecta [0,∞). Se dice que dos rayos geodésicos son
equivalentes si su distancia de Hausdorff es finita.

Definición 4.3.3. Un espacio métrico (X, d) es propio si toda bola cer-
rada en X es compacta.

Si el espacio métrico X es geodésico y propio, puede definirse su fron-
tera geodésica, que denotaremos por X(∞), como las clases de equi-
valencia de los rayos geodésicos en X comenzando en un punto base w.
Por tanto, si a ∈ X(∞) entonces existe un rayo geodésico a(t) que lo
representa, y escribiremos limt→∞ a(t) = a.

Si X es un espacio geodésico y propio, ambas fronteras, ∂X y X(∞),
son equivalentes:



Teoŕıa geométrica de funciones 141

Proposición 4.3.4 (Proposition 4, p.120, [GH]). Dado un espacio mé-
trico geodésico propio X, existe una biyección natural entre ∂X y X(∞).

Pueden definirse una métrica de Gromov en la frontera y una topoloǵıa
natural en X̂ = X ∪ ∂X, que coincide en X con su topoloǵıa original, y
que tiene interesantes propiedades.

La frontera de Gromov tiene la propiedad de functorialidad, es de-
cir, que las isometŕıas (e incluso las quasi-isometŕıas) pueden extenderse
como un homeomorfismo a la frontera (e incluso un homeomorfismo
bi-Hölder con respecto a la métrica de Gromov en la frontera). Esto
ha permitido conseguir resultados muy sorprendentes como, por ejem-
plo, la clasificación de las isometŕıas de tales espacios: al igual que
las isometŕıas del disco unidad con su métrica de Poincaré (es decir,
las transformaciones de Möbius que preservan el disco) se clasifican en
eĺıpticas, hiperbólicas y parabólicas (según sean sus puntos fijos), en
cualquier espacio geodésico hiperbólico propio se obtiene una clasifi-
cación semejante (ver [GH, Caṕıtulo 8.2]). Además, estas isometŕıas
eĺıpticas, hiperbólicas y parabólicas tienen propiedades muy similares a
las isometŕıas del mismo tipo en el disco unidad. Esto resulta especial-
mente sorprendente si recordamos que en el estudio de las isometŕıas del
disco juega un papel muy destacado el hecho de que las isometŕıas son
funciones holomorfas. Esta clasificación de las isometŕıas resulta crucial
en las pruebas de los teoremas que aparecen en [MRT] y [P].

Otro espectacular éxito de la teoŕıa de espacios hiperbólicos ha sido la
mejora del teorema de Charles Fefferman (matemático galardonado con
la Medalla Fields). Es bien conocido que las aplicaciones conformes (o lo
que es lo mismo, biholomorfas, es decir, funciones holomorfas inyectivas
tales que sus inversas también son holomorfas) entre dominios simple-
mente conexos con frontera regular en el plano complejo pueden exten-
derse de forma continua a la frontera, de forma que se obtiene un homeo-
morfismo entre las clausuras de dichos dominios. Si nos planteamos tra-
bajar en Cn en lugar de en C, el problema es mucho más dif́ıcil, pero
Fefferman (muchos años después de conocerse el resultado en C) de-
mostró en [Fe], con una prueba muy complicada, que las aplicaciones
biholomorfas entre dominios acotados estrictamente pseudoconvexos en
Cn con frontera suave también se extienden como un homeomorfismo a
la frontera.
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Consideremos el caso de la métrica de Kobayashi en uno de tales do-
minios; Balogh y Bonk han demostrado en [BB] que dichos dominios con
esta métrica son hiperbólicos en sentido de Gromov, y que su frontera
de Gromov es homeomorfa a su frontera topológica. Como una apli-
cación de la functorialidad de la frontera de Gromov, obtienen “gratis”
que las aplicaciones biholomorfas (que siempre son isometŕıas para la
métrica de Kobayashi, por el Corolario 2.9.2) se extienden a la frontera
como homeomorfismos (de hecho, como homeomorfismos bi-Lipschitz
con respecto a la métrica de Carnot-Carathéodory en la frontera). Pero
esta misma prueba también funciona para clases de aplicaciones mucho
más generales que las aplicaciones biholomorfas, como son las quasi-
isometŕıas para la métrica de Kobayashi, mejorando aśı el teorema de
Charles Fefferman.

En aplicaciones a diversas áreas de las matemáticas, puede demostrarse
que la frontera de Gromov (bajo condiciones apropiadas) coincide con
otras fronteras naturales, como la eucĺıdea, la eucĺıdea interior, o la
frontera de Martin, y por tanto podemos obtener una gran variedad de
resultados de extensión a la frontera similares a los anteriores.

4.3.1 Ejercicios

Ejercicio 4.3.1.1. Prueba que la definición de sucesión convergente a
infinito (Definición 4.3.1) es independiente del punto base w elegido.

Ejercicio 4.3.1.2. Prueba que si la sucesión {xi} converge a infinito
entonces limi→∞ d(xi, w) = ∞.

Ejercicio 4.3.1.3. Si X es un espacio hiperbólico de Gromov, prueba
que la relación R entre sucesiones {xi}, {yi}, que tienden a infinito,
definida como {xi}R{yi} si limi→∞(xi|yi)w = ∞, es una relación de
equivalencia.

Ejercicio 4.3.1.4. Encuentra una cota para
∣∣(ξ|η)w − (ξ|η)w′

∣∣

en términos de d(w, w′), para ξ, η ∈ ∂X.
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Ejercicio 4.3.1.5. Encuentra una cota para
∣∣(ξ|y)w − (ξ|y)w′

∣∣

en términos de d(w, w′), para ξ ∈ ∂X e y ∈ X.

Ejercicio 4.3.1.6. Prueba que si X es un espacio hiperbólico, se sigue
verificando la desigualdad

(ξ|η)w ≥ min
{
(ξ|ζ)w, (ζ|η)w

}− δ ,

para todo ξ, η, ζ ∈ X̂ y para todo punto base w ∈ X.

Ejercicio 4.3.1.7. Si (X, d) es un espacio métrico propio, prueba que
un conjunto es compacto si y sólo si es cerrado y acotado.

Ejercicio 4.3.1.8. Halla la frontera de Gromov R2(∞) de R2.

Ejercicio 4.3.1.9. Halla las fronteras de Gromov D(∞) y D̂ de D, y
comprueba que coinciden.
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gunda reimpresión. Ediciones de la Universidad Autónoma
de Madrid, Volumen 64, 2010.
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