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Prefacio

Tratar de entender y dar cuenta de cémo cambia el conocimiento es
una tarea muy antigua. Data al menos desde los griegos, s. IV a.c. { Co-
mo revisar una teoria a la luz de una nueva informaciéon?, ;cémo fu-
sionar diferentes informaciones cuando ellas son contradictorias?, ;cémo
son nuestros razonamientos cuando llegamos a una conclusiéon?, jcémo
explicamos las observaciones? son unas de las preguntas fundamentales
a las que se quiere responder en esta area. Justamente, en los tltimos
25 anos se han hecho algunos avances y propuesto nuevos modelos del
cambio del conocimiento y de los razonamientos no mondétonos usando
técnicas de la Logica Matematica.

Este libro se concentrard en hacer un recuento de esa historia reciente
de la dindmica del conocimiento. Tomaremos como punto de partida el
ano 1985, en el cual fue publicado el trabajo pionero de Alchourrén,
Gardenfors y Makinson: On the logic of theory change: partial meet con-
traction and revision functions (The Journal of Symbolic Logic, 50 (1985)
510-530).

Otro trabajo pionero y bastante acabado concerniendo los razonamien-
tos del sentido comin es el de Kraus, Lehmann y Magidor: Nonmono-
tonic reasoning, preferential models and cumulative logics Artificial In-
telligence, 44 (1990) 167-207.

Dos extensiones de esos trabajos surgen de manera natural. La primera
es entender la logica de la fusiéon del conocimiento y la segunda la logica
de las explicaciones. Exprondremos los principales resultados de estos
dos tltimos temas.

Organizamos este libro en cuatro capitulos. El primero lo dedicamos
esencialmente al estudio de la revision del conocimiento, al marco de
Alchourrén, Gardenfors y Makinson. El segundo capitulo lo dedicamos
al estudio de la fusién del conocimiento. El tercer capitulo sera dedicado
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al estudio de la logica del razonamiento del sentido comun. El cuarto
sera dedicado al estudio de la légica de los razonamientos explicatorios.

Queremos agradecer a la Dra. Arelis Diaz por los comentarios y ob-
servaciones que hiciera sobre una primera version de los tltimos dos
capitulos del libro. También agradecemos al Profesor José Luis Chacén
y a los licenciados Amilcar Mata y Mattia Medina por las discusiones
sobre las pruebas de los dos primeros capitulos.
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Capitulo 1

Operadores de cambio de
conocimiento

Uno de los problemas maés viejos en la historia de la humanidad, de los
que se tiene una traza escrita, es entender como conocemos. Ya los fil6so-
fos presocraticos se lo preguntaban. Ese viejo problema no sélo esta lejos
de estar resuelto sino que atn es de gran actualidad. Principalmente son
dos las disciplinas que abordan ese problema. La Filosofia, por supuesto,
en particular el area de la Epistemologia y la Psicologia, en particular la
Psicologia Cognitiva.

Modelos mas precisos se han tornado necesarios para tratar de emu-
lar los procesos del conocimiento, especialmente en robots. Entonces, a
las disciplinas ya mencionadas se les ha anadido las Ciencias de la Com-
putacioén, en particular el area de la Inteligencia Artificial y la Matemati-
ca, a través de la Logica Matemética.

En los dltimos 25 anos se han utilizado técnicas provenientes de la
Logica Matemética, para representar més precisamente al conocimiento
y su cambio. Mas precisamente, como cambiar una teoria a la luz de una
evidencia que la contradice o como retirar una informacién de manera
que efectivamente no se pueda inferir la informacién en cuestion. Estos
procesos reciben el nombre de revision y de contraccion en la literatura,
en particular en el articulo pionero de Alchourrén, Gérdenfors y Makin-
son [1]. Este articulo da pie a lo que hoy es conocido como el marco
AGM (las iniciales de los tres autores) y que nosotros expondremos en
este capitulo.



2 Ramon Pino Pérez y Carlos Uzcategui Aylwin

Se quiere modelizar el proceso de cambiar un estado de conocimiento
(un estado epistémico) a la luz de una informacién que es méas prior-
itaria (la nueva informacion) y obtener un nuevo estado epistémico. Si
llamamos K al estado epistémico suceptible de ser cambiado por la infor-
macién «, podemos llamar K ® « al nuevo estado epistémico. De modo
més general, si € es el conjunto de los estados epistémicos e Z es el con-
junto de las informaciones, pensaremos que un tipo de cambio ® esta
representado por una funcién

Q:EXT —E

Como es usual usaremos la notacion infija K ® « en vez de (K, «v).
En el modelo AGM, un estado epistémico corresponde a una teoria de
la Logica Proposicional, esto es un conjunto de enunciados (féormulas) el
cual es cerrado bajo consecuencia logica. Las informaciones son féormulas
de la Logica Proposicional.
En este marco pueden ocurrir tres situaciones epistémicas para un
estado K con respecto a una informacion a:

1. @ € K. En ese caso decimos que el estado acepta a .
2. - € K. En ese caso decimos que el estado rechaza a a.

3. a € Ky ~a¢ K. En ese caso decimos que el estado K es indifer-
ente sobre a.

Cuando queremos pasar de un estado epistémico, a un nuevo estado
epistémico que acepte a la informaciéon «, tendremos un tipo de cam-
bio que describiremos como la expansiéon y que consiste simplemente en
anadir la informaciéon como veremos més adelante.

Cuando el estado epistémico rechaza a la informacién a y queremos
pasar a un estado epistémico que acepte a « tenemos una situaciéon de
cambio que tipificaremos como la revision.

Cuando el estado epistémico acepta la informaciéon « y queremos pasar
a un estado epistémico que no acepte a « tenemos una situaciéon de
cambio que tipificaremos como la contraccion.

En estas operaciones de cambio se trata de obedecer a dos grandes
principios:

» El principio de ézito (o logro del propdésito) agregar o quitar la
informacién como seré el caso en la revisién o en la contraccion.
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» El principio de cambio minimal. Intuitivamente se debe cambiar lo
menos posible el viejo estado epistémico.

Otro principio importante, en el caso de la revision es el principio de
la no contradiccion: se quiere que el estado epistémico que se obtiene sea
coherente desde el punto de vista 16gico, es decir una teoria no contra-
dictoria.

En las proximas secciones veremos con mas detalle los postulados que
caracterizan estas operaciones de cambio.

1.1. Expansién

Los postulados que caracterizan al operador! de expansion + : £ x
7 — & son los siguientes:

(K4+1) K + «a es una teoria

(K+2) aeK+a Exito
(K+3) KCK+a Permanencia
(K+4) aeK = K+a=K Minimalidad
(K+5) KCK = K+4+aCK+a Monotonia

(K+46) K + « es la menor teoria que verifica (K+1)-(K+5)Clausura

El primer postulado dice que el operador esta bien definido. El segundo
postulado asegura que efectivamente el nuevo estado epistémico contiene
la nueva informacion. El tercer postulado nos dice que no hay pérdida
de informacion, es decir toda la informacion del viejo estado epistémico
se encuentra también en el nuevo estado epistémico. El cuarto postulado
nos dice que en caso de que la nueva informacién ya esté en el estado
epistémico el resultado de la expansion estara contenido el viejo estado
epistémico. De hecho el tercero y el cuarto postulados juntos no dicen
que en caso de el viejo estado epistémico acepte ya la informacién en-
tonces la expansién no cambia al estado epistémico. El quinto postulado
que el operador es monoétono en la primera componente con respecto a la
inclusion, es decir si un estado epistémico esta contenido en otro cuan-
do se expanden por la misma férmula, los nuevos estados epistémicos
mantienen la misma relaciéon de inclusiéon. Finalmente el sexto postulado

'Mas adelante veremos que solamente hay un operador que los satisface
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impone una condicién de cambio minimal. Este altimo postulado es fun-
damental para obtener la unicidad del operador como esté establecido
en el siguiente teorema.

Teorema 1.1.1 Un operador + es de expansion, es decir satisface (K +
1) — (K +6) si y sdlo si para cualquier teoria K y cualquier formula o
se tiene K + o = Cn(K U {a}).

Demostracion: Es un simple chequeo ver que el operador + definido
por K + a = Cn(K U{a}) satisface los postulados K+1 a K+5 ademas
es la menor teoria que contiene a « (obligatorio por K+2) y que contiene
a K (lo cual es obligatorio por K+3). -

Note que no siempre K + « es una teorfa consistente. Cuando K y «
no comparten modelos se tiene que K 4 « es una teoria contradictoria,
es decir todas las formulas del lenguaje.

Ejercicio 1.1.2 Defina dos operadores diferentes de la expansion que
satisfagan K+1 a K+5.

1.2. Revision

Para paliar al problema de la incorporaciéon de una informacién que
estd en conflicto con el viejo estado epistémico, la cual, como ya hemos
visto, produce una teoria contradictoria cuando se usa la expansion. Se
introducen otros operadores de cambio que van a obedecer al principio de
no contradiccién ademés de los principios de éxito y de cambio minimal.

Definiremos un operador de revision * : £ xZ — £ como una funcién
que satisface los siguientes postulados:

(K*1) K *« es una teoria

(K«2) ae€ Kx*xa Exito
(K«3) KxaCK+a Acotamiento
(K«4) -a¢dK = K+alKxa Minimalidad
(K*5) « consistente = K * « consistente Consistencia

(K«6) a=p3 = K=xa=K *(3 Independencia de la sintaxis
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K *« si—feKx(aVp)
(K«T) Kx(aVp)= Kxf si ma € K *(aVf)

(Kxa)N (K «8) en los otros casos

Tricotomia

Como en el caso de la expansion el primer postulado nos dice simple-
mente que la funciéon esta bien definida. El segundo es el postulado de
éxito, el cual garantiza que la nueva informacién ha sido incorporada.
El tercer postulado nos impone un limite sobre la teoria resultante. Ella
debe ser una teoria incluida en la expansion. El cuarto postulado dice
que en caso en que la nueva informacién no esta en conflicto con el estado
epistémico, es decir que ella no sea rechazada, el resultado de la revisiéon
debe contener a la expansion. Asi, el tercero y el cuarto junto nos di-
cen que cuando no hay conflicto la expansion y al revisiéon coinciden.
El quinto postulado es el postulado que obedece al principio de la no
contradicciéon. El nuevo resultado no serd contradictorio a menos que la
informacién nueva sea inconsistente. El sexto postulado nos dice que el
resultado es independiente de la la syntaxis en el sentido de que dos for-
mulas l6gimente equivalentes produciran el mismo resultado. El dltimo
postulado concierne el comportamiento del operador ante informaciones
disyuntivas. El resultado de revisar por una disyuncion sera el resultado
de revisar por una de ellas o bien la teorfa que resulta de intersectar
las teorias que resultan de revisar por cada férmula de la disyuncion.
Los postulados de acotamiento, minimalidad y tricitomia tratan de dar
cuenta del principio de cambio minimal.

LLamaremos a los postulados Kx1 a Kx6 los postulados bésicos de la
revision.

El postulado de tricotomia tiene una formulacién equivalente y es como
usualmente se presenta a los postulados de la revision. A nosotros nos
parece mas natural el postulado de tricotomia.

Proposicion 1.2.1 Bajo los postulados bdsicos, el postulado KxT es
equivalente a los dos postulados siguientes:

(K«7) Kx(anp)C(K*xa)+p
(K«8) —-0¢Kxa = (Kxa)+pCKx(aAp)
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Para probar la proposicién primero demostraremos dos lemas.

Lema 1.2.2 Bajo los postulados bdsicos el postulado Kx7 es equivalente
a
(K*xa)N (K x*B) C Kx*(aVp) (%)

Demostracion: Por Kx7 tenemos K xa C K * (aV ) + « y también
K+xBCKx*(aVp)+8 Luego (K*xa)N(KxB) C(Kx(aVp)+a)n
(K % (aV B) 4+ ). Ahora bien, es facil ver (ejercicio) que

(Kx(aVp)+a)N(K*x(aVp)+B8)=K=x(aVp)+ (aVp)

Pero, por K2, a'\V 3 pertenece a K x(aV f3), luego K *(aV )+ (aV3) =
K * (aV f3). Concluimos entonces que (K xa) N (K % 5) C K * (aV f3).
Reciprocamente supongamos que se cumple (x). Note a = (A SB) V (A
—/3). Entonces por (%), se tiene

[Kx(aAB)]N[Kx*(aA-8)]CKx*a
Por la monotonia de la expansion se tiene

(K (anB)NK «(@AN=p))+B8C (K*xa)+f

Pero el miembro de la izquierda es exactamente (ejercicio) K * (a A f3).
Asi, tenemos
Kx(aAp)C(Kxa)+p

es decir Kx7. 1

Lema 1.2.3 Bajo los postulados bdsicos el postulado Kx8 es equivalente
a

SE€Kx*x(aVp)=Kx(aVp) CKxf (%)
Demostracion: Asumamos Kx8 y supongamos que =5 € K  (aV f3).
Entonces (K % (aV 3))+ 8 C K = 5. En particular, K x (aV 3) C K % (3.

Reciprocamente, suponga que se cumple (xx). Queremos ver que Kx8 se
cumple. Supongamos que -5 ¢ K * a. Entonces, K * a es consistente
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con a A . Pero a = (a A B) V (e A—=f). Luego K * (e A ) V (a A=)
es consistente con o A 8. Por (xx), se tiene

K+ ((aAB)V(aA=B)) C K x(anp)
Por monotonia de la expansion se tiene

(K * ((aAB)V(aA=B))+ B C (K *(anp)+p

es decir, (K *xa)+ 3 C K x (aApB). I
Ahora estamos listos para probar la proposicion 1.2.1.

Demostraciéon de de la Proposicién 1.2.1:  Supongamos la trico-
tomia. Para verificar K*7, por el lema 1.2.2, basta verificar (x). Pero ()
se deduce inmediatamente de la propiedad de tricotomia.

Para verificar K*8, por el lema 1.2.3, basta verificar (xx). Supongamos
que =8 ¢ K % (o V ). Entonces por la tricotomia la dos respuestas
posibles para K x (aV ) son K 3 o bien (K x«a)N (K %) y claramente
en cualquier caso se tiene K * (a V ) C K * f3.

Ahora supongamos que K*7 y K*8 se cumplen. Verifiquemos que la tri-
cotomia se cumple. Si « o 8 son contradictorias el resultado es trivial.
Asi que podemos suponer que ambas férmulas son consistentes. Supong-
amos que =« € K x (a V ). Necesariamente 8 € K * (o V 3) y por el
lema 1.2.3 K * (aV ) C K * 3.

Por otra parte, por el lema 1.2.2; tenemos (K xa)N(K x3) C K*(aV ).
Esto significa que mod(K * (aV )) C mod(K * «) Umod(K x [3). Pero
por la hypotesis de que —a € K * (a V ), no hay modelos de a en
K % (aV ). en particular, mod(K * (aV 8)) Nmod(K x a) = 0 y por lo
tanto mod(K * (a V B)) € mod(K * 3), es decir K x 8 C K % (aV 3) lo
que con la inclusion inversa ya establecida nos da K * (o V §) = K * 3.

Una prueba analoga muestra que si =3 € Kx(aV[) entonces K*(aVf) =
K xa.

Finalmente queda por ver que si oy 3 son consistentes con K * (a V f3),
necesariamente K * (aV ) = (K x ) N (K x 3). Por las hipotesis, apli-
cando (x*), tenemos K x (aV ) C Kxay K x(aV ) C Kx* [ de
donde se deduc K * (aV ) C (K *a) N (K * 3). Ahora bien, por (%) se
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tiene (K xa) N (K xf) C K x(aV ). De donde se desprende la igualdad
deseada. i

Cabe preguntarse si existen tales operadores y si en caso de existir
son Unicos. En realidad demostraremos un teorema de representacién en
la seccién 1.5 que garantiza la existencia de estos operadores. El mismo
teorema nos mostrara que no son tnicos. Pero el lector ya puede verificar
como ejercicio que el siguiente operador es de revision.

Definicion 1.2.4 Defina el operador drdstico xp de la manera siguiente

K+« st g K
Kxpa=
Cn(a) st~ e K

Ejercicio 1.2.5 Demuestre que xp es un operador de revision.

1.3. Contraccion

Ahora queremos caracterizar los operadores que quitan informaciones.
Los principios directores siguen siendo los de éxito y de cambio minimal.
Por supuesto el principio de no contradicciéon continuara siendo valido
pero veremos que en este contexto es muy natural.

Definiremos un operador de contraccion — : &€ x T — £ como una
funcién que satisface los siguientes postulados:

(K-1) K-« es una teoria

(K-2) K-aCK Acotamiento
(K=3) a¢K = K-a=K Economia
(K-4) HFa = a¢K-«a Exito
(K-5) KC(K-a)+a Restablecimiento
(K-6) a=p = K-a=K-p Independencia de la sintaxis
K-« sifeK-(aNp)
(K=T) K-(anp)= K-p sia € K=(aApB)

(K~a)N (K=pB) en los otros casos
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Tricotomia

Como en el caso de la expansion y de la revisién el primer postulado
nos dice simplemente que el operador esté bien definido. El segundo es
un postulado de acotamiento el resultado no puede salirse de la teoria
inicial. El tercero nos dice que no hay nada que hacer cuando la inorma-
cién que quiere subtraerse no esta en la teorfa. El cuarto postulado es el
postulado de éxito, el cual garantiza que de no ser una tautologia la in-
formacion seré efectivamente sacada de la teoria. El quinto postulado nos
dice que podemos recuperar la teoria si luego de una contracciéon por una
informacién expandemos por la misma informacién. El sexto postulado
nos dice que el resultado es independiente de la la syntaxis en el sentido
de que dos féormulas l6gimente equivalentes produciran el mismo resulta-
do. El tltimo postulado concierne el comportamiento del operador ante
informaciones conjuntivas. El resultado de contraer por una conjuncién
sera el resultado de contraer por una de ellas o bien la teoria que resulta
de intersectar las teorias que resultan de contraer por cada férmula de la
conjuncién. Los postulados de acotamiento, economia, restablecimiento
y tricotomia tratan de dar cuenta del principio de cambio minimal.

LLamaremos a los postulados K—1 a K6 los postulados basicos de
la contraccion.

El postulado de tricotomia tiene también una formulacién equivalente
la cual en conjuncién con los postulados béasicos es como usualmente se
presenta a los postulados de la contraccién. A nosotros nos parece mas
natural el postulado de tricotomia.

Proposiciéon 1.3.1 Bajo los postulados bdsicos de contraccion, el pos-
tulado K= T es equivalente a los dos postulados siguientes:

(K=7) (K-a)N(K=-pB)C K-(aAp)
(K=8) a¢ K-(anp) = K-(aANpB)CK-a

La prueba es similar a la de la proposicién 1.2.1 y la dejamos como
ejercicio.

Para los efectos de las secciones siguientes podemos pensar que la
definicién de operador de contraccién es una funcién que satisface los
postulados K=1 a K=8.
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1.4. Identidades de Levi y Harper

En esta seccién veremos que hay relaciones muy estrechas entre los
operadores de revision y loa operadores de contraccién Sea — un oper-
ador de cambio. Defina un nuevo operador *_- de la siguiente manera:

K. a=(K--a)+« Identidad de Levi
Teorema 1.4.1 Si = es un operador de contraccion entonces el operador
x_- . definido por la identidad de Levi, es un operador de revision.

Sea * un operador de cambio. Defina un nuevo operador —, de la si-
guiente manera:

K-a=(K*-a)NK Identidad de Harper

Teorema 1.4.2 Si x es un operador de revision entonces el operador
—4, definido por la identidad de Harper, es un operador de contraccion.

En realidad tenemos una dualidad maéas fuerte. Ella es establecida en
el siguiente teorema:

Teorema 1.4.3 Sean * es un operador de revision y — un operador de
contraccion. Entonces se cumple:

En particular todo operador de revision proviene de uno de contraccion
por la identidad de Levi y todo operador de contraccion proviene de uno
de revision por la identidad de Harper.

Las pruebas de los teoremas de esta seccién son dejadas como ejercicio.
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1.5. Representacion en el caso finito

En esta seccion asumiremos que el lenguaje es finito, es decir que el
nimero de varables proposicionales sobre el cual se construyen las for-
mulas es finito.

Cuando el lenguaje proposicional es finito para cada interpretacién w
hay una féormula ¢, que tiene como tnico modelo a w. Asi, uno puede
identificar una teoria K con una férmula @i que la codifica en el sentido
siguiente:

Cn(pk) =K

Esto se debe a que el conjunto de modelos de K es finito, digamos
mod(K) = {wi,...,wy} entonces podemos definir ¢ = \/7 @y,

Vamos a definir operadores circ que van a capturar la idea de revisiéon
de formulas por férmulas y cuyo resultado serda una féormula, es decir o
es una funciéon del siguiente tipo:

o: FxF —F

Como es usual, usaremos la notation infija ¢ o v en vez de o(yp, a).
Diremos que un tal operador es de revision KM [23] si y solamente si
satisface los siguientes postulados:

(Rol) poat «a Exito
(Ro2) ¢ A« consistente = poa =9 A« Economia
(Ro3) « consistente = ¢ o a consistente Consistencia
(Rod) p1=p2ya =as = 1001 = pg0as Independencia
(Ro5) (poa)ANBEwo(anp) Relacional-uno

(Ro6) (poa)Ap consistente = po(aAB) F (poa)ABRelacional-dos

En el caso finito, la definicién de revision KM es equivalente a la de
AGM. Maés precisamente si o es un operador de revision , podemos definir
un operador AGM, %, de la manera siguiente:

Definicién 1.5.1
K %, oo = Cn(pk o @)

donde Vi es una formula tal que Cn(px) = K.
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Reciprocamente si * es un operador AGM, podemos definir un oper-
ador KM, o, de la siguiente manera:

Definicion 1.5.2

po,a=0 ssi Cn(f) =Cn(p)*a

Note que la féormula 6 puede ser escogida como la disyuncién de las
formulas completas cuyo unico modelo es un modelo de Cn(yp) * a.

Las proposiciones siguientes establecen de manera precisa nuestras
afirmaciones.

Proposicion 1.5.3 Si o satisface (Rol) hasta (Ro6) entonces el oper-
ador *o definido anteriormente es una funcion %, : T X F — T que
satisface (K*1)-(K*8), es decir es un operador AGM.

Proposicion 1.5.4 Si x satisface (K*1)-(K*8) entonces o, como se
definié antes, es una funcion o, : F X F — F que satisface (Rol)-
(Ro6), es decir es un operador de revision KM.

Demostracién de la Proposicion 1.5.3: En esta demostracion
tomaremos ¢ tal que Cn(pk) = K.

El postulado (K*1) se deduce directamente de la definicion de ..

Verifiquemos el postulado (K*2), es decir a € K *, . Tenemos por (Rol)
que a € Cn(px o ) y nuevamente la definicién nos da el resultado.

Verifiquemos (K*3), es decir K * @« € K + «a. Por (Ro2) tenemos que
v oa € Cn(pr A a), luego Cn(pr o ) € Cn(pr A a), bastaria ver
entonces que Cn(pg A a) = K + « para satisfacer (K*3). Sabemos que
mod(Cn(px Na)) = VoK AN
od(px) Nmod(«)
Cn(ex)) Nmod(a)
Cn(ex)U{a})
Cn(Cn(ek) U{a}))
C (K U{a}))

3

mod(
mod(
mod(
= mod(
mod(
mod(
mod(

N
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por lo tanto, Cn(px N o) = K + «a lo que completa la prueba de (K*3).

Verifiquemos (K*4). Supongamos que —a ¢ K. Queremos ver que K +
a C K %, a. De la hipétesis —a ¢ K, se deduce facilmente que ¢x A «
es consistente. Entonces, por (Ro2), Cn(¢x A o) C Cn(pk o a), pero
por lo hecho anteriormente sabemos que Cn(px A a) = K + « luego
K+ aCCn((gx oa)) = K *, a, como queriamos.

Verifiquemos (K*5). Supongamos K.« es inconsistente, es decir Cn(¢xo
a) es inconsistente. Entonces px o « es inconsistente y, por (Ro3), a es
inconsistente.

Para (K*6) consideremos « y § formulas equivalentes, queremos ver que
Kx,ao = Kxo3. Por (Ro4) tenemos que pgoa = prof3, asi Cn(proa) =
Cn(pg o ) como queriamos.

Para ver que (K*7) se verifica debemos probar que Cn(¢x o (a A ) C
Cn(pgoa)+. Usando (Rob) tenemos que Cn((pxgo(anB)) C Cn((pko
a) A (). Entonces bastaria ver que Cn((px o) A B) = Cn(pi o a) + .
Sabemos que

mod(Cn((¢x oca) AB)) = mod((¢x oa)Ap)
= mod(px o a) Nmod(B)
= mod(Cn(pxk o a)) Nmod(B)
= mod(Cn(pk o a) U{B})
= mod(Cn(Cn(pk o ) U{B}))
= mod(Cn(px o a) + )

luego Cn((pk o a) A B) = K %, a + 3, como queriamos.

Finalmente verifiquemos (K*8). Para esto, supongamos que K *, « es
consistente con 3, y veamos que (K *, a) + 8 C K *, (o A 3). Nuestra
hipotesis y (Ro6) nos dicen que Cn((¢x o a) A B) C Cn(pk o (a A B3)),
pero por lo visto anteriormente, Cn((¢x o a) A B) = K *, a + 3, hecho
que concluye la prueba. i

Demostracion de la Proposicion 1.5.4:  Recordemos la definicién
de o,:
po,a=0 ssi Cn(f)=Cn(p)*a

donde 6 es una formula en el conjunto {y: Cn(y) = Cn(y) * a}. Asi, o,
es una funcién con el dominio y codominio deseados.
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Comencemos probando (Rol). Queremos ver que 6 = « sabiendo que 6
satisface Cn(6) = Cn(p) * a. Gracias a (K*1) se tiene a € Cn(y) *x a, lo
que claramente implica que 6 F «.

Ahora verifiquemos (Ro2). Supongamos ¢ A a consistente. Queremos ver
que po,a = pAq, es decir que si 6 satisface Cn(0) = Cn(p)*a entonces
0 = ¢ A a. Por hipotesis, Cn(yp) es consistente con «, luego, por (K*3) y
(K*4), tenemos Cn(p) * a = Cn(p) + a. Asi, Cn(0) = Cn(p) + a. Pero
es facil ver que Cn(¢) + a = Cn(p A o). Por consiguiente, 0 = ¢ A a.

Verifiquemos (Ro3). Supongamos « consistente. Mostremos que cualquier
0 que satisface Cn(f) = Cn(p) * «, es necesariamente consistente. En
efecto, como « es consistente, por (K*5), Cn(p) * « es consistente y por
lo tanto # es también consistente.

Verifiquemos (Ro4). Supongamos que ¢1 = @a y a1 = . Queremos ver
que para cualquier 6; tal que Cn(6;) = Cn(p;)*a;, para i = 1,2, se tiene
01 = 0. De la hipotesis p; = @2 se obtiene Cn(y1) = Cn(ypsz). Asi, por
(K*6) y la hipotesis a; = ag, tenemos Cn(p1) * a1 = Cn(ps) * ag. De
donde es immediato que 01 = 6,.

Verifiquemos (Ro5). Sean 6 y p tales que Cn(f) = Cn(p)*xa y Cn(p) =
Cn(p) * (o A ). Queremos ver que 6 A 5 = p. Por (K*7) sabemos que
Cn(e)*(aNB) C (Cn(p)*a)+ . Pero es facil ver que (Cn(p)*a)+ S =
Cn(0 A B). Por lo tanto, 6 A 5+ p.

Verifiquemos (Ro6). Sean 6 y p tales que Cn(f) = Cn(p)*xa y Cn(p) =
Cn(p) * (a A ). Suponga que 0 A 3 es consistente. Queremos ver que
pFEOAB. Como 0 A S es consistente, Cn(f A ) también es consistente,
es decir (Cn(p)*a)+ 3 es consistente. Asi, por (K*8), (Cn(p)*a)+ 8 C
Cn(p) * (a A ). Lo que se traduce como Cn (8 A §) C Cn(p), de donde
se deduce p = 0 A 3. i

Observacion 1.5.5 FEs fdcil ver que si tenemos dos operadores, % : T X
F — T yo:FxF — F entonces usando las definiciones 1.5.1 y
1.5.2 se tiene:

1. % = x,

2. 0= 0,,



Dinamica del conocimiento 15

De las proposiciones 1.5.3, 1.5.4 y la observacién anterior obtenemos
directamente el siguiente corolario:

Corolario 1.5.6 Sean * : T x F — T yo: F x F — F dos opera-
dores. Entonces se cumplen:

1. x es un operador de revision AGM ssi o, es un operador de revision
KM.

2. o es un operador de revision KM ssi x, es un operador de revision

AGM.

Con esta nueva reformulacion, Katsuno y Mendelzon [23] mostraron
un teorema de representacion para los operadores de revision.

Definicion 1.5.7 Consideremos una funcion que asigna a cada formu-
la proposicional ¢ un preorden total? <y sobre W. Decimos que esta
asignacion es fiel si y sélo si

1. Siwy =1, entonces wy <y wo para cualquier wy
2. Siwi E Y ywFp, entonces wy <y wa; Yy
3. 81 = ha, entonces <y, =<y, .

Aqui, wi <y wo estd definido como wy <y wa Y wo Ly Wi; Wi =y wo estd
definido como wy <y wo Y wa <y w1

El siguiente teorema es uno de los resultados tipicos conocidos como
teoremas de representacion:

Teorema 1.5.8 (Katsuno-Mendelzon [23]) Un operador de revision
o satisface los postulados (Rol)-(Ro6) si y sdlo si existe una asignacion

fiel que envia cada formula +p a un preorden total <, tal que

mod(1) o o) = min(mod(a), <)

2Un preorden total es una relacion total y transitiva.
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Demostraciéon: Sdlo si:

Supongamos que existe un operador o que satisface las condiciones (Rol)-
(Ro6). Definamos la relacion <, para cada 1 por medio del operador o
de la manera siguiente: para cualquier par de valuaciones w; y wo,

w1 <y w2 & w1 € mod(Y 0 Puy wy)

donde @y, u, denota una férmula?® tal que mod(¢w, w,) = {w1,w2}.

Primero que todo notemos que <, esté bien definida pues, en virtud de
P
(Ro4) no depende de la escogencia de @, w, -

Mostraremos ahora que <, es un preorden total.

Totalidad: Sean wy, we valuaciones. Como mod(@u, w,) 7# 0, (Ro3) nos
dice que mod() o @, w,) €s no vacio, ademas por (Rol) tenemos que
mod(1) © Yo, w,) C MOd(Puy o). Ast, w1 € Mod(1) 0 Py, ) 0 bien, wy €
mod(1) © Py, w,). Porlo tanto, wy <y wo 0 bien wy <y wi. Como queriamos.

Transitividad: Sean wq, we, w3 valuaciones. Supongamos que wi <y wo
y w2 <y w3. Queremos ver que wy <y w3. Hay tres casos a considerar.

(Caso 1) w1 € mod(v))

En este caso, 1 y ¢u, w; son consistentes entre ellas pues comparten el
modelo wy, entonces, por (Ro2), ¥ 0 @y, ws = ¥ A Pu; wy- Por lo tanto
w1 € mod(1) 0 Yu, w,), 1o que implica wy <y ws.

(Caso 2) w1 € mod(v)) y we € mod(1))

Por hipotesis tenemos que mod(1) A pu, w,) = {wa}. Asi, por (Ro2), ten-
emos que mod(Y) © Yy, w,) = {wa2}, luego, como wy & mod(v), tenemos
que wy Ly we. Lo cual contradice la hipétesis wi <y wa, por lo tanto el
caso 2 no puede suceder.

(Caso 3) w1 € mod(¢) y wa & mod(v))
Por (Ro3) sabemos que mod (1) 0 ¢u, wyws) # 0y por (Rol) sabemos que

3En general, en el caso finito, si M es un conjunto de modelos denotamos por @
una férmula tal que mod(pa) = M y por abuso de lenguaje denotaremos @uw, wsy,
Pwi,wa,wz & Plwy,wsls Plwy,wa,ws} respectivamente.
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mod(1) © Yy, wows) © {w1,ws,ws}. Ahora consideremos dos subcasos.

(Caso 3.1) mod(1) © Puy wyws) N {wi,we} =0

De esta suposicion se obtiene que mod(1) © Yu, wows) = {ws}. Notemos
entonces que mod(1) © (Puy wows N Puwsws)) = {ws}. Luego, de (Rob) y
(Ro6), se tiene que

mOd(w © (Pwl,wz,ws) N {w% w3} = mOd(w © (Sow17w2,w3 A (Pw2,w3))
= mod(Y © iy ws)

Asi, mod(¢ 0 pu, wy) = {ws}. Por lo tanto we & mod(1) o ¢y, s ), luego
we Ly w3, y esto es contradice la hipdtesis inicial, por lo tanto, el caso
3.1 no es posible.

(Caso 3.2) mod(1) 0 Puy wyws) N {wi,wa} # 0

Notemos que la hipétesis wi <y wo implica w1 € mod(y) © Yo, w,)-
Ademas por la suposicion de este caso, 1 0 @y wews ¥ Puwr ws SON CONSIS-
tentes entre ellas. Entonces se deduce de (Ro5) y (Ro6) que

mOd(w © Sow17w2,w3) N {wh w2} = mOd(w © Sow1,w2)

por lo tanto, w1 € mod(y) 0 @, wows) N {w1,wa}, en particular w; €
Mod(1) © Yy, wows)- ASL, YOPL1 e ws ¥ Pun ws SON consistentes entre ellas.
Luego, de (Ro5) y (Ro6), se obtiene que mod(1) © Yy, wo.ws) N {wi, w3} =
mod(1) © Py, w,). Luego wi € mod(y) o ¢y, u,), de donde wi <y w3 como
queriamos.

Mostremos ahora las propiedades de la fidelidad.

Queremos ver que si w = 1 entonces w <y w’ para cualquier w’. Si una
valuacion w es modelo de 9 entonces w € mod() A ¢y ). Por (Ro2),
V0 @y =V A Q. Asi, w € 1o p, . 1o que implica w <y w'. Luego
la primera condicién de asignacién fiel se cumple.

Ahora supongamos que w € mod(v)) y ' & mod(1)). Queremos ver que
w <y w'. Como antes, por (Ro2), se puede ver que mod(¢ o ¢, /) = {w}.
Asi, w' £y w. Como < es un preorden total necesariamente w <y w'.
Por lo tanto la segunda condicién de fidelidad también se cumple.

Para probar la tercera y tltima condicién supongamos que ¥ = ¥y y
veamos que <y, =<,. Por (Ro4) tenemos mod(yn © ¢ ) = mod(z © @, o)
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para cualquier par de valuaciones w,w’. Luego, por definicién, tenemos
w<y w e w <y, W

Lo que claramente dice <y, =<,.

Finalmente mostremos la ecuaciéon de la representacion, es decir

mod(1 o a) = min(mod(a), <y)

FEl caso en que « sea inconsistente ambos lados de la igualdad son el
conjunto vacio y por lo tanto la igualdad se cumple.

Ahora supongamos que « es consistente.

Mostremos primero que mod(t) o o) C min(mod(a), <y).

Supongamos que no ocurre lo que queremos y veamos que llegamos a una
contradiccion. Entonces asumimos que existe w, tal que w € mod(¢ o )
y

w & min(mod(c), <y). Como w € mod( o a), por (Rel), w es modelo
de a. Pero como w ¢ min(mod(a), <) necesariamente existe una va-
luacion w’ modelo de « tal que w’ <y w.

Se dan dos casos:

(Caso 1) w’' € mod(1))

Como w’ es modelo de «a, tenemos que 1) A a es consistente. Luego, por
(Ro2), tenemos que mod(¢ o) = mod(¢ A ) = mod(y) N mod(c).
Como w € mod(1) o ) entonces w € mod(1)). Luego, w <y ' lo cual
contradice el hecho que W’ < w.

(Caso 2) W' & mod(1))

Como w' <y w tenemos mod(y) o ¢, ) = {w'}. Como w y w’ son mod-
clos de a, tenemos que (@ A @) = P - Luego de (Ro5) y (Ro4)
obtenemos que mod(y o o) N {w,w'} C mod(¢ o ¢, ). Pero sabemos
que mod(1) 0 Py, ) = {wW'} luego w & mod(y) o a). Lo cual es una con-
tradiccion.
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Probemos ahora que min(mod(c), <) C mod( o a).

Sea w tal que w € min(mod(a), <y) y, contrariamente a lo que quere-
mos, supongamos que w & mod() o ). Con esta suposicion llegaremos a
una contradiccion. En efecto, como « es consistente, tenemos por (Ro3)
que existe un modelo w’ de ¥ o a. Por (Rol), W’ € mod(a). Como tanto
w como w’ son modelos de «, tenemos que (Pww N Q) = @ . Ademés
notemos que w’' € mod(v) o o) N {w,w'}, asi (Y o @) A @, €s consis-
tente. Entonces, por las condiciones (Rob), (Ro6) y (Ro4), se deduce que
mod() o o) N{w,w'} = mod(¢) o p,, ). Como w ¢ mod(y o a), tenemos,
por la dltima igualdad, mod(v) o ¢, .) = {w'}. Asi, w’ <y w. Pero esto
contradice el hecho que w es minimal en mod(«) con respecto a <y.

Si:
Supongamos que existe una asignaciéon fiel que envia cada féormula 1 a
un preorden total <,. Supongamos ademas que el operador o satisface

mod(1) o o) = min(mod(c), <)

Probemos que o satisface (Rol)-(Ro6).

Notemos que por definicion mod(y) o a) € mod(«), luego 1 o a - «v, por
lo tanto se cumple (Rol).

Verifiquemos (Ro2). Supongamos que 1) A« es consistente, bastara probar
que mod(y A\ o) = min(mod(a), <y) para verificar la condicion (Ro2).
Probemos primero que mod() A o) € min(mod(c), <y). Sea w una va-
luacion tal que w € mod(¢) N mod(a). Por la primera propiedad de
asignacion fiel, tenemos que w <, w’ para cualquier valuacion w’, luego
w es minimal en mod(a) con respecto a <y, como queriamos. Ahora
mostremos que min(mod(a), <y) € mod(y A ).

Sea w € min(mod(a), <y) y, por reduccion al absurdo, supongamos
que w &€ mod(¢ A ). Como mod(1) A ) # ), tomemos un modelo w’
de ¥ A a. En particular, por la inclusién que probamos anteriormente,
W' € min(mod(a), <y). Pero como supusimos que w ¢ mod(¢ A «) y
sabemos que w € mod(«), necesariamente w & mod(1)). Asi, de la segun-
da propiedad de asignacion fiel, tenemos que w’ <y w lo que contradice la
minimalidad de w en los modelos de «.. Esto completa la prueba de (Ro2).
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Verifiquemos (Ro3). Supongamos que « es consistente. Asi, mod(a) es
un conjunto no vacio y finito. Entonces, como <, es un preorden total,
min(mod(a), <) es diferente del conjunto vacio! y por lo tanto, ¥ o «
es consistente. Luego (Ro3) se cumple.

Verifiquemos (Ro4). Notemos que por la tercera condiciéon de asignacion
fiel se tiene que min(mod(a), <y) = min(mod(f), <4) cuando o = B y
Y = ¢ ya que mod(a) = mod(f) y <y==<4. Asi, por la representacion,
tenemos que ¥ o a = ¢ o B. Luego, (Ro4) se cumple.

Verifiquemos (Ro5). Notemos que si min(mod(a), <) N mod(B) = 0,
entonces,
mod((1) o a) A B) = (). Por consiguiente,

mod((¢ o a) A B) € mod(vp o (A B))

lo cual es equivalente a (Ro5).

Ahora supongamos que (1) o a) A B es consistente, y veamos que la
contencién anterior se sigue cumpliendo. Supongamos que existe w €
mod((Yoa) AB), y w & mod(y) o (a A 3)), asi de la representacion se
obtiene que w es modelo de # y minimal en mod(cr) con respecto a <y, v,
ademaés, que w no esté en los minimales de mod(a) Nmod(3) con respecto
a <y. Luego, existe w’ € mod(a) N mod(B) tal que w' <y w, lo cual es
una contradiccion ya que w’ € mod(a).

Mostremos finalmente la condicion (Ro6). Para ello bastara ver que

mod(i o (a A B)) € mod((t o a) A B)

Consideremos, buscando una contradiccion , que existe w € mod(¢ o (o A B))

y w & mod((¢ o) A B). Por la representacion tenemos que

w € min(mod(a) N mod(B),<y) v que w & min(mod(a), <) N mod(B)

4La tnica manera de que no haya elementos minimales en un conjunto finito es que
haya ciclos para <, lo cual es imposible debido a la transitividad y a la irreflexividad
de la relacion <y.
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Luego, como w € mod(f3), tenemos que w & min(mod(a), <y). Por otra
parte, como

mod((y o a) A B) # () podemos tomar w’ € min(mod(a), <) Nmod(f).
Ahora bien, como w € min((mod(ca) N mod(B)), <y), w' € mod(a) N
mod(3) y <y es total, tenemos que w <y w’, perow’ € min(mod(a), <y),
luego w € min(mod(a), <), lo cual es una contradiccion. 1

La siguiente figura ilustra el teorema de representacion para la revision:

iy
.

Los modelos de 1 o pu estdn indicados en verde: los minimales de los modelos

mod (1)

de 1 con respecto al preorden <y, indicado por las rayas horizontales. Los
modelos en las rayas mds bajas son los modelos mds plausibles para ).

Una familia de ejemplos de operadores de revisiéon se puede construir
cuando se toma una distancia d entre los valuaciones®. Esa distancia se
extiende a una funcién la continuamos llamando d entre valuaciones y
formulas de la manera siguiente: d(w, @) = min{d(w,w’) : w' = ¢}.

A partir de alli definimos la asignacion fiel de la manera siguiente:

w =, w & dw,p) <du,p)

Cuando d es la distancia drastica, i.e. d solo toma dos valores 0 y 1
(el valor 0 ssi son iguales, el valor 1 cuando las valuaciones son difer-
entes) entonces el operador que se obtiene es el operador drastico xp ya
mencionado.

Otro operador bastante interesante definido por este método es cuando
la distancia dg tomada es la de Hamming, es decir dy (w, w') es el nimero
de variables proposicionales en que difieren w y w’.

Examinemos un ejemplo concreto con esta distancia.

5Una aplicacion d : W x W — R tal que para cualesquiera w,w’, € W se cumple
que: d(w,w’) = d(w’,w) y d(w,w") = 0 si, y sélo si, w = w’. No exigimos la desigual-
dad triangular
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Ejemplo 1.5.9 Considere una formula codificando la informacion si-
guiente (se estd razonando sobre el estado de dos circuitos de un com-
putador): s Am significa que el sumador y el multiplicador funcionan. El
preorden total asociado a esta formula usando la distancia de Hamming
y el método precedente es el siguiente

00
<= 01 ~» méd ¢ *xa = {10}
11

La nueva informacion es que el multiplicador no funciona. Luego el re-
sultado de la revision serd, en términos de modelos, (1,0), lo cual signifi-
ca que el sumador funciona pero el multiplicador no, es decir la férmula
SN\ —m.

Note que el caso finito podemos también definir una aplicacion fiel
K —<g que envia teorias en prebdrdenes totales sobre las valuaciones,
como una funciéon que satisface:

1. Siw; = K, entonces wy <p wy para cualquier ws.
2. Siw) E K y we ¥ K, entonces wy <pg wo.

Observe que una asignaciéon fiel sobre férmulas, se convierte facile-
mente en una asignacién fiel sobre teorias: simplemente basta definir
<g=<yy, donde ¢k es una formula tal que Cn(pr) = K.

Observe también que en el caso finito si av es consistente, 4. e.si mod(a) #
(), entonces min(mod(a), <x) # 0. En el caso general esta condicion no
es siempre cierta. Ello serda una exigencia de las asignaciones fieles.

Del Teorema de representaciéon 1.5.8, de la Proposicion 1.2.1 y del
Corolario 1.5.6 obtenemos el siguiente resultado:

Teorema 1.5.10 Un operador de revision x satisface los postulados (K*1)-
(K*8) si y sdlo si existe una asignacion fiel que envia cada teoria K a
un preorden total <g tal que

mod(K * a) = min(mod(a), <f)

Del teorema precedente y del Teorema 1.4.3 obtenemos el siguiente
resultado de representacion para los operadores de contraccion:
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Teorema 1.5.11 Un operador — satisface los postulados (K=1)-(K-38)
si y sélo si existe una asignacion fiel que envia cada teoria K a un pre-
orden total <k tal que

mod(K—a) = min(mod(—«), <k ) Umod(K)

1.6. Representaciéon en el caso general

En esta secciéon vamos a dar un teorema de representacion similar al
Teorema 1.5.10 el cual vale sin hipotesis adicionales sobre la cardinali-
dad del lenguaje. En particular vale para lenguajes infinitos. La tnica
diferencia en la formulacién esta en la definiciéon de asignacion fiel que
damos a continuacioén:

Definicién 1.6.1 Una aplicacion K —<pg que envia teorias en preor-
denes totales sobre las valuaciones, serd dicha asignacion fiel si ella sat-
isface:

1. Siwy E K entonces wi <k wa para cualquier ws.
2. Siw; E K ywy ¥ K entonces wy <g ws.

3. Si a es consistente entonces min(mod(a) # ).

A la condicién 3 en la definiciéon anterior la llamamos condicion de
suavidad.

Ahora podemos enunciar el Teorema de representacién para los ope-
radores de revision en el caso general. Recuerde que si M es un conjunto
de modelos la teoria de M, denotada Th(M), es el conjunto definido por

Th(M)={¢pe F:YVwe M,wt ¢}
Teorema 1.6.2 Un operador de revision x satisface los postulados (K*1)-

(K*8) si y solo si existe una asignacion fiel que envia cada teoria K a
un preorden total <k tal que

K x o = Th(min(mod(a), <))
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Notemos que la parte si de este teorema es sobre todo una verifi-
cacion. Ella se prueba esencialmente como la parte si del Teorema 1.5.8.
La novedad estéa en la parte sdlo si. Debemos indicar que en el caso finito
se us6 fuertemente el hecho de la existencia de una férmula ¢, o, con
exactamente dos modelos. En el caso infinito una tal férmula no existe,
pues el conjunto de modelos de una férmula es siempre infinito.

Demostracion del Teorema 1.6.2:  Si:
Suponemos que existe una asignacion fiel tal que

K * a = Th(min(mod(«), <k))

es decir mod(K * ) = min(mod(a), <g).
Verifiquemos (Kx1). K % « es una teoria por definicion.

Verifiquemos (K*2). Queremos ver que a € K * v, es decir que
mod(K * ) C mod(a) lo cual es inmediato de la definicion.

Verifiquemos (Kx3). Ello se verifica observando que
mod(K) = min(W, <g)

y si mod(K) N'mod(a) = () entonces K + a = K|, en este caso se tiene
que K x o C K + « que es la condicion (Kx*3).

Verifiquemos (Kx4). Supongamos mod(K) N mod(a) # 0.

Entonces mod(K + o) = mod(K) Nmod(a) = min(W, <x) Nmod(a) =
min(mod(a), <g) = mod(K * «), lo cual completa la prueba de (Kx4).
Verifiquemos (Kx*5). Si a es consistente, es decir mod(a) # (), tenemos,
por la propiedad de suavidad min(mod(a), <r) # 0 y por lo tanto K *«
es consistente.

Verifiquemos (K#6). Esto es inmediato ya que a = f3 si y sélo si mod(a)) =
mod(f). Asi si o = 3, tenemos min(mod(a), <) = min(mod(B), <r),
.e. Kxa=K x[.

Verifiquemos (Kx7). Probaremos
min(mod(a), <g) Nmod(S) C min(mod(a A ), <k)

En efecto, sea w € min(mod(a),<g) N mod(B), en particular, w €
mod(a A B). Sea w' € mod(a A f3), puesto que w,w’ € mod(a) y w €
min(mod(a), <r) se tiene que w <k W'y asi w € min{mod(a A ), <}.
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Luego la condicion (Kx7), i.e. K x (a A B) C (K * ) + 3, se verifica.

Verifiquemos (Kx8). Si min(mod(«), <x)Nmod(B) # () se cumple vamos
a verificar que se tiene

min(mod(a A 8),<g) C min(mod(a), <g) N mod(S3)

lo cual implica (K x«a) + 8 C K x (a A 8), es decir (K«8). En efecto,
sea w € min(mod(a A 8),<k), puesto que existe w’ € min(mod(a), <g
) Nmod(f3), en particular w’ € mod(a A ), y se cumple w < W'; co-
mo ' € min(mod(a),<g) se tiene w € min(mod(a),<g). Asi, w €
min(mod(a), <g) N mod(B). En consecuencia si =3 ¢ K * a se cumple
(Kxa)+ CKx(aAp).

Salo si:

Procedemos a definir un preorden total sobre W a partir de un operador
de revisién * y una teoria K. Para ello, primero definimos el conjunto
V(K que corresponde al conjunto de valuaciones que son realizadas en
alguna revisiéon de K, més precisamente

VIK)={weW:3a talque wk Kxa}

Ahora definimos <p de la siguiente manera:

(i) Si w' ¢ V(K) entonces w <k ' para todo w € W. Esto significa
que las valuaciones que no son realizables a través de la revisiéon de
K por una férmula son maximales.

(i) Siw € V(K) y ' ¢ V(K) entonces w £k w; lo cual significa
que los tnicos maximales son los elementos en el complemento de

V(K).
(iii) Siw,w’ € V(K) entonces

w<gw & Vo fllwkEKxa,w EKx+f)=wE Kx(aVp)]

Es decir w < «/, si cada vez que w satisface a K revisado por o y w’
satisface a K revisado por (3, se tiene que w satisface a K revisado por
aV p.

Primero veremos que esta relacion es total. Sean w y w’ en W. Si w &
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V(K) ow ¢ V(K) entonces w’ <g w o w <k w’ por la condicion (i) de
la definicién de <.

Ahora supongamos que w € V(K) y o’ € V(K). Asi, existen a y [ tales
que w E K*xay w' E K * . Bajo estas condiciones vamos a probar que
whkE Kx*x(aVp)ow E K x(aV ). Enunciemos este resultado bajo
forma de lema:

Lema 163 w E Kxayw E Kxf = wE Kx(aV ) o bien
W E K x(aVp).

Demostracion: Puesto que por (K *2) se cumple aV 3 € K x(aV f3),
y por ser a y (3 consistentes ((K x2) o (K *5) lo garantizan) se tiene
que Kx(aVp)+al/ LoKx(aVp) + 5L/ L, en caso contrario
se tiene que K % (o V ) + aV f F L lo que contradice (K * 2). Si
Kx(aVp)+al/ L, entonces ma ¢ K x(aV )y por (Kx7)y (K=*8) se
cumple K (aVp)+a = Kx((aVp)Aa) = K xa, la tltima igualdad es
por (K x6), en particular w = K*(aV ). Si K*(aVf)+a - L entonces
Kx(aVp)+p /Ly de manera andloga se prueba que w’ = K*(aVf3). g

El siguiente resultado es un lema técnico para poder cambiar los cuan-
tificadores universales en la definicion de <y por cuantificadores exis-
tenciales.

Lema 1.6.4 Si (K+xa)U(K*0)t/ Ly (K=*p)U(K xv)l/ L, entonces
Kx(aVp)+(Vy)=Kx*(Vy)+ (aVp)

Demostracion: Seaw = (K xa)U(K %0) y ' | (K*B8)U(K %), en
particular, por (K %2) se tiene que w = Kx*a, w' | Kxfy w,w E V7,
por el lema 1.6.3, se tiene que w = K * (V) o w’' = K x (aV f8), en
cualquier caso se tiene que ~(6V~y) ¢ K*(aV )y por ((K*7)y (K *8)
se cumple

Kx(aVpB)+dVvy=Kx((aVB)A@GVYy)

Anélogamente, w = K 4§, w' = K xv y w,w’ E aV 3,y por el mismo
argumento se tiene

Kx(@Vy)+aVB=Kx({(6Vy)A(aVp))
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Por (K x6)

Kx(aVB)+(6Vy)=Kx*x(Vy) + (aVp)

Ahora podemos probar lo siguiente:

Lema 1.6.5

Vw,w' € V(K),w<gw' & Fa,BwlkE Kxa,w = K«8,w = Kx(aVp)]

Demostracion: SiwkEKsxa, >y EKxf, wkEKx(aVp)y
wE K %6, W | K %7 necesariamente se tiene que w = K x (6 V 7),
ya que se verifican las condiciones del lema 1.6.4 y puesto que w |=
K x(aV )+ (0V~y) entonces w = K * (0 V7). 1
Ahora por el Lema 1.6.3 y el lema 1.6.5 tenemos que si w € V(K) y
w' & V(K) entonces w' <g w o w <k «’, lo que completa la prueba de
la totalidad de <g.

Ahora verifiquemos que la relacion <y es transitiva:

Supongamos que w <g w' <g W’ si W’ ¢ V(K) se cumple por la
condicion (i) de la definicion de <g que w <g w”. Supongamos que
W’ € V(K), por ser ' <k ", por definicion [ii] o’ € V(K), asimismo
como w < w' se tiene que w € V(K). Sean «, 3, 7 tales que w =
Kxa, w' = Kxfyw” = Kx7v. Por hipotesis se tiene que w = Kx*(aV 3)
por ser w <pg W' yw E K=x*(8V7y), ya que o <p ", asimismo,
wkE Kx(aV V7). Puesto que o’ E Kxv,w = K*x(aV )y
wkE K% (aV B V7) por definicion del orden <g se tiene que w <g w”.

Para probar la suavidad necesitamos el siguiente resultado.
Lema 1.6.6 Siw <g W' yw' E K *xa, entonces w [~ a.

Demostracion:  Siw <k /', de la definicion de <k existe 3 tal que
w = K * 3, en caso contrario, w’ <y w para todo w’ € W. Supongamos
que w' E K*xaywf a Puesto que w | K x 8y w |E « se tiene que
—a ¢ Kx, por (K+7)y (K=%8)secumple K*(aAf) =Kx*S+a,yen
consecuencia w = K * (A (). Por hipotesis w’ = Kxay w <g ', de la
definicion de < se tiene que w’ £ Kx(aV(aAfB)), como (aV(aAB)) = a,
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por (K % 6) w’' £ K * a. Contradiccion. -

Veamos ahora que <g cumple con la propiedad de suavidad:

Sea «a una formula consistente, por (K *5) se tiene que K * «v es consis-
tente. Sea w’ = K x a, luego w’ = a por (K x 2); veremos que w’ es un
modelo minimal de a respecto a <g. Sea w |= «, del lema 1.6.6 se tiene
que W' <g w.

Ahora vamos a probar la primera propiedad de asignacion fiel, es decir
si W w E K, entonces, w <k w' y w <g w. Consideremos « tal que
w = a (esto es siempre posible ya que si Var es el conjunto de variables
proposicionales, w : Var — {0,1} y para p € Var, si w(p) = 0, basta
tomar = —p y si w(p) = 1, @ = p). Analogamente existe [ tal que
w' = B, puesto que w,w’ = a V 3, se tiene que K + « V 3 es consistente
y por (K %3), (K x4) se cumple K * (aV 3) = K+« V 3 lo cual implica
w,w’ E Kx(aVp). Asimismo se tiene que Kxa = K+ay Kx8 = K+ (;
como w = Kxa, w | Kx*f yw,w' = K *(aV ), por la condicion (iii)
de la definicién se tiene w <g ' y W’ <g w.

Ahora vamos a probar la segunda propiedad de asignacion fiel, es de-
cirsiw = Ky £ K, entonces w <g w'. Sean w = K y o' £ K,
existe a tal que w = a y por el argumento usado en el parrafo anteri-
or, se tiene que w = K x a. Si W’ ¢ V(K), por la condiciéon (ii) de la
definicion, se tiene que w <x w’. Supongamos que w’ € V(K), entonces
existe § tal que w’ = K % 3, por ser K + («V [3) consistente se tiene que
Kx(aVvp)=K+aVfycomow £ K se cumple w = K x(aV )y
de la la condicion (iii) de la definicion, w <k w’.

A continuaciéon probamos que mod(K * o) = min(mod(a),<g). Una
inclusion se probd en el lema 1.6.6, es decir, si W' E Kxay w E
a entonces w’' <k w que es una afirmacién equivalente a la del lema
referido. Por lo tanto mod(K * ) C min(mod(«), <k ). Veremos la otra
contencion, sea w € min(mod(a),<k), necesitamos probar que w =
K xa. Como « es consistente se tiene por (K x5) que K *« es consistente,
sea w' = K * a, en particular w’ |= « por (K * 2); primero veamos que
w € V(K), en caso contrario, por la definicion [ii] se tiene que w £ w’
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lo cual contradice la minimalidad de w en los modelos de «. Luego w €
V(K), de este modo existe § tal que w = K * 3, por hipotesis w <g ',
por definicion [iii] se verifica w = K * (a V ), como w = a, se tiene que
—a ¢ Kx(aVp)ypor (Kx7), (K*8)y (K*6) Kxa=Kx(aV8)+a
y en consecuencia w = K * a.
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Capitulo 2

Fusion

Coémo fusionar informaciones que vienen de diferentes fuentes es una
vieja e interesante pregunta. Nuestro estudio concerniendo esta pregunta
se limita al caso en que las informaciones tienen representacion logica. De
entrada debemos decir que el problema surge cuando hay conflicto entre
las informaciones, es decir cuando ellas son contradictorias. En los otros
casos la solucién es poner todas las informaciones juntas. Varias propues-
tas [9, 5, 6, 41, 12, 11| han sido dadas pero no proponen un método gen-
eral para evaluar y clasificar las diferentes técnicas. Esos son métodos de
combinacion. La primera proposiciéon para clasificar y entender mejor las
propiedades racionales de estos métodos aparece en [27]. Desde entonces
esas técnicas han sido refinadas y extendidas |28, 29, 30, 25, 31, 26]. En
este capitulo daremos un recuento de los resultados maés significativos.

Los aspectos principales de estas técnicas son proponer una caracteri-
zacion de operadores de fusidon en un marco logico, mediante propiedades
que capturen lo racional del comportamiento. Por otra parte lograr una
caracterizaciéon que permita construir tales operadores.

Es importante notar que en los métodos de fusién que expondremos
la informacién que resulta de la fusién es una informacién emergente.

En el trabajo seminal [27] todas las informaciones tienen el mismo
grado de confianza. En subsecuentes trabajos se generaliza esta idea pero
el resultado debe obedecer a ciertas restricciones de integridad. De hecho
este enfoque es méas general y también extiende al marco AFM para la
revision.

Probaremos teoremas de representaciéon. Esos teoremas sugieren méto-

31
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dos de construccion basados en distancias y funciones de agregacion.
Es interesante notar que hay relaciones atin por estudiar entre estos
métodos y algunos aspectos de la Teoria de Eleccion Social [4]

2.1. Bases y Conjuntos de Creencias

Sea L el conjunto de todas las formulas proposicionales construidas so-
bre el alfabeto finito P de proposiciones atémicas. El conjunto de todas
las interpretaciones es denotado por W, y P*(W) denotara el conjunto
de todos los subconjuntos no vacios de W.

Sea ¢ una formula, mod(p) denota el conjunto de los modelos de ¢,
es decir

mod(p) ={w e W | w = ¢}

Dado un conjunto de formulas ® = {¢1,¢2,..., ¢}, denotamos por
/A\® la conjuncion de los elementos de @, es decir, A® = 1 ApaA---Apy,.

Definicién 2.1.1 Una base de creencias ¢ es un conjunto finito de for-
mulas proposicionales.

Note que si ¢ = {a1, a9, ...,a,}, ese conjunto es logicamente equiva-
lente! a ¢ = {a1 Aag A--- Ay} y por lo tanto ¢ sera identificada con
una sola formula a saber gy A ag A -+ A auy.

Una base de creencias ; denotara las creencias de un agente ¢. Supon-
dremos que todas las bases de creencias son consistentes, es decir, que
cada agente posee informaciéon coherente. Como cada conjunto de creen-
cias es considerada conjuntivamente, denotaremos ¢ a /\¢ de aqui en
adelante.

Definicion 2.1.2 Sean @1, pa, ..., pn n bases de creencias, no necesari-
amente diferentes. Denominaremos conjunto de creencias al multiconjun-
to U que consiste de esas n bases de creencias: ¥ = {¢1,p2,...,¢n}-

!Decimos que dos conjuntos de formulas ¥; y X son logicamente equivalentes si
Cn(31) = Cn(X2)
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Supongamos ¥ = {1, p2,...,ont vy ¥ ={¢|, ¢, ..., ¢, } dos multi-
conjuntos. La uniéon de los dos multiconjuntos es el conjunto W L W/ =

{1, on, P )

Denotemos por AW a la conjuncién de las bases de U, es decir, ¥ =
©1 Apa A+ Ay, Cuando w = AW escribimos w = W,

Obsérvese que a diferencia de /\p que siempre suponemos consistente,
AW puede ser inconsistente. Basta con tomar ¥ = {p, ¢}, donde ¢ = «
y ¢ = —a, con alpha proposicion atomica.

Haciendo abuso de notacion, si ¢ es una base de creencia, ella también
denotara al conjunto de creencias ¥ = {p}. Para un entero positivo n,
denotaremos por ¥" al multiconjunto

Uiy uw.
—_————

n—veces

Sean ¢ € ¥y ¢ una base de creencias, denotaremos por W¥[¢'/¢] al
nuevo multiconjunto formado al sustituir una ocurrencia de ¢ por ¢’ en

v,

Definicién 2.1.3 Sean ¥, V' dos conjuntos de creencias. Diremos que
U y W' son equivalentes, denotado por ¥ < V' si,y sélo si, existe [ :
U — U wuna biyeccion de multiconjuntos® tal que

= fp) < .

Definicion 2.1.4 Un preorden < sobre un conjunto A es una relacion
sobre A reflexiva y transitiva.

Diremos que < es un preorden total sobre A si cumple que
(i) < es un preorden sobre A

(i1) Para cada w, w' en A se tiene que w < w' o bien w' < w.

28I W = {p1,¢2,...,0n} y U = {¢),¢h,..., ¢}, entonces f(pi) = @o(i), con o
una permutaciéon
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Definiciéon 2.1.5 Sea < un preorden. Definimos < la relacion estricta
correspondiente como sigue

/ . . . / /
w<w si, ysolo si, w<w yw Lw,
y su correspondiente relacion de indiferencia ~ como
/ - < . / /
w~w si, ysolosi, w<w yw <w.

Note que ~ es una relaciéon de equivalencia cuando < es un preorden
total.

Definiciéon 2.1.6 Dado < un preorden total, diremos que w € min(A, <
) si, y sdlo si, w € A y para cada w' € A, w < w'.

2.2. Operadores de Fusion

Una bases de creencias ¢ denotaré las creencias de un agente. Un con-
junto de creencias ¥ denotaré las creencias individuales de los agentes
en un grupo.

El objetivo de los operadores de fusiéon es determinar cuales son las
creencias de grupo a partir de las creencias de los individuos y las re-
stricciones impuestas por el sistema (restricciones fisicas, leyes, ... ). Esas
restricciones estaran codificadas en una base de creencias p.

El concepto de operador de fusién que a continuaciéon damos es una
extension del concepto introducido en [27]. Fue acunado en 28] y ampli-
amente estudiado en |24, 29, 31].

Un operador de fusion A es una funciéon que envia un conjunto de
creencias ¥ y una base de creencias p (que denota las restricciones de
integridad del sistema) en una bases de creencias. Formalmente:

A:PxL—L

donde P denota el conjunto de todos los conjuntos de creencias. En vez
de A(V, ) escribiremos A, (¥) por simplicidad.
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Definiciéon 2.2.1 (Operadores de Fusion IC) A es un operador de
fusion con restricciones de integridad (Operador de fusion IC) si, y sdlo
si, satisface lo siguiente:

(IC0) A,L(T) F p.
Si i es consistente entonces A, (W) es consistente.

(IC1)
(IC2) Si AW es consistente con i, entonces A,(¥) <+ AW A p
(IC3)
(IC4)

IC3) SiV < V' ypu< p, entonces A, (V) & A,y (W)

IC4) Siob py¢ b p, entonces Ay(eU ) ANt/ L= Au(eU¢) A
7L

IC5) AL(U)AAL(T)EA,(TUT)

) Au(P) A
IC6) Si Au(U)ANAL(Y) L, entonces A, (¥ L) EAL(T)AAL(T)
) Au(Y)

( A :U - Au/\,u ( )
IC8) Si A () Ap' VL, entonces Appw (W) F AL(Y) A

(
(
(IC7
(

(ICO) asegura que el operador de fusion satisface las restricciones de
integridad. (IC1) estipula que siempre que las restricciones de integridad
sean consistentes, el resultado de la fusion serd consistente. (IC2) nos
dice que, de ser posible, el resultado de la fusion es la conjuncion de las
creencias con las restricciones de integridad. (IC3) expresa que el hecho
de que el resultado de la fusién depende so6lo de las opiniones expresadas
por los agentes y no de su interpretacion sintéctica.

(IC4) es conocido como el postulado de equidad; el punto es que cuan-
do fusionamos dos bases de creencias, el operador no debe dar preferencia
a ninguna de ellas.

(IC5) e (IC6) estipulan que si se pueden encontrar dos subgrupos
cuyos resultados son consistentes entonces el resultado de la fusién global
serd exactamente la conjunciéon de los resultados.

(ICT) e (ICB) estipulan que una alternativa que es preferida entre
las alternativas posibles () se mantendra preferida si restringimos las
posibles escogencias (u A ') y ella atn esté alli.

La figura siguiente muestra esquematicamente el comportamiento de
un operador de fusion:
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0

Restriccion
de Integridades

-6 6

A A(Y)
Operador de Resultado de
Fusion la Fusion

Conjunto de
Creencias \P<

\[ %

Figura 2.1: Operadores de Fusion Logica

Definamos ahora dos importantes subclases de operadores de fusion.

Definiciéon 2.2.2 (Operador de Mayoria) Un operador de fusion IC
es un operador de mayoria si satisface la siguiente propiedad

(May) In A, (T LR - A, (D)

Esta condicién nos dice que si una interpretacién w es estrictamente
mas plausible que una interpretacion w’ para un conjunto de creencias
W5, entonces para cualquier conjunto de creencias ¥; de creencias, si se
repite suficientemente Wo, en ese nuevo conjunto de creencias ¥y L W5
se mantiene la misma relacion estricta entre w y w'.

Definiciéon 2.2.3 (Operador de Arbitraje) Un operador de fusion IC
es un operador de arbitraje si satisface la siguiente propiedad

Ap (1) & Ay (p2)
(Arb) A(Mlﬁﬁug)(gpl L @2) = (Nl o _‘Mg)
w7 pe
p2 i pa
AMl(SOl)

= AMVMQ(SOl |—|§02) ~
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(May) expresa el hecho de que si una opinién tiene una audiencia
grande, esta sera la opinion del grupo como un todo. Por otro lado (Arb)
trata de satisfacer cada agente como sea posible.

Definicion 2.2.4 (Asignacion Sincrética) Una asignacion sincréti-
ca es una funcion que envia cada conjunto de creencias W a un preorden
total <y sobre las interpretaciones tal que para conjuntos de creencias
U Wy, Uy y bases de creencias p1, 2 cualesquiera se tiene:

1. SiwEY yw =V, entonces w ~g w'.
2. SiwkETY yw =T, entonces w <y w'.
3. Si ¥ & Uy, entonces <g,=<y,

4. Vw ke 3w E o, v <piup, w

/

5. Siw <y, w yw <y, w, entonces w <y, p, W

; / / /
6. Siw <y, W yw <y, w, entonces w <y, g, W

Las dos primeras condiciones aseguran que los modelos de los conjun-
tos de creencias (de haber) son las interpretaciones mas plausibles® para
el preorden asociado al conjunto de creencias. La tercera condicién estip-
ula que dos conjuntos de creencias equivalentes tienen el mismo preorden
asociado.

La cuarta condicién expresa que, cuando se fusionan dos bases de
creencias, para cada modelo de la primera, existe un modelo de la segun-
da tal que es al menos tan buena como la primera. Esto asegura que las
dos bases de creencias dadas tienen igual consideracion.

La quinta condicién dice que si una interpretaciéon w es al menos tan
plausible como una interpretaciéon w’ para un conjunto de creencias W1,
y de igual manera ocurre para un conjunto de creencias ¥o, entonces si
se unen las dos bases de creencias w se mantendra tan plausible como w’'.

3La relacion <y se interpreta como una relaciéon de plausibilidad; asi w <¢ w’
significara que w es mas plausible que w’
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La sexta condicién fortifica la condicién previa. Esta condicién expresa
que si una interpretacién w es al menos tan plausible como una inter-
pretacion w’ para un conjunto de creencias Wy, y si w es estrictamente
més plausible que w’ para un conjunto de creencias ¥o, entonces si uni-
mos las dos conjuntos de creencias w serd estrictamente mas plausible
que w'.

Definiciéon 2.2.5 (Asignacion Sincrética de Mayoria) Una asigna-
cion sincrética de mayoria es una asignacion sincrética la cual satisface
lo siguiente:

. , . » ,
7. Siw <y, W, entonces existe n entero positivo tal que w <\1:1u\1:g w

Definiciéon 2.2.6 (Asignaciéon Sincrética Equitable) Una asignacion
sincrética equitable es una asignacion sincrética que satisface:

w1 <S01 w9
8. w1 <¥,2 w3 = w1 <
w2 2§01|J<;02 w3

p1Lipy W2

Esta condicién estipula que si una interpretacion wq es estrictamente
més plausible que una interpretaciéon we para una base de creencias 1,
si wy es estrictamente méas plausible que w3 para una base de creencias
w2, v ademas wo y ws son igualmente plausibles para el conjunto de
creencias @1 U g, entonces w; tiene que ser estrictamente mas plausible
que wp y w3 para @1 L pa.

Ejemplo 2.2.7 Juan y Pedro? se perdieron del encuentro de fitbol en-
tre estudiantes y mineros jugado el dia de ayer, asi que ellos no conocen
el resultado. Juan escuché en la manana de hoy que estudiantes hizo un
buen partido, asi el piensa que una de victoria de estudiantes es mas plau-
sible que un empate, y que un empate es més confiable que una victoria
de mineros. A Pedro le dijeron que después de ese partido que mineros
tiene mas chance de ganar el campeonato. De esta informacién Pedro
infiere que mineros ganoé el partido, o si no que al menos empataron.

“Este ejemplo es una modificacién de un ejemplo ilustrativo aparecido en [31].
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Confrontando sus puntos de vista, Juan y Pedro acordaron sobre el
hecho de que los dos equipos tienen la misma fuerza, que cualquiera
pudo haber ganado. Lo que demanda el arbitraje , con esa informacion,
es que Juan y Pedro deben acordar que un empate es el resultado mas
plausible.

Teorema 2.2.8 (Teorema de representacion, [28, 29]|) Un operador
es un operador de fusion IC si, y sdlo si, existe una asignacion sincrética
que manda cada conjunto de creencias VW en un preorden total <y sobre
W tal que

mod(A,(¥)) = min(mod(p), <v)
Demostracion:

(=) Sea ¥ un conjunto de creencias. Definimos la relacion <y de la
siguiente forma:

/ o 1o o
Vw,w" w <g w' si, y solo si w = A@{w,w,}(\l’)

Veamos que <y es un preorden total sobre W

Totalidad Sean w,w’ € W y consideremos, la formula ¢y, .},
con mod(Pqywy) = {w,w'}. Asi bien, por (IC1) y la con-
sistencia de @y, 4}, se tiene que Aw{w, (U) es consistente.
Ademés, por (IC0), A
wE A

w’}

(p{wu/}(\Il) F ¢{wuw)- De esta manera

,(¥), o bien w' = A (). Por lo tanto

Plw,w! Plw,w'}

w <g w', o bien v <y w
Transitividad Supongamos wi,ws,ws € W tales que wi <g ws

v we <y ws. Mostremos que wy; <y ws; para ello razonemos
por el absurdo suponiendo que w; Lg ws. De esta forma

w1 I# A@{wl,w?)} (\Il)
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Por otro lado, de la consistencia de ¢y, w1 ¥ por (IC0) e
(IC1) tenemos que @ # mod(Ay, . (V) C {wi,ws}, ¥

como wy = Ay, (V), entonces

mod(Bgq,, ., () = {us}. 1)
Luego, en virtud de (IC7) se tiene que

Acp{wl7w27w3} (\Il) A go{wlvwi"} - A‘F{wl,wg} (\Il)

Y& qUE Py, waws} AN Plwiws} € Pluwrwy}y Y €0 virtud de (IC3)
A es independiente de la sintaxis. Asi, consideremos los sigu-
ientes dos casos.

e A () A @y ws) consistente.

P{wy,wo, w3}

Por (IC8) y en virtud de la hipotesis tenemos que

A@{wl,wg} (\I/) A A@{wl,wQ,w?’} (\I/) A gp{wlyw3}.

Asi, por (2.1) se tiene que mod(Aw{wI’MQ’ws} (T)A W{wl,ws}) =
{ws}, vy de esta forma wy = Ay, (V). Notese
ademas que mod(Ay, (V) # {wsz}. Asi

(1) mod(Ag., oy (V) = {wz, w3}, o bien

(1) mod(Dp,,, o,y gy (V) = {ws}]

En el primer caso, obsérvese que por la consistencia de

S0{1”1,1112,11]3}(\Il) CON Py, e, S€ tiene que

A%’{wl,wzﬁws} (\Ij) A Plwi,wa} A‘/’{wl»wQ} (‘Il)

en virtud de (IC3), (IC7), e (IC8).

Por otro lado, como wy = Ay, (V), entonces wy =

By s} (\Il')/\go{whwg}, y porlo tanto wy & Ay, 0 (¥);
lo que contradice que wy <g ws.
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Para el segundo caso, por la consistencia de Ay, ()
CON Py s}, NUEVamente por (IC3), (ICT7) e (ICY), se
tiene que

A@{wl,wQ,wg,}(\IJ) N Plwaws} A‘P{wszrs} (¥)

y como mod(Ag, o (V)] A @y wyy) = {ws}, entonces
we [~ A@{wQ,wS}(\I’)§ lo que contradice que wy <y ws.

e A (V) A @, ,ws) €8 inconsistente.

P{wy,wa, w3z}

En este caso tenemos que Ay (V) < @u,, y por
lo tanto

A¢{1u1,1u2,w3} (\II) N (P{wla'lUQ} A (sz'
Ahora bien, en virtud de (IC3),(IC7) e (IC8) tenemos que

A(’D{wlv“@} (\I}) = A‘p{wl,wQ,w3} (\Ij) A So{wl,wg]w

vaque Ag o o (V) es consistente con @y, w,} €8 con-
sistente, lo que indica que mod(A?{wl’w?} (¥)) = {wa}. De
esta manera wy = Ay, o (¥), implicando que w; v
wsy. Contradiccion.

Asi, para cada ¥ conjunto de creencias, <y define un preorden
total sobre W.

Veamos ahora que para cada p restriccion de integridad mod(A,(¥)) =
min(mod(u), <g).

e mod(A,(V)) C min(mod(p), <w).

Sea w € mod(A,(V)) y supongamos que w & (mod(), <w).
Asi existe w' = p tal que w' <g w. De la definicion de <g
tenemos que

w e Ap, o (D). (2.2)

Por otra parte, ya que A,(V) A ¢y, .} s consistente, en
virtud de (IC7) e (IC8), tenemos que

D) A Dy & Bungy oy (1), (2.3)
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Como w = A, (V), en virtud de (IC0) w = p, y como w' = p
tenemos que A Py ) € Plw,wy- Luego, de (IC3) y de (2.3)
se tiene que

AM(\I/) VAN Plww'} & A‘P{w,w/}(\p)‘
De esta ecuacion y de (2.2) se tiene que w = A,(v)), lo que

es una contradiccion.
mod(A,(¥)) D min(mod(p), <w).

Supongamos w € min(mod(u), <y). De esta manera para ca-
da w’ modelo de p se tiene que w <y w’. Luego, de la defini-
cion de <y tenemos que w = Acp{w’w,}(\ll).

De (IC1) sabemos que A, (V) es consistente, ya que  lo es.
De esta manera, si w’ = A, (V) tenemos que A, (V) A @y 0y
es consistente y en virtud de (IC7) e (IC8) se tiene que

Ap(W) A Ptway € Aungg, oy (V)

Ahora bien, como A @y ) & @{w,w'}, de (IC3) se tiene
que
AM(\I/) A Plw,w'} = A@{w,w’}(qj)

Luego w = A, (V), lo que indica que w € mod(A,(V)).

Consideremos asi la aplicacién que relaciona a cada base de creen-
cias ¥ con su preorden <y sobre W, y mostremos que dicha apli-
cacion es una asignacion sincrética.

Consideremos los conjuntos de creencias W, Wy, Wy v las bases de
creencias 1, 3.

L Siwpk ¥yw [ ¥entonces ¥ A @, 7 L. De (IC2)

tenemos que

AW{ui,w’} (‘Il) = ‘II A SO{u)vw/}’

y como WA @y ) € Plww} S tiene que

A‘p{w,w’} (\I/) =4 QO{wyw/}
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gp{w,w,}(\ll)) = {w, w'}, implicando que
w <y w yw <y w. Luego w =~ w'.

2. Siw | ¥yw E U entonces U A g,y I/ L; més atn,
WA Pruwwy € puw- De esta forma, en virtud de (IC2) tenemos
que

de esta manera, mod(A

A@{w,w/} (\II) <~ Pw
De esta manera w <g w’' y w’ £y w, y por lo tanto w <g w’.
3. Supongamos que ¥y & Wy, y sean w,w’ € W tales que
w <y, w'. De esta manera w = Ay, (¥1). De (IC3)
sabemos que A, (V1) & Ay (V2), de esta forma
w = Aw{w,w/}(qIQ)' De aqui se sigue que w <y, w'.
4. Antes de demostrar esta propiedad, veamos que Ay, v, (91 U 2)A

(2 es consistente. Razonemos por el absurdo, y supongamos
que no es asi. De esta forma se tiene que

Agivi, (1 Up2) Ao = L (2.4)

Por otro lado, en virtud de (IC0), Ay, v, (1 U w2) F @1V .
Asi, por (2.4) tenemos que Ay, vy, (1 U @2) F @1 lo que nos
dice que Ay v, (@1 Uw2) A1 I L. De (IC4) se tiene que
Agives (1 U @a) Ao 7 L, lo que contradice (2.4).

Continuando con la demostraciéon de esta propiedad, supong-
amos w = @1 y mostremos la existencia de w' = ¢y tal que

/
W <, W-

Sea w' = Ay ve, (91 L) A @o y consideremos la base de
creencias ¢y, ). Por la consistencia de Ay, vy, (91 U p2) A
Ppwwy ¥ en virtud de (IC7) e (IC8) se tiene que

Aso1\/<,02 (901 U ‘102) N Plw,w'} < A(gol\/goz)/\ga{w’w/} (901 U 902)
Como (¢1V ¥2) A Plwwy € Plwwy, de (IC3) se tiene que
A1y (01U 02) A ruwry € Do, iy (01 U 2)

De esta formaw’ = Ay, (91 U p2), implicando que w' <y, 110,
w.
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5. Sean w,w’ € W tales que w <y, W' y w <g, w'. Asi,
por la definicion de <g tenemos que w | A (Ty) A
A Uy). Por (IC5) se tiene que

Plw,w'}
S"{wﬂv’}(

A \111) AN A%"{w,w/}(‘IIQ) H Ago{w’w/}(qjl L ‘1’2),

Plw,w'} (

luego w = A Uy UWy). Ast w <y p, w'.

¢{w7w/}(
6. Siw,w € W son tales que w <y, w' y w <y, W', entonces

w 'Z Aw{wﬁw/}(qjl) A Aw{wﬁw/}(\PQ) Yy ’U)/ FA ASD{w,w/}(\Ill) A

Dy (U2).

Por ser Ay (W1) A Ay, (P2) consistente, de (IC5) e
(IC6) se tiene que

A@{w,w’}(qjl) A Aga{w,w/}(\p?) =4 A@{w,w’}(qjl LJ \112)

De estamanera, w = Ay (V1 UWs)y w A
implicando que w <g, v, W'

W{w,w’} (‘Ill . \Ij2)’

(<) Consideremos una asignacion sincrética que asocia a cada conjun-
to de creencias ¥, un preorden total <ysobre W y definamos un
operador A : P x £ — £ mediante la ecuacién

mod(A,(¥)) = min(mod(u), <v). (2.5)

Mostremos que A satisface (IC0)-(IC8), para ello consideremos
U, ¥’ conjuntos de creencias y pu, i’ restricciones de integridad

(ICO0) Directamente de la definicion mod(A,(V)) = min(mod(u), <w
) C mod(p), y por el teorema de completitud A, (V) F p.

(IC1) Si u es consistente, entonces mod(u) # 0. Como existe un
nimero finito de interpretaciones, no existe cadenas decre-
cientes infinitas de desigualdades, asi min(mod(p), <y) # 0.
Luego A, (V) es consistente.

(IC2) Supongamos que AWAu / L, y mostremos que mod(/AW A pu) =
min(mod(u), <w).
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(IC3)

(IC4)

(IC5)

o mod(A\¥ A p) C min(mod(p), <w):

Notemos que si w = ¥, entonces, en virtud de los postu-
lados 1 y 2, para cualquier w’ € W se tiene que w <g w'.
De esta manera si w = /AW A p entonces para cualquier
w' e W w <g v, implicando que w € min(mod(u), <g).

o mod(A¥ A ) D min(mod(u), <y):

Sea w € min(mod(n),<w) y, buscando una contradic-
cion, supongamos que w = AW A p. De esta manera
w = W, lo que nos dice que para cualquier v’ | ¥
w' <g w, en particular si tomamos w’' = ¥ A u. Luego
w & min(mod(p), <y), lo cual es una contradiccion.

Supongamos que ¥ < U y que u < p'. Para mostrar que
min(mod(p), <w) = min(mod(y'), <), basta con mostrar
que min(mod(p), <g) = min(mod(n), <gs) pues mod(p) =
mod(p'). Pero esto es evidente pues por la propiedad 3, <g=<y

Supongamos que ¢ y ¢’ son bases de creencias tales que ¢ F p,

o Epy AU )Apt# L. Mostremos que A, (¢ U@ )Ap' I
1.

Supongamos w = Au(pU¢") A . Como w = Au(pUy'),
por la definicion de A, para cualquier w” = p se tiene que
w <,y w”. Por otro lado, en virtud del postulado 4, existe
w' = ¢’ tal que w' <, w. Asi, por transitividad, w' <g
w” para cualquier w” modelo de u. Luego, por definicion de
A w = A (eUy') y por lo tanto w' = A (pU @) A¢, es
decir Ay (@U@ ) AN L

Supongamos w = A,(V) A A,(P'). De esta manera w =
py siw = p, entonces w <g w y w <g w'. Asi, de la
condicion 5 se tiene que, si w' | p entonces w <y g w',
implicando que w € min(mod(u), <guyw ), lo que nos dice
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que w = A, (¥ U ). Luego
AL (B)AAL(Y) AL (T LT

en virtud del Teorema de completitud.

Supongamos que A, (¥)AA,(P’) es consistente, y demostremos
que A, (T UT)EALT)AAL(T).

Sea w = A, (¥ U '), Asi para cualquier v’ = pw <gug w'.
Supongamos que w = A, (¥) A AL(T), asi w E AL(TD), o
bien w = A, (P).

Sin perdida de generalidad, supongamos que w = A, (¥) (el
caso w = A, (¥') se demuestra de forma anéloga). En vir-
tud de la consistencia de A,(¥) A A, ('), podemos tomar
w' = AL(Y) AAL(T), obteniendo asi que w' <g wy w' <y
w. Como consecuencia de la condicién 5, w' <y o w. De
esta manera w ¢ min(mod(u), <y ), y por lo tanto w
A, (¥ U P’). Contradiccion.

Supongamos que w = A, (V) A po. Asi:
vw/ ): M1, w <y wlu

en especial si w' = pg A pa.
Luego, w € min(mod(p1 A p2), <w), lo que implica w =
Ay aps (V). Por lo tanto A,y (W) A po = Ay aps (0).

Supongamos que A, (¥) A g es consistente. Asi existe w' =
Ay (¥) A po. En basqueda de una contradiccion, suponga-
mos w = Ayiap (V) tal que w E Ay (¥) A po. En virtud
de (ICO) w = p1 A po, ast w = Ay (V) y por lo tanto
w' <y w. Pero w' = p1 A pg, lo que nos lleva a que w ¢
min(mod(p A p2), <w) y en consecuencia w = Ay au, (¥),
lo que es una contradiccion.
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El teorema 2.2.8 nos dice que un operador de fusion IC le corresponde
una familia de preordenes. De hecho, un operador esté determinado com-
pletamente por estos preordenes, usando una funcién que envia cada con-
junto de creencias a un preorden. Daremos algunos algunos ejemplos de
esto en la siguiente seccion.

Un analisis de la demostracion del teorema 2.2.8 revela que el postula-
do (IC6) solamente se us6 para demostrar la condicion 6 de la definicion
de asignacién sincrética y, del mismo modo, dicha condicién se uso para
demostrar (IC6). De igual forma, (IC4) corresponde a la condiciéon 4 so-
bre la asignacién. Esta simple observacion nos lleva al siguiente corolario.

Corolario 2.2.9 Un operador satisface (1C0)-(IC5), (IC7) e (IC8) si, y
solo si, puede ser representado por una asignacion que satisface 1 — 5.
Un operador satisface (1C0)-(IC3), (IC5)-(IC8) si, y sdlo si, puede ser
representado por una asignacion que satisface 1 —3, 5 y 6.

Préximamente daremos una variante del Teorema 2.2.8 debilitando el
postulado (IC6) y su correspondiente condicién sobre la asignacion.
Consideremos el siguiente postulado

(IC6") Si AL(W)ANAL(Y') I L entonces A, (WU W) AL(T)VALT)

Esta propiedad dice que si una alternativa es tomada por un grupo,
entonces si dividimos el grupo en dos subgrupos (los cuales concuerdan
en algo), al menos uno de estos subgrupos tendréa esa alternativa. Esta
propiedad corresponde a la siguiente condicidén que es obviamente méas
débil que la condicién 6 para las asignaciones sincréticas.

6. Siw<gw yw <y w, entonces w <y g w

Note que por ser <g y <y predrdenes totales el contrareciproco de 6’
se puede escribir de la siguiente manera:

w<guprw = w<gw o w<gy w
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Definicion 2.2.10 Diremos que un operador es un operador de cuasi-
fusion IC' si satisface (IC0)-(IC5), (IC6”), (ICT) e (IC8). Una asignacion
cuasi-sincrética es una asignacion que satisface las condiciones 1 —5 y
6.

Teorema 2.2.11 Un operador A es un operador de cuasi-fusion si, y
solo si, puede ser representado por una asignaciton cuasi-sincrética.

Demostracion:

(=) Supongamos A un operador que satisface los postulados (ICO)-
(IC5), (IC6’), (ICT) e (IC8), y definamos una asignacion sincrética
como se en la demostracién del teorema 2.2.8. En virtud del coro-
lario 2.2.9, la asignaciéon representada por A satisface las condi-
ciones 1-5. De esta manera sélo nos queda por demostrar la condi-
cion 6.

Supongamos que w,w’ € W son tales que w <g w' y w <gr w’,
veamos que w < ;g w'. Por hipotesis tenemos que:

(i) W Dy (O) A DG, (P)
(i) w' B Dy, oy (D) VAL (W)

Asi, en virtud de (IC0) e (IC6’) se tiene que

mod(Ay,, .\ (PLuw))cC mod(Ay, () VAp (¥) C {w},
y de (IC5) se tiene que

0 # mod(Dy,, i, (W)A Dy, (T) Cmod(Dy,, ., (TLT)).

De esta manera mod(AcPw w,}(\I/ L ’) = {w}, lo que indica que
w = Ay, 0y (TU V) y w' Ay (YU U’). De esta manera
w <guy W
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(<) Consideremos una aplicacion que envia a cada conjunto de creen-
cia ¥ en un preorden total <y sobre W que satisface 1-5 y 6’ y
definamos A como en la ecuaciéon 2.5. Por el corolario 2.2.9 sabe-
mos que A satisface (IC0)-(IC5), (IC7) e (IC8); faltando solo por
demostrar (IC6’).

Supongamos w = A, (¥ U W), Por hipotesis existe w” tal que
w” = AL(T) A ALY, Por definicion de A, V w' = p se tiene
que w <y w', en particular w <y w”. Luego, en virtud
de la condiciéon 6 (su contrareciproco), w <y w” o w <g w’;
de alli se obtiene facilemente que w € min(mod(u), <y), o bien
w € min(mod(p), <g) es decir w = A, (V) V A, (T).

Teorema 2.2.12 Un operador A es un operador mayoritario si, y sdlo
st, existe una asignacion sincrética de mayoria tal que asocia a cada
conjunto de creencia W un preorden total <y sobre W tal que

mod(A,,(W)) = min(mod(y), <v)
Demostracion:

(=) Sea A un operador que satisface (IC0)-(IC8) y (May) . En virtud
del teorema 2.2.8, sabemos que existe una asignacién sincrética tal
que a cada conjunto de creencias ¥ le asocia un preorden total
<y. De esta manera, sélo nos falta por demostrar la condiciéon de
asignacion sincrética de mayoria.

Supongamos ¥ y ¥’ conjuntos de creencias, y sean w,w’ modelos
tales que w <y w. En virtud de (IC0) e (IC1) se tiene que

Bpppun (V) & 0, (2.6)

y por (May) sabemos que existe n tal que Ay (¥ L (™) +

Dy (P). En virtud de (IC1) y de (2.6)se tiene que

Ay (T (U)") < @w. Luego, In w <gywyn w'.
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(«=) Consideremos una aplicacion sincrética de mayoria que envia cada

base de creencias ¥ en un preorden total <y, y definamos el op-
erador A como en la ecuacion (2.5). Por el teorema 2.2.8 sabemos
que el operador A define un operador de fusion 1C, satisfaciendo las
condiciones (IC0)-(IC8). Veamos que A satisface también (May) ;
para ello veamos primero, haciendo uso del Principio de induccién,
que la siguiente condicién es cierta:

w<gw = In,Vn>n, w <gu()n i (2.7)
En efecto, si w <y w’, por la condicion 7 de mayorfa tenemos que
dn, w <gL(w)no w';
luego por la condicion 6 tenemos que w <gy(yryro 1y w', es decir
W <gy(p/)nott w',

puesto que (U L (¥/)0) U W/ = W 1 (P/)not,

Supongamos ahora que para n > n, se tiene que w <y (/) w,y
mostremos que para n+1 también se cumple que w <gy(pryn+1 w'.
Como w <gypyn w' y w <y w’, en virtud de la condicién 6 se
tiene que w < gy g ynywr W'

Luego, como (¥LI(¥/)") P = WL(¥')", entonces w <y (pryn+1
w’, con lo que se demuestra nuestra afirmacion.

Ahora supongamos que Vn A, (¥ U (¥)") I/ A, (%) y veamos que
esto nos lleva a una contradiccién. De esta hipotesis se tiene que

Vn Jw, = p V' o, w, <gunyn w' A Jwy, b g, w), <erwp
(2.8)
Consideremos la funcion f : N — W x W definida por f(n) =
(wp,w)), donde wy, y w), cumplen con las propiedad dada en 2.8.
Por la finitud de W x W se tiene que existe (w,w’) imagen de
infinitos valores de n, es decir que para n arbitrariamente grande,
se tiene que

Jw = p Vo' | p, w <y w’" A Fu' o, v <grw,
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en especial:
w <gyp)n w A w <grw

lo que contradice 2.7.

Teorema 2.2.13 Un operador A es un operador de arbitraje si, y so-
lo si, existe una asignacion sincrética equitable que envia cada conjun-
to de creencias W en un preorden total <y, tal que mod(A,(V)) =
min(mod(u), <g).

Demostracion:
(=) Consideremos A un operador que satisface los postulados (ICO)-
(IC8) y (Arb) . Definamos una asignacion sincrética como se hizo

en la demostracion del teorema 2.2.8; asi s6lo nos queda demostrar
la condicién de asignacién sincrética equitable.

Supongamos w <, w', w <y W’y w ~,, w”. Notemos que
si w' = w” entonces de la condicién 6 tenemos que w <y W'
Supongamos entonces que w’ # w”.

Como w <, w', entonces w' = Ay, (). Asi, en virtud de (IC0)
e (IC1) tenemos que Ay, (@) < Pu.

De manera analoga, como w <, w”, entonces

A@{w,w”} (SO,) A (Pw

y por lo tanto
Aw{w,w’} (SO) And A@{w,w”} (SDI) (29)

Veamos que (¢uw,w'} € "Pfww’}) © Pluw wy- En efecto, como

(Sp{w,w'} < _'So{w,w”}) < ((‘P{w,w’}v‘uo{w,w”})/\_'((P{w,w’}/\()p{w,w”}))>
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ademés como
(Prww V Plwwy) & Clwaw wy Y (Phww} N Plww}) © Pu
entonces
((Ppwwy Y Cpwwy) A (O fwwy A Plwwry)) € Pluwwry  (2.10)
Ahora bien, en virtud de (IC3) tenemos que
A(Qp{w’w/}Hﬁw{w,w,,}) (gp L go’) & Aw{w,’w,,} (gp LJ gp’) (2.11)
Por otro lado, como

mod(Dy,,, i, (U @) = min(mod(pfw wry), <pue) = {w', w"}

entonces

Ap w,,}(cp U ¢') < @ wry ast, en virtud de 2.10 y 2.11 tenemos
que

A(Qp{w,w/}Hﬁw{w,w"}) (SO U S0/) = (@{wvwl} AR “SD{UJ,’LU"}) (212)

Ahora bien, como

Prwwy w{w,w"}} (2.13)
Plw,w'} K Plw,w’}

y w' # w”, en virtud de (Arb) , 2.9, 2.11 y 2.13, se tiene que

Aw{w,w’}\/W{w,w”} (SO U s0/) Ang A‘:o{w,w/} (SO) (214)

Por otro lado, como ¢y V Plww’t € Plww wry, de (IC3) se
tiene que

Aﬂo{w,w’,w”} (SO U 90/) ~ AQO{w’w/} (SO) (215)

y €como Aso{w,w/}(@) & @y se tiene que Aso{w’w/,w”}(gp U@ < 0.
De esta manera

/ "
W <pup WY W <y W
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(=) Consideremos una asignacion sincrética equitable que asigna a ca-
da conjunto de creencias ¥ un preorden total <y y definamos A
tomando para cada g, restriccion de integridad, mod(A,(¥)) =
min(mod(u), <y). Por el teorema 2.2.8, A satisface (IC0)-(IC8),
faltando so6lo por demostrar (Arb) .

Supongamos que se cumplen las siguientes condiciones:

Aulp) & Aup(¢)

(Ao—n (e U¢)) & (b < —p')

pA—p L

pA Sl L
y demostremos que A,y (pU¢") & Au(p); para ello veamos
primero que A, (@) F A,y (@ U¢"). Por la consistencia de p ten-
emos que A, () es consistente. Seaw tal que w = A, (p) y supong-
amos que w = Ay (e U '), De esta manera existe w' = p V!
tal que w' <y w.

Consideremos los siguientes tres casos:

Caso 1.1 Supongamos que w’ |= pAp'. Puesto que w = A, (p) se
tiene w <, w', y como A, (p) & Ay (¢') se tiene que w <
w’. En virtud de la condicion 5 tenemos que w <, r w', lo
cual es una contradiccion.

Caso 1.2 Supongamos que w’' = pA—p'. Como w' £ p/ entonces,
en virtud de (IC0), w" = Ay (¢'), lo que nos lleva a que

w' = AL(p). De esta manera w <, w'.

Por otro lado, como p/ A —p t# L, existe w” | ' A —p. De
esta manera, w” = iy por lo tanto w” = A, (¢), implicando
que w” = Ay (@), Asi w <y w”.

Puesto que A, (9 U @) & (1 <> —p'), y como

(B A=)V (1A ) & (p e -

entonces w',w"” € mod(A (- (@ U')), ya que w',w” €
mod((pu A =)V (' A =p)). De esta forma w' ~ w”. Luego,



o4

Ramon Pino Pérez y Carlos Uzcategui Aylwin

por la condicion de asignacion equitable, w <, ,r w', lo cual
es una contradiccion

Caso 1.3 Si ocurre que w’ = p/ A = se procede andlogamente al
caso anterior.

En cualquiera de los casos hemos llegado a una contradiccién, im-
plicando que A, () F A,y (@ U¢).

Mostremos ahora que Ay, (@ U¢") = AL(p).

Sea w = Ay (@ U ¢') y, razonando por el absurdo, supongamos
que w = Au(p). En virtud de (ICO) tenemos que w = pu V i/,
obteniendo asi los siguientes casos

Caso 2.1 Supongamos que w = p A p/. Como w = Ay(p), en-
tonces existe w’ = p tal que v’ <, w. Por definicién de A
podemos tomar w’ tal que w' | Ay(p). Como A,(p) <
A (@) entonces w' <, w, implicando que w' < i, w,
en virtud de la condicién 6. Esto nos conduce a que w &
min(mod(pu V 1), <gler), y por lo tanto w = Ay (@ U '),
lo que es una contradiccion.

Caso 2.2 Supongamos que w | pu A —p/. Como p/ 1/ u, existe

w” = 1’ tal que w” B~ p. Por otro lado, ya que w = A,(p)
entonces existe w' = p tal que w’ <, w. Por definicion de A
podemos suponer que w' = A,(p). Como A,(p) & Ay (),
entonces w' = A,y (¢'). Luego, como w” = A,(p) entonces
w” = A (¢'), de esta manera w' <y w”.
Ahora bien, como (u + =) < ((u A —p') vV (@' A —p)) en-
tonces w,w” € mod(p < —p'), y como A, (e U¢") &
(> —p') entonces w ~ 1y w”. De aqui se tiene w' <y w,
en virtud del postulado de 8 de asignacién sincrética equi-
table. Por lo tanto w & min(mod(pV 1'), <) v asi w =
A (@ U ). Contradiccion.

Caso 2.3 Si w = p/ A —p, el estudio es anéalogo al anterior.
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De esta manera, A,y,/ (@ U¢") FAL(p), y por lo tanto

A,uVu’ ((P U (P,) A AM(‘P)'

2.3. Algunos operadores de fusiéon IC

Daremos en esta seccién la definicién de tres familias de operadores.
Todos estos operadores estan basados sobre una distancia entre inter-
pretaciones que inducen el preorden asociado a cada conjunto de creen-
cias.

Definicion 2.3.1 (Distancia entre interpretaciones) Una pseudodis-
tancia entre interpretaciones es una aplicacion d : YW x W — R tal que
para cualesquiera w,w’, € W se cumple que:

v d(w,w') =d(w',w)
» d(w,w") =0 si, y solo si, w=uw'

Una distancia entre interpretaciones es una pseudodistancia que sat-
isface la desigualdad triangular:

» YV, w' 0" e W, dw,w') < d(w,w”) + d(w”,w')

Dos distancias muy usadas entre interpretaciones son la distancia de
Dalal, denotada por dg, la cual es la distancia de Hamming entre in-
terpretaciones (es decir el nimero de variables proposicionales sobre las
cuales difieren dos interpretaciones), y la distancia drastica denotada por
dp, el cual es la distancia méas simple que se pueda definir: es cero si las
interpretaciones son la misma, y 1 en otro caso.

Definicion 2.3.2 Para cada niimero natural n sea A, un conjunto y <,
un orden lineal sobre Ay, y supongamos 0, = min(Ay,, <y). Una funcion
de agregacion es una funcion total que asocia asocia a cada n-upla finita
de niimeros reales no negativos un elemento en A,, y es tal que para cada
T1,T2,...,Tn, T,y de reales positivos
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Anonimato Para cualquier permutacion o,

flxr, w2, 20) = f(To(1), Ta@)s - - To(n))
Monotonia St x < y entonces

flar,..o xy oo mn) <n f(T1, .00,y o)
Minimalidad f(z1,...,2,) =0, si, y sdlo si, 11 = -+ =z, = 0.

En muchos casos las estructuras ordenadas serédn todas las mismas
iguales a R* con el orden natural. Ese sera el caso de la funciéon suma y
maximo ver mas abajo. Pero en otros no sera de esa manera, como en el
caso de la funcion Gmax donde para cada n, A, sera (RT)" y el orden
=< sera el orden lexicografico para los vectores de tamano n.

Una distancia entre interpretaciones induce en forma natural una ex-
tension, que llamaremos distancia entre una interpretaciéon y una base
de creencias de la siguiente manera

d(w,p) = min d(w,w")
w'Ep

Esta a su vez, en conjunto con f, induce una “distancia”’ entre una in-
terpretacion y un conjunto de creencias como sigue: Sea ¥ = {¢1,...,¢n}

da,f (w,¥) = f(d(w,p1),... ,d(w,wn))wép (d(wtp))

Usaremos la notacion f (d(wtp)) para esta ultima expresion.
€v

Esto nos permite definir un preorden sobre interpretaciones como sigue:
w gﬁ;f w' si, y solo si, dg f (w, V) =y, dg 5 (w’, \Il)

Por abuso de lenguaje y con el deseo de simplificar la notacién deno-
taremos a 0, por 0 y a <, por < siendo claro del contexto de quien se
trata.

Proposicion 2.3.3 Sea d una pseudo distancia y f una funcion de agre-

gacion. La aplicacion ¥ r—>§fl1,’f cumple con las primeras cuatro postula-

dos de la asignacion sincrética.
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Demostracion:  Consideremos ¥, U conjuntos de creencias y ¢ y ¢’
bases de creencias cualesquiera.

1. Siw E ¥ yw | U, entonces para cada ¢ € W se tiene que w = ¢
y w' = ¢. De esta manera

Vel dw,p) =duw,¢) =0
y de la propiedad de minimalidad de f se tiene que
dd7f (w, \I/) B 6 = dd’f (w', \I/)

d,
De esta manera w :\I,f w'.

2. Supongamos que w = ¥y w’' = U. Como w = ¥, dg s (w, ¥) = 0.
Por otro lado w’ }£ ¢, para algtn ¢ € ¥y por lo tanto d(w’, ¢) > 0.
Asi de la propiedad de minimalidad se tiene

da s (w',¥) = Sog\p (d(w',¢)) =0

Como (también por minimalidad) 0 = dg ¢ (w, ¥) tenemos
dde (w, \IJ) =< dde (w’, \I/)

lo que indica que w <‘\11,’f w’

3. Supongamos que ¥ < U, Asi existe una biyeccion g : ¥ —
U’ tal que para cada ¢ € ¥, F g(¢) < ¢. Consideremos w y
w’ interpretaciones y, sin pérdida de generalidad, supongamos que
w Sflp’f w'. De esta manera dg f (w, V) < dg 5 (', ¥).

Puesto que para cada ¢ € U, - g(¢) < ¢ entonces,

Vo ew, dw,yp)=dw,g(p))

y de la condicién de anonimato de f se tiene

das(w,¥) = [ (d(w.g(¢)))

De la biyectividad de g y del anonimato se tiene que dg 5 (w, ¥) =
f (d(w,cp)) y asi
p€

\I/,

ddyf (w, \I/) = ddyf (w, \I//)
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De igual manera se demuestra que dg 5 (w', V) = dg ¢ (w', V'), lo
que implica que

dd7f (w, \I//) = dd7f (w’, \I//)

luego w gﬁ;,f w'.

. Sea w = ¢. Mostremos que existe w' = ¢ tal que w' <y w.

Consideremos w' = ¢’ tal que d(w,w’) = d(wy’). Notemos que
d(w, ) =d(w',¢") = 0. Ahora bien,

d(w', ) < d(w,w’)

de esta manera d(w',¢) < d(w,¢"). En virtud de la propiedad de
monotonia de f tenemos que

fld(w',¢"),d(w', ) = f(d(w',¢), d(w, ¢")).

De aqui se tiene que f(d(w',¢"),d(w’,¢)) = f(d(w,¢),d(w,¢")),
implicando que

das (W, oU¢") Zday (w,oU¢).

Esto muestra que w’ <&f

Sely W

Notacién. La operacién de concatenacién de dos vectores cuyas coor-
denadas estan en R sera denotada por ®.

Definicion 2.3.4 Diremos que una funcion de agregacion f es Pareto
fuerte si para cualesquiera vectores vy, ve, vs, v4 , con |vi| = |va| y
lvg| = |vg| se cumplen

(1) f(v) 2 fv2) A f(v3) 2 fva) = f(v1 ©v3) = fva ©vg);

(id) f(v1) =2 f(v2) A f(v3) < flva) = fv1 ©v3) < f(v2 ©v4)

Diremos que una funcion de agregacion f es Pareto débil si cumple

la condicion (i) anterior y ademds la condicion (ii’) que se enuncia a

continuacion:
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(i) f(v1) < f(v2) A fvs) < fva) = f(v1 ©v3) < fva © v4)

Proposicion 2.3.5 Sea d una pseudo distancia. Si f una funcion de
agregacion Pareto fuerte entonces la aplicacion definida por que envia

‘ ‘ d, . iy
a cada conjunto de creencias W en un preorden S\I,f es una asignacion

sincrética.

La demostracion de este resultado es directa de la proposiciéon 2.3.3 y
de las propiedades (i) y (i) de la definicion de Pareto fuerte.

Como corolario directo de esta proposicién y del teorema de repre-
sentacion 2.2.8.

Corolario 2.3.6 Sea d una pseudo distancia y f una funcion de agre-
gacion Pareto fuerte de la proposicion 2.3.5. Entonces el operador A%f
es un operador de fusion IC.

Proposicion 2.3.7 Sea d una pseudo distancia. Si f una funcion de
agregacion Pareto débil entonces la aplicacion definida por que envia a
cada conjunto de creencias ¥ en un preorden Sflp’f es una astgnacion
cuast sincrética.

La demostraciéon de este resultado es directa de la proposiciéon 2.3.3 y
de las propiedades (i) y (i7”) de la definicion de Pareto débil.

Como corolario directo de esta proposiciéon y del teorema de repre-
sentacion 2.2.11

Corolario 2.3.8 Sea d una pseudo distancia y f una funcion de agre-
gacion Pareto débil. Entonces el operador A%l es un operador de fusion
IC.

La diferencia entre las tres familias de operadores que definiremos més
adelante radica en la manera en que la distancia entre una interpretacion
y una base de creencias es usada para definir la distancia entre una in-
terpretaciéon y un conjunto de creencias, es decir en la funcién f que se
va a considerar.
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Definicion 2.3.9 Sea ¥ un conjunto de creencias, w una interpretacion
y d una distancia entre interpretaciones. La distancia mazx es definida
por
dd,Maz(w, ¥) = max d(w, @)
pew

La funcién max es claramente una funciéon de agregacién. Como ya
vimos esto induce un preorden sobre las interpretaciones de la siguiente
manera:

w S(\]ZI}Max ’U)/ = dd,Ma:t (w, \I/) S dd,Max (wla \Il)

Definimos el correspondiente operador de fusion IC, A%Maz

como
sigue:

mod(AZ’Max(\Il)) = min(mod(p), §$Max )

Teorema 2.3.10 El operador A*M® es un operador de cuasi-fusion
que cumple con (Arb) .

Demostracion:

Para ver que es un operador de cuasi-fusion basta ver, en virtud del coro-
lario 2.3.8, la funcién max es una funciéon de agregacién Pareto débil. Que
es de agregacion es inmediato como ya lo observamos anteriormente. Las
propiedades de Pareto débil se deducen directamente de las propiedades
del méximo entre conjuntos.

Solo nos queda por ver que la propiedad 8 (de equidad) de las asigna-
ciones (cuasi) sincréticas que como vimos implica (Arb) .

: . d,M
8 Supongamos que w,w’ y w” son interpretaciones tales que w <z “*

w', w <EM "y ademés w' :iﬂi o
dd,Max (’U), (P) < dd,Max (wla (P), dd,Max (’U), 90/) < dd,Max (wlla (P/) y
daMaz (W, o U @) = dg pmaz (W, @ U ¢"). Luego

d(w, @) < maz{d(w', p),d(w, ¢} = dirae (W, 0 U ¢")

d(w,¢") < maz{d(w”, ), d(w",¢")} = dgpas (W, o U¢")

lo que implica que

w”. De esta manera

dd,Max (’U), 2 U ()0,) = 'ma,x{d(w, ()0)7 d(w7 90/)} < dd,Max (wla 2 U ()0,)

d,Max

y por lo tanto w <plp W
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La condicién 6 no necesariamente se cumple, para esto consideremos
el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.3.11 Consideremos las bases de creencias ¢ y ¢’ cuyos mod-
elos son mod(yp) = {101,100,111} y mod(¢’') = {110,111}, y consider-
emos las interpretaciones w = 101 y w’ = 011. Si consideramos la dis-
tancia de Hamming (nimero de posiciones en que las interpretaciones
difieren), dp, tenemos que:

dp(w,p) =0, dp(w,¢') =1,
du(w',¢) = 1, du(w',¢') =1
De esta manera w <dH Maz v ow <dH Maz 7 Sin embargo

mam{dH(wlv 90)7 dH(wlv 90/)} =1= mam{dH(wv 90)7 dy (w’ 90,)}
lo que implica dg, rrar (W, U¢") = dg, ez (W', 0 U¢"), y por lo tanto

dig,Max

W~
Uy’

Ahora definiremos un nuevo operador a partir de la funciéon suma (la
suma de los elementos de un vector de ntimeros reales positivos). Esta
funcién es claramente una funcién de agregacion.

Definicién 2.3.12 Sea ¥ un conjunto de creencias, w una interpretacion
y d una distancia entre interpretaciones. La distancia X esta definida por

dagys (w, V) = Zdwcp
pew

Esto induce un preorden sobre las interpretaciones:
w S?I}E TTR=N dd;; (w, \I/) < dd;; (w', \I/)
y el correspondiente operador de fusion A% definido por

mod(Ai’E(\P)) = min(mod(p), Sflp’z )
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El resultado de los operadores A%> puede ser considerado como la
eleccion de la opcidon mds popular entre las restricciones de integridad.

Este operador es en realidad un operador de fusiéon mayoritario, como
lo establece el siguiente teorema, pero antes de ello mostremos la siguien-
te propiedad de la distancia dg .

Lema 2.3.13 Sea d una pseudo-distancia entre interpretaciones. En-
tonces, para cualesquiera W y W' conjuntos de creencias y w interpretacion
se tiene que

day (0, VUW) =dgx (0, V) +dgy, (w, ¥')
Demostraciéon: Sabemos que
dayx (w, V) = Zdwgp yddg w\IJ Zdwg&
T pew
De esta manera:

das (w0, 0) +dgy, (w,¥') = Z d(w, @) + Z d(w, ¢)
pew pew’

= E: <ﬂ“%¢)

peTLIW/
= dgy (w, T UT)

Teorema 2.3.14 Para cualquier pseudo-distancia d entre interpreta-
ciones, el operador A%> es un operador mayoritario.

Demostracion: Para ver que el operador A%* es de fusion basta ver,
envirtud del corolario 2.3.6, que la suma es una funcién de agregacion
Pareto fuerte. Esto ultimo es bastante directo por la conmutatividad y la
monotonia de la suma en cualquiera de sus argumentos. Las propiedades
de Pareto fuerte se deducen del lema 2.3.13 y la monotonia.

Asi solo falta ver que es mayoritario lo que es equivalente a probar la
propiedad 7 de las asignaciones sincréticas.
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7. Supongamos w,w’ interpretaciones tales que w <flp’/2 w’. De esta
manera dgx, (w, ¥') < dgx (w', ¥'). Para demostrar que 3n w <é’5(qj,)n
w’ tenemos que demostrar que

dd;; (w, v (\I/I)n) < dd;) (w’, VAN (\I//)n) .
En virtud del lema 2.3.13 esto ocurre si, y sélo si,
dd,E (w, \IJ) + ndd’E (w, \I//) < dd,E (w', \I/) + ndd’E (w', \I//) .

Asi basta con tomar

das (0, ¥) —dgx (W', V)
dd’g (w’, \I/,) — dd;; (w, \I//)

Note que por hipétesis el denominador es estrictamente positivo,
luego tal n existe.

Ahora vamos a definir la funcién Gmaz. Si v es un vector de reales
mayores o iguales a cero, denotamos v | al vector obtenido de v ordenan-
dolo en orden decreciente. Entonces definimos Gmaxz(v) = v |. Note asi
que los conjuntos (R™)™ son enviados en (R™)™ al cual ordenamos con el
orden lexicografico. Es facil ver que Gmax es una funciéon de agregacion.

Definicion 2.3.15 Sea ¥ = {¢1,p2,...,¢n} un conjunto de creencias
y sea d una distancia entre interpretaciones. Para cada interpretacion
w construimos la lista (dY,dY,...,dY) de distancias entre esta inter-
pretacion y las n bases de creencias en ¥, es decir, d = d(w, ;). Sea
da.craz (Gw),¥) la lista obtenida de (dY,dY,...,dY) al ordenarla de

’r'n
forma decreciente.

De esta manera, si consideramos <;¢,, el orden lexicografico entre suce-
siones de enteros con la misma longitud, definimos el siguiente preorden
total

d,G
w Sq} e w, < dd,Gmaz (w, ‘;[l) <lex dd,Gmaz (w,> \Il)
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y el operador A%C™4 eg definido por
max . ,Gmazx
mod(AEE™ (W) = min(mod(u), <g™*")

De hecho dg,gyaz ((;w),¥) = Gmazcyq)(d(w, ¢)) v AdGMaT o5 o]
operador definido a partir de d y la funcion Gmax de la que pronto
mostraremos es una funcién de agregacion Pareto fuerte.

Supongamos L; y Lo listas de ntimeros ordenados de forma decre-
ciente. Denotamos por Li®Lsy a la lista que se obtiene al ordenar de
forma decreciente la concatenacion de L1 con L.

Notemos que de la definicion de dg gmaer tenemos que si ¥y ¥ son dos
bases de creencias, para cualquier base de creencias w, dg gmaz (W, ¥ U W)
da.GMaz (W, V) édd,GMam (w, ¥'). También, por medio de la definicion, es

facil demostrar que el operador A%“™a% es un refinamiento del operador
Ad,Maa:.

Proposiciéon 2.3.16 Sea d una pseudo-distancia entre interpretaciones.
Para cualesquiera restriccion de integridad p y cualquier conjunto de
creencias U, Aﬁ’GMax(‘ll) F AZ’MM(\I/),

Demostracion: Sea p restriccion de integridad, ¥ un conjunto de
. G,Max

creencias y supongamos que w = A (). De esta manera w = p, y

para cada w’ = pu se tiene que w SflI}GMM w’. Notemos que por definicion

tenemos que dd,GMaa: (w’ \Ij) <lex dd,GMaac (w’, ‘Il)

Supongamos que

dd,GMax (’U),\I/) = ( qlu’ ’éu’?dg) y dd,GMa;t (wlv\y) :( 111] ) g] 7"'7dg )

Por definicién sabemos que d{’ > d’ y d}”l > d;‘/, para cada 1 <7 < n.

De esta manera d¥ = maz d(w,) vy d¥ = maz d(w',¢), y en vir-
pew pew )

tud del orden lexicografico, <., tenemos que df’ < d{’. De esta man-

era dg ez (W, V) < dg e (W, ¥) para todo w’ = p, y por lo tanto

w = AR (D). ,

Lema 2.3.17 Sean L1, Lo y L3 lista de nimeros enteros ordenados de
forma decreciente con |Ly| = |La|. Si Ly <jey Lo, entonces L1OL3y <jey
Lo@Ls.
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Demostracion: Por induccién en el tamano de Ls. En realidad el caso
interesante es cuando | L3| = 1, pues claramente si Ly = (a1,...,ap—1,an)
se tiene

LOLs = (L&(ay, ..., an_1))O(ay)

Si L1 = Lo es trivial. Asi supongamos que L1 # Lo, lo que nos lleva a
L1 <jex Lo. luego existe dj en la lista Ly tal que d; < dj ysik e 1,j -1

> se tiene que dy = dj,.

Sea L3 = (). Sil < d;, entonces [ < d;. De esta manera las primeros
j elementos de L1®Ls y Ly®Ls son respectivamente los mismos de los
vectores L1 y L2 lo que implica Li®L3 <jey Lo®Ls.

Por otro lado, si [ > d; vamos a considerar dos casos: | > dj o | < dj".
En el primer caso, como [ va a coincidir con la i-ésima coordenada de la
lista Lo®Ls, para algin i en 1, + 1 y para ese mismo i [ va a coincidir
con la i-ésima coordenada de la lista L1 ®Ls. Asi la situaciéon sera como
se describe, més graficamente, a continuacién

dl dQ di—l l di dj
I TR I [ T EIIAN
dy dy ..oodi_y 1odo... d

donde se ve claramente que L1®Lsg <jep Lo®Ls.

Sil < d} entonces la j-ésima componente de Lo®Ls sigue siendo d} v la
j-ésima componente de L1®L3 es [ (las primeras j — 1 componentes son
idénticas en ambos casos a las de Lo). Asi, recapitulando, la situacion es
graficamente la siguiente:

dy dy ... dj_1 I
I TR I
dy dy ... d;;l d;
de donde se ve claramente que L1®Ls <jey Lo®Ls. 1

De forma anéloga al lema anterior se demuestra el siguiente resultado.

51, n denota el conjunto formado por los primeros n nimeros naturales.
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Lema 2.3.18 Sean L1, Lo y L3 lista de nimeros enteros ordenados de
forma decreciente con |Ly| = |La|. Si L1 <jex Lo, entonces L1OL3 <jey
Ly®Ls.

Como corolario de los dos lemas anteriores, se tienen:

Corolario 2.3.19 Sean L1, L}, Lo, LY, listas de nimeros enteros ordena-
dos de forma decreciente tales que |L1| = |L}| y |La| = |L}|.

(Z) Si Ly <jex L/1 Y Lo <jex LIQ; entonces L1®L2 <lex LléLQ-

(ii) Si L1 <jew L1 y Lo <jex Ly, entonces L1GOLy <jer L1®Lo.

Demostracion:

Demostremos so6lo (i); (i7) se demuestra de forma anéloga a (i), hacien-
do uso del lema 2.3.18. Supongamos que Lj <j, L} entonces, por el
lema 2.3.17, L1®Ly <jep LiGLy y Lo® L <jep LLAL,. Como LiGLy =
Lg@L’l y en virtud de la transitividad de la relaciéon de orden <., se
tiene que L1®OLy <jep LiOLY. -

Ad,GMaac

Mostremos ahora bien que los operadores son operadores de

arbitraje.

Teorema 2.3.20 Para cualquier d una pseudo-distancia entre inter-
pretaciones, el operador A®CMT define un operador de arbitrage.

Demostracion: Para ver que es un operador de fusién basta ver,
por el corolario 2.3.6, que Gmax es una funcién de agragaciéon pareto
fuerte. Que es de agregacion es directo de la definiciéon. Que se cumplen
las propiedades de Pareto fuerte es consecuencia inmediata del corolario
2.3.19.

Nos queda por demostrar la propiedad de arbitraje lo cual es equivalente
a la propiedad 8 para las asignaciones sincréticas:

8. 8 ‘ son interpretaciones tales <gGMo
. Supongamos que wy, w2, w3 son interpretaciones tales que wy <y
d,GMazx d,GMazx d,GMazx

) w3y que wy i, w3, veamos que wy <y
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Consideremos d(wj, ) = dg' y d(w;,¢') = d, para cada i =
1,2,3, y notemos que dg' < dg? y d’;’} < df:;“’. Ahora bien, como
~4.GMazx

2 Moy Ws, tenemos los siguientes casos.

Caso 1 Sidg? = dg?, entonces:
dgt < dg? < maz{dg?,d;}},
dyt < dgyd = dj <maz{dg? d;}}.

De esta manera dg gaaz (W1, ¢ U ¢@") <iex da,cMaz (W2, 0 U ¢),

y por lo tanto wy <®bCGMaz

g’ w2

Caso 2 Sidy? = dg;?’ se tiene:
dgt < dg? < mazx{dy?, dg? 1
d:“g,l < dg? = dP? < maz{dy?, dg?},

lo que implica dg ez (W1, 0 U @) <iex da,araz (W2, o U¢),
d,GMazx

y asl wy <¢u@/

wy.

Ahora, ilustremos el comportamiento de esta familias de operadores
con un ejemplo.

Ejemplo 2.3.21 En una reunién de la directiva de un complejo recrea-
cional, el presidente de dicho complejo propone, para el ano venidero, la
construccién de una cancha de tenis, una montafna rusa y una pista de
carting. Durante la reunién la directiva se da cuenta que si dos de estas
atracciones son construidas, la renta se incrementara significativamente
para los accionistas del complejo.

Denotemos por C, M, P las construciones de la cancha de tenis, la
montafa rusa y la pista de carting, respectivamente, y denotemos por [
el incremento de la renta.
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La directiva noté que la construcciéon de dos o méas de las atracciones
conducird a un importante incremento sobre la renta

u=(CAM)V(CANP)V(MAP)—1

Hay cuatro miembros de la directiva cuyas creencias seran denotadas
por ¢i1, @2, w3, pa. Asi, ¥ = {¢1,p2,¢3,ps}. Dos de los miembros
de la directiva quieren construir las tres atracciones y no les importa
el incremento de la renta (p1 = @3 = C A M A P). El tercero de los
miembros piensa que la construcciéon de cualquiera de las atracciones
causara, el cualquier momento, un aumento en la renta y quiere que los
accionistas paguen la renta mas baja posible, de esta forma el se opone
a cualquier construccion de (g3 = -C' A ~M A —P-1I). El dltimo direc-
tivo piensa que el complejo en realidad necesita la cancha de tenis y la
pista de carting pero no desea un incremento en la renta (@3 = CAP—I).

Las variables proposicionales C';, M, P e I seran consideradas en ese
orden para las valuaciones. Asi:

1) = W —{0110,1010, 1100, 1110}

©4) = {1010,1110}

Los resultados de las distancias estan en la tabla 2.1. Las Filas som-
breadas corresponden a las interpretaciones rechazadas por la restricciéon
de integridad. De esta manera, los resultados han de ser encontrados en-
tre las interpretaciones que no estan sombreadas.

Con el operador A%#-Mar 1 distancia la distancia minima es 2 y las
interpretaciones escogidas son

mod(A%#M* (@) = {0010, 0011, 0100, 1000, 1001}

Asi la decision que mas se ajusta a los deseos del grupo es entonces no
incrementar la renta y construir una de las tres atracciones, o incremen-
tar la renta y construir la cancha de tenis o sino la pista de carting.
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mod(p) | d(w,¢1) | d(w,p2) | dlw,ps3) | d(w, ) | distyrae | disty | distc
0000 3 3 0 2 3 8 (3,3,
0001 3 3 1 3 3 10 (3,3,
0010 2 2 1 1 2 6 (2,2,
0011 2 2 2 2 2 8 (2,2,
0100 2 2 1 2 2 7 (2,2,
0101 2 2 2 3 3 9 (3,2,
0110 1 1 2 1 2 5 (2,1,
0111 1 1 3 2 3 7 (3,2,
1000 2 2 1 1 2 6 (2,2,
1001 2 2 2 2 2 8 (2,2,
1010 1 1 2 0 2 4 (2,1,
1011 1 1 3 1 3 6 (3,1,
1100 1 1 2 1 2 5 (2,1,
1101 1 1 3 2 3 7 (3,2,
1110 0 0 3 0 3 3 (3,0,
1111 0 0 4 1 4 5 (4,1,

Cuadro 2.1: Tabla 1

Podemos observar en este ejemplo por qué el operador A%-Ma@ ng eg

un operador de fusiéon IC. Por ejemplo las interpretaciones 0010 y 0011
. dg,Max .

son escogidas por A, (¥), aunque 0010 es mejor para @3 y p4 que

0011, siendo asi que estas dos son igualmente preferidas por @1 y 2.

Parece natural entonces que 0010 sea globalmente preferida a 0011.

La familia de operadores A%GMa% ha sido construida con la idea de
que sea mas selectiva que la familia A“Ma 3] tener estos requerimientos
en cuenta. Con el operador A4:GMar o] resultado es

mod(A%#EMa (gr)) = {0010, 1000}

asi la decisiéon en este caso es construir la pista de carting o la cancha de
tenis sin incrementar la renta.

Pero si uno escoge A% para resolver el conflicto de acuerdo a los
deseos de la mayoria, el resultado es entonces

mod(AH () = {1111}
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v la decisiéon serd construir las tres atracciones e incrementar la renta.

La elecciéon mayoritaria, a menudo parece més democratica que los
otros métodos pero, por ejemplo en este caso, este resultado sélo se dara
a cabo si @3 acepta obedecer esta decisiéon que es totalmente opuesta a su
opinién. Si 3 y a quienes representa deciden no pagar la mensualidad,
los trabajos tal vez no se lleven a cabo por la carencia de dinero. Entonces
si una decision requiere de la decision de todos sus miembros, un método
maés consensual, como el arbitraje, parece adecuado. Este tipo de eventos
estd estrechamente relacionado con la teoria de eleccién social.



Capitulo 3

Razonamientos no monoétonos

El estudio de los llamados razonamientos de sentido comin ha sido
un tema de investigaciéon en el area de inteligencia artificial por muchos
anos. En este capitulo presentaremos algunas de las ideas desarrolladas
para analizar un tipo particular de estos razonamientos.

Una afirmacion condicional es una afirmaciéon de la forma “si «, en-
tonces 7. Por ejemplo, considere la siguiente expresion: “si o ocurre,
normalmente también B ocurre” o “a normalmente implica 3”. Estas
afirmaciones se hacen durante un proceso de inferencia que, por estar
basado en informacién incompleta, puede admitir excepciones. Un primer
ejemplo estd dado por la deduccién clasica: o F (. Este caso es ideal,
pues cuando decimos “« implica légicamente a 5” no se permite ninguna
excepcion. Otro ejemplo lo obtenemos cuando el proceso de inferencia
se basa en probabilidades. Diremos que « normalmente implica S, si la
probabilidad de que « y 8 ocurran simultaneamente es alta en relacién
a la probabilidad de «. Esto no excluye la posibilidad que a se cumpla
pero 8 no, aunque normalmente esto no sucede.

Consideremos ahora las oraciones subjuntivas. Por ejemplo: “Si no
hubieras renunciado a tu trabajo, hoy serias el gerente”, o mas general-
mente, “Si a hubiese ocurrido, entonces 3 también hubiese ocurrido”. En
este tipo de afirmaciones condicionales la premisa puede, o no, entrar
en contradiccién con las creencias o hechos aceptados hasta el momento.
Cuando la premisa contradice nuestra creencias, se dice que el argumen-
to o la afirmacion es “contrafactual” '. Como veremos mas adelante, ese

'En espafiol a veces usamos la expresion “en el supuesto negado” para indicar

71
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tipo de afirmaciones esté estrechamente relacionado con los procesos de
revision de las creencias.
Las afirmaciones condicionales se denotaran como sigue:

a S

Las leeremos diciendo: “si «, entonces normalmente 57, o también, “«
normalmente implica 5”.

El estudio de estas afirmaciones condicionales ha puesto el énfasis en
el andlisis de |~ como relacion binaria entre formulas en un lenguaje
proposicional. El objetivo es determinar las propiedades estructurales que
debe poseer |~ para que represente un proceso de inferencia “legitimo”,
“racional” o al menos capture ese tipo de razonamiento que llamamos de
“sentido comun”. Estas relaciones se llaman relaciones de consecuencia.

Para ilustrar uno de los problemas tratados en este capitulo, considere
la siguiente coleccién K formada por tres afirmaciones condicionales es-
critas en un lenguaje proposicional con (al menos) tres variables a, p y
v:

pha  apv ph-w

La interpretacion usual de K dice: los pingiiinos son aves, las aves (nor-
malmente) vuelan y los pingiiinos no vuelan.

No podemos interpretar |~ como F, la deduccién clasica, pues por ser
F transitiva, obtendriamos p - v y p - —v, que es una contradiccion.

Si la tnica informacion que conocemos acerca de las variables p, a y
v son las afirmaciones contenidas en K, una pregunta natural es ;qué
més podemos inferir?, ;es razonable pensar que p A a |~ v? o jserd que
pAa p —w?. De acuerdo a la interpretacion que dimos en términos de
aves y pingiiinos, uno esperaria que p Aa |~ —v y también que p Aa j~ v.
Ahora bien, jqué se puede decir en general? Uno de los objetivos de
este capitulo es presentar algunas herramientas que permiten dar una
respuesta general a esas preguntas de apariencia tan sencilla.

Una propiedad que posee la deduccion clésica es que si v es una con-
secuencia de un conjunto P de premisas, entonces 7y también es una
consecuencia de cualquier conjunto de premisas que contenga a P. Esto

que la premisa de la oracién condicional en realidad no es cierta, o la consideramos
imposible o0 muy improvable que ocurra. En inglés se les llama “counterfactuals”.
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es, las consecuencias crecen monoténicamente en relaciéon a las premisas.
En nuestro caso, uno dice que una relacion de consecuencia |~ es mond-
tona, si cada vez que tengamos « |~ 7, entonces también se cumple que
a A B p v para toda formula 5. En los razonamientos de sentido comin
es frecuente que no se cumpla la monotonia. En el ejemplo presentado
anteriormente, uno espera que a A p [ v, aunque a ~ v.

Para concluir esta introduccién, comentaremos sobre otra manera de
interpretar formalmente las afirmaciones condicionales (es decir, darles
una seméntica) que hace uso de los operadores de revision AGM. La
idea fundamental se basa en el Test de Ramsey. Sea K un conjunto de
creencias expresadas en un lenguaje proposicional.

Test de Ramsey: Se acepta una oracion condicional « |~ 3 con respecto
a K si el cambio minimal de K necesario para aceptar a o también re-
quiere que aceptemos a [.

En vista de lo que hemos estudiado en el capitulo 1 podemos for-
malizar el Test de Ramsey de la siguiente manera. Dado un operador
de revision AGM #, y una teoria K, definimos una relacion binaria |y
entre férmulas:

a v Bsii f € K *a.

Esta es una forma de darle sentido a afirmaciones del tipo: Si o hubiese
ocurrido, entonces B también. En general, |~, no es mondtona (excepto
cuando K es el conjunto de todas las tautologias).

En la bibliografia el lector encontrara algunas referencias de la extensa
literatura existente sobre relaciones de consecuencia. El enfoque que pre-
sentaremos estd basado en los trabajos de Makinson, Kraus, Lehmann
and Magidor [32, 33, 36].

3.1. Relaciones acumulativas, preferenciales
y racionales

En esta seccién presentaremos una clasificaciéon de las relaciones de
consecuencia siguiendo los trabajos de Krauss, Lehmann y Magidor [32,
33]. A menos que digamos expresamente otra cosa, los resultados de esta
secciéon provienen de esos trabajos.



74 R. Pino Pérez y C. Uzcategui Aylwin

En un sentido puramente formal, una afirmacion condicional es un par
de formulas (o, 8) que como dijimos, se denotara por

a S

Una relacion de consecuencia es una coleccion de afirmaciones condi-
cionales.

Comenzaremos presentando algunas reglas béasicas que uno esperaria
sean satisfechas por una relaciéon de consecuencia:

REF a .

LLE Siap fylF a<+y, entonces v |~ .
RW Sialp fytE B — -, entonces a .
CcuT SiaAB vy ap f, entonces a p 7.

™M Sialp By apy, entonces a Ay v 5.

Donde REF es una abreviaciéon en inglés de Reflexivity, LLE de Left Log-
ical Equivalence, RW de Right Weakening y CM de Cautious Monotony.

Definicion 3.1.1 Una relacion de consecuencia es acumulativa si sat-
isface REF, LLE, RW, CM y CUT. Este sistema de reglas lo denotaremos
por C.

Es facil verificar que la relaciéon de consecuencia de la logica clésica
F satisface todas esas propiedades. La gran mayoria de relaciones de
consecuencia que estudiaremos satisfacen este conjunto de reglas. Sin
embargo, también veremos mas adelante (seccion 3.4) una familia muy
natural de relaciones de consecuencia que no satisfacen todas estas reglas.
El estudio de las relaciones de consecuencia ha hecho énfasis en entender
aquellas relaciones que no satisfacen el principio de monotonia:

Monotonia  Si « |~ 7y, entonces aw A 5 |~ 7.

Como ya lo mencionamos en la introducciéon de este capitulo, los ra-
zonamientos que ocurren en la “vida diaria” con frecuencia no respetan
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el principio de monotonia. Esto usualmente se debe al hecho que es-
tos razonamientos se basan en informacion incompleta y a medida que
recibimos més informacién algunas de la conclusiones iniciales ya no son
convalidadas.

La regla CM, como su nombre lo indica, es una versién cautelosa de
la monotonia, veremos mas adelante otra forma més fuerte. Ademas de
estas reglas que claramente son formas de monotonia, veremos otras que
tienen mas bien que ver con las propiedades de la disyuncion.

El conjunto de consecuencias de una férmula lo denotaremos de la
siguiente manera

Crla) ={B8: al~ B}

En caso que la relacién de consecuencia sea clara del contexto, sélo es-
cribiremos

C(a).

Comenzaremos mostrando que a partir del sistema C se pueden obten-
er otras reglas que son interesantes.

Lema 3.1.2 Las siguientes reglas son deducibles del sistema C.

Supraclasica Si b 8, entonces « |~ 3.

AND Siap B yaly, entonces a v S A7.
MPC Siap f—=vyalp B, entonces a v 7.
Demostracion: Comencemos mostrando la regla Supraclasica. Por

REF tenemos que « ~ v y con RW obtenemos « |~ 3.

Veamos que AND se cumple. Supongamos que o |~ 5y a |~ 7. Por
CM, a A B |~ v. Por otra parte, usando Supraclasica se concluye que
(aANB) AN~y |~ BA~y. Por CUT, obtenemos aeA B |~ BA~.Y de nuevo por
CUT, a ~ SA7y. Laregla MPC se obtiene inmediatamente de AND y RW.

MPC abrevia Modus Ponens in the Consequent. El siguiente resultado
es Util y su prueba sencilla, la dejamos a cargo del lector interesado.

Lema 3.1.3 Suponga que |~ es acumulativa. Entonces C(a) = C(B) st
a8y B a para todo par de formulas v y (.
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Ahora veremos dos formas equivalentes de presentar la monotonia.

EHD Si a v 8 — ~, entonces a A 5 |~ .

Transitividad Si o~ 8y S |~ 7, entonces « p~ 7.

EHD abrevia Fasy Half of the Deduction theorem.

Lema 3.1.4 En el sistema C, las reglas Monotonia, EHD y Transitividad
son todas equivalentes.

Demostracion: Probaremos primero que Monotonia implica EHD.
Supongamos « p [ — 7, entonces por Monotonia, « A 5 |~ 3 — ~y. Ahora
como a A 3~ B, por AND y RW obtenemos que o A § |~ 7.

Supongamos ahora que EHD vale y veamos Monotonia. Suponga que « |~
~v. Como v F (8 — =), entonces por RW « |~ (8 — 7). Luego por EHD
aAB .

Veamos ahora que Monotonia es equivalente a Transitividad. Supongamos
que a |~ By B p ~. Entonces por Monotonia, 3 A o |~ 7. Por LLE,
a A B vy por CUT, a |~ v. Reciprocamente, supongamos que « p 7.
Por RW, aw A B |~ a, luego por Transitividad concluimos que a A S |~ v. g

A continuacion estudiaremos otras reglas que tratan sobre las propiedades
de la negacién y de otros conectivos.

OR Siap vy By, entonces aV S |~ vy
S SiaAp -, entonces a v B — v

DR SiaV g p, entonces v po B p
RM Siappy alpe -, entonces a A S p

NR StaAvy By ah—y~ B, entonces a [~ f.

Donde DR abrevia Disjunctive Rationality, RM Rational Monotony y
NR Negation Rationality.
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Definicion 3.1.5 Una relacion de consecuencia ~ se llama preferencial
si es acumulativa y satisface la regla OR. Denotaremos con P a este
sistema.

El sistema P ocupa un lugar mas importante que el acumulativo, pues
por una parte incorpora la disyuncién y por otra, las reglas preferenciales
han sido consideradas por muchos investigadores como el nicleo que
debe satisfacer toda sistema de razonamiento no monétono. El lector
interesado en conocer mas detalles sobre este sistema puede leer [32].

Lema 3.1.6 Toda relacion preferencial satisface S.

Demostraciéon:  Supongamos que a A § |~ 7y, entonces por RW, ten-
emos que a A S8 — 7. Pero a A = |~  — 7, por lo tanto por OR y
LLE, a |~ 8 — 7. ]

Las reglas NR, DR, RM no son derivables en P. La regla RM es obvia-
mente una forma de monotonia.

Definicion 3.1.7 Una relacion de consecuencia es Racional si es pref-
erencial y satisface ademds RM. Denotaremos con R a este sistema.

El siguiente resultado, que usaremos més adelante, muestra la conexiéon
entre los operadores de revision AGM y las relaciones racionales.

Lema 3.1.8 Supongamos que |~ es una relacion racional. Si o [ =3,
entonces

ClanpB) =Cn(Cla) U{B}).

Demostracion: Para ver una direccion, sea a A 8 |~ . Por la regla
S, tenemos que « p~ 3 — . Por lo tanto § — v pertenece a C(«a). Y de
esto se concluye que 7 pertenece a Cn(C(a) U {5}).

Reciprocamente, suponga que «y pertenece a Cn(C(a) U {8}) y sean 0;
para i < n tales que o v §; para i <ny d A--- Ad, A B F . Entonces
A~ NoyF B — . Por AND, a |~ 61 A+ Ady y por RW, a |~ B — 7.
Por RM, aAB |~ B — 7. Como aA S |~ (3, entonces por RW, aAS |~ .

Lema 3.1.9 Toda relacion racional satisface DR y NR.
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Demostracion: Ejercicio. i

La regla NR se puede interpretar mas facilmente si la expresamos en su
forma contrapositiva:

NR Si a v 3, entonces a Ay v o a A=y .

Veamos un ejemplo de esta regla. Normalmente, la fiesta de despedida
de ano del departamento de Matematicas son muy buenas (« |~ /3). Pero
cuando fulanito () asiste, normalmente la cosa se pone medio pesada
y la fiesta ya no es tan buena (a A~y [~ (). La regla NR dice que es
razonable pensar que si fulanito no se aparece, la reuniéon sera agradable

(@ A=y B).

3.2. Relaciones racionales y los operadores AGM

En esta seccién precisaremos un comentario que hicimos en la intro-
duccién de este capitulo, sobre la estrecha relaciéon existente entre los
operadores de revision AGM y las relaciones de consecuencia.

Teorema 3.2.1 (Gdrdenfors and Makinson) [20] Sea * un operador de
revision AGM, K una teorta. Definimos una relacion p~ . por

alpe, B C<1:e>f5€K*a

Entonces |~ es una relacion racional y ademds satisface:
Si o, L, entonces oL

Diremos en este caso que p~, preserva consistencia.

Demostracion: Usando K*2 es claro que se cumple REF. A partir
de K %6 se obtiene LLE y ya que K * « es logicamente cerrado, entonces
tenemos que RW se cumple. Para mostrar CUT primero recordemos la
propiedad de reciprocidad de los operadores AGM:

Sife Kxay a€ Kxf, entonces K xa = K x (3.
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Sea 8 € K * a, entonces por la propiedad de reciprocidad tenemos que
K x(aNB) = K *a. Por lo tanto, CUT se cumple. Para ver CM, tenemos
como antes que si f € K * a, entonces K * (o« A ) = K x a. Y de esto
se sigue obviamente CM. Veamos ahora RM. Supongamos que « [~ =8y
que « 7. Entonces (K xa)U{S} es consistente, luego por K %7 y K %8
tenemos que K * (a A B) = K x«a+ (. Por lo tanto, v € K % (aw A 3). Por
tltimo, usando K * 5 se tiene que p, preserva la consistencia.

El siguiente teorema es el inverso.

Teorema 3.2.2 (Gardenfors and Makinson [20]) Sea |~ una relacion
de consecuencia racional tal que preserva consistencia (esto es, si « es

consistente, entonces o [ L ). Entonces existe una teoria K y un operador
de revision AGM tal que |~= |~ ..

Demostracion: Sea K = {a: T | a}. Por RW se tiene que K es
una teorfa. Por otra parte, como |~ preserva la consistencia, entonces
K es consistente. Definimos K x o« = {f : «a |~ f}. Afirmamos que
x es un operador de revision AGM para K. Observe que s6lo hemos
definido el operador sobre K por lo tanto tenemos que extender x a
todas las teorfas. Esto se puede hacer arbitrariamente, por ejemplo dada
una teoria L diferente de K, definimos L * o« como la revisiéon dréstica
de L (ver ejemplo 1.2.4).

Es facil verificar que K x1, K %2, K x5y K %6 se cumplen. Para verificar
K %3y K x4, supongamos que K U{a} es consistente. Es decir T [£ —a.
Sea B € K * a, es decir, a |~ 5. Entonces por la regla S (que vale en los
sistemas preferenciales) tenemos que T |~ a — 3, luego a — 3 € K. Por
lo tanto K U {a} F . Reciprocamente, supongamos que K U {a} - £,
entonces o« — € K, asi T v a — . Ya que T [~ -, entonces por RM
y RW tenemos que «a |~ f.

Verificaremos K * 7. Sea 7 € K * (a A ), es decir, a A 5 |~ 7. Entonces
a o — 7, por lo tanto f — v € K * . Es decir, vy € K xa+ 3.

Por altimo para ver K 8, supongamos que (K % a) U {fS} es consistente
y ademés que K xa F  — ~. Es decir, o |~ 8 — . Por hipotesis a [© f3,
luego por RM a A 5 |~ 3 — . Usando RW obtenemos que o A 5 |~ y.
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3.3. Teoremas de representacion

En esta secciéon presentaremos los teoremas de representacién para las
relaciones de consecuencia. Un método para definir relaciones de conse-
cuencia es el siguiente. Dada una funcién J : Form — Mod tal que

J(a) € Mod(a),
definimos una relacién de consecuencia como sigue

a ey posii J(a) E .

Las propiedades de |~; por supuesto dependeran de la funcion J. Por
ejemplo, si J(a) = Mod(«), entonces |~y = F.

Como veremos en este capitulo, toda relaciéon de consecuencia satisfa-
ciendo ciertas condiciones es de la forma |~ ; para alguna funcion J.

3.3.1. Modelos acumulativos

Definicion 3.3.1 (/32]) Sea < una relacion binaria sobre un conjunto
S. Diremos que A C S es suave si para cada a € A se tiene que a es
minimal en A ¢ existe b € A tal que b < a y b es minimal en A.

Para entender mejor el significado de cuando un conjunto es suave ob-
servemos lo siguiente: Si B C A C S, entonces es claro que min(A)NB C
min(B). Supongamos que min(A) C B, por lo tanto min(A) C min(B).
Bajo estas condiciones es razonable esperar que min(B) = min(A). Es-
to es cierto cuando A es suave, ya que en este caso tendriamos que
min(B) C min(A).

Definicién 3.3.2 Un modelo es una tripleta (S,1, <) donde

1. S es un conjunto no vacio (sus elementos se llamardn estados)

2. 1 es una funcion (llamada de interpretacion) que asigna a cada es-
tado s € S una coleccion no vacia l(s) de valuaciones del lenguage.
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3. < es una relacion binaria asimétrica sobre S (i.e. s A s para todo

ses).

Definiciéon 3.3.3 Dado un modelo (S,1,<) a cada formula o le asoci-
amos un conjunto de estados

a={seS: l(s) C Mod(c)}

i.e., s€ a si N =« para cada N € I(s). Diremos que < es una relacion
suave si @ es un subconjunto suave de S para toda formula consistente
Q.

Definiciéon 3.3.4 Un modelo (S,1,<) se dice que es acumulativo, si <
es una relacion suave.

Es importante observar que la condicién de ser una relacién suave en
particular garantiza la existencia de minimales en & para cada férmula
consistente a.

Definiciéon 3.3.5 Dado un modelo acumulativo W = (S, 1, <) definimos
su relacion de consecuencia asociada ey, de la manera siguiente:

apew Bosii min(a, <) C B

i.e. a oy B osii (s) = B para todo s € min(a, <).

Cuando no exista riesgo de confusion, escribiremos min(@) en lugar de
min(a, <).

Ejercicio 3.3.6 Suponga que el lenguaje es finito. Sea = la relacion de
equivalencia logica en el conjunto Form de todas las formulas consis-
tentes y S el conjunto de las clases de equivalencia mddulo =. Considere
[([a]) = mod(c) donde [a] es la clase de equivalencia de oo y < un or-
den parcial estricto sobre S. Muestre que W = (S,1,<) es un modelo
acumulativo.

Ejercicio 3.3.7 Muestre que existe un modelo acumulativo W =(S,1, <)
donde < es la relacion vacia, de tal manera que |y satisface Monotonia
pero no satisface OR.
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3.3.2. Relaciones acumulativas

Proposicion 3.3.8 Sea W = (S, 1, <) un modelo acumulativo. Entonces
la relacion vy es acumulativa.

Demostracion: Veamos que CM se cumple. Supongamos que « oy By
a oy . Queremos ver que aoA 3 vy . Sea s € mm(a//\\ﬁ) Afirmamos
que s € min(a@). En efecto, si no fuera asi, por ser @ suave, existirfa
t < s con t € min(@). Entonces como « fvyy [ se tiene que t € 3, pero
esto es imposible pues s € min(m). Por lo tanto, s € min(@) y en
consecuencia s € 4.

Ahora veremos que vy, satisface CUT. Supongamos que « vy 8y que
aAB pw . Queremos ver que a vy v. Sea s € min(a). Como a oy S,
entonces s € m y de hecho s € mm(a//\\ﬁ) Por lo tanto, s € 7.
Dejamos a cargo del lector verificar que REF, RW y LLE son satisfechas
por ey . ]

Nos encaminamos a mostrar el reciproco de la proposicién anterior. Es
decir, dada una relacion acumulativa |~ veremos cémo construir un mod-
elo acumulativo W tal que |~ coincida con vy, .

Fijaremos, por lo que resta de esta seccién, una relaciéon de consecuencia
acumulativa |~. Consideremos la siguiente relacion binaria entre formu-
las:

a~f sii Cla) =C(f).

Es claro que ~ es una relacion de equivalencia. En el lema 3.1.3 vimos
que a ~ S sii a v By B |~ a. La clase de equivalencia de « respecto a
~ la denotaremos por a.

Ahora le asociaremos un conjunto (de estados) a la relacion |~:
S=L/~.
Considere la siguiente relacion binaria sobre S:

& < f sii existe o/ € @ tal que 3 ew o

Lema 3.3.9 La relacion < sobre S es antisimétrica.
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Demostraciéon: Supongamos que & =< B’ y~g = &. Entonces por defini-
cion de < se tiene que existen o/ € ay ' € ftalesque S v o' y a o 5.
En particular, ' |~ o/ y o |~ 3. Por el lema 3.1.3 se tiene que o/ ~ '
y por lo tanto a ~ f. 1

Definimos o < fsi @« <= 8y 8 £ a. De lo anterior se deduce que < es
asimétrica. Finalmente, el modelo que le asociamos a |~ es el siguiente:

W =(5,1,<)
donde
l(a) = {N : N es una valuacion tal que N = C(«)}.

Dejamos a cargo del lector la verificacion que la definicion de I(a) no
depende de la eleccion del representante de la clase de a.

Definiciéon 3.3.10 Dada una relacion de consecuencia ~. Una valua-
cion N del lenguaje se dice que es normal para una férmula o, si N
satisface todas las formulas en C(«), esto es, N = C(«). Diremos que
N es normal (para |~), si es normal para alguna férmula.

Lema 3.3.11 Para todo o, € L, a |~ B sii toda valuacion normal para
« satisface 5.

Demostracién:  Supongamos que « |~ §y N es una valuaciéon nor-
mal para «, entonces por definicion se tiene que N = (. Por otra
parte, supongamos que « [~ 3. Mostraremos que existe una valua-
cion normal para « que no satisface 8. En efecto, considere el conjunto
I' = {-5} UC(a). Mostraremos que I' es consistente. Si no lo fuera, en-

tonces por compacidad, existen 01, - - - , d,, en C(«a) tal que 51 A- - -Ady, .
Por AND tenemos que a |~ §1 A--- A, y por RW se concluye que « |~ 3,
lo que contradice la suposicion. 1

Ya tenemos todo lo que hace falta para demostrar el siguiente resultado
fundamental.

Teorema 3.3.12 (Krauss, Lehmann y Magidor [32]) Una relacion de
consecuencia p~ es acumulativa si, y solo si, existe un modelo acumulativo

W = (S,1,=<) tal que |~ = poyy.
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Demostraciéon:  Ya vimos en la proposicion 3.3.8 que si W es un
modelo acumulativo, entonces |~y es una relacion acumulativa. Para ver
el reciproco, sea |~ una relacion acumulativa, mostraremos que el modelo
W = (85,1, <) definido arriba es acumulativo y que |~ = |vy,. Para ver
que W es acumulativo, fijemos a y mostremos que & es suave. En efecto,
afirmamos que @ es un elemento minimo de . Sea 3 € @, queremos ver
que o = 3. Tenemos que toda valuacién normal para 3 satisface a, por
el lema 3.3.11 concluimos que S |~ a. Y por lo tanto, & < 3. Con esto
hemos mostrado que @ es suave.

Nos queda por verificar que |~ = |~y,. Supongamos que « |~ 5. Como &
es minimo en @, basta ver que toda valuacion en [(«@) satisface 8. Esto es
cierto por lo visto en el lema 3.3.11. Reciprocamente, supongamos que
a oy 5. Como @ es minimo en @ y por la definicion de vy, , tenemos que
todo valuacién normal para « satisface 3, de nuevo por el lema 3.3.11 se

tiene que a |~ 3.

3.3.3. Relaciones preferenciales

Para representar las relaciones preferenciales es necesario considerar mod-
elos similares a los acumulativos pero més restringidos en el sentido que
la funcion [ asigna sélo una valuacion a cada estado s y la relacion < es
un orden estricto. Mas precisamente tenemos

Definiciéon 3.3.13 [32/ Un modelo preferencial es un modelo acumula-
tiwo (8,1, <) tal que | es una funcion que asigna a cada estado s € S una
valuacion y ademds < es una relacion transitiva, no reflexiva y suave.

Ejercicio 3.3.14 Suponga que el lenguaje es finito. Sea S el conjunto
de todas las valuaciones del lenguaje y < un orden parcial estricto sobre
S. Sea I(N) = N para cada N € S. Muestre que W = (S,1,<) es un
modelo preferencial.

Como antes, a cada modelo preferencial W = (5,1, <) le asociamos una
relacion de consecuencia vy, y tenemos el siguiente resultado:
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Proposicion 3.3.15 Sea W = (S,l,<) un modelo preferencial. En-
tonces la relacion vy, es preferencial.

Demostracion: Sea W = (S, [, <) un modelo preferencial. En vista de
la proposicion 3.3.8, s6lo debemos mostrar que |~y satisface OR. Supong-
amos entonces que « vy vy B pew v. Queremos ver que aV 5 oy .
Sea s € mm(m) Sea N = [(s). Si N satisface «, es facil ver que
s € min(a) y por lo tanto, N |= . El otro caso se trata igual. 1

Teorema 3.3.16 (Krauss, Lehmann y Magidor [32]) Una relacion de
consecuencia p~ es preferencial si, y solo si, existe un modelo preferencial
W = (8,1,=<) tal que |~ = pw. Ademds, si el lenguaje es finito, entonces
toda relacion preferencial se puede representar por un modelo finito (esto
es, con S un conjunto finito).

No daremos la demostracion de este teorema (ver [32]).

3.3.4. Relaciones racionales

En esta seccion mostraremos el teorema de representaciéon de las rela-
ciones racionales. Para hacerlo restringiremos atin més los modelos pref-
erenciales

Definicion 3.3.17 [33/ Un modelo rankeado es un modelo preferencial
(S,1,=<) tal que < es modular (es decir, existe un orden lineal estricto
(Q,<) y una funcion r : S — Q tal que s < s sii r(s) < r(s’) para todo
s, s €8).

Los modelos rankeados (también llamados modulares) no son otra cosa
que un preorden total suave en la coleccién de valuaciones. Estos modelos
fueron usados para representar los operadores de revision AGM (ver el
teorema 1.5.8).

A continuacién presentamos una caracterizacién de los érdenes modu-
lares que usaremos mas adelante.
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Lema 3.3.18 Un orden estricto < sobre un conjunto S es modular sii
para todo s, t,u € S, si s,t son <-incomparables y s < u, entonces t < u.

Demostraciéon: La dejamos como ejercicio. Para una de las direcciones,
considere la relaciéon s ~ ¢ si s y t son <-incomparables. Se muestra que
~ es una relacion de equivalencia y se toma {2 como S/ ~. i

El resultado mas importante de esta seccion es el siguiente teorema.

Teorema 3.3.19 (Lehmann y Magidor [33]) Una relacion de consecuen-
cia |~ es racional si, y solo si, existe un modelo rankeado W = (5,1, <)

tal que o=y . 1

Seguiremos la prueba presentada en [39]. Comenzaremos mostrando una
direccion del teorema y después probaremos algunos resultados auxiliares
necesarios para completar la demostracion.

Proposicion 3.3.20 Sea W = (S,1, <) un modelo rankeado. Entonces
la relacion vy, es racional.

Demostracion: Sea W = (S,[,<) un modelo rankeado. Fijemos 7 :
S — Q con (£2, <) un orden lineal estricto tal que s < s’ sii r(s) < r(s').
Por la proposicion 3.3.15 basta mostrar que |~y satisface RM. En efecto,
supongamos que « oy vy « [y 1. Queremos ver que a A S ey 7.
Sea s € mm(m) Basta ver que s € min(@). Supongamos que no es
asi, entonces existe t < s con t € min(a). Entonces r(t) < r(s). Por otra
parte, como « [y, 5, existe u € min(@) tal que [(u) = 8. Por ser
un orden lineal, tenemos que r(u) < r(s). Entonces u € min(a//\\ﬁ). Lo
que contradice que s € mzn(m)

Definiciéon 3.3.21 Dada un relacion de consecuencia p~ le asociamos
un relacion binaria entre valuaciones de la siguiente manera:

M <. N < Va(N EC(a) > M ¥ a).
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N

Formalmente, seria mas preciso denotar la relacion <. por <e para
enfatizar que depende de la relacion |~. Pero cuando no haya riesgo
de confusion, s6lo escribiremos .

Recordemos que una valuacion es normal (3.3.10) si existe una férmula
a tal que M = C(«). Por lo tanto, si N no es normal y M es normal,
entonces M <, N. Como veremos, uno puede restringir la relacion <. a
las valuaciones normales. Por el resto de esta secciéon denotaremos por

S = coleccién de valuaciones normales.

El siguiente resultado justifica la definiciéon de <.

Lema 3.3.22 Sea |~ una relacion de consecuencia. Si M = C(«a), en-
tonces

M € min(mod(a) NS, <e).
Demostracién: Es inmediata de la definicién de <. I

Introducimos ahora otra regla que juega un papel importante para analizar
la relacion <.

WDR  C(aV B) C Cn(C(a)UC(B)).

La regla WDR fue propuesta por Freund [19] para estudiar los modelos
preferenciales donde la funcion [ es inyectiva. Como veremos, las rela-
ciones racionales se pueden representar por modelos prefereciales con [
inyectiva. Para obtener méas informacién sobre los modelos inyectivos ver
[19, 39]. WDR es una abreviacion en inglés de Weak Disjunctive Ratio-
nality.

Notemos que si uno pudiera garantizar que <. fuera suave, entonces
W = (S,1,=<.), con [(N) = N, seria un modelo preferencial. Observemos
que en este caso @ es la coleccion de modelos normales que satisfacen N.

El siguiente resultado muestra que <. es suave cuando |~ es preferencial
y satisface WDR.
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Lema 3.3.23 Supongamos que |~ es una relacion preferencial que ademds
satisface WDR, entonces <. es asimétrica y suave sobre S y ademds para
toda formula o se cumple que

mod(C(a)) = min(mod(a) NS, <e). (3.1)

Demostraciéon: Comenzaremos mostrando que <. es asimétrica sobre
S. Sea M una valuacion normal y sea o una formula tal que M = C(«).
En particular M = «, por lo tanto M A, M.

Ahora mostraremos que <. es suave. Sea M € mod(a) N'S. Queremos
mostrar que, o bien, M € min(mod(a) NS, <), o bien, existe N <. M
tal que N € min(mod(a) NS, <¢). Consideraremos dos casos:

(i) Si M = C(«), entonces por el lema 3.3.22 se tiene que M € min(mod(a)N
S, <e).

(ii) Supongamos que M [~ C(«). Defina
U=Cla)u{-8: M C(B)}

Afirmamos que U es consistente. Supongamos que no es asi, entonces
por compacidad, existen ay,--- ,a, € C(a)y f1, -, By tales que M |=
C(B;) para todo ¢ < ny {aq, -+ ,qm,PB1, -+, 0n} es inconsistente.
Es decir, oy A+ ANap F 1 V-V By Sea 8 =01V -V S, Por AND
tenemos que a v a3 A+ A ayy. Por RW « v 8. Asi que o vy a A By
por CM, aw A B |~ . Por el lema 3.1.3, se tiene que C(a) = C(a A B).

Por otra parte, afirmamos que M = C(a A ). Lo que junto con lo
visto anteriormente nos permite concluir que M = C(«), y esto es una
contradiccion. Para ver que M = C(a A ), supongamos que a A 3 p~ 7,
entonces por el lema 3.1.6, f |~ o — . Usando WDR, tenemos que
M = C(B). En particular, M = a — v y como M = «, entonces
M = v. Esto muestra que M | C(a A S).

En resumen, hemos mostrado que U es consistente. Sea N una valuacién
tal que N |= U. Por la definicion de <, se tiene que N <. M. Como N |=
C(a), entonces por el lema 3.3.22, concluimos que N € min(mod(a) N
S, <e).

Observemos que hemos mostrado que si M = C(a), entonces M ¢
min(mod(a) NS, <.). Esto junto con el lema 3.3.22 completa la de-
mostracion de (3.1). .
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Atn para relaciones preferenciales que satisfagan WDR, la relacion <,
puede no ser transitiva (un ejemplo de esto se puede ver en [39]). Sin
embargo, al cumplirse el postulado DR, que es mas fuerte que WDR,
veremos que <. si es transitiva.

Lema 3.3.24 Sea |~ una relacion preferencial. Los siguientes enuncia-
dos son equivalentes.

(i) I~ satisface DR.

(ii) Para todo par de formulas o y B y valuaciones N y M, si M |=
C(a) y N EC(B), entonces M |=C(aV ) o N EC(aVp).

Demostracién: La dejamos como ejercicio al lector. 1

Lema 3.3.25 Supongamos que |~ es preferencial y satisface DR. En-
tonces para todo par de valuaciones normales M y N los siguientes enun-
ctados son equivalentes.

(1) M <. N.

(ii) Para todo par de formulas o y B, si M = C(a) y N E C(p),
entonces M = C(aV B) y N = C(aV p).

Demostraciéon: Supongamos que M <, N. Sean «, § férmulas tales
que M = C(a) y N = C(fB). Entonces por el lema 3.3.24 basta mostrar
que N = C(aVp). En efecto, si N = C(aV ), entonces, como M <. N,
se tendria que M = a Vv 3, lo cual es falso (pues M = «).

Reciprocamente, supongamos que se cumple lo que expresa (ii). Para ver
que M <. N, supongamos que N = C(f3). Queremos mostrar que M =
B. Supongamos que M = 5. Como M es normal, existe una férmula v tal
que M = C(v). Entonces por ser |~ preferencial, es facil verificar como
se hizo en la demostracion del lema 3.3.23, que M = C(y A ). Luego
por (ii) tenemos que N = C((yAB)V ). Pero esto es una contradiccion,
pues (v A () V [ es logicamente equivalente a f3.
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Lema 3.3.26 Si |~ es una relacion preferencial que ademds satisface
DR, entonces <. es transitiva.

Demostraciéon: Supongamos que N, M y P son valuaciones normales
tales que N <, M y M <. P. Queremos mostrar que N <, P. Supong-
amos que N 4. P. Por el lema 3.3.25 existen formulas « y « tales que
PE=C(v),NE=C(a)y N [~ C(avy)o P = C(aVy). Analizaremos las
dos alternativas por separado. Como M es normal, fijemos una férmula
B tal que M = C(p).

Supongamos que P = C(a V). Como M <. P, entonces, por el lema
3.3.25, M = C(a VvV ). Pero esto contradice que N <. M, pues
N E C(a).

Si N £~ C(a V 7), entonces por el lema 3.3.24, sabemos que necesaria-
mente P = C(a V). Y estamos en el caso anterior.

Lema 3.3.27 Supongamos que |~ es racional. Entonces para todo par de
valuaciones normales M y N los siguientes enunciados son equivalentes.

(i) M <. N.

(ii) Existen formulas « y 8 tales que M | C(a), N = C(8), M =
ClaVvp) y N EClavp).

Demostracion: Como RM implica DR, entonces del lema 3.3.25 se
obtiene que (i) implica (ii). Para mostrar la otra direccion, supongamos
que ay f3 satisfacen lo expresado en (ii) y veamos que M <, N. Usaremos
de nuevo el lema 3.3.25. Sean v y § formulas tales que N = C(v) y
M = C(0). Entonces por el lema 3.3.24 se concluye que vV [~ —=(aV j3)
y también que oV B J~ —(y V §). Por el lema 3.1.8 tenemos que

Cllavp)n(yVie)) = Cn(ClyVvé) uiaVpy
= Cn(C(aV pB)U{yVd}).

De esto se concluye que M = C(yVd) y que N = C(y V). Por el lema
3.3.25 se tiene que M <. N.
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Ya tenemos todo lo necesario para completar la demostraciéon del teorema
3.3.19.

Demostracion de 3.3.19. Sea W un modelo rankeado. Ya vimos en la
proposicion 3.3.20 que |y, es racional.

Reciprocamente, supongamos que |~ es una relacion racional. Considere
el modelo W = (S,1,<.) donde [(N) = N. Ya vimos en los lemas 3.3.23
y 3.3.26 que <. es asimétrica, suave y transitiva. Y ademas (3.1) mues-
tra que vy = pv. Solo falta verificar que <. es modular. Usaremos la
caracterizacion de modularidad dada en el lema 3.3.18. Sean N, M y
P valuaciones normales. Supongamos que N y M son <.-incomparables
y que N <. P. Queremos mostrar que M <, P. Sean «, 8y v for-
mulas tales que M = C(a), N = C(B) y P = C(y). Como N y M
son <.-incomparables, del lema 3.3.27 se concluye que N y M satisfacen
C(aV ). Afirmamos que M = C(aVpVy)y P~ C(aVpVy). En efecto,
como M = C(aVpB), PEC(y)y M < P, entonces P = C(aV V7).
Del lema 3.3.24 se obtiene que M = C(aV BV 7). Finalmente, del lema
3.3.27 se concluye que M <. P.

3.3.5. Clausuras respecto a los sistemas C, P y R.

En esta seccién introduciremos el concepto de clausura acumulativa y
preferencial. Ademas, analizaremos la relacién entre los teorema de rep-
resentacion y la completitud de los sistemas de reglas C, P y R.

Definicion 3.3.28 Sea K un conjunto de afirmaciones condicionales.
Diremos que una afirmacion condicional o |~ 8 es acumulativamente im-
plicada por K, si « |~y B para todo modelo acumulativo W que satisface
todas las afirmaciones en K. De manera andloga definimos los conceptos
de cuando una afirmacion es preferencialmente o racionalmente impli-
cada por una coleccion K, usando en cada caso modelos preferenciales o
modelos modulares.
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Una regla es una relacion R(aq, - - , an, b) entre afirmaciones condicionales,
donde n puede ser un entero positivo cualquiera. Por ejemplo, la regla CM
la podemos expresar de la siguiente manera: Usaremos el par ordenado
(av, B) para indicar la afirmacion condicional a |~ .

CM = {((a,7), (o, B), (a A B,7)) : «, By v son formulas}.

Diremos que una afirmacién condicional b se obtiene a partir de un
conjunto de afirmaciones K usando la regla R, si existen afirmaciones
ay,- - ,a, en K tales que R(ai, - ,an,b) se satisface.

Ejercicio 3.3.29 Muestre que todas la reglas del sistema R se pueden
representar como relaciones entre afirmaciones condicionales, andloga-
mente a lo que hicimos con la regla CM.

Dado un conjunto A de reglas y un conjunto K de afirmaciones condi-
cionales, una prueba de una afirmacion condicional b a partir de K us-
ando las reglas en A es una sucesion finita de afirmaciones condicionales
ai,--- ,a, tales que ay esta en K, a; 11 se obtiene a partir de {a1, -+ ,a;}
usando alguna regla en A y a, = b.

Definicion 3.3.30 Dado un conjunto A de reglas y un conjunto K de
afirmaciones condicionales. Diremos que un condicional o |~ B es A-
deducible de K, si existe una prueba de o |~ 5 a partir de K usando las
reglas en A.

Es claro que si una afirmacion es C-deducible a partir de K, entonces es
acumulativamente implicada por K. Lo mismo podemos decir para los
sistemas P y R.

El problema que nos interesa es ver si el reciproco también se cumple. Es
decir, si una afirmacién es acumulativamente implicada por K, entonces
jserd C deducible?. Preguntas similares se formulan para los sistemas P
v R.

Es facil verificar que todas las reglas de los sistemas C y P son estables
bajo intersecciones. Méas formalmente, si {|~;: @ € I'} es una coleccion de
relaciones acumulativas (respectivamente, preferenciales) entonces la re-
lacion (;c; b es acumulativa (respectivamente, preferencial). La razon
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es que todas las reglas de estos sistemas son reglas Horn, es decir, reglas
que aseguran que si ciertos condicionales estan en la relaciéon, entonces
otro condicional también pertenece a la relaciéon. Por ejemplo, la regla
CM dice que si los pares (a,7), (o, 3) estan en la relacion, entonces el
par (o A B,7) también pertenecen a la relacion.

Lema 3.3.31 La interseccion de una familia arbitraria de relaciones
acumulativas es acumulativa. Lo mismo vale para una familia de rela-
ciones preferenciales.

En vista del lema anterior es natural introducir el concepto de clausura
acumulativa y preferencial. Solo lo haremos con la clausura preferencial,
pues es la que usaremos.

Definicién 3.3.32 Sea K un conjunto de afirmaciones condicionales,
la clausura preferencial de K, que denotaremos por KP, es la menor
relacion preferencial que contiene a todas las afirmaciones en K.

El concepto de clausura preferencial de una coleccién puede enunciarse
usando la nocién de deducciéon que se introdujo arriba.

Lema 3.3.33 Sea K wuna coleccion de afirmaciones condicionales. En-
tonces la clausura preferencial de K consiste de todas las afirmaciones
que son P-deducibles a partir de K

Demostracién: Es claro que toda afirmaciéon que sea P-deducible a
partir de K debe estar en cualquier relaciéon preferencial que contenga a
K y por lo tanto debe pertenecer a la clausura preferencial de K. Para la
otra direccién, sea L la colecciéon de aquellas afirmaciones condicionales
que son P-deducibles a partir de K. El lector interesado puede verificar
que L es una relacion preferencial que claramente contiene a K (esto
se debe a que todas las reglas en P son Horn). Esto garantiza que L
debe contener a la clausura preferencial de K y con esto termina la
demostracion.

|
El siguiente resultado se puede interpretar como un teorema de com-

pletitud para el sistema P.
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Teorema 3.3.34 Sea K un conjunto de afirmaciones condicionales. Da-
da una afirmacion condicional o |~ [, los siguientes enunciados son
equivalentes

(i) a |~ B es preferencialmente implicada por K.
(ii) o~ B es P-deducible a partir de K.

Demostraciéon: Es claro que (ii) implica (i).

Supongamos que una afirmacion « ~  no es P-deducible a partir de K.
Sea |~ la clausura preferencial de K. Por el lema 3.3.31 sabemos que [~
es preferencial y por el lema 3.3.33 a%ﬁ . Sea W un modelo preferencial
(vea el teorema 3.3.16) tal que | = |y, Entonces a [ty 8y por lo
tanto K no implica preferencialmente a « |~ f. .

En algunos ejemplos la clausura preferencial no captura correctamente
nuestra intuiciéon. Considere la siguiente situacién. Supongamos que el
lenguaje contiene al menos tres variables: p, ¢ y r. Sea K la colecciéon que
so6lo contiene una afirmacion condicional: p |~ ¢. Mostraremos mas abajo
(ver 3.3.37) que p A1 |~ g no pertenece a la clausura preferencial de K.
Esto es contraintuitivo, pues si la tnica informacién disponible es que
cuando p ocurre, normalmente ¢ también sucede, y no tenemos informa-
ciéon sobre la relaciéon que r y p guardan entre si, es natural suponer que r
no tiene influencia sobre los objetos que satisfacen p, y por consiguiente
es racional inferir ¢ si pAr ocurre. La explicacion de este fendmeno es que
la clausura preferencial K de K no es racional, pues p [¢ —r pertenece
a Ky pAr | qno pertenece a K. Una solucién a este problema fue
propuesta en [33].

No es posible definir de manera analoga la clausura racional, esto es,
para algunas K la interseccién de todas las relaciones racionales que
contienen a K no es una relacién racional (ver los ejemplos 3.3.37 y
3.3.38). Observemos que la demostracion del lema 3.3.31 no se puede usar
para el sistema R pues la regla RM no es Horn. Lo que resulta sumamente
interesante es que la interseccién de todas las relaciones racionales que
contienen a K, es igual a la clausura preferencial de K (ver [33]). Daremos
una demostraciéon de este hecho sblo para el caso cuando el lenguaje es
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finito. Necesitaremos un resultado bien conocido sobre 6rdenes parciales
que enunciamos en el ejercicio que sigue.

Ejercicio 3.3.35 Sea (S, <) un orden parcial con S finito. Muestre que
existe un orden lineal C sobre S que extiende a S, es decir, si s < ¢,
entonces s C ¢, para todo s,t € S.

Sugerencia: Muéstrelo por inducciéon en la cardinalidad de S. Para el
paso inductivo, sea x un elemento maximal de S, extienda el orden sobre
S\ {z} a un orden lineal y defina la extension lineal sobre S colocando
a £ como maximo.

Teorema 3.3.36 Supongamos que el lenguaje es finito y K es una colec-
cion de afirmaciones condicionales. Si o |~ 8 no pertenece a la clausura
preferencial de K, entonces existe un modelo linealmente ordenado que
satisface K y no satisface o |~ 8. En particular, la clausura preferencial
de K es igual a la interseccion de todas las relaciones racionales que
contienen a K.

Demostraciéon: Como la clausura preferencial de K es una relacion
preferencial, entonces por el teorema de representacion 3.3.16 existe un
modelo preferencial finito W = (5,1, <) tal que a fvwf y ademas W
es un modelo de todas las afirmaciones en K. Sea s € S un estado en
min(@) tal que I(s) no es un modelo de #. Considere ahora el conjunto
S'={te S: t=<s}. Por el ejercicio 3.3.35 existe una relacion de orden
lineal C sobre S’ que extiende a <. Considere el modelo W' = (5’1, C
). Por ser S’ finito y C un orden lineal, entonces C es una relacion
suave y en consecuencia W’ es un modelo preferencial. Para ver que W’
satisface todas las afirmaciones en K, simplemente observe que al ser
C una extension de < se cumple que ming (y,C) C ming(y, <) para
toda formula . Por dltimo, note que s € ming (@, C) y en consecuencia

a B

Para mostrar la segunda afirmacion, sea K la interseccion de todas las
relaciones racionales que contienen a K. Denotemos por KP? la clausura
preferencial de K. Claramente K? C K. Si o v 8 no pertenece a KP?,
entonces por lo visto arriba existe un modelo preferencial lineal W de K
que no satisface o |~ . Pero es facil verificar que |y, es racional, esto
muestra que a |~ 3 no pertenece a K. 1
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Ejemplo 3.3.37 Supongamos que el lenguaje contiene al menos tres
variables, p, q y r. Sea K la coleccion que sélo contiene a p |~ q. Sea KP
la clausura preferencial de K. Mostraremos que p A1 |~ q no pertenece
a KP.

Presentaremos los modelos indicando las valuaciones que ocupan ca-
da punto en el orden parcial. Recordemos que las valuaciones, para un
lenguaje finito, las representamos por el conjunto de los dtomos que
reciben valor 1.

Consideremos el siguiente modelo modular W7 :

{p,‘ 7}
|
{p.q}.

El lector puede verificar que p f~w, ¢ y p AT [Ew, q. En consecuencia,
pAr o q no pertenece a K",

Considere el siguiente modelo Wo con un sélo nivel:

{p,q,7}

Es claro que p pw, q y p ew, —r. Por lo tanto p |~ —r no pertenece a
KP. Esto muestra que KP no satisface RM.

Sea K la interseccion de todas las relaciones racionales que contienen a
K. Ya mostramos en el teorema 3.3.56 que K es igual a KP. En con-
secuencia K no es racional. Esto se puede mostrar directamente, obser-
vando que los dos modelos W1 y Wy que usamos antes son modulares.

3.3.6. Dos ejemplos clasicos

Daremos dos ejemplos mas sobre la clausura preferencial. Esperamos
sirvan para ilustrar por qué esta clausura permite inferir informacién
interesante a partir de un conjunto de afirmaciones condicionales.

Ejemplo 3.3.38 (El diamante) Sea K la siguiente coleccion de afirma-
ciones condicionales:

thp phe ths s P —e.
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Construiremos varios modelos preferenciales que satisfacen todas estas
afirmaciones.

()

(i)

(iii)

Sea W el modelo que consiste de un sdlo punto donde colocamos la
siguiente valuacion:

{p, e}

El lector puede verificar que este es un modelo para K. Por ejemplo,
la afirmacion t ~y, p es vdlida pues t es vacio.

De la misma manera, el lector puede verificar que si en lugar de
{p, e} colocamos {s} también obtenemos un modelo para K.

Con los modelos anteriores se obtiene una relacion v que es mu-
cho mas grande que K. En esos dos ejemplos se cumple que t |~y «
para toda formula consistente a. Considere ahora un modelo Wy
con dos niveles como se indica a continuacion.

{MT s}
|
{p,e}

Y sea Wy el modelo definido de la manera siguiente:

{t’ p’| 87 e}
|
{s}

Le dejamos al lector interesado la tarea de verificar que Wy y Wo
son modelos para K.

Denotemos por |~ la clausura preferencial de K. Afirmamos que
T |~ —t. En efecto, basta notar que si (S,1,<) es un modelo pref-
erencial que satisface K y x es un estado minimal para T, se tiene
necesariamente que l(x) (= t. Pues de lo contrario, por ser x min-
mmal para T, se tiene que x también es minimal para t y en con-
secuencia minimal para p y s, lo que es imposible. Esto dice que
respecto a la clausura preferencial de K, uno no espera que t se
cumpla.
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Por otra parte, T [~ —s, pues T [lw, —s. Ademds, s [~ —t, pues
s fow, —t. Tenemos entonces que T |~ =t, T |X =s y s & —t. Esto
muestra que |~ no satisface RM y por lo tanto no es racional.

Este ejemplo ilustra que la interseccion de dos relaciones racionales,
rw, Y P, no es necesariamente racional.

Ejemplo 3.3.39 (El tridngulo del pingtino) Sea K la siguiente colec-
cion de afirmaciones condicionales:

phoa P v apowv.

Una interpretacion usual de K dice: los pingiiinos son aves, las aves
(normalmente) vuelan y los pingiiinos no vuelan.

Construiremos un modelo racional que satisface todas estas afirmaciones.
Considere un modelo W con dos niveles como se indica a continuacion:

{p,‘a}
|
{a, v}

El lector puede verificar que |~y contiene a K.

Sea |~ la clausura preferencial de K. Afirmamos que v |~ —p. En efecto,
sea (8,1, <) un modelo preferencial para |~. Sea s € V. Mostraremos que
si l(s) = p, entonces s ¢ min(v). Supongamos entonces que l(s) = p.
Como p p~ —w, entonces s no es minimal en p. Seat < s con t € min(p).
Entonces I(t) = a A —v. Como a |~ v, entonces t ¢ min(a). Sea u < t
con u € min(a). Como a |~ b, entonces l(u) EFv yu < s.

Le dejamos al lector mostrar de igual manera que a A ppo—wv.

3.4. Relaciones probabilistas y el sistema O

En esta seccién presentaremos un tipo de relaciéon de consecuencia que
se basa en una medida de probabilidad sobre el lenguaje. Todos los re-
sultados de esta seccién provienen de los trabajos de J. Hawthorne y
Makinson (21, 22| y J. Paris y R. Simmonds [37].
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Una funcion de probabilidad sobre L es una funcion p : £ — [0, 1] tal que

(i) Sit «, entonces p(a) = 1.
(i) SiF =(a A B), entonces p(aV 3) = p(a) + p(B).

Las funciones de probabilidad vienen dadas por medidas de probabilidad
sobre el conjunto de todas las valuaciones W. En efecto, si m es una
medida de probabilidad sobre W defina p : £ — [0, 1] por

p(a) = m(mod(c)). (3.2)

Ejercicio 3.4.1 Muestre que en efecto la funcion p definida por (3.2)
es una funcion de probabilidad sobre L. Y reciprocamente, si el lenguaje
es finito, para toda funcion de probabilidad p sobre L existe una medida
de probabilidad m sobre W tal que (3.2) se cumple.

Definiciéon 3.4.2 Dada una funcion de probabilidad p y un real v € [0, 1]
definimos la relacién de consecuencia probabilista |, , por

o oy By si plaA B) > rp(a).

Note que p(a A 5) > rp(a) es equivalente a que la probabilidad condi-
cional p(f|a) sea mayor que r. El valor r se llama el umbral.

Los ejemplos que presentamos a continuaciéon ilustran que las relaciones
de consecuencia probabilista no cumplen las reglas AND y OR.

Ejemplo 3.4.3 La paradoja de la loteria.

Supongamos que en un juego de loteria se juegan 1 millon de boletos. Es
natural suponer que la probabilidad que un boleto resulte ganador es la
misma sin importar el boleto, asi, si denotamos por b; el evento en el que
el boleto i resulta ganador, entonces b; tiene probabilidad 10~5 para cada
1 < i < 108. Por otra parte, supondremos que un, y sélo un boleto, puede
resultar ganador. Por esto, el evento by VbaV ---Vbygs tiene probabilidad
1. Considere el umbral r = 1 — 1076, Tenemos entonces que p(—b;) = r
para todo ©. Esto dice que

T~ —b; para todo i.
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Sin embargo
T l7<17‘ (_|bl A _'b2 A A _|bl()6).

Pues la probabilidad de —by A —ba A - -- A\ =bygs ya dijimos que es cero.

Ejemplo 3.4.4 Un ejemplo de una relacion probabilista que no satisface
OR.

Suponga que el lenguaje tiene al menos 3 variables, de tal forma que ex-
istan al menos 6 valuaciones que denotaremos por v;, coni € {1,--- ,6}.
Considere la siguiente asignacion de probabilidades a estas valuaciones:

p(vi) = 2/9 paral <i<3,

p(vi) = 1/9 para4 <i<6.

Sea a, 8,7 formulas cuyos modelos se indican a continuacion:

méd a = vy, V2,04, U5
mod /3 = V2,V3,V4, V¢
méd v = wi,v2,v6

El lector puede convencerse que para r = 1/2 se cumple que
@ )Np,r v B )Np,r Y, (a \% /3) %p,r -

Ejercicio 3.4.5 [21] Extienda lo hecho en el ejemplo 3.4.4 y muestre el
resultado mds general que dice que para todo r € (0,1) y toda funcion de
probabilidades p la relacion pp,, no satisface OR.

Veremos en seguida que las siguientes versiones débiles de AND y OR son
convalidadas por la relaciones de consecuencia probabilistas.

WOR SiaAB vy a8y, entonces a |~ .
WAND Siap vy aA-f 5, entonces a vy A B.

Debido a que la regla AND en general no se cumple, reformularemos la
monotonia cautelosa de la siguiente manera
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VCM Siap B A7, entonces a A S v .
Donde VCM es la abreviacion en inglés de Very Cautious Monotony.

Definicion 3.4.6 [21] El sistema O consiste de las reglas REF, LLE, RW,
VCM, WAND y WOR.

Teorema 3.4.7 [21] Toda relacion de consecuencia probabilista satisface
el sistema O.

Demostraciéon: Sea p una funcion de probabilidad y r € [0,1]. De-
jamos a cargo del lector verificar que v, , satisface REF, LLE, RW y WOR.
Verifiquemos que VCM se cumple. Supongamos que o p~p,, S A 7. Esto
es, p(aABA7Y) > rp(a). Como p(a) > p(a A 3), entonces p(aAS A7) >
rp(a A B). Esto dice que o A B |~ 7. 1

En el ejercicio 3.4.5 vimos que la regla OR falla para cualquier valor de
r € (0,1). El siguiente resultado tomado de [21]| analiza el caso r = 1.

Proposicion 3.4.8 Sir = 1, entonces |~y es preferencial, para toda
funcion de probabilidad p.

Demostracion: Mostraremos que OR y AND se cumplen. Notemos que
a iy B sii p(aAB) = p(a). En particular, esto implica que p(a A—fj) =
0.

Veamos OR. Supongamos que o i, v v B iy . Entonces p(a A
—y) = p(B8 A —y) = 0. Por lo tanto p((a VvV 8) A =) = 0. Esto dice que
p((aV B)ANvy) =plaV ). Es decir, a V 5 1 7.

De manera similar se verifica que AND se cumple. i

Teorema 3.4.9 [22] Toda regla Horn que sea probabilistamente vdlida
(es decir, que sea satisfecha por cualquier relacion de consecuencia prob-
abilista), también es preferencialmente vdlida (es decir, es satisfecha en
todo modelo preferencial).
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La hipotesis que la regla sea Horn es necesaria, como veremos a contin-
uaciéon. Recordemos la regla NR.

NR SiaAy By ah—y B, entonces o L .

Podemos reescribirla de la siguiente forma
NR Si a v 3, entonces a Ay v f o aA—y v B.
Es claro entonces que NR no es una regla Horn.

Proposicion 3.4.10 Toda relacion de consecuencia probabilista satis-
face NR.

Demostraciéon: Observemos que

planB) = plaNBAY)+plaABA—y)

planp) = rpa)
= rp(aAy) +rplah—y).

Por consiguiente, o bien p(a A A7) > rp(a A7), o bien p(a A BA—y) >
rp(a A —y). "

El siguiente ejemplo ilustra que no toda relacién preferencial satisface
NR.

Ejemplo 3.4.11 Considere el siguiente orden parcial donde los nodos
estdn etiquetados con una valuacion en un lenguaje de 2 variables: a,b.

0 {a}
| |
{o}  {a,b}
Seaa=T,B8=by~y=(aA=b)V(=aAb). Sea |~ la relacion preferencial
dada por este modelo. Entonces a |~ B, a Ay )~ By aN—y X 5.

Ejercicio 3.4.12 [21] Sea |~ una relacion de consecuencia que satisface
las reglas del sistema O y AND. Muestre que |~ es preferencial.
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3.4.1. Completitud y representabilidad de las relaciones
probabilistas

Es natural preguntarse si existe un teorema de representaciéon para las
relaciones de consecuencia probabilistas, es decir, ;existird un conjunto
A (finito o infinito) de reglas Horn que sean probabilisticamente validas
tales que toda relacién de consecuencia que satisfaga todas las reglas en
A es igual a una relaciéon probabilista?. A continuacién enunciaremos
un resultado de [22] que muestra que la respuesta a esa pregunta es
negativa. Una regla Horn se dice que es finita, si tiene una cantidad
finita de premisas.

Teorema 3.4.13 Dada cualquier familia A de reglas Horn finitas que
sean probabilisticamente vdlidas, existe una relacion de consecuencia |~
que satisface todas las reglas de A pero que mo es una relacion de con-
secuencia probabilista. Ademds, tal relacion |~ estd determinada por un
modelo preferencial lineal.

Por otra parte, también es natural preguntarse si existe un conjunto A de
reglas Horn finitas probabilisticamente vélidas tales que cualquier regla
Horn finita que sea probabilisticamente vélida se puede derivar a partir
de A. En particular, jsera O completo en el sentido que acabamos de
mencionar? Las respuesta es negativa como lo mostraron Paris y Sim-
monds [37].
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Capitulo 4

Razonamientos explicatorios

Muchos procesos que manipulan informacion pueden ser modelados co-
mo procesos que buscan una explicacion. Por ejemplo: (a) Hacer diag-
nosticos (en su sentido mas amplio tanto en medicina, computacion y
economia) (b) Interpretacion en los lenguajes naturales (por ejemplo,
para la busqueda del significado de una palabra) (c) Disefio de planes
de accién. En esta seccién presentaremos algunos ideas que sirven para
modelar los razonamientos explicatorios.

Un modelo tradicional para los razonamientos explicatorios supone la
existencia de una relaciéon logico deductiva entre las observaciones y sus
explicaciones. En este enfoque se supone que tenemos una teoria de base
que describe la leyes bésicas que rigen el problema o situacién en estudio
y que se denotaré por X. Diremos que una férmula « (consistente con X)
es una explicacion de « (llamada observacion) si

YU{v}Fa. (4.1)

Una observacion puede tener varias explicaciones, y es por esto que usual-
mente se dice que la abduccion es la basqueda de la mejor explicacion de
una observacion (o de las mejores explicaciones). Nos referiremos a estas
explicaciones como las explicaciones preferidas. El enfoque 16gico modela
un razonamiento explicatorio como el inverso del razonamiento deductivo
mas alguna condicién extra que permite seleccionar la mejor explicacion.
Las preguntas fundamentales que estudiaremos son las siguientes:

105
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1. Si vemos los razonamientos explicatorios como un proceso de in-
ferencia légica ;Cudles son sus propiedades, es decir, que reglas
estructurales satisfacen?

2. ;Coémo podemos medir que tan cercana estd la abduccion de ser
deduccion al reves? Es decir, hasta que punto podriamos decir que
una féormula v es una explicacién de una observacién « si «a se
infiere a partir de ~.

3. i Que papel juegan los mecanismos de seleccién de explicaciones
para entender las reglas estructurales que satisfacen los razon-
amientos explicatorios?

Preguntas similares a éstas han sido estudiadas en la literatura: Aliseda
[2, 3], Bochman [8], Cialdea-Pirri [13], Flach [16, 17, 18|, Zadrozny [43].
Presentaremos algunas de las ideas desarrolladas en [7, 14, 15, 35, 38, 40].

Siguiendo la metodologia KLLM usada para las relaciones de consecuencia,
Flach [18] modeld los razonamientos explicatorios a través de una relacion
binaria entre una observacién y una de sus explicaciones preferidas. En
nuestro enfoque usaremos la siguiente nocion.

Definicién 4.0.14 Una relacion explicatoria es una relacion binaria o>
v entre formulas tal que

a>y= Y-y & TU{y}Fa

La relacion a > v se lee “y es una explicacion preferida de o”’. Mas
precisamente, uno deberfa decir que v es una explicacién respecto de X3,
pero no mencionaremos a Y pues se mantendra fija.

La coleccién de formulas consistentes con ¥ sera denotada por Forms..
El conjunto de posibles explicaciones de una férmula o es

Expla(a) = {y € Formg : YU{y}F a}.

Una relacion explicatoria > selecciona, para cada «, algunas formulas en
Expla(a) y por esto las llamamos explicaciones preferidas.

Usaremos la siguiente abreviaciéon

abs B XU{a}F B
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Antes de introducir los postulados de racionalidad para las relaciones
explicatorias daremos un ejemplo.

4.1. Un ejemplo

Laura es una estudiante de Quimica y, como pocos, tiene carro. Cuando
estd en clases normalmente deja su carro en el estacionamiento A, pero si
no consigue puesto lo deja en el B. El hermano de Laura, Roberto, tiene
una copia de la llave del carro pero para usarlo debe pedirle permiso
a Laura. Es bien sabido por todos que Laura sélo le presta el carro a
Roberto, si su novia (Maria C.) lo acompana.

Un dia, después de salir de clases, Laura va a buscar su carro en el esta-
cionamiento A y no lo consigue. Piensa que lo dejé en el B y se va para
alla. Al llegar y no hallarlo, sospecha que Roberto se lo llevé sin avisar.
Saca el celular para llamarlo y reclamarle, pues él sabia perfectamente
que ella lo necesitaba para poder llegar a tiempo a la cita con el odon-
tologo. Pero no tiene saldo en el celular. Que broma!. No importa, donde
El Chuchero alquilan teléfonos. Para su sorpresa, al llegar al tarantin
de El Chuchero se consigue con Maria tomandose un café. Esto cambia
todo y ahora Laura esta preocupada, cree que le robaron el carro, pide
el teléfono, llama a Roberto y después de una corta conversacion, dice
una groseria. Toma el teléfono otra vez y llama a Francisco, un primo
policia, para que la ayude con la denuncia del robo.

Vamos a construir un modelo para este ejemplo. Primero que todo, rep-
resentaremos las diferentes proposiciones con letras.

= el carro_estd_ estacionado

= el carro_estd_ el estacionamiento A
= el carro_estd_ el estacionamiento B
Roberto_tiene el carro

= Maria_estd_con_ Roberto

= el carro_se lo_robaron

= llamar_a_la_policia

RS —~w. 2 A
Il
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Las reglas que rigen este ejemplo son las siguientes:

c < aVb
=<7 — —cAl
r — —cADp.

Una manera de modelar el método que Laura usa para escoger una ex-
plicacién consiste en ordenar las valuaciones. En este caso, ordenaremos
las valuaciones en 5 niveles N1, No, N3, Ny v N5.

N1 = mod(XU{a}) = estacionado en el A
Ny = mod(XU{b}) = estacionado en el B
N3 = mod(XU{-cAjA-r}) = selollevd Roberto
Ny = mod(XU{-cA—=jAr}) = selorobaron

Ny = = otras alternativas.

Las valuaciones en Ny son las mas preferidas o mas plausibles para Laura
vy en N5 hemos puesto las menos plausibles. Laura considera que es més
plausible que Roberto tenga el carro a que el carro haya sido robado.
Notemos que N5 no es vacio, pues la formula —¢ A —j A =7 es consistente
con X, pero esta alternativa Laura la considera como la menos plausi-
ble de todas (;O sera que alguien le esta jugando una broma pesada a
Laura?).

El criterio de selecciéon de Laura simplemente consiste en elegir férmulas
tales que todos sus modelos sean lo més plausible que se pueda.

Comencemos analizando algunas de las posibles explicaciones de c:
Expla(c) ={aVb, a, b,---}.

De entre todas esas explicaciones, Laura escoge a como la explicacién
méas preferida, pues todos los modelos de ¥ U {a} estan en el primer
nivel. En el ejemplo que nos ocupa, realmente Laura no ha observado
el carro, simplemente “supone” que el carro esta estacionado y por esto
se dirige al estacionamiento A (es decir, el proceso “explicatorio” sirve
para hacer un plan de accion). Después que llega al estacionamiento A
y no consigue el carro, entonces trata de explicar ¢ A —a, pues sigue
pensando que el carro esta estacionado. En este caso, elige —a A b como
la explicacién preferida y se dirige al estacionamiento B.
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Ahora veamos algunas de las explicaciones posibles de —c.
EfL‘plCL(_‘C) = {]7 T, ]/\ -7, ﬂj AT, —a N\ ﬁb7 ... }

Notemos que —c no tiene modelos en los dos primeros niveles. De todas
estas explicaciones Laura escoge j A —r, pues tiene todos sus modelos en
el tercer nivel. Observen que —a A —b no es una explicacién preferida de
¢, pues tiene modelos en los niveles 3, 4 y 5.

Una vez que Laura se encuentra con Maria, su observaciéon cambia de —¢
a —c A\ =l y tenemos

Expla(-cA=l) = {—jArA=l, mjA=lA=aA=b, mcA=IA=FA=T, -}
De estas, Laura escoge —j A r A —=l. Es importante notar que las expli-
caciones preferidas de —¢ y —¢ A —l son diferentes. Més precisamente,
una explicaciéon preferida de —c¢ A =l no tiene porque ser una explicacién

preferida de —c. Este es un hecho importante que analizaremos mas ade-
lante.

4.2. Reglas para los razonamientos explicatorios

En esta seccién introduciremos algunas reglas para los razonamientos ex-
plicatorios. El método usado para aislar estas propiedades sera explicado
en la seccién 4.4.

Comenzaremos por las reglas basicas que satisfacen la gran mayoria de
las relaciones explicatorias que estudiaremos.

E-CM Siar>yyparatodo d [a>d = bty 5], entonces (a A fB) > .
E-S-CM Sia>yyyhks 8, entonces (a A B) > 7.

E-C-Cut Si(aAB)>~yparatodod [a>d = by 5], entonces o> 7.
LLE, Sits a <+ d’ y a7y, entonces o > 7.

E-Cong Si b —a, entonces existe 7y tal que a > 7.
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Los postulados estan denotados siguiendo las siglas de sus nombres en in-
glés, y son, respectivamente, Fxplanatory Cautious Monotony, Explana-
tory Strong Cautious Monotony, Explanatory Cautious Cut, Left Logical
Equivalence y Explanatory Consistency Preservation.

La regla E-S-CM tiene una interpretaciéon natural. Si uno sabe que ~ es
una explicacion preferida de una observacién « y 8 es una consecuencia
de 7, uno esperaria que y también sea una explicacion preferida de a A
B. La regla E-CM se introduce por razones de naturaleza técnica, pues
practicamente todas las relaciones explicatorias que se usan en este texto
satisfacen E-S-CM. Note que E-S-CM implica E-CM. El ejemplo 4.1 sirve
para ilustrar esta regla. En ese ejemplo vimos que v = —=j Ar A -l es
una explicacion preferida de —¢ A =l. Como v Fy p, concluimos que ~
también es una explicacion preferida de —¢ A =l A p.

La regla E-C-Cut es la primera de las reglas de corte que estudiaremos.
Estas reglas indican cuando uno puede inferir una explicaciéon preferida
de una observaciéon « sabiendo una explicaciéon preferida de una obser-
vacién més completa a A 5. En otras palabras, uno quisiera saber bajo
que circunstancias uno de los “sintomas” de una observacion o A 3 es de
alguna manera redundante o innecesario para explicar a A 8. La regla
E-C-Cut dice que si todas las explicaciones preferidas de « implican a g3,
entonces [ es innecesario a la hora de explicar aw A 8. O para decirlo méas
claramente adn, si cada vez que el sintoma « esta presente, también lo
esta el sintoma [, entonces 3 es innecesario para explicar a a A 3, pues
basta explicar .

El ejemplo 4.1 ilustra porqué no siempre es razonable “cortar” una parte
de la observaciéon. Vimos en ese ejemplo que —j Ar A=l es una explicacién
preferida de —¢ A =l pero no lo es de —¢. En este ejemplo es evidente que
para Laura fue esencial saber que Maria no estaba con su hermano.

Las reglas de corte explicatorio son las duales a las reglas de monotonia
para relaciones de consecuencias. Estas reglas juegan un papel impor-
tante para mostrar los teoremas de representacion, pues “codifican” las
preferencias implicitas en una relaciéon explicatoria. Para ver esto, ex-
presemos E-C-Cut en su forma contrapositiva: Si 7 es una explicacién
preferida de a A B pero no lo es de «, entonces debe haber algo que
lo justifique, es decir, debe existir una explicacion preferida § de o que
no implique a B. Aqui estamos implicitamente diciendo que entre las
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explicaciones posibles de «, d es mejor que ~.
Ahora introduciremos otras reglas mas restrictivas, algunas de ellas son

importantes para manejar las disyunciones.

E-R-Cut Si (A B) >y existe d tal que 0 by =8 y a >, entonces « > 7.

RS Sia>vy, v Fsyy v /s L, entonces a > ',

RLE Sikg v+ y a> -y, entonces a > ~'.

LOR Sia>yy (>, entonces (aV 3) > 7.

LOR™ Sean «, 8 € Forms. Si (aV ) > 7, entonces existen 0 y p

tales que o> 9, B> py yFs 0 Vp.
ROR Sia>vyy abd, entonces a > (yVJ).

SC Si >0,y ay ald, entonces existe p tal que
atp, pls By (pVB)>p.

E-R-Cut abrevia Explanatory Racional Cuty RS Right strengthening. RLE,
es Right Logical Equivalence, LOR y LOR™ son, respectivamente, reglas
de introduccién y eliminacién de la disyuncién por la izquierda, ROR es
una regla de introducciéon de la disyunciéon por la derecha y SC abrevia
Strengthened Cumulativity.

A continuacién presentaremos una clasificacion de las relaciones explica-
torias analoga a la usada para las relaciones de consecuencia que vimos en
el capitulo 3. La justificacion de los nombres usados en esta clasificacién
la daremos en la seccion 4.4.

Definicién 4.2.1 Una relacion explicatoria se dice que es E-acumulativa
cuando satisface E-CM, E-C-Cut, LLE; y E-Cony. Se llama E-acumulativa
fuerte cuando satisface E-S-CM, E-C-Cut, LLE; y E-Cony. Diremos que es
E-preferencial cuando es E-acumulativa fuerte y ademds satisface LOR™.
Diremos que es E-racional cuando es E-preferencial y ademds satisface
E-R-Cut.
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Observacion: Esta clasificaciéon es un poco diferente a la presentada
originalmente en [38, 40]. Al leer esos trabajos, es importante tener pre-
sente que no estamos usando la misma notacién para las reglas. Por
ejemplo, E-CM denoté lo que ahora es E-S-CM y E-R-Cut denot6 una regla
mas débil que la usada en este libro (ver el ejercicio 4.2.5). La regla
ROR era denotada E-RW y RA denotaba a RS. Por otra parte, en esos
trabajos las relaciones E-preferenciales se suponia satisfacian RS (ver la
proposicion 4.2.3).

La regla SC es de caracter meramente técnico pues se necesita para los
teoremas de representaciéon que mostraremos més adelante en la seccién
4.7. La siguiente proposicién muestra la conexién entre SC y los otros
postulados y da una justificaciéon de su nombre. La prueba es inmediata
y se deja a cargo del lector.

Proposicion 4.2.2 Sea > una relacion explicatoria que satisface LLEs
y E-Cony,. Las siguientes afirmaciones son equivalentes.

(i) > satisface E-S-CM y E-C-Cut.

(ii) Para cada o, 8 € Forms, si B1>0, 0 by o y a1#0, entonces existe
p tal que o> p y p s B.

En particular, sit> satisface LLEy, E-Cons, y SC, entonces > es E-acumula-
tiva fuerte.

Laregla RS es controversial. La critica a RS se puede resumir en lo siguien-
te. Supongamos que a es una explicacion preferida de una observacion O.
No es “razonable” pensar que a A b es también una explicacion preferida
de O para cualquier otra variable b. Pues b puede ser totalmente irrel-
evante para explicar a O. Un ejemplo que ilustra lo que acabamos de
decir ocurre en el diagnéstico médico: generalmente se busca explicar los
sintomas sin incluir innecesariamente enfermedades que normalmente no
son la causa de esos sintomas. Este principio se conoce como la Navaja de
Occam, en honor al filésofo del siglo XIV, Guillermo de Occam !. Segtin
este principio, de entre varias explicaciones de un fenémeno, siempre se
debe escoger la més sencilla que lo explique por completo.

!Este principio se enuncia en latin: “Entia non sunt multiplicanda praeter necessi-
tatem”. Que en espaiiol dice: los entes no se multiplican mas alla de lo necesario.
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A pesar de lo controversial que RS pudiera resultar, estudiaremos las
propiedades de las relaciones que satisfacen ese postulado. Por una parte,
existe una familia de relaciones explicatorias (que llamaremos causales)
que satisfacen RS que son muy faciles de describir y construir. Y por
otra parte, como lo veremos més adelante, dos de sus consecuencias,
SC y LOR™, son suficientes para los teoremas de representacion. Estas
dos propiedades no son tan restrictivas como RS, pues muchas relaciones
explicatorias las satisfacen.

Proposiciéon 4.2.3 Supongamos que 1> es E-acumulativa fuerte y ademds
satisface RS, entonces RLEs, SC y LOR™ se cumplen.

Demostraciéon: Es obvio que RLE; se cumple. Mostraremos que SC se
cumple. Supongamos que >4, § Fy a y a ¥§. Entonces o V 5 [£9, sino
por E-S-CM tendriamos (a V 5) A a> ¢ y por LLEg obtenemos que > 6,
lo cual es imposible. Por otra parte, por E-S-CM tenemos (a V 3) A B> 0.
Por lo tanto por E-C-Cut existe 7 tal que (aV 3) >y y vt/ B. Por lo
tanto v A =/ es consistente con . Sea p = v A =f. Por RS, aV g > p.
Ya que pFs ay pbs pV 5, entonces por E-S-CM y LLE; concluimos que
a>pypVED>p.

Ahora veremos que LOR™ se cumple. Sean «, 5y v en Formy tales que
aVpBr>y. Sivy ks aovtyg B, entonces por E-S-CM y LLE; se tiene
que o>y o B> vy en este caso no hay nada que mostrar. Por esto,
supondremos que YA« y YA S son consistentes con Y. Por RS tenemos que
aV p>aANyyaV B>F Ay. Por E-S-CM se tiene que a A (a V 5)>v A a,
B A (aV B)>v A B. Por lo tanto, por LLE se obtiene a>a A vy S>5 A 7.
Ya que v s (aAy) V(B A7), se concluye lo deseado.

|
Las ultimas reglas que consideraremos son las siguientes:
E-DR Siar>vyy >0, entonces (aV B)>v o0 (aV ) r>0.
NEG Siar vy~ -, entonces existe p tal que a>py pks 8.

Proposicion 4.2.4 Sea > una relacion explicatoria.
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(i) Si > satisface RS, entonces satisface NEG.

(ii) Si> es E-acumulativa fuerte y satisface E-R-Cut, entonces también
cumple con E-DR.

Demostracion: (i) es directo. Para (ii) suponga o>~y y 5>4. Notemos
que por LLEg se tiene que a A (aV B)>vy A (aV B)>6d. Como aV 3
es consistente, por E-Cony, existe p tal que oV S > p. Entonces p t/s -«
o p t/s —B. Usando E-R-Cut, en el primer caso concluimos que oV 8>~
y en el segundo que a V 5> 4.

Ejercicio 4.2.5 Suponga que > satisface E-Cong. Entonces 1> satisface
E-R-Cut si, y sdlo si, satisface NEG y la siguiente regla de corte:

Si (A B) >y y existe § tal que a >0 y 0 by B, entonces o> ~y. (4.2)

Ejercicio 4.2.6 Halle un modelo para la siguiente historia y determine
que instancia de la regla de corte no se cumple. El estacionamiento del
edificio donde vivo tiene un porton eléctrico. Hoy al mediodia al llegar
lo consequi abierto. Pensé que era por culpa de un apagdn. Al entrar a
la torre donde estd mi apartamento, el ascensor si funcionaba. Entonces
me dije que el motor del porton se volvio a danar.

4.3. Algunos ejemplos de relaciones explicatorias

Presentaremos algunos ejemplos de relaciones explicatorias (el lector in-
teresado encontraré otros ejemplos en [40]). Todos los ejemplos que pre-
sentaremos son E-acumulativos fuertes.

Ejemplo 4.3.1 Introduciremos un ejemplo extremo que usaremos maéas
adelante: deduccién al revés.

d
by Y yhea &yl
Note que por definicién, toda relacion explicatoria > satisface

> C D>y
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Ejemplo 4.3.2 En este ejemplo supondremos que el lenguaje es finito.
Sea mod(X) el conjunto de todos los modelos de . Considere un orden
parcial C sobre mod(X). Abusando un poco de la notacién, denotaremos
por mod(a) el conjunto de modelos de ¥ U {a}. Los modelos minimales
de « es el siguiente conjunto:

(i)

min(a) = {N € mod(a) : M [~ « para todo M C N}.

Relaciones explicatorias basadas en modelos minimales. El conjun-
to min(«a) contiene los modelos més plausibles de «. Se pueden
definir varias relaciones explicatorias basadas en esta nocién de
plausibilidad. Comenzaremos definiendo las relaciones que hemos
llamado causales:

a>cy “ mod(y) C min(«a).

Las relaciones de la forma >, son las tipicas relaciones que sat-
isfacen RS y ROR. Mas adelante mostraremos que las relaciones
causales ocupan un lugar especial entre las relaciones explicatorias
(ver seccion 4.6). El ejemplo 4.1 sobre el carro perdido de Laura es
de este tipo >.

Una variante natural de >, es la siguiente:

>,y g2 v ks a & min(y) C min(a) (4.3)

Esta relacion es E-acumulativa fuerte y satisface LOR™ pero en
general no satisface RS. Si C es modular (ver la definicion 3.3.17),
entonces [>,. satisface E-R-Cut pero en general no satisface RS.

Relaciones explicatorias basadas en anticadenas. Para definir el al-
timo ejemplo necesitaremos otra nocién. Diremos que un subcon-
junto A de mod(X) es una C-anticadena (o simplemente, una an-
ticadena), si los modelos en A son mutuamente C-incomparables.
Por ejemplo, min(«) es un anticadena para toda formula «. De
hecho, min(a) es una anticadena maximal de mod(«), es decir,
si min(a) € A C mod(a) y A es una anticadena, entonces A =
min(a). Definimos otra relacion explicatoria de la siguiente man-
era:

Q D>pq Y “ mod(7y) es una anticadena maximal de mod(a).
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No es dificil mostrar que >, satisface SC y LOR™ pero en general
no satisface RS.

Una variacién de >,,, €s

d .
o D>mac Y 24 mod(7y) es una anticadena de mod(c)
de cardinalidad méaxima.

Es claro que RLEy se cumple. En la mayoria de los casos, >4 10
satisface LOR™ ni SC. Sin embargo, existe C tal que >4, satisface
LOR™ pero no SC y también existe a [ tal que >4, satisface
SC pero no LOR™. Por ejemplo, sea X la teorfa que tiene cuatro
modelos M, N, Sy T y sea C el siguiente orden :

M
/oA
/N
/oA
N S T
Entonces ©>;,4 satisface LOR™ pero no SC. Por otra parte, si C es

el siguiente orden

M N
\ /o

|

IAVARN
AN
/N
S T

entonces >4 satisface SC pero no LOR™. En particular, esto mues-
tra que en el sistema E-acumulativo fuerte las reglas LOR™ y SC
son independientes.

El ejemplo que sigue es particularmente interesante pues es una relaciéon
explicatoria que satisface LOR™ y SC pero, de una manera muy fuerte,
es dependiente por la derecha de la sintaxis, esto es RLEy, no se cumple
y por consiguiente no satisface RS. Esta relaciéon se basa en un criterio
de simplicidad muy natural para seleccionar las explicaciones preferidas
[34].
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Ejemplo 4.3.3 Para este ejemplo supondremos que % es vacio. Un lit-
eral es un 4tomo o la negacién de un dtomo. Sea C el conjunto de todas
las formulas que son conjunciones de literales sin repeticiones junto con
T. Defina un orden parcial <j; sobre C de la manera siguiente:

v <0 Y Sy &G
Sea >j;; dada por
o D>y dg v € min(Expla(a) NC, <it)-

Es decir, si v F p, pF ay p € C, entonces v = p. Esto es, v es un
implicante primo de a.

La relacion ;¢ es E-acumulativa fuerte. De hecho, mostraremos que >;;
satisface SC. En efecto, supongamos que B >yt v, v F a y a,y. De
la definicion de <, existe 6 € C tal que v+ § y a >y 0. Es suficiente
mostrar que (J V 3) >+ §. Supongamos que no, entonces existe p € C tal
quedbpy (OVE) > py ptFd. Existen n,& € C y un literal [ tales que
d=pANIAnyy=pANIANAE Como pA—lE =0y plkdV 3, entonces
pAN-lE B Ya que v F 8, entonces p An A€ By esto contradice que
B >t -

Se puede mostrar, como lo hicimos para SC, que esta relaciéon también
satisface LOR™.

Ejercicio 4.3.4 (i) Muestre que >. es E-acumulativa fuerte y satis-
face RS y ROR. Si C es modular, entonces > satisface E-R-Cut.

(i) Muestre que >4, es E-acumulativa fuerte y satisface LOR™. Muestre
que si existen N, M € mdd (X) tales que N T M, entonces D>,
no satisface RS. Muestre que si C es modular, entonces >g satis-
face E-R-Cut.

(i1i) Muestre que D>, satisface SC y LOR™ pero en general no satisface
RS.

(iv) Muestre que t>pqc €s E-acumulativa fuerte y satisface la regla (4.2)
dada en el ejercicio 4.2.5, pero en general no satisface E-R-Cut.
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4.4. Razonando con explicaciones

En esta seccion estudiaremos una manera natural de asociar a cada re-
lacién explicatoria una relaciéon de consecuencia. Esto nos permitira es-
tudiar una dualidad entre relaciones explicatorias y de consecuencia que
es la clave para entender el origen de muchas de las reglas para los ra-
zonamientos explicatorios que hemos introducido.

Definicion 4.4.1 A cada relacion explicatoria > se le asocia una rela-
cion de consecuencia i definida por

abs fost XU{y}F B para cada vy tal que o > 7. (4.4)

La relacion « v § dice “normalmente, si o es observado, entonces [3
también debe estar presente”.

La idea inicial que guié la basqueda de las propiedades estructurales
de las relaciones explicatorias se basa en la interelacion de > y pv. La
heuristica fue imponer condiciones sobre > de tal manera que |~ tenga
propiedades buenas en el sentido que hemos estudiado en el capitulo 3.

Podemos reescribir las reglas E-CM, E-C-Cut y E-R-Cut usando la relacién
= de la siguiente manera.

E-CM Siar>vyalpr 5, entonces (A B) > 7.
E-C-Cut Si (aAB)>vy aps B, entonces a B> .
E-R-Cut Si(aAp)>vyy a s —f, entonces o > 7.

El siguiente resultado muestra que la heuristica usada es correcta.

Teorema 4.4.2 Sea > una relacion explicatoria.

(i) Si > es E-acumulativa, entonces . es acumulativa.
(ii) Sir> es E-preferencial, entonces |~y es preferencial.

(i1i) Si > es E-racional, entonces p~x es racional.

Demostracion: (i) Queda a cargo del lector.
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(ii) Suponga que > es E-preferencial y veamos que |~ satisface OR.
Supongamos que « v 6, 8 | 6. Queremos ver que a V 5 v 6. Para
esto, suponga que «V B > . Por LOR™, existen ¢ y p tales que a > 6,
B>pyyksdVp Comoaprs 0y B e 0, entonces 0V p by 6y por
lo tanto vy Fy 6.

(iii) Suponga que > es E-racional y mostremos que |~ satisface RM.
Para esto sean «, 8y 0 tales que a v 0y a [~ =f. Queremos mostrar
que o A B i 0. Para hacerlo, fijemos v tal que a A 5> . Por E-R-Cut,
concluimos que « >y y como « f~ 6, entonces v Fy 6. Esto muestra

que a A S o 6. 1

La proposicion que sigue ilustra la interconexion existente entre > y i
Su demostracién es directa y la dejaremos a cargo del lector.

Proposicion 4.4.3 Sea > una relacion E-acumulativa y o, 5 formulas.
Los siguientes enunciados son equivalentes:

(i) a e By B e
(ii) Para todo vy, o>y sii 1> 7.

Como dijéramos antes, las reglas de corte explicatorio juegan un papel
importante en todo este trabajo. Para entender mejor porqué se restrin-
gen estas reglas de corte consideremos la siguiente regla:

E-Cut Si (e A ) > 7, entonces 3> 7.

Como indicamos a continuacion, la regla E-Cut es demasiado fuerte, pues
implica que el razonamiento basado en explicaciones es mondtono. La
demostracion es elemental y queda a cargo del lector.

Proposicion 4.4.4 Supongamos que > satisface E-Cut, entonces |~y es
mondtona.

Si el lector revisa el ejemplo 4.1 notaré que la relacion explicatoria usada
no satisface E-Cut, de hecho, mostramos que —j ArA—l es una explicacién
preferida de —¢ A =l pero no es una explicacion preferida de —ec.
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4.5. Explicando nuestro razonamiento

En esta seccién analizaremos la cuestion inversa a la estudiada en la
seccién anterior. Ya vimos que si se sabe como explicar una observacion,
entonces también sabemos cuéles son las consecuencias de la observacion.
Ahora enfocaremos el reciproco, es decir, si conocemos las consecuencias
de una observacion, ;podemos explicarla?

La consecuencias de una observacion vendran dada por una relacion f~.
Supondremos que |~ es reflexiva. La primera pregunta que responderemos
es cuando una relacion de consecuencia es de la forma |~ con respecto
a alguna relacion explicatoria. De la definicion de v es claro que la
pregunta es equivalente a saber cuando se cumple lo siguiente:

Cla) =({Cn (Su{r}): Cla) S Cn(ZU{D} (4.5)
Aislamos esta condicién en la siguiente definicion

Definiciéon 4.5.1 Una relacion de consecuencia p~ se dice que es ade-
cuada con respecto a X si (4.5) se cumple para toda formula «. Diremos
que |~ satisface Cong, si a L para toda o € Formsy.

Si > es una relacion explicatoria entonces, de la definicion de vy, es
claro que j~ es adecuada con respecto a X. La relacion de consecuencia
clasica - es adecuada con respecto a { T} y -y, es adecuada con respecto a
3. Si no existe ningtn peligro de confusién, diremos solamente adecuada
en lugar de adecuada con respecto a X.

Dada un relacién de consecuencia |~ adecuada es claro que « |~ o para
toda o € 3. Ademas, si a [£L, entonces existe 7 consistente con X
tal que v Fy a. En particular, si a Jj“L entonces « es consistente con .
Observe también que una relaciéon adecuada satisface la siguiente version
de la supraclasicalidad: si a by 3, entonces « v 3.

Cuando el lenguaje es finito, es facil verificar que toda relaciéon de conse-
cuencia que satisfaga las siguientes condiciones es adecuada: (i) C'(a) =
Cn(C(a)) y (ii) a |~ o para toda a y toda o € . La nocion de relacion
adecuada es mas relevante cuando el lenguaje es infinito. De hecho, para
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lenguajes infinitos existen relaciones de consecuencia que son racionales
pero no son adecuadas (un ejemplo se puede encontrar en [38]).

De (4.5) se ve claramente una manera de asociar a una relaciéon de con-
secuencia otra explicatoria.

Definiciéon 4.5.2 Sea |~ una relacion de consecuencia. Le asociamos a
r una relacion binaria >, como sigue:

acr Yyl & O COn(SUy) (4.6)

Observe que >, es en efecto una relacion explicatoria (pues p~ se supuso
reflexiva).

Suponga que v satisface la siguiente forma de supraclasicalidad: Si « Fy,
B, entonces « |~ 3. En este caso se tiene que si al> .7y, entonces y ~ a.
Sin embargo, en general v |~ « no implica que a>, . Esto sugiere una
nocién alternativa de explicacidén que serd analizada en la seccion 4.6.

Proposicion 4.5.3 Si |~ es una relacion adecuada, entonces
l’v = I'VDPV .

Demostraciéon:  Sea |~ una relacion adecuada. Para simplificar la
notacion, pongamos > = >,,. Mostraremos que f~=p-5. Supongamos
que « j~ 3. Para ver que « v f fijemos 7 tal que o> «y. Por definicion
de >, tenemos que C(a) € Cn(X U {v}). En particular, v 5 5. Esto
muestra que « pop .

Reciprocamente, supongamos que « s (. Como |~ es adecuada, en-
tonces basta mostrar que si C'(a) € Cn(X U {v}), entonces v Fy f.
Si v es inconsistente con % no hay nada que mostrar. Supongamos que
v € Forms, entonces por definicion de >, se tiene que a > . Como
« pr B, entonces vy B. Con esto termina la demostracion.

El siguiente teorema muestra la relacion entre los postulados que satisface
r y los que satisface ..

Teorema 4.5.4 Sea p~ una relacion de consecuencia adecuada.
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1. > satisface RS y ROR.

2. Siv es acumulativa y satisface Cony, entonces >, es E-acumulativa.
3. St~ es preferencial y satisface Cons;, entonces >, es E-preferencial.
4. Si |~ satisface WDR, entonces . satisface LOR.

5. St |~ es preferencial y satisface DR, entonces >, satisface E-DR.

6. Si p~ satisface RM, entonces > satisface E-R-Cut.

7. Si |~ es mondtona, entonces > satisface E-Cut.

Demostracién: Todas estas afirmaciones se prueban de manera ele-
mental. Para simplificar la notacion, escribiremos > en lugar de > ..

Veamos (3). Supongamos que |~ es preferencial. Por (2) basta ver que >,
satisface E-S-CM y LOR™. Veamos E-S-CM. Supongamos que a>~v y ¥ Fx
B. Queremos mostrar que o A B > 7, es decir, C(a A ) C Cn(X U {~}).
Sea 6 tal que a A B |~ 6. Por ser |~ preferencial, satisface la regla S
(ver lemma 3.1.6), por lo tanto, a |~ 5 — 6. Como « >+, entonces
v ks B8 — 6. Por hipétesis, v 5, 8, por lo tanto v F 6.

Por (1), (2) y lo mostrado arriba, > es E-acumulativa fuerte y satisface
RS. Por lo tanto, de la proposicién 4.2.3 se obtiene que > satisface LOR™.

Veamos (6). Supongamos que |~ satisface RM. Para ver que > satisface
E-R-Cut, sean «, 3, vy p tales que (a A B) >, a>py p by —5. Queremos
mostrar que « > v, es decir, C(a) C Cn(X U {v}). Sea 6 tal que a |~ 6.
Como a > py p s =B, entonces por la defuncion de > se tiene que
a J& =5. Por RM, tenemos que aw A B |~ 6 y como (a A ) >y, entonces
v s 6.

El resto de la demostracion la dejamos como ejercicio al lector interesado.
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4.6. Relaciones explicatorias causales y la deduc-
cién al revés

Como dijéramos al comienzo, una de las cosas que queremos aclarar
acerca de los razonamientos explicatorios, es cudn cerca estan de ser de-
duccién al reves. Para responder esta pregunta es conveniente primero
analizar la dualidad entre relaciones de consecuencia y relaciones expli-
catorias. Considere las funciones:

B
U(>) = po

El siguiente resultado resume las propiedades més importantes de estas
dos funciones.

Proposicion 4.6.1 Sea |~ una relacion de consecuencia y > una rela-
cton explicatoria. Entonces

L CU@(R),
2. > C B((1>)).

6. Si p~ es adecuada, entonces (¥ o ®)() = .

Una relacion > se dice que es causal si
(PoV)(>) =1

Las relaciones causales son una clase muy especial de relaciones explica-
torias. Una relacion causal > estd completamente determinada por pp.
Es decir, en las relaciones causales, las explicaciones de una observaciéon
estan completamente determinadas por el conjunto de inferencias que se



124 R. Pino Pérez y C. Uzcategui Aylwin

puedan hacer acerca de la observacién. Esto es, I> es causal sii se cumple
lo siguiente:

Si C (@) € Cn(X U {v}), entonces a 1> 1.

La parte 4 de la proposicion anterior dice que >} es causal para cada
relacion de consecuencia |~. Las relaciones de la forma >, que vimos en
el ejemplo 4.3.2 son los ejemplos tipicos de relaciones causales.

Ejercicio 4.6.2 Suponga que el lenguaje es finito. Muestre que una re-
lacion explicatoria es causal sii satisface RS y ROR.

La dualidad entre relaciones explicatorias y relaciones de consecuencia
serfa muy precisa si ® y ¥ fueran una inversa de la otra. Esto no ocurre
pues ¥ no es inyectiva. Daremos a continuaciéon ejemplos de relaciones
explicatorias > y >* muy diferentes entre si, pero tales que ¥(>) =
U(>*).

A pesar de estos aspectos limitantes, la relacion 5 contiene informacion
atil para el estudio de .

Ejemplo 4.6.3 (Tres relaciones explicatorias que tienen asociada la mis-
ma relacion de consecuencia)

Para este ejemplo, ¥ es vacio y el lenguaje se supondré finito. Fijemos
un orden parcial C sobre todas las valuaciones del lenguaje. Considere
las relaciones >,q, >mae ¥ B¢ que vimos en los ejemplos 4.3.1, 4.3.2 y
4.3.3. Afirmamos que

\P(Dma) - \P(Dlit) - \P(Drd) =k.

Para simplificar la notacion, escribiremos |vj; por W(>yt), mae por
U (>ma) ¥ org por ¥(B>,q). Primero que todo, notemos que para mostrar
que ¥(>) =t es suficiente mostrar que ¥U(>) Ct.

Para >4, notemos que « >4 a para toda férmula consistente «. Por

esto, si « |v,.q [, entonces necesariamente a - 3.

Para >, sea a vy Sy mostremos que o F 3. Sea M un modelo de
a. Mostraremos que M = (. Sea dps la conjuncion de todos los literales
que valen en M. Entonces por la definicion de <, existe v € C tal que
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Oy F v F aand 7y es <jz-minimal. Por lo tanto at>y;:y. Ya que « e 53,
entonces v F 3. Como M es un modelo de v, entonces M = .

Por dltimo, para >4, supongamos « vy, . Sea M | «. Entonces
existe una [C-anticadena maximal A C mod(«) que contiene a M. Sea
v la féormula cuyos modelos son las valuaciones en A. Entonces de la
definicion de >, se tiene que a >, 7 y por esto v F 5. Por lo tanto,

ME 8.

4.6.1. Un enfoque alternativo

En esta seccién haremos algunos comentarios acerca de métodos alter-
nativos para definir una nocién de explicacién. Estos comentarios ayu-
daran a ubicar los resultados presentados en un contexto mas general y
aclararan en que sentido los razonamientos explicatorios son un proceso
de deduccién al reves.

La mayoria de los trabajos sobre los razonamiento explicatorios supo-
nen que una observacion debe inferirse, de alguna manera, a partir de
cualquiera de sus explicaciones preferidas. Nosotros hemos usado la de-
duccion clasica como mecanismo de inferencia entre explicaciones y ob-
servaciones. Por esto, nuestra relaciones explicatorias, por definicién, sat-
isfacen lo siguiente:

Si a > 7, entonces vy by, a. (4.7)

Pero este no es el tnico enfoque posible, uno alternativo se obtiene si en
lugar de -5 se usa una relacién de consecuencia mas general.

Fijemos una relacion de consecuencia |~ que supondremos es reflexiva
y satisface que si a by 3, entonces a |~ . Existen tres nociones que
naturalmente se pueden usar para definir qué es una explicacion |38, 42].
En lo que sigue, supondremos que y es consistente con X..

ak,y siypa
oK. siCla) COM)
a>y siCa) COn(EU{v}).

Recordemos que >4 denota la deduccién al reves (ver ejemplo 4.3.1). La
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interdependencia entre estas cuatro nociones es la siguiente:

>rd
> - C l<e

KSG

Las relaciones K., y K, no son relaciones explicatorias, pues en lugar de
(4.7) solo satisfacen lo siguiente:

Si aky, entonces v |~ a.

Es importante darse cuenta que las relaciones >, K, y K, son tres
maneras diferentes de interpretar los razonamientos explicatorios como
razonamientos no mondétonos al reves.

Las relaciones K, y K, tienen aplicaciones especialmente en contextos
donde una explicacién no necesariamente implica légicamente a la ob-
servacion [10]. Cuando |~ es una relacion de consecuencia racional, K, y
K. se tornan interesantes debido a la estrecha relacion entre la teoria de
la revision AGM y la légica no monotona [20], haciendo més atractiva la
interpretaciéon de estas nociones de explicaciéon en términos de la teoria
de la revision de las creencias. En [42] se mostr6 una caracterizacion com-
pleta de K, cuando |~ es una relacién de consecuencia racional, pero
dejaron sin responder la pregunta mas general de conseguir reglas que
caractericen |, cuando |~ es solamente preferencial.

4.7. Teoremas de representacion

En esta secciéon mostraremos algunos teoremas de representacion de rela-
ciones explicatorias. Comenzaremos introduciendo el tipo de modelos que
usaremos en estas representaciones. Son modelos similares a los acumu-
lativos que vimos en el capitulo 3.

4.7.1. E-modelos

Definiciéon 4.7.1 Un E-modelo es una tripleta € = (S,1, <) donde S es
un conjunto, | es una funcion de S en la coleccion de subconjuntos no
vacios de Forms y < es una relacion de preferencia suave sobre S.
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Cuando [(s) contiene una sola formula, £ se dice que es un E-modelo
univaluado y en este caso, supondremos que l(s) € Formsg. Cuando la
relacion < es transitiva, diremos que £ es un E-modelo transitivo.

Dado un E-modelo & = (S,1, <) y un féormula o € Formsy, definimos

a={seS: ykgaforal vel(s)}.

Definiciéon 4.7.2 Un E-modelo £ = (5,1, <) es E-acumulativo si cada
a no es vacio y es suave para toda o € Formsy,.

A cada E-modelo €& = (5,1, <) le asociamos una relacion explicatoria
como sigue:

aley W gse min(a, <) (v € l(s)). (4.8)

Sino hay confusién acerca de cual relacion < se esta usando, escribiremos
min(a) en lugar de min(a, <).

El objetivo de esta seccién es, entonces, determinar bajo cuéles condi-
ciones una relaciéon explicatoria es de la forma >, para algin E-modelo

£.

Comenzaremos con un resultado que muestra que el concepto de E-
modelo es correcto.

Teorema 4.7.3 Sea £ un E-modelo acumulativo. Entonces

(i) >¢ es E-acumulativa.

(ii) Si € es univaluado, entonces > es E-acumulativa fuerte.

Demostracién: La dejamos como ejercicio al lector. 1

El siguiente ejercicio deberia convencer al lector que las reglas del sistema
E-acumulativo son naturales.
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Ejercicio 4.7.4 Suponga que el lenguaje es finito. Sea < un orden par-
cial sobre Formsy. Sea S = Forms, yl(y) = 7. Muestre que € = (5,1, <)
es un E-modelo acumulativo y en consecuencia [>; es E-acumulativa
fuerte.

4.7.2. Relaciones E-preferenciales

En esta seccidén mostraremos un teorema de representacion para las rela-
ciones E-preferenciales. Pero antes enunciaremos el siguiente resultado
para las relaciones E-acumulativas.

Teorema 4.7.5 Si > es una relacion E-acumulativa, entonces > = >
para algin E-modelo acumulativo £

La demostracion de este teorema es similar a la del teorema 3.3.12 y no
la incluiremos (ver [14]).

Teorema 4.7.6 Suponga que el lenguaje es finito. Sea > una relacion
explicatoria E-preferencial que ademds satisface SC. Entonces > = ¢
donde &€ es un modelo acumulativo univaluado y transitivo con la siguien-
te propiedad: Dadas o, B € Forms y s € ml’n(m), existen t € min(a)
y r € min(B) tales que

I(s) Fs 1(t) V 1(r). (4.9)

Para mostrar el teorema 4.7.6 necesitamos algunos lemas auxiliares. Fi-
jemos una relacion E-preferencial >. Sea S la coleccion de pares («, )
tales que a > 7. Sea l(a,y) = v y < definida sobre S de la manera
siguiente:

de
() < (8,6) € 7B & aVBhea (4.10)
Sea £ = (5,1, <) el modelo definido arriba.

Lema 4.7.7 La relacion < definida en (4.10) es antisimétrica.

Demostraciéon:  Supongamos que (a,7) y (3,0) pertenecen a S son
tales que (a,7v) < (8,9) y (8,9) < («a,7). Entonces oV B pop o'y
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aV p pos 8. Es claro que a e aV By B e @V B, por lo tanto de
la proposicién 4.4.3, se concluye que >+, pero esto es imposible, pues

v s B

Lema 4.7.8 Sea > una relacion E-acumulativa que ademds satisface
SC. Entonces > = > donde & es el modelo definido arriba por (4.10).
Ademds, si > satisface LOR™, entonces € satisface (4.9).

Demostracion: Queremos mostrar que para todo a € Formy, a >y
sii existe 5 tal que (3,7) € min(@). Se concluye inmediatamente de las
definiciones que («,v) € min(a) cuando « > 7. Reciprocamente, sea
(8,7) € min(a) y supongamos, por reduccion al absurdo, que a .
Entonces por SC existe p tal que a > p, (pV B) > py p s B. Es claro
que (pV B, p) < (B,7), lo cual contradice que (3,7) € min(Q).

Supongamos ahora que 0> satisface LOR™. Como > = [>,, se obtiene in-
mediatamente que (4.9) es valida. I

Observemos que el lema anterior no garantiza que el modelo £ sea acu-
mulativo, esto es, que < sea una relacién suave. Esto lo mostraremos
sblo cuando el lenguaje es finito. Veremos en un ejercicio que se puede
extender a lenguajes arbitrarios si suponemos RS.

Lema 4.7.9 Supongamos que el lenguaje es finito. Sea > una relacion
E-acumulativa fuerte. Entonces la relacion < definida arriba por (4.10)
es suave.

Demostraciéon: Sea o € Formy y supongamos, por reduccion al
absurdo, que @ no es suave. Entonces existe (3,0) € a con (8,0) &
mm( ) v tal que todo estado en & por debajo de (/3,d) no es minimal en
a. Construiremos una sucesion infinita de estados (6;, p;) € @ tales que

(0i,pi) < (B,9), Brsbi, Oibsbip1 y Oip1 s b

Lo cual es imposible pues hemos supuesto que el lenguaje es finito.
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La construccion es como sigue. Ya que (3,0) € min(@), entonces existe
(v,p1) € @ con (v,p1) < (5,0). Como vV 8 s v, entonces vV 5> p;
(por la proposicion 4.4.3). Sea 01 = v V 3, entonces (01,p1) < (5,0) y
B Fs 01. En particular, (61, p1) no es minimal en a.

Supongamos hemos definido (01, p1), ..., (0n, prn) tales que (6;, p;) < (B, 9),
0; s 011y 0iy1 s 0;, para todo i < n. Ya que (0, pn) € min(a ) en-
tonces existe (V/,4') € @ tal que (V/,7') < (On, pn). Sea 0,11 =1/ VO,
Y pn+1 = 7. Como 6,41 - v/, entonces 6,41 >". Ya que v s 0, y
B ts 6, tenemos que v Wy B. Por esto, (0ni1,pnt1) < (8,9). Final-
mente, como 7' -y 1/, entonces 0,1 Fy 0,,.

Lema 4.7.10 Sea > una relacion E-preferencial. Supongamos que
aV e ayBVnles B, entonces aV VN e o yaVn s

Demostracion: Por el teorema 4.4.2, sabemos que |~ es preferencial.
Primero mostraremos que aVBVn . aVB. En efecto, ya que V1 s £,
entonces BV 17 o aV By claramente a V 5 o a V 5. Por lo tanto,
como |~ satisface OR, entonces aV V17 s aV 5.

Por otra parte, como oV 5 v o, @ o oV B, aV VY o aV By
aV B s aV BV, entonces usando la proposicion 4.4.3 se concluye que
aVpVn s a. Poresto aV iV s aVny claramente aVn e aV SV .
De nuevo, por la proposicion 4.4.3, se obtiene que aV 1 v a. i

Lema 4.7.11 Sea > una relacion E-preferencial. Entonces la relacion
=< definida en (4.10) es transitiva.

Demostraciéon: Suponga («,7) < (5,0) y (8,9) < (n,0). Mostraremos
que (a,v) < (n,0). De la definicion de < se tiene que a V 8 o a,
BV s By v s B. Por el lema 4.7.10, sabemos que oV 1 s oy
aV BVn s a. Nos queda por mostrar que v /5 1. Supongamos, por
reduccion al absurdo, que v 5 7. Ya que ae> 7y, entonces (aV GV n) >y
por la proposicion 4.4.3. Por E-S-CM y LLEy, BV n>+. Como SV 7 p S,
entonces vy Fy [, pero esto es imposible ya que (a,v) < (3,9). Por lo
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tanto, v Iy n y con esto hemos demostrado que (a,7y) < (n,6). I

Demostracion del teorema 4.7.6. El resultado se obtiene a partir de los
lemas 4.7.7, 4.7.8, 4.7.9 y 4.7.11. I

Observacion: No sabemos si la hipotesis de que > satisface SC es nece-
saria. Otros teoremas de representacion se pueden encontrar en [15].

Ejercicio 4.7.12 Suponga que £ es un modelo acumulativo, univaluado
y satisface la propiedad (4.9). Muestre que >¢ es E-preferencial.

Ejercicio 4.7.13 Sea > una relacion E-preferencial que ademds satis-
face RS. Muestre que el modelo € definido por (4.10) es acumulativo.
Esto es, pruebe que < es suave. Para hacerlo, muestre lo siguiente: St
a € Formg y (8,0) € &, entonces:

(8,0) € min(@) < (aVp) e B.

4.7.3. Relaciones E-racionales

En esta seccién mostraremos un teorema de representaciéon para las rela-
ciones E-racionales. En este caso, obtendremos un modelo méas fuerte
que los anteriores, pues la funciéon [ seré inyectiva. De hecho el modelo
que usaremos es anilogo al usado en la secciéon 3.3.4 para representar
relaciones de consecuencia racional.

Dada una relacién explicatoria > diremos que una férmula v es admisible
si existe « tal que a > ~y. Es facil convencerse que si > es E-acumulativa
fuerte y v es admisible, entonces v > 7.

Definicion 4.7.14 Sea 1> una relacion explicatoria. Sean v y § formulas
con v admisible,

v <s 0 g2l Va (a>d = vty a).

Diremos que < es la relacion de preferencia asociada a >.
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Observemos que si v es admisible y é no lo es, entonces v <, §. Clara-
mente § 4. & para todo d admisible. De aqui en adelante supondremos
que <, esta definida sobre las férmulas admisibles.

El principal objetivo de esta seccién serd mostrar que, bajo ciertas condi-
ciones, se cumple lo siguiente:

a>y & vemin(Expla(a),<.). (4.11)

La ecuacion (4.11) dice que <. captura el criterio de seleccion de explica-
ciones implicito en >. En términos de los E-modelos, podemos interpretar
(4.11) como sigue. Si ponemos S el conjunto de féormulas admisibles y
l(y) = =, entonces & = Fxpla(a). Veremos que bajo ciertas condiciones
sobre [> se tiene que <, es una relacion suave sobre S'y € = (5,1, <,.)
es un E-modelo tal que > = > .

Lema 4.7.15 Sea > un relacion explicatoria E-racional, entonces < es
suave sobre la formulas admisibles y (4.11) se cumple.

Demostraciéon: Es facil ver que, sin imponer ninguna restricciéon sobre
>, se tiene que si a > 7, entonces v € min(Expla(a), <. ). Veamos que
se cumple la otra direccién. Supongamos que v € Forms, v Fy a y
a #v. Mostraremos que existe 6 € Expla(a) tal que 6 <, ~y. Por E-Cony,
existe § tal que o > §. Mostraremos que 0 <, -y, Supongamos que Nno es
asi, entonces existe § tal que 5>~ y § by 5. Por E-CM, tenemos que
a A B>y por E-R-Cut, a 1> 7, lo que contradice nuestra suposicion.

Observemos que el argumento anterior también muestra que <, es suave.
En efecto, hemos visto que si v € Expla(a), v no es <,-minimal y o> 6,
entonces § <, 7. Pero por (4.11) § € min(Ezpla(a), <) 1

En el ejercicio 4.7.19 se muestra que con hipétesis mucho méas débiles
que E-R-Cut se puede obtener (4.11).

Ahora veremos que si > es E-racional, la relacion <, es modular. Pero
primero necesitamos un resultado auxiliar.

Lema 4.7.16 Sea > una relacion explicatoria E-racional. Sean vy y 6
dos formulas admisibles. Los siguientes enunciados son equivalentes:
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(i) v =<» 0.
(ii) YavB [a>y & > = (aVp) >y & (aVp)F#d).
(i) JaFp[ay & > & (aVP) >y & (aVB)F¥d].

Demostracion: (i) = (i7). Supongamos que v <. d, a>vy S>9. De
la definicion de <, tenemos que (« V ) ¥ y por E-DR (ver proposicién
4.2.4) se concluye que (aV ) > 7.

(#4) = (4i7). Es obvio por E-Cong.

(7i1) = (i). Supongamos que 6 > §, queremos mostrar que 7 ty 6. Sean
«, B como en la hipotesis de (iii), es decir, o>, >0, (V) >y y
(o V B) 4. Supongamos, por reduccion al absurdo, que 7 by 6. Entonces
por E-S-CM, (aV B) A0~y y O A (aV B)>0. Como 7 Fy, 0, entonces por
E-R-Cut, se tiene que (aV ) > §, lo que contradice nuestra suposicion.

Lema 4.7.17 Sea t> una relacion explicatoria E-racional. Entonces <
es modular y ademds satisface lo siguiente: Para todo par de formulas
a, B € Formsy, se cumple

min(@) N B =10 = min(@) C =p. (4.12)

Demostracion: Recordemos toda relacién E-racional cumple con
E-DR, (ver proposicion 4.2.4). Comenzamos mostrando que <, es transi-
tiva. Sean ~; férmulas admisibles tales que y1 <, 72 ¥ 72 <. 3. Sean «;
formulas tales que a; > 7y;. Para probar que 1 <. 73, por el lema 4.7.16,
es suficiente mostrar que (a1 V ag) ¥v3. Supongamos, por reduccion al
absurdo, que (a7 V a3)>73. Ya que v2 <. 73, entonces por el lema 4.7.16
tenemos que (a1 Vag Vas)>yy (a1 Vag V as) Fys. Ya que v1 <. 7o,
analogamente tenemos que (a1 Vag Vas) >y (a1 Vas V as) Fys, lo
es una contradiccion.

Ahora mostraremos que <, es modular. Usaremos el lema 3.3.18. Sean -,
0 y p formulas admisibles tales que v 4. §, § A, v v 7 <o p- Queremos
mostrar que § <, p. Sean «, 3, 6 formulas tales que a >y, S>0y
0> p. Ya que v y 6 son < -incomparables, entonces del lema 4.7.16 se
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concluye que (aVp) >~y (aVp)>4d. De nuevo por lema 4.7.16 es
suficiente mostrar que (a«V V) >0y (aVBVE) PBp. Por E-DR es
suficiente mostrar que (aV gV 0) ¥p. Ya que v <. p, entonces por el
lema 4.7.16 tenemos que (aV BV O)>~vy (aV S V0O)Fp.

La propiedad 4.12 se concluye directamente del hecho que toda relacién
E-racional satisface NEG (ver ejercicio 4.2.5).

En resumen, hemos demostrado el siguiente teorema de representacion.

Teorema 4.7.18 Si > es una relacion E-racional, entonces > = >,
para algin E-modelo € = (S,1,<) donde | es inyectiva y <. es modular
y satisface (4.12).

En el ejercicio 4.7.20 le dejamos al lector interesado la tarea de mostrar
el reciproco del teorema anterior.

Ejercicio 4.7.19 Sea > una relacion E-acumulativa fuerte que satisface
LOR.

(i) Sea a € Formy y § € Expla(a) una formula admisible tal que
Q #0. Sea

Co=[Cn (SU{p}): a>p}

S=CU{-p: prd}.
Muestre que S es consistente.
(ii) Suponga que el lenguage es finito y > es una relacion explicatoria E-

acumulativa fuerte que satisface LOR. Use la parte (i) para mostrar
que < es suave y que (4.11) se cumple.

Ejercicio 4.7.20 (i) Sea £ = (S,1,<) un E-modelo tal que | es in-
yectiva, < es modular y satisface (4.12). Muestre que >¢ es E-
racional.
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(i) Suponga que < es una relacion modular y smooth sobre Forms,.
Muestre que >¢ es E-acumulativa fuerte y satisface la regla de corte
(4.2) enunciada en el ejercicio 4.2.5. Verifique que la relacion > pqe
definida en el ejemplo 4.5.2 satisface (4.2) pero no E-R-Cut.
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