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II1

Prefacio

Inspirados por la teoria de Fredholm y la de ideales de operadores [70],
los autores de [2] introdujeron un concepto de semigrupo de operadores,
cuyos principales ejemplos son los dos tipos de operadores semi-Fredholm
&, v ®_, y los operadores tauberianos introducidos por Kalton y Wilan-
sky en [57].

La teoria de ideales de operadores aborda el estudio de los espacios de
Banach, no mediante sus propiedades intrinsecas, sino en términos de las
propiedades de los operadores que actiian entre los espacios. El objetivo
de la teoria de semigrupos es similar, pero las clases de operadores que
utiliza tienen propiedades opuestas, como veremos.

Todo ideal de operadores A tiene asociados dos semigrupos A, y A_.
En el caso del ideal K de los operadores compactos, K1 y K_ son los
operadores semi-Fredholm &, y ®_ y en el caso del ideal W de los
operadores débilmente compactos, Wy y W_ son los operadores taube-
rianos y los operadores cotauberianos. En [41] se han investigado varios
semigrupos asociados a ideales definidos en términos de convergencia
de sucesiones y en [30] y [34] se han estudiado otros semigrupos que
admiten caracterizacién en términos de ultrapotencias. Observemos que
los semigrupos asociados a K y a W han sido intensamente estudia-
dos, mientras quedaria hacer un estudio paralelo para los semigrupos
asociados a muchos otros ideales de operadores clésicos.

En este libro se expone la teoria de semigrupos de operadores, in-
cluyendo los principales resultados y aplicaciones que se han obtenido
sobre los semigrupos asociados a K y W, e indicando problemas abier-
tos que podrian abordarse para otros semigrupos. Comenzaremos pre-
sentando las propiedades de las clases concretas de operadores que han
sugerido la introduccion del concepto de semigrupo.
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En el primer capitulo se recuerdan algunos conceptos y resultados de
andlisis funcional, que se utilizardn en la exposicién, y se introducen
algunas notaciones. En particular, se recuerda la nocién de sucesion
bésica y la de ultrapotencia de operadores.

El segundo capitulo es una breve introduccién a la teoria de ideales de
operadores, sistematizada por Pietsch en [70]. Se incluye varias clases que
permiten clasificar los ideales, asi como procedimientos de construccién
y algunos ejemplos.

En el tercer capitulo se describe la teoria de Fredholm de operadores
desde un punto de vista en que los ideales y los semigrupos apare-
cen como clases de operadores con propiedades claramente diferenci-
adas. Incluye las caracterizaciones perturbativas de los operadores semi-
Fredholm y su aplicacion al estudio de los operadores estrictamente sin-
gulares y estrictamente cosingulares.

En el capitulo cuarto se estudia el semigrupo 7 de los operadores
tauberianos y el semigrupo dual 7¢ de los operadores cotauberianos.
Después de presentar las propiedades bésicas, se incluyen varias carac-
terizaciones fundamentales de los operadores tauberianos: sucesionales,
perturbativas, en términos de las imagenes de las sucesiones basicas y
en términos de la accién sobre conjuntos convexos cerrados. Ademas,
se presentan los correspondientes resultados para operadores cotauberi-
anos, cuando existen. También se presta cierta atencién al caso de los
operadores tauberianos con dominio en el espacio L;(u) de las funciones
integrables, y a los operadores cuyas ultrapotencias pertenecen a 7 o
T4,

El capitulo quinto comienza con una introduccién axiomatica de los
semigrupos de operadores, paralela a la de los ideales de operadores. Se
introducen conceptos para clasificar los semigrupos y se presentan pro-
cedimientos que permiten obtener familias de ejemplos de semigrupos.
La ultima parte describe los semigrupos asociados a algunos ideales de
operadores que admiten caracterizaciéon en términos de sucesiones.

El capitulo sexto describe con detalle una variante de la conocida fac-
torizacién introducida por Davis, Figiel, Johnson y Pelczyniski en [17], la
factorizacion DFJP. Esta construccion tiene gran interés porque propor-
ciona abundantes ejemplos de operadores tauberianos y cotauberianos,
y ademas, a través de ella los operadores tauberianos se han aplicado



en la investigacion de las propiedades isomorfas de los espacios de Ba-
nach. También se describen brevemente otras variantes de factorizacién
DFJP, introducidas por diversos autores, y se muestran resultados de
factorizacién para ideales de operadores concretos que se obtienen a
partir de la primera variante mencionada.

En el capitulo séptimo se describen algunas otras aplicaciones de los
operadores tauberianos, como las condiciones para la equivalencia de
la propiedad de Radon-Nykodym y la propiedad de Krein-Milman, en-
contradas por Schachermayer [74], la preservacién de propiedades iso-
morfas de espacios de Banach y conjuntos acotados por medio de ope-
radores tauberianos [66], o las caracterizaciones de algunas versiones de
la propiedad de aproximacién para espacios de Banach [8,9,59].

Los requisitos para seguir la exposiciéon son los conocimientos que
se adquieren en un curso de analisis funcional en espacios normados,
incluyendo el teorema de Hahn-Banach, la topologia débil en un espacio
de Banach y la topologia *-débil en su dual, el teorema de la aplicaciéon
abierta y la dualidad para operadores lineales continuos.

Este libro no hubiera aparecido sin la colaboracién cientifica estable-
cida con la Universidad de los Andes, en Mérida, y la Universidad de
Oriente, en Cumanad; por ello agradezco a Pietro Aiena, José Giménez,
Ennis Rosas y Margot Salas-Brown, que la hicieron posible. La mono-
graffa [36] ha sido referencia principal durante la redaccion, por lo que
reconozco la ayuda de Antonio Martinez-Abején. También debo agrade-
cer a los miembros del Departamento de Matematicas de la Universidad
de Cantabria, por un ambiente de trabajo estimulante; y al organismo
nacional espafiol para la promocién de la investigaciéon, por la ayuda
financiera proporcionada al Proyecto MTM2007-67994.

Manuel Gonzdlez
Santander, Junio de 2009
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Capitulo 1

Espacios de Banach y
operadores

En este capitulo recordaremos algunos conceptos bésicos y fijaremos
notaciones que se utilizaran mas adelante.

Espacios

Generalmente X, Y y Z son espacios de Banach sobre el cuerpo de
los nimeros reales R. Ademds, Bx := {z € X : ||z|| < 1} denota la bola
unidad cerrada de X y Sx := {x € X : ||z|| = 1} la esfera unidad de X.

Dos normas ||-]|1 y ||-||2 es un espacio vectorial X se dicen equivalentes
si existe una contante d > 1 de modo que

d7 Y z||1 < ||lz||2 < d||z|; para todo z € X.

Sea A un subconjunto no vacio de X. Se denota por span{A} el
subespacio generado por A, y por span{A} la clausura (en norma) de
span{A}.

El dual de X, denotado X ™, es el conjunto de las aplicaciones lineales
continuas de X en R. Sean x € X y z* € X*. Denotamos por (z*, ) el
valor de * en x.

El dual de X* se denota X** y se denomina segundo dual (o bidual)
de X. Ocasionalmente aparecerd X*** que es el tercer dual de X.

1



2 Manuel Gonzélez

A cada z € X se le asocia & € X™** definido por
(T, 2") == (2%, 2) (x € X).

De este modo obtenemos una isometria lineal Jx: X — X™ de X
en X**. Frecuentemente identificaremos X con el subespacio Jx (X) del
bidual X™**.

Operadores

Sean X e Y espacios de Banach. Un operador de X en Y es una apli-
cacion lineal y continua de X en Y. Denotamos por £(X,Y) el conjunto
de todos los operadores de X en Y.

El operador nulo y el operador identidad en X se denotan Ox y Ix.

Sea T € L(X,Y). El niicleo de T es N(T) := T~1(0), su rango es
R(T) :=T(X) y su contcleo es Y/R(T).

El operador conjugado de T' € L(X,Y") es el operador T € L(Y*, X*)
definido por T*y* := y* o T'; es decir,

(T*y*,z) = (y*", Tx)y y* €Y ' xeX.
El segundo conjugado de T" es T** := (T™)* y T*** es el tercer conju-
gado de T

Notese que el siguiente diagrama es conmutativo.

T**

X** Y**
x| oy
X T Y

Por tanto, podemos considerar T** como una extensién de T

Un isomorfismo de X en Y es un operador T' € L£(X,Y) inyectivo y
con rango cerrado (no necesariamente biyectivo).

SiT: X — Y es un isomorfismo, existe una constante d > 1 tal que
d=! < ||T(z)| < d para todo = € Sx.

Diremos que podemos identificar dos espacios de Banach X e Y cuan-
do existe un isomorfismo biyectivo A: X — Y.
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Similarmente, diremos que podemos identificar dos operadores S €
LY, Z) y T € L(V,X) cuando existen dos isomorfismos biyectivos
A:Y — VyB: X — Z demodo que S = BTA.

En los dos casos anteriores, si los isomorfismos biyectivos son isometrias,
diremos que la identificacion es isométrica.

Una proyeccién en X es un operador P: X — X que verifica P? = P.
Noétese que R(P) = N(Ix — P); luego es cerrado. Ademas,

X = R(P)® N(P).
Un subespacio de X se dice complementado si coincide con el rango
de una proyeccién en X.

Denotamos por £ la clase de todos los operadores entre espacios de
Banach.
Una subclase A de £ viene determinada por sus componentes

AX,Y) = AN L(X,Y),

donde X e Y son espacios de Banach.
En el caso X =Y escribiremos A(X) en lugar de A(X, X).

Ejemplos de espacios de Banach

Sea 1 < p < ooy (a;) una sucesién de nimeros reales. Definimos

| (ai)|lp == (Z ’ai|p)1/p
i1

Y [l(@i)lloo := supjen |ail

Sea 1 < p < co. Definimos los espacios de sucesiones de escalares

by := {(ai): [[(ai)llp < o0}

Los espacios £, (con la correspondiente norma || - ||,) son espacios de
Banach.

El espacio ¢g := {(a;): lim; .~ a; = 0}, como subespacio cerrado de
f~, es también espacio de Banach.

En general, si (X;) es una sucesién de espacios de Banach, el espacio

Cp(Xi) = {(zi): zi € Xi, [|(4)]p < 00},
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con la norma ||(z;)lp := ||(||zi|])|lp, es también un espacio de Banach.

Denotamos C10, 1] al espacio de las funciones continuas f: [0,1] — R,
que es un espacio de Banach con la norma del supremo:

1flloo = sy |£(2)

telo,1

Sea 1 < p < co. Podemos definir los espacios de funciones Ly(0,1) de
modo andlogo a £, sustituyendo sumas por integrales:

I e= ([ 1ropar)”

Similarmente, L (0,1) es el espacio de las funciones medibles esencial-
mente acotadas y || f||co s el supremo esencial de f.

La definicién de los espacios L,(0, 1) es técnicamente més complicada
porque sus elementos no son propiamente funciones, sino clases de fun-
ciones medibles: dos funciones medibles f y g estdn en la misma clase
cuando {t € (0,1): f(t) # g(t)} tiene medida cero.

1.1. Topologias débiles

Ademis de la topologia asociada a la norma, en un espacio de Banach
X tenemos la topologia débil, que se denota o(X,X™) o w. Puede des-
cribirse como la menor topologia localmente convexa en X para la que los
elementos de X* son aplicaciones continuas. La topologia de la norma
coincide con la topologia débil unicamente en espacios de dimensién
finita.

Una sucesién (x,) en X es débilmente de Cauchy si ({x*, x,)) converge
en R para todo z* € X*; ademas, (z,,) converge débilmente a x € X si
((z*, z,,)) converge a (z*,z) para todo x* € X*.

Por el teorema de la acotacion uniforme, las sucesiones débilmente de
Cauchy son acotadas.

Sea A un subconjunto de X. La clausura de A (en la topologia de
la norma) se denota A; su clausura débil (en la topologia o(X, X™*)) se

denota 4”, o ZU(X’X*) si puede haber confusién.
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Como consecuencia del teorema de Hahn-Banach, los subconjuntos
convexos (en especial, los subespacios) cerrados de un espacio de Banach
son w-cerrados.

Es fécil comprobar que un operador T' € L(X,Y) es débilmente con-
tinuo; es decir, continuo de (X, w) en (Y, w).

En el espacio dual X*, ademas de la topologia de la norma y la
débil, tenemos la topologia *-débil, denotada o(X*, X**) o w*. Puede
describirse como la menor topologia localmente convexa en X™* para la
que los elementos de Jx(X) son aplicaciones continuas. La topologia
débil coincide con la *-débil tinicamente si X es reflexivo.

Recordemos que X se dice reflezivo si Jx(X) = X**.

*) en X* es x-débilmente convergente a x* € X* si

Una sucesién (z,
¥, x)) converge a (x}, x) para todo x € X. Nétese que, por el Teo-
n g n

rema de Banach-Steinhaus, las sucesiones *-débilmente de Cauchy son
*-débilmente convergentes.

Sea B un subconjunto de X*. La clausura *-débil de B se denota Ew*,

o EU(X X) si puede haber confusién.

Considerando X como un subespacio de X**, si A es un subconjunto
de X, denotaremos por A" la clausura *-débil de A en X**.

Es facil comprobar que el conjugado 7™ de un operador T' € L(X,Y)
es w*-débilmente continuo; es decir, continuo de (Y*,w*) en (X*, w*).

Veamos algunos resultados fundamentales sobre las topologias w y w*.

Teorema 1.1.1. (Teorema de Alaoglu) En un espacio dual X*, la bola
unidad Bx~ es un subconjunto w*-compacto de X*.

Teorema 1.1.2. (Teorema de Goldstine) En un espacio de Banach X,

. —w*
se verifica Bx = Bxx=.

Teorema 1.1.3. (Teorema de Eberlein-Smulian) Sea A un subconjunto
de un espacio de Banach X. Son equivalentes:

(a) A% es débilmente compacto;
() A c X;

(c) cada sucesion en A tiene una subsucesion débilmente convergente.
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El teorema de Eberlein-Smulian permite caracterizar los espacios re-
flexivos.

Corolario 1.1.1. Sea X un espacio de Banach. Son equivalentes:
(a) Bx es un conjunto débilmente compacto;
(b) X es reflexivo;

(¢) cada sucesion acotada en X tiene una subsucesion débilmente con-
vergente.

Sea A un subconjunto de X. El anulador de A en X*, definido por
Al = {z* e X*: (a%,2) =0, Vz € A},

es un subespacio w*-cerrado de X™*.

Similarmente, si B es un subconjunto de X*, el anulador de B en X,
definido por
B, :={zre X: (z",z) =0, Va* € B}.

es un subespacio w-cerrado de X.

El siguiente resultado resume las relaciones de dualidad que existen
entre un operador y su conjugado.

Proposicién 1.1.1. Sea T € L(X,Y). Se verifica:

y R(T) = N(T*)1;
y R(T*) € N(T)*;

(i) R(T)* = N(T*)
(ii) R(T™)L = N(T)
(iii) si R(T) es cerrado, R(T*) = N(T)* .

Dualidad subespacio-cociente

Sea F un subespacio cerrado de X. Denotamos por Jg: E — X
la inclusién natural de E en X; Qp: X — X/E denota el operador
cociente.

Recordemos que Qg* aplica (X/E)* sobre E1 isometricamente; es
decir, el dual de un cociente de X se identifica isométricamente con un
subespacio de X*.
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Ademsds, como N(Jg*) = E*, el operador Jg* induce un operador
isométrico de X"‘/EL sobre E* que lleva f + E+ a f o Jg; es decir, el
dual de un subespacio cerrado de X se identifica isométricamente con
un cociente de X*.

Similarmente (X/FE)** se identifica isométricamente con X**/E++ y
E** con B+,

1.2. Bases y sucesiones basicas

Se recogen algunos conceptos y resultados relacionados con las bases
de Schauder en un espacio de Banach. En particular, se presentan crite-
rios para que una sucesién tenga una subsucesion bésica.

Definicién 1.2.1. Una sucesion (z,,) en un espacio de Banach X es una
base (de Schauder) de X si para cada x € X existe una dnica sucesion

de escalares (a,) de modo que x = > 7

ne1 AnTn.

Denotemos por e, la sucesién que tiene un 1 en la posicién n-ésima y
un 0 en las restantes posiciones:

e1:=(1,0,0,0,...), ez := (0,1,0,0,...), ez := (0,0,1,0,...),...
La sucesion (ey) es base de ¢y y de £, para 1 < p < oo.
Observacion 1.2.1. (e,) es una sucesion de sucesiones.

Si (z,) es una base de X, se sigue de los teoremas fundamentales del
analisis funcional que, para cada k € N, la expresién

o0
<x};, Z anxn> = ay,
n=1
define un elemento =7 € X*. Ademads

00 k
Py (Z an:cn) = Z anZn
n=1 n=1

define una proyeccién Pp: X — X tal que limy Py(x) = 2 para todo
x € X; por tanto, (Py) es una sucesién acotada en L£(X).
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*

*) se deno-

Definicién 1.2.2. Sea (z,,) una base de X. La sucesion (x
mina sucesion de funcionales coeficientes de la base ().

Ademds, C := supycy || Pkl es la constante de base de (x,).

Nétese que si (z,,) es una base de X y z =) .2, a;x; € X, se verifica
a; = (x},z). Luego los funcionales coeficientes vienen determinados por
las igualdades

<.’L‘;~k,{L‘j> = (51'3' 1,7 € N.
Definicién 1.2.3. Una sucesion (z,,) en X se dice bésica si es una base
del subespacio span{x,}.

*

Si (xy,) es base de X, la sucesién de funcionales coeficientes () es

una sucesién basica de X*. De hecho, para cada x* € span{z} },

o0
Exxn

Definicién 1.2.4. Sea (z,,) una sucesion basica en X. Una sucesion
(yn) se dice base de bloques de () si existe una sucesion m; < njy <
mg < ng < --- en N y una sucesion de escalares (c,) de modo que, para
cada j € N,

j
yj = Z (67374 75 0.
i=m;

Es facil comprobar que una base de bloques de una sucesién basica es
también sucesion basica.

El siguiente resultado permite reconocer las sucesiones basicas.

Proposicién 1.2.1. [5, Proposition 1.1.9] Una sucesion de vectores no
nulos (x,,) en X es bdsica si y solo si existe una constante positiva C

tal que
m n
|2 ] < 0] ]
k=1 k=1

para toda sucesion de escalares (ar) y m <mn en N.

Este criterio permite probar que en cualquier espacio de Banach de
dimensién infinita podemos encontrar sucesiones bésicas. Véase [60, The-
orem l.a.5].
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Definicién 1.2.5. Una base (x,) es X se dice incondicional si para

todo x € X la serie Y o (xh, x)x, converge incondicionalmente.
Obviamente, (e,) es base incondicional de ¢y y de £, para 1 < p < oo.

Observacioén 1.2.2. El sistema de Haar [5, Proposition 6.1.3] es base
de Ly(0,1) para 1 < p < oo y es incondicional para 1 < p < oco. Sin
embargo, L1(0,1) no tiene base incondicional.

Una sucesion bésica (x,,) se dice incondicional si es base incondicional
de span{z,}.

Kadec y Pelczyniski [56] obtuvieron un criterio que permite averiguar
si un subconjunto contiene una sucesién basica. Podemos encontrar una
demostracién en [5, Theorem 1.5.6].

Teorema 1.2.1. (Criterio de Kadec-Pelczynski) Sea S un subconjunto
acotado de un espacio de Banach tal que 0 ¢ S. Son equivalentes:

(a) S no contiene sucesiones bdsicas;
(b) §% es débilmente compacto y 0 ¢S5 .

Diremos que una sucesién (x,) es seminormalizada si es acotada y
verifica inf,, ||| > 0.

Corolario 1.2.1. Sea (z,,) un sucesion seminormalizada en un espacio
de Banach. Son equivalentes:

(a) (x,) no tiene subsucesiones bdsicas;

(b) cada subsucesion de (zy,) tiene una subsucesion débilmente conver-
gente a un vector x # 0.

Como consecuencia, toda sucesién basica débilmente convergente es
débilmente nula.

Definicién 1.2.6. Una sucesion (x,) en X y otra (y,) en Y se dicen
equivalentes si existe un isomorfismo biyectivo

T: span{z,} — Span{y,}

tal que Txy, =y, para todo n.
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Es fécil ver que, si (x,) e (y,) son sucesiones equivalentes y una de
ellas es basica, la otra también lo es.

El siguiente resultado, obtenido en [71], permite detectar subespa-
cios isomorfos a 1 en un espacio de Banach. Podemos encontrar una
demostracién en [5, Theorem 10.2.1].

Teorema 1.2.2. (Teorema de Rosenthal) Sea (x,) una sucesion aco-
tada en X. Entonces

(i) (xy) tiene una subsucesion débilmente de Cauchy, ¢
(ii) (xy) tiene una subsucesion equivalente a la base (e,) de £;.

Para enunciar un resultado similar al Teorema 1.2.2, pero con subes-
pacios isomorfos a ¢y, necesitamos el siguiente concepto.

Definicién 1.2.7. Una serie Y > | x, en un espacio de Banach X se
dice wu.C si > o2 |f(xn)] < 00 para todo f € X*; o equivalentemente,
s%
sup{HinH: A subconjunto finito de N} < 00.
i€A

El nombre w.u.C. viene de weakly unconditionally Cauchy.

Ejercicio 1.2.1. La serie ) .~ e, en el espacio cy es w.u.C.

El siguiente resultado, obtenido en [13], permite detectar subespa-
cios isomorfos a ¢y en un espacio de Banach. Podemos encontrar una
demostracién en [18, Corollary V.7].

Proposicién 1.2.2. (Criterio de Bessaga-Pelczyniski) Una sucesion bdsica
(z,) en un espacio de Banach es equivalente a la base (ey) de co si y
solo si infen [|xn]| > 0 y la serie Y o2 |z, es w.u.C.

En el caso de espacios con base incondicional, el Teorema 1.2.2 y la
Proposicién 1.2.2 permiten caracterizar los espacios reflexivos.

Proposicién 1.2.3. [5, Theorem 3.3.3] Un espacio de Banach con base
incondicional es reflexivo si y solo si no contiene subespacios complemen-
tados isomorfos a co ni a 1.
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Sucesiones basicas y dualidad

Veamos algunas clases de sucesiones bésicas que son utiles en el estudio
de los espacios de Banach.

Definicién 1.2.8. Sea (x,,) una sucesion bdsica en un espacio de Ba-
nach X.

(i) (xn) se dice acotadamente completa si, dada una sucesion de es-
calares (aj) para la que sup,, || 377 ajajl| < oo, la serie 3772, ajx;
converge;

(ii) (xn) se dice shrinking si ||2*|y || — O para todo z* € X*, donde
X, :=span{wx;};o,

Proposicién 1.2.4. [60, Proposition 1.b.2] Una base (x,) en X es
shrinking si y solo si la sucesion de funcionales coeficientes (x}) es base
de X*.

Proposicién 1.2.5. [60, Proposition 1.b.4] Un espacio de Banach X
con base acotadamente completa es isomorfo a un espacio dual. De he-
cho, es isomorfo al dual de span{x}}.

Combinando estos resultados obtenemos una caracterizacion de los
espacios con base reflexivos.

Proposicién 1.2.6. [60, Proposition 1.b.5] Un espacio de Banach X
con base (xy,) es reflexivo si y solo si (x,,) es shrinking y acotadamente
completa.

En el caso de espacios con base incondicional, tenemos otras caracte-
rizaciones.

Teorema 1.2.3. [5, Theorem 3.3.1] Sea X un espacio con base incondi-
cional (xy,). Son equivalentes:

(a) la base (x,) es shrinking;
(b) X no tiene subespacios isomorfos a 1;

(¢c) X no tiene subespacios complementados isomorfos a ¢y.
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Teorema 1.2.4. [5, Theorem 3.3.2] Sea X un espacio con base incondi-
cional (xy). Son equivalentes:

(a) la base (x,,) es acotadamente completa;
(b) X no tiene subespacios isomorfos a cy;

(¢) X no tiene subespacios complementados isomorfos a cg.

1.3. Ultraproductos de espacios y operadores

El concepto de ultraproducto proviene de la teoria de modelos. Se uti-
liza como herramienta en analisis funcional, especialmente las versiones
para espacios y operadores.

En esta seccion daremos las definiciones y una descripcién rapida de
las propiedades que utilizaremos méas adelante. Un desarrollo méas com-
pleto puede encontrase en [46].

Denotaremos por I un conjunto infinito, que jugara el papel de con-
junto de indices.
Filtros y ultrafiltros

Un filtro sobre I es una colecciéon F de subconjuntos de I verificando
las siguientes condiciones:

(i) 0 ¢35,
(i) st A, BeF, ANB€F,
(ii) ss AcFyACB, BESF.
Veamos algunos ejemplos tipicos de filtros:

(1) el filtro de Fréchet esta formado por los subconjuntos de I cuyo
complemento es finito;

(2) la coleccién de los subconjuntos de I que contienen un subconjunto
prefijado Ag de I.

La clave para la construccion de ultraproductos es la siguiente varie-
dad de filtro.
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Definicion 1.3.1. Un ultrafiltro Y sobre I es un filtro que verifica la
siguiente condicion de mazimalidad:

(iv) para cada subconjunto A de I, A€l 61\ A€ il

Como consecuencia del lema de Zorn, todo filtro admite una am-
pliacién que es un ultrafiltro.

Un ultrafiltro se dice no trivial si es una ampliacién del filtro de
Fréchet.

Un ultrafiltro no trivial se dice Rg-incompleto si existe una particién
numerable {I,,}>°, de I tal que I,, ¢ 4 para todo n € N.

Todo ultrafiltro no trivial sobre N es Ng-incompleto. Ademads, si no
se admite la existencia de cardinales medibles, lo mismo es cierto para
cualquier 1.

Definicion 1.3.2. Sea X un espacio topoldgico, o € X y § un filtro
sobre I. Una familia (x;);c; C X converge a g segin § si para cada
entorno abierto V de xg,

{iel:x; €V} €F.
Usaremos como notacion x = limgx; 6 x; —
Si I =Ny § es el filtro de Fréchet, la convergencia segin § es la

convergencia usual de sucesiones.

El siguiente resultado es fundamental para la construccién de ultra-
productos. La demostracién es un ejercicio.

Lema 1.3.1. Sea X un espacio topologico compacto y 3 un ultrafiltro
sobre I. Toda familia (x;);cr en X converge segin iA.

Ultraproductos y ultrapotencias

Supondremos que 4 es un ultrafiltro Rp-incompleto sobre 1.

Sea (X;)ier una coleccién de espacios de Banach, ¢ (I, X;) el espacio
de Banach de las familias acotadas (z;);er, con z; € X;, dotado de la
norma del supremo ||(z;)icr||oo := sup;er ||24l-
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El subconjunto Ny(X;) de las familias (x;);er de ¢so(I, X) que con-
verge a 0 segtin 4 es un subespacio cerrado.

Definimos el ultraproducto de (X;)ier segin 4 como el cociente

(Kiu = Nu(X3)

El elemento de (X;)y que admite la familia (z;);c; como representante
se denota [x;]. Luego [z;] = [y;] si y solo si limy ||z; — y;|| = 0. Por tanto,

Jlzall =t sl

donde la existencia de limite es consecuencia del Lema 1.3.1.

Sean (X;)ier e (Y;)ier colecciones de espacios de Banach. Para cada
iel, seaT; € L(X;,Y;) de modo que sup;c; || 1] < oc.
El wltraproducto de (T;)ier segin U es el operador (T;)y de (X;)y en
(Y;)y definido por
(T)a([zd) = [T

En el caso X; = X para todo ¢ € I, el espacio (X)g se denomina
ultrapotencia de X segun 4 y se denota Xj.

Analogamente, si T; = T para todo i € I, el operador (T")y se deno-
mina ultrapotencia de T segin il y se denota Tj;.

Observacion 1.3.1. La ultrapotencia Xy contiene isométricamente una
copia de X generada por las familias constantes. Por lo tanto, si T €
L(X,Y), podemos considerar la ultrapotencia Ty € L( Xy, Yy) como una
extension del operador T.

El siguiente resultado es consecuencia de la compacidad de la bola
unidad en los espacios de dimensién finita.

Proposicion 1.3.1. 57 X es un espacio de Banach, la ultrapotencia Xy
es de dimension finita (si dim X < 0o) ¢ no separable.

Sea {C;}ier una familia de subconjuntos no vacios de X. Denotaremos
(Cz)u = {[1‘2] < Xu: T; € CZ}

En el caso C; = X para todo i € I, el conjunto (C)y se denota C.
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Proposicién 1.3.2. Si C es un subconjunto no vacio de X, Cy es un
subconjunto cerrado de Xg y C' = CyN X.

La demostracion no es dificil.

Sea 0 < & < 1. Un operador T' € L(X,Y) es una e-isometria si
1—e<|T(x)|| <1+¢ paratodo z € Sx.

Definicion 1.3.3. Sean X e Y espacios de Banach. Diremos que X es
finitamente representable en Y si para cada 0 < € < 1 y cada subespacio
de dimension finita EE de X existe una e-isometria L: E — Y.

El concepto de representabilidad finita permite investigar las propie-
dades locales (dependientes de los subespacios de dimensién finita) de
los espacios de Banach y se puede estudiar mediante técnicas de ultra-
producto.

Proposicion 1.3.3. Un espacio de Banach Y es finitamente repre-
sentable en X si y solo si existe un ultrafiltro 3 tal que Y se puede
identificar isométricamente con un subespacio de Xy.

El siguiente resultado establece en particular que el bidual de un es-
pacio de Banach X es finitamente representable en X.

Teorema 1.3.1 (Principio de reflexividad local). Sea X un espacio
de Banach y sean E y F subespacios de dimension finita de X** y X
respectivamente. Entonces para cada 0 < € < 1 existe una e-isometria
T: E — X wverificando

(i) T'(z) = = para todo x € EN X,
(i) (z*,T(2**)) = («™*,2*) para todo z** € E y todo x* € F.

Podemos encontrar una demostracién en [5, Theorem 11.2.4].
Incluimos a continuacién algunas propiedades de las ultrapotencias de
un operador probadas en [32] que se utilizardn més adelante.

Proposicién 1.3.4. Sea T € L(X,Y). Se verifica:
(i) Tu(Bx,) =T (Bx)yu y es un subconjunto cerrado;

(i) N(T)u C N(Ty) y R(Ty) C R(T)y.
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Proposicién 1.3.5. Sea T € L(X,Y). Son equivalentes:
(a) T tiene rango cerrado;
(b) N(T)y= N(Ty);
(¢) R(T)u = R(Ty);

(d) Ty tiene rango cerrado.

Espacios reflexivos y superreflexivos

La superreflexividad es la propiedad local asociada a la reflexividad.
Necesitaremos este concepto para estudiar los semigrupos definidos me-
diante ultrapotencias.

Definicion 1.3.4. Sea 0 < € < 1. Diremos que una sucesion finita o
infinita (x,,) en un espacio de Banach X es e-triangular si estd contenida
en la bola unidad Bx y existe una sucesion (x}) en la esfera unidad Sx-
tal que

v (xf,xj) >eparal <i< g,y

v (xf,x5) =0 para 1l < j <.

El siguiente resultado sera 1til varias veces en la exposicién.

Lema 1.3.2. Sea Z un subespacio cerrado de un espacio de Banach X.
Para todo z** € 7U(X ~ ),

1
dist (2™, X) > B dist (2™, Z).

Demostracion. Sea § = dist (2**,Z). Si § = 0, el resultado es trivial.
Por ello suponemos que § > 0. Sea z € X.
Si dist (x, Z) < 6/2, elegimos x; € Z tal que ||z —z1]| < /2. Tenemos

*%

127" = 2| = |2 — 21 + 21 — 2|

1.1
e — o = o — 2] > 6— 82 = 2. D
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Si dist (x, Z) > 0/2, por el teorema de Hahn-Banach existe z* € Sx-«
tal que x* € Z+ y (z*,z) > §/2. Como 77X 71+ obtenemos
(z**, 2*) = 0; luego

127 —xf| = (2" —z,2") = (2", 2) 2 0/2. (1.2)

Claramente (1.1) y (1.2) implican dist (2**, X)) > §/2, como querfamos
probar. O

Utilizando el resultado anterior, James probd la siguiente caracteri-
zacién de los espacios reflexivos.

Proposiciéon 1.3.6. Un espacio de Banach X no es reflexivo si y solo
si existe una sucesion e-triangular (x;)72, en X para algin 0 < e < 1.

Definicion 1.3.5. Un espacio de Banach X se dice superreflexivo si
todo espacio de Banach finitamente representable en X es reflexivo.

En [20] y [46] podemos encontrar las siguientes caracterizaciones de
los espacios superreflexivos.

Proposicién 1.3.7. Sea X un espacio de Banach. Son equivalentes:
(a) X no es superreflexivo;

(b) para todo 0 < e <1 y todon € N, existe una sucesion e-triangular
finita (xy)}_; en X;

(c) existe 0 < e < 1 tal que para todo n € N, existe una sucesion
e-triangular finita (xy)}_, en X;

(d) existe un ultrafiltro no trivial 4 en N tal que X no es reflexivo;

(e) para todo ultrafiltro no trivial U, Xy no es superreflexivo.
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Capitulo 2

Ideales de operadores

El estudio de los ideales de operadores comenzo6 con los trabajos de
Grothendieck [45], fue formalizado en la monografia de Pietsch [70] y es
actualmente una rama del analisis funcional bien desarrollada. Uno de
sus objetivos es la clasificacién de los espacios de Banach.

2.1. Definiciones

Recordemos que L representa la clase de todos los operadores entre
espacios de Banach.

Definicion 2.1.1. Un ideal de operadores es una subclase A de L que
verifica las siguientes condiciones:

(i) los operadores de rango finito pertenecen a A;

(ii) para cada par X, Y de espacios de Banach, A(X,Y) es un sub-
espacio de L(X,Y);

(iii) s W, X, Y y Z son espacios de Banach, T € L(W,X), S €
AX,Y)y Re L(Y,Z), se verifica RST € AW, Z).

La clase £ y la clase de los operadores de rango finito F son ideales
de operadores: el méaximo y el minimo.

Sea S una clase de operadores. Denotamos

St:={TecL: T eS8}

19
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Ejercicio 2.1.1. Sea A un ideal de operadores. Probar que A% es tam-
bién un ideal de operadores.
Se denomina ideal de operadores dual de A.

Denotemos B a la clase de todos los espacios de Banach.

Definicion 2.1.2. Un ideal de espacios es una subclase A de B que
verifica las siguientes condiciones:

(i) los espacios de Banach de dimension finita pertenecen a A;
(ii) X e Y pertenecen a A si y solo si X XY pertenece a A;
(iii) todo espacio isomorfo a un espacio de A pertenece también a A.

La clase B y la clase de todos los espacios de Banach de dimension
finita I son ideales de espacios: el maximo y el minimo.

Sea C una clase de espacios de Banach. Denotamos
Cl:={XeB: X*cC}.

Ejercicio 2.1.2. Sea A un ideal de espacios. Probar que A% es también
un ideal de espacios.
Se denomina ideal de espacios dual de A.

El siguiente resultado conecta los ideales de operadores con los ideales
de espacios.

Proposiciéon 2.1.1. Sean A un ideal de operadores y A un ideal de
espactos.

(i) La expresion
Sp(A) = {X €B: Iy € A}

define un ideal de espacios.
(ii) La expresion
Op(A) :={T € L: T factoriza a través de un espacio de A}

define un ideal de operadores.
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Ejercicio 2.1.3. Sea A un ideal de operadores. Se verifica Sp(A?) =
Sp(A).

Veamos algunos tipos especiales de operadores que seran relevantes
en la exposicion. Recordemos que, dado un subespacio cerrado N de un
espacio X, Jy denota el operador inclusion de N en X y Qn el operador
cociente de X sobre X/N.

Definicién 2.1.3. Sea A un ideal de operadores.

(i) A se dice cerrado si las componentes A(X,Y) forman subconjuntos
cerrados de L(X,Y);

(ii) A se dice inyectivo si dado un subespacio cerrado Y de Z y un
operador T € L(X,Y), JyT € A implica T € A.

(iii) A se dice suprayectivo si dado un subespacio cerradoY de Z y un
operador T € L(Z]Y,X), TQy € A implica T € A.

Los ideales de operadores inyectivos pueden describirse mediante fa-
milias de seminormas y los suprayectivos mediante familias de conjuntos
acotados (véase [54] y [53]). Este hecho esté descrito en la Seccién 6.3 y
queda reflejado en las siguientes caracterizaciones.

Lema 2.1.1. Sea A un ideal de operadores cerrado.

(a) A es inyectivo si y solo si un operador T € L(X,Y) estd en A
cuando para cada € > 0 existe un espacio de Banach Z. y un
operador S: € A(X, Z:) de modo que

|Tz|| < ||Sex| +¢||x|; para todo x € X.

(b) A es suprayectivo si y solo si un operador T € L(X,Y) estd en
A cuando para cada € > 0 existe un espacio de Banach Z. y un
operador S: € A(Z:,Y) de modo que

T(Bx) C SE(BZE) +eBy.

Demostracion. Véase [53, Theorem 20.7.3] para la parte (a) y [55, Propo-
sition 2.9] para la parte (b). O
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Ejercicio 2.1.4. Sean A un ideal de operadores. Comprobar que se veri-
fican las siguientes relaciones:

(i) A? inyectivo implica A suprayectivo;

(ii) A? suprayectivo implica A inyectivo;

(ii) A cerrado implica A cerrado.

Las implicaciones inversas de (i) y (ii) no son validas.

El siguiente resultado permite comprobar que algunos ideales de ope-
radores no son inyectivos o suprayectivos.

Ejercicio 2.1.5. Sean A un ideal de operadores. Se verifica:

(i) si A es inyectivo y Z es isomorfo a un subespacio de un espacio

X € Sp(A), se verifica Z € Sp(A);

(i1) si A es suprayectivo y Z es isomorfo a un cociente de un espacio
X € Sp(A), se verifica Z € Sp(A).

2.2. Ejemplos de ideales de operadores

Veamos algunos ejemplos concretos de ideales de operadores.
Definicién 2.2.1. Sea T € L(X,Y).

(i) Decimos que T es compacto, y denotamos T € K, si para cada sub-
congunto acotado A de X, la clausura de T(A) es un subconjunto
compacto de Y .

(i) Decimos que T es débilmente compacto, y denotamos T € W, si
para cada subconjunto acotado A de X, la clausura débil de T'(A)
es un subconjunto débilmente compacto de'Y .

Ejercicio 2.2.1. Probar que un operador T' € L(X,Y) es compacto si y
solo si T(Bx) es un conjunto compacto; y que T' es débilmente compacto
st y solo si T(Bx) es un conjunto débilmente compacto.

Las clase de los operadores compactos K y la de los débilmente com-
pactos W admiten caracterizacién sucesional.
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Proposicién 2.2.1. Sea T € L(X,Y).

(a) T es compacto si y solo si para cada sucesion acotada (x,) en X,
(T'xy,) tiene una subsucesion convergente;

(b) T es débilmente compacto si y solo si para cada sucesion acotada
(zp,) en X, (Txy,) tiene una subsucesion débilmente convergente.

Los siguientes resultados cldsicos muestran que K = K% y W = W<
Teorema 2.2.1. Sea T € L(X,Y).

(a) T es compacto si y solo si lo es su conjugado T* (Teorema de

Schauder [5, A.4]).

(b) T es débilmente compacto si y solo si lo es T* (Teorema de Gant-
macher [5, A.4]).

Ejercicio 2.2.2. Probar que IC y W son ideales de operadores inyectivos,
suprayectivos y cerrados.

Recordemos que una serie Y 2 | x, en un espacio de Banach X es
w.u.C. si > o7 [(z*, xn)| < 0o para todo z* € X*.

Definicién 2.2.2. Sea T € L(X,Y).

(i) Decimos que T es débilmente precompacto, o de Rosenthal, y de-
notamos T € R, si para cada sucesion acotada (x,) en X, (Txy)
tiene una subsucesion débilmente de Cauchy.

(ii) Decimos que T es completamente continuo, y denotamos T € C,
st para cada sucesion débilmente de Cauchy (z,) en X, (Txy) es
convergente.

(iii) Decimos que T es débilmente completamente continuo, y denota-
mos T € WC, si para cada sucesion débilmente de Cauchy (zy,) en
X, (Txy) es débilmente convergente.

(iv) Decimos que T es incondicionalmente convergente, y denotamos
T € U, sipara cada serie w.u.C. S x, en X, la serie > 2 . Tz,
) n=1 ) n=1
es incondicionalmente convergente.
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No es dificil comprobar que un operador T' € L(X,Y) es completa-
mente continuo si y solo si aplica sucesiones débilmente convergentes en
sucesiones convergentes.

Ejercicio 2.2.3. Las clases R, C, WC y U son ideales de operadores
inyectivos y cerrados.

La prueba de que los ideales de operadores anteriores son cerrados
puede ser més delicada: véase [70].

Observacion 2.2.1. Los ideales de espacios Sp(K), Sp(W), Sp(R),
Sp(C), Sp(WC) y Sp(U) son los espacios de dimension finita, los es-
pacios reflexivos, los espacios que mo contienen subespacios isomorfos
a £1, los espacios con la propiedad de Schur, los espacios débilmente
sucesionalmente completos y los espacios que no contienen subespacios
isomorfos a cgy, respectivamente.

Dos de los ideales de operadores introducidos en la Definicién 2.2.2
pueden caracterizarse mediante las propiedades de las restricciones de
los operadores.

Proposicién 2.2.2. Sea T € L(X,Y). Se verifica:

(i) T € R si y solo si no existe ningin subespacio M de X isomorfo
a {1 tal que la restriccion T|,, es un isomorfismo;

(ii) T € U si y solo si no existe ningin subespacio M de X isomorfo
a co tal que la restriccion T, es un isomorfismo.

Demostracion. (i) Supongamos T' € R. Como la base (e,) de ¢; no
tiene subsucesiones débilmente de Cauchy, si M es un subespacio de X
isomorfo a /1, la restriccién T'|,, no puede ser un isomorfismo.

Reciprocamente, supongamos 7" ¢ R. Entonces existe una sucesién
acotada (z,) en X tal que (T'zy) no tiene subsucesiones débilmente de
Cauchy. Por el teorema de Rosenthal (Teorema 1.2.2), pasando a una
subsucesiéon podemos suponer que tanto (z,) como (T'z,) son equiva-
lentes a la base (e;,) de ¢1. Entonces

M :=span{z,: n € N}

es isomorfo a ¢; y T'|,, es un isomorfismo.
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(ii) Supongamos T' € U. Como la base (e,) de ¢y forma una serie
Y02, en que es w.au.C. pero no incondicionalmente convergente, si M es
un subespacio de X isomorfo a cg, la restriccién 7|, no puede ser un
isomorfismo.

Reciprocamente, supongamos T ¢ U. Entonces existe una serie w.u.C.

[o'e) o0 L o .
Yoy Zn en X tal que Y 7, Tz, no es incondicionalmente convergente.

Reordenando la serie, podemos suponer que > > | Tz, no es conver-
gente. Por tanto podemos elegir enteros 1 < k1 < mq < kg <mg < -+~
en N de modo que los vectores

Yn =Tk, + Tp, 41+ -+ Tm, (nEN)

verifican inf, ey ||Tyn| > 0.

Nétese que las series Y o0 1 yn ¥ > ney Tyn son w.u.C. En particular,
(yn) y (T'yp) convergen débilmente a 0.

Por el Corolario 1.2.1, pasando a una subsucesiéon podemos suponer
que (yn) v (Tyn) son sucesiones bésicas. Luego, por la Proposicién 1.2.2,
ambas sucesiones son equivalentes a la base (e;,) de ¢yg. Entonces

M :=span{z,: n € N}

es isomorfo a ¢ y T'|,, es un isomorfismo. O]

2.3. El operador residuo

Sea X un espacio de Banach. Denotaremos por X“° el espacio cociente
X**/X y por Qx: X** — X al operador cociente.

Definiciéon 2.3.1. Sea T € L(X,Y) un operador. Definimos el operador
residuo T°° de T mediante

T2+ X):=T"(2)+Y, z+XeX.

Claramente, la aplicacién T<°: X — Y queda determinada por
la igualdad T°Qx = Qv T™*.

Los siguientes dos resultados son consecuencia inmediata de la defini-
cién de operador residuo.
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Proposicién 2.3.1. Sea T € L(X,Y). Se verifica:
(i) T € LX,Y) y [T < |IT|;
(ii) T es débilmente compacto si y solo si T = 0.

Proposicién 2.3.2. La aplicacion T € L(X,Y) — T € L(X,Y)
es lineal.
Ademdas, si S € L(Y,Z) yT € L(X,Y), (ST)® = S«T°.

Veamos el comportamiento de la transformacion () respecto de la
dualidad.

Proposicién 2.3.3. Podemos identificar (X*) y (X)*.
Mds concretamente, el operador

QX* o QX* (XCO)* N (X*)CO
es un isomorfismo biyectivo.

Demostracion. Nétese que that Qx™: (X)* — X** es un operador
isométrico que aplica (X)* sobre el subespacio X L+ de X***. Como el
tercer dual admite la descomposicién

X*** _ X* @ XJ_’

el operador Qx»: X*** — (X*) define un isomorfismo de X' sobre
(X*)¢; luego Qx+ o Qx™ es un isomorfismo biyectivo. O

Denotaremos Uy := Q x+oQx™ al isomorfismo biyectivo del resultado
anterior.

Proposicién 2.3.4. Sea T € L(X,Y). Podemos identificar los ope-
radores (T°)* y (T*)°. Mds concretamente,

(T*)co — UX (TCO)* U;l
Demostracion. Tenemos que probar que el diagrama

(YCO)* (T ) (XCO)*

vy | |o

Y* co X* co
07— (X0
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es conmutativo.
En efecto, de la igualdad T°Qx = QyT™**, obtenemos

(T7)Uy = (IT7)*°Qy-Qy~
=Qx: T Qy"
= Qx-(QyT™)"
= Qx+(T*Qx)"
= Qx-Qx*(T)" = Ux (T)",

como queriamos probar. O

El siguiente resultado nos permitira estudiar el comportamiento de la
transformacién (-)° ante el paso a subespacios o cocientes.

Proposiciéon 2.3.5. Sea Z un subespacio cerrado de un espacio de Ba-
nach X. Podemos identificar Z°° con un subespacio cerrado de X< y
(X/Z) con un cociente de X .

Mds concretamente, el operador J3: Z°° — X es un isomorfismo
Yy QY : X — Z° es suprayectivo.

Demostracién. Como )z es suprayectiva, Q7" y Q% también lo son.
Ademés, por el Lema 1.3.2, si 2** € Z++,

dist(2™, Z) < 2dist(2™, X); (2.1)

lo que prueba que J77: Z°° — X tiene inverso continuo; es decir, es
un isomorfismo. O

Recordemos que en una sucesidn exacta
0—Y —-X—>27—0

cada flecha representa un operador y el nicleo de cada una de ellas
coincide con el rango de la anterior.

Como consecuencia de la Proposicion 2.3.5, el siguiente diagrama es
conmutativo y todas sus filas y columnas son sucesiones exactas.
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{0) {0) {0)
I

X X/Z — {0}

|
Jz J Qz |
|

{0}

*k

— (X/2)" — (0}
’ l
N e <X/f>w — {0}

J7

o co

{0}

S

;
|
;
|

{0} {0} {0}
(2.2)
Este diagrama encierra informacién que permite describir los espacios
Z, Xy (X/Z). Puede encontrarse en [77].

Corolario 2.3.1. 5i Z es un subespacio cerrado de un espacio de Ba-
nach X, Z++ + X es un subespacio cerrado de X**.

Demostracién. Por la Proposicién 2.3.5, R(JY) = (Z++ + X)/X es un
subespacio cerrado de X; luego Z+ + X es cerrado en X**. ]

Proposicién 2.3.6. SiT € L(X,Y) es un operador con rango cerrado,
el rango de T°° también es cerrado.

Demostracion. Si R(T) es cerrado, R(T**) = R(T)**; luego obtenemos
que
R(T*)+Y R(MD)**+Y

Y B Y

es cerrado, aplicando el Corolario 2.3.1. ]

R(T*) =

Observacion 2.3.1. La descripcion de los operadores S € L(X,Y )
de la forma T para algin operador T € L(X,Y) fue analizada en [42].
Entre otros resultados, se probd que existe un espacio de Banach X
con X linealmente isométrico a 2, de modo que {T°: T € L(X)}
se identifica con el conjunto de los operadores requlares (respecto de la
estructura de reticulo de l3) en L({3).
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2.4. Procedimientos para construir ideales

En el libro de Pietsch [70] podemos encontrar varios procedimientos
para construir nuevos ideales de operadores o de espacios a partir de uno
dado. Hasta ahora hemos visto uno de ellos, el paso al ideal dual.

A— A vy A — AL
En esta seccién veremos otros dos, relacionados con el operador residuo
y con las ultrapotencias de operadores.

Sea S una clase de operadores. Denotamos
S ={TeLl:T’cS} y

S :={T e L : TyecS para todo ultrafiltro no trivial 4 }.

Similarmente, si C es una clase de espacios de Banach, denotamos
C¥:={XeB: X“eC} y

C*" :={X €B: Xy e C para todo ultrafiltro no trivial i }.

El siguiente resultado se obtiene como consecuencia de las propiedades
basicas del operador residuo y de las ultrapotencias.

Proposicion 2.4.1. Si A es un ideal de operadores, las clases A y
AYP también son ideales de operadores.

Si A es un ideal de espacios, las clases A y AYP también son ideales
de espacios.

Los procedimientos A — A"P y A — A"P fueron investigados por
Heinrich en su tesis [48].

En el caso del ideal W de los operadores débilmente compactos, W"P
coincide con la clase de los operadores uniformemente convexificantes,
estudiada en [10].

En el caso del ideal R de los espacios reflexivos, R“P es la clase de los
espacios superreflexivos (véase la Seccién 1.3).

Se puede encontrar informacién adicional sobre procedimientos y sus
propiedades en el Capitulo 7 de [70].
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Capitulo 3

Operadores semi-Fredholm

La teoria de Fredholm tuvo su origen en el estudio de la solucién
de las ecuaciones integrales desde un punto de vista abstracto. Ha sido
aplicada en teoria de espacios de Banach y ha sido una de las fuentes de
inspiracién para el estudio de los semigrupos de operadores.

A continuacién describiremos someramente algunos aspectos de la
teoria de Fredholm. En la monografia [1] podemos encontrar una ex-
posicién detallada.

3.1. Semigrupos en teoria de Fredholm

En esta seccién introduciremos varias clases de operadores. Mas tarde
veremos que algunas de ellas son ejemplos de semigrupos de operadores.

Definicién 3.1.1. Let T € L(X,Y).

(i) T se dice upper semi-Fredholm si tiene rango cerrado y nicleo de
dimension finita.

(ii) T se dice lower semi-Fredholm si tiene rango de codimension finita
(luego cerrado).

Denotamos por @ y #_ las clases de los operadores upper y lower
semi-Fredholm, respectivamente.

Ademads, ¢4 := &, UD_ es la clase de los operadores semi-Fredholm.

31
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Definicién 3.1.2. El indice de un operador T' € & (X,Y) se define
mediante
ind(T") := dim N(T) — dimY/R(T).

Notese que ind(T') € Z U {xo0}.

Por otro lado, la clase @ de los operadores de Fredholm se define
mediante ¢ ;=P NP_.
Noétese que T € @ si y solo si T € ¢ con ind(T") finito.

Recordemos que un operador K: X — Y es compacto si y solo si
para cada sucesiéon acotada (x,) en X, (Tz,) tiene una subsucesién
convergente. Los operadores upper semi-Fredholm admiten una carac-
terizacién similar.

Proposicién 3.1.1. Un operador T € L(X,Y) es upper semi-Fredholm
si y solo si una sucesion acotada (x,,) en X tiene una subsucesion con-
vergente cuando (T'xy) es convergente.

Demostracion. Supongamos que T € ¢.. Sea (x,,) una sucesién acotada
en X para la que (T'x,) es convergente.

Como N(T) tiene dimensién finita, existe un subespacio cerrado M
de X de modo que X = N(T)@ M. Luego podemos escribir x,, = y,, + 2,
con (yn) y (2n) sucesiones acotadas en N(7T') y M, respectivamente.

Nétese que la restriccion T'|,, es un isomorfismo; luego la sucesion (zy,)
es convergente. Ademds, como (y,) es acotada en un espacio de dimen-
sién finita, tiene una subsucesién convergente. Por tanto, (x,) tiene una
subsucesion convergente.

Reciprocamente, supongamos que T ¢ &,. Si N(T') tiene dimen-
sién infinita, basta encontrar una sucesion acotada sin subsucesiones
convergentes (z,) en N(T). Si N(T) tiene dimensién finita, existe un
subespacio cerrado M de modo que X = N(T') @ M. Ahora la restric-
cién T'|,, es inyectiva pero no tiene inverso continuo. Luego podemos
encontrar una sucesiéon de vectores de norma uno (z,) en M de mo-

do que lim, | Tz,|| = 0. La sucesién (z,) no puede tener subsucesiones
convergentes: si z fuese limite de una subsucesién de (z,), tendriamos
z€ MNN(T) y |z|| =1, que es imposible. O

Veamos que la clase @1 es estable ante dualidad.
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Proposicién 3.1.2. Un operador T € L(X,Y) es semi-Fredholm si y
solo st lo es T™. En ese caso,

ind(7T™) = —ind(T).

En particular, T € @4 si y solo si T* € &_, y T € &_ si y solo si
T e Py

Demostracion. Como R(T') es cerrado si y solo si lo es R(T™), y en ese
caso de verifica

dimY/R(T) = dim(Y/R(T))* = dim R(T)* = dim N(T*) 'y
dim N(T) = dim N(T)* = dim X*/N(T)* = dim X*/R(T™*),
basta recordar las definiciones de @ y &_. O

El resultado anterior permitira deducir por dualidad las propiedades
de ¢, a partir de las de @_, y viceversa.

Veamos algunas propiedades algebraicas de las clases de operadores
semi-Fredholm.

Proposicién 3.1.3. Sean S € L(Y,Z) y T € L(X,Y). Se verifica:
(i) si S, T € &1, ST € ¢, con ind(ST) = ind(S) + ind(T);
(ii)) i ST e dy, T € Py;
(i) s S, T € @_, ST € _ con ind(ST) = ind(S) + ind(T);
(iv) si ST e d_, Secd_.

La clase de los operadores semi-Fredholm es estable ante perturbacion
por operadores de norma “pequena’:

Proposicién 3.1.4. El subconjunto @1 (X,Y) de los operadores semi-
Fredholm es abierto en L(X,Y). Ademds, el indice es constante en las
componentes conezas de 1 (X,Y).

Veamos que la clase @4 es también estable ante perturbacién por
operadores compactos:
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Proposicién 3.1.5. Si T € L(X,Y) es un operador semi-Fredholm y
K € L(X,Y) es un operador compacto, T+ K es también semi-Fredholm
con ind(T + K) = ind(T).

Demostracion. Supongamos primero que T € &,. De las caracteriza-
ciones sucesionales de @4 y K (Proposiciones 2.2.1 y 3.1.1) se sigue que
T+ K € &,; y teniendo en cuenta la Proposicion 3.1.4, la igualdad del
indice es consecuencia de que

T+tK € &4 paratodot € [0,1].

El caso T' € #_ se sigue del primero, por dualidad. ]

3.2. Caracterizaciones perturbativas

Recordemos que un operador K: X — Y se dice nuclear si podemos
encontrar una sucesiéon (z)) en X* y otra (y,) en Y de tal modo que
Yonet lznll - llynll < ooy

oo
K(x) = Z(xz,x)yn para todo x € X.

n=1

Obviamente, ||K|| < 37, [[#3]] - lyn] v el operador K es compacto
por ser limite de una sucesién de operadores de rango finito.

Seguidamente presentaremos caracterizaciones perturbativas de los
operadores semi-Fredholm en las que formalmente apareceran operadores
compactos, aunque en la demostracién se vera que basta considerar ope-
radores nucleares.

Las caracterizaciones perturbativas de los operadores semi-Fredholm
tienen gran importancia en las aplicaciones y han inspirado la bisqueda
de resultados similares para otras clases de operadores, como los que
veremos mas adelante.

Teorema 3.2.1. Sea T € L(X,Y). Se verifica:

(i) T € &4 si y solo si N(T + K) tiene dimension finita para todo
operador compacto K € L(X,Y);

(il) T € ®_ si y solo si Y/R(T + K) tiene dimension finita para todo
operador compacto K € L(X,Y).
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Demostracion. Las implicaciones directas en ambas partes son conse-
cuencia inmediata de la Proposicién 3.1.5. Veamos las implicaciones in-
versas:

(i) Supondremos que T ¢ &, y construiremos un operador nuclear
K: X —'Y de modo que N(T + K) tenga dimensién infinita.

Si dim N(T') = oo, basta tomar K = 0. Por ello, supondremos que
dim N(T') < oo; luego podemos encontrar un subespacio cerrado X; de
X de modo que X = N(T) & Xj y la restriccién T'|y, es un operador
inyectivo con inverso no continuo.

Obtendremos mediante un argumento inductivo sucesiones (z,) en X;

*

y (z}) en X* de modo que

(xj,xj) = 0;; paratodoi,jeN y (3.1)
T ()| - [|z]| <27™ para todo n € N. (3.2)

Como T'|y. no tiene inverso continuo, existe x; en la esfera Sx, tal
que | T(z1)|] < 271 Ademsés, por el teorema de Hahn-Banach, existe 7
en la esfera Sx« tal que (z7,z1) = 1.

Supongamos que ya hemos encontrado z1,...,z, en X1 y 27,..., 2
en X* verificando las condiciones (3.1) y (3.2).

Definimos P,,: X7 — X mediante

i
P,(z) =z — Z(:c;“,x)xj

Jj=1
Claramente P, es una proyeccién acotada y N(P,) = span{zy,...,z,}.
Ademads, como R(P,) tiene codimensién finita en el espacio X7, la res-
triccién T'| R(P,) 1O tiene inverso continuo. Luego podemos encontrar un
vector Tp41 en R(P,) verificando ||z,41|| =1y

IT (@ns) | < 27" Y|P 7

Entonces elegimos f en la esfera de X* tal que (f, zp+1) = 1 y defini-
mos 1 = f o P,. Es facil comprobar que x1,...,Tn41y 27,..., %5
en X* verifican las condiciones (3.1) y (3.2).

Claramente la expresién

K(z) =~ (a5, 2)T(zy)
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define un operador nuclear K: X — Y; y como T'(x,) = — K (z,,) para
todo n, N(T + K) tiene dimensién infinita.

(ii) Supondremos que T" ¢ &_ y construiremos un operador nuclear
K: X — Y de modo que N(T* 4+ K*) tenga dimensién infinita; luego
dimY/R(T + K) = oc.

Si R(T) es cerrado, dimY/R(T) = oo; luego basta tomar K = 0.

Supongamos que R(T') no es cerrado. Sea (ay) una sucesién de enteros
definida por a1 :=2y

n
Opt1 =2 <1+Zak> ;o néeN.
k=1

Encontraremos inductivamente sucesiones (yx) en Y e (y;) en Y™ de
modo que, para todo 7, € N,

Wi i) =6y, Nwll <as, yill=1,

y T )l <

QHM.

Como R(T) no es cerrado, tampoco lo es R(T™); luego podemos en-
contrar yj € Y* verificando ||| =1y |[T*(y7)| < 1/4. Seleccionamos
y1 € Y tal que ||ly1]] <2y (y7, ) = 1.

Supongamos que n > 1 y que ya hemos encontrado los vectores y; e
yy para k < n. Como la restriccién de T al subespacio {yi, ... S Yn1}t
tiene rango no cerrado, podemos encontrar ¥ € Y* de modo que

(Yn,yk) =0 parak <n, |yl =1,

y T ()l <

2na,,
Seleccionamos y € Y con |ly|| < 2 tal que (y);,y) = 1, y definimos

1

Yn =Y — > (YY) Yk
1

3
|

B
Il

Claramente

n—1 n—1
lynll < Iyl (1 +) Hykl|> <2 (1 + Zak> = ap,
k=1

k=1
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con lo que el proceso anterior nos proporciona las sucesiones (yi) e (yj)
que necesitamos.

El resto de la demostracién es similar a lo que hicimos al probar la
parte (i). Como

(e.o]
DT )l -yl < oo,

la expresién
o0

K(x) ==Y (T*(y;).2)yn

n=1

define un operador nuclear K : X — Y, cuyo operador conjugado acttia
como sigue:

oo
Z y yn T* yn)
n=1

Como T*(y}) = —K*(y};) para todo n € N, tenemos que N (7™ + K*)
tiene dimensién infinita; luego su predual Y/R(T + K) también tiene
dimensién infinita. O]

3.3. Ideales en teoria de Fredholm

A continuacién introduciremos varias clases de operadores mas am-
plias que la de los operadores compactos, que permitirdn obtener resul-
tados de perturbacién para las clases @, @, y &_.

Definicién 3.3.1. Sea T € L(X,Y).

(i) Decimos que T es estrictamente singular, y denotamos T € SS, si
no existe ningun subespacio cerrado M de X de dimension infinita
tal que T'Jpr es un isomorfismo.

(i) Decimos que T es estrictamente cosingular, y denotamos T € SC,
st no existe ningun subespacio cerrado N de Y de codimension
infinita tal que QNT es suprayectivo.

Ejercicio 3.3.1. Sea T € L(X,Y). Probar las siguiente implicaciones:
(i) TeK=TeSSNSC;
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(ii)) T* € 8§ = T € SC;
(i) T* € SC=T € SS.

Veremos en el Ejemplo 3.3.1 que ninguna de las implicaciones inversas
del ejercicio anterior es valida.

El siguiente resultado proporciona caracterizaciones operativas de las
classes SS y SC. La prueba es una aplicacién de las caracterizaciones
perturbativas (Teorema 3.2.1) de &1 y d_.

Teorema 3.3.1. Sea T € L(X,Y).

(a) T € 8S si y solo si cada subespacio cerrado de dimension infinita
M de X contiene otro subespacio cerrado de dimension infinita N
de modo que T'Jn es compacto.

(b) T € SC siy solo si cada subespacio cerrado de codimension infinita
A de Y estd contenido en otro subespacio cerrado de codimension
infinita B de modo que QT es compacto.

Demostracion. (a) Supongamos que 7' € SS y sea M un subespacio
cerrado de dimensién infinita de X. Entonces T'|,, ¢ @, ; luego, por el
Teorema 3.2.1, existe un operador compacto K € L(M,Y) de modo que
N(TJy + K) tiene dimensién infinita.

Sea N := N(TJy + K). Como T'|y = —K|y, T'Jn es compacto.

Si T ¢ S8, existe un subespacio cerrado de dimensién infinita M
de X tal que T'|,; es un isomorfismo, y claramente 7" no es compacto
restringido a ningtin subespacio cerrado de M de dimension infinita.

(b) Supongamos T' € SC y A es un subespacio cerrado de codimensién
infinita de Y. Entonces QAT ¢ ®_; luego, por el Teorema 3.2.1, existe
un operador compacto K € L£(X,Y/A) de modo que R(Q4T + K) tiene
codimensién infinita en X/A.

Tomemos B := Q' (R(Q4T + K)), que es un subespacio cerrado de
codimension finita en Y. Como Qg1 = —QW, el operador QT
es compacto.

Si T ¢ SC, existe un subespacio cerrado de codimensién infinita A de
Y tal que QAT es suprayectivo, con lo que g1 no es compacto para
ningun subespacio cerrado de codimensién infinita que contenga a A; de
hecho, un tal Qg7 es suprayectivo. O
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Ejercicio 3.3.2. Aplicando el Teorema 3.3.1, probar los siguientes re-
sultados:

(i) SS es un ideal de operadores inyectivo y cerrado.
(ii) SC es un ideal de operadores suprayectivo y cerrado.
(iii) Sp(SS) = Sp(SC) =F.

Para facilitar la exposicién de los siguientes resultados, introducimos
el siguiente concepto:

Definicion 3.3.2. Sea C una clase de operadores. Si X eY son espacios
de Banach para lo que C(X,Y) # 0, podemos definir

PC(X,)Y):={K e L(X,Y): T+ K €C(X,Y) para todo T € C(X,Y)}.
La clase PC se denomina clase de perturbacion de C.

El siguiente resultado nos dice que las componentes de SS y SC estan
contenidos respectivamente en las de P®, y P®_ cuando las iltimas
estan definidas.

Proposicién 3.3.1. Sean T, K € L(X,Y). Se verifica:
(i) siTed, yKeSS, T+Kecd,.
(ii)) siTed_yKeSC, T+Ked_.

Ademds, en ambos casos ind(T + K) = ind(T).

Demostracion. (i) Si fuese T € @4, pero T + K ¢ &, existirfa un
subespacio cerrado de dimensién infinita M de modo que (T+K)|,, € K;
luego K|,, € &, con lo que K ¢ SS.

(ii) Similar a la prueba de (i), sustituyendo restricciones por aplica-
ciones cocientes.

La prueba de la igualdad de los indices se hace como en la Proposi-
cion 3.1.5. O

La siguiente clase de operadores fue introducida en el estudio de las
perturbaciones de operadores de Fredholm.
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Definicién 3.3.3. Decimos que un operador T € L(X,Y) es inesencial,
y denotamos T € In, si para todo operador S € L(Y,X) se verifica
Ix — ST € ®.

Ejercicio 3.3.3. Probar que T € L(X,Y) es inesencial si y solo si para
todo operador S € L(Y, X) se verifica Iy — TS € ®.

Ejercicio 3.3.4. Probar que la clase In es un ideal de operadores y que
Sp(Zn) =F.

Observacion 3.3.1. El ideal In es cerrado (véase [70, 4.3.5]), pero no
es inyectivo ni suprayectivo.

En efecto, la inclusion natural i: cg — £, y los operadores suprayec-
tivos ¢: £1 — c¢p son inesenciales; sin embargo, I, ¢ In.

El siguiente resultado muestra que las componentes de Zn coinciden
con las de P® cuando las tltimas estan definidas. La demostracion puede
encontrarse en [1].

Proposicion 3.3.2. Sean X e Y espacios de Banach para los que
S(X,Y) # 0. Un operador K € L(X,Y) es inesencial si y solo si, para
todoT e d(X,Y), T+ K € .

El siguiente diagrama resume las relaciones de inclusién que satisfacen
los ideales de operadores y las clases de perturbacién que han aparecido
en este capitulo.

C
SS = P

- \Q‘
KCS88nSC In— P®
& ™ s Po. -

N

Los ejemplos que muestran que SS y SC estan propiamente incluidos
respectivamente en PP, y PP_ pueden encontrase en [25].

A continuacidn, describiremos ejemplos que muestran que las restantes
inclusiones son propias.
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Ejemplo 3.3.1. Consideremos las inclusiones naturales
Loo(0,1) 25 L5(0,1) 25 1,(0, 1).
Se verifica
(i) JiJe € (SSNSC)\ K;
(ii) Ji € (SS\SC);
(iii) Jy € (SC\ SS);
(iv) Ji,J2 € In.

La argumentacién detallada puede verse en [26, Proposition 2.6].

Ultrapotencias en teoria de Fredholm

En la seccion 2.4, vimos un procedimiento que, a una clase de ope-
radores C, le asociaba la clase

C* .={T € L : Ty € C para todo ultrafiltro no trivial &l }.

A continuacion, veremos que algunas de las clases de operadores de la
teoria de Fredholm son invariantes ante este procedimiento.

Proposicién 3.3.3. Sea K € L(X,Y) y sea 4 un ultrafiltro no trivial.
El operador K es compacto si y solo si Ky lo es.

Proposicién 3.3.4. Sea T € L(X,Y) y sea & un ultrafiltro no trivial.
El operador T es semi-Fredholm si y solo si Ty lo es.
En ese caso, ind(Ty) = ind(T).

La demostracion de los dos resultados anteriores es una aplicacién
directa de las propiedades basicas de las ultrapotencias.
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Capitulo 4

Operadores tauberianos y
cotauberianos

En este capitulo describimos las propiedades de los operadores taube-
rianos y cotauberianos, haciendo énfasis en su relacién con el ideal de
los operadores débilmente compactos y el de los espacios reflexivos.

Aparte de los semigrupos de operadores semi-Fredholm @, y &_, el
de los operadores tauberianos es el que ha sido més estudiado. Ademas
ha encontrado muchas aplicaciones en teoria de espacios de Banach: en
el estudio de la propiedad de Radon-Nykodym [74], en el refinamiento
de la caracterizacion de James de los espacios reflexivos [67], en la ob-
tencién de nuevas versiones del principio de reflexividad local [12], en
el estudio de las algebras de Calkin asociadas a los operadores débil-
mente compactos [9], en la construccién de espacios hereditariamente
indescomponibles [7], etc. A lo largo de la exposicién —especialmente en
el Capitulo 7— veremos algunas de ellas.

En [35] podemos encontrar una descripcién del proceso que llevé a
introducir el concepto de operador tauberiano para estudiar, desde un
punto de vista abstracto, un problema de sumabilidad de series.

4.1. Operadores tauberianos

Comenzamos presentando el concepto de operador tauberiano, intro-
ducido por Kalton y Wilansky en [57].

43
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Definicién 4.1.1. Un operador T € L(X,Y) se dice tauberiano si su
sequndo conjugado satisface T** (V) c X.
Denotaremos por T la clase de los operadores tauberianos.

Es inmediato comprobar que el operador residuo nos permite dar una
caracterizacién algebraica de la clase 7.

Ejercicio 4.1.1. Un operador T € L(X,Y) es tauberiano siy solamente
st el operador residuo T es inyectivo.

Las siguientes caracterizaciones de los operadores débilmente com-
pactos muestran la estrecha relacién que tienen con los tauberianos.

Proposicién 4.1.1. Sea K € L(X,Y) un operador. Son equivalentes:
(i) K e W;
(i) K**(X**) CY;
(ii) K% = 0.

Demostracion. Recordemos que K € W siy sélo si K(Bx) es débilmente
compacto. Luego la equivalencia de (i) y (ii) es consecuencia directa del
Teorema 1.1.3.

La prueba de la equivalencia entre (ii) y (iii) es un ejercicio. O

El siguiente resultado describe las relaciones basicas entre las clases
de operadores 7 y W. La demostracién se hace facilmente utilizando las
caracterizaciones en términos del operador residuo.

Proposicién 4.1.2. Sean S,T € L(X,Y) yU € L(Y, Z). Se verifica:
(i) T,U € T implica UT € T;
(i) UT € T implica T € T;
(iii) T € T NW implica X reflexivo;
(iv) TeT ySeW implicaT+SeT.
Veamos algunos ejemplos béasicos de operadores tauberianos.

Proposicion 4.1.3. Sea Z un subespacio cerrado de un espacio de Ba-
nach X. Se verifica:
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(i) la inclusion natural Jz: Z — X es un operador tauberiano;

(ii) el operador cociente Qz: X — X/Z es tauberiano si y solo si el
subespacio Z es reflexivo.

Demostracion. (i) Se sigue de que Z++ N X = Z y podemos identificar
Z+L con Z**.

(ii) Basta observar que podemos identificar (Qz)** con el operador
cociente Q 411, y que Z es reflexivo si y solo si Z = Z++, ]

Todo operador T € L(X,Y) admite la siguiente factorizacion:
T =TQnr) (4.1)

donde T: X/N(T) — Y queda definido por T(z 4+ N(T)) := Tz para
todo x € X. T
X Y

QN(T)l /

X/N(T)

T es el operador inyectivo asociado a 7.
Teorema 4.1.1. Sea T € L(X,Y). Se verifica:
(i) TeT siysolosiTeT yN(T) es reflezivo;
(ii) si R(T') es cerrado, T € T si y solo si N(T) es reflexivo.

Demostracion. (i) Supongamos que 7' es tauberiano y consideremos la
descomposicion T' = T'Q)n (7). Por la Proposicion 4.1.2, Q) es taube-
riano; luego N (T') es reflexivo por la Proposicién 4.1.3.

Como N(T) = N(T)*+, podemos identificar (X/N(T))** con el co-
ciente X**/N(T); luego podemos ver (T)** como operador entre los
espacios X**/N(T') y Y**. N

Supongamos que z** + N(T) € X**/N(T) y (T)* (=™ + N(T)) =
T**z** € Y. Entonces z** € X, por lo que 2™ + N(T) € X/N(T), y
concluimos que T es tauberiano.

Reciprocamente, si T es tauberiano y N(T') reflexivo, como @ N(T) €8
tauberiano por la Proposicién 4.1.3, de la Proposicién 4.1.2 deducimos
que T'=TQ () es tauberiano.
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(ii) Una implicacién es consecuencia de la parte (i). Para probar la otra
implicacién, notemos que R(T) es cerrado; luego el operador T' admite
la siguiente factorizacion:

X Y
QnN(T) l ]]R(T)
X/N(T) S R(T)

T

donde T aplica = + N(T) en Tx.

Notese que T es tauberiano por ser un isomorfismo biyectivo. Ademas,
como R(T') es cerado y N(T) es reflexivo, la Proposicién 4.1.3 implica
que Jrr) ¥y Qn(r) son tauberianos. Luego T' = JR(T)T\QN(T) es un
operador tauberiano. ]

El argumento del siguiente lema se aplicard con frecuencia en este
capitulo.

Lema 4.1.1. Sean T € L(X,Y) y A un subconjunto acotado de X. Se
verifica:

(i) T*(A") =T(A)" ;

(ii) si A es convezo, T**(Zw*) NY =T(A).

*

En particular, T**(Bx+) = T(Bx) y T**(Bx-)NY =T(Bx).

*

Demostracion. (i) Se sigue de que T** es w*-continuo y A" es wh-
compacto.

(ii) Como la clausura débil de T'(A) coincide con Ww* NnY, de (i)
se sigue que T(A)" =T **(Zw*) NY; y como la clausura débil de un
convexo coincide con la clausura en norma, T'(A) = T**(Zw*) ny.

Lo que fal;ua de probar es consecuencia del teorema de Goldstine:

Bx« = Bx ' . O

Las siguientes caracterizaciones son elementales, pero muy ttiles para
investigar los operadores tauberianos.
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Teorema 4.1.2. Sea T € L(X,Y). Son equivalentes:
(a) T es tauberiano;

(b) N(T**) = N(T) y T(Bx) es cerrado;

(c) N(T*) = N(T) y T(Bx)  R(T).

Demostracion. (a)=-(b) La igualdad N(7T™*) = N(T') es evidente. Para
probar que T'(Bx) es cerrado, sea y € T(Bx). Por el Lema 4.1.1, existe
™ € Bx« tal que y = T**2**. Como T es tauberiano, £™* € Bx; luego
y € T(Bx).

(b)=(c) Trivial.

(c)=(a) Let ™ € X** con ||z**|| =1 tal que y := T™*2** € Y. Por el
Lema 4.1.1, y € T(Bx). Como suponemos T'(Bx) C R(T), existe z € X
tal que y = T'z.

Tenemos z** — z € N(T**) = N(T); luego ** € X, y concluimos que
T es tauberiano. O

Como consecuencia del Teorema 4.1.2, obtenemos las siguientes im-
plicaciones para un operador T1":

T tauberiano = N(T**) = N(T) = N(T') reflexivo.

Veremos que las implicaciones inversas no son vélidas, salvo en el caso
en que el rango de T es cerrado (Teorema 4.1.1).

Ejemplo 4.1.1. Sea C € L(cp, o) el operador de Cesaro, definido por

Clan)n = (M> ) )

n

Se verifica N(C**) = N(C), pero C no es tauberiano.

Ejemplo 4.1.2. El operador T: cog — ¢y definido por la expresion
T(zy) := (xn — Tnt1) es inyectivo, pero N(T**) # {0}.

En algunos casos, la igualdad N (7**) = N(T') implica que T es taube-
riano. Recordemos que un espacio de Banach X se dice débilmente suce-
sionalmente completo si las sucesiones débilmente de Cauchy en X son
débilmente convergentes. Los espacios reflexivos y L1(0, 1) son ejemplos
de espacios de este tipo.
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Proposicion 4.1.4. Si el espacio X es débilmente sucesionalmente
completo, todo operador T € L(X,Y) que verifique N(T**) = N(T)
es tauberiano.

Demostracion. Por el Teorema 4.1.2, basta probar que T(Bx) es un
conjunto cerrado.

Sea y € T(Bx). Si seleccionamos una sucesién (z,) en Bx tal que
T(zn) — y, por el Teorema 1.2.2 (zy) tiene una subsucesién (un) que
es débilmente de Cauchy o equivalente a la base (ey) de ¢;.

En el primer caso, como X es débilmente sucesionalmente completo,
(up) converge débilmente a un vector z € Bx. Luego podemos encontrar
una sucesién (vy,) de combinaciones convexas de la sucesién (u,,) con (v,,)
convergente a z. Entonces z € By; luego y = T'(z) € T(Bx).

En el segundo caso, existirfa v** € {ug, — u2n+1}w \ X, y tendrfamos
T**(u**) = 0, en contradiccién con N (T7*) = N(T). O

Veamos una propiedad de estabilidad de la clase 7 que permitira cons-
truir nuevos ejemplos a partir de los conocidos.

Proposicién 4.1.5. Para cadan € N, sea T,, € L(X,,,Y,,) un operador
tauberiano. Si sup, ey ||Th|| < oo, la expresion

T((l‘l, T2, X3y ... )) = (TlfL'l, Tgxz, Tgl‘g, PN )
define un operador tauberiano T € E(EQ(Xn), Kg(Yn)).

Demostracion. Claramente T € L(l2(X},),l2(Yy)); de hecho, se puede
comprobar que ||T|| = sup,,cy |17 |-

Por otro lado, como podemos identificar el bidual de /¢5(X,) con
lo( X)) y £o(Yy) con £o(Y,¥), el operador T™* viene dado por

T (a7, 23", .. )) = (T2 T 2y, ) (27)) € La(Ya).
por lo que es inmediato comprobar que 1 es tauberiano. ]

El resultado anterior nos permite probar que las componentes de 7
no son siempre subconjuntos abiertos, como sucede con las de &
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Ejemplo 4.1.3. Sea X un espacio de Banach no reflexivo. El operador
T: ly(X) — lo(X) definido por

T((mn)) = (xn/n)7 (‘rn) € EZ(X)
es tauberiano y pertenece a la frontera del conjunto T(EQ(X)).

Demostracion. Por la Proposicién 4.1.5, T' is tauberiano.
Para ver que T pertenece a la frontera de T(Eg (X )), basta considerar
para cada k € N el operador T} : ¢2(X) — ¢2(X) definido por

Ti(xy) = (xl, 2 T ) .

?7... k

Claramente ||T'—T%|| = 1/(k+1) y Tk no es tauberiano porque su nicleo
no es reflexivo. O

Veamos un ejemplo de operador tauberiano que estd muy lejos de ser
upper semi-Fredholm, aunque el espacio de partida no es reflexivo.
Sea (ap) una sucesién de escalares. Consideremos la expresién

k-1

1/2
lan)lly = sup{z s — anil? + ranm} ,

=1

donde el supremo se toma sobre todas las sucesiones crecientes finitas
ny <...<ngenN.

El espacio de James, definido por J := {(a,) € ¢o : |[(zn)]s < o0},
es un espacio de Banach.

Ejemplo 4.1.4. La inclusion v: J — cqo es un operador tauberiano.
Demostracion. Como podemos ver en [60, 1.d.2], el bidual de J es

J* =J@span{(1,1,1,...)}.
Como L**((l, 1,1,.. )) =(1,1,1,...) € £ \ co, ¢ es tauberiano. dJ

Notese que J no contiene subespacios cerrados isomorfos a ¢g. Luego
ninguna restriccién ¢|, de ¢ a un subespacio de dimensién infinita de J
es upper semi-Fredholm.
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Caracterizaciones de los operadores tauberianos

En esta secciéon presentamos las caracterizaciones sucesionales fun-
damentales, obtenidas por Kalton y Wilansky [57], de la propiedad
N(T**) = N(T) y de los operadores tauberianos (Teoremas 4.1.3 y 4.1.4).
Ademas daremos otras obtenidas posteriormente.

Teorema 4.1.3. Sea T € L(X,Y). Son equivalentes:
(a) N(T™) = N(T);

(b) si(xy) es una sucesion acotada en X y (Txy,) converge débilmente
a0, (x,,) admite una subsucesion débilmente convergente;

(c) st (zpn) es una sucesion acotada en X y (Txy) converge a 0, ()
admite una subsucesion débilmente convergente.

Demostracion. (a)=-(b) Sea (x,) una sucesién acotada en X tal que
(T'zy,) converge débilmente a 0. Denotemos A := {z,: n € N}. Entonces
se verifica

mw* ={Tz,:ne N}U{0} CY.

Luego si 2™ € v \ A, tenemos z** € N(T™*) = N(T'). Como A es
acotado y Zw* =A" c X, concluimos que A" es débilmente compacto.
Luego, por el Teorema de Eberlein-Smulian (Teorema 1.1.3), (z,,) tiene
una subsucesién débilmente convergente.

(b)=(c) Trivial.
(c)=(a) Sea z** € N(T**) con |z**|| < 1. Para cada entorno w*-
abierto V de z™* en X™** selecmonamos un entorno w*-abierto Y convexo

U de 2** de modo que U C V. Entonces z** € UN Bx ' ; luego el
Lema 4.1.1 implica

0eT(UNBx)" NY =T(U N By).

Como T'(U N Bx) es convexo, podemos encontrar una sucesioén (x,) en
U N By tal que Tz, — 0 (en norma).

Por hipétesis, (z,,) admite una subsucesién (x,,) que converge débil-
mente a un punto x € VNAN(T); luego VN N(T) # () y obtenemos que

z** € N(T)" . Como N(T) es reflexivo, N(T)" = N(T), por lo que
x** € N(T), y concluimos N(T**) = N(T). O
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El siguiente resultado permitirda mas adelante extraer consecuencias
de la existencia de un operador tauberiano inyectivo entre dos espacios
de Banach.

Corolario 4.1.1. Sea T € L(X,Y). Son equivalentes:
(a) N(T*) ={0};

(b) si(zy) es una sucesion acotada en X y (Tx,) converge débilmente
a0, (x,) converge débilmente a 0.

La demostracion es un ejercicio.

Veamos ahora la caracterizacién sucesional de los operadores taube-
rianos.

Teorema 4.1.4. Sea T € L(X,Y). Son equivalentes:

(a) T es tauberiano;

(b) si (z,,) es una sucesion acotada en X y (Txy,) es débilmente con-
vergente, (x,) admite una subsucesion débilmente convergente;

(c) si(xzy) es una sucesion acotada en X y (Txzy,) es convergente, (x,,)
admite una subsucesion débilmente convergente.

Demostracion. (a)=-(b) Sea (x,) una sucesién acotada en X tal que
(T'zy,) converge débilmente a un vector y. Podemos suponer y € T'(Bx).
Por el Teorema 4.1.2, y € R(T). Luego existe z € X tal que y = Tx.

Ahora, como T'(x,, — ) % 0y N(T™*) = N(T), por el Teorema 4.1.3
(xy,) tiene una subsucesién débilmente convergente.

(b)=(c) Trivial.

(c)=(a) Del Teorema 4.1.3 se sigue que N(T**) = N(T'). Luego, por
el Teorema 4.1.2, basta probar que T'(Bx) C R(T).

Sea y € T(Bx); seleccionamos una sucesién (x,) en Bx tal que
Tzn — y. Por hipétesis, (xy,) contiene una subsucesién débilmente con-

vergente (x, ) a un vector x € Bx; luego y = T'x. O

Como consecuencia del resultado anterior, podemos obtener una carac-
terizacién de los operadores tauberianos en términos de su accién sobre
los conjuntos acotados. Diremos que un conjunto es relativamente (débil-
mente) compacto si su clausura (respecto de la topologia débil) es un
conjunto (débilmente) compacto.
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Corolario 4.1.2. Sea T € L(X,Y). Son equivalentes:

(a) T es tauberiano;

(b) si C' es un subconjunto acotado de X y T(C) es relativamente
débilmente compacto, C es relativamente débilmente compacto;

(c) st C es un subconjunto acotado de X y T(C) es relativamente
compacto, C' es relativamente débilmente compacto.

Demostracion. Basta considerar las caracterizaciones sucesionales de los
conjuntos relativamente compactos y relativamente débilmente compac-
tos. O

Veamos ahora la caracterizacion perturbativa de los operadores taube-
rianos, que debe compararse con la primera parte del Teorema 3.2.1.

Teorema 4.1.5. Un operador T' € L(X,Y) es tauberiano si y solo si,
para todo operador compacto K € L(X,Y), el nicleo N(T + K) es
reflexivo.

Demostracion. SiT es tauberiano y K es compacto, T+ K es tauberiano
por la Proposicién 4.1.2. Luego N(T' + K) es reflexivo.

Reciprocamente, supongamos que 71" no es tauberiano. Por el Teo-
rema 4.1.4, podemos encontrar una sucesiéon acotada (z,) en X sin
subsucesiones débilmente convergentes, de modo que (T'z,) converge
a un vector y € Y. Por el criterio de Kadec-Pelczynski (Teorema 1.2.1)
podemos suponer que (z,) es una sucesién bésica. Sea (gy,) la sucesién
acotada de los funcionales coeficientes asociada a (z;,). Por el Teorema
de Hahn-Banach, podemos encontrar una sucesién acotada (f,) en X*
donde cada f,, es una extensién de gy,.

Como ||[Tx, — y| —> 0, pasando a una subsucesion si es necesario,

podemos suponer que [Tz, — y| - || fn]] < 27" para todo n. Por tanto,

la expresién
o

Kx := Z(fz,x)(y — Tx;)
i=1
define un operador nuclear K € £(X,Y).
Como (T+K)z; = y paratodo i € N, N(T+ K) contiene el subespacio
cerrado generado por la sucesién (x; — x1)5%,; luego N(T' + K) no es
reflexivo. O
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Como consecuencia del Teorema 4.1.5, obtenemos una caracterizacion
algebraica de los operadores tauberianos, que permitira identificar 7 con
los semigrupos estudiados en el Capitulo 5.

Proposicién 4.1.6. Sea T € L(X,Y). Son equivalentes:
(a) T es tauberiano;
(b) si Se LW, X) yTSeW,SeW;
(c) si E es un subespacio cerrado de X yT|, € W, E es reflexivo.

Demostracion. (a)=-(b) Supongamos que S € L(W,X) y ST € W. Si
(wy,) es una sucesion acotada en W, (T'Swy,) tiene una subsucesién débil-
mente convergente. Como T es tauberiano, se sigue del Teorema 4.1.4
que (Swy) tiene una subsucesién débilmente convergente. Luego S es
débilmente compacto.

(b)=(c) Sea E un subespacio cerrado de X. Si T, = TJg € W,
tenemos Jg € W; luego F es reflexivo por la Proposicién 4.1.2.

(c)=(a) Supongamos que T" no es tauberiano. El Teorema 4.1.5 im-
plica la existencia de un operador compacto K € £(X,Y) de modo
que N(T + K) no es reflexivo. Como T'|y 7, ) es compacto, (c) no es
vélida. O

Accién sobre conjuntos convexos cerrados

El principal resultado de esta seccién es el Teorema 4.1.7, probado por
Neidinger y Rosenthal [67], que muestra que un operador 7' € L(X,Y)
es tauberiano si y solo T'(C) es cerrado para todo subconjunto cerra-
do, convexo y acotado C' de X. La demostracién necesita el siguiente
resultado, obtenido por James en [51] y [52].

Teorema 4.1.6. (Teorema de James) Un subconjunto débilmente cerra-
do C de un espacio de Banach X es débilmente compacto si y solo si
todo x € X* alcanza su mdzimo en C.

Consecuencia: X es reflexivo si y solo si todo x € X* alcanza su
norma en la bola unidad Bx.

Nétese que si C' es un conjunto convexo y x* € X*, la imagen X*(C)
es un intervalo en R.
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Teorema 4.1.7. Sea X un espacio no reflexivo y sea T € L(X,Y) un
operador no nulo. Son equivalentes:

(a) T es tauberiano;

(b) para todo subconjunto débilmente cerrado C de X, T(C) es débil-
mente cerrado;

(¢) para todo subconjunto convexo y cerrado C de X, T(C) es cerrado;
(d) para todo subespacio cerrado E de X, T(Bg) es cerrado.
Demostracion. Véase [36]. O

Noétese que, si X es no reflexivo, 0x verifica todos los apartados del
Teorema 4.1.7, salvo el primero.

Por otro lado, es interesante comparar la parte (d) del Teorema 4.1.7
con la parte (b) del Teorema 4.1.2.

Accidn sobre las sucesiones basicas

Vimos en la Proposicién 1.2.6 que una sucesién bésica (z,) en un
espacio de Banach genera un subespacio reflexivo si y solo si (x,) es
shrinking y acotadamente completa. Utilizando este resultado y el Teo-
rema 4.1.5, se deduce que un operador T: X — Y es tauberiano si
y solo si toda sucesién bésica semi-normalizada (z,) de X para la que
Yoy 1Tz, || < oo es shrinking y acotadamente completa.

A continuacién veremos una caracterizacién algo mas refinada de
los operadores tauberianos en términos de su accién sobre sucesiones
bésicas, probada en [50].

Proposicién 4.1.7. Sea T € L(X,Y). Son equivalentes:
(a) T es tauberiano;

(b) si (xn,) es una sucesion bdasica seminormalizada en X y verifica
Yool Ty < 00, (xn) es acotadamente completa y shrinking;

(c) st (xn) es una sucesion bdsica seminormalizada en X y verifica
Yool T2y < 00, (x) es acotadamente completa.

Demostracion. Véase [50] o [36]. O
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Veamos que en la parte (¢) de la Proposicién 4.1.7 no podemos susti-
tuir “acotadamente completa” por shrinking.

Proposicién 4.1.8. Sea T € L(X,Y). Son equivalentes:
(a) N(T™*) = N(T);

(b) si (xn,) es una sucesion bdsica seminormalizada en X y verifica
Yoo Ty < 00, (z) es shrinking.

Demostracion. Véase [50] o [36]. O

4.2. Operadores cotauberianos

Las similaridades entre los operadores tauberianos y los upper semi-
Fredholm sugirieron introducir el siguiente concepto.

Definicién 4.2.1. Un operador T € L(X,Y) se dice cotauberiano si
T* es tauberiano.
La clase de los operadores cotauberianos se denota TC.

Los operadores cotauberianos fueron introducidos por Tacon en [75].

Ejercicio 4.2.1. Un operador T € L(X,Y) es cotauberiano si y sola-
mente si el operador residuo T tiene rango denso.

Como es de esperar, existen similaridades entre los operadores co-
tauberianos y los lower semi-Fredholm. Ademaés, muchas propiedades de
los operadores cotauberianos son versiones duales de las de los taube-
rianos. Sin embargo, la dualidad no es perfecta: veremos que existen
operadores tauberianos 1" para los que T™ no es cotauberiano.

El siguiente resultado sugiere que la propiedad de ser tauberiano es
menos fuerte para operadores conjugados.

Proposiciéon 4.2.1. Un operador T es cotauberiano si y solo si verifica

N(T**) = N(T).

Demostracion. Como los operadores conjugados T*: Y* — X* son
w*-continuos y la bola unidad By« es w*-compacta, T*(By+) es siempre
cerrada. Luego el resultado que queremos probar es consecuencia directa
del Teorema 4.1.2. O
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Observacién 4.2.1. En general, el conjunto T4(X,Y) no es abierto en
L(X,Y).

En efecto, si T' y T}, son los operadores que introdujimos en el Ejem-
plo 4.1.3, es facil ver que T™ es tauberiano pero los operadores 17 no lo
son; luego T' es cotauberiano, los operadores T} no son cotauberianos y
(Ty) converge a T'.

Queda probado que si X es un espacio de Banach no reflexivo, el
conjunto 7%(¢2(X)) no es abierto en L(f2(X)).

Veamos algunas propiedades bésicas de la clase 7¢ de los operadores
cotauberianos.

Proposicién 4.2.2. Sean S,T € L(X,Y) yU € L(Y, Z). Se verifica:
(i) T,U € T? implica UT € T%;
(ii) UT € T? implica U € T¢;
(iii) T € T4NW implica Y reflezivo;
(iv) T € T implica Y/R(T) reflexivo;
(v) TeTdySeW implicaT + S €T
La demostracion de las propiedades anteriores puede deducirse facil-

mente de las correspondientes propiedades de 7 vistas en la Proposi-
cion 4.1.2.

Los operadores cotauberianos con rango cerrado pueden caracterizarse
en términos de su contcleo.

Proposicién 4.2.3. Si T € L(X,Y) tiene rango cerrado, T es cotaube-
riano si y solo si Y/R(T) es reflexivo.

Demostracion. Como R(T) es cerrado, R(T*) también lo es, y el re-
sultado es consecuencia del Teorema 4.1.1 junto con la identificacién
N(T*)=(Y/R(T))*. O
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Un contraejemplo

Como T™** puede identificarse con una extension de 7', es facil ver que
T** tauberiano implica T tauberiano; equivalentemente, T™ cotaube-
riano implica T' tauberiano. Veremos a continuaciéon que, en general, las
implicaciones opuestas no son validas.

Este contraejemplo, obtenido en [6], se basa en la siguiente idea: un
operador T es tauberiano si y solo si T° es inyectivo. Luego si encon-
tramos un operador inyectivo S tal que S** no sea inyectivo, y logramos
probar que existe un operador T tal que T’ puede identificarse con S,
como (T%*)% se identifica (7°°)**, habremos acabado.

Para encontrar estos operadores, construiremos un espacio de Banach
J(Xy) tal que podemos identificar J(X,,)® con ¢;. La construccion es
similar a la del espacio de James.

Denotemos por X, el subespacio de ¢; generado por {ey,...,e,}. Co-
mo es habitual, || - ||; denota la norma en /.
Sea (x,) una sucesién con z,, € X, para cada n. Definimos

k=1 1/2
Nl = sup{z Vs — 2nc 2 + Hxnkuf} ,

=1

donde el supremo se toma sobre todas las sucesiones crecientes finitas
ny <...<ngenN.
Consideramos el espacio

J(Xn) :=A{(zn) : 2n € Xn, [[2n]l1—20, [[(zn)lls < oo}
Teorema 4.2.1. Se verifican los siguientes resultados:
(1) (J(Xn),|l-1ls) es un espacio de Banach;
(i) J(Xn)™ =A{(zn) : 2n € Xn, [[(zn)[l;7 < o0}
(i) J(Xp) se identifica isométricamente con {y.
Demostracion. Véase [36]. O
Utilizando el espacio J(X,,) obtenemos el contraejemplo buscado.

Teorema 4.2.2. Ezxiste un operador T € L(J(X,)) que es tauberiano,
pero T** no lo es.
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Demostracion. Consideremos el operador S: ¢4 — {1 definido por la
expresiéon S(ay) := (an/n). Claramente S es inyectivo.

Como S es compacto y ¢] no es separable, R(S*) no es denso, luego
S™* no es inyectivo.

Ahora consideramos el operador T': J(X,,) — J(X,,) definido por la
expresion

T((zn)) == (Sz,) para todo (z,) € J(X,).

Claramente T' € L(J(X,,)) v el operador T puede identificarse con S.
Luego T satisface las condiciones del enunciado. O

Observacion 4.2.2. De una manera andloga, se puede probar que el
operador T del Teorema 4.2.2 es cotauberiano, pero T** no lo es.

El siguiente resultado sera la clave en la prueba de la caracterizacion
perturbativa para los operadores cotauberianos y, mas adelante, para
otros semigrupos.

Lema 4.2.1. Sea (g,) una sucesion acotada en el espacio dual Y*.
Supongamos que inf,, ||gn|| > 0 y que 0 es un punto de w*-acumulacion
de {gn : n € N}. Entonces (gn) tiene una subsucesion (gn,) para la que

existe una sucesion acotada (yr) en' Y de modo que (gn,,y;) = 0ij para
todo 1,7 € N.
Demostracion. Véase [36]. O

Los operadores cotauberianos fueron introducidos en términos del ope-
rador conjugado. La siguiente caracterizacién perturbativa tiene interés
porque en ella interviene solamente el propio operador. Este hecho y las
correspondientes caracterizaciones perturbativas de los operadores semi-
Fredhom sugieren que la Definition 4.2.1 es la eleccién correcta para el
concepto de operador cotauberiano.

Teorema 4.2.3. Un operador T € L(X,Y) es cotauberiano si y solo si
Y/R(T + K) es reflezivo para todo operador compacto K € L(X,Y).

Demostracion. La implicacion directa es facil: si T' es cotauberiano y K
es compacto, de la Proposicion 4.1.2 se sigue que T+ K es cotauberiano;
luego Y/R(T + K) es reflexivo.
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Para probar la implicacién inversa, suponemos que 1’ no es cotaube-
riano; luego T no es tauberiano.

Por la Proposicién 4.2.1, tenemos que N(T***) £ N(T™). Luego el
Teorema 4.1.3 implica la existencia de una sucesién acotada (gn) en Y™
sin subsucesiones débilmente convergentes tal que (T*g,) converge en
norma a 0.

Nétese que si g es un punto de w*-acumulacién de {g, : n € N},
T*(g) = 0; luego podemos suponer que 0 es un punto de w*-acumulacién
de {gn : n € N}.

Por el Lema 4.2.1, pasando a una subsucesién si es necesario, podemos
suponer que existe una sucesién acotada (y,) en Y tal que (g;,y;) = d;j
para todo i,j € N, y ademds ||y - [|T*gn|| < 27" para todo n.

De lo anterior se sigue que la expresion

K(z):=— Z(gn,Tx>yn para todox € X,

n=1
define un operador nuclear K € £(X,Y). Ademas,
(T + K)"(9) = T"gk = D _ (g yn) T"gn = 0.
n=1

Como el nicleo N((T + K)*) contiene la sucesién (gy), no es reflexi-
vo; por tanto, el conicleo Y/R(T + K), por ser isomorfo al predual de
N((T + K)*), tampoco es reflexivo. O

A continuacién daremos una versiéon dual de la Proposicién 4.1.6, que
proporciona caracterizaciones algebraicas de la clase 7¢ en cuyo enuncia-
do tampoco aparece el operador conjugado. Ademd&s permitiré identificar
T< con los semigrupos estudiados en el Capitulo 5.

Proposicién 4.2.4. Sea T € L(X,Y). Son equivalentes:
(a) T es cotauberiano;
(b) siSe LY, W)yST eW,SeW;

(c) si F' es un subespacio cerrado de'Y y QpT € W, el cociente Y/ F
es reflexivo.
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Demostracion. (a) = (b) Supongamos T' € T4 X,Y), S € L(Y,W) y
ST € W. Entonces T*S* ¢ W y T* € 7. Por la Proposicién 4.1.6,
S* e W; luego S € W.

(b) = (c) Basta notar que el cociente Y/F' es reflexivo si y solo si

QrF € W.

(¢) = (a) Supongamos que 7' no es cotauberiano. Por el Teorema 4.2.3,
podemos encontrar un operador compacto K € L(X,Y) tal que el co-
ciente Y/R(T + K) no es reflexivo.

Denotemos F' := R(T + K). Tenemos que QrT = —QrK € W, pero
Y/F no es reflexivo. 0

4.3. Operadores tauberianos en L;(u)

En esta seccién, (£2, X, p) serd un espacio de medida finita sin 4tomos.
Podemos pensar que Q es el intervalo unidad (0,1) y p es la medida
de Lebesgue. Ademdas Lj(u) es el espacio de Banach de las funciones
integrables f: Q — R.

El conjunto 7 (Li(u),Y) tiene interés por dos motivos: porque sus
propiedades son similares a las de @4 (Li(u),Y); y porque 7 (Li(u),Y)
es, en general, mas grande que @4 (Li(n),Y).

Las buenas propiedades de 7 (L;i(u),Y’) se derivan de los siguientes
resultados:

(i) un subconjunto A de L;(u) es relativamente débilmente compacto
si y solo si es equi-integrable (véase [5, Theorem 5.2.9]); es decir,
si y solo si para todo € > 0 existe 6 > 0 de modo quesi f € Ay
Aex,

M(A)<5:>/A|f|du<€;

(ii) toda sucesién acotada en Li(u) tiene una subsucesion que puede
descomponerse como suma de una sucesién disjunta y una sucesién
débilmente convergente (véase [5, Lemma 5.2.8]).

La mayor parte de los resultados sobre 7 (L1(u),Y) que veremos en
esta secci6én fueron probados en [31].

Proposicién 4.3.1. Un operador T: Li(n) — Y es tauberiano si y
solo si N(T**) = N(T).



Semigrupos en espacios de Banach 61

Demostracion. Basta notar que las sucesiones débilmente de Cauchy en
L;(p) son débilmente convergentes [11, Proposition VI.2.6] y aplicar la
Proposicion 4.1.4. O

Una sucesién (fy,) en el espacio Li(u) se dice disjunta si fp, - frn =0
para m # n.
Teorema 4.3.1. Sea T' € L(L1(p),Y). Son equivalentes:

(a) T tauberiano;
(b) para toda sucesion normalizada y disjunta (f,) en Li(p),

liminf | Tf,|| > 0;
n

(c) existe r > 0 tal que si (fn) es una sucesion normalizada y disjunta
en Lu (),
liminf ||T f,|| > r.
n

Demostracion. Véase [36]. O

En la Seccién 4.1 mostramos que las componentes 7 (X,Y) no son
siempre conjuntos abiertos (Ejemplo 4.1.3). Veamos que si lo son en el
caso X = Li(p).

Para un operador T' € £L(L1(1),Y), denotamos
Br = Inf{lim inf || T(f,)||: (fn) C L1(p) normalizada y disjunta}.
n

Corolario 4.3.1. Sea T € L(Li(n),Y). Se verifica:

(i) T es tauberiano si y solo si fr > 0;

(ii) si T es tauberiano, S € L(L1(p),Y) y [|T — S|| < Br, S es taube-
Tiano.

Por tanto, T(Li(n),Y) es un subconjunto abierto de L(L1(u),Y).

Demostracion. (i) Es una consecuencia directa de la parte (c) del Teo-
rema 4.3.1.

(ii) Supongamos || — S|| = o < fr. Si (f,) es una sucesién norma-
lizada y disjunta (fy,) en Ly (), iminf, ||S(fn)|| > Br — « > 0, luego S
es un operador tauberiano.

Claramente, (ii) implica que 7 (L1(u),Y) es abierto. O
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Observacion 4.3.1. FEl espacio L1(u) contiene muchos subespacios re-
flexivos de dimension infinita.

De hecho, el espacio L1(0,1) contiene un subespacio E, isomorfo a
L,(0,1) para todo p € (1,2] (véase [61, Corollary 2.£.5]).

Ndtese que las aplicaciones cocientes de L1(0,1) sobre L1(0,1)/E, son
operadores tauberianos.

Fijado A € ¥ con p(A) > 0, denotamos por Li(A) al subespacio de
Li(p) de las funciones con soporte contenido en A:

Li(A):=={feLli(p): f=f-xah
donde xa es la funcién caracteristica del conjunto A.

Corolario 4.3.2. Sea T: L1(n) — Y wun operador tauberiano. Para
todo A € ¥ con u(A) > 0, existe Ay € 3 contenido en A con (A1) >0
de modo que la restriccion T|L1(A1) es un isomorfismo.

Demostracion. Supongamos que el resultado no es cierto. Entonces pode-
mos encontrar una sucesiéon (A,) de conjuntos medibles disjuntos con
1(Ap) > 0 tal que ninguna de las restricciones T, (o) es un iso-
morfismo. Luego podemos encontrar, para cada n € N, una funcién
fn € Li(Ay) tal que ||fnll = 1y IT(fn)]] < 1/n, lo que contradice el
Teorema 4.3.1. O

En el caso en que 2 = (0,1), con u la medida de Lebesgue, si A € X
con p(A) >0, L1(C) es isomorfo a L;(u). Luego aplicando el Corolario
4.3.2, deducimos ficilmente la siguiente caracterizaciéon de los espacios
Y para lo que existen operadores tauberianos de L;j(u) en Y.

Corolario 4.3.3. El conjunto 7 (L1(0,1),Y) es no vacio si y solo si Y
contiene un subspacio isomorfo a L1(0,1).

Ultrapotencias de operadores tauberianos en L;(u)

En esta seccién describiremos los operadores tauberianos T': Ly (u) —
Y mediante sus ultrapotencias. Denotaremos por 4 un ultrafiltro Ng-
incompleto sobre un conjunto infinito I.

Los siguientes resultados sobre la ultrapotencia L1 (u)g pueden encon-
trarse en [36]:
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Podemos construir una medida finita pg (la ultrapotencia de p) de
modo que el espacio Lj(uy) estd incluido en la ultrapotencia Lj(u)y
mediante un operador isométrico

S L(pg)) — La(p)se

Ademds, J,, (L1(py)) es un subespacio complementado de Lq(u)y. La
correspondiente proyeccién P, proporciona una descomposicién

Li(w)u = Juy (L1(pse)) @1 N(Pay).
Recordemos que los vectores f € Lj(u)g son de la forma f = [fj],
donde (f;)ier es una familia acotada en Li(u) que representa a f.
Los elementos de f € Li(u)y que pertenecen a J, (Ll(,uu)) 0 a

N(P,, ) se caracterizan del siguiente modo:

(i) fe Ju (Ll(ﬂu)) si y solo si f admite un representante (f;);er con
{fi : i € I} equi-integrable en Lq(u);

(ii) f € N(Pp,) siy solo si f admite un representante (f;)ic; para el
que limg p(supp f;) = 0.

Utilizando la representacion anterior, se prueba la siguiente caracteri-
zacion de los operadores tauberianos en términos de sus ultrapotencias.

Proposicién 4.3.2. Sea T € L(L1(p),Y). Son equivalentes:
(a) T es tauberiano;
(b) Tu|N(Pw) es un isomorfismo;
(c) TM|N(PM) es inyectivo;

(d) N(Ty) C Juy (L1(psg))-

Demostracion. Véase [36]. O
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Sobre los operadores en 7 (L;(u))

Hemos visto que, para algunos espacios de Banach Y, podemos en-
contrar operadores en 7 (Li(u),Y’) que no son upper semi-Fredholm. En
el caso Y = Lq(u), la existencia de estos operadores es un problema
abierto:

Problema 1. Sea T': Li(p) — L1(p) un operador tauberiano. jEs T'
upper semi-Fredholm?

Ambos conjuntos 7 (Li(p)) y @4+ (L1(p)) son abiertos en L£(Lq(p)) v
sus clases de perturbacién (Definicién 3.3.2) coinciden:

Po. (Li()) = PT(La(1)) = R(L+ (1))
Véase [36].

Los operadores upper semi-Fredholm tienen rango cerrado. Luego
podemos considerar un problema méas débil:

Problema 2. Sea T: Li(u) — Li(p) un operador tauberiano con
rango cerrado. ;Es T upper semi-Fredholm?

El dltimo problema es equivalente al siguiente:

Problema 2’. Sea R un subespacio reflexivo de dimensién infinita de
Li(p). (Puede ser el cociente Li(p)/R isomorfo a un subespacio de

Ly(p)?

Observacion 4.3.2. Ndtese que existe un subespacio Fy de L1(0,1) iso-
morfo a Uy tal que el cociente L1(0,1)/F» no es isomorfo a un subespacio
de L1(0,1). Véase [36].

La construccién del subespacio Fy anterior es muy intrincada. Intere-
saria saber que sucede para subespacios reflexivos mas naturales:

Problem 3. Sea Ry el subespacio cerrado de L1(0,1) generado por
las funciones de Rademacher. ;Es el cociente L;(0,1)/Ry isomorfo a un
subespacio de L;(0,1)?

En [36] se puede encontrar mas informacién sobre estos problemas.
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4.4. Operadores supertauberianos

En esta seccién estudiaremos la clase 7*P, formada por los operadores
T tales que Ty es tauberiano para todo ultrafiltro U, asi como la clase
(T d)"p . Veremos que coinciden respectivamente con las clases de los ope-
radores supertauberianos y cosupertauberianos, introducidas por Tacon
en [75,76] y estudiadas en [63] y [30].

Podemos resumir sus propiedades diciendo que son similares a las de
las clases 7 y 7%, pero con componentes abiertas y mejor comportamien-
to ante la dualidad.

No incluiremos las demostraciones, porque son técnicamente compli-
cadas. Pueden encontrarse en [30] o en [36].

Definicién 4.4.1. Decimos que un operador T € L(X,Y) es super-
tauberiano si para todo 0 < ¢ < 1, existen 6 > 0 y n € N para
los que no existe ninguna sucesion e-triangular finita {xp}7_, tal que
supy<j<n |1 T'(z)]| < 6.

El siguiente resultado incluye varias caracterizaciones de los operadores
supertauberianos, algunas de ellas en términos del ntcleo de las ultra-
potencias del operador.

Teorema 4.4.1. Sea T € L(X,Y) un operador y sea $ un ultrafiltro no
trivial en un conjunto I. Son equivalentes:

(a) T es supertauberiano;

(b) N(Ty) es superreflexivo;

(¢c) N(Ty) es reflexivo;
)

(d) existen nimeros reales 0 < e <1y d >0 y un enteron € N para

los que no existe ninguna sucesion e-triangular finita {xy}}_, tal
que supj<p<p [|T (k)| < 6;

(e) Ty es supertauberiano;
(f) Ty es tauberiano.
Veamos algunas consecuencias.

Corolario 4.4.1. Si T € L(X,Y) es supertauberiano, su nicleo N(T')
es superreflexivo.



66 Manuel Gonzélez

Corolario 4.4.2. El subconjunto de los operadores supertauberianos es
abierto en L(X,Y).

Corolario 4.4.3. La clase de los operadores supertauberianos coincide
con TP,

Proposicién 4.4.1. Un operador T € L(X,Y) es supertauberiano si y
solo si T** lo es.

Decimos que un operador K € L(X,Y) es superdébilmente compacto
si K € WP,
Notese que K = K“P; luego los operadores compactos son superdébil-

mente compactos.

Proposiciéon 4.4.2. La clase T"P es estable ante perturbacién por ope-
radores superdébilmente compactos.

Proposicién 4.4.3. Un operador T' € L(X,Y) con rango cerrado es
supertauberiano si y solo st N(T') es superreflexivo.

Veamos que los operadores supertauberianos admiten caracterizacion
perturbativa.

Teorema 4.4.2. Un operador T € L(X,Y) es supertauberiano si y solo
st para todo operador compacto K € L(X,Y), el nicleo N(T + K) es
superreflerivo.

El siguiente resultado presenta algunas caracterizaciones algebraicas
de los operadores supertauberianos.

Proposicién 4.4.4. Sea T € L(X,Y). Son equivalentes:

(a) T es supertauberiano;

(b) para todo espacio Z y todo operador A € L(Z,X), TA € W'
implica A € W'P;

(c) si E es un subespacio cerrado de X y T'|, € W"P, el espacio E es
superreflexivo.
De la Proposicién 4.4.4, se sigue la igualdad (W, )"? = (W"P),..
Veamos un caso en que los operadores tauberianos coinciden con los
supertauberianos.

Teorema 4.4.3. Sea 1 una medida finita. Un operador T € E(Ll(,u), Y)
es supertauberiano si y solo si es tauberiano.
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Operadores cosupertauberianos

A continuacién estudiaremos los operadores de las clase (7).

Definicién 4.4.2. Decimos que un operador T € L(X,Y) es cosuper-
tauberiano si 1™ es supertauberiano.

Por lo que hemos visto anteriormente, la clase de los operadores co-
supertauberianos coincide con (7).

No es dificil probar que
(T)" = (We)7)" = (W)4)".

Notemos que se verifica la siguiente versiéon del Teorema de Gant-
macher para ultrapotencias.

Proposicién 4.4.5. Un operador T € L(X,Y) es superdébilmente com-
pacto si y solo si T lo es.

Los siguientes resultados sobre la clase (7"P)¢ se pueden deducir por
dualidad de los vistos para 7“7,

Proposicién 4.4.6. Un operador T' € L(X,Y) con rango cerrado es
cosupertauberiano si y solo si Y/R(T) es superreflexivo.

Proposicion 4.4.7. El subconjunto de los operadores cosupertauberia-
nos es abierto en L(X,Y).

Teorema 4.4.4. Sea T € L(X,Y) un operador y sea h un ultrafiltro no
trivial en un conjunto I. Son equivalentes:

(a) T es cosupertauberiano;
(b) T*y es tauberiano;
d) Ty es tauberiano;

Ty es cosupertauberiano;

)
)
(¢) Tu* es supertauberiano;
()
)
f)

(e
(

Ty es cotauberiano.
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Corolario 4.4.4. Un operador T € L(X,Y) es cosupertauberiano si y
solo si T lo es.

Los operadores cosupertauberianos admiten caracterizacién en térmi-
nos del nicleo de las ultrapotencias de su conjugado.

Teorema 4.4.5. Sea T € L(X,Y) un operador y sea 3k un ultrafiltro no
trivial en un conjunto I. Son equivalentes:

(a) T es cosupertauberiano;
(b) N(Ty*) es super-reflexivo;
(c) N(Ty") es reflexivo;

(d) N(T*y) es reflexivo;

(e) N(T*y) es superreflexivo.

Sea U un ultrafiltro no trivial. Es bien conocido que la ultrapotencia
(X ™)y se identifica isométricamente con un subespacio cerrado de (Xg)*.
Ademds, la coincidencia de este subespacio con (X)* se produce si y
solo si X es superreflexivo. Por tanto, podemos considerar el operador
Ty* como una extensién de T*y, y el nicleo N (T*¢) como un subespacio
de N(Ty).

Proposicién 4.4.8. Un operador T € L(X,Y) es cosupertauberiano si
y solo st N(T*y) = N(Ty").

Proposicién 4.4.9. SiT € L(X,Y) es un operador cosupertauberiano y
K € L(X,Y) es superdébilmente compacto, T+ K es cosupertauberiano.

Los operadores cosupertauberianos admiten caracterizacion perturba-
tiva.

Teorema 4.4.6. Un operador T € L(X,Y) es cosupertauberiano siy so-
lo si, para todo operador compacto K € L(X,Y), el conicleoY/R(T + K)
es superreflexivo.

Veamos algunas caracterizaciones de tipo algebraico de los operadores
cosupertauberianos. Una de ellas permite identificar a la clase de los

operadores cosupertauberianos con uno de los semigrupos asociados al
ideal WP,
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Proposicién 4.4.10. Sea T € L(X,Y). Son equivalentes:
(a) T es cosupertauberiano;

(b) para todo espacio Z y todo operador A € L(Y,Z), AT € W'
implica A € WYP;

(c) si E es un subespacio cerrado deY y QT € W'P, el cociente Y/E
es superreflexivo.

Como consecuencia del Teorema 4.4.4 y la Proposicién 4.4.10, tenemos
(W4 P) T = (W) = (W)™
Las siguientes igualdades resumen algunos de los resultados anteriores:

(W) = (W)™ = (w-)=)? = (wr)_)".
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Capitulo 5

Semigrupos de operadores

En este capitulo introducimos el concepto abstracto de semigrupo de
operadores y estudiamos sus propiedades béasicas. Adem&ds mostramos
varios procedimientos para obtener semigrupos a partir de ideales de
operadores, describimos algunos conceptos asociados y presentamos ejem-
plos concretos de semigrupos de operadores; en particular, algunos aso-
ciados a los ideales de operadores K, W, R, C, WC y U.

5.1. Definiciones

Sean S € L(V,W) y T € L(X,Y) dos operadores. Denotamos por
S x T al operador

SxT:VxX—WxY
que lleva el vector (v,z) al vector (Sv,Tx).

Definicion 5.1.1. Decimos que una clase de operadores S es un semi-
grupo de operadores (o simplemente, un semigrupo) si verifica las condi-
ciones siguientes:

(i) la clase @ de los operadores de Fredholm estd contenida en S;
(i) si Se L(V,W)yT e L(X,Y), SxTeS siysolosiSTeS;

(i) s SeSY,Z2) yT € S(X,Y), ST e S(X,Z2).

71
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Observacion 5.1.1. Obviamente, utilizamos el término semigrupo por
la condicion (iii) en la Definicion 5.1.1.

Muchas veces utilizaremos el término semigrupo de operadores para
hacer énfasis en el paralelismo con los ideales de operadores de Pietsch
[70] y para evitar confusién con el uso del término semigrupo en otros
contextos.

Noétese que, si X es un espacio de Banach, la identidad Ix pertenece
a todos los semigrupos y Ox pertenece a todos los ideales.

Ejercicio 5.1.1. Las clases &, d_ y @ son semigrupos.
La clase @1+ no es un semigrupo.

Si S es una clase de operadores, S := {T' € L: T* € S} denota la
clase dual y 8 :={T € L£: T € S} la clase residual.

Proposicién 5.1.1. Si S es un semigrupo de operadores, también S y
S lo son.

Demostracion. Las clases S y S verifican las propiedades de la Defini-
cién 5.1.1 por lo siguiente:

(i) T € ® implica T*, T € ®;
(ii) podemos identificar (T'xU)* con T*xU* y (T'xU)° con T xU*;
(ifi) (ST)* = T*S* y (ST)e = §eoT.
O

Ejercicio 5.1.2. Si &1 y S son semigrupos, la clase Sy N S definida
por

(81 N 82)(X, Y) = Sl(X, Y) N SQ(X, Y)
es también un semigrupo.
Ejercicio 5.1.3. 5i S es un semigrupo,
Sp(S) ={X eB: 0x €S}

es un ideal de espacios.
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Los siguientes conceptos resultaran ttiles para clasificar los semigru-
pos de operadores.
Definicion 5.1.2. Sea § un semigrupo de operadores.
(i) S se dice left-stable si ST € S implica T € S;
(ii) S se dice right-stable si T'S € S implica T € S.

Veamos como las propiedades del semigrupo S se transmiten a S? y
S.

Proposicién 5.1.2. Sea & un semigrupo de operadores. Se verifica:
(i) si S es left-stable, S® es right-stable y S es left stable;
(ii) si S es right-stable, S es left-stable y S es right-stable.

Demostracion. (i) Sean S € L(X,Y) y T € L(Y,Z) tales que T'S € S%.
Entonces (T'S)* = S*T™* € S, y como S es left-stable, T* € §; luego
T € 8%, y queda probado que S? es right-stable.

De modo andlogo podemos probar que S es left-stable.

(ii) Similar a la prueba de (i). O
Definiciéon 5.1.3. Sea S un semigrupo de operadores.

(i) S se dice inyectivo si contiene la clase @ de los operadores upper
semi-Fredholm;

(ii) S se dice suprayectivo si contiene la clase _ de los operadores
lower semi-Fredholm.

El siguiente ejercicio es una aplicacién de las igualdades &_ = (&, )?
y Oi = (P-)"

Ejercicio 5.1.4. Sea S un semigrupo. Se verifica:
(i) si S es inyectivo, S es suprayectivo y S es inyectivo;
(ii) si S es suprayectivo, S¢ es inyectivo y S suprayectivo.

Los semigrupos mas interesantes verifican una de las propiedades in-
troducidas a continuacién.
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Definicion 5.1.4. Sea S un semigrupo de operadores.
(i) S se dice upper si es inyectivo y left-stable;
(ii) S se dice lower si es suprayectivo y right-stable.

No es dificil probar que un semigrupo inyectivo y right-stable es trivial.
Lo mismo sucede con un semigrupo suprayectivo y left-stable.

Proposicion 5.1.3. Sea S un semigrupo de operadores. Se verifica:
(i) si S es upper, ST es lower y S es upper;

(ii) si S es lower, S es upper y S es lower.

5.2. Semigrupos asociados a un ideal

Comenzamos introduciendo un procedimiento que asocia a cada ideal
de operadores A dos semigrupos A, y A_.

Definiciéon 5.2.1. Sea A un ideal de operadores. Definimos las clases
de operadores Ay y A_ como sigue:

(i) un operador T' € L(X,Y) pertenece a A si para todo espacio de
Banach Wy todo operador S € LIW,X), TS € A(W,Y) implica
S € A(W, X). Resumidamente:

Ay ={TeLl:SeLyTSe A= Sec A}

(ii) un operador T € L(X,Y) pertenece a A_ si para todo espacio de
Banach Z y todo operador S € L(Y,Z), ST € A implica S € A.
Resumidamente:

A ={TeLl:SeLySTe A= Sec A}

Proposiciéon 5.2.1. Sea A un ideal de operadores. Se verifica:
(i) las clases Ay y A_ son semigrupos de operadores.

(ii) Ay es left-stable y A_ es right-stable.
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Demostracion. (i) Es un ejercicio.

(ii) Para probar que A es left-stable, sean T € L(X,Y )y S € L(Y, Z)
operadores y supongamos que ST € A,.

Sea U € L(W, X) otro operador tal que TU € A. Se verifica STU €
AW, Z) y, por la definicién de A, U € A, lo que prueba que T' € Ay ;
por tanto A4 es left-stable.

De modo andlogo se prueba que A_ es right-stable. O

Ejercicio 5.2.1. Recordemos que K es el ideal de los operadores com-
pactos y W el de los operadores débilmente compactos.

Utilizando las caracterizaciones algebraicas de los semigrupos, com-
probar que

(i) Ky =@4 y Ko =9_;
(ii) Wy =T yW_ =74

Observacién 5.2.1. Podemos reformular la Definicion 2.1.3 diciendo
que un ideal de operadores A es inyectivo si y solo si para todo subespacio
cerrado M de un espacio de Banach, Jy; € A.

Andlogamente, A es suprayectivo si y solo si para todo subespacio
cerrado N de un espacio de Banach, Qn € A_.

La Observacién 5.2.1 serd crucial en la demostracién del siguiente
resultado.

Recordemos que, si T € £(X,Y), denotamos por T: X — m el
operador inducido por T

Proposicién 5.2.2. Sea A un ideal de operadores. Se verifica:
(i) A es inyectivo si y solo si Ay lo es;
(ii)) A es suprayectivo si y solo si A_ lo es.

Demostracion. (i) Supongamos que A es inyectivo. Como un operador
T € &, puede descomponerse como T = J, R(T)T, donde T € &(X, R(T)),
concluimos que T' € A,..

Para la implicacién inversa, basta tener en cuenta la Observacién 5.2.1
y el hecho de que Jy; € @, para todo subespacio cerrado M de un
espacio de Banach.

La demostracion es similar: si T € &_, podemos escribir T' = TQ N(T)
con T € &(X/N(T),Y). O
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Observacion 5.2.2. Como ambos ideales de operadores W y K son
inyectivos y suprayectivos, los semigrupos Wy y K4 son upper, mientras
que los semigrupos W_ y K_ son lower.

Similarmente, si A es uno de los ideales de operadores inyectivos R,
C, WC 6 U, el semigrupo A4 es upper mientras que A%_ es lower.

Observaciéon 5.2.3. Sea RN el ideal de los operadores de Radon-
Nikodym, que se introduce en la Definicion 6.5.6.

Los semigrupos RN 4 y RN_ fueron estudiados en [69] y en [37,38].
Se probd que RN_ admite una caracterizacion perturbativa similar a
la presentada en el Teorema 4.2.3 para los operadores cotauberianos.

Operadores invertibles médulo un ideal

Veamos otro procedimiento para asociar dos semigrupos a cada ideal
de operadores, investigado en [3]. El caso del ideal W fue considerado
previamente en [78].

Definicién 5.2.2. Sean A un ideal de operadores y T € L(X,Y).
(i) T € A; si existe A € L(Y,X) de modo que Ix — AT € A;
(ii) T € A, si existe B € L(Y,X) de modo que Iy —TB € A.

En otras palabras, A; es la clase de los operadores invertibles a izquier-
da, médulo A; v A, es la clase de los operadores invertibles a derecha,
moédulo A.

Proposiciéon 5.2.3. Sea A un ideal de operadores. Se verifica:

(i) la clase A; es un semigrupo de operadores left-stable contenido en

A-‘r 5

(ii) la clase A, es un semigrupo de operadores right-stable contenido

en A_.

Demostracion. La prueba de que A; es un semigrupo left-stable y A, es
un semigrupo right-stable queda como ejercicio.

Para probar las inclusiones, sean T' € A;(X,Y) vy S € L(W,X), v
supongamos que 7'S € A(W,Y'). Como existe A € L(Y, X) de modo que
Ix — AT € A, tenemos S — ATS € A; luego S € A, conlo que T € A,
y queda probada la inclusiéon A; C A..

La prueba de la inclusién A, C A_ es similar. ]



Semigrupos en espacios de Banach 7

Observacion 5.2.4. El semigrupo A; puede no ser inyectivo, aunque lo
sea el ideal A.

En efecto, para todo subespacio cerrado M de un espacio de Banach,
Ju € Ay. Sin embargo, Jyy € K si y solo si M es un subespacio
complementado. Esto dltimo se sigue de un resultado de Yood [79] que
caracteriza los operadores en K; como los operadores en ¢ con rango
complementado.

Andlogamente, el semigrupo A, puede no ser suprayectivo aunque lo
sea el ideal A: K, coincide con la clase de los operadores en ¢_ con
ntcleo complementado.

FEl siguiente resultado utiliza una construccién de Bourgain para pro-
bar que W, es una subclase propia de Wy.

Ejemplo 5.2.1. W, (¢1) ¢ W,(41).

Demostracion. Sea J: 1 — #1 un isomorfismo con rango no comple-
mentado (véase [15] para la existencia de J).

Tenemos J € K (¢1) \ K;(¢1). Pero como las sucesiones débilmente
convergentes en el espacio £1 son convergentes en norma, K(¢1) = W(¢1).
De aqui se siguen las igualdades K4 (1) = Wy (¢1) y Ki(41) = Wi(41).
Por tanto, J € W, (¢1) \ W,(¢1). O

Proposicién 5.2.4. Sea A un ideal de operadores y sea K € A(X,Y).
Se verifica:

(i) siT e A(X,Y), T+ K € A(X,Y);

(i) si S e A(X,)Y), S+ K € A.(X,Y).

Demostracion. Probaremos unicamente la parte (i). La prueba de (ii) es
analoga.

Supongamos T € A;(X,Y) y seleccionemos A € L(Y, X) de modo que
Ix — AT € A(X). Como AK € A, tenemos que

Ix—A(T+K):[X—AT—AKEA(X);
luego T+ K € A;. O

Decimos que un semigrupo de operadores S es abierto si S(X,Y) es
un subconjunto abierto de £(X,Y") para todo par de espacios de Banach
XeY.
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Proposicién 5.2.5. Si A es un ideal de operadores, los semigrupos A;
y A, son abiertos.

Demostracion. Supongamos T € A;(X,Y) y elijamos A € L(Y, X) de
modo que Ix — AT € A(X). Para ver que el semigrupo A; es abierto,
basta probar que si S € L(X,Y) y [|S]| < ||A||7}, tenemos T + S € A;.
En efecto, como ||AS|| < 1, el operador Ix + AS es invertible. Luego,
por la Proposicién 5.2.4, A(T+ S) = (Ix + AS) + K € A.
Ahora, como A; es left-stable, concluimos T'+ S € A;.

Un argumento similar prueba que A, es un semigrupo abierto. O

Observacién 5.2.5. Otro procedimiento general para definir semigru-
pos, utilizando clases de incomparabilidad de espacios de Banach, fue
investigado en [4].

Clases de perturbacion

En el Capitulo 3 estudiamos las clases de peturbacién para los opera-
dores semi-Fredholm. Aqui las estudiaremos en el caso més general de
los semigrupos de operadores.

Recordemos que si S es un semigrupo, su clase de perturbacién PS
queda determinada por sus componentes:

PS(X,)Y)={KeL(X,)Y): T+ K €S paratodoT € S(X,Y)},
donde X e Y son espacios de Banach para los que S(X,Y") # 0.
Obviamente, PS(X,Y’) es un subespacio de £L(X,Y).

Observacion 5.2.6. Para todo semigrupo S, las componentes S(X) son
no vacias, porque la identidad Ix pertenece a S(X).

No es dificil demostrar que PS(X) es un ideal bildtero del dlgebra
L(X) (véase [58]).

Los siguientes hechos muestran que no es 1til definir PS(X,Y’) como
L(X,Y) cuando la componente S(X,Y") es el conjunto vacio:

(i) Los conjuntos PP, (X,Y)y PP_(X,Y) estdn siempre contenidos
en In(X,Y), los operadores inesenciales [58].
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(ii) Para 1 < p < o0, p # 2, &4(Ly(0,1),4,) y P_(¢p, L,y(0,1)) son
vacios porque L,(0,1) tiene subespacios complementados isomor-
fos a 3. Sin embargo, Zn(L,(0,1),¢,) # L(L,(0,1),¢,) porque el
espacio Ly(0,1) tiene subespacios complementados isomorfos a £,,.

Observacién 5.2.7. No hay buenas caracterizaciones para las clases de
perturbacion de Ay y A_, ni siquiera en el caso A = K [25], pero si las
hay para algunas de sus componentes.

Por ejemplo, cuando la clase PW,(L1(p),Y) estd definida, coincide
con R(L1(n),Y), los operadores débilmente precompactos de Li(p) en
el espacio Y .

Veamos que las clases de perturbacién de A; y A, admiten una buena
descripcién.

Definicién 5.2.3. Sea A un ideal de operadores. Su radical A™¢ es la
clase de operadores cuyas componentes son

A(X V) :={K e L(X,Y): VS e L(Y,X), U e L(X),
de modo que Ix —U(Ix — SK) € A}.

Observacién 5.2.8. Para todo ideal de operadores A, la clase A™ es
un ideal de operadores cerrado que contiene A [70].

Observacion 5.2.9. En la Definicion 5.2.3, la expresion
Ix—U(IX—SK)G.A
puede ser reemplazada por Ix — (Ix — SK)U € A.

Demostracion. Sea K € A"y denotemos L := Ix — U(Ix—-SK) e A
Como Ix — Ly = U(Ix — SK), tenemos Ix — U € A™d. Luego existe
W e L£(X) de modo que Ix — WU € A, con lo que

(Ix — SK)U = WU(Ix — SK)U — Ly
=W(Ix — L\)U — Ly = Ix — Ls,

donde Lo, L3 € A; por tanto Ix — (Ix — SK)U € A.

La demostracion de la otra implicacién es similar. O
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Los semigrupos A; y A, permiten dar descripciones de A4 més sim-
ples que la propia Definicién 5.2.3.

Proposicién 5.2.6. Sea A un ideal de operadores. Para un operador
T € L(X,Y), son equivalentes:

(a) T € A*(X,Y);
(

b) para todo S € L(Y,X), Ix — ST € A(X);

d) para todo S € L(Y,

)
) (¥, X)
(c) para todo S € L(Y,X), Iy = TS € 4(Y);
(d) (Y, X), Ix — ST € A, (X);
) (¥, X)

(e) para todo S € L(Y,X), Ix =TS € A.(Y).

Demostracion. (a)=-(b) Supongamos T € A4(X,Y). Si S € L(Y,X)
seleccionamos U € L(X) tal que Ky :=Ix — U(Ix — ST) € A.

Como U(Ix — ST) = Ix — K1 € A; y el semigrupo A; es left-stable,
concluimos Ix — ST € A;.

(a)<(b) Si Ix — ST € A; para todo S € L(Y, X), cualquier inverso
a izquierdas médulo A de Ix — ST puede jugar el papel de U en la
Definicién 5.2.3.

La demostracion de (a)<(d) es similar, teniendo en cuenta la Obser-
vacion 5.2.9.

Las equivalencias (b)<(c) y (d)<(e) pueden probarse utilizando el
siguiente argumento: si U € L£(X) es inverso a izquierdas (respectiva-
mente, a derechas) de Ix —ST mdédulo A, es facil comprobar que el ope-
rador Iy +TUS es un inverso a izquierdas (respectivamente, a derechas)
de Iy — T'S médulo A. O

Veamos como el concepto de radical nos permite describir las clases
de perturbacion de los semigrupos A; y A,.

Teorema 5.2.1. Sea A un ideal de operadores. Denotemos por S uno
de los semigrupos A;, A, o AN A, y supongamos que S(X,Y) es no
vacio. Se verifica PS(X,Y) = A™(X,Y).

Demostracion. Haremos la demostracién en el caso S = A;. La de los
otros casos es similar.
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Supongamos que K € A™Y(X,Y) y T € A/(X,Y). Seleccionemos
Ae L(Y,X) tal que

Dy =1Ix — AT € .A(X)
Para el operador —A € £(Y, X), la definicién de .44 proporciona otro

operador U € L£(X) de modo que Dy := Ix —U(Ix + AK) € A. Como
A C PA;, tenemos que

UAT+K)=U(Ix — D1+ AK) =Ix — Dy —UD; € A,.

Luego T + K € A;, y queda probado que A™4(X,Y) C PA(X,Y).

Para probar la inclusion inversa, primero mostraremos que
KePA(X)Y) y Ac L(Y)= AK € PA(X,Y). (5.1)

En efecto, como A € L(Y') puede escribirse como suma de dos operadores
invertibles, basta hacer la prueba en el caso en que A es invertible. En
ese caso, A~'U € A; para todo U € A;(X,Y). Luego

U+ AK = A(A'U + K) € A,

y concluimos que AK € PA;,.

Sea K € L(X,Y) y supongamos que K ¢ A™ Por la Proposi-
ci6én 5.2.6, existe A € L(Y, X)) tal que Ix — AK ¢ A;(X).

Sea U € A;(X,Y). Se verifica

U(lx — AK) =U — UAK ¢ A(X,Y);

luego UAK ¢ PA;, y la Ecuacién (5.1) implica K ¢ PA;(X). O

Observacion 5.2.10. Como @ = K; N K., se sigue del Teorema 5.2.1
que el radical K™ del ideal de los operadores compactos coincide con la
clase In de los operadores inesenciales. En particular, éste es un modo
de probar que el ideal In es cerrado.
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5.3. Semigrupos asociados a R, C, WC y U

Inspirados por los resultados sobre operadores semi-Fredholm y taube-
rianos, varios autores (véase [14], [33], [39], [40], [41], [49] [62]) estudiaron
algunas clases de operadores similares que admiten caracterizaciones en
términos de sucesiones.

Para cada uno de los ideales de operadores R, C, WC y U, se in-
trodujeron dos clases, una con propiedades similares a 7 y otra con
propiedades similares a 7% Més tarde se comprobé que eran casos par-
ticulares de semigrupos asociados a ideales de operadores.

En esta seccién presentaremos las clases asociadas a estos ideales me-
diante la definicién original, pero utilizando notaciones que son compa-
tibles con las que les corresponde como semigrupos asociados a ideales
de operadores.

Estos semigrupos admiten caracterizaciones algebraicas y perturbati-
vas similares a las de 7 y T¢.

Recordemos que 7 = W,. Comenzamos con las clases similares a la
de los operadores tauberianos.

Definicion 5.3.1. Las clases Ry, Cy, WC1 y Us se definen del modo
siguiente. Sea T € L(X,Y).

(1) T € Ry si una sucesion acotada (x,,) en X tiene una subsucesion
débilmente de Cauchy, cuando (Tx,) es débilmente de Cauchy en
el espacio Y ;

(i) T € C4+ si una sucesion débilmente de Cauchy (z,) en X es con-
vergente, cuando (Tx,) es convergente en'Y;

1i) T € WCL si una sucesion débilmente de Cauchy (x,) en X es
+
débilmente convergente, cuando (Tx,) es débilmente convergente

enY,

(iv) T € Uy st una serie w.u.C. Y 7 |z, en X es incondicionalmente

convergente, cuando 220:1 Tz, esincondicionalmente convergente
enY.

En la Proposicién 5.3.4 comprobaremos que las clases introducidas en
la Definicién 5.3.1 coinciden con las clases A asociadas en la Defini-
cién 5.2.1 a los ideales de operadores R, C, WC y U.
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Introducimos clases similares a la de los operadores cotauberianos por
dualidad: Si A es una de las clases R, C, WC 6 U, consideraremos la
clase

A+d2:{T€£Z T*€A+}.

Las siguientes dos proposiciones incluyen las propiedades béasicas de
las clases A, v A% que acabamos de introducir. Su demostracién es un
ejercicio.

Proposicién 5.3.1. Sea A uno de los ideales de operadores R, C, WC
6 U y sean operadores S € L(Y,Z) yT € L(X,Y).

(i) S,Te Ay = ST € A;.
(ii) STe Ay =T € Ay
(i) S,T € Ay? = ST € A%
(iv) STe A= Se A,

Proposiciéon 5.3.2. Sea A uno de los ideales de operadores R, C, WC
6 U y sean operadores T, K € L(X,Y).

(i) Te Ay = N(T) € Sp(A).

(i) Te Ay, Ke A=T+Ke Ay.
(iii) T € Ay? = Y/R(T) € Sp(A)?.

(iv) Te ALY Ke Al=T+Ke Al

Los operadores en Ay 6 A% con rango cerrado admiten la siguiente
caracterizacién, que debe compararse con la parte (ii) del Teorema 4.1.1
y la Proposicion 4.2.3.

Proposicién 5.3.3. Sea A uno de los ideales de operadores R, C, WC
oU yseaT € L(X,Y) un operador con rango cerrado. Se verifica:

(i) T € Ay si y solo si N(T) € Sp(A).

(ii) T € A2 siy solo si Y/R(T) € Sp(A)“.
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Demostracion. Una de las direcciones de ambas implicaciones fue proba-
da en la Proposicién 5.3.2. Queda probar la otra.

(i) Suponemos R(T) cerrado y N(T') € Sp(A).

Caso A = R: Supongamos que T ¢ R . Entonces existe una sucesién
acotada sin subsucesiones débilmente de Cauchy (z,,) en X tal que (T'zy,)
es débilmente de Cauchy. Por el Teorema de Rosenthal, podemos suponer
que (x,) es equivalente a la base (e,,) de ¢;.

Nétese que (T'zoy, — Txa,—1) converge débilmente a 0; luego podemos
encontrar una sucesion (y,) formada por combinaciones convexas suce-
sivas de (2, — x2n—1) tal que T'(y,) converge a 0. Es fécil ver que (y,)
es equivalente a la base (e;,) de ¢;.

Como R(T) es cerrado, existe C' > 0 tal que

|Tz|| > Cdist (z,N(T))
para todo z € X; por tanto

lim dist (y,, N(T)) = 0.

n—oo
De aqui se sigue que N(T') contiene una sucesién equivalente a la base
(en) de £71; en contradiccién con la hipétesis.

Caso A = C: Si (x,) es una sucesién débilmente de Cauchy en X y
(T'xy,) es convergente, como R(T') es cerrado, (Tx,) converge a T'x para
algin z € X. Como en el caso anterior, del hecho de que (T'z, — T'z)
converge a 0 deducimos que

lim dist(x,, — 2z, N(T)) = 0.
n—oo
Luego podemos encontrar una sucesiéon acotada (y,) en N(T') que veri-

fica
lim ||y, — x, — || = 0.
n—oo

Como las sucesiones débilmente de Cauchy en N(7T') son convergentes,
concluimos que (z,) es convergente en X; luego T' € C;..

Caso A = WC: Supongamos que (x,) es una sucesién débilmente de
Cauchy en X tal que (Tx,) es débilmente convergente. Como R(T) es
cerrado, (Tx,) converge débilmente a T'z para algin x € X.
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Un argumento similar al del caso A = C nos permite concluir que
T e WC.g.

Caso A = U: Supongamos que T ¢ U, . Luego podemos encontrar
una serie w.u.C., no incondicionalmente convergente » 7, z,, en X, de
oo . o .
modo que ) >° , Tz, es incondicionalmente convergente.
Reordenando la serie, podemos suponer que » >, &, Nno es conver-
gente. Entonces podemos encontrar 1 < k1 < my < ko < mo < --- en

N, de modo que los vectores
Yn i=Th, + Thyt1 + o+ T, (R EN)

verifican inf, ey ||yn| > 0.

Nétese que > > |y, es una serie w.u.C. y que Y 7, Ty, es incondi-
cionalmente convergente. Por el Corolario 1.2.1, (y,) tiene una subsuce-
sién bésica (z,) que, por la Proposicién 1.2.2, es equivalente a la base
(en) de co.

Como (Tyy) converge a 0 y R(T) es cerrado, dist(y,, N(T)) — 0.
Luego concluimos que N(T') contiene una sucesién equivalente a la base
(en) de ¢, en contradiccién con la hipétesis.

(ii) Como podemos identificar (Y/R(T))* con N(T%), se sigue de la
parte (i) por dualidad. O

Observacion 5.3.1. Sea A uno de los ideales de operadores R, C, WC
0 U. En todos los casos podemos encontrar ejemplos que muestran que,
en general,

TeA, AT A

En otras palabras, T** € Ay implicaT € Ay, pero la implicacion inversa
no es vdlida.

En efecto, si A es uno de esos cuatro ideales de operadores, podemos
encontra un espacio de Banach X con un subespacio cerrado E tal que
E € Sp(A), pero E** ¢ Sp(A). Luego, por la Proposicién 5.3.3, el
operador cociente Qp: X — X/FE verifica Qr € A4, pero Q3 ¢ AL

Lo mismo sucedia con el semigrupo de los operadores tauberianos Wo.,
pero en este caso el contraejemplo es mds dificil de encontrar (véase el
Teorema 4.2.2), porque Sp(W) es la clase de los espacios reflexivos y si
E es reflexivo, también lo es E**.
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Veamos que las clases A, y A% admiten una caracterizacién pertur-
bativa.

Teorema 5.3.1. Sea A uno de los ideales de operadores R, C, WC ¢ U.
SiT e L(X,Y), se verifica:

(i) T € Ay siy solo si N(T + K) € Sp(A) para todo operador com-
pacto K € L(X,Y);

(i) T € A+ si y solo si Y/R(T + K) € Sp(A)? para todo operador
compacto K € L(X,Y).

Demostracion. Como la clase de los operadores compactos estd conteni-
da en Ay en A? para los ideales de operadores A que consideramos, las
implicaciones directas se siguen de la Proposicién 5.3.2.

Para probar las implicaciones inversas en el caso (i), supongamos que
T ¢ A,. Para cada A probaremos que existen sucesiones acotadas (z,,)
en X y (fn) en X* de modo que

1. (fi,x;) = dij, para todo i,j € N;
2. span{x, : n € N} ¢ Sp(A);
3. (T'zy) converge a un vector y € Y

43S 1l 1Tz, =yl < oo

Entonces, la expresion

o

K(z):= Z(fn,:c>(y —Tx,); ze€X

n=1

define un operador nuclear K € £(X,Y) tal que (T + K)z, = y para
todo n. De aqui se sigue que N (T + K) contiene un subespacio cerrado
de codimensién 1 en span{z, : n € N}; luego N(T' + K) ¢ Sp(A).

Caso A =TR: Como T ¢ R, podemos encontrar una sucesién acota-
da sin subsucesiones débilmente de Cauchy (z,) en X tal que (T'z,) es
débilmente de Cauchy. Por el Teorema de Rosenthal, podemos suponer
que (x,) es equivalente a la base (e,,) de ¢;.

Tomando ¥y, := 22, — 22,1, la sucesién (y,) es equivalente a la base
(en) de €1y (Tyn) converge débilmente a 0. Como otras veces, podemos
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encontrar una sucesién (x,) formada por conbinaciones convexas suce-
sivas de (yn), de modo que (x,) es equivalente a la base (e,) de ¢; y
(T'xy,) converge a 0. Como (z,,) es una sucesién bésica, la sucesién (fy,)
existe. Luego (xy,) y (fn) satisfacen las condiciones 1, 2 y 3. Pasando a
una subsucesion si es necesario, también se satisface 4.

Caso A = C: Como T ¢ Cg4, existe una sucesion débilmente de
Cauchy, sin subsucesiones convergentes (z,) en X tal que (T'z,) con-
verge a un vector z € Y. Por el Criterio de Kadec-Pelczynski, pasando
a una subsucesiéon podemos suponer que (z,) es una sucesién bésica. La
demostracién contintia de modo similar al caso 4 = R.

Caso A = WC: Como T ¢ WC,, existe una sucesién débilmente
de Cauchy, sin subsucesiones débilmente convergentes (z,) en X tal que
(T'z,) converge débilmente a un vector z € Y. La demostracién continia
de modo similar al caso A = R.

Caso A = U: Como T ¢ U, procediendo como hicimos en el caso
A = U de la demostracién de la Proposicién 5.3.3, podemos encontrar
una sucesion (z,) en X equivalente a la base (e,,) de cg tal que Y7 Tz,
es incondicionalmente convergente. Nétese que (T'x,) converge a 0. La
demostracién continia de modo similar al caso A = R.

Para probar las implicaciones inversas en el caso (ii), supongamos que
T ¢ A4 luego T ¢ Ay (Y*, X*).

Procediendo como en las correspondientes implicaciones de la parte
(i), podemos encontrar sucesiones acotadas (g,) en Y* y (G,) en Y**
verificando 1, 2, 3 y 4. En particular, (7%*g,,) converge a un vector g € Y*
y se verifica

[e.e]
D NGl g = gl < oo

n=1
Ademas, aplicando el Lema 4.2.1, podemos suponer G,, = y, € Y
para todo n € N. Por tanto,

o0

K(z):= Z(g —T*gn, )y, x€X

n=1

define un operador nuclear K € £(X,Y) tal que (T + K*)g, = g para

todo n.
Entonces N(T*+K*) ¢ Sp(A); por tanto Y/R(T + K) ¢ Sp(A)?. O
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A continuacion, como aplicaciéon del Teorema 5.3.1, presentaremos
caracterizaciones algebraicas de las clases Ay y A%

Proposiciéon 5.3.4. Sea A uno de los ideales de operadores R, C, WC
oU. SiT e L(X,Y), se verifica:

(i) T € Ay si y solo si, para todo espacio de Banach Z y todo A €
L(Z,X), TA€e A implica A € A.

(ii) T € A9 siy solo si, para todo espacio de Banach Z y todo B €
L(Y,Z), BT € A% implica B € A,

Demostracion. (i) La implicacién directa es similar a la del resultados
correspondiente para W.,. Consiste en aprovechar las caracterizaciones
sucesionales de las clases Ay A;.

Para las implicaciones inversas, supongamos que 7' ¢ A . Por el Teo-
rema 5.3.1, existe un operador compacto K € L£(X,Y) de modo que
N(T+ K) ¢ Sp(A).

Tomando como operador A la inclusion de N(T'+ K) en X, T A es
compacto; luego T'A € A; sin embargo A ¢ A.

(ii) La implicacién directa se obtiene a partir de (i), por dualidad.

Por otro lado, si T' ¢ A+d, el Teorema 5.3.1 implica la existencia de
un operador compacto K € £(X,Y) tal que Y/R(T + K) ¢ Sp(A)°.

Tomando como operador B la aplicaciéon cociente del espacio Y so-
bre Y/R(T + K), se verifica que BT es compacto; luego BT € A%; sin
embargo B ¢ A% O

Observacién 5.3.2. Sea A uno de los ideales R, C, WC ¢ U.

(i) La parte (i) de la Proposicion 5.3.4 nos dice que la clase Ay in-
troducida en esta seccion coincide con la clase Ay asociada a A
en la Definicion 5.2.1.

(ii) La parte (ii) de la Proposicion 5.3.4 nos dice que la clase AL ®
introducida en esta seccion coincide con la clase A%_ asociada a
A% en la Definicion 5.2.1.
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Otros resultados sobre semigrupos de operadores

En esta secciéon describiremos brevemente algunos resultados rela-
cionados con semigrupos de operadores que no encajan en las secciones
anteriores del capitulo.

Operadores fuertemente tauberianos. No es dificil comprobar que
la clase de operadores 7%, definida por

T°:={T € L: T es un isomorfismo}

es un semigrupo de operadores.

Estos operadores fueron investigados en [72] por Rosenthal, que les
denominé strongly tauberian operators.

No es dificil probar que

(T%)? = {T € L : T suprayectivo},

y que las componentes del semigrupo 7°(X,Y’) son subconjuntos abier-
tos de L(X,Y).

Ultrapotencias de R4 y Uy. En [34] se estudiaron las clases (A4 )"P
y (.Ad_)“p , con A uno de los ideales de operadores R 6 U.

Los ideales R"P y U"P son las versiones locales de R y U. En particular,
Sp(R"P) es la clase de los espacios de Banach en que ¢; no es finitamente
representable, y Sp(U"P) es la clase de los espacios de Banach en que ¢
no es finitamente representable.

Se verifica T' € (R4)"P si y solo si las ultrapotencias Ty pertenecen a
R4, y un resultado anédlogo para (U )"P.

En general, se obtuvieron resultados similares a los presentados en la
seccién 4.4 para W4)"P y (W_)"P, incluyendo caracterizaciones alge-
braicas y perturbativas.

Representabilidad finita de operadores. En la Seccién 1.3 introdu-
jimos el concepto de representabilidad finita de un espacio de Banach en
otro. Existen varios conceptos de representabilidad finita de un operador
en otro, aunque todos ellos coinciden con la representabilidad finita de
espacios al aplicarlos a identidades de espacios de Banach.
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Uno de estos conceptos, denominado local supportability, tiene buenas
propiedades para los semigrupos. Por ejemplo, en [64] se prueba que el
operador residuo T° es localmente soportable en T. Como consecuencia
prueban el siguiente resultado:

Proposicion 5.3.5. Sea S un semigrupo que es upper o lower y verifica
S C §Y. Si un operador T € L(X,Y) pertenece a S, T** y T también
pertenecen.

Ademads, en [65] se prueba que el operador (Ty)* es localmente so-
portable en (7).



Capitulo 6

Factorizacion de operadores

En este capitulo presentaremos una versién refinada de la factorizacion
DFJP para operadores y algunas de sus variantes. Entre otras cosas,
estos métodos de factorizacién permiten obtener ejemplos de operadores
tauberianos y cotauberianos.

Ademads describiremos una factorizacién uniforme para subconjuntos
compactos de operadores y estudiaremos clases de funciones holomorfas
que pueden caracterizarse en términos de factorizacion a través de un
operador perteneciente a un ideal de operadores.

6.1. La factorizacion DFJP

Davis, Figiel, Johnson y Pelczyiiski obtuvieron en [17] una factori-
zacién de operadores que se ha convertido en una herramienta funda-
mental en la teoria de espacios de Banach. A continuacién enunciamos
el resultado original.

Teorema 6.1.1 (factorizacién DFJP). Para todo operadorT € L(X,Y)
existe un espacio de Banach F y operadores A € L(X,F) yj€ L(F,Y)
de modo que j es tauberiano yT = jA.

La demostracién puede encontrarse en [17, Lemma 1, Corollary 1] y
en algunos textos como [19].

El siguiente resultado, obtenido en [24], proporciona una versién refi-
nada de la factorizacién DFJP (véase la Observacién 6.1.1) y tiene un
buen comportamiento ante la dualidad.

91
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Teorema 6.1.2 (descomposicién tauberiana). Para todo T € L(X,Y)
existen espacios de Banach E y F, y operadores k € L(X,FE), U €
L(E,F) yj€L(F,Y) de modo que k es cotauberiano con rango denso,
j es tauberiano e inyectivo, U es un isomorfismo biyectivo y T = jUk.

X L Y
f| l
E U F

Demostracion. Para construir los espacios E y F, consideramos dos
sucesiones de normas (p/f)nen en X y (¢7)nen €n Y que son equiva-
lentes a la norma inicial en cada espacio:

pr(x) = 2"Te| + 27" zfl; =€ X;

¢t(y):=imf{s >0:y€es(2"T(Bx)+2 "By)}; yeY.
Claramente 27"||z|| < pp(z) < (2™|T|| + 1)||z|| para todo z € X.
Ademés, (2" Tl + 1)~ |yl < ¢7(y) < 2" ||yl para todo y € V"

Denotamos X, al espacio X dotado de la norma pl.(-) e Y}, al espacio
Y dotado de la norma ¢7(-). Claramente

B = () € X 1wl = (Lpie?) <o)

es un espacio de Banach.
De la misma forma podemos definir ¢2(Y},).

Dividiremos la construccién de los espacios E'y F'y de los operadores
7, U y k en varios pasos:

Paso 1: Para cada (z,) € f2(Xy), la serie > ;2 Tz, es absolutamente
convergente en Y.

En efecto, de la definicién de la norma en ¢5(X,,) se sigue que

|Tz|| <27%||(zn)|| para todo k € N;
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luego > 72, [|[Txk|| < oo. Por tanto,

Np = {(xn ) € la(X ZTxk = 0}

es un subespacio cerrado de f2(X,,).

Paso 2: Definimos el espacio E' como el cociente ¢5(X,,) /Nt y el operador
k: X — E mediante

k(z) := (x,0,0,0,...) + Ny para todo z € X.
Claramente, k € L(X, E). Ademés, en el Paso 7 mostraremos que k*
es inyectivo; luego k tiene rango denso.

Paso 3: Definimos el espacio F' como el subespacio diagonal
{(yn) € €2(Yy) : yn = y1 para todo n € N}

de 05(Y,,) y el operador j: FF — Y mediante

i, y,y,...) =y paratodo (y,y,y,...) € F.

Obviamente, j € L(F,Y) y es inyectivo.
La parte técnicamente més complicada de la demostracién esta en el
siguiente paso.

Paso 4: La aplicacién U: E — F definida mediante

U((xn +NT (ZTxk,ZTIk,ZTxk,...>; (a:n) Efg(Xn)

es un isomorfismo biyectivo de E en F.

Veamos primero que U estd bien definido. Si (z,,) € ¢2(X,,), para cada
m € N denotamos

m o0
Cm 1= H2_m2:z:kH y  dpy = HQm Z T{L‘kH

k=1 k=m+1

Reescribiendo ¢, en la forma ¢, = || > 7= 01 2-ko=(m=k)g .|, obte-
nemos
o0

(ici)l/z <> 7 (ZIB wn\l) < 2l|(x)]-

n=1 k=0
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Ademds, reescribiendo dy,, en la forma dp, = || Y00, 27F2m R T, ]
obtenemos

(T @) <32 (3 12rraal?) < .
k=1 n=1

Observemos que Y ;- x € 2™ ¢y Bx; luego Y - Tz, € 2™ e, T(Bx),
y similarmente, > ;2 . Ty € 27™d,, By. Por tanto

oo
qr_,’?(z Txn) < méx{cm,dn} para todo m;
n=1

luego N N
(e (X)) 2@l
n=1 n=1

y concluimos que U € L(E, F') con |U]| < 2.

Claramente U es inyectivo. Queda probar que es suprayectivo.
Sea (y,v,9y,...) € F. Para todo £ > 0 tenemos

y € (1+¢)gi(y) (2"T(Bx) +2"By) .

Luego podemos escribir y = T'up, + v, con |luy| < 2"(1 + €)d}(y) ¥y
[on]l < 277(1 + €)az(y)-

Como q%(y)TO, la sucesién (T'u,,) converge a y. Tomemos x1 := uy
Y T = Up — Up_1 para n > 1. Obviamente la serie ZZOZI Tx, converge

ay.
Noétese que 27"z, || < 2(1+€)¢}(y) v, para todo n > 1,

2| Tl < 2"[vn-1 = vall < 3(1 +€)g7(y)-

Por ello,
1/2

(ip%(xn)z) 2 <4(1+¢) ( i q%(y)2> :
n=1 n=1

luego (zn) € £2(Xy) y U((zn) + Nr) = (¥,9,y,...). Concluimos que U
es biyectivo y continuo; luego es un isomorfismo por el teorema de la
aplicacion abierta.
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Paso 5: El operador j es tauberiano y T' = jUk.

La igualdad T' = jUEk es consecuencia inmediata de las definiciones.
Para ver que j es tauberiano, notemos que podemos identificar ¢5(Y;,)**
con lo(Y,*) y F** con el subespacio diagonal

{(wn) € L2(Y,7*) : wp = wy for all n}
de lo(Y,**). Con estas identificaciones, j** viene dado por
J M (w,w,w,...):=w, paratodo (w,w,w,...) € F*,

de donde resulta evidente que j es un operador tauberiano.

Queda probar que k es cotauberiano. Para hacerlo, necesitamos una
descripcién de los espacios duales de X, e Y,,.

Consideramos las sucesiones de normas (p7. )nen en Y™ y (g7« )nen en
X* asociadas al operador conjugado T € L(Y™, X*):

pr-(g) = 2" [T gl +27"(|gll g€Y™

¢t (f) :=inf {s >0: f €s(2"T*(By-)+2 "Bx-)} feX"

Paso 6: Podemos identificar isométricamente X7 con (X*,¢%. (1)) e Y,
con (Y™, pip. (+))-

En efecto, denotemos por Z el espacio producto X X Y con la norma
|(z,v)| :== ||z]] + ||ly|| y consideremos el operador auxiliar S € L(X, Z)
definido por Sz := (27 "z, 2"Tx).

El operador conjugado S* € £(Z*, X*) viene dado por

S*(f,g)=2""f+2"T*g (f,9) € X*xY™

Ademés, observemos que la bola unidad de X,, coincide con S~1(By);
luego la bola unidad de X es
{feX™:|f(x)] <1, Ve e ST (Bz)} = S*(Bz-)
=2nT* (By*) + Q_an*,
que es la bola unidad de (X*, ¢ (+)); luego X} = (X*, ¢} (+)).

La identificacién Y,y = (Y*,p%.(-)) se puede comprobar de manera
analoga.
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Paso 7: El operador k es cotauberiano.

Noétese que podemos identificar E* con

{(fn) € t2(X7) : fn = f1 para todo n},

el subespacio diagonal de ¢2(X ). Veamos que, con esta identificacion,
el operador £* viene dado por

k*(f7f’f7):f7 (f>f7f7'-')€X*-

En efecto, como E = ¢5(X,,)/Nr, podemos identificar su dual E* con
el anulador Ni en f2(X}), y no es dificil comprobar que este anulador
coincide con el subespacio diagonal de f2(X}).

Noétese que el operador k* tiene la misma forma que el operador j.
Luego el mismo argumento que muestra que j es tauberiano sirve para
probar que k* es tauberiano; luego k cotauberiano. O

A continuacién veremos que el Teorema 6.1.2 y las propiedades basicas
de los operadores tauberianos y cotauberianos permiten dar una prueba
breve del principal resultado de [17].

Corolario 6.1.1. Un operador T € L(X,Y) es débilmente compacto si
y sélo si factoriza a través de un espacio de Banach reflexivo.

Demostracion. Supongamos que T es débilmente compacto (T° € W).
Sea T = jUk la descomposiciéon tauberiana obtenida en el Teorema
6.1.2. Como j es tauberiano, k es cotauberiano y U es un isomorfismo,
obtenemos las siguientes implicaciones:

Uk eW=UkeW=UecW= FEyF reflexivos.

La implicacién inversa es trivial. O

Observacion 6.1.1. Si T = jUk es la descomposicion tauberiana del
operador T, A = Uk y j proporcionan la factorizacion DFJP de T
obtenida en el Teorema 6.1.1.

Algunas versiones de la construccién de la factorizacién DFJP parten
de un subconjunto absolutamente convexo y acotado K en un espacio
de Banach Y.
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Denotando ¢y, (-) el calibre del conjunto 2" K + 27" By; es decir,
qn(y) :==mf{t >0: y € t(2"K + 27" By)},

obtienen una norma equivalente en Y para cada n € N. Entonces, deno-
tando Y, := (Y, qn(+)), definen un espacio de Banach Ex mediante

Ex = {y eY: iqn(y)2 < oo}.
n=1

Argumentos similares a los de la demostracién del Teorema 6.1.2 prueban
que la inclusiéon de Ex en Y es un operador tauberiano.

No es dificil ver que podemos identificar Ex con el subespacio diagonal
de ¢5(Y,), v asi obtener esta construccién como caso particular de la del
Teorema 6.1.1.

En efecto, tomando una familia {y;: i € I} que sea un subconjunto
denso de K, la expresion

T (ai)icr = Y aith

i€l

define un operador T : £1(I) — Y tal que Tk (By, (1)) = K, vy el espa-
cio Fx y la inclusién tauberiana de Ex en Y coinciden con el espacio
intermedio y el factor tauberiano de la factorizacién DFJP de Tk

Observaciéon 6.1.2. La descomposicion tauberiana de T € L(X,Y)
proporciona ejemplos no triviales de operadores tauberianos y cotaube-
rianos. Ndotese que j y k tienen rango cerrado st y solo si lo tiene T.

Veamos que la descomposicién tauberiana de un operador tiene un
buen comportamiento ante dualidad. Este hecho tiene gran interés en
las aplicaciones.

Teorema 6.1.3. Sea T' = jUk la descomposicion tauberiana del ope-
rador T € L(X,Y).

(i) La descomposicion T* = k*U* j* es equivalente a la descomposicion
tauberiana de T™.

(ii) La descomposicion T = j°Uk™ es equivalente a la descomposi-
cton tauberiana de T,
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Demostracion. Daremos solo el esquema de la demostracion, dejando los
detalles para el lector.

(1) Vimos en la demostracién del Teorema 6.1.2 (Paso 7) que k* puede
ser identificado con el operador j en la descomposicién tauberiana de T™.
Los argumentos para las otras dos identificaciones son similares.

(ii) Observemos ademds que podemos identificar el espacio cociente
lo(Xy)* Jl2(Xy,) con el espacio lo( X/ X,,).
En efecto, la aplicacion

(an) + la(Xy) € la(Xy)™ [la(Xn) — (an + Xn) € Lo(X7/X5)

es un operador isométrico y biyectivo.

Por otro lado, si F' es el subespacio diagonal de ¢5(Y},), su segundo
dual F** puede identificarse con F*, y no es dificil comprobar que éste
ultimo coincide con el subespacio diagonal de ¢5(Y,).

De modo andlogo, F**/F puede ser identificado con el subespacio
diagonal de lo( X"/ X,,).

Estos y otros argumentos similares permiten identificar la descomposi-
cion T = j°Uk con la descomposicién tauberiana de 1. O

Veremos méas adelante que, como consecuencia del Teorema 6.1.3,
podemos probar resultados de factorizacién para operadores que perte-
necen a ciertos ideales.

Veamos otras consecuencias del Teorema 6.1.3.

Corolario 6.1.2. Sea T' = jUk la descomposicion tauberiana de T vy
sea n € N.

2n—1)

(i) Los sucesivos operadores conjugados §*@n) gy e son taube-

1aN0S.

(ii) Los sucesivos operadores conjugados §*@n=1) 4 | *2) som cotaube-
71aM08S.

Demostracion. Basta aplicar repetidamente la primera parte del Teore-
ma 6.1.3. O]

El siguiente teorema mostrard que, en la mayoria de los casos, los
espacios intermedios en la factorizacion DFJP de un operador contienen
subespacios isomorfos a fo. Para probarlo, necesitaremos el siguiente
resultado auxiliar.
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Lema 6.1.1. Sea (Xj) una sucesion de espacios de Banach y sea M un
subespacio cerrado de dimension infinita de lo(Xy).

Para cadan € N, denotemos por P, : lo(Xy) — l2(Xk) la proyeccion
definida por P, (z;) := (z1,...,2,,0,0,...).

Supongamos que para todo n € N y para todo € > 0, existe un vector
x € M con ||z|| =1 y ||Pux|| < e. Entonces M contiene un subespacio
isomorfo a ls.

Demostracion. Es un argumento de tipo joroba deslizante. Nétese que,
para todo z € l5(X%), la sucesién (P,x) converge a x.

Comenzamos eligiendo un vector z; € M con ||z1]| = 1. A conti-
nuacién, seleccionamos ny € N tal que ||Py 1] > 1 —272.

Seguidamente, elegimos x5 € M tal que ||xa]| = 1y ||Po, 22| <272,y
a continuacién seleccionamos ns € N tal que || Pp,xal| > 1 — 274 Nétese
que ny > nj.

Continuando el proceso indefinidamente, obtenemos una sucesién nor-
malizada (xy) en M y una sucesion estrictamente creciente (ng) en N de
modo que, para todo k € N y todo @ < k,

HPnk:EkH >1- 2_2k y ||Pm$k|| < 2_2k'

No es dificil comprobar que la sucesién (xj) es equivalente a la base
(en) en fy; luego Span{zy: k € N} es un subespacio cerrado de M iso-
morfo a £5. ]

Teorema 6.1.4. Sea j: F — Y el factor tauberiano en la descom-
posicion tauberiana de T € L(X,Y) y sea M un subespacio cerrado de
dimension infinita de F'.

Si la restriccion j|pr no es un isomorfismo, M contiene un subespacio
isomorfo a ls.

Demostracion. En la construccién de la descomposicion tauberiana de
T vimos que el espacio F' es el subespacio diagonal de ¢5(Y;,), donde
Fijemos n € Ny ¢ > 0. Como j|p no es un isomorfismo, podemos
encontrar un vector y € M tal que |ly|| =1y |l7(v)] < e/2™.
Vimos que ¢%(y) < 2¥|/j(y)| para todo y € F y todo k € N. Por tanto,

n n
1Payl® = ah(y)* < 2/220 0 < 2.
k=1 k=1
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Entonces, aplicando el Lema 6.1.1, deducimos que M contiene un
subespacio isomorfo a £5. ]

Veamos algunas consecuencias de este teorema. Recordemos que un
espacio de Banach X se dice hereditariamente £o si cada subespacio de
dimensién infinita de X contiene un subespacio isomorfo a f5.

Corolario 6.1.3. Si T € L(X,Y) es un operador compacto, el espacio
F en la descomposicion tauberiana de T es hereditariamente {o.

Demostracion. Como T es compacto, el factor tauberiano j: FF — Y en
la descomposicién tauberiana de T es también compacto (Proposicién
6.3.2); luego T no es un isomorfismo en ningin subespacio de dimen-
sién infinita, por lo que basta aplicar el Teorema 6.1.4 para obtener el
resultado buscado. O

6.2. Versiones de la factorizacion DFJP

La factorizacién DFJP, obtenida en [17], ha encontrado muchas aplica-
ciones. Por ello, muchos autores han desarrollado versiones modificadas
con el fin de lograr ciertos objetivos, como que el espacio intermedio
sea un reticulo o un algebra de Banach, o que los factores verifiquen
condiciones adicionales. En esta seccién describiremos algunas de estas
versiones.

Una version isométrica

Lima, Nygaard y Oja [59] obtuvieron una versién isométrica de la
factorizacion DFJP y la aplicaron a obtener caracterizaciones de la
propiedad de aproximacién (véase Seccion 7.3). A continuacién describire-
mos brevemente su construccién.

Fijemos un ntimero a > 1 y un subconjunto cerrado y absolutamente
convexo K de la bola unidad By de un espacio de Banach Y. Para cada
n € N, denotemos por | - ||, el calibre del conjunto

B, = a"?K +a "?By.



Semigrupos en espacios de Banach 101

Claramente || - ||, es una norma en Y equivalente a la norma original.

Definimos
00 1/2
ol = (Znyni) |
n=1

Sea Fx :={y €Y: ||yllxk < oo}, Jx: Fx — Y el operador natural
de inclusién y Cx :={y € Y: |ly||x < 1}.

El siguiente resultado no es dificil de probar, una vez que se tiene
familiaridad con la factorizacién DFJP.

Lema 6.2.1. Sean Y, K ya > 1 como acabamos de indicar. Se verifica:

(i) Fi es un espacio de Banach;
(11) K C f(a)C’K

Observacion 6.2.1. Si T € L(X,Y), tomando a = 4 y K = T(Bx)
en la construccion anterior, Jxg y Fg son el operador tauberiano y el
espacio intermedio en la factorizacion DFJP de T.

Para introducir el aspecto isométrico de esta version, consideramos la
funcién f: (1,00) — R definida por

) 1/2

an

o= (S
n=1

Observaciéon 6.2.2. No es dificil comprobar que existe a > 1 tal que

f(a) = 1. Una buena estimacion de a es e*/?.
Para este valor a, obtenemos K C Cx C By.

Sea T € L(X,Y) un operador no nulo, K := ||T||"'T(Bx) y, para
a > 1, sea Fi el espacio construido més arriba.

No es dificil ver que Ak (x) := Tx define un operador Ax: X — Fk.
Veamos algunas propiedades de la factorizacién obtenida mediante este
esquema.

Teorema 6.2.1. Sea T € L(X,Y) y denotamos K = ||T||~'T(Bx).
Entonces Jix es un operador inyectivo tauberiano y T = Jx Ak .

Si-ademds f(a) =1, |T|| = [[Ax| v |kl = 1.

Demostracion. La prueba de la primera parte es casi idéntica a la del
resultado correspondiente en la factorizacién DFJP.
La parte isométrica de la prueba no es dificil. ]
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Una version condicional

En la factorizacion DFJP, el espacio intermedio se obtiene como el
subespacio diagonal de un espacio ¢5(Y},). Informalmente, podemos decir
que obtenemos la norma de F' haciendo un fo-promedio de las normas
de los espacios Y;,.

Como consecuencia, en muchos casos el espacio F' contiene muchos
subespacios isomorfos a f5, como vimos en el Teorema 6.1.4. Como la
base (e, ) de f2 es una base incondicional, el espacio intermedio hereda de
alguna manera la incondicionalidad. Esto es un inconveniente si nuestro
objetivo es factorizar el operador a través de un espacio hereditaria-
mente indescomponible (véase Definicién 6.2.4), ya que estos espacio no
contienen sucesiones basicas incondicionales. En el articulo de Gowers y
Maurey [44], donde se presenta por primera vez un espacio de este tipo,
podemos encontrar mas informacion.

Argyros y Felouzis probaron en [7] que algunos operadores factorizan
a través de un espacio hereditariamente indescomponible. Su construc-
cién tiene aspectos comunes con la factorizacion DFJP, tomando el es-
pacio intermedio como el subespacio diagonal de una suma condicional
de espacios de Banach, para evitar la aparicién de sucesiones bésicas
incondicionales.

A continuacién daremos algunas ideas de como es la construccién de
Argyros y Felouzis, evitando los aspectos dificiles. Avisamos al lector de
que es técnicamente mucho méas complicada que la factorizacién DFJP.
Sin embargo, pensamos que podria ser aplicada a la obtencién de ejem-
plos muy interesantes.

Sea (X)) una sucesion de espacios de Banach. Denotemos por (|| - || )
.z . o
la sucesién de sus correspondientes normas y por [[ >~ ; X,, su producto
cartesiano.

Si z = (z,,) es un elemento de [[°7; X, su soporte supp(z) es el
conjunto de los n € N para los que z,, # 0.

Denotemos

(ﬁXn>00 = {x € jj[an: supp(z) finito }
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y sea Py: [102, X, — [[2; X, la proyeccién definida por

P (%)) := (z1,...,%4,0,0,...) (2;) € HXi‘
=1

Para cada subconjunto finito A C Ny z = (z,,) € [[02; X, de-
notemos por Pa(z) el vector de [[ 7, X,, que se obtiene a partir de
x, reemplazando x,, por 0 para n ¢ A. De este modo obtenemos una

proyeccion
o0 o0
Py: [[ X0 — [] X
n=1 n=1

Sea A y B dos subconjuntos finitos de N. Escribiremos A < B cuando
max A < min B.

Una sucesién de vectores no nulos (z,,) en ([])~; Xn)y, se dice suce-
sion de bloques si supp(zy,) < supp(zp+1) para todo n € N.

Definicién 6.2.1. Sea ((Xy, ||||n)) una sucesion de espacios de Banach.
Diremos que un espacio de Banach (Z,]|| - ||) es un d-producto de la
sucesién (X,) si se verifican las siguientes condiciones:

(1) (T2 Xn)oo C Z C ;2 Xn (como conjuntos);
(i) (IToZ; Xn)oo es un subespacio denso de Z;

(iii) la inclusion natural de X,, en Z es un operador isométrico para
todo n € N;

(iv) la proyeccion P, es un operador acotado en Z para todo n € N;
(v) z =1limy, o0 Pz para todo z € Z.

Observacion 6.2.3. Las condiciones de la definicion anterior hacen
que (X)) sea una descomposicion de Schauder de Z.

Por el principio de la acotacion uniforme, sup,, ||P.|| < oo; es decir,
(Py) es una sucesion acotada en L(Z).

En [60, Section 1.9] podemos encontrar informacién sobre descom-
posiciones de Schauder de un espacio de Banach.

Las propiedades de las descomposiciones de Schauder son similares a
las de las bases de un espacio de Banach. Los siguientes conceptos son
similares a los vistos para bases.
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Definicién 6.2.2. Sea Z un d-producto de la sucesion (X,) de espacios
de Banach.

(i) El d-product Z se dice acotadamente completo si

o0
x € HX”’ ilégHPn(x)H <00 = € Z;

n=1

(ii) El d-product Z se dice shrinking si a = lim, . Pia para todo
a € Z*;

(iii) El d-product Z se dice bimonotono si ||Pal| = 1 para todo intervalo
de enteros A en N.

La demostracién de los siguientes resultados es similar a la de los
correspondientes resultados para bases de un espacio de Banach. Puede
encontrarse en [60, Section 1.b].

Proposicién 6.2.1. Sea Z un d-producto shrinking de la sucesion (X))
de espacios de Banach. Se verifica:

(i) Z* es d-producto de la sucesion de espacios duales (X}}), a través
de las inclusiones naturales;

(ii) podemos identificar el bidual Z** con el espacio de todas las suce-
siones (x}*), con x}* € X}* para todo n € N, que verifican la

condicion sup, ey ||z7* + -+ + || < o0.

Los siguientes conceptos para d-productos son similares a los vistos
para f2(X,,) en la construccién de la descomposicién tauberiana de un
operador.

Definicién 6.2.3. Sea (|| - ||n) una sucesién de normas equivalentes en
un espacto de Banach X y sea Z un d-producto de la sucesion de espacios

(X1 {ln)) -

Se define el subespacio diagonal AZ de Z mediante
AZ :={(x;) € Z: x, = 21 para todo n € N}.
Ademds, J: AZ — X1 := (X, || - ||1) es la aplicacion definida por

J((m,x,x, .. )) ‘=2  para todo (z,x,x,...) € AZ.
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A continuaciéon mostraremos que el subespacio diagonal introducido
en la Definicién 6.2.3 tiene propiedades similares a las del espacio inter-
medio en la factorizacién DFJP.

Proposicién 6.2.2. Sea (|| - ||n) una sucesion de normas equivalentes
en un espacio de Banach X y sea Z un d-producto de la sucesion de
espacios ((X, || - [[n))-

Si el d-producto Z es acotadamente completo y shrinking, el operador
J: AZ — X es inyectivo y tauberiano.

Demostracion. Claramente J es inyectivo. Ademas,
HJ(JI,I’,.%‘, .- )H - HPl(.%',:L',l', .- )H < ”PlH ’ H(:L’,l’,.%‘, .- )H?

luego es un operador acotado.

Como todo vector a € (AZ)** puede obtenerse como w*-limite de una
red acotada en AZ y Z es un d-producto shrinking, por la Proposicién
6.2.1 existe z** € X** de modo que

Supongamos que J**a € X. Entonces z** =z € X y

sup || Py (z,z,x,...)|| = sup || P el < oo.
neN neN

Como el d-producto Z es ademds acotadamente completo, concluimos
que « = (z,x,x,...) € Z; luego a € AZ. Asi queda probado que J es
tauberiano. O

Definicion 6.2.4. Un espacio de Banach X se dice hereditariamente
indescomponible (H.I.) si ningin subespacio cerrado de X admite una
descomposicion como suma directa de dos subespacios cerrados de di-
mension infinita.

Observacién 6.2.4. No es dificil ver que un espacio de Banach H.I
no puede contener sucesiones bdsicas incondicionales. Ademds, el resul-
tado de dicotomia de Gowers [43] establece que todo espacio de Banach
de dimension infinita contiene una sucesion bdsica incondicional o un
subespacio cerrado de dimension infinita que es H.I.
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A partir de ahora, presentaremos conceptos y resultados que permiten
mostrar que ciertos operadores factorizan a través de un espacio H.I.;
en particular, incluyen construcciones de espacios de Banach H.I. La
demostracién de estos resultados es técnicamente muy complicada, por
lo que no la incluiremos.

Definicion 6.2.5. Diremos que un d-producto Z es H.I. para bloques
st el subespacio cerrado de Z generado por cualquier sucesion de bloques
es un espacio H.IL

El siguiente resultado es una de las claves para obtener factorizaciones
de operadores a través de espacios H.I. Su demostracién no es dificil. Sin
embargo, construir d-productos que sean H.I. para bloques es bastante
delicado. Véase [7, Section 7.

Proposiciéon 6.2.3. Sea (|| - ||n) una sucesion de normas equivalentes
en un espacio de Banach X y sea Z un d-producto de la sucesion de

espacios (X, | - |ln))-
Si el espacio Z es H.I. para blogques y el operador J: AZ — X, es
estrictamente singular, AZ es un espacio de Banach H.I.

Demostracion. Véase [7, Proposition 2.1]. O

El siguiente resultado se obtiene aplicando la Proposiciéon 6.2.3. Para
entender su relevancia, conviene compararlo con el Corolario 6.1.3.

Teorema 6.2.2. Todo operador compacto T: X — Y se factoriza a
través de un espacio de Banach H.I.

Demostracion. Véase [7, Theorem 8.5]. O

Observacion 6.2.5. El Teorema 6.2.2 es también vadlido para operadores
estrictamente singulares T': £, — {4 en el caso ¢ < oo, y para la in-
clusion natural i: Loo(0,1) — L1(0,1).

Para los detalles, puede consultarse [7].

6.3. Ideales de operadores y factorizacién

Como ya dijimos, una de las aplicaciones de la factorizacion DFJP
que se hicieron en [17] fue probar que los operadores débilmente com-
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pactos factorizan a través de espacios de Banach reflexivos. Posterior-
mente se comprobé que esta factorizacién procuraba resultados similares
para otras clases de operadores.

Definicién 6.3.1. Decimos que un ideal de operadores A es factorizable
si todo operador T € A factoriza a través de un espacio de Banach
perteneciente al ideal de espacios Sp(A).

Brevemente, podemos decir que un ideal de operadores A es factori-
zable si se verifica A = Op(Sp(A)).

Como consecuencia de las propiedades de la descomposiciéon taube-
riana, vamos a mostrar ejemplos de ideales de operadores con la propiedad
de factorizacion.

El siguiente resultado, que relaciona las propiedades de un operador
con las de sus factores en la descomposicion tauberiana, serd fundamen-
tal para nuestros propdsitos.

Proposiciéon 6.3.1. Sea T = jUk la descomposicion tauberiana de un
operador T € L(X,Y). Para todo n € N, se verifica

(i) kx| <2™|Tx| +27"||z|| para todo x € X;
(ii) j(BF) C 2"T(Bx) + 2 "By

Demostracion. (i) Recordemos que el operador k actia del espacio X
en E = (3(X,,)/Nr. Es ficil comprobar que verifica

k(z) = (0,7D,0,2,0,0,...) + Np
para todo n € N; luego
Ik ()] < 11(0,7D,0,2,0,0,...)[| = p(x) < 2" Tl + 27" ||

para todo z € X y todo n € N.

(ii) Nétese que (y,y,y,...) € B implica ¢}.(y) < 1 para todo n € N;
por tanto j(Br) C 2"T(Bx) + 2~ "By para todo n € N. O

Como consecuencia del resultado anterior, los factores j y k& heredan
algunas de las propiedades del operador T":
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Proposicion 6.3.2. Sea T' = jUk la descomposicion tauberiana de un
operador T € L(X,Y) y sea A un ideal de operadores. Se verifica:

(i) si A es cerrado e inyectivo, T € A implica k € A;
(ii) si A es cerrado y suprayectivo, T € A implica j € A.

Demostracion. Esuna consecuencia inmediata del Lema 2.1.1 y la Propo-
sicién 6.3.1. ]

El siguiente concepto facilitara la exposicion de los resultados de esta
seccion.

Definicion 6.3.2. Decimos que un ideal de operadores A es interpolable
st para todo operador T € A, el espacio intermedio en la factorizacion
DFJP de T pertenece a Sp(A).

Observacion 6.3.1. Ndtese que el espacio intermedio en la factorizacion
DFJP coincide con el espacio F' en la descomposicion tauberiana.

Veamos algunos primeros ejemplos de ideales de operadores con esta
propiedad.

Teorema 6.3.1. Los siguientes ideales de operadores son interpolables:
(i) F, los operadores de rango finito;

)
(ii) S, los operadores de rango separable;
(iii) W, los operadores débilmente compactos;
(iv) R, los operadores débilmente precompactos (o de Rosenthal).
Demostracion. Sea T = jUk la descomposicién tauberiana de un ope-
rador T' € L(X,Y)

(i) Como k: X — E tiene rango denso y j: F' — Y es inyectivo, si
R(T) tiene dimensioén finita, dim(F') = dim(R(j)) = dim(R(T)) < oc.

(ii) Se sigue claramente de la definiciéon que R(T") es denso en R(j);
luego R(j) es separable. Como j es un operador inyectivo y tauberiano
de F en el espacio separable R(j), aplicando el Teorema 7.2.1 concluimos
que F' es separable.

(iii) fue probado en el Corolario 6.1.1.
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(iv) Como el ideal de operadores R es suprayectivo y cerrado, de la
Proposicion 6.3.2 deducimos que j € R; luego por la Proposicién 2.2.2,
el espacio F' no contiene ningin subespacio M isomorfo a #1 para el que
la restriccién j|as sea un isomorfismo.

Como j es tauberiano e inyectivo, toda restriccién de j a un sube-
spacio isomorfo a £; es un isomorfismo. Por tanto, F’ no puede contener
subespacios isomorfos a ¢;; es decir, F' € Sp(R). O

La Proposicién 6.3.2 puede aplicarse al estudio de los productos de
ideales de operadores.

Definicion 6.3.3. Sean A y D dos ideales de operadores.
El producto de Ay D es la clase Ao D de todos los operadores T de
la forma T = AD, con A€ Ay D €D.

No es dificil comprobar que el producto A o D de dos ideales de ope-
radores A y D es un ideal de operadores.

Corolario 6.3.1. Sean A y D dos ideales de operadores cerrados. Si A
es suprayectivo y D es inyectivo,

AoD(X,Y)=A(X,Y)ND(X,Y)
para todo par de espacios de Banach X eY .

Demostracion. Supongamos que T' € A(X,Y)ND(X,Y) yseaT = jUk
la descomposicién tauberiana de T. Como aplicacién de la Proposicion
6.3.2 obtenemos j € Ay k € D; luego T € Ao D.

La implicacién inversa es trivial. O

Sean (X,,) e (Y;,) dos sucesiones de espacios de Banach. No es dificil
comprobar que todo operador

T: lo(X,y,) — La(Yn)

puede representarse mediante una matriz infinita de operadores con com-
ponentes T, : X, — Yo; myn € N.

Ademsds, como obtenemos T;,, multiplicando T" por dos proyecciones,
si A es un ideal de operadores y T' € A, las componentes T, también
pertenecen a A.
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Definicién 6.3.4. Decimos que un ideal de operadores A es fo-estable
st un operador T': ly(X,) — l2(Y,) pertenece a A cuando todas sus
componentes Ty, pertenecen a A.

Observacion 6.3.2. No es dificil comprobar que los ideales de ope-
radores {o-estables son cerrados.

El siguiente resultado proporciona un modo de comprobar que algunos
ideales de operadores son interpolables.

Teorema 6.3.2. Todo ideal de operadores A que es inyectivo, suprayec-
tivo y la-estable es interpolable.

Demostracion. Sea T = jUk la descomposicién tauberiana de un ope-
rador T' € L(X,Y). Recordemos que j € L(F,Y), k€ L(X,E), F esel
subespacio diagonal de ¢2(Y,,) y E = l2(X,,)/Nr.

Denotemos por J: F' — £5(Y,) v Q: l2(Xy,) — £2(X,)/Nr los
respectivos operadores de inclusién y cociente.

Consideremos el siguiente diagrama:

X Y
k J
E o F
Q J

fg(Xn) KQ(Yn)

donde cada uno de los espacios X,, es isomorfo a X y cada uno de los
espacios Y;, es isomorfo a Y.

No es dificil comprobar que las componentes (JUQ)m, de la repre-
sentacién matricial del operador JUQ: f2(X,,) — £2(Y},) coinciden con
T considerado como operador de X, en Y,,.

Como el ideal de operadores A es £o-estable, obtenemos JUQ € A. De
donde, teniendo en cuenta que A es inyectivo y suprayectivo, deducimos
que U € A. Como U es un isomorfismo biyectivo, concluimos que F y
F pertenecen a Sp(A). Luego A es interpolable. O

Consideremos las siguientes clases de operadores.
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Definicién 6.3.5. Sea T' € L(X,Y) un operador.

(i) T se dice de Banach-Saks si toda sucesion acotada (x,) en X
admite una subsucesion (zy,) tal que (T(zn, + -+ xn,)/k)
convergente; es decir, (T'zy, ) es Cesaro convergente.

ken €5

(ii) T se dice decomposing si para todo espacio medible (Q, %, p) con
w(Q) < oo y todo operador S:Y — Loo(p), existe una funcion
wu-medible g: @ — X* de modo que (STx)(t) = (g(t),z) a.e. para
todo x € X.

Denotaremos respectivamente por BS y D las clases de los operadores
de Banach-Saks y decomposing.

Ejercicio 6.3.1. Las clases BS y D son ideales de operadores.

Proposicién 6.3.3. Los siguientes ideales de operadores son inyectivos,
suprayectivos y £a-estables:

(i) S, los operadores de rango separable;

(ii) W, los operadores débilmente compactos;

(i

ii)
iii) BS, los operadores de Banach-Saks;
(iv) D, los operadores decomposing.

Por tanto, como consecuencia del Teorema 6.5.2, son interpolables.

Demostracion. (i) Claramente, S es inyectivo y suprayectivo. Y como la
fo-suma, de una sucesién de espacios separables es un espacio separable,
es también fo-estable.

(ii) Es bien sabido (y facil de comprobar) que W is injectivo y suprayec-
tivo. Ademads, como podemos identificar fo(X,,)** con f2(X**), es facil
comprobar que las componentes del segundo conjugado

T £a(X57) — £a(YyT)

se identifican con los operadores 1" .
De aqui se sigue facilmente que T € W si y solo si las componentes
Tonn estan en W; es decir, que W es fo-estable.

La demostracién de los casos (iii) y (iv) puede encontrarse en [47,
Theorem 2.3]. O
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Veamos como el buen comportamiento ante la dualidad de la descom-
posicién tauberiana permite obtener nuevos ideales de operadores inter-
polables a partir de los ya conocidos.

Teorema 6.3.3. Si A es un ideal de operadores interpolable, los ideales
A4y A también lo son.

Demostracion. Es una aplicacion directa del Teorema 6.1.3: SiT = jUk
es la descomposicion tauberiana de T, T* = k*U*j* y T = j°Uk°
se identifican con las respectivas descomposiciones tauberianas de T* y
Tee. O

Veamos que la inversa de la primera implicacién del Teorema 6.3.3 no
es cierta, en general.

Definicién 6.3.6. Decimos que A € L(Li(p),X) es representable si
existe una funcion medible g: @ — Y de modo que

AU = [ Fgtt)dt para todo f € Li(r).

Decimos que T € L(X,Y) es un operador de Radon-Nikodym si para
todo espacio de medida finita (Q, X, 1) y todo operador S: Li(n) — X,
el operador T'S es representable.

En [70, 24.2.6] se prueba que la clase RN de los operadores de Radon-
Nikodym es un ideal de operadores inyectivo y cerrado.

Observacién 6.3.3. El ideal de operadores dual RN coincide con el
de los operadores descomponibles D, que es interpolable (Proposicion
6.3.3).

Sin embargo, el ideal RN no es interpolable.

En efecto, Sp(RN) es la clase de los espacios de Banach con la
propiedad de Radon-Nikodym (Definicién 7.1.1). Ademds, en [23] se
prueba la existencia de un espacio de Banach X3 y un operador T' €
RN (X2, co) tal que si escribimos T' como producto de dos operadores,
uno de ellos es un isomorfismo en un subespacio isomorfo a cg; luego el
espacio intermedio no tiene la propiedad de Radon-Nikodym.

Del argumento anterior se sigue que los ideales de operadores U y RN
no satisfacen la propiedad de factorizacion.
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Factorizacion de aplicaciones holomorfas

Veremos que los resultados de factorizacion para operadores en al-
gunos ideales pueden extenderse a ciertas clases de funciones holomorfas
entre espacios de Banach. Siguiendo los trabajos [27] y [28], caracteri-
zaremos las funciones holomorfas f que pueden escribirse de una de las
formas f = Tog 6 f = goT, donde g es otra funcién holomorfa y
T es operador perteneciente a un ideal A que es cerrado e inyectivo
6 suprayectivo.

Evidentemente, cuando el ideal de operadores satisfaga la propiedad
de factorizacién, también las funciones holomorfas en la clase correspon-
diente podran factorizarse.

Conceptos y notaciones. Sean X e Y espacios de Banach y sean € N.
Diremos que una aplicacion P: X — Y es un polinomio homogéneo
de orden n si existe una aplicacién n-lineal continua

PoxxMux vy

de modo que P(z) = p(m, ...,z) para todo x € X.

Denotaremos P("X,Y’) al conjunto de los polinomios homogéneos de
orden n que actian de X en Y. Ademds identificaremos el espacio Y
con P(YX,Y), las aplicaciones constantes de X en Y.

Definicion 6.3.7. Diremos que una funcion f: X — Y es holomorfa
si para cada z € X existe un entorno abierto U, de z y una sucesion de
polinomios d" f[z] € P("X,Y) (n e NU{0}), de modo que la serie

o0

> () fE (- 2)
n=0
converge uniformemente a f(x) para x € U,.

El polinomio d" f|z] es la diferencial de orden n de f en el punto z.

Denotaremos H(X,Y') al espacio vectorial de las funciones holomorfas
de X en Y. Ademads, Hy(X,Y) serd el subespacio de las funciones en
H(X,Y) que son acotadas en los subconjuntos acotados de X.

Obviamente, P("X,Y) C Hy(X,Y) para todo n € NU {0}.



114 Manuel Gonzélez

Ideales suprayectivos

Es bien sabido que los ideales de operadores suprayectivos correspon-
den con familias de conjuntos acotados en espacios de Banach. A con-
tinuacion describiremos brevemente esta relacion.

Sea A un ideal de operadores suprayectivo. Para cada espacio de Ba-
nach Y, consideramos la siguiente familia de conjuntos acotados:

Ca(Y):={T(Bgz): Z espacio de Banach, T'€ A(Z,Y)}.
No es dificil comprobar que un operador T € L(X,Y’) pertenece al
ideal A siy solo si T(Bx) € Ca(Y).

Definicion 6.3.8. Sea A un ideal de operadores suprayectivo. Decimos
que una funcion holomorfa f: X — Y pertenece a Ha(X,Y) si para
todo z € X existe un entorno abierto U, tal que f(U,) € Ca(Y).

Veamos algunas caracterizaciones para las funciones holomorfas en
HA(X,Y).

Teorema 6.3.4. Sean f € H(X,Y) y A un ideal de operadores suprayec-
tivo. Son equivalentes:

(i) feHAX,Y);

(i) existe un entorno abierto Uy de 0 en X tal que f(Uy) € Ca(Y);
(iii) d"f[z] € Ha para todo n € N y todo z € X;

(iv) d"f[0] € Ha para todo n € N.

Demostracion. Véase [28, Proposition 5]. O

Como consecuencia, obtenemos la siguiente representacion de las fun-
ciones en HA(X,Y).

Teorema 6.3.5. Sean f € H(X,Y) y A un ideal de operadores suprayec-
tiwo. Se verifica f € Ha(X,Y) si y solamente si existe un espacio de
Banach Z, un operador T € A(Z,Y) y una funcion g € Hy(X,Z) de
modo que f =T og.

La demostracién se hace aplicando el Teorema 6.3.4. Véase [28].



Semigrupos en espacios de Banach 115

Corolario 6.3.2. Sea f € H(X,Y) y sea A un ideal de operadores
suprayectivo con la propiedad de factorizacion. Se verifica f € Ha(X,Y)
st y solo si existe un espacio Z € Sp(A), un operador T € L(Z,Y) y
una funcion g € H(X,Z) de modo que f =T og.

Ideales inyectivos

También es bien sabido que los ideales de operadores inyectivos pueden
describirse mediante topologias localmente convexas en espacios de Ba-
nach que son menos fuertes que la de la norma. A continuacién des-
cribiremos brevemente esta relacion.

Sean A un ideal de operadores inyectivo y X un espacio de Banach.
Consideremos la topologia localmente convexa 74 generada en X por las
seminormas

{pr(-) : Z espacio de Banach, T' € A(X, Z)}

donde pr(z) :=||Tz| (x€ X).

Jarchow prob6 en [54, Section 3] que, para todo par de espacios de
Banach X e Y, se verifica

AX)Y) = L((X,74),Y), (6.1)

donde £C((X JTA)s Y) es el espacio de las aplicaciones lineales continuas
del espacio localmente convexo (X,74) en Y.

Observacién 6.3.4. Si A es un ideal de operadores inyectivo, T4 es la
mas fina de todas las topologias localmente convezxas que coinciden con
TA en los subconjuntos acotados de X [54, Proposition 4.2]. Luego la
Ecuacion 6.1 implica que un operador T € L(X,Y) pertenece a A siy
solo si es T 4-continuo cuando se le restringe a los subconjuntos acotados

de X.
La observacion anterior sugiere la introduccién del siguiente concepto.

Definicién 6.3.9. Sea A un ideal de operadores inyectivo Decimos que
una funcion holomorfa f: X — Y pertenece a HA(X,Y) si es uni-
formemente T 4-continua cuando se la restringe a los subconjuntos aco-
tados de X.
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Antes de caracterizar las funciones en H(X,Y"), consideramos el caso
particular de los polinomios homogéneos.

Proposicién 6.3.4. Seann € N, P € P("X,Y) y A un ideal de ope-
radores cerrado e inyectivo. Son equivalentes:

(a) P es uniformemente Ta-continuo sobre los subconjuntos acotados
de X;

(b) existe un espacio de Banach Z y un operador T € A(X,Z) de
modo que

|P(x)|| < ||Tz||® para todo x € X;

(c) existe un espacio de Banach Z, un operador T € A(X,Z) y un
polinomio Q € P("Z,Y') de modo que P =QoT.

El resultado anterior puede encontrarse en [27, Corollary 5].

Una parte de la demostracién del siguiente resultado consiste en aplicar
la Proposicién anterior a los términos del desarrollo en serie

o0

> ()=t fo)(x)

n=0

de una funcién holomorfa f.

Teorema 6.3.6. Sean f € H(X,Y) y A un ideal de operadores inyectivo
y cerrado. Se verifica f € HA(X,Y) si y solo si existe un espacio de
Banach Z, un operador T € A(X,Z) y una funcion g € Hy(Z,Y) de
modo que f =goT.

Podemos encontrar la demostracién en [27, Proof of Theorem 8§].

Corolario 6.3.3. Sean f € H(X,Y) y A un ideal de operadores inyecti-
vo y cerrado con la propiedad de factorizacion. Se verifica f € HA(X,Y)
st y solo si existe un espacio Z € Sp(A), un operador T € L(X,Z) y
una funcion g € Hy(Z,Y) de modo que f =T o g.
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Factorizacion uniforme para subconjuntos compactos de
operadores

Vamos a describir una variante de la descomposicién tauberiana de
un operador que, en el caso de un ideal de operadores cerrado, inyectivo
y suprayectivo A, permitird obtener una factorizacién conjunta de los
operadores de un subconjunto compacto H de A(X,Y). Mas concreta-
mente, probaremos el siguiente resultado.

Teorema 6.3.7. Sean X e Y espacios de Banach y sea A un ideal de
operadores cerrado, inyectivo y suprayectivo.

Si H es un subconjunto compacto de A(X,Y), existen espacios de
Banach Xy y Y, operadores jg € AYw,Y) y kg € A(X, Xn), y un
subcongunto compacto Hy de A(Xg,Yy), de modo que cada T € H puede
descomponerse como

T ZjHTok'H con Ty € Hy.

La demostracién del Teorema 6.3.7 la daremos més adelante. Primero
presentaremos algunos conceptos y resultados previos.

Con el fin de evitar confusiones, denotaremos por T = jprUrkr la
descomposicién tauberiana de un operador T' € £(X,Y).

X T Y
kTJ %T
E F

T U T

Ademas, si A es un subconjunto de un espacio de Banach, aco(A)
denotara la envoltura absolutamente convexa y cerrada de A.

Fijado un subconjunto acotado H de L£(X,Y), consideraremos los
siguientes subconjuntos acotados de Y y X*:

Wy :=aco( | ] T(Bx)) y Wu-:=aco( | T*(By+)).
TeH TeH

Denotemos por gy,(+) el calibre del conjunto 2"Wpg + 27" By, que es
una norma equivalente a la original en Y. Ademas, si Y, := (Y, qn(")),



118 Manuel Gonzélez

definimos

Y :={(yn) € l2(Y,): yn =11 para todo n};
es decir, Y es el subespacio diagonal de £2(Y},).

Claramente, la aplicacion jp: Yg — Y definida por

Jju(y,y,y,...) ==y paratodo (y,v,y,...) € Yg.

es un operador continuo e inyectivo.

Por otro lado, el calibre ¢ (-) del conjunto 2"Wg+ + 27" Bx+ es una
norma dual en X* (nétese que es un conjunto w*-compacto) equivalente
a la norma original. Denotamos p,(-) a la norma predual en X; es decir,
(X, pn(-))* de identifica isométricamente con (X*, ¢:(-)).

No es dificil comprobar que la norma py(-) coincide con el calibre del
siguiente conjunto:

{reX: |(f,z)| <1, paratodo f € 2"Wg«+ 2 "Bx~}.

Entonces, denotando X, := (X, pn(-)), podemos identificar isométri-
camente f5(X,,)* con lo(X}). Por tanto, si My es el subespacio diagonal
de l2(X}), podemos definir

Xp = la(Xn)/ (M) L
y considerar el operador kg : X — Xy definido por
kg(x) :=(2,0,0,0,...)4+ (Mg), x¢€ X.

El siguiente resultado permitird mostrar que algunas de las propiedades
“uniformes” de los operadores del subconjunto H son heredadas por los
operadores jg y kx.

Lema 6.3.1. Sea H un subconjunto acotado H de L(X,Y) y sean
Jja: Yo — Y ykpg: X — Xy los operadores que acabamos de definir.
Se verifica

ju(By,) C2"Wg + 2" "By para todon € N, y

kp(z) < sup 2"||Tz| + 27 "||z|| para todo all x € X y todo n € N.
TeH
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Demostracion. Es similar a la demostracion de la Proposicién 6.3.1. [

Recordemos que T' = jrUrkr es la descomposiciéon tauberiana de
T. Veamos que la construccién anterior proporciona una factorizacién
conjunta para los operadores de un subconjunto acotado de £(X,Y").

Proposicién 6.3.5. Si H es un subconjunto acotado de L(X,Y), exis-
ten operadores rp € L(Fr,Yy) y s € L(Xg, ET) de modo que

jr=Jjarr y kr = srkg para todo T € H.

T

X Y
v N
Xy Yy
N e
Er Ur Fr

Demostracion. Definimos la aplicacién rp: Fpr — Yy mediante

rT(yv v, Yy,.- ) = (1/7 vy, .- )

Claramente rp € L(Fpr,Yg) v ||rr| < 1.
Ademds definimos el operador syp: Xy — Ep mediante

ST((JZn) + (MH)J_) = (.CCn) + NT.

donde Nt es el subespacio considerado en la Seccién 6.1.

Como en la construccién de la descomposicién tauberiana, el operador
conjugado de sy tiene la misma forma que rp; luego sy € L( Xy, Er)
y ||s7]] < 1. Ademés, es facil comprobar que se verifica jo = jyrr y
]{IT = ST]C H- O

Observacion 6.3.5. Los operadores rp € L(Fr,Yy) y sy € L( Xy, Er)
de la Proposicion anterior son, respectivamente, tauberiano y cotaube-
71aN0.

En efecto, jr = jyrr € Wy implica rr € W4, v kr = stky € W_
implica s € W_.
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El siguiente resultado técnico es un refinamiento del Lema 2.1.1.

Lema 6.3.2. Sean A un ideal de operadores cerrado, H un subconjunto
compacto de A(X,Y) y S € L(X,Y). Supongamos que se verifica una
de las siguiente condiciones:

(i) A es inyectivo y para todo € > 0 existe § > 0 tal que

|Sz|| < ésup ||Tx| +¢l|z|| para todo x € X;
TeH

(ii) A es suprayectivo y para todo € > 0 existe § > 0 tal que
S(Bz) - (5%(UT€HT(BX» +eBy.

Entonces S € A.

Demostracion. Fijemos € > 0 y seleccionemos 11, ...,T, € H de modo
que para todo T' € H exista i € {1,...,n} verificando ||T — T;|| < €/6.

(i) Claramente, para cada x¢ € By, existe i € {1,...,n} de modo que

sup || Twol| < || Tixol + 2¢[zo]| /0.
TeH

Consideremos el operador U: X — (Y x @) xY,||*|ls), definido por

Uzx:= (Thz,...,Tyx). Para todo x € X, se verifica
0 sup ||Tz| < 6[|Uz| + 2&] /=]
TeH
luego ||Sz|| < d||Uz|| + 2¢||x| para todo = € X.

Como A es cerrado e inyectivo, y U € A, del Lema 2.1.1 se sigue

SeA
(ii) Para todo T' € H, existe i € {1,...,n} de modo que
T(Bx) C T;(Bx) + (¢/6) By .
Consideremos el operador V: (X x @ xX,||-|1) — Y definido por
V(z1,...,2p) =Tz + -+ - + Ty Se verifica

1) Uren T(Bx) C 6V(B () ) + eBy;
XX xX

luego S(Bz) C V(B (,) )+ 2eBy.
Xx - xX

Como A es cerrado y suprayectivo, y U € A, del Lema 2.1.1 se sigue
SeA O
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Utilizando los argumentos anteriores, podemos derivar facilmente el
siguiente resultado:

Proposiciéon 6.3.6. Sea A un ideal de operadores cerrado, inyectivo y
suprayectivo, y sea H un subconjunto compacto de A(X,Y). Se verifica:

(i) jm € A(YH,Y) y kg € A(X, Xp).
(ii) Para todo T € H, rp € A(Fp,Yy) y s € A(Xg, Yr).

Ahora estamos en condiciones de probar el resultado principal de esta
seccion.

Demostracién del Teorema 6.3.7. Consideramos los espacios Xp y
Yy, y los operadores rp € L(Fr,Yy) y sp € L(Xg, ET) obtenidos en la
Proposicion 6.3.5. Entonces

T=jgrrUprsrky paratodoT € H.
Definimos el conjunto Hy como la clausura de
{TO = rpUpsy: T € H} C E(XH, YH)

Claramente T' = jgToky para todo T' € H. Ademas, por la Proposicién
6.3.6, los tres factores jy, To v kg pertenecen a A.

Quedaria probar que Hy es un conjunto compacto. En lugar de hacerlo,
referimos al lector a [29]. O
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Capitulo 7

Otras aplicaciones de los
operadores tauberianos

En capitulos anteriores hemos visto algunas aplicaciones de los opera-
dores tauberianos. En este capitulo presentaremos otras aplicaciones,
como la equivalencia entre la propiedad de Radon-Nikodym (RNP) y la
propiedad de Krein-Milman (KMP) en espacios de Banach X para los
que existe un operador tauberiano inyectivo T: X x X — X. Tam-
bién veremos que los operadores tauberianos, aun sin ser isomorfismos,
preservan algunas propiedades isomorfas de los espacios y de los conjun-
tos acotados. Ademés veremos aplicaciones de la factorizacién DFJP al
estudio de la propiedad de aproximacién y mostraremos relaciones en-
tre las propiedades de las dlgebras de Calkin asociadas a los operadores
débilmente compactos y la propiedad de aproximacién débil.

7.1. Equivalencia de la RNP y la KMP

En [74], Schachermayer prob6 que para un espacio de Banach X iso-
morfo a X x X la propiedad de Radon-Nikodym es equivalente a la
propiedad de Krein-Milman. De hecho, para la validez de la prueba bas-
ta suponer que existe un operador tauberiano inyectivo de X x X en X.
La clave es el Teorema 4.1.7, que muestra que un operador tauberiano
aplica conjuntos convexos cerrados en conjuntos cerrados. Aqui expon-
dremos la parte de la demostracién en la que intervienen los operadores
tauberianos.

123
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Definiciéon 7.1.1. Un espacio de Banach X tiene la propiedad de
Radon-Nikodym (RNP) si, fijado un espacio de medida finita (2, %, p),
para toda medida p-continua F': ¥ — X de variacion acotada, existe
una funcion Bochner-integrable f : Q — X, denominada derivada de
Radon-Nikodym de F', tal que

F(A) = /Afdu; para todo A € X.

El teorema clésico de Radon-Nikodym establece que R tiene la RNP.

Los espacios reflexivos y los duales separables tiene la RNP, mientras
que ¢o y L1(0,1) no la tienen. En [19] y [21] podemos encontrar més
informacién.

Definicion 7.1.2. Sea C' un subconjunto convexo de un espacio vecto-
rial. Diremos que xop € C es un punto extremo de C si C'\ {zo} es
CONVeExo.

En general, el conjunto de los puntos extremos de C' puede ser vacio.
Sin embargo, el teorema clésico de Krein-Milman garantiza que si K es
un subconjunto convexo y compacto de un espacio localmente convexo,
K coincide con la envoltura convexa y cerrada de sus puntos extremos.
Este es el origen del siguiente concepto:

Definicion 7.1.3. Un espacio de Banach X tiene la propiedad de
Krein-Milman (KMP) si todo subconjunto cerrado, convero y acotado
en X coincide con la envoltura convexa cerrada de sus puntos extremos.

El siguiente resultado es consecuencia de los teoremas de Hahn-Banach
y de Bishop-Phelps. En [21, Lemma 5.11] se puede ver una demostracion.

Proposicion 7.1.1. Un espacio de Banach X tiene la KMP si y solo
st todo subconjunto no wvacio, cerrado, acotado y convexo C' de X tiene
un punto extremo.

El siguiente resultado es bien conocido.
Proposicion 7.1.2. Un espacio de Banach con la RNP tiene la KMP.

No se sabe si, en general, los espacios con la KMP tienen la RNP.
Aqui lo probaremos en un caso particular. Una de las claves de la prueba
es el siguiente resultado [74, Proof of Theorem 2.3].
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Teorema 7.1.1. Un espacio de Banach X tiene la RNP st y solo si el
espacio ly(X) tiene la KMP.

Veamos que los operadores tauberianos inyectivos preservan la propie-
dad de Krein-Milman.

Proposiciéon 7.1.3. Sean X eY espacios de Banach para los que existe
un operador T € L(X,Y) tauberiano inyectivo. Si 'Y tiene la KMP,
también X la tiene.

Demostracion. Supongamos que el espacio X no tiene la KMP. Por la
Proposicion 7.1.1, X contiene un subconjunto no vacio, cerrado, acotado
y convexo sin puntos extremos.

Claramente T'(C') es un subconjunto no vacio, acotado, convexo y sin
puntos extremos en el espacio Y. Como por el Teorema 4.1.7, T'(C) es
cerrado, la Proposiciéon 7.1.1 implica que Y no tiene la KMP. 0

El siguiente resultado de estabilidad es otro ingrediente importante
en la prueba del resultado principal de esta seccion.

Teorema 7.1.2. Si existe un operador T: X x X — X tauberiano
e inyectivo, también eziste un operador S: lo(X) — X tauberiano e
1nyectivo.

Demostracion. Claramente podemos escribir
T(x,y) =Ux) +V(y), (z,9) e X xX,

con U,V € L(X), y suponer que r := max{||U|, |V} < 1.
Sea x = (21,...,Tp,0,0,...) € £2(X) una sucesién finitamente no
nula. Podemos definir S(z) recursivamente mediante:

S(0,...,0,...):=0,
S(x1,...,20,0,0,...) :=T(z1,5(z2,...,2,,0,0,...)).

Es facil comprobar que

S(@1,. 0, 20,0,0,...) =Y VI WU

=1
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Claramente S es una aplicacién lineal. Ademas,
LA moooNL2, 0 1/2
1S (@10, 0,0, Ol £ D r el < (D0 0%) (D llil2)
i=1 i=1 i=1

Por continuidad podemos extender S a un operador S: l3(X) — X
que verifica

S(z;) =T (21, S(wi+1)) para todo (z;) € o(X),

donde (z;4+1) denota la sucesién (2,3, ...).

Como T es inyectivo, de la ultima igualdad se sigue que S es inyectivo:

S(zi))=0=21=0,5(2i11) =0=22=0,5(x42) =0= -
Andlogamente, los operadores biconjugados
T X% % X Xy S (X)) — X

verifican

S*(z) =T** (zl, S**(Zi_l,_l)) for every (z;) € lo(X™) = lo(X)*".

Como T es tauberiano, para todo (z;) € lo(X™**) se verifica

S (z)eX=>2€X,5zip1) € X = 20€ X,5(zi42) € X = -+
Luego (z;) € ¢2(X), por lo que S es tauberiano. O

Veamos el resultado principal de esta seccion.

Teorema 7.1.3. Sea X un espacio de Banach para el que existe un
operador tauberiano inyectivo T: X x X — X. El espacio X tiene la
RNP si y solo si tiene la KMP.

Demostracion. Una implicacion es consecuencia de la Proposicién 7.1.2.
Para probar la otra, supongamos que X tiene la KM P. Como, por el
Teorema 7.1.2, existe un operador tauberiano inyectivo S: fo(X) — X,
la Proposicién 7.1.3 implica que f2(X) tiene la KMP. Luego, por el
Teorema 7.1.1, X tiene la RNP. O
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7.2. Preservacién de propiedades isomorfas

Aunque la propiedad de ser X isomorfo a un subespacio de un espacio
de Banach Y es estrictamente mas fuerte que la existencia de un oper-
ador tauberiano (o tauberiano inyectivo) T: X — Y, veremos que en
el Ultimo caso X hereda algunas propiedades isomorfas de Y, y que los
subconjuntos acotado A de X heredan algunas propiedades isomorfas
de T'(A). En este sentido entendemos el titulo de la seccidén.

Propiedades de espacios

Decimos que un espacio de Banach X es casi-reflezivo si dim X° < oo;
y que X es hereditariamente reflexivo si todo subespacio cerrado de
dimension infinita de X contiene un subespacio reflexivo de dimension
infinita.

Teorema 7.2.1. Sean X e Y espacios de Banach. Denotemos por P
una de las siguientes propiedades:

(i
(ii

propiedad de Krein-Milman;

propiedad de Radon-Nikodym;
(iii) reflexividad;
(iv
(v

)

)

)

) casi-reflexividad
)

(vi) ser débilmente sucesionalmente completo;
)
)
)
)
)

reflexividad hereditaria;
(vil) mo contener subespacios isomorfos a l1;
(vili) mno contener subespacios isomorfos a co;
(ix) ser reflexivos los subespacios débilmente suc. completos;
(x
(xi

Supongamos que existe un operador tauberiano inyectivo T: X — Y.
SiY satisface P, también X satisface P.

separabilidad;

separabilidad del dual.
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Demostracion. (i) Fue probado en la Proposicién 7.1.3.

(ii) Similar a la de (i), usando cierta caracterizacién geométrica de la
propiedad de Radon-Nikodym (ver [36]).

(iii) Consecuencia directa de la definicién de operador tauberiano.

(iv) Basta notar que, como el operador residuo 7°°: X — Y es
inyectivo, se verifica

dim X < dimY*“* < o0.

(v) Se sigue de (iii) y de que las restricciones de un operador taube-
riano son también operadores tauberianos.

(vi) Sea (x,) una sucesién débilmente de Cauchy en X. Como Y es
débilmente sucesionalmente completo, (T'z,,) es débilmente convergente.
Luego, por ser T tauberiano e inyectivo, (x,) es también débilmente
convergente.

(vii) Como el espacio ¢; no tiene subespacios reflexivos de dimensién
infinita, las restricciones de 1" a subespacios isomorfos a 1 son siempre
isomorfismos. Luego Y tiene subespacios isomorfos a £1 si X los tiene.

(viii) Similar a la de (vii).

(ix) Consecuencia de (iii) y (vi), argumentando como en la demostra-
ci6én de (v).

(x) Como T'(Byx) es separable, podemos seleccionar una sucesién (x,)
en Bx tal que (T'z,) es densa en T'(Byx).

Fijemos z € By y seleccionemos (x,, ) tal que (Txy, ) converge a T'z.
Por el Corolario 4.1.1, (z,, — x) es débilmente nula. Como la clausura
débil y la clausura en norma coinciden para conjuntos convexos, el con-
junto de las combinaciones convexas con coeficientes racionales de (zy,)
es denso en Bx; luego X es separable.

(xi) Supongamos Y* separable. Como N (T**) = N(T') = {0}, el rango
de T™* es denso en X*; luego X* es separable. O

Corolario 7.2.1. Sea P una de las nueve primeras propiedades del
enunciado del Teorema 7.2.1. Supongamos que existe un operador taube-
riano T: X — Y. Si Y satisface P, también X satisface P.

Demostracion. Consideramos la descomposicion T = T'Qy(r), donde

T: X/N(T) — Y es el operador inyectivo asociado a T'.
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Como T es un operador tauberiano, el Teorema 7.2.1 implica que el es-
pacio cociente X /N (T') satisface P. Luego, para acabar la demostracion,
basta observar que en los nueve casos que estamos considerando la
propiedad P verifica:

M reflexivo, X/M satisface P = X satisface P.

En la monografia [16] podemos encontrar abundante informacién so-
bre estas propiedades de tipo tres espacios. ]

Observacion 7.2.1. El Corolario anterior falla para las dos ultimas
propiedades consideradas en el Teorema 7.2.1, porque el niucleo de T o
su espacio dual pueden mo ser separables.

Propiedades de conjuntos

Aqui consideramos resultados que pueden considerarse “localizaciones”
de los incluidos en el Teorema 7.2.1. Las demostraciones no son muy dis-
tintas.

Definicion 7.2.1. Sea A un subconjunto convexo, cerrado y acotado de
un espacto de Banach X.

Decimos que A tiene la propiedad de Krein-Milman si cada subcon-
junto convexo y cerrado de A coincide con la envoltura convexa y cerrada
de sus puntos extremos.

Decimos que A tiene la propiedad de Radon-Nikodym si para cada
subconjunto no vacio, convero y cerrado K de A y cada € > 0 existe
un punto xg € K que no pertenece a la envoltura convexra del conjunto
{ye K :|lzg—y| > e}

Notese que un espacio de Banach X tiene la KMP o la RNP si y solo
si su bola unidad By tiene la propiedad correspondiente.

Teorema 7.2.2. Sean X e Y espacios de Banach y A un subconjunto
convezo, cerrado y acotado de X. Denotemos por P una de las siguientes
propiedades de conjuntos:

(i) propiedad de Krein-Milman;

(ii) propiedad de Radon-Nikodgm;
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(i) w*-clausura débilmente compacta;

(iv) ser débilmente sucesionalmente completo;

(v) no contener sucesiones equivalentes a la base (ey) de {1;
(vi) no contener sucesiones equivalentes a la base (ey) de co;
(vii) separabilidad.

Supongamos que existe un operador tauberiano inyectivo T: X — Y.
Si T(A) satisface P, también A satisface P.

En la tesis de Neidinger [66] podemos encontrar la demostracién de-
tallada de los resultados del teorema anterior.

7.3. Propiedad de aproximacién y algebras de
Calkin

Recordemos que un espacio de Banach X tiene la propiedad de apro-
ximacion (A.P.) si, para todo subconjunto compacto K de X y todo
e > 0, existe un operador de rango finito T: X — X de modo que
sup,c [Tz — x| <.

Este concepto fue introducido para investigar si todo espacio de Ba-
nach separable tiene base. Es facil ver que todo espacio con base satisface
la A.P. Sin embargo, Enflo [22] probé que existen espacios separables que
no verifican la A.P.; luego no tienen base.

La versién isométrica de la factorizaciéon DFJP nos permitira obtener
caracterizaciones de la A.P. Para hacerlo, necesitaremos los siguientes
conceptos.

Definicion 7.3.1. Un subspacio cerrado M de un espacio de Banach
X es un ideal en X si su anulador M+ es micleo de una proyeccion de
norma uno actuando en X*.

Definicién 7.3.2. Decimos que una red de operadores (T,) en L(X,Y)
converge fuertemente a T € L(X,Y) si la red (T,,x) converge a Tz para
todo x € X.
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Denotemos por Ky y Wy las familias de los conjuntos absolutamente
convexos de la bola unidad By que son respectivamente compactos y
débilmente compactos.

Para cada conjunto K € Wy, consideraremos el espacio Fix y el ope-
rador Jg: Fx — Y que aparecen en la construccién de la versién
isométrica de la factorizaciéon DFJP (con f(a) = 1), presentada en la
Seccion 6.2.

Teorema 7.3.1. Sea Y un espacio de Banach. Son equivalentes:
(a) Y satisface la A.P.
(b) F(Yk,Y) es un ideal en L(Yk,Y) para todo K € Wy .

(¢) Para todo K € Wy, existe una red (Aq) en F(Yk,Y') que converge
fuertemente a Jx y verifica sup,, || Aal| < ||Jk]|-

(d) Para todo K € Ky, existe una red (Ay) en F(Yk,Y) que converge
en norma a Ji

Demostracion. Véase [59, Theorem 1.2]. O

Como aplicacién del Teorema 7.3.1, obtenemos las siguientes caracte-
rizaciones de la A.P. para un espacio de Banach y su dual. Las demostra-
ciones, asi como otras versiones de estos resultados, pueden encontrarse
en [59].

Teorema 7.3.2. Sea Y un espacio de Banach. Son equivalentes:
(a) Y satisface la A.P.
(b) F(X,Y) es un ideal en W(X,Y') para todo espacio de Banach X.

(c) F(X,Y) es un ideal en W(X,Y) para todo espacio de Banach
separable y reflexivo X.

Teorema 7.3.3. Sea X un espacio de Banach. Son equivalentes:
(a) X* satisface la A.P.
(b) F(X,Y) es un ideal en W(X,Y) para todo espacio de Banach'Y .

(¢c) F(X,Y) es un ideal en W(X,Y) para todo espacio de Banach
separable y reflexivo Y.
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Algebras de Calkin

Sea X un espacio de Banach. Como el conjunto de los operadores
compactos K(X) es un ideal bildtero cerrado, el cociente L(X)/K(X) es
un algebra Banach. Se denomina dlgebra de Calkin de X.

El interés del algebra de Calkin en teoria de Fredholm proviene del
hecho de que un operador 7' € £L(X) es Fredholm si y solo si la clase de
T es invertible en el dlgebra cociente L(X)/K(X).

Por otro lado, para todo T' € L(X,Y) se define la norma esencial
mediante

7]l = dist(T, K (X, Y)):

es decir, ||T||lc es la norma de la clase del operador T' en el espacio

cociente L(X,Y)/K(X,Y).

En [58], Lebow y Schechter investigaron los operadores semi-Fredholm
utilizando la norma esencial junto con un concepto de medida de no
compacidad para los subconjuntos de un espacio de Banach. Su objetivo
era extender el concepto de operador en @, 6 ®_ a elementos de un
algebra de Banach.

Definicion 7.3.3. Sea C' un subconjunto acotado de un espacio de Ba-
nach X. La medida de no compacidad v(C') de C se define mediante la
expresion

v(C) :==inf{e >0: C C D+¢eBx},

donde el infimo se toma sobre todos los subconjuntos compactos D del
espacio X .

Utilizando la cantidad v(-), podemos definir una medida de no com-
pacidad para operadores.

Definicién 7.3.4. Sea T € L(X,Y). Se define
Y(T) :==~+(T(Bx)).
Obviamente,
T compacto <= ||T||e =0 <= ~(T) =0.

Lebow y Schechter probaron el siguiente resultado:
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Teorema 7.3.4. Sea T € L(X,Y).

(i) T € &4 siy solo si existe una constante C' > 0 tal que, para todo
espacio de Banach Z y todo S € L(Z,X), v(5) < C~(TS).

(ii) T € ®_ si y solo si existe una constante C' > 0 tal que, para todo
espacio de Banach Z y todo S € L(Y,Z), v(S) < Cy(ST).

La demostraciéon puede encontrase en [58, Teoremas 3.1, 4.8 y 5.5].

Es facil probar que v(T) < |T||le para todo T € L(X,Y). Lebow y
Schechter plantearon el problema de la equivalencia de () y || - ||« en
L(X,Y); es decir, si existe una constante C' > 0 tal que ||T|. < Cy(T)
para todo T' € L(X,Y). Fueron capaces de dar una respuesta positiva
en el caso en que Y verifica una variante de la A.P.

Definiciéon 7.3.5. Se dice que un espacio de Banach Y satisface la
propiedad de aproximacién compacta acotada (B.C.A.P.) si existe una
constante A > 1 tal que para todo subconjunto compacto D de X y todo
e > 0, existe un operador compacto K: X — X tal que

IK—I|| <X y supl|Kz—z| <e.
xzeD

Posteriormente, Astala y Tylli [8] probaron que la B.C.A.P. del segun-
do espacio era necesaria para la equivalencia de (-) y || - [le. Obtuvieron
el siguiente resultado:

Teorema 7.3.5. Un espacio de Banach'Y verifica la B.C.A.P. si y solo
st existe una constante C > 0 tal que para todo espacio de Banach X,
cada T € L(X,Y) verifica ||T| < Cy(T).

Demostracion. Véase [58, Theorem 3.6] y [8, Theorem 2.3]. O

Por otro lado, Astala y Tylli investigaron en [9] los operadores taube-
rianos utilizando medidas de no compacidad débiles para conjuntos y
para operadores, una norma esencial débil y un concepto de propiedad
de aproximacién débil para espacios de Banach. A continuacién, des-
cribiremos sus resultados.
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Definicion 7.3.6. Sea C' un subconjunto acotado de un espacio de Ba-
nach X. La medida de no compacidad débil w(C) de C' se define me-
diante la expresion

w(C) :=1inf{e >0: C C D+¢eBx},

donde el infimo se toma sobre todos los subconjuntos débilmente com-
pactos D de X.

De este modo, podemos definir dos medidas de no compacidad débil
para operadores.

Definicién 7.3.7. Sea T € L(X,Y). Definimos la norma esencial débil
|T||w de T como la norma de la clase del operador T en el espacio
cociente L(X,Y)/W(X,Y).

Ademds, definimos w(T) := w(T(Bx)).
Es fécil ver que w(T) < ||T|| para todo T € L(X,Y).

Definicion 7.3.8. Sea A > 1. Decimos que un espacio de Banach Y
satisface la A\-propiedad de aproximacién débil (A-W.A.P.) si para to-
do subconjunto débilmente compacto D C Y y todo € > 0, existe un
operador K € W(Y') de modo que

sup ||ly — Kyl <e y [[I - K[ <A
yeD

Decimos que el espacio Y satisface la W.A.P. si satisface la \-W.A.P.
para algun A > 1.

Veamos que la equivalencia de w(-) y || - |lw en £(X,Y") caracteriza la
W.A.P. del segundo espacio.

Teorema 7.3.6. Sea Y un espacio de Banach.

(i) S1 Y satisface la \-W.A.P., |[T|lw < MAw(T) para todo espacio de
Banach X y todo T € L(X,Y).

(ii) SiY no satisface la \-W.A.P. para ningin \ > 1, existe un espacio
de Banach X y una sucesion normalizada de operadores (T,,) en
L(X,Y) tal que w(T3,) — 0.
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Demostracion. Véase [9] 6 [36]. O

Como dijimos antes, el primer espacio de Banach separable que no
satisfacia la A.P. fue construido por Enflo en 1973. La construccién es
muy complicada y el ejemplo es muy diferente a los espacios de Banach
clasicos. Sin embargo, en el caso de la W.A.P., existen espacios clasicos
que no la satisfacen. El siguiente resultado nos permitira mostrar algunos
ejemplos.

Proposicién 7.3.1. Sea Y un espacio de Banach que contiene una
sucesion débilmente convergente pero no convergente. SiW(Y') C C(Y),
el espacio Y mo satisface la W.A.P.

Demostracion. Sea (y,) una sucesién débilmente convergente, no con-
vergente en Y. Claramente podemos suponer que (y,) es débilmente
nula, estd contenida en la bola unidad By y existe una constante ¢ > 0
tal que ||ym — yn| > ¢ para m # n.

Noétese que D := {y,: n € N} U {0} es un subconjunto débilmente
compacto de Y y que, si K: Y — Y es un operador débilmente com-
pacto, (Kyy,) converge en norma a 0. Por tanto sup,cp [y — Kyl > ¢
luego Y no satisface la W.A.P. O

Un espacio de Banach X satisface la propiedad de Dunford-Pettis si
W(X,Y) C C(X,Y) para todo espacio de Banach Y.

Como los espacios C[0,1], Lo (0,1) y L1(0, 1) satisfacen la propiedad
de Dunford-Pettis [5, Theorem 5.4.5] y contienen sucesiones equivalentes
a la base (ey,) en /9, el siguiente resultado es una consecuencia inmediata
de la Proposicién 7.3.1.

Corolario 7.3.1. Los espacios C|0,1], Lo (0,1) y L1(0,1) no satisfacen
la W.A.P.

En las referencias [68] y [73], podemos encontrar algunos resultados
recientes sobre la W.A.P., incluyendo nuevos ejemplos de espacios de
Banach clasicos que no la verifican.
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