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en teoŕıa de espacios de Banach

Manuel González
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Prefacio

Inspirados por la teoŕıa de Fredholm y la de ideales de operadores [70],
los autores de [2] introdujeron un concepto de semigrupo de operadores,
cuyos principales ejemplos son los dos tipos de operadores semi-Fredholm
Φ+ y Φ−, y los operadores tauberianos introducidos por Kalton y Wilan-
sky en [57].

La teoŕıa de ideales de operadores aborda el estudio de los espacios de
Banach, no mediante sus propiedades intŕınsecas, sino en términos de las
propiedades de los operadores que actúan entre los espacios. El objetivo
de la teoŕıa de semigrupos es similar, pero las clases de operadores que
utiliza tienen propiedades opuestas, como veremos.

Todo ideal de operadores A tiene asociados dos semigrupos A+ y A−.
En el caso del ideal K de los operadores compactos, K+ y K− son los
operadores semi-Fredholm Φ+ y Φ− y en el caso del ideal W de los
operadores débilmente compactos, W+ y W− son los operadores taube-
rianos y los operadores cotauberianos. En [41] se han investigado varios
semigrupos asociados a ideales definidos en términos de convergencia
de sucesiones y en [30] y [34] se han estudiado otros semigrupos que
admiten caracterización en términos de ultrapotencias. Observemos que
los semigrupos asociados a K y a W han sido intensamente estudia-
dos, mientras quedaŕıa hacer un estudio paralelo para los semigrupos
asociados a muchos otros ideales de operadores clásicos.

En este libro se expone la teoŕıa de semigrupos de operadores, in-
cluyendo los principales resultados y aplicaciones que se han obtenido
sobre los semigrupos asociados a K y W, e indicando problemas abier-
tos que podŕıan abordarse para otros semigrupos. Comenzaremos pre-
sentando las propiedades de las clases concretas de operadores que han
sugerido la introducción del concepto de semigrupo.
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En el primer caṕıtulo se recuerdan algunos conceptos y resultados de
análisis funcional, que se utilizarán en la exposición, y se introducen
algunas notaciones. En particular, se recuerda la noción de sucesión
básica y la de ultrapotencia de operadores.

El segundo caṕıtulo es una breve introducción a la teoŕıa de ideales de
operadores, sistematizada por Pietsch en [70]. Se incluye varias clases que
permiten clasificar los ideales, aśı como procedimientos de construcción
y algunos ejemplos.

En el tercer caṕıtulo se describe la teoŕıa de Fredholm de operadores
desde un punto de vista en que los ideales y los semigrupos apare-
cen como clases de operadores con propiedades claramente diferenci-
adas. Incluye las caracterizaciones perturbativas de los operadores semi-
Fredholm y su aplicación al estudio de los operadores estrictamente sin-
gulares y estrictamente cosingulares.

En el caṕıtulo cuarto se estudia el semigrupo T de los operadores
tauberianos y el semigrupo dual T d de los operadores cotauberianos.
Después de presentar las propiedades básicas, se incluyen varias carac-
terizaciones fundamentales de los operadores tauberianos: sucesionales,
perturbativas, en términos de las imágenes de las sucesiones básicas y
en términos de la acción sobre conjuntos convexos cerrados. Además,
se presentan los correspondientes resultados para operadores cotauberi-
anos, cuando existen. También se presta cierta atención al caso de los
operadores tauberianos con dominio en el espacio L1(µ) de las funciones
integrables, y a los operadores cuyas ultrapotencias pertenecen a T o
T d.

El caṕıtulo quinto comienza con una introducción axiomática de los
semigrupos de operadores, paralela a la de los ideales de operadores. Se
introducen conceptos para clasificar los semigrupos y se presentan pro-
cedimientos que permiten obtener familias de ejemplos de semigrupos.
La última parte describe los semigrupos asociados a algunos ideales de
operadores que admiten caracterización en términos de sucesiones.

El caṕıtulo sexto describe con detalle una variante de la conocida fac-
torización introducida por Davis, Figiel, Johnson y PeÃlczyński en [17], la
factorización DFJP. Esta construcción tiene gran interés porque propor-
ciona abundantes ejemplos de operadores tauberianos y cotauberianos,
y además, a través de ella los operadores tauberianos se han aplicado
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en la investigación de las propiedades isomorfas de los espacios de Ba-
nach. También se describen brevemente otras variantes de factorización
DFJP, introducidas por diversos autores, y se muestran resultados de
factorización para ideales de operadores concretos que se obtienen a
partir de la primera variante mencionada.

En el caṕıtulo séptimo se describen algunas otras aplicaciones de los
operadores tauberianos, como las condiciones para la equivalencia de
la propiedad de Radon-Nykodým y la propiedad de Krein-Milman, en-
contradas por Schachermayer [74], la preservación de propiedades iso-
morfas de espacios de Banach y conjuntos acotados por medio de ope-
radores tauberianos [66], o las caracterizaciones de algunas versiones de
la propiedad de aproximación para espacios de Banach [8, 9, 59].

Los requisitos para seguir la exposición son los conocimientos que
se adquieren en un curso de análisis funcional en espacios normados,
incluyendo el teorema de Hahn-Banach, la topoloǵıa débil en un espacio
de Banach y la topoloǵıa ∗-débil en su dual, el teorema de la aplicación
abierta y la dualidad para operadores lineales continuos.

Este libro no hubiera aparecido sin la colaboración cient́ıfica estable-
cida con la Universidad de los Andes, en Mérida, y la Universidad de
Oriente, en Cumaná; por ello agradezco a Pietro Aiena, José Giménez,
Ennis Rosas y Margot Salas-Brown, que la hicieron posible. La mono-
graf́ıa [36] ha sido referencia principal durante la redacción, por lo que
reconozco la ayuda de Antonio Mart́ınez-Abejón. También debo agrade-
cer a los miembros del Departamento de Matemáticas de la Universidad
de Cantabria, por un ambiente de trabajo estimulante; y al organismo
nacional español para la promoción de la investigación, por la ayuda
financiera proporcionada al Proyecto MTM2007-67994.

Manuel González
Santander, Junio de 2009
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Caṕıtulo 1

Espacios de Banach y
operadores

En este caṕıtulo recordaremos algunos conceptos básicos y fijaremos
notaciones que se utilizarán más adelante.

Espacios

Generalmente X, Y y Z son espacios de Banach sobre el cuerpo de
los números reales R. Además, BX := {x ∈ X : ‖x‖ ≤ 1} denota la bola
unidad cerrada de X y SX := {x ∈ X : ‖x‖ = 1} la esfera unidad de X.

Dos normas ‖·‖1 y ‖·‖2 es un espacio vectorial X se dicen equivalentes
si existe una contante d ≥ 1 de modo que

d−1‖x‖1 ≤ ‖x‖2 ≤ d‖x‖1 para todo x ∈ X.

Sea A un subconjunto no vaćıo de X. Se denota por span{A} el
subespacio generado por A, y por span{A} la clausura (en norma) de
span{A}.

El dual de X, denotado X∗, es el conjunto de las aplicaciones lineales
continuas de X en R. Sean x ∈ X y x∗ ∈ X∗. Denotamos por 〈x∗, x〉 el
valor de x∗ en x.

El dual de X∗ se denota X∗∗ y se denomina segundo dual (o bidual)
de X. Ocasionalmente aparecerá X∗∗∗, que es el tercer dual de X.

1
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A cada x ∈ X se le asocia x̂ ∈ X∗∗ definido por

〈x̂, x∗〉 := 〈x∗, x〉 (x ∈ X).

De este modo obtenemos una isometŕıa lineal JX : X −→ X∗∗ de X
en X∗∗. Frecuentemente identificaremos X con el subespacio JX(X) del
bidual X∗∗.

Operadores

Sean X e Y espacios de Banach. Un operador de X en Y es una apli-
cación lineal y continua de X en Y . Denotamos por L(X, Y ) el conjunto
de todos los operadores de X en Y .

El operador nulo y el operador identidad en X se denotan 0X y IX .

Sea T ∈ L(X, Y ). El núcleo de T es N(T ) := T−1(0), su rango es
R(T ) := T (X) y su conúcleo es Y/R(T ).

El operador conjugado de T ∈ L(X,Y ) es el operador T ∗ ∈ L(Y ∗, X∗)
definido por T ∗y∗ := y∗ ◦ T ; es decir,

〈T ∗y∗, x〉 = 〈y∗, Tx〉 y∗ ∈ Y ∗, x ∈ X.

El segundo conjugado de T es T ∗∗ := (T ∗)∗ y T ∗∗∗ es el tercer conju-
gado de T .

Nótese que el siguiente diagrama es conmutativo.

X∗∗ Y ∗∗

X Y

wT ∗∗
u

JX

w
T

u
JY

Por tanto, podemos considerar T ∗∗ como una extensión de T .

Un isomorfismo de X en Y es un operador T ∈ L(X, Y ) inyectivo y
con rango cerrado (no necesariamente biyectivo).

Si T : X −→ Y es un isomorfismo, existe una constante d ≥ 1 tal que
d−1 ≤ ‖T (x)‖ ≤ d para todo x ∈ SX .

Diremos que podemos identificar dos espacios de Banach X e Y cuan-
do existe un isomorfismo biyectivo A : X −→ Y .
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Similarmente, diremos que podemos identificar dos operadores S ∈
L(Y,Z) y T ∈ L(V, X) cuando existen dos isomorfismos biyectivos
A : Y −→ V y B : X −→ Z de modo que S = BTA.

En los dos casos anteriores, si los isomorfismos biyectivos son isometŕıas,
diremos que la identificación es isométrica.

Una proyección en X es un operador P : X −→ X que verifica P 2 = P .
Nótese que R(P ) = N(IX − P ); luego es cerrado. Además,

X = R(P )⊕N(P ).

Un subespacio de X se dice complementado si coincide con el rango
de una proyección en X.

Denotamos por L la clase de todos los operadores entre espacios de
Banach.

Una subclase A de L viene determinada por sus componentes

A(X, Y ) := A ∩ L(X, Y ),

donde X e Y son espacios de Banach.
En el caso X = Y escribiremos A(X) en lugar de A(X, X).

Ejemplos de espacios de Banach

Sea 1 ≤ p < ∞ y (ai) una sucesión de números reales. Definimos

‖(ai)‖p :=
( ∞∑

i=1

|ai|p
)1/p

y ‖(ai)‖∞ := supi∈N |ai|.
Sea 1 ≤ p ≤ ∞. Definimos los espacios de sucesiones de escalares

`p := {(ai) : ‖(ai)‖p < ∞}.
Los espacios `p (con la correspondiente norma ‖ · ‖p) son espacios de

Banach.
El espacio c0 := {(ai) : ĺımi→∞ ai = 0}, como subespacio cerrado de

`∞, es también espacio de Banach.

En general, si (Xi) es una sucesión de espacios de Banach, el espacio

`p(Xi) := {(xi) : xi ∈ Xi, ‖(xi)‖p < ∞},
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con la norma ‖(xi)‖p := ‖(‖xi‖)‖p, es también un espacio de Banach.

Denotamos C[0, 1] al espacio de las funciones continuas f : [0, 1] −→ R,
que es un espacio de Banach con la norma del supremo:

‖f‖∞ = sup
t∈[0,1]

|f(t)|.

Sea 1 ≤ p < ∞. Podemos definir los espacios de funciones Lp(0, 1) de
modo análogo a `p, sustituyendo sumas por integrales:

‖f‖p :=
( ∫ 1

0
|f(t)|pdt

)1/p
.

Similarmente, L∞(0, 1) es el espacio de las funciones medibles esencial-
mente acotadas y ‖f‖∞ es el supremo esencial de f .

La definición de los espacios Lp(0, 1) es técnicamente más complicada
porque sus elementos no son propiamente funciones, sino clases de fun-
ciones medibles: dos funciones medibles f y g están en la misma clase
cuando {t ∈ (0, 1) : f(t) 6= g(t)} tiene medida cero.

1.1. Topoloǵıas débiles

Además de la topoloǵıa asociada a la norma, en un espacio de Banach
X tenemos la topoloǵıa débil, que se denota σ(X, X∗) o w. Puede des-
cribirse como la menor topoloǵıa localmente convexa en X para la que los
elementos de X∗ son aplicaciones continuas. La topoloǵıa de la norma
coincide con la topoloǵıa débil únicamente en espacios de dimensión
finita.

Una sucesión (xn) en X es débilmente de Cauchy si (〈x∗, xn〉) converge
en R para todo x∗ ∈ X∗; además, (xn) converge débilmente a x ∈ X si
(〈x∗, xn〉) converge a 〈x∗, x〉 para todo x∗ ∈ X∗.

Por el teorema de la acotación uniforme, las sucesiones débilmente de
Cauchy son acotadas.

Sea A un subconjunto de X. La clausura de A (en la topoloǵıa de
la norma) se denota A; su clausura débil (en la topoloǵıa σ(X, X∗)) se
denota A

w, o A
σ(X,X∗) si puede haber confusión.
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Como consecuencia del teorema de Hahn-Banach, los subconjuntos
convexos (en especial, los subespacios) cerrados de un espacio de Banach
son w-cerrados.

Es fácil comprobar que un operador T ∈ L(X,Y ) es débilmente con-
tinuo; es decir, continuo de (X,w) en (Y,w).

En el espacio dual X∗, además de la topoloǵıa de la norma y la
débil, tenemos la topoloǵıa ∗-débil, denotada σ(X∗, X∗∗) o w∗. Puede
describirse como la menor topoloǵıa localmente convexa en X∗ para la
que los elementos de JX(X) son aplicaciones continuas. La topoloǵıa
débil coincide con la ∗-débil únicamente si X es reflexivo.

Recordemos que X se dice reflexivo si JX(X) = X∗∗.

Una sucesión (x∗n) en X∗ es ∗-débilmente convergente a x∗ ∈ X∗ si
(〈x∗n, x〉) converge a 〈x∗n, x〉 para todo x ∈ X. Nótese que, por el Teo-
rema de Banach-Steinhaus, las sucesiones ∗-débilmente de Cauchy son
∗-débilmente convergentes.

Sea B un subconjunto de X∗. La clausura ∗-débil de B se denota B
w∗ ,

o B
σ(X∗,X) si puede haber confusión.

Considerando X como un subespacio de X∗∗, si A es un subconjunto
de X, denotaremos por A

w∗ la clausura ∗-débil de A en X∗∗.

Es fácil comprobar que el conjugado T ∗ de un operador T ∈ L(X, Y )
es w∗-débilmente continuo; es decir, continuo de (Y ∗, w∗) en (X∗, w∗).

Veamos algunos resultados fundamentales sobre las topoloǵıas w y w∗.

Teorema 1.1.1. (Teorema de Alaoglu) En un espacio dual X∗, la bola
unidad BX∗ es un subconjunto w∗-compacto de X∗.

Teorema 1.1.2. (Teorema de Goldstine) En un espacio de Banach X,
se verifica BX

w∗ = BX∗∗.

Teorema 1.1.3. (Teorema de Eberlein-Smulian) Sea A un subconjunto
de un espacio de Banach X. Son equivalentes:

(a) A
w es débilmente compacto;

(b) A
w∗ ⊂ X;

(c) cada sucesión en A tiene una subsucesión débilmente convergente.
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El teorema de Eberlein-Smulian permite caracterizar los espacios re-
flexivos.

Corolario 1.1.1. Sea X un espacio de Banach. Son equivalentes:

(a) BX es un conjunto débilmente compacto;

(b) X es reflexivo;

(c) cada sucesión acotada en X tiene una subsucesión débilmente con-
vergente.

Sea A un subconjunto de X. El anulador de A en X∗, definido por

A⊥ := {x∗ ∈ X∗ : 〈x∗, x〉 = 0, ∀x ∈ A},

es un subespacio w∗-cerrado de X∗.

Similarmente, si B es un subconjunto de X∗, el anulador de B en X,
definido por

B⊥ := {x ∈ X : 〈x∗, x〉 = 0, ∀x∗ ∈ B}.
es un subespacio w-cerrado de X.

El siguiente resultado resume las relaciones de dualidad que existen
entre un operador y su conjugado.

Proposición 1.1.1. Sea T ∈ L(X, Y ). Se verifica:

(i) R(T )⊥ = N(T ∗) y R(T ) = N(T ∗)⊥;

(ii) R(T ∗)⊥ = N(T ) y R(T ∗) ⊂ N(T )⊥;

(iii) si R(T ) es cerrado, R(T ∗) = N(T )⊥.

Dualidad subespacio-cociente

Sea E un subespacio cerrado de X. Denotamos por JE : E −→ X
la inclusión natural de E en X; QE : X −→ X/E denota el operador
cociente.

Recordemos que QE
∗ aplica (X/E)∗ sobre E⊥ isometricamente; es

decir, el dual de un cociente de X se identifica isométricamente con un
subespacio de X∗.
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Además, como N(JE
∗) = E⊥, el operador JE

∗ induce un operador
isométrico de X∗/E⊥ sobre E∗ que lleva f + E⊥ a f ◦ JE ; es decir, el
dual de un subespacio cerrado de X se identifica isométricamente con
un cociente de X∗.

Similarmente (X/E)∗∗ se identifica isométricamente con X∗∗/E⊥⊥ y
E∗∗ con E⊥⊥.

1.2. Bases y sucesiones básicas

Se recogen algunos conceptos y resultados relacionados con las bases
de Schauder en un espacio de Banach. En particular, se presentan crite-
rios para que una sucesión tenga una subsucesión básica.

Definición 1.2.1. Una sucesión (xn) en un espacio de Banach X es una
base (de Schauder) de X si para cada x ∈ X existe una única sucesión
de escalares (an) de modo que x =

∑∞
n=1 anxn.

Denotemos por en la sucesión que tiene un 1 en la posición n-ésima y
un 0 en las restantes posiciones:

e1 := (1, 0, 0, 0, . . .), e2 := (0, 1, 0, 0, . . .), e3 := (0, 0, 1, 0, . . .), . . .

La sucesión (en) es base de c0 y de `p para 1 ≤ p < ∞.

Observación 1.2.1. (en) es una sucesión de sucesiones.

Si (xn) es una base de X, se sigue de los teoremas fundamentales del
análisis funcional que, para cada k ∈ N, la expresión

〈
x∗k,

∞∑

n=1

anxn

〉
:= ak

define un elemento x∗k ∈ X∗. Además

Pk

( ∞∑

n=1

anxn

)
:=

k∑

n=1

anxn

define una proyección Pk : X −→ X tal que ĺımk Pk(x) = x para todo
x ∈ X; por tanto, (Pk) es una sucesión acotada en L(X).
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Definición 1.2.2. Sea (xn) una base de X. La sucesión (x∗n) se deno-
mina sucesión de funcionales coeficientes de la base (xn).

Además, C := supk∈N ‖Pk‖ es la constante de base de (xn).

Nótese que si (xn) es una base de X y x =
∑∞

i=1 aixi ∈ X, se verifica
ai = 〈x∗i , x〉. Luego los funcionales coeficientes vienen determinados por
las igualdades

〈x∗i , xj〉 = δij i, j ∈ N.

Definición 1.2.3. Una sucesión (xn) en X se dice básica si es una base
del subespacio span{xn}.

Si (xn) es base de X, la sucesión de funcionales coeficientes (x∗n) es
una sucesión básica de X∗. De hecho, para cada x∗ ∈ span{x∗n},

x∗ =
∞∑

n=1

〈x∗, xn〉x∗n.

Definición 1.2.4. Sea (xn) una sucesión básica en X. Una sucesión
(yn) se dice base de bloques de (xn) si existe una sucesión m1 < n1 <
m2 < n2 < · · · en N y una sucesión de escalares (αn) de modo que, para
cada j ∈ N,

yj =
nj∑

i=mj

αixi 6= 0.

Es fácil comprobar que una base de bloques de una sucesión básica es
también sucesión básica.

El siguiente resultado permite reconocer las sucesiones básicas.

Proposición 1.2.1. [5, Proposition 1.1.9] Una sucesión de vectores no
nulos (xn) en X es básica si y solo si existe una constante positiva C
tal que ∥∥∥

m∑

k=1

akxk

∥∥∥ ≤ C
∥∥∥

n∑

k=1

akxk

∥∥∥

para toda sucesión de escalares (ak) y m ≤ n en N.

Este criterio permite probar que en cualquier espacio de Banach de
dimensión infinita podemos encontrar sucesiones básicas. Véase [60, The-
orem 1.a.5].
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Definición 1.2.5. Una base (xn) es X se dice incondicional si para
todo x ∈ X la serie

∑∞
n=1〈x∗n, x〉xn converge incondicionalmente.

Obviamente, (en) es base incondicional de c0 y de `p para 1 ≤ p < ∞.

Observación 1.2.2. El sistema de Haar [5, Proposition 6.1.3] es base
de Lp(0, 1) para 1 ≤ p < ∞ y es incondicional para 1 < p < ∞. Sin
embargo, L1(0, 1) no tiene base incondicional.

Una sucesión básica (xn) se dice incondicional si es base incondicional
de span{xn}.

Kadec y PeÃlczyński [56] obtuvieron un criterio que permite averiguar
si un subconjunto contiene una sucesión básica. Podemos encontrar una
demostración en [5, Theorem 1.5.6].

Teorema 1.2.1. (Criterio de Kadec-PeÃlczyński) Sea S un subconjunto
acotado de un espacio de Banach tal que 0 /∈S. Son equivalentes:

(a) S no contiene sucesiones básicas;

(b) S
w es débilmente compacto y 0 /∈S

w.

Diremos que una sucesión (xn) es seminormalizada si es acotada y
verifica ı́nfn ‖xn‖ > 0.

Corolario 1.2.1. Sea (xn) un sucesión seminormalizada en un espacio
de Banach. Son equivalentes:

(a) (xn) no tiene subsucesiones básicas;

(b) cada subsucesión de (xn) tiene una subsucesión débilmente conver-
gente a un vector x 6= 0.

Como consecuencia, toda sucesión básica débilmente convergente es
débilmente nula.

Definición 1.2.6. Una sucesión (xn) en X y otra (yn) en Y se dicen
equivalentes si existe un isomorfismo biyectivo

T : span{xn} −→ span{yn}

tal que Txn = yn para todo n.
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Es fácil ver que, si (xn) e (yn) son sucesiones equivalentes y una de
ellas es básica, la otra también lo es.

El siguiente resultado, obtenido en [71], permite detectar subespa-
cios isomorfos a `1 en un espacio de Banach. Podemos encontrar una
demostración en [5, Theorem 10.2.1].

Teorema 1.2.2. (Teorema de Rosenthal) Sea (xn) una sucesión aco-
tada en X. Entonces

(i) (xn) tiene una subsucesión débilmente de Cauchy, ó

(ii) (xn) tiene una subsucesión equivalente a la base (en) de `1.

Para enunciar un resultado similar al Teorema 1.2.2, pero con subes-
pacios isomorfos a c0, necesitamos el siguiente concepto.

Definición 1.2.7. Una serie
∑∞

n=1 xn en un espacio de Banach X se
dice w.u.C si

∑∞
n=1 |f(xn)| < ∞ para todo f ∈ X∗; o equivalentemente,

si
sup

{∥∥∑

i∈A

xi

∥∥ : A subconjunto finito de N
}

< ∞.

El nombre w.u.C. viene de weakly unconditionally Cauchy.

Ejercicio 1.2.1. La serie
∑∞

n=1 en en el espacio c0 es w.u.C.

El siguiente resultado, obtenido en [13], permite detectar subespa-
cios isomorfos a c0 en un espacio de Banach. Podemos encontrar una
demostración en [18, Corollary V.7].

Proposición 1.2.2. (Criterio de Bessaga-PeÃlczyński) Una sucesión básica
(xn) en un espacio de Banach es equivalente a la base (en) de c0 si y
solo si ı́nfn∈N ‖xn‖ > 0 y la serie

∑∞
n=1 xn es w.u.C.

En el caso de espacios con base incondicional, el Teorema 1.2.2 y la
Proposición 1.2.2 permiten caracterizar los espacios reflexivos.

Proposición 1.2.3. [5, Theorem 3.3.3] Un espacio de Banach con base
incondicional es reflexivo si y solo si no contiene subespacios complemen-
tados isomorfos a c0 ni a `1.
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Sucesiones básicas y dualidad

Veamos algunas clases de sucesiones básicas que son útiles en el estudio
de los espacios de Banach.

Definición 1.2.8. Sea (xn) una sucesión básica en un espacio de Ba-
nach X.

(i) (xn) se dice acotadamente completa si, dada una sucesión de es-
calares (αj) para la que supn ‖

∑n
j=1 αjxj‖ < ∞, la serie

∑∞
j=1 αjxj

converge;

(ii) (xn) se dice shrinking si ‖x∗|Xn
‖ −→

n
0 para todo x∗ ∈ X∗, donde

Xn := span{xi}∞i=n.

Proposición 1.2.4. [60, Proposition 1.b.2] Una base (xn) en X es
shrinking si y solo si la sucesión de funcionales coeficientes (x∗n) es base
de X∗.

Proposición 1.2.5. [60, Proposition 1.b.4] Un espacio de Banach X
con base acotadamente completa es isomorfo a un espacio dual. De he-
cho, es isomorfo al dual de span{x∗n}.

Combinando estos resultados obtenemos una caracterización de los
espacios con base reflexivos.

Proposición 1.2.6. [60, Proposition 1.b.5] Un espacio de Banach X
con base (xn) es reflexivo si y solo si (xn) es shrinking y acotadamente
completa.

En el caso de espacios con base incondicional, tenemos otras caracte-
rizaciones.

Teorema 1.2.3. [5, Theorem 3.3.1] Sea X un espacio con base incondi-
cional (xn). Son equivalentes:

(a) la base (xn) es shrinking;

(b) X no tiene subespacios isomorfos a `1;

(c) X no tiene subespacios complementados isomorfos a `1.
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Teorema 1.2.4. [5, Theorem 3.3.2] Sea X un espacio con base incondi-
cional (xn). Son equivalentes:

(a) la base (xn) es acotadamente completa;

(b) X no tiene subespacios isomorfos a c0;

(c) X no tiene subespacios complementados isomorfos a c0.

1.3. Ultraproductos de espacios y operadores

El concepto de ultraproducto proviene de la teoŕıa de modelos. Se uti-
liza como herramienta en análisis funcional, especialmente las versiones
para espacios y operadores.

En esta sección daremos las definiciones y una descripción rápida de
las propiedades que utilizaremos más adelante. Un desarrollo más com-
pleto puede encontrase en [46].

Denotaremos por I un conjunto infinito, que jugará el papel de con-
junto de ı́ndices.

Filtros y ultrafiltros

Un filtro sobre I es una colección F de subconjuntos de I verificando
las siguientes condiciones:

(i) ∅ /∈ F,

(ii) si A,B ∈ F, A ∩B ∈ F,

(iii) si A ∈ F y A ⊂ B, B ∈ F.

Veamos algunos ejemplos t́ıpicos de filtros:

(1) el filtro de Fréchet está formado por los subconjuntos de I cuyo
complemento es finito;

(2) la colección de los subconjuntos de I que contienen un subconjunto
prefijado A0 de I.

La clave para la construcción de ultraproductos es la siguiente varie-
dad de filtro.
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Definición 1.3.1. Un ultrafiltro U sobre I es un filtro que verifica la
siguiente condición de maximalidad:

(iv) para cada subconjunto A de I, A ∈ U ó I \A ∈ U.

Como consecuencia del lema de Zorn, todo filtro admite una am-
pliación que es un ultrafiltro.

Un ultrafiltro se dice no trivial si es una ampliación del filtro de
Fréchet.

Un ultrafiltro no trivial se dice ℵ0-incompleto si existe una partición
numerable {In}∞n=1 de I tal que In /∈ U para todo n ∈ N.

Todo ultrafiltro no trivial sobre N es ℵ0-incompleto. Además, si no
se admite la existencia de cardinales medibles, lo mismo es cierto para
cualquier I.

Definición 1.3.2. Sea X un espacio topológico, x0 ∈ X y F un filtro
sobre I. Una familia (xi)i∈I ⊂ X converge a x0 según F si para cada
entorno abierto V de x0,

{i ∈ I : xi ∈ V} ∈ F.

Usaremos como notación x = ĺımF xi ó xi −→F x.

Si I = N y F es el filtro de Fréchet, la convergencia según F es la
convergencia usual de sucesiones.

El siguiente resultado es fundamental para la construcción de ultra-
productos. La demostración es un ejercicio.

Lema 1.3.1. Sea X un espacio topológico compacto y U un ultrafiltro
sobre I. Toda familia (xi)i∈I en X converge según U.

Ultraproductos y ultrapotencias

Supondremos que U es un ultrafiltro ℵ0-incompleto sobre I.
Sea (Xi)i∈I una colección de espacios de Banach, `∞(I,Xi) el espacio

de Banach de las familias acotadas (xi)i∈I , con xi ∈ Xi, dotado de la
norma del supremo ‖(xi)i∈I‖∞ := supi∈I ‖xi‖.
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El subconjunto NU(Xi) de las familias (xi)i∈I de `∞(I, X) que con-
verge a 0 según U es un subespacio cerrado.

Definimos el ultraproducto de (Xi)i∈I según U como el cociente

(Xi)U :=
`∞(I,Xi)
NU(Xi)

.

El elemento de (Xi)U que admite la familia (xi)i∈I como representante
se denota [xi]. Luego [xi] = [yi] si y solo si ĺımU ‖xi− yi‖ = 0. Por tanto,

∥∥[xi]
∥∥ = ĺım

U
‖xi‖;

donde la existencia de ĺımite es consecuencia del Lema 1.3.1.

Sean (Xi)i∈I e (Yi)i∈I colecciones de espacios de Banach. Para cada
i ∈ I, sea Ti ∈ L(Xi, Yi) de modo que supi∈I ‖Ti‖ < ∞.

El ultraproducto de (Ti)i∈I según U es el operador (Ti)U de (Xi)U en
(Yi)U definido por

(Ti)U([xi]) := [Tixi].

En el caso Xi = X para todo i ∈ I, el espacio (X)U se denomina
ultrapotencia de X según U y se denota XU.

Analogamente, si Ti = T para todo i ∈ I, el operador (T )U se deno-
mina ultrapotencia de T según U y se denota TU.

Observación 1.3.1. La ultrapotencia XU contiene isométricamente una
copia de X generada por las familias constantes. Por lo tanto, si T ∈
L(X,Y ), podemos considerar la ultrapotencia TU ∈ L(XU, YU) como una
extensión del operador T .

El siguiente resultado es consecuencia de la compacidad de la bola
unidad en los espacios de dimensión finita.

Proposición 1.3.1. Si X es un espacio de Banach, la ultrapotencia XU

es de dimensión finita (si dimX < ∞) ó no separable.

Sea {Ci}i∈I una familia de subconjuntos no vaćıos de X. Denotaremos

(Ci)U := {[xi] ∈ XU : xi ∈ Ci}.
En el caso Ci = X para todo i ∈ I, el conjunto (C)U se denota CU.
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Proposición 1.3.2. Si C es un subconjunto no vaćıo de X, CU es un
subconjunto cerrado de XU y C = CU ∩X.

La demostración no es dif́ıcil.

Sea 0 < ε < 1. Un operador T ∈ L(X,Y ) es una ε-isometŕıa si

1− ε ≤ ‖T (x)‖ ≤ 1 + ε para todo x ∈ SX .

Definición 1.3.3. Sean X e Y espacios de Banach. Diremos que X es
finitamente representable en Y si para cada 0 < ε < 1 y cada subespacio
de dimensión finita E de X existe una ε-isometŕıa L : E −→ Y .

El concepto de representabilidad finita permite investigar las propie-
dades locales (dependientes de los subespacios de dimensión finita) de
los espacios de Banach y se puede estudiar mediante técnicas de ultra-
producto.

Proposición 1.3.3. Un espacio de Banach Y es finitamente repre-
sentable en X si y sólo si existe un ultrafiltro U tal que Y se puede
identificar isométricamente con un subespacio de XU.

El siguiente resultado establece en particular que el bidual de un es-
pacio de Banach X es finitamente representable en X.

Teorema 1.3.1 (Principio de reflexividad local). Sea X un espacio
de Banach y sean E y F subespacios de dimensión finita de X∗∗ y X
respectivamente. Entonces para cada 0 < ε < 1 existe una ε-isometŕıa
T : E −→ X verificando

(i) T (x) = x para todo x ∈ E ∩X,

(ii) 〈x∗, T (x∗∗)〉 = 〈x∗∗, x∗〉 para todo x∗∗ ∈ E y todo x∗ ∈ F .

Podemos encontrar una demostración en [5, Theorem 11.2.4].
Incluimos a continuación algunas propiedades de las ultrapotencias de

un operador probadas en [32] que se utilizarán más adelante.

Proposición 1.3.4. Sea T ∈ L(X, Y ). Se verifica:

(i) TU(BXU
) = T (BX)U y es un subconjunto cerrado;

(ii) N(T )U ⊂ N(TU) y R(TU) ⊂ R(T )U.
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Proposición 1.3.5. Sea T ∈ L(X, Y ). Son equivalentes:

(a) T tiene rango cerrado;

(b) N(T )U = N(TU);

(c) R(T )U = R(TU);

(d) TU tiene rango cerrado.

Espacios reflexivos y superreflexivos

La superreflexividad es la propiedad local asociada a la reflexividad.
Necesitaremos este concepto para estudiar los semigrupos definidos me-
diante ultrapotencias.

Definición 1.3.4. Sea 0 < ε < 1. Diremos que una sucesión finita o
infinita (xn) en un espacio de Banach X es ε-triangular si está contenida
en la bola unidad BX y existe una sucesión (x∗n) en la esfera unidad SX∗

tal que

〈x∗i , xj〉 > ε para 1 ≤ i ≤ j, y

〈x∗i , xj〉 = 0 para 1 ≤ j < i.

El siguiente resultado será útil varias veces en la exposición.

Lema 1.3.2. Sea Z un subespacio cerrado de un espacio de Banach X.
Para todo z∗∗ ∈ Z

σ(X∗∗,X∗),

dist (z∗∗, X) ≥ 1
2

dist (z∗∗, Z).

Demostración. Sea δ := dist (z∗∗, Z). Si δ = 0, el resultado es trivial.
Por ello suponemos que δ > 0. Sea x ∈ X.

Si dist (x,Z) < δ/2, elegimos x1 ∈ Z tal que ‖x−x1‖ < δ/2. Tenemos

‖z∗∗ − x‖ = ‖z∗∗ − x1 + x1 − x‖
≥ ‖z∗∗ − x1‖ − ‖x1 − x‖ > δ − δ/2 = δ/2.

(1.1)
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Si dist (x,Z) ≥ δ/2, por el teorema de Hahn-Banach existe x∗ ∈ SX∗

tal que x∗ ∈ Z⊥ y 〈x∗, x〉 ≥ δ/2. Como Z
σ(X∗∗,X∗) = Z⊥⊥, obtenemos

〈z∗∗, x∗〉 = 0; luego

‖z∗∗ − x‖ ≥ 〈z∗∗ − x, x∗〉 = 〈x∗, x〉 ≥ δ/2. (1.2)

Claramente (1.1) y (1.2) implican dist (z∗∗, X) ≥ δ/2, como queŕıamos
probar.

Utilizando el resultado anterior, James probó la siguiente caracteri-
zación de los espacios reflexivos.

Proposición 1.3.6. Un espacio de Banach X no es reflexivo si y solo
si existe una sucesión ε-triangular (xi)∞k=1 en X para algún 0 < ε < 1.

Definición 1.3.5. Un espacio de Banach X se dice superreflexivo si
todo espacio de Banach finitamente representable en X es reflexivo.

En [20] y [46] podemos encontrar las siguientes caracterizaciones de
los espacios superreflexivos.

Proposición 1.3.7. Sea X un espacio de Banach. Son equivalentes:

(a) X no es superreflexivo;

(b) para todo 0 < ε < 1 y todo n ∈ N, existe una sucesión ε-triangular
finita (xk)n

k=1 en X;

(c) existe 0 < ε < 1 tal que para todo n ∈ N, existe una sucesión
ε-triangular finita (xk)n

k=1 en X;

(d) existe un ultrafiltro no trivial U en N tal que XU no es reflexivo;

(e) para todo ultrafiltro no trivial U, XU no es superreflexivo.
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Caṕıtulo 2

Ideales de operadores

El estudio de los ideales de operadores comenzó con los trabajos de
Grothendieck [45], fue formalizado en la monograf́ıa de Pietsch [70] y es
actualmente una rama del análisis funcional bien desarrollada. Uno de
sus objetivos es la clasificación de los espacios de Banach.

2.1. Definiciones

Recordemos que L representa la clase de todos los operadores entre
espacios de Banach.

Definición 2.1.1. Un ideal de operadores es una subclase A de L que
verifica las siguientes condiciones:

(i) los operadores de rango finito pertenecen a A;

(ii) para cada par X, Y de espacios de Banach, A(X, Y ) es un sub-
espacio de L(X, Y );

(iii) si W , X, Y y Z son espacios de Banach, T ∈ L(W,X), S ∈
A(X, Y ) y R ∈ L(Y, Z), se verifica RST ∈ A(W,Z).

La clase L y la clase de los operadores de rango finito F son ideales
de operadores: el máximo y el mı́nimo.

Sea S una clase de operadores. Denotamos

Sd := {T ∈ L : T ∗ ∈ S}.

19
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Ejercicio 2.1.1. Sea A un ideal de operadores. Probar que Ad es tam-
bién un ideal de operadores.

Se denomina ideal de operadores dual de A.

Denotemos B a la clase de todos los espacios de Banach.

Definición 2.1.2. Un ideal de espacios es una subclase A de B que
verifica las siguientes condiciones:

(i) los espacios de Banach de dimensión finita pertenecen a A;

(ii) X e Y pertenecen a A si y solo si X × Y pertenece a A;

(iii) todo espacio isomorfo a un espacio de A pertenece también a A.

La clase B y la clase de todos los espacios de Banach de dimensión
finita F son ideales de espacios: el máximo y el mı́nimo.

Sea C una clase de espacios de Banach. Denotamos

Cd := {X ∈ B : X∗ ∈ C}.

Ejercicio 2.1.2. Sea A un ideal de espacios. Probar que Ad es también
un ideal de espacios.

Se denomina ideal de espacios dual de A.

El siguiente resultado conecta los ideales de operadores con los ideales
de espacios.

Proposición 2.1.1. Sean A un ideal de operadores y A un ideal de
espacios.

(i) La expresión
Sp(A) := {X ∈ B : IX ∈ A}

define un ideal de espacios.

(ii) La expresión

Op(A) := {T ∈ L : T factoriza a través de un espacio de A}

define un ideal de operadores.
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Ejercicio 2.1.3. Sea A un ideal de operadores. Se verifica Sp(Ad) =
Sp(A)d.

Veamos algunos tipos especiales de operadores que serán relevantes
en la exposición. Recordemos que, dado un subespacio cerrado N de un
espacio X, JN denota el operador inclusión de N en X y QN el operador
cociente de X sobre X/N .

Definición 2.1.3. Sea A un ideal de operadores.

(i) A se dice cerrado si las componentes A(X, Y ) forman subconjuntos
cerrados de L(X, Y );

(ii) A se dice inyectivo si dado un subespacio cerrado Y de Z y un
operador T ∈ L(X,Y ), JY T ∈ A implica T ∈ A.

(iii) A se dice suprayectivo si dado un subespacio cerrado Y de Z y un
operador T ∈ L(Z/Y,X), TQY ∈ A implica T ∈ A.

Los ideales de operadores inyectivos pueden describirse mediante fa-
milias de seminormas y los suprayectivos mediante familias de conjuntos
acotados (véase [54] y [53]). Este hecho está descrito en la Sección 6.3 y
queda reflejado en las siguientes caracterizaciones.

Lema 2.1.1. Sea A un ideal de operadores cerrado.

(a) A es inyectivo si y solo si un operador T ∈ L(X,Y ) está en A
cuando para cada ε > 0 existe un espacio de Banach Zε y un
operador Sε ∈ A(X, Zε) de modo que

‖Tx‖ ≤ ‖Sεx‖+ ε‖x‖; para todo x ∈ X.

(b) A es suprayectivo si y solo si un operador T ∈ L(X, Y ) está en
A cuando para cada ε > 0 existe un espacio de Banach Zε y un
operador Sε ∈ A(Zε, Y ) de modo que

T (BX) ⊂ Sε(BZε) + εBY .

Demostración. Véase [53, Theorem 20.7.3] para la parte (a) y [55, Propo-
sition 2.9] para la parte (b).
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Ejercicio 2.1.4. Sean A un ideal de operadores. Comprobar que se veri-
fican las siguientes relaciones:

(i) Ad inyectivo implica A suprayectivo;

(ii) Ad suprayectivo implica A inyectivo;

(ii) Ad cerrado implica A cerrado.

Las implicaciones inversas de (i) y (ii) no son válidas.

El siguiente resultado permite comprobar que algunos ideales de ope-
radores no son inyectivos o suprayectivos.

Ejercicio 2.1.5. Sean A un ideal de operadores. Se verifica:

(i) si A es inyectivo y Z es isomorfo a un subespacio de un espacio
X ∈ Sp(A), se verifica Z ∈ Sp(A);

(ii) si A es suprayectivo y Z es isomorfo a un cociente de un espacio
X ∈ Sp(A), se verifica Z ∈ Sp(A).

2.2. Ejemplos de ideales de operadores

Veamos algunos ejemplos concretos de ideales de operadores.

Definición 2.2.1. Sea T ∈ L(X, Y ).

(i) Decimos que T es compacto, y denotamos T ∈ K, si para cada sub-
conjunto acotado A de X, la clausura de T (A) es un subconjunto
compacto de Y .

(ii) Decimos que T es débilmente compacto, y denotamos T ∈ W, si
para cada subconjunto acotado A de X, la clausura débil de T (A)
es un subconjunto débilmente compacto de Y .

Ejercicio 2.2.1. Probar que un operador T ∈ L(X,Y ) es compacto si y
solo si T (BX) es un conjunto compacto; y que T es débilmente compacto
si y solo si T (BX) es un conjunto débilmente compacto.

Las clase de los operadores compactos K y la de los débilmente com-
pactos W admiten caracterización sucesional.
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Proposición 2.2.1. Sea T ∈ L(X, Y ).

(a) T es compacto si y solo si para cada sucesión acotada (xn) en X,
(Txn) tiene una subsucesión convergente;

(b) T es débilmente compacto si y solo si para cada sucesión acotada
(xn) en X, (Txn) tiene una subsucesión débilmente convergente.

Los siguientes resultados clásicos muestran que K = Kd y W = Wd.

Teorema 2.2.1. Sea T ∈ L(X, Y ).

(a) T es compacto si y solo si lo es su conjugado T ∗ (Teorema de
Schauder [5, A.4]).

(b) T es débilmente compacto si y solo si lo es T ∗ (Teorema de Gant-
macher [5, A.4]).

Ejercicio 2.2.2. Probar que K yW son ideales de operadores inyectivos,
suprayectivos y cerrados.

Recordemos que una serie
∑∞

n=1 xn en un espacio de Banach X es
w.u.C. si

∑∞
n=1 |〈x∗, xn〉| < ∞ para todo x∗ ∈ X∗.

Definición 2.2.2. Sea T ∈ L(X, Y ).

(i) Decimos que T es débilmente precompacto, o de Rosenthal, y de-
notamos T ∈ R, si para cada sucesión acotada (xn) en X, (Txn)
tiene una subsucesión débilmente de Cauchy.

(ii) Decimos que T es completamente continuo, y denotamos T ∈ C,
si para cada sucesión débilmente de Cauchy (xn) en X, (Txn) es
convergente.

(iii) Decimos que T es débilmente completamente continuo, y denota-
mos T ∈ WC, si para cada sucesión débilmente de Cauchy (xn) en
X, (Txn) es débilmente convergente.

(iv) Decimos que T es incondicionalmente convergente, y denotamos
T ∈ U , si para cada serie w.u.C.

∑∞
n=1 xn en X, la serie

∑∞
n=1 Txn

es incondicionalmente convergente.



24 Manuel González

No es dif́ıcil comprobar que un operador T ∈ L(X,Y ) es completa-
mente continuo si y solo si aplica sucesiones débilmente convergentes en
sucesiones convergentes.

Ejercicio 2.2.3. Las clases R, C, WC y U son ideales de operadores
inyectivos y cerrados.

La prueba de que los ideales de operadores anteriores son cerrados
puede ser más delicada: véase [70].

Observación 2.2.1. Los ideales de espacios Sp(K), Sp(W), Sp(R),
Sp(C), Sp(WC) y Sp(U) son los espacios de dimensión finita, los es-
pacios reflexivos, los espacios que no contienen subespacios isomorfos
a `1, los espacios con la propiedad de Schur, los espacios débilmente
sucesionalmente completos y los espacios que no contienen subespacios
isomorfos a c0, respectivamente.

Dos de los ideales de operadores introducidos en la Definición 2.2.2
pueden caracterizarse mediante las propiedades de las restricciones de
los operadores.

Proposición 2.2.2. Sea T ∈ L(X, Y ). Se verifica:

(i) T ∈ R si y solo si no existe ningún subespacio M de X isomorfo
a `1 tal que la restricción T |M es un isomorfismo;

(ii) T ∈ U si y solo si no existe ningún subespacio M de X isomorfo
a c0 tal que la restricción T |M es un isomorfismo.

Demostración. (i) Supongamos T ∈ R. Como la base (en) de `1 no
tiene subsucesiones débilmente de Cauchy, si M es un subespacio de X
isomorfo a `1, la restricción T |M no puede ser un isomorfismo.

Rećıprocamente, supongamos T /∈ R. Entonces existe una sucesión
acotada (xn) en X tal que (Txn) no tiene subsucesiones débilmente de
Cauchy. Por el teorema de Rosenthal (Teorema 1.2.2), pasando a una
subsucesión podemos suponer que tanto (xn) como (Txn) son equiva-
lentes a la base (en) de `1. Entonces

M := span{xn : n ∈ N}

es isomorfo a `1 y T |M es un isomorfismo.
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(ii) Supongamos T ∈ U . Como la base (en) de c0 forma una serie∑∞
n=1 en que es w.u.C. pero no incondicionalmente convergente, si M es

un subespacio de X isomorfo a c0, la restricción T |M no puede ser un
isomorfismo.

Rećıprocamente, supongamos T /∈ U . Entonces existe una serie w.u.C.∑∞
n=1 xn en X tal que

∑∞
n=1 Txn no es incondicionalmente convergente.

Reordenando la serie, podemos suponer que
∑∞

n=1 Txn no es conver-
gente. Por tanto podemos elegir enteros 1 ≤ k1 ≤ m1 < k2 ≤ m2 < · · ·
en N de modo que los vectores

yn := xkn + xkn+1 + · · ·+ xmn (n ∈ N)

verifican ı́nfn∈N ‖Tyn‖ > 0.

Nótese que las series
∑∞

n=1 yn y
∑∞

n=1 Tyn son w.u.C. En particular,
(yn) y (Tyn) convergen débilmente a 0.

Por el Corolario 1.2.1, pasando a una subsucesión podemos suponer
que (yn) y (Tyn) son sucesiones básicas. Luego, por la Proposición 1.2.2,
ambas sucesiones son equivalentes a la base (en) de c0. Entonces

M := span{xn : n ∈ N}

es isomorfo a c0 y T |M es un isomorfismo.

2.3. El operador residuo

Sea X un espacio de Banach. Denotaremos por Xco el espacio cociente
X∗∗/X y por QX : X∗∗ −→ Xco al operador cociente.

Definición 2.3.1. Sea T ∈ L(X, Y ) un operador. Definimos el operador
residuo T co de T mediante

T co(z + X) := T ∗∗(z) + Y, z + X ∈ Xco.

Claramente, la aplicación T co : Xco −→ Y co queda determinada por
la igualdad T coQX = QY T ∗∗.

Los siguientes dos resultados son consecuencia inmediata de la defini-
ción de operador residuo.
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Proposición 2.3.1. Sea T ∈ L(X, Y ). Se verifica:

(i) T co ∈ L(Xco, Y co) y ‖T co‖ ≤ ‖T‖;
(ii) T es débilmente compacto si y solo si T co = 0.

Proposición 2.3.2. La aplicación T ∈ L(X,Y ) −→ T co ∈ L(Xco, Y co)
es lineal.

Además, si S ∈ L(Y, Z) y T ∈ L(X, Y ), (ST )co = ScoT co.

Veamos el comportamiento de la transformación (·)co respecto de la
dualidad.

Proposición 2.3.3. Podemos identificar (X∗)co y (Xco)∗.
Más concretamente, el operador

QX∗ ◦QX
∗ : (Xco)∗ −→ (X∗)co

es un isomorfismo biyectivo.

Demostración. Nótese que that QX
∗ : (Xco)∗ −→ X∗∗∗ es un operador

isométrico que aplica (Xco)∗ sobre el subespacio X⊥ de X∗∗∗. Como el
tercer dual admite la descomposición

X∗∗∗ = X∗ ⊕X⊥,

el operador QX∗ : X∗∗∗ −→ (X∗)co define un isomorfismo de X⊥ sobre
(X∗)co; luego QX∗ ◦QX

∗ es un isomorfismo biyectivo.

Denotaremos UX := QX∗ ◦QX
∗ al isomorfismo biyectivo del resultado

anterior.

Proposición 2.3.4. Sea T ∈ L(X,Y ). Podemos identificar los ope-
radores (T co)∗ y (T ∗)co. Más concretamente,

(T ∗)co = UX (T co)∗ U−1
Y .

Demostración. Tenemos que probar que el diagrama

(Y co)∗ (Xco)∗

(Y ∗)co (X∗)co

w(T co)∗

u
UY

u
UX

w
(T ∗)co
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es conmutativo.
En efecto, de la igualdad T coQX = QY T ∗∗, obtenemos

(T ∗)coUY = (T ∗)coQY ∗QY
∗

= QX∗T ∗∗∗QY
∗

= QX∗
(
QY T ∗∗

)∗

= QX∗
(
T coQX

)∗
= QX∗QX

∗(T co)∗ = UX(T co)∗,

como queŕıamos probar.

El siguiente resultado nos permitirá estudiar el comportamiento de la
transformación (·)co ante el paso a subespacios o cocientes.

Proposición 2.3.5. Sea Z un subespacio cerrado de un espacio de Ba-
nach X. Podemos identificar Zco con un subespacio cerrado de Xco y
(X/Z)co con un cociente de Xco.

Más concretamente, el operador Jco
Z : Zco −→ Xco es un isomorfismo

y Qco
Z : Xco −→ Zco es suprayectivo.

Demostración. Como QZ es suprayectiva, Q∗∗
Z y Qco

Z también lo son.
Además, por el Lema 1.3.2, si z∗∗ ∈ Z⊥⊥,

dist(z∗∗, Z) ≤ 2 dist(z∗∗, X); (2.1)

lo que prueba que Jco
Z : Zco −→ Xco tiene inverso continuo; es decir, es

un isomorfismo.

Recordemos que en una sucesión exacta

0 −→ Y −→ X −→ Z −→ 0

cada flecha representa un operador y el núcleo de cada una de ellas
coincide con el rango de la anterior.

Como consecuencia de la Proposición 2.3.5, el siguiente diagrama es
conmutativo y todas sus filas y columnas son sucesiones exactas.
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{0} {0} {0}

{0} Z X X/Z {0}

{0} Z∗∗ X∗∗ (X/Z)∗∗ {0}

{0} Zco Xco (X/Z)co {0}

{0} {0} {0}

u u u
w
u

w
JZ

w
QZ

u

w
u

w
u

w
J∗∗Z

w
Q∗∗

Z

u

w
u

w
u

w
Jco

Z

w
Qco

Z

u

w
u

(2.2)
Este diagrama encierra información que permite describir los espacios

Zco, Xco y (X/Z)co. Puede encontrarse en [77].

Corolario 2.3.1. Si Z es un subespacio cerrado de un espacio de Ba-
nach X, Z⊥⊥ + X es un subespacio cerrado de X∗∗.

Demostración. Por la Proposición 2.3.5, R(Jco
Z ) = (Z⊥⊥ + X)/X es un

subespacio cerrado de Xco; luego Z⊥⊥ + X es cerrado en X∗∗.

Proposición 2.3.6. Si T ∈ L(X, Y ) es un operador con rango cerrado,
el rango de T co también es cerrado.

Demostración. Si R(T ) es cerrado, R(T ∗∗) = R(T )⊥⊥; luego obtenemos
que

R(T co) =
R(T ∗∗) + Y

Y
=

R(T )⊥⊥ + Y

Y

es cerrado, aplicando el Corolario 2.3.1.

Observación 2.3.1. La descripción de los operadores S ∈ L(Xco, Y co)
de la forma T co para algún operador T ∈ L(X,Y ) fue analizada en [42].
Entre otros resultados, se probó que existe un espacio de Banach X
con Xco linealmente isométrico a `2, de modo que {T co : T ∈ L(X)}
se identifica con el conjunto de los operadores regulares (respecto de la
estructura de ret́ıculo de `2) en L(`2).
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2.4. Procedimientos para construir ideales

En el libro de Pietsch [70] podemos encontrar varios procedimientos
para construir nuevos ideales de operadores o de espacios a partir de uno
dado. Hasta ahora hemos visto uno de ellos, el paso al ideal dual.

A −→ Ad y A −→ Ad.

En esta sección veremos otros dos, relacionados con el operador residuo
y con las ultrapotencias de operadores.

Sea S una clase de operadores. Denotamos

Sco := {T ∈ L : T co ∈ S } y

Sup := {T ∈ L : TU ∈ S para todo ultrafiltro no trivial U }.
Similarmente, si C es una clase de espacios de Banach, denotamos

Cco := {X ∈ B : Xco ∈ C } y

Cup := {X ∈ B : XU ∈ C para todo ultrafiltro no trivial U }.
El siguiente resultado se obtiene como consecuencia de las propiedades

básicas del operador residuo y de las ultrapotencias.

Proposición 2.4.1. Si A es un ideal de operadores, las clases Aco y
Aup también son ideales de operadores.

Si A es un ideal de espacios, las clases Aco y Aup también son ideales
de espacios.

Los procedimientos A −→ Aup y A −→ Aup fueron investigados por
Heinrich en su tesis [48].

En el caso del ideal W de los operadores débilmente compactos, Wup

coincide con la clase de los operadores uniformemente convexificantes,
estudiada en [10].

En el caso del ideal R de los espacios reflexivos, Rup es la clase de los
espacios superreflexivos (véase la Sección 1.3).

Se puede encontrar información adicional sobre procedimientos y sus
propiedades en el Caṕıtulo 7 de [70].
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Caṕıtulo 3

Operadores semi-Fredholm

La teoŕıa de Fredholm tuvo su origen en el estudio de la solución
de las ecuaciones integrales desde un punto de vista abstracto. Ha sido
aplicada en teoŕıa de espacios de Banach y ha sido una de las fuentes de
inspiración para el estudio de los semigrupos de operadores.

A continuación describiremos someramente algunos aspectos de la
teoŕıa de Fredholm. En la monograf́ıa [1] podemos encontrar una ex-
posición detallada.

3.1. Semigrupos en teoŕıa de Fredholm

En esta sección introduciremos varias clases de operadores. Más tarde
veremos que algunas de ellas son ejemplos de semigrupos de operadores.

Definición 3.1.1. Let T ∈ L(X, Y ).

(i) T se dice upper semi-Fredholm si tiene rango cerrado y núcleo de
dimensión finita.

(ii) T se dice lower semi-Fredholm si tiene rango de codimensión finita
(luego cerrado).

Denotamos por Φ+ y Φ− las clases de los operadores upper y lower
semi-Fredholm, respectivamente.

Además, Φ± := Φ+ ∪Φ− es la clase de los operadores semi-Fredholm.

31
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Definición 3.1.2. El ı́ndice de un operador T ∈ Φ±(X, Y ) se define
mediante

ind(T ) := dimN(T )− dimY/R(T ).

Nótese que ind(T ) ∈ Z ∪ {±∞}.

Por otro lado, la clase Φ de los operadores de Fredholm se define
mediante Φ := Φ+ ∩ Φ−.

Nótese que T ∈ Φ si y solo si T ∈ Φ± con ind(T ) finito.

Recordemos que un operador K : X −→ Y es compacto si y solo si
para cada sucesión acotada (xn) en X, (Txn) tiene una subsucesión
convergente. Los operadores upper semi-Fredholm admiten una carac-
terización similar.

Proposición 3.1.1. Un operador T ∈ L(X, Y ) es upper semi-Fredholm
si y solo si una sucesión acotada (xn) en X tiene una subsucesión con-
vergente cuando (Txn) es convergente.

Demostración. Supongamos que T ∈ Φ+. Sea (xn) una sucesión acotada
en X para la que (Txn) es convergente.

Como N(T ) tiene dimensión finita, existe un subespacio cerrado M
de X de modo que X = N(T )⊕M . Luego podemos escribir xn = yn+zn

con (yn) y (zn) sucesiones acotadas en N(T ) y M , respectivamente.
Nótese que la restricción T |M es un isomorfismo; luego la sucesión (zn)

es convergente. Además, como (yn) es acotada en un espacio de dimen-
sión finita, tiene una subsucesión convergente. Por tanto, (xn) tiene una
subsucesión convergente.

Rećıprocamente, supongamos que T /∈ Φ+. Si N(T ) tiene dimen-
sión infinita, basta encontrar una sucesión acotada sin subsucesiones
convergentes (xn) en N(T ). Si N(T ) tiene dimensión finita, existe un
subespacio cerrado M de modo que X = N(T ) ⊕M . Ahora la restric-
ción T |M es inyectiva pero no tiene inverso continuo. Luego podemos
encontrar una sucesión de vectores de norma uno (zn) en M de mo-
do que ĺımn ‖Tzn‖ = 0. La sucesión (zn) no puede tener subsucesiones
convergentes: si z fuese ĺımite de una subsucesión de (zn), tendŕıamos
z ∈ M ∩N(T ) y ‖z‖ = 1, que es imposible.

Veamos que la clase Φ± es estable ante dualidad.
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Proposición 3.1.2. Un operador T ∈ L(X, Y ) es semi-Fredholm si y
solo si lo es T ∗. En ese caso,

ind(T ∗) = −ind(T ).

En particular, T ∈ Φ+ si y solo si T ∗ ∈ Φ−, y T ∈ Φ− si y solo si
T ∗ ∈ Φ+

Demostración. Como R(T ) es cerrado si y solo si lo es R(T ∗), y en ese
caso de verifica

dimY/R(T ) = dim(Y/R(T ))∗ = dim R(T )⊥ = dimN(T ∗) y

dimN(T ) = dimN(T )∗ = dim X∗/N(T )⊥ = dim X∗/R(T ∗),

basta recordar las definiciones de Φ+ y Φ−.

El resultado anterior permitirá deducir por dualidad las propiedades
de Φ+ a partir de las de Φ−, y viceversa.

Veamos algunas propiedades algebraicas de las clases de operadores
semi-Fredholm.

Proposición 3.1.3. Sean S ∈ L(Y, Z) y T ∈ L(X,Y ). Se verifica:

(i) si S, T ∈ Φ+, ST ∈ Φ+ con ind(ST ) = ind(S) + ind(T );

(ii) si ST ∈ Φ+, T ∈ Φ+;

(iii) si S, T ∈ Φ−, ST ∈ Φ− con ind(ST ) = ind(S) + ind(T );

(iv) si ST ∈ Φ−, S ∈ Φ−.

La clase de los operadores semi-Fredholm es estable ante perturbación
por operadores de norma “pequeña”:

Proposición 3.1.4. El subconjunto Φ±(X, Y ) de los operadores semi-
Fredholm es abierto en L(X, Y ). Además, el ı́ndice es constante en las
componentes conexas de Φ±(X,Y ).

Veamos que la clase Φ± es también estable ante perturbación por
operadores compactos:
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Proposición 3.1.5. Si T ∈ L(X,Y ) es un operador semi-Fredholm y
K ∈ L(X, Y ) es un operador compacto, T +K es también semi-Fredholm
con ind(T + K) = ind(T ).

Demostración. Supongamos primero que T ∈ Φ+. De las caracteriza-
ciones sucesionales de Φ+ y K (Proposiciones 2.2.1 y 3.1.1) se sigue que
T + K ∈ Φ+; y teniendo en cuenta la Proposición 3.1.4, la igualdad del
ı́ndice es consecuencia de que

T + tK ∈ Φ+ para todo t ∈ [0, 1].

El caso T ∈ Φ− se sigue del primero, por dualidad.

3.2. Caracterizaciones perturbativas

Recordemos que un operador K : X −→ Y se dice nuclear si podemos
encontrar una sucesión (x∗n) en X∗ y otra (yn) en Y de tal modo que∑∞

n=1 ‖x∗n‖ · ‖yn‖ < ∞ y

K(x) =
∞∑

n=1

〈x∗n, x〉yn para todo x ∈ X.

Obviamente, ‖K‖ ≤ ∑∞
n=1 ‖x∗n‖ · ‖yn‖ y el operador K es compacto

por ser ĺımite de una sucesión de operadores de rango finito.

Seguidamente presentaremos caracterizaciones perturbativas de los
operadores semi-Fredholm en las que formalmente apareceran operadores
compactos, aunque en la demostración se verá que basta considerar ope-
radores nucleares.

Las caracterizaciones perturbativas de los operadores semi-Fredholm
tienen gran importancia en las aplicaciones y han inspirado la búsqueda
de resultados similares para otras clases de operadores, como los que
veremos más adelante.

Teorema 3.2.1. Sea T ∈ L(X,Y ). Se verifica:

(i) T ∈ Φ+ si y solo si N(T + K) tiene dimensión finita para todo
operador compacto K ∈ L(X,Y );

(ii) T ∈ Φ− si y solo si Y/R(T + K) tiene dimensión finita para todo
operador compacto K ∈ L(X,Y ).
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Demostración. Las implicaciones directas en ambas partes son conse-
cuencia inmediata de la Proposición 3.1.5. Veamos las implicaciones in-
versas:

(i) Supondremos que T /∈ Φ+ y construiremos un operador nuclear
K : X −→ Y de modo que N(T + K) tenga dimensión infinita.

Si dimN(T ) = ∞, basta tomar K = 0. Por ello, supondremos que
dimN(T ) < ∞; luego podemos encontrar un subespacio cerrado X1 de
X de modo que X = N(T ) ⊕ X1 y la restricción T |X1

es un operador
inyectivo con inverso no continuo.

Obtendremos mediante un argumento inductivo sucesiones (xn) en X1

y (x∗n) en X∗ de modo que

〈x∗i , xj〉 = δij para todo i, j ∈ N y (3.1)
‖T (xn)‖ · ‖x∗n‖ ≤ 2−n para todo n ∈ N. (3.2)

Como T |X1
no tiene inverso continuo, existe x1 en la esfera SX1 tal

que ‖T (x1)‖ ≤ 2−1. Además, por el teorema de Hahn-Banach, existe x∗1
en la esfera SX∗ tal que 〈x∗1, x1〉 = 1.

Supongamos que ya hemos encontrado x1, . . . , xn en X1 y x∗1, . . . , x
∗
n

en X∗ verificando las condiciones (3.1) y (3.2).
Definimos Pn : X1 −→ X1 mediante

Pn(x) := x−
i∑

j=1

〈x∗j , x〉xj .

Claramente Pn es una proyección acotada y N(Pn) = span{x1, . . . , xn}.
Además, como R(Pn) tiene codimensión finita en el espacio X1, la res-
tricción T |R(Pn) no tiene inverso continuo. Luego podemos encontrar un
vector xn+1 en R(Pn) verificando ‖xn+1‖ = 1 y

‖T (xn+1)‖ ≤ 2−n−1‖Pn‖−1.

Entonces elegimos f en la esfera de X∗ tal que 〈f, xn+1〉 = 1 y defini-
mos x∗n+1 := f ◦ Pn. Es fácil comprobar que x1, . . . , xn+1 y x∗1, . . . , x

∗
n+1

en X∗ verifican las condiciones (3.1) y (3.2).
Claramente la expresión

K(x) := −
∞∑

n=1

〈x∗n, x〉T (xn)
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define un operador nuclear K : X −→ Y ; y como T (xn) = −K(xn) para
todo n, N(T + K) tiene dimensión infinita.

(ii) Supondremos que T /∈ Φ− y construiremos un operador nuclear
K : X −→ Y de modo que N(T ∗ + K∗) tenga dimensión infinita; luego
dimY/R(T + K) = ∞.

Si R(T ) es cerrado, dimY/R(T ) = ∞; luego basta tomar K = 0.
Supongamos que R(T ) no es cerrado. Sea (an) una sucesión de enteros

definida por a1 := 2 y

an+1 := 2

(
1 +

n∑

k=1

ak

)
; n ∈ N.

Encontraremos inductivamente sucesiones (yk) en Y e (y∗k) en Y ∗ de
modo que, para todo i, j ∈ N,

〈y∗i , yj〉 = δij , ‖yi‖ ≤ ai, ‖y∗i ‖ = 1,

y ‖T ∗(y∗i )‖ ≤
1

2iai
.

Como R(T ) no es cerrado, tampoco lo es R(T ∗); luego podemos en-
contrar y∗1 ∈ Y ∗ verificando ‖y∗1‖ = 1 y ‖T ∗(y∗1)‖ < 1/4. Seleccionamos
y1 ∈ Y tal que ‖y1‖ < 2 y 〈y∗1, y1〉 = 1.

Supongamos que n > 1 y que ya hemos encontrado los vectores yk e
y∗k para k < n. Como la restricción de T ∗ al subespacio {y1, . . . , yn−1}⊥
tiene rango no cerrado, podemos encontrar y∗n ∈ Y ∗ de modo que

〈y∗n, yk〉 = 0 para k < n, ‖y∗n‖ = 1,

y ‖T ∗(y∗n)‖ ≤ 1
2nan

.

Seleccionamos y ∈ Y con ‖y‖ < 2 tal que 〈y∗n, y〉 = 1, y definimos

yn := y −
n−1∑

k=1

〈y∗k, y〉yk.

Claramente

‖yn‖ ≤ ‖y‖
(

1 +
n−1∑

k=1

‖yk‖
)
≤ 2

(
1 +

n−1∑

k=1

ak

)
= an,
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con lo que el proceso anterior nos proporciona las sucesiones (yk) e (y∗k)
que necesitamos.

El resto de la demostración es similar a lo que hicimos al probar la
parte (i). Como

∞∑

n=1

‖T ∗(y∗n)‖ · ‖yn‖ < ∞,

la expresión

K(x) := −
∞∑

n=1

〈T ∗(y∗n), x〉yn

define un operador nuclear K : X −→ Y , cuyo operador conjugado actúa
como sigue:

K∗(y∗) := −
∞∑

n=1

〈y∗, yn〉T ∗(y∗n).

Como T ∗(y∗n) = −K∗(y∗n) para todo n ∈ N, tenemos que N(T ∗ + K∗)
tiene dimensión infinita; luego su predual Y/R(T + K) también tiene
dimensión infinita.

3.3. Ideales en teoŕıa de Fredholm

A continuación introduciremos varias clases de operadores más am-
plias que la de los operadores compactos, que permitirán obtener resul-
tados de perturbación para las clases Φ, Φ+ y Φ−.

Definición 3.3.1. Sea T ∈ L(X, Y ).

(i) Decimos que T es estrictamente singular, y denotamos T ∈ SS, si
no existe ningún subespacio cerrado M de X de dimensión infinita
tal que TJM es un isomorfismo.

(ii) Decimos que T es estrictamente cosingular, y denotamos T ∈ SC,
si no existe ningún subespacio cerrado N de Y de codimensión
infinita tal que QNT es suprayectivo.

Ejercicio 3.3.1. Sea T ∈ L(X, Y ). Probar las siguiente implicaciones:

(i) T ∈ K =⇒ T ∈ SS ∩ SC;
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(ii) T ∗ ∈ SS =⇒ T ∈ SC;
(iii) T ∗ ∈ SC =⇒ T ∈ SS.

Veremos en el Ejemplo 3.3.1 que ninguna de las implicaciones inversas
del ejercicio anterior es válida.

El siguiente resultado proporciona caracterizaciones operativas de las
classes SS y SC. La prueba es una aplicación de las caracterizaciones
perturbativas (Teorema 3.2.1) de Φ+ y Φ−.

Teorema 3.3.1. Sea T ∈ L(X,Y ).

(a) T ∈ SS si y sólo si cada subespacio cerrado de dimensión infinita
M de X contiene otro subespacio cerrado de dimensión infinita N
de modo que TJN es compacto.

(b) T ∈ SC si y sólo si cada subespacio cerrado de codimensión infinita
A de Y está contenido en otro subespacio cerrado de codimensión
infinita B de modo que QBT es compacto.

Demostración. (a) Supongamos que T ∈ SS y sea M un subespacio
cerrado de dimensión infinita de X. Entonces T |M /∈ Φ+; luego, por el
Teorema 3.2.1, existe un operador compacto K ∈ L(M, Y ) de modo que
N(TJM + K) tiene dimensión infinita.

Sea N := N(TJM + K). Como T |N = −K|N , TJN es compacto.
Si T /∈ SS, existe un subespacio cerrado de dimensión infinita M

de X tal que T |M es un isomorfismo, y claramente T no es compacto
restringido a ningún subespacio cerrado de M de dimensión infinita.

(b) Supongamos T ∈ SC y A es un subespacio cerrado de codimensión
infinita de Y . Entonces QAT /∈ Φ−; luego, por el Teorema 3.2.1, existe
un operador compacto K ∈ L(X, Y/A) de modo que R(QAT + K) tiene
codimensión infinita en X/A.

Tomemos B := Q−1
A (R(QAT + K)), que es un subespacio cerrado de

codimensión finita en Y . Como QBT = −Q
R(QAT+K)

, el operador QBT
es compacto.

Si T /∈ SC, existe un subespacio cerrado de codimensión infinita A de
Y tal que QAT es suprayectivo, con lo que QBT no es compacto para
ningún subespacio cerrado de codimensión infinita que contenga a A; de
hecho, un tal QBT es suprayectivo.



Semigrupos en espacios de Banach 39

Ejercicio 3.3.2. Aplicando el Teorema 3.3.1, probar los siguientes re-
sultados:

(i) SS es un ideal de operadores inyectivo y cerrado.

(ii) SC es un ideal de operadores suprayectivo y cerrado.

(iii) Sp(SS) = Sp(SC) = F.

Para facilitar la exposición de los siguientes resultados, introducimos
el siguiente concepto:

Definición 3.3.2. Sea C una clase de operadores. Si X e Y son espacios
de Banach para lo que C(X, Y ) 6= ∅, podemos definir

PC(X, Y ) := {K ∈ L(X, Y ) : T + K ∈ C(X,Y ) para todo T ∈ C(X, Y )}.

La clase PC se denomina clase de perturbación de C.

El siguiente resultado nos dice que las componentes de SS y SC están
contenidos respectivamente en las de PΦ+ y PΦ− cuando las últimas
están definidas.

Proposición 3.3.1. Sean T, K ∈ L(X, Y ). Se verifica:

(i) si T ∈ Φ+ y K ∈ SS, T + K ∈ Φ+.

(ii) si T ∈ Φ− y K ∈ SC, T + K ∈ Φ−.

Además, en ambos casos ind(T + K) = ind(T ).

Demostración. (i) Si fuese T ∈ Φ+, pero T + K /∈ Φ+, existiŕıa un
subespacio cerrado de dimensión infinita M de modo que (T+K)|M ∈ K;
luego K|M ∈ Φ+, con lo que K /∈ SS.

(ii) Similar a la prueba de (i), sustituyendo restricciones por aplica-
ciones cocientes.

La prueba de la igualdad de los ı́ndices se hace como en la Proposi-
ción 3.1.5.

La siguiente clase de operadores fue introducida en el estudio de las
perturbaciones de operadores de Fredholm.
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Definición 3.3.3. Decimos que un operador T ∈ L(X, Y ) es inesencial,
y denotamos T ∈ In, si para todo operador S ∈ L(Y, X) se verifica
IX − ST ∈ Φ.

Ejercicio 3.3.3. Probar que T ∈ L(X, Y ) es inesencial si y solo si para
todo operador S ∈ L(Y, X) se verifica IY − TS ∈ Φ.

Ejercicio 3.3.4. Probar que la clase In es un ideal de operadores y que
Sp(In) = F.

Observación 3.3.1. El ideal In es cerrado (véase [70, 4.3.5]), pero no
es inyectivo ni suprayectivo.

En efecto, la inclusión natural i : c0 −→ `∞ y los operadores suprayec-
tivos q : `1 −→ c0 son inesenciales; sin embargo, Ic0 /∈ In.

El siguiente resultado muestra que las componentes de In coinciden
con las de PΦ cuando las últimas están definidas. La demostración puede
encontrarse en [1].

Proposición 3.3.2. Sean X e Y espacios de Banach para los que
Φ(X,Y ) 6= ∅. Un operador K ∈ L(X, Y ) es inesencial si y solo si, para
todo T ∈ Φ(X, Y ), T + K ∈ Φ.

El siguiente diagrama resume las relaciones de inclusión que satisfacen
los ideales de operadores y las clases de perturbación que han aparecido
en este caṕıtulo.

SS PΦ+

K ( SS ∩ SC In = PΦ

SC PΦ−

w(




�
(

AAA
AC(





�( w
(

AAAC(

Los ejemplos que muestran que SS y SC están propiamente incluidos
respectivamente en PΦ+ y PΦ− pueden encontrase en [25].

A continuación, describiremos ejemplos que muestran que las restantes
inclusiones son propias.
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Ejemplo 3.3.1. Consideremos las inclusiones naturales

L∞(0, 1) J2−→ L2(0, 1) J1−→ L1(0, 1).

Se verifica

(i) J1J2 ∈ (SS ∩ SC) \ K;

(ii) J1 ∈ (SS \ SC);
(iii) J2 ∈ (SC \ SS);

(iv) J1, J2 ∈ In.

La argumentación detallada puede verse en [26, Proposition 2.6].

Ultrapotencias en teoŕıa de Fredholm

En la sección 2.4, vimos un procedimiento que, a una clase de ope-
radores C, le asociaba la clase

Cup := {T ∈ L : TU ∈ C para todo ultrafiltro no trivial U }.

A continuación, veremos que algunas de las clases de operadores de la
teoŕıa de Fredholm son invariantes ante este procedimiento.

Proposición 3.3.3. Sea K ∈ L(X, Y ) y sea U un ultrafiltro no trivial.
El operador K es compacto si y solo si KU lo es.

Proposición 3.3.4. Sea T ∈ L(X, Y ) y sea U un ultrafiltro no trivial.
El operador T es semi-Fredholm si y solo si TU lo es.

En ese caso, ind(TU) = ind(T ).

La demostración de los dos resultados anteriores es una aplicación
directa de las propiedades básicas de las ultrapotencias.
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Caṕıtulo 4

Operadores tauberianos y
cotauberianos

En este caṕıtulo describimos las propiedades de los operadores taube-
rianos y cotauberianos, haciendo énfasis en su relación con el ideal de
los operadores débilmente compactos y el de los espacios reflexivos.

Aparte de los semigrupos de operadores semi-Fredholm Φ+ y Φ−, el
de los operadores tauberianos es el que ha sido más estudiado. Además
ha encontrado muchas aplicaciones en teoŕıa de espacios de Banach: en
el estudio de la propiedad de Radon-Nykodým [74], en el refinamiento
de la caracterización de James de los espacios reflexivos [67], en la ob-
tención de nuevas versiones del principio de reflexividad local [12], en
el estudio de las álgebras de Calkin asociadas a los operadores débil-
mente compactos [9], en la construcción de espacios hereditariamente
indescomponibles [7], etc. A lo largo de la exposición –especialmente en
el Caṕıtulo 7– veremos algunas de ellas.

En [35] podemos encontrar una descripción del proceso que llevó a
introducir el concepto de operador tauberiano para estudiar, desde un
punto de vista abstracto, un problema de sumabilidad de series.

4.1. Operadores tauberianos

Comenzamos presentando el concepto de operador tauberiano, intro-
ducido por Kalton y Wilansky en [57].

43
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Definición 4.1.1. Un operador T ∈ L(X, Y ) se dice tauberiano si su
segundo conjugado satisface T ∗∗−1(Y ) ⊂ X.

Denotaremos por T la clase de los operadores tauberianos.

Es inmediato comprobar que el operador residuo nos permite dar una
caracterización algebraica de la clase T .

Ejercicio 4.1.1. Un operador T ∈ L(X, Y ) es tauberiano si y solamente
si el operador residuo T co es inyectivo.

Las siguientes caracterizaciones de los operadores débilmente com-
pactos muestran la estrecha relación que tienen con los tauberianos.

Proposición 4.1.1. Sea K ∈ L(X,Y ) un operador. Son equivalentes:

(i) K ∈ W;

(ii) K∗∗(X∗∗) ⊂ Y ;

(ii) Kco = 0.

Demostración. Recordemos que K ∈ W si y sólo si K(BX) es débilmente
compacto. Luego la equivalencia de (i) y (ii) es consecuencia directa del
Teorema 1.1.3.

La prueba de la equivalencia entre (ii) y (iii) es un ejercicio.

El siguiente resultado describe las relaciones básicas entre las clases
de operadores T y W. La demostración se hace fácilmente utilizando las
caracterizaciones en términos del operador residuo.

Proposición 4.1.2. Sean S, T ∈ L(X, Y ) y U ∈ L(Y, Z). Se verifica:

(i) T, U ∈ T implica UT ∈ T ;

(ii) UT ∈ T implica T ∈ T ;

(iii) T ∈ T ∩W implica X reflexivo;

(iv) T ∈ T y S ∈ W implica T + S ∈ T .

Veamos algunos ejemplos básicos de operadores tauberianos.

Proposición 4.1.3. Sea Z un subespacio cerrado de un espacio de Ba-
nach X. Se verifica:
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(i) la inclusión natural JZ : Z −→ X es un operador tauberiano;

(ii) el operador cociente QZ : X −→ X/Z es tauberiano si y solo si el
subespacio Z es reflexivo.

Demostración. (i) Se sigue de que Z⊥⊥ ∩X = Z y podemos identificar
Z⊥⊥ con Z∗∗.

(ii) Basta observar que podemos identificar (QZ)∗∗ con el operador
cociente QZ⊥⊥ , y que Z es reflexivo si y solo si Z = Z⊥⊥.

Todo operador T ∈ L(X, Y ) admite la siguiente factorización:

T = T̃QN(T ) (4.1)

donde T̃ : X/N(T ) −→ Y queda definido por T̃ (x + N(T )) := Tx para
todo x ∈ X.

X Y

X/N(T )
uu

QN(T )

wT

AAA
AAAAC
T̃

T̃ es el operador inyectivo asociado a T .

Teorema 4.1.1. Sea T ∈ L(X, Y ). Se verifica:

(i) T ∈ T si y solo si T̃ ∈ T y N(T ) es reflexivo;

(ii) si R(T ) es cerrado, T ∈ T si y solo si N(T ) es reflexivo.

Demostración. (i) Supongamos que T es tauberiano y consideremos la
descomposición T = T̃QN(T ). Por la Proposición 4.1.2, QN(T ) es taube-
riano; luego N(T ) es reflexivo por la Proposición 4.1.3.

Como N(T ) = N(T )⊥⊥, podemos identificar (X/N(T ))∗∗ con el co-
ciente X∗∗/N(T ); luego podemos ver (T̃ )∗∗ como operador entre los
espacios X∗∗/N(T ) y Y ∗∗.

Supongamos que x∗∗ + N(T ) ∈ X∗∗/N(T ) y (T̃ )∗∗(x∗∗ + N(T )) =
T ∗∗x∗∗ ∈ Y . Entonces x∗∗ ∈ X, por lo que x∗∗ + N(T ) ∈ X/N(T ), y
concluimos que T̃ es tauberiano.

Rećıprocamente, si T̃ es tauberiano y N(T ) reflexivo, como QN(T ) es
tauberiano por la Proposición 4.1.3, de la Proposición 4.1.2 deducimos
que T = T̃QN(T ) es tauberiano.
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(ii) Una implicación es consecuencia de la parte (i). Para probar la otra
implicación, notemos que R(T ) es cerrado; luego el operador T admite
la siguiente factorización:

X Y

X/N(T ) R(T )

wT

uu
QN(T )

w
T̂

u

y
JR(T )

donde T̂ aplica x + N(T ) en Tx.

Nótese que T̂ es tauberiano por ser un isomorfismo biyectivo. Además,
como R(T ) es cerado y N(T ) es reflexivo, la Proposición 4.1.3 implica
que JR(T ) y QN(T ) son tauberianos. Luego T = JR(T )T̂QN(T ) es un
operador tauberiano.

El argumento del siguiente lema se aplicará con frecuencia en este
caṕıtulo.

Lema 4.1.1. Sean T ∈ L(X, Y ) y A un subconjunto acotado de X. Se
verifica:

(i) T ∗∗(A w∗) = T (A)
w∗

;

(ii) si A es convexo, T ∗∗(A w∗) ∩ Y = T (A).

En particular, T ∗∗(BX∗∗) = T (BX)
w∗

y T ∗∗(BX∗∗) ∩ Y = T (BX).

Demostración. (i) Se sigue de que T ∗∗ es w∗-continuo y A
w∗ es w∗-

compacto.

(ii) Como la clausura débil de T (A) coincide con T (A)
w∗∩ Y , de (i)

se sigue que T (A)
w

= T ∗∗(A w∗) ∩ Y ; y como la clausura débil de un
convexo coincide con la clausura en norma, T (A) = T ∗∗(A w∗) ∩ Y .

Lo que falta de probar es consecuencia del teorema de Goldstine:
BX∗∗ = BX

w∗ .

Las siguientes caracterizaciones son elementales, pero muy útiles para
investigar los operadores tauberianos.
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Teorema 4.1.2. Sea T ∈ L(X, Y ). Son equivalentes:

(a) T es tauberiano;

(b) N(T ∗∗) = N(T ) y T (BX) es cerrado;

(c) N(T ∗∗) = N(T ) y T (BX) ⊂ R(T ).

Demostración. (a)⇒(b) La igualdad N(T ∗∗) = N(T ) es evidente. Para
probar que T (BX) es cerrado, sea y ∈ T (BX). Por el Lema 4.1.1, existe
x∗∗ ∈ BX∗∗ tal que y = T ∗∗x∗∗. Como T es tauberiano, x∗∗ ∈ BX ; luego
y ∈ T (BX).

(b)⇒(c) Trivial.
(c)⇒(a) Let x∗∗ ∈ X∗∗ con ‖x∗∗‖ = 1 tal que y := T ∗∗x∗∗ ∈ Y . Por el

Lema 4.1.1, y ∈ T (BX). Como suponemos T (BX) ⊂ R(T ), existe z ∈ X
tal que y = Tz.

Tenemos x∗∗ − z ∈ N(T ∗∗) = N(T ); luego x∗∗ ∈ X, y concluimos que
T es tauberiano.

Como consecuencia del Teorema 4.1.2, obtenemos las siguientes im-
plicaciones para un operador T :

T tauberiano ⇒ N(T ∗∗) = N(T ) ⇒ N(T ) reflexivo.

Veremos que las implicaciones inversas no son válidas, salvo en el caso
en que el rango de T es cerrado (Teorema 4.1.1).

Ejemplo 4.1.1. Sea C ∈ L(c0, c0) el operador de Cesàro, definido por

C(xn)n :=
(

x1 + · · ·+ xn

n

)

n

.

Se verifica N(C∗∗) = N(C), pero C no es tauberiano.

Ejemplo 4.1.2. El operador T : c0 −→ c0 definido por la expresión
T (xn) := (xn − xn+1) es inyectivo, pero N(T ∗∗) 6= {0}.

En algunos casos, la igualdad N(T ∗∗) = N(T ) implica que T es taube-
riano. Recordemos que un espacio de Banach X se dice débilmente suce-
sionalmente completo si las sucesiones débilmente de Cauchy en X son
débilmente convergentes. Los espacios reflexivos y L1(0, 1) son ejemplos
de espacios de este tipo.
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Proposición 4.1.4. Si el espacio X es débilmente sucesionalmente
completo, todo operador T ∈ L(X, Y ) que verifique N(T ∗∗) = N(T )
es tauberiano.

Demostración. Por el Teorema 4.1.2, basta probar que T (BX) es un
conjunto cerrado.

Sea y ∈ T (BX). Si seleccionamos una sucesión (xn) en BX tal que
T (xn) −→

n
y, por el Teorema 1.2.2 (xn) tiene una subsucesión (un) que

es débilmente de Cauchy o equivalente a la base (en) de `1.
En el primer caso, como X es débilmente sucesionalmente completo,

(un) converge débilmente a un vector z ∈ BX . Luego podemos encontrar
una sucesión (vn) de combinaciones convexas de la sucesión (un) con (vn)
convergente a z. Entonces z ∈ BX ; luego y = T (z) ∈ T (BX).

En el segundo caso, existiŕıa u∗∗ ∈ {u2n − u2n+1}w∗ \X, y tendŕıamos
T ∗∗(u∗∗) = 0, en contradicción con N(T ∗∗) = N(T ).

Veamos una propiedad de estabilidad de la clase T que permitirá cons-
truir nuevos ejemplos a partir de los conocidos.

Proposición 4.1.5. Para cada n ∈ N, sea Tn ∈ L(Xn, Yn) un operador
tauberiano. Si supn∈N ‖Tn‖ < ∞, la expresión

T
(
(x1, x2, x3, . . . )

)
:= (T1x1, T2x2, T3x3, . . . )

define un operador tauberiano T ∈ L(
`2(Xn), `2(Yn)

)
.

Demostración. Claramente T ∈ L(`2(Xn), `2(Yn)); de hecho, se puede
comprobar que ‖T‖ = supn∈N ‖Tn‖.

Por otro lado, como podemos identificar el bidual de `2(Xn) con
`2(X∗∗

n ) y `2(Yn) con `2(Y ∗∗
n ), el operador T ∗∗ viene dado por

T ∗∗
(
(x∗∗1 , x∗∗2 , . . . )

)
:= (T ∗∗1 x∗∗1 , T ∗∗2 x∗∗2 , . . . ) (x∗∗n ) ∈ `2(Yn).

por lo que es inmediato comprobar que T es tauberiano.

El resultado anterior nos permite probar que las componentes de T
no son siempre subconjuntos abiertos, como sucede con las de Φ+.
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Ejemplo 4.1.3. Sea X un espacio de Banach no reflexivo. El operador
T : `2(X) −→ `2(X) definido por

T
(
(xn)

)
:= (xn/n), (xn) ∈ `2(X)

es tauberiano y pertenece a la frontera del conjunto T (
`2(X)

)
.

Demostración. Por la Proposición 4.1.5, T is tauberiano.
Para ver que T pertenece a la frontera de T (

`2(X)
)
, basta considerar

para cada k ∈ N el operador Tk : `2(X) −→ `2(X) definido por

Tk(xn) :=
(
x1,

x2

2
, . . . ,

xk

k
, 0, 0, . . . . . .

)
.

Claramente ‖T−Tk‖ = 1/(k+1) y Tk no es tauberiano porque su núcleo
no es reflexivo.

Veamos un ejemplo de operador tauberiano que está muy lejos de ser
upper semi-Fredholm, aunque el espacio de partida no es reflexivo.

Sea (an) una sucesión de escalares. Consideremos la expresión

‖(an)‖J := sup
{ k−1∑

i=1

|ani+1 − ani |2 + |ank
|2

}1/2

,

donde el supremo se toma sobre todas las sucesiones crecientes finitas
n1 < . . . < nk en N.

El espacio de James, definido por J := {(an) ∈ c0 : ‖(xn)‖J < ∞},
es un espacio de Banach.

Ejemplo 4.1.4. La inclusión ι : J −→ c0 es un operador tauberiano.

Demostración. Como podemos ver en [60, 1.d.2], el bidual de J es

J∗∗ = J ⊕ span{(1, 1, 1, . . .)}.

Como ι∗∗
(
(1, 1, 1, . . .)

)
= (1, 1, 1, . . .) ∈ `∞ \ c0, ι es tauberiano.

Nótese que J no contiene subespacios cerrados isomorfos a c0. Luego
ninguna restricción ι|E de ι a un subespacio de dimensión infinita de J
es upper semi-Fredholm.
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Caracterizaciones de los operadores tauberianos

En esta sección presentamos las caracterizaciones sucesionales fun-
damentales, obtenidas por Kalton y Wilansky [57], de la propiedad
N(T ∗∗) = N(T ) y de los operadores tauberianos (Teoremas 4.1.3 y 4.1.4).
Además daremos otras obtenidas posteriormente.

Teorema 4.1.3. Sea T ∈ L(X,Y ). Son equivalentes:

(a) N(T ∗∗) = N(T );

(b) si (xn) es una sucesión acotada en X y (Txn) converge débilmente
a 0, (xn) admite una subsucesión débilmente convergente;

(c) si (xn) es una sucesión acotada en X y (Txn) converge a 0, (xn)
admite una subsucesión débilmente convergente.

Demostración. (a)⇒(b) Sea (xn) una sucesión acotada en X tal que
(Txn) converge débilmente a 0. Denotemos A := {xn : n ∈ N}. Entonces
se verifica

T (A)
w∗

= {Txn : n ∈ N} ∪ {0} ⊂ Y.

Luego si x∗∗ ∈ A
w∗ \ A, tenemos x∗∗ ∈ N(T ∗∗) = N(T ). Como A es

acotado y A
w∗ = A

w ⊂ X, concluimos que A
w es débilmente compacto.

Luego, por el Teorema de Eberlein-Smulian (Teorema 1.1.3), (xn) tiene
una subsucesión débilmente convergente.

(b)⇒(c) Trivial.

(c)⇒(a) Sea x∗∗ ∈ N(T ∗∗) con ‖x∗∗‖ ≤ 1. Para cada entorno w∗-
abierto V de x∗∗ en X∗∗, seleccionamos un entorno w∗-abierto y convexo
U de x∗∗ de modo que U

w∗ ⊂ V . Entonces x∗∗ ∈ U ∩BX
w∗ ; luego el

Lema 4.1.1 implica

0 ∈ T (U ∩BX)
w∗∩ Y = T (U ∩BX).

Como T (U ∩ BX) es convexo, podemos encontrar una sucesión (xn) en
U ∩BX tal que Txn −→n 0 (en norma).

Por hipótesis, (xn) admite una subsucesión (xni) que converge débil-
mente a un punto x ∈ V ∩N(T ); luego V ∩N(T ) 6= ∅ y obtenemos que
x∗∗ ∈ N(T )

w∗
. Como N(T ) es reflexivo, N(T )

w∗
= N(T ), por lo que

x∗∗ ∈ N(T ), y concluimos N(T ∗∗) = N(T ).
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El siguiente resultado permitirá más adelante extraer consecuencias
de la existencia de un operador tauberiano inyectivo entre dos espacios
de Banach.

Corolario 4.1.1. Sea T ∈ L(X,Y ). Son equivalentes:

(a) N(T ∗∗) = {0};
(b) si (xn) es una sucesión acotada en X y (Txn) converge débilmente

a 0, (xn) converge débilmente a 0.

La demostración es un ejercicio.

Veamos ahora la caracterización sucesional de los operadores taube-
rianos.

Teorema 4.1.4. Sea T ∈ L(X, Y ). Son equivalentes:

(a) T es tauberiano;

(b) si (xn) es una sucesión acotada en X y (Txn) es débilmente con-
vergente, (xn) admite una subsucesión débilmente convergente;

(c) si (xn) es una sucesión acotada en X y (Txn) es convergente, (xn)
admite una subsucesión débilmente convergente.

Demostración. (a)⇒(b) Sea (xn) una sucesión acotada en X tal que
(Txn) converge débilmente a un vector y. Podemos suponer y ∈ T (BX).
Por el Teorema 4.1.2, y ∈ R(T ). Luego existe x ∈ X tal que y = Tx.

Ahora, como T (xn−x) w−→
n

0 y N(T ∗∗) = N(T ), por el Teorema 4.1.3
(xn) tiene una subsucesión débilmente convergente.

(b)⇒(c) Trivial.
(c)⇒(a) Del Teorema 4.1.3 se sigue que N(T ∗∗) = N(T ). Luego, por

el Teorema 4.1.2, basta probar que T (BX) ⊂ R(T ).
Sea y ∈ T (BX); seleccionamos una sucesión (xn) en BX tal que

Txn −→n y. Por hipótesis, (xn) contiene una subsucesión débilmente con-
vergente (xkn) a un vector x ∈ BX ; luego y = Tx.

Como consecuencia del resultado anterior, podemos obtener una carac-
terización de los operadores tauberianos en términos de su acción sobre
los conjuntos acotados. Diremos que un conjunto es relativamente (débil-
mente) compacto si su clausura (respecto de la topoloǵıa débil) es un
conjunto (débilmente) compacto.
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Corolario 4.1.2. Sea T ∈ L(X, Y ). Son equivalentes:

(a) T es tauberiano;

(b) si C es un subconjunto acotado de X y T (C) es relativamente
débilmente compacto, C es relativamente débilmente compacto;

(c) si C es un subconjunto acotado de X y T (C) es relativamente
compacto, C es relativamente débilmente compacto.

Demostración. Basta considerar las caracterizaciones sucesionales de los
conjuntos relativamente compactos y relativamente débilmente compac-
tos.

Veamos ahora la caracterización perturbativa de los operadores taube-
rianos, que debe compararse con la primera parte del Teorema 3.2.1.

Teorema 4.1.5. Un operador T ∈ L(X, Y ) es tauberiano si y solo si,
para todo operador compacto K ∈ L(X, Y ), el núcleo N(T + K) es
reflexivo.

Demostración. Si T es tauberiano y K es compacto, T +K es tauberiano
por la Proposición 4.1.2. Luego N(T + K) es reflexivo.

Rećıprocamente, supongamos que T no es tauberiano. Por el Teo-
rema 4.1.4, podemos encontrar una sucesión acotada (xn) en X sin
subsucesiones débilmente convergentes, de modo que (Txn) converge
a un vector y ∈ Y . Por el criterio de Kadec-PeÃlczyński (Teorema 1.2.1)
podemos suponer que (xn) es una sucesión básica. Sea (gn) la sucesión
acotada de los funcionales coeficientes asociada a (xn). Por el Teorema
de Hahn-Banach, podemos encontrar una sucesión acotada (fn) en X∗

donde cada fn es una extensión de gn.
Como ‖Txn − y‖ −→

n
0, pasando a una subsucesión si es necesario,

podemos suponer que ‖Txn − y‖ · ‖fn‖ ≤ 2−n para todo n. Por tanto,
la expresión

Kx :=
∞∑

i=1

〈fi, x〉(y − Txi)

define un operador nuclear K ∈ L(X, Y ).
Como (T +K)xi = y para todo i ∈ N, N(T +K) contiene el subespacio

cerrado generado por la sucesión (xi − x1)∞i=2; luego N(T + K) no es
reflexivo.
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Como consecuencia del Teorema 4.1.5, obtenemos una caracterización
algebraica de los operadores tauberianos, que permitirá identificar T con
los semigrupos estudiados en el Caṕıtulo 5.

Proposición 4.1.6. Sea T ∈ L(X, Y ). Son equivalentes:

(a) T es tauberiano;

(b) si S ∈ L(W,X) y TS ∈ W, S ∈ W;

(c) si E es un subespacio cerrado de X y T |E ∈ W, E es reflexivo.

Demostración. (a)⇒(b) Supongamos que S ∈ L(W,X) y ST ∈ W. Si
(wn) es una sucesión acotada en W , (TSwn) tiene una subsucesión débil-
mente convergente. Como T es tauberiano, se sigue del Teorema 4.1.4
que (Swn) tiene una subsucesión débilmente convergente. Luego S es
débilmente compacto.

(b)⇒(c) Sea E un subespacio cerrado de X. Si T |E ≡ TJE ∈ W,
tenemos JE ∈ W; luego E es reflexivo por la Proposición 4.1.2.

(c)⇒(a) Supongamos que T no es tauberiano. El Teorema 4.1.5 im-
plica la existencia de un operador compacto K ∈ L(X,Y ) de modo
que N(T + K) no es reflexivo. Como T |N(T+K) es compacto, (c) no es
válida.

Acción sobre conjuntos convexos cerrados

El principal resultado de esta sección es el Teorema 4.1.7, probado por
Neidinger y Rosenthal [67], que muestra que un operador T ∈ L(X, Y )
es tauberiano si y solo T (C) es cerrado para todo subconjunto cerra-
do, convexo y acotado C de X. La demostración necesita el siguiente
resultado, obtenido por James en [51] y [52].

Teorema 4.1.6. (Teorema de James) Un subconjunto débilmente cerra-
do C de un espacio de Banach X es débilmente compacto si y solo si
todo x ∈ X∗ alcanza su máximo en C.

Consecuencia: X es reflexivo si y solo si todo x ∈ X∗ alcanza su
norma en la bola unidad BX .

Nótese que si C es un conjunto convexo y x∗ ∈ X∗, la imagen X∗(C)
es un intervalo en R.
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Teorema 4.1.7. Sea X un espacio no reflexivo y sea T ∈ L(X,Y ) un
operador no nulo. Son equivalentes:

(a) T es tauberiano;

(b) para todo subconjunto débilmente cerrado C de X, T (C) es débil-
mente cerrado;

(c) para todo subconjunto convexo y cerrado C de X, T (C) es cerrado;

(d) para todo subespacio cerrado E de X, T (BE) es cerrado.

Demostración. Véase [36].

Nótese que, si X es no reflexivo, 0X verifica todos los apartados del
Teorema 4.1.7, salvo el primero.

Por otro lado, es interesante comparar la parte (d) del Teorema 4.1.7
con la parte (b) del Teorema 4.1.2.

Acción sobre las sucesiones básicas

Vimos en la Proposición 1.2.6 que una sucesión básica (xn) en un
espacio de Banach genera un subespacio reflexivo si y solo si (xn) es
shrinking y acotadamente completa. Utilizando este resultado y el Teo-
rema 4.1.5, se deduce que un operador T : X −→ Y es tauberiano si
y solo si toda sucesión básica semi-normalizada (xn) de X para la que∑∞

n=1 ‖Txn‖ < ∞ es shrinking y acotadamente completa.
A continuación veremos una caracterización algo más refinada de

los operadores tauberianos en términos de su acción sobre sucesiones
básicas, probada en [50].

Proposición 4.1.7. Sea T ∈ L(X, Y ). Son equivalentes:

(a) T es tauberiano;

(b) si (xn) es una sucesión básica seminormalizada en X y verifica∑∞
n=1 ‖Txn‖ < ∞, (xn) es acotadamente completa y shrinking;

(c) si (xn) es una sucesión básica seminormalizada en X y verifica∑∞
n=1 ‖Txn‖ < ∞, (xn) es acotadamente completa.

Demostración. Véase [50] o [36].
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Veamos que en la parte (c) de la Proposición 4.1.7 no podemos susti-
tuir “acotadamente completa” por shrinking.

Proposición 4.1.8. Sea T ∈ L(X, Y ). Son equivalentes:

(a) N(T ∗∗) = N(T );

(b) si (xn) es una sucesión básica seminormalizada en X y verifica∑∞
n=1 ‖Txn‖ < ∞, (xn) es shrinking.

Demostración. Véase [50] o [36].

4.2. Operadores cotauberianos

Las similaridades entre los operadores tauberianos y los upper semi-
Fredholm sugirieron introducir el siguiente concepto.

Definición 4.2.1. Un operador T ∈ L(X, Y ) se dice cotauberiano si
T ∗ es tauberiano.

La clase de los operadores cotauberianos se denota T d.

Los operadores cotauberianos fueron introducidos por Tacon en [75].

Ejercicio 4.2.1. Un operador T ∈ L(X, Y ) es cotauberiano si y sola-
mente si el operador residuo T co tiene rango denso.

Como es de esperar, existen similaridades entre los operadores co-
tauberianos y los lower semi-Fredholm. Además, muchas propiedades de
los operadores cotauberianos son versiones duales de las de los taube-
rianos. Sin embargo, la dualidad no es perfecta: veremos que existen
operadores tauberianos T para los que T ∗ no es cotauberiano.

El siguiente resultado sugiere que la propiedad de ser tauberiano es
menos fuerte para operadores conjugados.

Proposición 4.2.1. Un operador T es cotauberiano si y solo si verifica
N(T ∗∗∗) = N(T ∗).

Demostración. Como los operadores conjugados T ∗ : Y ∗ −→ X∗ son
w∗-continuos y la bola unidad BY ∗ es w∗-compacta, T ∗(BY ∗) es siempre
cerrada. Luego el resultado que queremos probar es consecuencia directa
del Teorema 4.1.2.
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Observación 4.2.1. En general, el conjunto T d(X,Y ) no es abierto en
L(X,Y ).

En efecto, si T y Tk son los operadores que introdujimos en el Ejem-
plo 4.1.3, es fácil ver que T ∗ es tauberiano pero los operadores T ∗k no lo
son; luego T es cotauberiano, los operadores Tk no son cotauberianos y
(Tk) converge a T .

Queda probado que si X es un espacio de Banach no reflexivo, el
conjunto T d(`2(X)) no es abierto en L(`2(X)).

Veamos algunas propiedades básicas de la clase T d de los operadores
cotauberianos.

Proposición 4.2.2. Sean S, T ∈ L(X, Y ) y U ∈ L(Y, Z). Se verifica:

(i) T, U ∈ T d implica UT ∈ T d;

(ii) UT ∈ T d implica U ∈ T d;

(iii) T ∈ T d ∩W implica Y reflexivo;

(iv) T ∈ T d implica Y/R(T ) reflexivo;

(v) T ∈ T d y S ∈ W implica T + S ∈ T d.

La demostración de las propiedades anteriores puede deducirse fácil-
mente de las correspondientes propiedades de T vistas en la Proposi-
ción 4.1.2.

Los operadores cotauberianos con rango cerrado pueden caracterizarse
en términos de su conúcleo.

Proposición 4.2.3. Si T ∈ L(X,Y ) tiene rango cerrado, T es cotaube-
riano si y solo si Y/R(T ) es reflexivo.

Demostración. Como R(T ) es cerrado, R(T ∗) también lo es, y el re-
sultado es consecuencia del Teorema 4.1.1 junto con la identificación
N(T ∗) ≡ (Y/R(T ))∗.
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Un contraejemplo

Como T ∗∗ puede identificarse con una extensión de T , es fácil ver que
T ∗∗ tauberiano implica T tauberiano; equivalentemente, T ∗ cotaube-
riano implica T tauberiano. Veremos a continuación que, en general, las
implicaciones opuestas no son válidas.

Este contraejemplo, obtenido en [6], se basa en la siguiente idea: un
operador T es tauberiano si y solo si T co es inyectivo. Luego si encon-
tramos un operador inyectivo S tal que S∗∗ no sea inyectivo, y logramos
probar que existe un operador T tal que T co puede identificarse con S,
como (T ∗∗)co se identifica (T co)∗∗, habremos acabado.

Para encontrar estos operadores, construiremos un espacio de Banach
J(Xn) tal que podemos identificar J(Xn)co con `1. La construcción es
similar a la del espacio de James.

Denotemos por Xn el subespacio de `1 generado por {e1, . . . , en}. Co-
mo es habitual, ‖ · ‖1 denota la norma en `1.

Sea (xn) una sucesión con xn ∈ Xn para cada n. Definimos

‖(xn)‖J := sup
{ k−1∑

i=1

‖xni+1 − xni‖2
1 + ‖xnk

‖2
1

}1/2

,

donde el supremo se toma sobre todas las sucesiones crecientes finitas
n1 < . . . < nk en N.

Consideramos el espacio

J(Xn) := {(xn) : xn ∈ Xn, ‖xn‖1−→n 0, ‖(xn)‖J < ∞}.

Teorema 4.2.1. Se verifican los siguientes resultados:

(i) (J(Xn), ‖ · ‖J) es un espacio de Banach;

(ii) J(Xn)∗∗ = {(xn) : xn ∈ Xn, ‖(xn)‖J < ∞};
(iii) J(Xn)co se identifica isométricamente con `1.

Demostración. Véase [36].

Utilizando el espacio J(Xn) obtenemos el contraejemplo buscado.

Teorema 4.2.2. Existe un operador T ∈ L(J(Xn)) que es tauberiano,
pero T ∗∗ no lo es.
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Demostración. Consideremos el operador S : `1 −→ `1 definido por la
expresión S(an) := (an/n). Claramente S es inyectivo.

Como S es compacto y `∗1 no es separable, R(S∗) no es denso, luego
S∗∗ no es inyectivo.

Ahora consideramos el operador T : J(Xn) −→ J(Xn) definido por la
expresión

T
(
(xn)

)
:= (Sxn) para todo (xn) ∈ J(Xn).

Claramente T ∈ L(J(Xn)) y el operador T co puede identificarse con S.
Luego T satisface las condiciones del enunciado.

Observación 4.2.2. De una manera análoga, se puede probar que el
operador T del Teorema 4.2.2 es cotauberiano, pero T ∗∗ no lo es.

El siguiente resultado será la clave en la prueba de la caracterización
perturbativa para los operadores cotauberianos y, más adelante, para
otros semigrupos.

Lema 4.2.1. Sea (gn) una sucesión acotada en el espacio dual Y ∗.
Supongamos que ı́nfn ‖gn‖ > 0 y que 0 es un punto de w∗-acumulación
de {gn : n ∈ N}. Entonces (gn) tiene una subsucesión (gnk

) para la que
existe una sucesión acotada (yk) en Y de modo que 〈gni , yj〉 = δij para
todo i, j ∈ N.

Demostración. Véase [36].

Los operadores cotauberianos fueron introducidos en términos del ope-
rador conjugado. La siguiente caracterización perturbativa tiene interés
porque en ella interviene solamente el propio operador. Este hecho y las
correspondientes caracterizaciones perturbativas de los operadores semi-
Fredhom sugieren que la Definition 4.2.1 es la elección correcta para el
concepto de operador cotauberiano.

Teorema 4.2.3. Un operador T ∈ L(X, Y ) es cotauberiano si y solo si
Y/R(T + K) es reflexivo para todo operador compacto K ∈ L(X, Y ).

Demostración. La implicación directa es fácil: si T es cotauberiano y K
es compacto, de la Proposición 4.1.2 se sigue que T +K es cotauberiano;
luego Y/R(T + K) es reflexivo.
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Para probar la implicación inversa, suponemos que T no es cotaube-
riano; luego T ∗ no es tauberiano.

Por la Proposición 4.2.1, tenemos que N(T ∗∗∗) 6= N(T ∗). Luego el
Teorema 4.1.3 implica la existencia de una sucesión acotada (gn) en Y ∗

sin subsucesiones débilmente convergentes tal que (T ∗gn) converge en
norma a 0.

Nótese que si g es un punto de w∗-acumulación de {gn : n ∈ N},
T ∗(g) = 0; luego podemos suponer que 0 es un punto de w∗-acumulación
de {gn : n ∈ N}.

Por el Lema 4.2.1, pasando a una subsucesión si es necesario, podemos
suponer que existe una sucesión acotada (yn) en Y tal que 〈gi, yj〉 = δij

para todo i, j ∈ N, y además ‖yn‖ · ‖T ∗gn‖ < 2−n para todo n.
De lo anterior se sigue que la expresión

K(x) := −
∑

n=1

〈gn, Tx〉yn para todox ∈ X,

define un operador nuclear K ∈ L(X,Y ). Además,

(T + K)∗(gk) = T ∗gk −
∑

n=1

〈gk, yn〉T ∗gn = 0.

Como el núcleo N((T + K)∗) contiene la sucesión (gn), no es reflexi-
vo; por tanto, el conúcleo Y/R(T + K), por ser isomorfo al predual de
N((T + K)∗), tampoco es reflexivo.

A continuación daremos una versión dual de la Proposición 4.1.6, que
proporciona caracterizaciones algebraicas de la clase T d en cuyo enuncia-
do tampoco aparece el operador conjugado. Además permitirá identificar
T d con los semigrupos estudiados en el Caṕıtulo 5.

Proposición 4.2.4. Sea T ∈ L(X, Y ). Son equivalentes:

(a) T es cotauberiano;

(b) si S ∈ L(Y, W ) y ST ∈ W, S ∈ W;

(c) si F es un subespacio cerrado de Y y QF T ∈ W, el cociente Y/F
es reflexivo.
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Demostración. (a) ⇒ (b) Supongamos T ∈ T d(X,Y ), S ∈ L(Y, W ) y
ST ∈ W. Entonces T ∗S∗ ∈ W y T ∗ ∈ T . Por la Proposición 4.1.6,
S∗ ∈ W; luego S ∈ W.

(b) ⇒ (c) Basta notar que el cociente Y/F es reflexivo si y solo si
QF ∈ W.

(c)⇒ (a) Supongamos que T no es cotauberiano. Por el Teorema 4.2.3,
podemos encontrar un operador compacto K ∈ L(X, Y ) tal que el co-
ciente Y/R(T + K) no es reflexivo.

Denotemos F := R(T + K). Tenemos que QF T = −QF K ∈ W, pero
Y/F no es reflexivo.

4.3. Operadores tauberianos en L1(µ)

En esta sección, (Ω, Σ, µ) será un espacio de medida finita sin átomos.
Podemos pensar que Ω es el intervalo unidad (0, 1) y µ es la medida
de Lebesgue. Además L1(µ) es el espacio de Banach de las funciones
integrables f : Ω −→ R.

El conjunto T (L1(µ), Y ) tiene interés por dos motivos: porque sus
propiedades son similares a las de Φ+(L1(µ), Y ); y porque T (L1(µ), Y )
es, en general, más grande que Φ+(L1(µ), Y ).

Las buenas propiedades de T (L1(µ), Y ) se derivan de los siguientes
resultados:

(i) un subconjunto A de L1(µ) es relativamente débilmente compacto
si y solo si es equi-integrable (véase [5, Theorem 5.2.9]); es decir,
si y solo si para todo ε > 0 existe δ > 0 de modo que si f ∈ A y
∆ ∈ Σ,

µ(∆) < δ ⇒
∫

∆
|f |dµ < ε;

(ii) toda sucesión acotada en L1(µ) tiene una subsucesión que puede
descomponerse como suma de una sucesión disjunta y una sucesión
débilmente convergente (véase [5, Lemma 5.2.8]).

La mayor parte de los resultados sobre T (L1(µ), Y ) que veremos en
esta sección fueron probados en [31].

Proposición 4.3.1. Un operador T : L1(µ) −→ Y es tauberiano si y
solo si N(T ∗∗) = N(T ).
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Demostración. Basta notar que las sucesiones débilmente de Cauchy en
L1(µ) son débilmente convergentes [11, Proposition VI.2.6] y aplicar la
Proposición 4.1.4.

Una sucesión (fn) en el espacio L1(µ) se dice disjunta si fm · fm = 0
para m 6= n.

Teorema 4.3.1. Sea T ∈ L(L1(µ), Y ). Son equivalentes:

(a) T tauberiano;

(b) para toda sucesión normalizada y disjunta (fn) en L1(µ),

ĺım inf
n

‖Tfn‖ > 0;

(c) existe r > 0 tal que si (fn) es una sucesión normalizada y disjunta
en L1(µ),

ĺım inf
n

‖Tfn‖ > r.

Demostración. Véase [36].

En la Sección 4.1 mostramos que las componentes T (X,Y ) no son
siempre conjuntos abiertos (Ejemplo 4.1.3). Veamos que si lo son en el
caso X = L1(µ).

Para un operador T ∈ L(L1(µ), Y ), denotamos

βT := ı́nf{ĺım inf
n

‖T (fn)‖ : (fn) ⊂ L1(µ) normalizada y disjunta}.

Corolario 4.3.1. Sea T ∈ L(L1(µ), Y ). Se verifica:

(i) T es tauberiano si y solo si βT > 0;

(ii) si T es tauberiano, S ∈ L(L1(µ), Y ) y ‖T − S‖ < βT , S es taube-
riano.

Por tanto, T (L1(µ), Y ) es un subconjunto abierto de L(L1(µ), Y ).

Demostración. (i) Es una consecuencia directa de la parte (c) del Teo-
rema 4.3.1.

(ii) Supongamos ‖T − S‖ = α < βT . Si (fn) es una sucesión norma-
lizada y disjunta (fn) en L1(µ), ĺım infn ‖S(fn)‖ ≥ βT − α > 0, luego S
es un operador tauberiano.

Claramente, (ii) implica que T (L1(µ), Y ) es abierto.
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Observación 4.3.1. El espacio L1(µ) contiene muchos subespacios re-
flexivos de dimensión infinita.

De hecho, el espacio L1(0, 1) contiene un subespacio Ep isomorfo a
Lp(0, 1) para todo p ∈ (1, 2] (véase [61, Corollary 2.f.5]).

Nótese que las aplicaciones cocientes de L1(0, 1) sobre L1(0, 1)/Ep son
operadores tauberianos.

Fijado ∆ ∈ Σ con µ(∆) > 0, denotamos por L1(∆) al subespacio de
L1(µ) de las funciones con soporte contenido en ∆:

L1(∆) := {f ∈ L1(µ) : f = f · χ∆ },

donde χ∆ es la función caracteŕıstica del conjunto ∆.

Corolario 4.3.2. Sea T : L1(µ) −→ Y un operador tauberiano. Para
todo ∆ ∈ Σ con µ(∆) > 0, existe ∆1 ∈ Σ contenido en ∆ con µ(∆1) > 0
de modo que la restricción T |L1(∆1) es un isomorfismo.

Demostración. Supongamos que el resultado no es cierto. Entonces pode-
mos encontrar una sucesión (∆n) de conjuntos medibles disjuntos con
µ(∆n) > 0 tal que ninguna de las restricciones T |L1(∆n) es un iso-
morfismo. Luego podemos encontrar, para cada n ∈ N, una función
fn ∈ L1(∆n) tal que ‖fn‖ = 1 y ‖T (fn)‖ < 1/n, lo que contradice el
Teorema 4.3.1.

En el caso en que Ω = (0, 1), con µ la medida de Lebesgue, si ∆ ∈ Σ
con µ(∆) > 0, L1(C) es isomorfo a L1(µ). Luego aplicando el Corolario
4.3.2, deducimos fácilmente la siguiente caracterización de los espacios
Y para lo que existen operadores tauberianos de L1(µ) en Y .

Corolario 4.3.3. El conjunto T (L1(0, 1), Y ) es no vaćıo si y solo si Y
contiene un subspacio isomorfo a L1(0, 1).

Ultrapotencias de operadores tauberianos en L1(µ)

En esta sección describiremos los operadores tauberianos T : L1(µ) −→
Y mediante sus ultrapotencias. Denotaremos por U un ultrafiltro ℵ0-
incompleto sobre un conjunto infinito I.

Los siguientes resultados sobre la ultrapotencia L1(µ)U pueden encon-
trarse en [36]:
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Podemos construir una medida finita µU (la ultrapotencia de µ) de
modo que el espacio L1(µU) está incluido en la ultrapotencia L1(µ)U

mediante un operador isométrico

JµU
: L1(µU) −→ L1(µ)U.

Además, JµU

(
L1(µU)

)
es un subespacio complementado de L1(µ)U. La

correspondiente proyección PµU
proporciona una descomposición

L1(µ)U = JµU

(
L1(µU)

)⊕1 N(PµU
).

Recordemos que los vectores f ∈ L1(µ)U son de la forma f = [fi],
donde (fi)i∈I es una familia acotada en L1(µ) que representa a f .

Los elementos de f ∈ L1(µ)U que pertenecen a JµU

(
L1(µU)

)
o a

N(PµU
) se caracterizan del siguiente modo:

(i) f ∈ JµU

(
L1(µU)

)
si y solo si f admite un representante (fi)i∈I con

{fi : i ∈ I} equi-integrable en L1(µ);

(ii) f ∈ N(PµU
) si y solo si f admite un representante (fi)i∈I para el

que ĺımU µ(supp fi) = 0.

Utilizando la representación anterior, se prueba la siguiente caracteri-
zación de los operadores tauberianos en términos de sus ultrapotencias.

Proposición 4.3.2. Sea T ∈ L(L1(µ), Y ). Son equivalentes:

(a) T es tauberiano;

(b) TU|N(PµU
) es un isomorfismo;

(c) TU|N(PµU
) es inyectivo;

(d) N(TU) ⊂ JµU

(
L1(µU)

)
.

Demostración. Véase [36].
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Sobre los operadores en T (L1(µ))

Hemos visto que, para algunos espacios de Banach Y , podemos en-
contrar operadores en T (L1(µ), Y ) que no son upper semi-Fredholm. En
el caso Y = L1(µ), la existencia de estos operadores es un problema
abierto:

Problema 1. Sea T : L1(µ) −→ L1(µ) un operador tauberiano. ¿Es T
upper semi-Fredholm?

Ambos conjuntos T (L1(µ)) y Φ+(L1(µ)) son abiertos en L(L1(µ)) y
sus clases de perturbación (Definición 3.3.2) coinciden:

PΦ+(L1(µ)) = PT (L1(µ)) = R(L1(µ)).

Véase [36].

Los operadores upper semi-Fredholm tienen rango cerrado. Luego
podemos considerar un problema más débil:

Problema 2. Sea T : L1(µ) −→ L1(µ) un operador tauberiano con
rango cerrado. ¿Es T upper semi-Fredholm?

El último problema es equivalente al siguiente:

Problema 2’. Sea R un subespacio reflexivo de dimensión infinita de
L1(µ). ¿Puede ser el cociente L1(µ)/R isomorfo a un subespacio de
L1(µ)?

Observación 4.3.2. Nótese que existe un subespacio F2 de L1(0, 1) iso-
morfo a `2 tal que el cociente L1(0, 1)/F2 no es isomorfo a un subespacio
de L1(0, 1). Véase [36].

La construcción del subespacio F2 anterior es muy intrincada. Intere-
saŕıa saber que sucede para subespacios reflexivos más naturales:

Problem 3. Sea R0 el subespacio cerrado de L1(0, 1) generado por
las funciones de Rademacher. ¿Es el cociente L1(0, 1)/R0 isomorfo a un
subespacio de L1(0, 1)?

En [36] se puede encontrar más información sobre estos problemas.
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4.4. Operadores supertauberianos

En esta sección estudiaremos la clase T up, formada por los operadores
T tales que TU es tauberiano para todo ultrafiltro U, aśı como la clase
(T d)up. Veremos que coinciden respectivamente con las clases de los ope-
radores supertauberianos y cosupertauberianos, introducidas por Tacon
en [75,76] y estudiadas en [63] y [30].

Podemos resumir sus propiedades diciendo que son similares a las de
las clases T y T d, pero con componentes abiertas y mejor comportamien-
to ante la dualidad.

No incluiremos las demostraciones, porque son técnicamente compli-
cadas. Pueden encontrarse en [30] o en [36].

Definición 4.4.1. Decimos que un operador T ∈ L(X, Y ) es super-
tauberiano si para todo 0 < ε < 1, existen δ > 0 y n ∈ N para
los que no existe ninguna sucesión ε-triangular finita {xk}n

k=1 tal que
sup1≤k≤n ‖T (xk)‖ < δ.

El siguiente resultado incluye varias caracterizaciones de los operadores
supertauberianos, algunas de ellas en términos del núcleo de las ultra-
potencias del operador.

Teorema 4.4.1. Sea T ∈ L(X, Y ) un operador y sea U un ultrafiltro no
trivial en un conjunto I. Son equivalentes:

(a) T es supertauberiano;

(b) N(TU) es superreflexivo;

(c) N(TU) es reflexivo;

(d) existen números reales 0 < ε < 1 y δ > 0 y un entero n ∈ N para
los que no existe ninguna sucesión ε-triangular finita {xk}n

k=1 tal
que sup1≤k≤n ‖T (xk)‖ < δ;

(e) TU es supertauberiano;

(f) TU es tauberiano.

Veamos algunas consecuencias.

Corolario 4.4.1. Si T ∈ L(X,Y ) es supertauberiano, su núcleo N(T )
es superreflexivo.
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Corolario 4.4.2. El subconjunto de los operadores supertauberianos es
abierto en L(X,Y ).

Corolario 4.4.3. La clase de los operadores supertauberianos coincide
con T up.

Proposición 4.4.1. Un operador T ∈ L(X, Y ) es supertauberiano si y
solo si T ∗∗ lo es.

Decimos que un operador K ∈ L(X,Y ) es superdébilmente compacto
si K ∈ Wup.

Nótese que K = Kup; luego los operadores compactos son superdébil-
mente compactos.

Proposición 4.4.2. La clase T up es estable ante perturbación por ope-
radores superdébilmente compactos.

Proposición 4.4.3. Un operador T ∈ L(X,Y ) con rango cerrado es
supertauberiano si y solo si N(T ) es superreflexivo.

Veamos que los operadores supertauberianos admiten caracterización
perturbativa.

Teorema 4.4.2. Un operador T ∈ L(X, Y ) es supertauberiano si y solo
si para todo operador compacto K ∈ L(X, Y ), el núcleo N(T + K) es
superreflexivo.

El siguiente resultado presenta algunas caracterizaciones algebraicas
de los operadores supertauberianos.

Proposición 4.4.4. Sea T ∈ L(X, Y ). Son equivalentes:

(a) T es supertauberiano;

(b) para todo espacio Z y todo operador A ∈ L(Z, X), TA ∈ Wup

implica A ∈ Wup;

(c) si E es un subespacio cerrado de X y T |E ∈ Wup, el espacio E es
superreflexivo.

De la Proposición 4.4.4, se sigue la igualdad (W+)up = (Wup)+.

Veamos un caso en que los operadores tauberianos coinciden con los
supertauberianos.

Teorema 4.4.3. Sea µ una medida finita. Un operador T ∈ L(
L1(µ), Y

)
es supertauberiano si y solo si es tauberiano.
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Operadores cosupertauberianos

A continuación estudiaremos los operadores de las clase (T up)d.

Definición 4.4.2. Decimos que un operador T ∈ L(X,Y ) es cosuper-
tauberiano si T ∗ es supertauberiano.

Por lo que hemos visto anteriormente, la clase de los operadores co-
supertauberianos coincide con (T up)d.

No es dif́ıcil probar que

(T up)d =
(
(W+)up

)d =
(
(Wup)+

)d
.

Notemos que se verifica la siguiente versión del Teorema de Gant-
macher para ultrapotencias.

Proposición 4.4.5. Un operador T ∈ L(X,Y ) es superdébilmente com-
pacto si y solo si T ∗ lo es.

Los siguientes resultados sobre la clase (T up)d se pueden deducir por
dualidad de los vistos para T up.

Proposición 4.4.6. Un operador T ∈ L(X, Y ) con rango cerrado es
cosupertauberiano si y solo si Y/R(T ) es superreflexivo.

Proposición 4.4.7. El subconjunto de los operadores cosupertauberia-
nos es abierto en L(X,Y ).

Teorema 4.4.4. Sea T ∈ L(X, Y ) un operador y sea U un ultrafiltro no
trivial en un conjunto I. Son equivalentes:

(a) T es cosupertauberiano;

(b) T ∗U es tauberiano;

(c) TU
∗ es supertauberiano;

(d) TU
∗ es tauberiano;

(e) TU es cosupertauberiano;

(f) TU es cotauberiano.



68 Manuel González

Corolario 4.4.4. Un operador T ∈ L(X, Y ) es cosupertauberiano si y
solo si T ∗∗ lo es.

Los operadores cosupertauberianos admiten caracterización en térmi-
nos del núcleo de las ultrapotencias de su conjugado.

Teorema 4.4.5. Sea T ∈ L(X,Y ) un operador y sea U un ultrafiltro no
trivial en un conjunto I. Son equivalentes:

(a) T es cosupertauberiano;

(b) N(TU
∗) es super-reflexivo;

(c) N(TU
∗) es reflexivo;

(d) N(T ∗U) es reflexivo;

(e) N(T ∗U) es superreflexivo.

Sea U un ultrafiltro no trivial. Es bien conocido que la ultrapotencia
(X∗)U se identifica isométricamente con un subespacio cerrado de (XU)∗.
Además, la coincidencia de este subespacio con (XU)∗ se produce si y
solo si X es superreflexivo. Por tanto, podemos considerar el operador
TU

∗ como una extensión de T ∗U, y el núcleo N(T ∗U) como un subespacio
de N(TU

∗).

Proposición 4.4.8. Un operador T ∈ L(X,Y ) es cosupertauberiano si
y solo si N(T ∗U) = N(TU

∗).

Proposición 4.4.9. Si T ∈ L(X, Y ) es un operador cosupertauberiano y
K ∈ L(X, Y ) es superdébilmente compacto, T +K es cosupertauberiano.

Los operadores cosupertauberianos admiten caracterización perturba-
tiva.

Teorema 4.4.6. Un operador T ∈ L(X,Y ) es cosupertauberiano si y so-
lo si, para todo operador compacto K ∈ L(X, Y ), el conúcleo Y/R(T + K)
es superreflexivo.

Veamos algunas caracterizaciones de tipo algebraico de los operadores
cosupertauberianos. Una de ellas permite identificar a la clase de los
operadores cosupertauberianos con uno de los semigrupos asociados al
ideal Wup.
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Proposición 4.4.10. Sea T ∈ L(X,Y ). Son equivalentes:

(a) T es cosupertauberiano;

(b) para todo espacio Z y todo operador A ∈ L(Y,Z), AT ∈ Wup

implica A ∈ Wup;

(c) si E es un subespacio cerrado de Y y QET ∈ Wup, el cociente Y/E
es superreflexivo.

Como consecuencia del Teorema 4.4.4 y la Proposición 4.4.10, tenemos

(W+
up)d = (Wup)− = (W−)up.

Las siguientes igualdades resumen algunos de los resultados anteriores:

(W+)up =
(
(W−)d

)up =
(
(W−)up

)d =
(
(Wup)−

)d
.
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Caṕıtulo 5

Semigrupos de operadores

En este caṕıtulo introducimos el concepto abstracto de semigrupo de
operadores y estudiamos sus propiedades básicas. Además mostramos
varios procedimientos para obtener semigrupos a partir de ideales de
operadores, describimos algunos conceptos asociados y presentamos ejem-
plos concretos de semigrupos de operadores; en particular, algunos aso-
ciados a los ideales de operadores K, W, R, C, WC y U .

5.1. Definiciones

Sean S ∈ L(V, W ) y T ∈ L(X,Y ) dos operadores. Denotamos por
S × T al operador

S × T : V ×X −→ W × Y

que lleva el vector (v, x) al vector (Sv, Tx).

Definición 5.1.1. Decimos que una clase de operadores S es un semi-
grupo de operadores (o simplemente, un semigrupo) si verifica las condi-
ciones siguientes:

(i) la clase Φ de los operadores de Fredholm está contenida en S;

(ii) si S ∈ L(V, W ) y T ∈ L(X, Y ), S × T ∈ S si y solo si S, T ∈ S;

(iii) si S ∈ S(Y, Z) y T ∈ S(X, Y ), ST ∈ S(X, Z).

71
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Observación 5.1.1. Obviamente, utilizamos el término semigrupo por
la condición (iii) en la Definición 5.1.1.

Muchas veces utilizaremos el término semigrupo de operadores para
hacer énfasis en el paralelismo con los ideales de operadores de Pietsch
[70] y para evitar confusión con el uso del término semigrupo en otros
contextos.

Nótese que, si X es un espacio de Banach, la identidad IX pertenece
a todos los semigrupos y 0X pertenece a todos los ideales.

Ejercicio 5.1.1. Las clases Φ+, Φ− y Φ son semigrupos.
La clase Φ± no es un semigrupo.

Si S es una clase de operadores, Sd := {T ∈ L : T ∗ ∈ S} denota la
clase dual y Sco := {T ∈ L : T co ∈ S} la clase residual.

Proposición 5.1.1. Si S es un semigrupo de operadores, también Sd y
Sco lo son.

Demostración. Las clases Sd y Sco verifican las propiedades de la Defini-
ción 5.1.1 por lo siguiente:

(i) T ∈ Φ implica T ∗, T co ∈ Φ;

(ii) podemos identificar (T×U)∗ con T ∗×U∗ y (T×U)co con T co×U co;

(iii) (ST )∗ = T ∗S∗ y (ST )co = ScoT co.

Ejercicio 5.1.2. Si S1 y S2 son semigrupos, la clase S1 ∩ S2 definida
por

(S1 ∩ S2)(X,Y ) := S1(X, Y ) ∩ S2(X,Y )

es también un semigrupo.

Ejercicio 5.1.3. Si S es un semigrupo,

Sp(S) := {X ∈ B : 0X ∈ S}

es un ideal de espacios.
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Los siguientes conceptos resultarán útiles para clasificar los semigru-
pos de operadores.

Definición 5.1.2. Sea S un semigrupo de operadores.

(i) S se dice left-stable si ST ∈ S implica T ∈ S;

(ii) S se dice right-stable si TS ∈ S implica T ∈ S.

Veamos como las propiedades del semigrupo S se transmiten a Sd y
Sco.

Proposición 5.1.2. Sea S un semigrupo de operadores. Se verifica:

(i) si S es left-stable, Sd es right-stable y Sco es left stable;

(ii) si S es right-stable, Sd es left-stable y Sco es right-stable.

Demostración. (i) Sean S ∈ L(X,Y ) y T ∈ L(Y, Z) tales que TS ∈ Sd.
Entonces (TS)∗ = S∗T ∗ ∈ S, y como S es left-stable, T ∗ ∈ S; luego
T ∈ Sd, y queda probado que Sd es right-stable.

De modo análogo podemos probar que Sco es left-stable.
(ii) Similar a la prueba de (i).

Definición 5.1.3. Sea S un semigrupo de operadores.

(i) S se dice inyectivo si contiene la clase Φ+ de los operadores upper
semi-Fredholm;

(ii) S se dice suprayectivo si contiene la clase Φ− de los operadores
lower semi-Fredholm.

El siguiente ejercicio es una aplicación de las igualdades Φ− = (Φ+)d

y Φ+ = (Φ−)d.

Ejercicio 5.1.4. Sea S un semigrupo. Se verifica:

(i) si S es inyectivo, Sd es suprayectivo y Sco es inyectivo;

(ii) si S es suprayectivo, Sd es inyectivo y Sco suprayectivo.

Los semigrupos más interesantes verifican una de las propiedades in-
troducidas a continuación.
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Definición 5.1.4. Sea S un semigrupo de operadores.

(i) S se dice upper si es inyectivo y left-stable;

(ii) S se dice lower si es suprayectivo y right-stable.

No es dif́ıcil probar que un semigrupo inyectivo y right-stable es trivial.
Lo mismo sucede con un semigrupo suprayectivo y left-stable.

Proposición 5.1.3. Sea S un semigrupo de operadores. Se verifica:

(i) si S es upper, Sd es lower y Sco es upper;

(ii) si S es lower, Sd es upper y Sco es lower.

5.2. Semigrupos asociados a un ideal

Comenzamos introduciendo un procedimiento que asocia a cada ideal
de operadores A dos semigrupos A+ y A−.

Definición 5.2.1. Sea A un ideal de operadores. Definimos las clases
de operadores A+ y A− como sigue:

(i) un operador T ∈ L(X, Y ) pertenece a A+ si para todo espacio de
Banach W y todo operador S ∈ L(W,X), TS ∈ A(W,Y ) implica
S ∈ A(W,X). Resumidamente:

A+ := {T ∈ L : S ∈ L y TS ∈ A ⇒ S ∈ A}.

(ii) un operador T ∈ L(X, Y ) pertenece a A− si para todo espacio de
Banach Z y todo operador S ∈ L(Y, Z), ST ∈ A implica S ∈ A.
Resumidamente:

A− := {T ∈ L : S ∈ L y ST ∈ A ⇒ S ∈ A}.

Proposición 5.2.1. Sea A un ideal de operadores. Se verifica:

(i) las clases A+ y A− son semigrupos de operadores.

(ii) A+ es left-stable y A− es right-stable.
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Demostración. (i) Es un ejercicio.
(ii) Para probar queA+ es left-stable, sean T ∈ L(X, Y ) y S ∈ L(Y,Z)

operadores y supongamos que ST ∈ A+.
Sea U ∈ L(W,X) otro operador tal que TU ∈ A. Se verifica STU ∈

A(W,Z) y, por la definición de A+, U ∈ A, lo que prueba que T ∈ A+;
por tanto A+ es left-stable.

De modo análogo se prueba que A− es right-stable.

Ejercicio 5.2.1. Recordemos que K es el ideal de los operadores com-
pactos y W el de los operadores débilmente compactos.

Utilizando las caracterizaciones algebraicas de los semigrupos, com-
probar que

(i) K+ = Φ+ y K− = Φ−;

(ii) W+ = T y W− = T d.

Observación 5.2.1. Podemos reformular la Definición 2.1.3 diciendo
que un ideal de operadores A es inyectivo si y solo si para todo subespacio
cerrado M de un espacio de Banach, JM ∈ A+.

Análogamente, A es suprayectivo si y solo si para todo subespacio
cerrado N de un espacio de Banach, QN ∈ A−.

La Observación 5.2.1 será crucial en la demostración del siguiente
resultado.

Recordemos que, si T ∈ L(X, Y ), denotamos por T : X −→ R(T ) el
operador inducido por T .

Proposición 5.2.2. Sea A un ideal de operadores. Se verifica:

(i) A es inyectivo si y solo si A+ lo es;

(ii) A es suprayectivo si y solo si A− lo es.

Demostración. (i) Supongamos que A es inyectivo. Como un operador
T ∈ Φ+ puede descomponerse como T = JR(T )T , donde T ∈ Φ(X, R(T )),
concluimos que T ∈ A+.

Para la implicación inversa, basta tener en cuenta la Observación 5.2.1
y el hecho de que JM ∈ Φ+ para todo subespacio cerrado M de un
espacio de Banach.

La demostración es similar: si T ∈ Φ−, podemos escribir T = T̃QN(T )

con T̃ ∈ Φ(X/N(T ), Y ).
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Observación 5.2.2. Como ambos ideales de operadores W y K son
inyectivos y suprayectivos, los semigrupos W+ y K+ son upper, mientras
que los semigrupos W− y K− son lower.

Similarmente, si A es uno de los ideales de operadores inyectivos R,
C, WC ó U , el semigrupo A+ es upper mientras que Ad− es lower.

Observación 5.2.3. Sea RN el ideal de los operadores de Radon-
Nikodým, que se introduce en la Definición 6.3.6.

Los semigrupos RN+ y RN d− fueron estudiados en [69] y en [37,38].
Se probó que RN d− admite una caracterización perturbativa similar a
la presentada en el Teorema 4.2.3 para los operadores cotauberianos.

Operadores invertibles módulo un ideal

Veamos otro procedimiento para asociar dos semigrupos a cada ideal
de operadores, investigado en [3]. El caso del ideal W fue considerado
previamente en [78].

Definición 5.2.2. Sean A un ideal de operadores y T ∈ L(X, Y ).

(i) T ∈ Al si existe A ∈ L(Y, X) de modo que IX −AT ∈ A;

(ii) T ∈ Ar si existe B ∈ L(Y,X) de modo que IY − TB ∈ A.

En otras palabras, Al es la clase de los operadores invertibles a izquier-
da, módulo A; y Ar es la clase de los operadores invertibles a derecha,
módulo A.

Proposición 5.2.3. Sea A un ideal de operadores. Se verifica:

(i) la clase Al es un semigrupo de operadores left-stable contenido en
A+;

(ii) la clase Ar es un semigrupo de operadores right-stable contenido
en A−.

Demostración. La prueba de que Al es un semigrupo left-stable y Ar es
un semigrupo right-stable queda como ejercicio.

Para probar las inclusiones, sean T ∈ Al(X, Y ) y S ∈ L(W,X), y
supongamos que TS ∈ A(W,Y ). Como existe A ∈ L(Y,X) de modo que
IX −AT ∈ A, tenemos S −ATS ∈ A; luego S ∈ A, con lo que T ∈ A+

y queda probada la inclusión Al ⊂ A+.
La prueba de la inclusión Ar ⊂ A− es similar.
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Observación 5.2.4. El semigrupo Al puede no ser inyectivo, aunque lo
sea el ideal A.

En efecto, para todo subespacio cerrado M de un espacio de Banach,
JM ∈ A+. Sin embargo, JM ∈ Kl si y solo si M es un subespacio
complementado. Esto último se sigue de un resultado de Yood [79] que
caracteriza los operadores en Kl como los operadores en Φ+ con rango
complementado.

Análogamente, el semigrupo Ar puede no ser suprayectivo aunque lo
sea el ideal A: Kr coincide con la clase de los operadores en Φ− con
núcleo complementado.

El siguiente resultado utiliza una construcción de Bourgain para pro-
bar que Wl es una subclase propia de W+.

Ejemplo 5.2.1. W+(`1) 6⊂ Wl(`1).

Demostración. Sea J : `1 −→ `1 un isomorfismo con rango no comple-
mentado (véase [15] para la existencia de J).

Tenemos J ∈ K+(`1) \ Kl(`1). Pero como las sucesiones débilmente
convergentes en el espacio `1 son convergentes en norma, K(`1) = W(`1).
De aqúı se siguen las igualdades K+(`1) = W+(`1) y Kl(`1) = Wl(`1).
Por tanto, J ∈ W+(`1) \Wl(`1).

Proposición 5.2.4. Sea A un ideal de operadores y sea K ∈ A(X,Y ).
Se verifica:

(i) si T ∈ Al(X,Y ), T + K ∈ Al(X, Y );

(ii) si S ∈ Ar(X,Y ), S + K ∈ Ar(X, Y ).

Demostración. Probaremos únicamente la parte (i). La prueba de (ii) es
analoga.

Supongamos T ∈ Al(X,Y ) y seleccionemos A ∈ L(Y, X) de modo que
IX −AT ∈ A(X). Como AK ∈ A, tenemos que

IX −A(T + K) = IX −AT −AK ∈ A(X);

luego T + K ∈ Al.

Decimos que un semigrupo de operadores S es abierto si S(X, Y ) es
un subconjunto abierto de L(X, Y ) para todo par de espacios de Banach
X e Y .
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Proposición 5.2.5. Si A es un ideal de operadores, los semigrupos Al

y Ar son abiertos.

Demostración. Supongamos T ∈ Al(X, Y ) y elijamos A ∈ L(Y, X) de
modo que IX − AT ∈ A(X). Para ver que el semigrupo Al es abierto,
basta probar que si S ∈ L(X, Y ) y ‖S‖ < ‖A‖−1, tenemos T + S ∈ Al.

En efecto, como ‖AS‖ < 1, el operador IX + AS es invertible. Luego,
por la Proposición 5.2.4, A(T + S) = (IX + AS) + K ∈ Al.

Ahora, como Al es left-stable, concluimos T + S ∈ Al.

Un argumento similar prueba que Ar es un semigrupo abierto.

Observación 5.2.5. Otro procedimiento general para definir semigru-
pos, utilizando clases de incomparabilidad de espacios de Banach, fue
investigado en [4].

Clases de perturbación

En el Caṕıtulo 3 estudiamos las clases de peturbación para los opera-
dores semi-Fredholm. Aqúı las estudiaremos en el caso más general de
los semigrupos de operadores.

Recordemos que si S es un semigrupo, su clase de perturbación PS
queda determinada por sus componentes:

PS(X,Y ) := {K ∈ L(X,Y ) : T + K ∈ S para todo T ∈ S(X, Y )},

donde X e Y son espacios de Banach para los que S(X, Y ) 6= ∅.
Obviamente, PS(X, Y ) es un subespacio de L(X,Y ).

Observación 5.2.6. Para todo semigrupo S, las componentes S(X) son
no vaćıas, porque la identidad IX pertenece a S(X).

No es dif́ıcil demostrar que PS(X) es un ideal bilátero del álgebra
L(X) (véase [58]).

Los siguientes hechos muestran que no es útil definir PS(X,Y ) como
L(X,Y ) cuando la componente S(X,Y ) es el conjunto vaćıo:

(i) Los conjuntos PΦ+(X, Y ) y PΦ−(X, Y ) están siempre contenidos
en In(X, Y ), los operadores inesenciales [58].
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(ii) Para 1 < p < ∞, p 6= 2, Φ+(Lp(0, 1), `p) y Φ−(`p, Lp(0, 1)) son
vaćıos porque Lp(0, 1) tiene subespacios complementados isomor-
fos a `2. Sin embargo, In(Lp(0, 1), `p) 6= L(Lp(0, 1), `p) porque el
espacio Lp(0, 1) tiene subespacios complementados isomorfos a `p.

Observación 5.2.7. No hay buenas caracterizaciones para las clases de
perturbación de A+ y A−, ni siquiera en el caso A = K [25], pero si las
hay para algunas de sus componentes.

Por ejemplo, cuando la clase PW+(L1(µ), Y ) está definida, coincide
con R(L1(µ), Y ), los operadores débilmente precompactos de L1(µ) en
el espacio Y .

Veamos que las clases de perturbación de Al y Ar admiten una buena
descripción.

Definición 5.2.3. Sea A un ideal de operadores. Su radical Arad es la
clase de operadores cuyas componentes son

Arad(X,Y ) := {K ∈ L(X,Y ) : ∀S ∈ L(Y, X), ∃U ∈ L(X),
de modo que IX − U(IX − SK) ∈ A}.

Observación 5.2.8. Para todo ideal de operadores A, la clase Arad es
un ideal de operadores cerrado que contiene A [70].

Observación 5.2.9. En la Definición 5.2.3, la expresión

IX − U(IX − SK) ∈ A

puede ser reemplazada por IX − (IX − SK)U ∈ A.

Demostración. Sea K ∈ Arad y denotemos L1 := IX−U(IX−SK) ∈ A.
Como IX − L1 = U(IX − SK), tenemos IX − U ∈ Arad. Luego existe

W ∈ L(X) de modo que IX −WU ∈ A, con lo que

(IX − SK)U = WU(IX − SK)U − L2

= W (IX − L1)U − L2 = IX − L3,

donde L2, L3 ∈ A; por tanto IX − (IX − SK)U ∈ A.

La demostración de la otra implicación es similar.
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Los semigrupos Al y Ar permiten dar descripciones de Arad más sim-
ples que la propia Definición 5.2.3.

Proposición 5.2.6. Sea A un ideal de operadores. Para un operador
T ∈ L(X, Y ), son equivalentes:

(a) T ∈ Arad(X, Y );

(b) para todo S ∈ L(Y, X), IX − ST ∈ Al(X);

(c) para todo S ∈ L(Y, X), IY − TS ∈ Al(Y );

(d) para todo S ∈ L(Y, X), IX − ST ∈ Ar(X);

(e) para todo S ∈ L(Y, X), IX − TS ∈ Ar(Y ).

Demostración. (a)⇒(b) Supongamos T ∈ Arad(X, Y ). Si S ∈ L(Y,X)
seleccionamos U ∈ L(X) tal que K1 := IX − U(IX − ST ) ∈ A.

Como U(IX − ST ) = IX −K1 ∈ Al y el semigrupo Al es left-stable,
concluimos IX − ST ∈ Al.

(a)⇐(b) Si IX − ST ∈ Al para todo S ∈ L(Y, X), cualquier inverso
a izquierdas módulo A de IX − ST puede jugar el papel de U en la
Definición 5.2.3.

La demostración de (a)⇔(d) es similar, teniendo en cuenta la Obser-
vación 5.2.9.

Las equivalencias (b)⇔(c) y (d)⇔(e) pueden probarse utilizando el
siguiente argumento: si U ∈ L(X) es inverso a izquierdas (respectiva-
mente, a derechas) de IX−ST módulo A, es fácil comprobar que el ope-
rador IY +TUS es un inverso a izquierdas (respectivamente, a derechas)
de IY − TS módulo A.

Veamos como el concepto de radical nos permite describir las clases
de perturbación de los semigrupos Al y Ar.

Teorema 5.2.1. Sea A un ideal de operadores. Denotemos por S uno
de los semigrupos Al, Ar o Al ∩ Ar y supongamos que S(X, Y ) es no
vaćıo. Se verifica PS(X, Y ) = Arad(X, Y ).

Demostración. Haremos la demostración en el caso S = Al. La de los
otros casos es similar.
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Supongamos que K ∈ Arad(X, Y ) y T ∈ Al(X, Y ). Seleccionemos
A ∈ L(Y,X) tal que

D1 := IX −AT ∈ A(X).

Para el operador −A ∈ L(Y, X), la definición de Arad proporciona otro
operador U ∈ L(X) de modo que D2 := IX − U(IX + AK) ∈ A. Como
A ⊂ PAl, tenemos que

UA(T + K) = U(IX −D1 + AK) = IX −D2 − UD1 ∈ Al.

Luego T + K ∈ Al, y queda probado que Arad(X,Y ) ⊂ PAl(X, Y ).

Para probar la inclusión inversa, primero mostraremos que

K ∈ PAl(X, Y ) y A ∈ L(Y ) ⇒ AK ∈ PAl(X,Y ). (5.1)

En efecto, como A ∈ L(Y ) puede escribirse como suma de dos operadores
invertibles, basta hacer la prueba en el caso en que A es invertible. En
ese caso, A−1U ∈ Al para todo U ∈ Al(X, Y ). Luego

U + AK = A(A−1U + K) ∈ Al,

y concluimos que AK ∈ PAl.

Sea K ∈ L(X, Y ) y supongamos que K /∈ Arad. Por la Proposi-
ción 5.2.6, existe A ∈ L(Y, X) tal que IX −AK /∈ Al(X).

Sea U ∈ Al(X, Y ). Se verifica

U(IX −AK) = U − UAK /∈ Al(X, Y );

luego UAK /∈ PAl, y la Ecuación (5.1) implica K /∈ PAl(X).

Observación 5.2.10. Como Φ = Kl ∩ Kr, se sigue del Teorema 5.2.1
que el radical Krad del ideal de los operadores compactos coincide con la
clase In de los operadores inesenciales. En particular, éste es un modo
de probar que el ideal In es cerrado.
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5.3. Semigrupos asociados a R, C, WC y U
Inspirados por los resultados sobre operadores semi-Fredholm y taube-

rianos, varios autores (véase [14], [33], [39], [40], [41], [49] [62]) estudiaron
algunas clases de operadores similares que admiten caracterizaciones en
términos de sucesiones.

Para cada uno de los ideales de operadores R, C, WC y U , se in-
trodujeron dos clases, una con propiedades similares a T y otra con
propiedades similares a T d. Más tarde se comprobó que eran casos par-
ticulares de semigrupos asociados a ideales de operadores.

En esta sección presentaremos las clases asociadas a estos ideales me-
diante la definición original, pero utilizando notaciones que son compa-
tibles con las que les corresponde como semigrupos asociados a ideales
de operadores.

Estos semigrupos admiten caracterizaciones algebraicas y perturbati-
vas similares a las de T y T d.

Recordemos que T = W+. Comenzamos con las clases similares a la
de los operadores tauberianos.

Definición 5.3.1. Las clases R+, C+, WC+ y U+ se definen del modo
siguiente. Sea T ∈ L(X, Y ).

(i) T ∈ R+ si una sucesión acotada (xn) en X tiene una subsucesión
débilmente de Cauchy, cuando (Txn) es débilmente de Cauchy en
el espacio Y ;

(ii) T ∈ C+ si una sucesión débilmente de Cauchy (xn) en X es con-
vergente, cuando (Txn) es convergente en Y ;

(iii) T ∈ WC+ si una sucesión débilmente de Cauchy (xn) en X es
débilmente convergente, cuando (Txn) es débilmente convergente
en Y ;

(iv) T ∈ U+ si una serie w.u.C.
∑∞

n=1 xn en X es incondicionalmente
convergente, cuando

∑∞
n=1 Txn es incondicionalmente convergente

en Y .

En la Proposición 5.3.4 comprobaremos que las clases introducidas en
la Definición 5.3.1 coinciden con las clases A+ asociadas en la Defini-
ción 5.2.1 a los ideales de operadores R, C, WC y U .
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Introducimos clases similares a la de los operadores cotauberianos por
dualidad: Si A es una de las clases R, C, WC ó U , consideraremos la
clase

A+
d := {T ∈ L : T ∗ ∈ A+ }.

Las siguientes dos proposiciones incluyen las propiedades básicas de
las clases A+ y A+

d que acabamos de introducir. Su demostración es un
ejercicio.

Proposición 5.3.1. Sea A uno de los ideales de operadores R, C, WC
ó U y sean operadores S ∈ L(Y, Z) y T ∈ L(X, Y ).

(i) S, T ∈ A+ ⇒ ST ∈ A+.

(ii) ST ∈ A+ ⇒ T ∈ A+.

(iii) S, T ∈ A+
d ⇒ ST ∈ A+

d.

(iv) ST ∈ A+
d ⇒ S ∈ A+

d.

Proposición 5.3.2. Sea A uno de los ideales de operadores R, C, WC
ó U y sean operadores T, K ∈ L(X, Y ).

(i) T ∈ A+ ⇒ N(T ) ∈ Sp(A).

(ii) T ∈ A+,K ∈ A ⇒ T + K ∈ A+.

(iii) T ∈ A+
d ⇒ Y/R(T ) ∈ Sp(A)d.

(iv) T ∈ A+
d,K ∈ Ad ⇒ T + K ∈ A+

d.

Los operadores en A+ ó A+
d con rango cerrado admiten la siguiente

caracterización, que debe compararse con la parte (ii) del Teorema 4.1.1
y la Proposición 4.2.3.

Proposición 5.3.3. Sea A uno de los ideales de operadores R, C, WC
ó U y sea T ∈ L(X,Y ) un operador con rango cerrado. Se verifica:

(i) T ∈ A+ si y solo si N(T ) ∈ Sp(A).

(ii) T ∈ A+
d si y solo si Y/R(T ) ∈ Sp(A)d.
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Demostración. Una de las direcciones de ambas implicaciones fue proba-
da en la Proposición 5.3.2. Queda probar la otra.

(i) Suponemos R(T ) cerrado y N(T ) ∈ Sp(A).

Caso A = R: Supongamos que T /∈ R+. Entonces existe una sucesión
acotada sin subsucesiones débilmente de Cauchy (xn) en X tal que (Txn)
es débilmente de Cauchy. Por el Teorema de Rosenthal, podemos suponer
que (xn) es equivalente a la base (en) de `1.

Nótese que (Tx2n− Tx2n−1) converge débilmente a 0; luego podemos
encontrar una sucesión (yn) formada por combinaciones convexas suce-
sivas de (x2n − x2n−1) tal que T (yn) converge a 0. Es fácil ver que (yn)
es equivalente a la base (en) de `1.

Como R(T ) es cerrado, existe C > 0 tal que

‖Tx‖ ≥ C dist
(
x, N(T )

)

para todo x ∈ X; por tanto

ĺım
n→∞dist

(
yn, N(T )

)
= 0.

De aqúı se sigue que N(T ) contiene una sucesión equivalente a la base
(en) de `1; en contradicción con la hipótesis.

Caso A = C: Si (xn) es una sucesión débilmente de Cauchy en X y
(Txn) es convergente, como R(T ) es cerrado, (Txn) converge a Tx para
algún x ∈ X. Como en el caso anterior, del hecho de que (Txn − Tx)
converge a 0 deducimos que

ĺım
n→∞dist(xn − x,N(T )) = 0.

Luego podemos encontrar una sucesión acotada (yn) en N(T ) que veri-
fica

ĺım
n→∞ ‖yn − xn − x‖ = 0.

Como las sucesiones débilmente de Cauchy en N(T ) son convergentes,
concluimos que (xn) es convergente en X; luego T ∈ C+.

Caso A = WC: Supongamos que (xn) es una sucesión débilmente de
Cauchy en X tal que (Txn) es débilmente convergente. Como R(T ) es
cerrado, (Txn) converge débilmente a Tx para algún x ∈ X.
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Un argumento similar al del caso A = C nos permite concluir que
T ∈ WC+.

Caso A = U : Supongamos que T /∈ U+. Luego podemos encontrar
una serie w.u.C., no incondicionalmente convergente

∑∞
n=1 xn en X, de

modo que
∑∞

n=1 Tzn es incondicionalmente convergente.
Reordenando la serie, podemos suponer que

∑∞
n=1 xn no es conver-

gente. Entonces podemos encontrar 1 ≤ k1 ≤ m1 < k2 ≤ m2 < · · · en
N, de modo que los vectores

yn := xkn + xkn+1 + · · ·+ xmn (n ∈ N)

verifican ı́nfn∈N ‖yn‖ > 0.
Nótese que

∑∞
n=1 yn es una serie w.u.C. y que

∑∞
n=1 Tyn es incondi-

cionalmente convergente. Por el Corolario 1.2.1, (yn) tiene una subsuce-
sión básica (zn) que, por la Proposición 1.2.2, es equivalente a la base
(en) de c0.

Como (Tyn) converge a 0 y R(T ) es cerrado, dist(yn, N(T )) → 0.
Luego concluimos que N(T ) contiene una sucesión equivalente a la base
(en) de c0, en contradicción con la hipótesis.

(ii) Como podemos identificar
(
Y/R(T )

)∗ con N(T ∗), se sigue de la
parte (i) por dualidad.

Observación 5.3.1. Sea A uno de los ideales de operadores R, C, WC
ó U . En todos los casos podemos encontrar ejemplos que muestran que,
en general,

T ∈ A+ 6⇒ T ∗ ∈ A+
d.

En otras palabras, T ∗∗ ∈ A+ implica T ∈ A+, pero la implicación inversa
no es válida.

En efecto, si A es uno de esos cuatro ideales de operadores, podemos
encontra un espacio de Banach X con un subespacio cerrado E tal que
E ∈ Sp(A), pero E∗∗ /∈ Sp(A). Luego, por la Proposición 5.3.3, el
operador cociente QE : X −→ X/E verifica QE ∈ A+, pero Q∗∗

E /∈ A+.

Lo mismo suced́ıa con el semigrupo de los operadores tauberianos W+,
pero en este caso el contraejemplo es más dif́ıcil de encontrar (véase el
Teorema 4.2.2), porque Sp(W) es la clase de los espacios reflexivos y si
E es reflexivo, también lo es E∗∗.
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Veamos que las clases A+ y A+
d admiten una caracterización pertur-

bativa.

Teorema 5.3.1. Sea A uno de los ideales de operadores R, C, WC ó U .
Si T ∈ L(X, Y ), se verifica:

(i) T ∈ A+ si y solo si N(T + K) ∈ Sp(A) para todo operador com-
pacto K ∈ L(X, Y );

(ii) T ∈ A+
d si y solo si Y/R(T + K) ∈ Sp(A)d para todo operador

compacto K ∈ L(X, Y ).

Demostración. Como la clase de los operadores compactos está conteni-
da en A y en Ad para los ideales de operadores A que consideramos, las
implicaciones directas se siguen de la Proposición 5.3.2.

Para probar las implicaciones inversas en el caso (i), supongamos que
T /∈ A+. Para cada A probaremos que existen sucesiones acotadas (xn)
en X y (fn) en X∗ de modo que

1. 〈fi, xj〉 = δij , para todo i, j ∈ N;

2. span{xn : n ∈ N} /∈ Sp(A);

3. (Txn) converge a un vector y ∈ Y ;

4.
∑∞

n=1 ‖fn‖ ‖Txn − y‖ < ∞.

Entonces, la expresión

K(x) :=
∞∑

n=1

〈fn, x〉(y − Txn); x ∈ X

define un operador nuclear K ∈ L(X,Y ) tal que (T + K)xn = y para
todo n. De aqúı se sigue que N(T + K) contiene un subespacio cerrado
de codimensión 1 en span{xn : n ∈ N}; luego N(T + K) /∈ Sp(A).

Caso A = R: Como T /∈ R+, podemos encontrar una sucesión acota-
da sin subsucesiones débilmente de Cauchy (zn) en X tal que (Tzn) es
débilmente de Cauchy. Por el Teorema de Rosenthal, podemos suponer
que (xn) es equivalente a la base (en) de `1.

Tomando yn := z2n − z2n−1, la sucesión (yn) es equivalente a la base
(en) de `1 y (Tyn) converge débilmente a 0. Como otras veces, podemos
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encontrar una sucesión (xn) formada por conbinaciones convexas suce-
sivas de (yn), de modo que (xn) es equivalente a la base (en) de `1 y
(Txn) converge a 0. Como (xn) es una sucesión básica, la sucesión (fn)
existe. Luego (xn) y (fn) satisfacen las condiciones 1, 2 y 3. Pasando a
una subsucesión si es necesario, también se satisface 4.

Caso A = C: Como T /∈ C+, existe una sucesión débilmente de
Cauchy, sin subsucesiones convergentes (zn) en X tal que (Tzn) con-
verge a un vector z ∈ Y . Por el Criterio de Kadec-PeÃlczyński, pasando
a una subsucesión podemos suponer que (zn) es una sucesión básica. La
demostración continúa de modo similar al caso A = R.

Caso A = WC: Como T /∈ WC+, existe una sucesión débilmente
de Cauchy, sin subsucesiones débilmente convergentes (zn) en X tal que
(Tzn) converge débilmente a un vector z ∈ Y . La demostración continúa
de modo similar al caso A = R.

Caso A = U : Como T /∈ U+, procediendo como hicimos en el caso
A = U de la demostración de la Proposición 5.3.3, podemos encontrar
una sucesión (xn) en X equivalente a la base (en) de c0 tal que

∑∞
n=1 Txn

es incondicionalmente convergente. Nótese que (Txn) converge a 0. La
demostración continúa de modo similar al caso A = R.

Para probar las implicaciones inversas en el caso (ii), supongamos que
T /∈ A+

d; luego T ∗ /∈ A+(Y ∗, X∗).
Procediendo como en las correspondientes implicaciones de la parte

(i), podemos encontrar sucesiones acotadas (gn) en Y ∗ y (Gn) en Y ∗∗

verificando 1, 2, 3 y 4. En particular, (T ∗gn) converge a un vector g ∈ Y ∗

y se verifica
∞∑

n=1

‖Gn‖ ‖T ∗gn − g‖ < ∞.

Además, aplicando el Lema 4.2.1, podemos suponer Gn = yn ∈ Y
para todo n ∈ N. Por tanto,

K(x) :=
∞∑

n=1

〈g − T ∗gn, x〉yn x ∈ X

define un operador nuclear K ∈ L(X, Y ) tal que (T ∗ + K∗)gn = g para
todo n.

Entonces N(T ∗+K∗) /∈ Sp(A); por tanto Y/R(T + K) /∈ Sp(A)d.
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A continuación, como aplicación del Teorema 5.3.1, presentaremos
caracterizaciones algebraicas de las clases A+ y A+

d.

Proposición 5.3.4. Sea A uno de los ideales de operadores R, C, WC
ó U . Si T ∈ L(X, Y ), se verifica:

(i) T ∈ A+ si y solo si, para todo espacio de Banach Z y todo A ∈
L(Z, X), TA ∈ A implica A ∈ A.

(ii) T ∈ A+
d si y solo si, para todo espacio de Banach Z y todo B ∈

L(Y, Z), BT ∈ Ad implica B ∈ Ad.

Demostración. (i) La implicación directa es similar a la del resultados
correspondiente para W+. Consiste en aprovechar las caracterizaciones
sucesionales de las clases A y A+.

Para las implicaciones inversas, supongamos que T /∈ A+. Por el Teo-
rema 5.3.1, existe un operador compacto K ∈ L(X,Y ) de modo que
N(T + K) /∈ Sp(A).

Tomando como operador A la inclusión de N(T + K) en X, TA es
compacto; luego TA ∈ A; sin embargo A /∈ A.

(ii) La implicación directa se obtiene a partir de (i), por dualidad.

Por otro lado, si T /∈ A+
d, el Teorema 5.3.1 implica la existencia de

un operador compacto K ∈ L(X,Y ) tal que Y/R(T + K) /∈ Sp(A)d.
Tomando como operador B la aplicación cociente del espacio Y so-

bre Y/R(T + K), se verifica que BT es compacto; luego BT ∈ Ad; sin
embargo B /∈ Ad.

Observación 5.3.2. Sea A uno de los ideales R, C, WC ó U .

(i) La parte (i) de la Proposición 5.3.4 nos dice que la clase A+ in-
troducida en esta sección coincide con la clase A+ asociada a A
en la Definición 5.2.1.

(ii) La parte (ii) de la Proposición 5.3.4 nos dice que la clase A+
d

introducida en esta sección coincide con la clase Ad− asociada a
Ad en la Definición 5.2.1.
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Otros resultados sobre semigrupos de operadores

En esta sección describiremos brevemente algunos resultados rela-
cionados con semigrupos de operadores que no encajan en las secciones
anteriores del caṕıtulo.

Operadores fuertemente tauberianos. No es dificil comprobar que
la clase de operadores T s, definida por

T s := {T ∈ L : T co es un isomorfismo}

es un semigrupo de operadores.
Estos operadores fueron investigados en [72] por Rosenthal, que les

denominó strongly tauberian operators.
No es dif́ıcil probar que

(T s)d = {T ∈ L : T co suprayectivo},

y que las componentes del semigrupo T s(X, Y ) son subconjuntos abier-
tos de L(X, Y ).

Ultrapotencias de R+ y U+. En [34] se estudiaron las clases (A+)up

y (Ad−)up, con A uno de los ideales de operadores R ó U .

Los idealesRup y Uup son las versiones locales deR y U . En particular,
Sp(Rup) es la clase de los espacios de Banach en que `1 no es finitamente
representable, y Sp(Uup) es la clase de los espacios de Banach en que c0

no es finitamente representable.

Se verifica T ∈ (R+)up si y solo si las ultrapotencias TU pertenecen a
R+, y un resultado análogo para (U+)up.

En general, se obtuvieron resultados similares a los presentados en la
sección 4.4 para (W+)up y (W−)up, incluyendo caracterizaciones alge-
braicas y perturbativas.

Representabilidad finita de operadores. En la Sección 1.3 introdu-
jimos el concepto de representabilidad finita de un espacio de Banach en
otro. Existen varios conceptos de representabilidad finita de un operador
en otro, aunque todos ellos coinciden con la representabilidad finita de
espacios al aplicarlos a identidades de espacios de Banach.
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Uno de estos conceptos, denominado local supportability, tiene buenas
propiedades para los semigrupos. Por ejemplo, en [64] se prueba que el
operador residuo T co es localmente soportable en T . Como consecuencia
prueban el siguiente resultado:

Proposición 5.3.5. Sea S un semigrupo que es upper o lower y verifica
S ⊂ Sup. Si un operador T ∈ L(X, Y ) pertenece a S, T ∗∗ y T co también
pertenecen.

Además, en [65] se prueba que el operador (TU)∗ es localmente so-
portable en (T ∗)U.



Caṕıtulo 6

Factorización de operadores

En este caṕıtulo presentaremos una versión refinada de la factorización
DFJP para operadores y algunas de sus variantes. Entre otras cosas,
estos métodos de factorización permiten obtener ejemplos de operadores
tauberianos y cotauberianos.

Además describiremos una factorización uniforme para subconjuntos
compactos de operadores y estudiaremos clases de funciones holomorfas
que pueden caracterizarse en términos de factorización a través de un
operador perteneciente a un ideal de operadores.

6.1. La factorización DFJP

Davis, Figiel, Johnson y PeÃlczyński obtuvieron en [17] una factori-
zación de operadores que se ha convertido en una herramienta funda-
mental en la teoŕıa de espacios de Banach. A continuación enunciamos
el resultado original.

Teorema 6.1.1 (factorización DFJP). Para todo operador T ∈ L(X,Y )
existe un espacio de Banach F y operadores A ∈ L(X, F ) y j ∈ L(F, Y )
de modo que j es tauberiano y T = jA.

La demostración puede encontrarse en [17, Lemma 1, Corollary 1] y
en algunos textos como [19].

El siguiente resultado, obtenido en [24], proporciona una versión refi-
nada de la factorización DFJP (véase la Observación 6.1.1) y tiene un
buen comportamiento ante la dualidad.

91
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Teorema 6.1.2 (descomposición tauberiana). Para todo T ∈ L(X, Y )
existen espacios de Banach E y F , y operadores k ∈ L(X,E), U ∈
L(E, F ) y j ∈ L(F, Y ) de modo que k es cotauberiano con rango denso,
j es tauberiano e inyectivo, U es un isomorfismo biyectivo y T = jUk.

X Y

E F

wT

u
k

w
U

u
j

Demostración. Para construir los espacios E y F , consideramos dos
sucesiones de normas (pn

T )n∈N en X y (qn
T )n∈N en Y que son equiva-

lentes a la norma inicial en cada espacio:

pn
T (x) := 2n‖Tx‖+ 2−n‖x‖; x ∈ X;

qn
T (y) := ı́nf

{
s > 0 : y ∈ s

(
2nT (BX) + 2−nBY

)}
; y ∈ Y.

Claramente 2−n‖x‖ ≤ pn
T (x) ≤ (2n‖T‖+ 1)‖x‖ para todo x ∈ X.

Además, (2n‖T‖+ 1)−1‖y‖ ≤ qn
T (y) ≤ 2n‖y‖ para todo y ∈ Y .

Denotamos Xn al espacio X dotado de la norma pn
T (·) e Yn al espacio

Y dotado de la norma qn
T (·). Claramente

`2(Xn) :=
{

(xn) ⊂ X : ‖(xn)‖ =
( ∞∑

n=1

pn
T (xn)2

)1/2
< ∞

}

es un espacio de Banach.
De la misma forma podemos definir `2(Yn).

Dividiremos la construcción de los espacios E y F y de los operadores
j, U y k en varios pasos:

Paso 1: Para cada (xn) ∈ `2(Xn), la serie
∑∞

k=1 Txk es absolutamente
convergente en Y .

En efecto, de la definición de la norma en `2(Xn) se sigue que

‖Txk‖ ≤ 2−k‖(xn)‖ para todo k ∈ N;
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luego
∑∞

k=1 ‖Txk‖ < ∞. Por tanto,

NT :=
{

(xn) ∈ `2(Xn) :
∞∑

k=1

Txk = 0
}

es un subespacio cerrado de `2(Xn).

Paso 2: Definimos el espacio E como el cociente `2(Xn)/NT y el operador
k : X −→ E mediante

k(x) := (x, 0, 0, 0, . . .) + NT para todo x ∈ X.

Claramente, k ∈ L(X, E). Además, en el Paso 7 mostraremos que k∗

es inyectivo; luego k tiene rango denso.

Paso 3: Definimos el espacio F como el subespacio diagonal

{(yn) ∈ `2(Yn) : yn = y1 para todo n ∈ N }
de `2(Yn) y el operador j : F −→ Y mediante

j(y, y, y, . . .) := y para todo (y, y, y, . . .) ∈ F.

Obviamente, j ∈ L(F, Y ) y es inyectivo.
La parte técnicamente más complicada de la demostración está en el

siguiente paso.

Paso 4: La aplicación U : E −→ F definida mediante

U((xn) + NT ) :=
( ∞∑

k=1

Txk,
∞∑

k=1

Txk,
∞∑

k=1

Txk, . . .
)
; (xn) ∈ `2(Xn)

es un isomorfismo biyectivo de E en F .
Veamos primero que U está bien definido. Si (xn) ∈ `2(Xn), para cada

m ∈ N denotamos

cm :=
∥∥∥2−m

m∑

k=1

xk

∥∥∥ y dm :=
∥∥∥2m

∞∑

k=m+1

Txk

∥∥∥.

Reescribiendo cm en la forma cm = ‖∑m−1
k=0 2−k2−(m−k)xm−k‖, obte-

nemos
( ∞∑

n=1

c2
n

)1/2
≤

∞∑

k=0

2−k
( ∞∑

n=1

‖2−nxn‖2
)1/2

≤ 2‖(xn)‖.
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Además, reescribiendo dm en la forma dm = ‖∑∞
k=1 2−k2m+kTxm+k‖,

obtenemos

( ∞∑

n=1

d2
n

)1/2
≤

∞∑

k=1

2−k
( ∞∑

n=1

‖2nTxn‖2
)1/2

≤ ‖(xn)‖.

Observemos que
∑m

k=1 xk ∈ 2mcmBX ; luego
∑m

k=1 Txk ∈ 2mcmT (BX),
y similarmente,

∑∞
k=m+1 Txk ∈ 2−mdmBY . Por tanto

qm
T

( ∞∑

n=1

Txn

)
≤ máx{cm, dm} para todo m;

luego
( ∞∑

n=1

qm
T

( ∞∑

n=1

Txn

)2)1/2
≤ 2‖(xn)‖,

y concluimos que U ∈ L(E, F ) con ‖U‖ ≤ 2.

Claramente U es inyectivo. Queda probar que es suprayectivo.
Sea (y, y, y, . . .) ∈ F . Para todo ε > 0 tenemos

y ∈ (1 + ε)qn
T (y)

(
2nT (BX) + 2−nBY

)
.

Luego podemos escribir y = Tun + vn con ‖un‖ ≤ 2n(1 + ε)qn
T (y) y

‖vn‖ ≤ 2−n(1 + ε)qn
T (y).

Como qn
T (y)−→

n
0, la sucesión (Tun) converge a y. Tomemos x1 := u1

y xn := un − un−1 para n > 1. Obviamente la serie
∑∞

n=1 Txn converge
a y.

Nótese que 2−n‖xn‖ ≤ 2(1 + ε)qn
T (y) y, para todo n > 1,

2n‖Txn‖ ≤ 2n‖vn−1 − vn‖ ≤ 3(1 + ε)qn
T (y).

Por ello,
( ∞∑

n=1

pn
T (xn)2

)1/2
≤ 4(1 + ε)

( ∞∑

n=1

qn
T (y)2

)1/2
;

luego (xn) ∈ `2(Xn) y U
(
(xn) + NT

)
= (y, y, y, . . .). Concluimos que U

es biyectivo y continuo; luego es un isomorfismo por el teorema de la
aplicación abierta.
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Paso 5: El operador j es tauberiano y T = jUk.
La igualdad T = jUk es consecuencia inmediata de las definiciones.

Para ver que j es tauberiano, notemos que podemos identificar `2(Yn)∗∗

con `2(Y ∗∗
n ) y F ∗∗ con el subespacio diagonal

{(ωn) ∈ `2(Y ∗∗
n ) : ωn = ω1 for all n}

de `2(Y ∗∗
n ). Con estas identificaciones, j∗∗ viene dado por

j∗∗(ω, ω, ω, . . .) := ω, para todo (ω, ω, ω, . . .) ∈ F ∗∗,

de donde resulta evidente que j es un operador tauberiano.

Queda probar que k es cotauberiano. Para hacerlo, necesitamos una
descripción de los espacios duales de Xn e Yn.

Consideramos las sucesiones de normas (pn
T ∗)n∈N en Y ∗ y (qn

T ∗)n∈N en
X∗ asociadas al operador conjugado T ∗ ∈ L(Y ∗, X∗):

pn
T ∗(g) := 2n‖T ∗g‖+ 2−n‖g‖ g ∈ Y ∗;

qn
T ∗(f) := ı́nf

{
s > 0 : f ∈ s

(
2nT ∗(BY ∗) + 2−nBX∗

)}
f ∈ X∗.

Paso 6: Podemos identificar isométricamente X∗
n con (X∗, qn

T ∗(·)) e Y ∗
n

con (Y ∗, pn
T ∗(·)).

En efecto, denotemos por Z el espacio producto X × Y con la norma
‖(x, y)‖ := ‖x‖ + ‖y‖ y consideremos el operador auxiliar S ∈ L(X, Z)
definido por Sx := (2−nx, 2nTx).

El operador conjugado S∗ ∈ L(Z∗, X∗) viene dado por

S∗(f, g) = 2−nf + 2nT ∗g (f, g) ∈ X∗ × Y ∗.

Además, observemos que la bola unidad de Xn coincide con S−1(BZ);
luego la bola unidad de X∗

n es

{f ∈ X∗ : |f(x)| ≤ 1, ∀x ∈ S−1(BZ)} = S∗(BZ∗)
= 2nT ∗(BY ∗) + 2−nBX∗ ,

que es la bola unidad de (X∗, qn
T ∗(·)); luego X∗

n ≡ (X∗, qn
T ∗(·)).

La identificación Y ∗
n ≡ (Y ∗, pn

T ∗(·)) se puede comprobar de manera
análoga.
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Paso 7: El operador k es cotauberiano.
Nótese que podemos identificar E∗ con

{(fn) ∈ `2(X∗
n) : fn = f1 para todo n},

el subespacio diagonal de `2(X∗
n). Veamos que, con esta identificación,

el operador k∗ viene dado por

k∗(f, f, f, . . .) := f ; (f, f, f, . . .) ∈ X∗.

En efecto, como E = `2(Xn)/NT , podemos identificar su dual E∗ con
el anulador N⊥

T en `2(X∗
n), y no es dif́ıcil comprobar que este anulador

coincide con el subespacio diagonal de `2(X∗
n).

Nótese que el operador k∗ tiene la misma forma que el operador j.
Luego el mismo argumento que muestra que j es tauberiano sirve para
probar que k∗ es tauberiano; luego k cotauberiano.

A continuación veremos que el Teorema 6.1.2 y las propiedades básicas
de los operadores tauberianos y cotauberianos permiten dar una prueba
breve del principal resultado de [17].

Corolario 6.1.1. Un operador T ∈ L(X, Y ) es débilmente compacto si
y sólo si factoriza a través de un espacio de Banach reflexivo.

Demostración. Supongamos que T es débilmente compacto (T ∈ W).
Sea T = jUk la descomposición tauberiana obtenida en el Teorema
6.1.2. Como j es tauberiano, k es cotauberiano y U es un isomorfismo,
obtenemos las siguientes implicaciones:

jUk ∈ W ⇒ Uk ∈ W ⇒ U ∈ W ⇒ E y F reflexivos.

La implicación inversa es trivial.

Observación 6.1.1. Si T = jUk es la descomposición tauberiana del
operador T , A = Uk y j proporcionan la factorización DFJP de T
obtenida en el Teorema 6.1.1.

Algunas versiones de la construcción de la factorización DFJP parten
de un subconjunto absolutamente convexo y acotado K en un espacio
de Banach Y .
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Denotando qn(·) el calibre del conjunto 2nK + 2−nBY ; es decir,

qn(y) := ı́nf{t > 0: y ∈ t(2nK + 2−nBY )},

obtienen una norma equivalente en Y para cada n ∈ N. Entonces, deno-
tando Yn := (Y, qn(·)), definen un espacio de Banach EK mediante

EK :=
{

y ∈ Y :
∞∑

n=1

qn(y)2 < ∞
}

.

Argumentos similares a los de la demostración del Teorema 6.1.2 prueban
que la inclusión de EK en Y es un operador tauberiano.

No es dif́ıcil ver que podemos identificar EK con el subespacio diagonal
de `2(Yn), y aśı obtener esta construcción como caso particular de la del
Teorema 6.1.1.

En efecto, tomando una familia {yi : i ∈ I} que sea un subconjunto
denso de K, la expresión

TK(ai)i∈I :=
∑

i∈I

aiyi

define un operador TK : `1(I) −→ Y tal que TK(B`1(I)) = K, y el espa-
cio EK y la inclusión tauberiana de EK en Y coinciden con el espacio
intermedio y el factor tauberiano de la factorización DFJP de TK .

Observación 6.1.2. La descomposición tauberiana de T ∈ L(X, Y )
proporciona ejemplos no triviales de operadores tauberianos y cotaube-
rianos. Nótese que j y k tienen rango cerrado si y solo si lo tiene T .

Veamos que la descomposición tauberiana de un operador tiene un
buen comportamiento ante dualidad. Este hecho tiene gran interés en
las aplicaciones.

Teorema 6.1.3. Sea T = jUk la descomposición tauberiana del ope-
rador T ∈ L(X, Y ).

(i) La descomposición T ∗ = k∗U∗j∗ es equivalente a la descomposición
tauberiana de T ∗.

(ii) La descomposición T co = jcoU cokco es equivalente a la descomposi-
ción tauberiana de T co.
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Demostración. Daremos solo el esquema de la demostración, dejando los
detalles para el lector.

(i) Vimos en la demostración del Teorema 6.1.2 (Paso 7) que k∗ puede
ser identificado con el operador j en la descomposición tauberiana de T ∗.
Los argumentos para las otras dos identificaciones son similares.

(ii) Observemos además que podemos identificar el espacio cociente
`2(Xn)∗∗/`2(Xn) con el espacio `2(X∗∗

n /Xn).
En efecto, la aplicación

(αn) + `2(Xn) ∈ `2(Xn)∗∗/`2(Xn) −→ (αn + Xn) ∈ `2(X∗∗
n /Xn)

es un operador isométrico y biyectivo.
Por otro lado, si F es el subespacio diagonal de `2(Yn), su segundo

dual F ∗∗ puede identificarse con F⊥⊥, y no es dif́ıcil comprobar que éste
último coincide con el subespacio diagonal de `2(Y ∗∗

n ).
De modo análogo, F ∗∗/F puede ser identificado con el subespacio

diagonal de `2(X∗∗
n /Xn).

Estos y otros argumentos similares permiten identificar la descomposi-
ción T co = jcoU cokco con la descomposición tauberiana de T co.

Veremos más adelante que, como consecuencia del Teorema 6.1.3,
podemos probar resultados de factorización para operadores que perte-
necen a ciertos ideales.

Veamos otras consecuencias del Teorema 6.1.3.

Corolario 6.1.2. Sea T = jUk la descomposición tauberiana de T y
sea n ∈ N.

(i) Los sucesivos operadores conjugados j∗(2n) y k∗(2n−1) son taube-
rianos.

(ii) Los sucesivos operadores conjugados j∗(2n−1) y k∗(2n) son cotaube-
rianos.

Demostración. Basta aplicar repetidamente la primera parte del Teore-
ma 6.1.3.

El siguiente teorema mostrará que, en la mayoŕıa de los casos, los
espacios intermedios en la factorización DFJP de un operador contienen
subespacios isomorfos a `2. Para probarlo, necesitaremos el siguiente
resultado auxiliar.
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Lema 6.1.1. Sea (Xk) una sucesión de espacios de Banach y sea M un
subespacio cerrado de dimensión infinita de `2(Xk).

Para cada n ∈ N, denotemos por Pn : `2(Xk) −→ `2(Xk) la proyección
definida por Pn(xi) := (x1, . . . , xn, 0, 0, . . .).

Supongamos que para todo n ∈ N y para todo ε > 0, existe un vector
x ∈ M con ‖x‖ = 1 y ‖Pnx‖ < ε. Entonces M contiene un subespacio
isomorfo a `2.

Demostración. Es un argumento de tipo joroba deslizante. Nótese que,
para todo x ∈ `2(Xk), la sucesión (Pnx) converge a x.

Comenzamos eligiendo un vector x1 ∈ M con ‖x1‖ = 1. A conti-
nuación, seleccionamos n1 ∈ N tal que ‖Pn1x1‖ > 1− 2−2.

Seguidamente, elegimos x2 ∈ M tal que ‖x2‖ = 1 y ‖Pn1x2‖ < 2−2, y
a continuación seleccionamos n2 ∈ N tal que ‖Pn2x2‖ > 1− 2−4. Nótese
que n2 > n1.

Continuando el proceso indefinidamente, obtenemos una sucesión nor-
malizada (xk) en M y una sucesión estrictamente creciente (nk) en N de
modo que, para todo k ∈ N y todo i < k,

‖Pnk
xk‖ > 1− 2−2k y ‖Pnixk‖ < 2−2k.

No es dif́ıcil comprobar que la sucesión (xk) es equivalente a la base
(en) en `2; luego span{xk : k ∈ N} es un subespacio cerrado de M iso-
morfo a `2.

Teorema 6.1.4. Sea j : F −→ Y el factor tauberiano en la descom-
posición tauberiana de T ∈ L(X, Y ) y sea M un subespacio cerrado de
dimensión infinita de F .

Si la restricción j|M no es un isomorfismo, M contiene un subespacio
isomorfo a `2.

Demostración. En la construcción de la descomposición tauberiana de
T vimos que el espacio F es el subespacio diagonal de `2(Yn), donde
Yn = (Y, qn

T (·)).
Fijemos n ∈ N y ε > 0. Como j|M no es un isomorfismo, podemos

encontrar un vector y ∈ M tal que ‖y‖ = 1 y ‖j(y)‖ ≤ ε/2n.
Vimos que qk

T (y) ≤ 2k‖j(y)‖ para todo y ∈ F y todo k ∈ N. Por tanto,

‖Pny‖2 =
n∑

k=1

qk
T (y)2 ≤

n∑

k=1

ε2/22(n−k) < ε2.



100 Manuel González

Entonces, aplicando el Lema 6.1.1, deducimos que M contiene un
subespacio isomorfo a `2.

Veamos algunas consecuencias de este teorema. Recordemos que un
espacio de Banach X se dice hereditariamente `2 si cada subespacio de
dimensión infinita de X contiene un subespacio isomorfo a `2.

Corolario 6.1.3. Si T ∈ L(X, Y ) es un operador compacto, el espacio
F en la descomposición tauberiana de T es hereditariamente `2.

Demostración. Como T es compacto, el factor tauberiano j : F −→ Y en
la descomposición tauberiana de T es también compacto (Proposición
6.3.2); luego T no es un isomorfismo en ningún subespacio de dimen-
sión infinita, por lo que basta aplicar el Teorema 6.1.4 para obtener el
resultado buscado.

6.2. Versiones de la factorización DFJP

La factorización DFJP, obtenida en [17], ha encontrado muchas aplica-
ciones. Por ello, muchos autores han desarrollado versiones modificadas
con el fin de lograr ciertos objetivos, como que el espacio intermedio
sea un ret́ıculo o un álgebra de Banach, o que los factores verifiquen
condiciones adicionales. En esta sección describiremos algunas de estas
versiones.

Una versión isométrica

Lima, Nygaard y Oja [59] obtuvieron una versión isométrica de la
factorización DFJP y la aplicaron a obtener caracterizaciones de la
propiedad de aproximación (véase Sección 7.3). A continuación describire-
mos brevemente su construcción.

Fijemos un número a > 1 y un subconjunto cerrado y absolutamente
convexo K de la bola unidad BY de un espacio de Banach Y . Para cada
n ∈ N, denotemos por ‖ · ‖n el calibre del conjunto

Bn := an/2K + a−n/2BY .
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Claramente ‖ · ‖n es una norma en Y equivalente a la norma original.
Definimos

‖y‖K :=

( ∞∑

n=1

‖y‖2
n

)1/2

.

Sea FK := {y ∈ Y : ‖y‖K < ∞}, JK : FK −→ Y el operador natural
de inclusión y CK := {y ∈ Y : ‖y‖K ≤ 1}.

El siguiente resultado no es dif́ıcil de probar, una vez que se tiene
familiaridad con la factorización DFJP.

Lema 6.2.1. Sean Y , K y a > 1 como acabamos de indicar. Se verifica:

(i) FK es un espacio de Banach;

(ii) K ⊂ f(a)CK .

Observación 6.2.1. Si T ∈ L(X, Y ), tomando a = 4 y K = T (BX)
en la construcción anterior, JK y FK son el operador tauberiano y el
espacio intermedio en la factorización DFJP de T .

Para introducir el aspecto isométrico de esta versión, consideramos la
función f : (1,∞) −→ R definida por

f(a) :=

( ∞∑

n=1

an

(an + 1)2

)1/2

.

Observación 6.2.2. No es dif́ıcil comprobar que existe ã > 1 tal que
f(ã) = 1. Una buena estimación de ã es e4/9.

Para este valor ã, obtenemos K ⊂ CK ⊂ BY .

Sea T ∈ L(X,Y ) un operador no nulo, K := ‖T‖−1T (BX) y, para
a > 1, sea FK el espacio construido más arriba.

No es dif́ıcil ver que AK(x) := Tx define un operador AK : X −→ FK .
Veamos algunas propiedades de la factorización obtenida mediante este
esquema.

Teorema 6.2.1. Sea T ∈ L(X, Y ) y denotamos K = ‖T‖−1T (BX).
Entonces JK es un operador inyectivo tauberiano y T = JKAK .

Si además f(a) = 1, ‖T‖ = ‖AK‖ y ‖JK‖ = 1.

Demostración. La prueba de la primera parte es casi idéntica a la del
resultado correspondiente en la factorización DFJP.

La parte isométrica de la prueba no es dif́ıcil.
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Una versión condicional

En la factorización DFJP, el espacio intermedio se obtiene como el
subespacio diagonal de un espacio `2(Yn). Informalmente, podemos decir
que obtenemos la norma de F haciendo un `2-promedio de las normas
de los espacios Yn.

Como consecuencia, en muchos casos el espacio F contiene muchos
subespacios isomorfos a `2, como vimos en el Teorema 6.1.4. Como la
base (en) de `2 es una base incondicional, el espacio intermedio hereda de
alguna manera la incondicionalidad. Esto es un inconveniente si nuestro
objetivo es factorizar el operador a través de un espacio hereditaria-
mente indescomponible (véase Definición 6.2.4), ya que estos espacio no
contienen sucesiones básicas incondicionales. En el art́ıculo de Gowers y
Maurey [44], donde se presenta por primera vez un espacio de este tipo,
podemos encontrar más información.

Argyros y Felouzis probaron en [7] que algunos operadores factorizan
a través de un espacio hereditariamente indescomponible. Su construc-
ción tiene aspectos comunes con la factorización DFJP, tomando el es-
pacio intermedio como el subespacio diagonal de una suma condicional
de espacios de Banach, para evitar la aparición de sucesiones básicas
incondicionales.

A continuación daremos algunas ideas de como es la construcción de
Argyros y Felouzis, evitando los aspectos dif́ıciles. Avisamos al lector de
que es técnicamente mucho más complicada que la factorización DFJP.
Sin embargo, pensamos que podŕıa ser aplicada a la obtención de ejem-
plos muy interesantes.

Sea (Xn) una sucesión de espacios de Banach. Denotemos por (‖ · ‖n)
la sucesión de sus correspondientes normas y por

∏∞
n=1 Xn su producto

cartesiano.

Si x = (xn) es un elemento de
∏∞

n=1 Xn, su soporte supp(x) es el
conjunto de los n ∈ N para los que xn 6= 0.

Denotemos

( ∞∏

n=1

Xn

)
00

:=
{

x ∈
∞∏

n=1

Xn : supp(x) finito
}

.
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y sea Pn :
∏∞

n=1 Xn −→
∏∞

n=1 Xn la proyección definida por

Pn

(
(xi)

)
:= (x1, . . . , xn, 0, 0, . . .) (xi) ∈

∞∏

i=1

Xi.

Para cada subconjunto finito A ⊂ N y x = (xn) ∈ ∏∞
n=1 Xn, de-

notemos por PA(x) el vector de
∏∞

n=1 Xn que se obtiene a partir de
x, reemplazando xn por 0 para n /∈ A. De este modo obtenemos una
proyección

PA :
∞∏

n=1

Xn −→
∞∏

n=1

Xn.

Sea A y B dos subconjuntos finitos de N. Escribiremos A < B cuando
máxA < mı́nB.

Una sucesión de vectores no nulos (xn) en (
∏∞

n=1 Xn)00 se dice suce-
sión de bloques si supp(xn) < supp(xn+1) para todo n ∈ N.

Definición 6.2.1. Sea ((Xn, ‖·‖n)) una sucesión de espacios de Banach.
Diremos que un espacio de Banach (Z, ‖ · ‖) es un d-producto de la
sucesión (Xn) si se verifican las siguientes condiciones:

(i) (
∏∞

n=1 Xn)00 ⊂ Z ⊂ ∏∞
n=1 Xn (como conjuntos);

(ii) (
∏∞

n=1 Xn)00 es un subespacio denso de Z;

(iii) la inclusión natural de Xn en Z es un operador isométrico para
todo n ∈ N;

(iv) la proyección Pn es un operador acotado en Z para todo n ∈ N;

(v) z = ĺımn→∞ Pnz para todo z ∈ Z.

Observación 6.2.3. Las condiciones de la definición anterior hacen
que (Xn) sea una descomposición de Schauder de Z.

Por el principio de la acotación uniforme, supn ‖Pn‖ < ∞; es decir,
(Pn) es una sucesión acotada en L(Z).

En [60, Section 1.9] podemos encontrar información sobre descom-
posiciones de Schauder de un espacio de Banach.

Las propiedades de las descomposiciones de Schauder son similares a
las de las bases de un espacio de Banach. Los siguientes conceptos son
similares a los vistos para bases.
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Definición 6.2.2. Sea Z un d-producto de la sucesión (Xn) de espacios
de Banach.

(i) El d-product Z se dice acotadamente completo si

x ∈
∞∏

n=1

Xn, sup
n∈N

‖Pn(x)‖ < ∞ =⇒ x ∈ Z;

(ii) El d-product Z se dice shrinking si α = ĺımn→∞ P ∗
nα para todo

α ∈ Z∗;

(iii) El d-product Z se dice bimonotono si ‖PA‖ = 1 para todo intervalo
de enteros A en N.

La demostración de los siguientes resultados es similar a la de los
correspondientes resultados para bases de un espacio de Banach. Puede
encontrarse en [60, Section 1.b].

Proposición 6.2.1. Sea Z un d-producto shrinking de la sucesión (Xn)
de espacios de Banach. Se verifica:

(i) Z∗ es d-producto de la sucesión de espacios duales (X∗
n), a través

de las inclusiones naturales;

(ii) podemos identificar el bidual Z∗∗ con el espacio de todas las suce-
siones (x∗∗n ), con x∗∗n ∈ X∗∗

n para todo n ∈ N, que verifican la
condición supn∈N ‖x∗∗1 + · · ·+ x∗∗n ‖ < ∞.

Los siguientes conceptos para d-productos son similares a los vistos
para `2(Xn) en la construcción de la descomposición tauberiana de un
operador.

Definición 6.2.3. Sea (‖ · ‖n) una sucesión de normas equivalentes en
un espacio de Banach X y sea Z un d-producto de la sucesión de espacios(
(X, ‖ · ‖n)

)
.

Se define el subespacio diagonal ∆Z de Z mediante

∆Z := {(xi) ∈ Z : xn = x1 para todo n ∈ N}.
Además, J : ∆Z −→ X1 := (X, ‖ · ‖1) es la aplicación definida por

J
(
(x, x, x, . . .)

)
:= x para todo (x, x, x, . . .) ∈ ∆Z.
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A continuación mostraremos que el subespacio diagonal introducido
en la Definición 6.2.3 tiene propiedades similares a las del espacio inter-
medio en la factorización DFJP.

Proposición 6.2.2. Sea (‖ · ‖n) una sucesión de normas equivalentes
en un espacio de Banach X y sea Z un d-producto de la sucesión de
espacios

(
(X, ‖ · ‖n)

)
.

Si el d-producto Z es acotadamente completo y shrinking, el operador
J : ∆Z −→ X es inyectivo y tauberiano.

Demostración. Claramente J es inyectivo. Además,

‖J(x, x, x, . . .)‖ = ‖P1(x, x, x, . . .)‖ ≤ ‖P1‖ · ‖(x, x, x, . . .)‖;

luego es un operador acotado.
Como todo vector α ∈ (∆Z)∗∗ puede obtenerse como w∗-ĺımite de una

red acotada en ∆Z y Z es un d-producto shrinking, por la Proposición
6.2.1 existe x∗∗ ∈ X∗∗ de modo que

α = (x∗∗, x∗∗, x∗∗, x∗∗, . . .).

Supongamos que J∗∗α ∈ X. Entonces x∗∗ = x ∈ X y

sup
n∈N

‖Pn(x, x, x, . . .)‖ = sup
n∈N

‖P ∗∗
n α‖ < ∞.

Como el d-producto Z es además acotadamente completo, concluimos
que α = (x, x, x, . . .) ∈ Z; luego α ∈ ∆Z. Aśı queda probado que J es
tauberiano.

Definición 6.2.4. Un espacio de Banach X se dice hereditariamente
indescomponible (H.I.) si ningún subespacio cerrado de X admite una
descomposición como suma directa de dos subespacios cerrados de di-
mensión infinita.

Observación 6.2.4. No es dif́ıcil ver que un espacio de Banach H.I.
no puede contener sucesiones básicas incondicionales. Además, el resul-
tado de dicotomı́a de Gowers [43] establece que todo espacio de Banach
de dimensión infinita contiene una sucesión básica incondicional o un
subespacio cerrado de dimensión infinita que es H.I.
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A partir de ahora, presentaremos conceptos y resultados que permiten
mostrar que ciertos operadores factorizan a través de un espacio H.I.;
en particular, incluyen construcciones de espacios de Banach H.I. La
demostración de estos resultados es técnicamente muy complicada, por
lo que no la incluiremos.

Definición 6.2.5. Diremos que un d-producto Z es H.I. para bloques
si el subespacio cerrado de Z generado por cualquier sucesión de bloques
es un espacio H.I.

El siguiente resultado es una de las claves para obtener factorizaciones
de operadores a través de espacios H.I. Su demostración no es dif́ıcil. Sin
embargo, construir d-productos que sean H.I. para bloques es bastante
delicado. Véase [7, Section 7].

Proposición 6.2.3. Sea (‖ · ‖n) una sucesión de normas equivalentes
en un espacio de Banach X y sea Z un d-producto de la sucesión de
espacios

(
(X, ‖ · ‖n)

)
.

Si el espacio Z es H.I. para bloques y el operador J : ∆Z −→ X1 es
estrictamente singular, ∆Z es un espacio de Banach H.I.

Demostración. Véase [7, Proposition 2.1].

El siguiente resultado se obtiene aplicando la Proposición 6.2.3. Para
entender su relevancia, conviene compararlo con el Corolario 6.1.3.

Teorema 6.2.2. Todo operador compacto T : X −→ Y se factoriza a
través de un espacio de Banach H.I.

Demostración. Véase [7, Theorem 8.5].

Observación 6.2.5. El Teorema 6.2.2 es también válido para operadores
estrictamente singulares T : `p −→ `q en el caso q < ∞, y para la in-
clusión natural i : L∞(0, 1) −→ L1(0, 1).

Para los detalles, puede consultarse [7].

6.3. Ideales de operadores y factorización

Como ya dijimos, una de las aplicaciones de la factorización DFJP
que se hicieron en [17] fue probar que los operadores débilmente com-
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pactos factorizan a través de espacios de Banach reflexivos. Posterior-
mente se comprobó que esta factorización procuraba resultados similares
para otras clases de operadores.

Definición 6.3.1. Decimos que un ideal de operadores A es factorizable
si todo operador T ∈ A factoriza a través de un espacio de Banach
perteneciente al ideal de espacios Sp(A).

Brevemente, podemos decir que un ideal de operadores A es factori-
zable si se verifica A = Op

(
Sp(A)

)
.

Como consecuencia de las propiedades de la descomposición taube-
riana, vamos a mostrar ejemplos de ideales de operadores con la propiedad
de factorización.

El siguiente resultado, que relaciona las propiedades de un operador
con las de sus factores en la descomposición tauberiana, será fundamen-
tal para nuestros propósitos.

Proposición 6.3.1. Sea T = jUk la descomposición tauberiana de un
operador T ∈ L(X, Y ). Para todo n ∈ N, se verifica

(i) ‖k x‖ ≤ 2n‖Tx‖+ 2−n‖x‖ para todo x ∈ X;

(ii) j(BF ) ⊂ 2nT (BX) + 2−nBY .

Demostración. (i) Recordemos que el operador k actúa del espacio X
en E = `2(Xn)/NT . Es fácil comprobar que verifica

k (x) = (0, (n−1). . . , 0, x, 0, 0, . . .) + NT

para todo n ∈ N; luego

‖k (x)‖ ≤ ‖(0, (n−1). . . , 0, x, 0, 0, . . .)‖ = pn
T (x) ≤ 2n‖Tx‖+ 2−n‖x‖

para todo x ∈ X y todo n ∈ N.

(ii) Nótese que (y, y, y, . . .) ∈ BF implica qn
T (y) < 1 para todo n ∈ N;

por tanto j(BF ) ⊂ 2nT (BX) + 2−nBY para todo n ∈ N.

Como consecuencia del resultado anterior, los factores j y k heredan
algunas de las propiedades del operador T :
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Proposición 6.3.2. Sea T = jUk la descomposición tauberiana de un
operador T ∈ L(X,Y ) y sea A un ideal de operadores. Se verifica:

(i) si A es cerrado e inyectivo, T ∈ A implica k ∈ A;

(ii) si A es cerrado y suprayectivo, T ∈ A implica j ∈ A.

Demostración. Es una consecuencia inmediata del Lema 2.1.1 y la Propo-
sición 6.3.1.

El siguiente concepto facilitará la exposición de los resultados de esta
sección.

Definición 6.3.2. Decimos que un ideal de operadores A es interpolable
si para todo operador T ∈ A, el espacio intermedio en la factorización
DFJP de T pertenece a Sp(A).

Observación 6.3.1. Nótese que el espacio intermedio en la factorización
DFJP coincide con el espacio F en la descomposición tauberiana.

Veamos algunos primeros ejemplos de ideales de operadores con esta
propiedad.

Teorema 6.3.1. Los siguientes ideales de operadores son interpolables:

(i) F , los operadores de rango finito;

(ii) S, los operadores de rango separable;

(iii) W, los operadores débilmente compactos;

(iv) R, los operadores débilmente precompactos (o de Rosenthal).

Demostración. Sea T = jUk la descomposición tauberiana de un ope-
rador T ∈ L(X,Y )

(i) Como k : X −→ E tiene rango denso y j : F −→ Y es inyectivo, si
R(T ) tiene dimensión finita, dim(F ) = dim(R(j)) = dim(R(T )) < ∞.

(ii) Se sigue claramente de la definición que R(T ) es denso en R(j);
luego R(j) es separable. Como j es un operador inyectivo y tauberiano
de F en el espacio separable R(j), aplicando el Teorema 7.2.1 concluimos
que F es separable.

(iii) fue probado en el Corolario 6.1.1.
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(iv) Como el ideal de operadores R es suprayectivo y cerrado, de la
Proposición 6.3.2 deducimos que j ∈ R; luego por la Proposición 2.2.2,
el espacio F no contiene ningún subespacio M isomorfo a `1 para el que
la restricción j|M sea un isomorfismo.

Como j es tauberiano e inyectivo, toda restricción de j a un sube-
spacio isomorfo a `1 es un isomorfismo. Por tanto, F no puede contener
subespacios isomorfos a `1; es decir, F ∈ Sp(R).

La Proposición 6.3.2 puede aplicarse al estudio de los productos de
ideales de operadores.

Definición 6.3.3. Sean A y D dos ideales de operadores.
El producto de A y D es la clase A ◦D de todos los operadores T de

la forma T = AD, con A ∈ A y D ∈ D.

No es dif́ıcil comprobar que el producto A ◦ D de dos ideales de ope-
radores A y D es un ideal de operadores.

Corolario 6.3.1. Sean A y D dos ideales de operadores cerrados. Si A
es suprayectivo y D es inyectivo,

A ◦ D(X, Y ) = A(X, Y ) ∩ D(X, Y )

para todo par de espacios de Banach X e Y .

Demostración. Supongamos que T ∈ A(X, Y )∩D(X, Y ) y sea T = jUk
la descomposición tauberiana de T . Como aplicación de la Proposición
6.3.2 obtenemos j ∈ A y k ∈ D; luego T ∈ A ◦ D.

La implicación inversa es trivial.

Sean (Xn) e (Yn) dos sucesiones de espacios de Banach. No es dif́ıcil
comprobar que todo operador

T : `2(Xn) −→ `2(Yn)

puede representarse mediante una matriz infinita de operadores con com-
ponentes Tmn : Xn −→ Ym; m,n ∈ N.

Además, como obtenemos Tmn multiplicando T por dos proyecciones,
si A es un ideal de operadores y T ∈ A, las componentes Tmn también
pertenecen a A.
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Definición 6.3.4. Decimos que un ideal de operadores A es `2-estable
si un operador T : `2(Xn) −→ `2(Yn) pertenece a A cuando todas sus
componentes Tmn pertenecen a A.

Observación 6.3.2. No es dif́ıcil comprobar que los ideales de ope-
radores `2-estables son cerrados.

El siguiente resultado proporciona un modo de comprobar que algunos
ideales de operadores son interpolables.

Teorema 6.3.2. Todo ideal de operadores A que es inyectivo, suprayec-
tivo y `2-estable es interpolable.

Demostración. Sea T = jUk la descomposición tauberiana de un ope-
rador T ∈ L(X,Y ). Recordemos que j ∈ L(F, Y ), k ∈ L(X, E), F es el
subespacio diagonal de `2(Yn) y E = `2(Xn)/NT .

Denotemos por J : F −→ `2(Yn) y Q : `2(Xn) −→ `2(Xn)/NT los
respectivos operadores de inclusión y cociente.

Consideremos el siguiente diagrama:

X Y

E F

`2(Xn) `2(Yn)

wT

u
k

w
U

u
j

u
J

u
Q

w
donde cada uno de los espacios Xn es isomorfo a X y cada uno de los
espacios Yn es isomorfo a Y .

No es dif́ıcil comprobar que las componentes (JUQ)mn de la repre-
sentación matricial del operador JUQ : `2(Xn) −→ `2(Yn) coinciden con
T considerado como operador de Xn en Ym.

Como el ideal de operadores A es `2-estable, obtenemos JUQ ∈ A. De
donde, teniendo en cuenta que A es inyectivo y suprayectivo, deducimos
que U ∈ A. Como U es un isomorfismo biyectivo, concluimos que E y
F pertenecen a Sp(A). Luego A es interpolable.

Consideremos las siguientes clases de operadores.
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Definición 6.3.5. Sea T ∈ L(X, Y ) un operador.

(i) T se dice de Banach-Saks si toda sucesión acotada (xn) en X
admite una subsucesión (xnk

) tal que
(
T (xn1 + · · ·+xnk

)/k
)
k∈N es

convergente; es decir, (Txnk
) es Cesàro convergente.

(ii) T se dice decomposing si para todo espacio medible (Ω, Σ, µ) con
µ(Ω) < ∞ y todo operador S : Y −→ L∞(µ), existe una función
µ-medible g : Ω −→ X∗ de modo que (STx)(t) = 〈g(t), x〉 a.e. para
todo x ∈ X.

Denotaremos respectivamente por BS y D las clases de los operadores
de Banach-Saks y decomposing.

Ejercicio 6.3.1. Las clases BS y D son ideales de operadores.

Proposición 6.3.3. Los siguientes ideales de operadores son inyectivos,
suprayectivos y `2-estables:

(i) S, los operadores de rango separable;

(ii) W, los operadores débilmente compactos;

(iii) BS, los operadores de Banach-Saks;

(iv) D, los operadores decomposing.

Por tanto, como consecuencia del Teorema 6.3.2, son interpolables.

Demostración. (i) Claramente, S es inyectivo y suprayectivo. Y como la
`2-suma de una sucesión de espacios separables es un espacio separable,
es también `2-estable.

(ii) Es bien sabido (y fácil de comprobar) queW is injectivo y suprayec-
tivo. Además, como podemos identificar `2(Xn)∗∗ con `2(X∗∗

n ), es fácil
comprobar que las componentes del segundo conjugado

T ∗∗ : `2(X∗∗
n ) −→ `2(Y ∗∗

n )

se identifican con los operadores T ∗∗mn.
De aqúı se sigue fácilmente que T ∈ W si y solo si las componentes

Tmn están en W; es decir, que W es `2-estable.
La demostración de los casos (iii) y (iv) puede encontrarse en [47,

Theorem 2.3].



112 Manuel González

Veamos como el buen comportamiento ante la dualidad de la descom-
posición tauberiana permite obtener nuevos ideales de operadores inter-
polables a partir de los ya conocidos.

Teorema 6.3.3. Si A es un ideal de operadores interpolable, los ideales
Ad y Aco también lo son.

Demostración. Es una aplicación directa del Teorema 6.1.3: Si T = jUk
es la descomposición tauberiana de T , T ∗ = k∗U∗j∗ y T co = jcoU cokco

se identifican con las respectivas descomposiciones tauberianas de T ∗ y
T co.

Veamos que la inversa de la primera implicación del Teorema 6.3.3 no
es cierta, en general.

Definición 6.3.6. Decimos que A ∈ L(L1(µ), X) es representable si
existe una función medible g : Ω −→ Y de modo que

A(f) =
∫

Ω
f(t)g(t)dt para todo f ∈ L1(µ).

Decimos que T ∈ L(X, Y ) es un operador de Radon-Nikodým si para
todo espacio de medida finita (Ω, Σ, µ) y todo operador S : L1(µ) −→ X,
el operador TS es representable.

En [70, 24.2.6] se prueba que la clase RN de los operadores de Radon-
Nikodým es un ideal de operadores inyectivo y cerrado.

Observación 6.3.3. El ideal de operadores dual RN d coincide con el
de los operadores descomponibles D, que es interpolable (Proposición
6.3.3).

Sin embargo, el ideal RN no es interpolable.

En efecto, Sp(RN ) es la clase de los espacios de Banach con la
propiedad de Radon-Nikodým (Definición 7.1.1). Además, en [23] se
prueba la existencia de un espacio de Banach X2 y un operador T ∈
RN (X2, c0) tal que si escribimos T como producto de dos operadores,
uno de ellos es un isomorfismo en un subespacio isomorfo a c0; luego el
espacio intermedio no tiene la propiedad de Radon-Nikodým.

Del argumento anterior se sigue que los ideales de operadores U y RN
no satisfacen la propiedad de factorización.
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Factorización de aplicaciones holomorfas

Veremos que los resultados de factorización para operadores en al-
gunos ideales pueden extenderse a ciertas clases de funciones holomorfas
entre espacios de Banach. Siguiendo los trabajos [27] y [28], caracteri-
zaremos las funciones holomorfas f que pueden escribirse de una de las
formas f = T ◦ g ó f = g ◦ T , donde g es otra función holomorfa y
T es operador perteneciente a un ideal A que es cerrado e inyectivo
ó suprayectivo.

Evidentemente, cuando el ideal de operadores satisfaga la propiedad
de factorización, también las funciones holomorfas en la clase correspon-
diente podrán factorizarse.

Conceptos y notaciones. Sean X e Y espacios de Banach y sea n ∈ N.
Diremos que una aplicación P : X −→ Y es un polinomio homogéneo

de orden n si existe una aplicación n-lineal continua

P̂ : X× (n)· · · ×X −→ Y

de modo que P (x) = P̂ (x, . . . , x) para todo x ∈ X.

Denotaremos P(nX,Y ) al conjunto de los polinomios homogéneos de
orden n que actúan de X en Y . Además identificaremos el espacio Y
con P(0X,Y ), las aplicaciones constantes de X en Y .

Definición 6.3.7. Diremos que una función f : X −→ Y es holomorfa
si para cada z ∈ X existe un entorno abierto Uz de z y una sucesión de
polinomios dnf [z] ∈ P(nX, Y ) (n ∈ N ∪ {0}), de modo que la serie

∞∑

n=0

(n!)−1dnf [z](x− z)

converge uniformemente a f(x) para x ∈ Uz.

El polinomio dnf [z] es la diferencial de orden n de f en el punto z.

Denotaremos H(X, Y ) al espacio vectorial de las funciones holomorfas
de X en Y . Además, Hb(X,Y ) será el subespacio de las funciones en
H(X, Y ) que son acotadas en los subconjuntos acotados de X.

Obviamente, P(nX, Y ) ⊂ Hb(X,Y ) para todo n ∈ N ∪ {0}.
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Ideales suprayectivos

Es bien sabido que los ideales de operadores suprayectivos correspon-
den con familias de conjuntos acotados en espacios de Banach. A con-
tinuación describiremos brevemente esta relación.

Sea A un ideal de operadores suprayectivo. Para cada espacio de Ba-
nach Y , consideramos la siguiente familia de conjuntos acotados:

CA(Y ) := {T (BZ) : Z espacio de Banach, T ∈ A(Z, Y )}.

No es dif́ıcil comprobar que un operador T ∈ L(X, Y ) pertenece al
ideal A si y solo si T (BX) ∈ CA(Y ).

Definición 6.3.8. Sea A un ideal de operadores suprayectivo. Decimos
que una función holomorfa f : X −→ Y pertenece a HA(X, Y ) si para
todo z ∈ X existe un entorno abierto Uz tal que f(Uz) ∈ CA(Y ).

Veamos algunas caracterizaciones para las funciones holomorfas en
HA(X, Y ).

Teorema 6.3.4. Sean f ∈ H(X, Y ) y A un ideal de operadores suprayec-
tivo. Son equivalentes:

(i) f ∈ HA(X, Y );

(ii) existe un entorno abierto U0 de 0 en X tal que f(U0) ∈ CA(Y );

(iii) dnf [z] ∈ HA para todo n ∈ N y todo z ∈ X;

(iv) dnf [0] ∈ HA para todo n ∈ N.

Demostración. Véase [28, Proposition 5].

Como consecuencia, obtenemos la siguiente representación de las fun-
ciones en HA(X,Y ).

Teorema 6.3.5. Sean f ∈ H(X, Y ) y A un ideal de operadores suprayec-
tivo. Se verifica f ∈ HA(X, Y ) si y solamente si existe un espacio de
Banach Z, un operador T ∈ A(Z, Y ) y una función g ∈ Hb(X,Z) de
modo que f = T ◦ g.

La demostración se hace aplicando el Teorema 6.3.4. Véase [28].
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Corolario 6.3.2. Sea f ∈ H(X,Y ) y sea A un ideal de operadores
suprayectivo con la propiedad de factorización. Se verifica f ∈ HA(X, Y )
si y solo si existe un espacio Z ∈ Sp(A), un operador T ∈ L(Z, Y ) y
una función g ∈ H(X,Z) de modo que f = T ◦ g.

Ideales inyectivos

También es bien sabido que los ideales de operadores inyectivos pueden
describirse mediante topoloǵıas localmente convexas en espacios de Ba-
nach que son menos fuertes que la de la norma. A continuación des-
cribiremos brevemente esta relación.

Sean A un ideal de operadores inyectivo y X un espacio de Banach.
Consideremos la topoloǵıa localmente convexa τA generada en X por las
seminormas

{pT (·) : Z espacio de Banach, T ∈ A(X, Z)}

donde pT (x) := ‖Tx‖ (x ∈ X).

Jarchow probó en [54, Section 3] que, para todo par de espacios de
Banach X e Y , se verifica

A(X,Y ) = Lc

(
(X, τA), Y

)
, (6.1)

donde Lc

(
(X, τA), Y

)
es el espacio de las aplicaciones lineales continuas

del espacio localmente convexo (X, τA) en Y .

Observación 6.3.4. Si A es un ideal de operadores inyectivo, τA es la
más fina de todas las topoloǵıas localmente convexas que coinciden con
τA en los subconjuntos acotados de X [54, Proposition 4.2]. Luego la
Ecuación 6.1 implica que un operador T ∈ L(X, Y ) pertenece a A si y
solo si es τA-continuo cuando se le restringe a los subconjuntos acotados
de X.

La observación anterior sugiere la introducción del siguiente concepto.

Definición 6.3.9. Sea A un ideal de operadores inyectivo Decimos que
una función holomorfa f : X −→ Y pertenece a HA(X,Y ) si es uni-
formemente τA-continua cuando se la restringe a los subconjuntos aco-
tados de X.
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Antes de caracterizar las funciones enHA(X,Y ), consideramos el caso
particular de los polinomios homogéneos.

Proposición 6.3.4. Sean n ∈ N, P ∈ P(nX, Y ) y A un ideal de ope-
radores cerrado e inyectivo. Son equivalentes:

(a) P es uniformemente τA-continuo sobre los subconjuntos acotados
de X;

(b) existe un espacio de Banach Z y un operador T ∈ A(X, Z) de
modo que

‖P (x)‖ ≤ ‖Tx‖n para todo x ∈ X;

(c) existe un espacio de Banach Z, un operador T ∈ A(X, Z) y un
polinomio Q ∈ P(nZ, Y ) de modo que P = Q ◦ T .

El resultado anterior puede encontrarse en [27, Corollary 5].

Una parte de la demostración del siguiente resultado consiste en aplicar
la Proposición anterior a los términos del desarrollo en serie

∞∑

n=0

(n!)−1dnf [0](x)

de una función holomorfa f .

Teorema 6.3.6. Sean f ∈ H(X, Y ) y A un ideal de operadores inyectivo
y cerrado. Se verifica f ∈ HA(X, Y ) si y solo si existe un espacio de
Banach Z, un operador T ∈ A(X,Z) y una función g ∈ Hb(Z, Y ) de
modo que f = g ◦ T .

Podemos encontrar la demostración en [27, Proof of Theorem 8].

Corolario 6.3.3. Sean f ∈ H(X,Y ) y A un ideal de operadores inyecti-
vo y cerrado con la propiedad de factorización. Se verifica f ∈ HA(X,Y )
si y solo si existe un espacio Z ∈ Sp(A), un operador T ∈ L(X, Z) y
una función g ∈ Hb(Z, Y ) de modo que f = T ◦ g.
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Factorización uniforme para subconjuntos compactos de
operadores

Vamos a describir una variante de la descomposición tauberiana de
un operador que, en el caso de un ideal de operadores cerrado, inyectivo
y suprayectivo A, permitirá obtener una factorización conjunta de los
operadores de un subconjunto compacto H de A(X, Y ). Más concreta-
mente, probaremos el siguiente resultado.

Teorema 6.3.7. Sean X e Y espacios de Banach y sea A un ideal de
operadores cerrado, inyectivo y suprayectivo.

Si H es un subconjunto compacto de A(X, Y ), existen espacios de
Banach XH y YH , operadores jH ∈ A(YH , Y ) y kH ∈ A(X, XH), y un
subconjunto compacto H0 de A(XH , YH), de modo que cada T ∈ H puede
descomponerse como

T = jHT0kH con T0 ∈ H0.

La demostración del Teorema 6.3.7 la daremos más adelante. Primero
presentaremos algunos conceptos y resultados previos.

Con el fin de evitar confusiones, denotaremos por T = jT UT kT la
descomposición tauberiana de un operador T ∈ L(X, Y ).

X Y

ET FT

wT

u
kT

w
UT

u
jT

Además, si A es un subconjunto de un espacio de Banach, aco(A)
denotará la envoltura absolutamente convexa y cerrada de A.

Fijado un subconjunto acotado H de L(X,Y ), consideraremos los
siguientes subconjuntos acotados de Y y X∗:

WH := aco
( ⋃

T∈H

T (BX)
)

y WH∗ := aco
( ⋃

T∈H

T ∗(BY ∗)
)
.

Denotemos por qn(·) el calibre del conjunto 2nWH + 2−nBY , que es
una norma equivalente a la original en Y . Además, si Yn := (Y, qn(·)),
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definimos

YH := {(yn) ∈ `2(Yn) : yn = y1 para todo n};

es decir, YH es el subespacio diagonal de `2(Yn).
Claramente, la aplicación jH : YH −→ Y definida por

jH(y, y, y, . . .) := y para todo (y, y, y, . . .) ∈ YH .

es un operador continuo e inyectivo.

Por otro lado, el calibre q∗n(·) del conjunto 2nWH∗ + 2−nBX∗ es una
norma dual en X∗ (nótese que es un conjunto w∗-compacto) equivalente
a la norma original. Denotamos pn(·) a la norma predual en X; es decir,
(X, pn(·))∗ de identifica isométricamente con (X∗, q∗n(·)).

No es dif́ıcil comprobar que la norma pn(·) coincide con el calibre del
siguiente conjunto:

{x ∈ X : |〈f, x〉| ≤ 1, para todo f ∈ 2nWH∗ + 2−nBX∗}.

Entonces, denotando Xn := (X, pn(·)), podemos identificar isométri-
camente `2(Xn)∗ con `2(X∗

n). Por tanto, si MH es el subespacio diagonal
de `2(X∗

n), podemos definir

XH := `2(Xn)/(MH)⊥

y considerar el operador kH : X −→ XH definido por

kH(x) := (x, 0, 0, 0, . . .) + (MH)⊥ x ∈ X.

El siguiente resultado permitirá mostrar que algunas de las propiedades
“uniformes” de los operadores del subconjunto H son heredadas por los
operadores jH y kH .

Lema 6.3.1. Sea H un subconjunto acotado H de L(X, Y ) y sean
jH : YH −→ Y y kH : X −→ XH los operadores que acabamos de definir.
Se verifica

jH(BYH
) ⊂ 2nWH + 2−nBY para todo n ∈ N, y

kH(x) ≤ sup
T∈H

2n‖Tx‖+ 2−n‖x‖ para todo all x ∈ X y todo n ∈ N.
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Demostración. Es similar a la demostración de la Proposición 6.3.1.

Recordemos que T = jT UT kT es la descomposición tauberiana de
T . Veamos que la construcción anterior proporciona una factorización
conjunta para los operadores de un subconjunto acotado de L(X, Y ).

Proposición 6.3.5. Si H es un subconjunto acotado de L(X, Y ), exis-
ten operadores rT ∈ L(FT , YH) y sT ∈ L(XH , ET ) de modo que

jT = jHrT y kT = sT kH para todo T ∈ H.

X Y

XH YH

ET FT

wT

�
���

kH

[
[[]

sT

[
[[̂ jH

w
UT

�
���
rT

Demostración. Definimos la aplicación rT : FT −→ YH mediante

rT (y, y, y, . . .) := (y, y, y, . . .).

Claramente rT ∈ L(FT , YH) y ‖rT ‖ ≤ 1.
Además definimos el operador sT : XH −→ ET mediante

sT ((xn) + (MH)⊥) := (xn) + NT .

donde NT es el subespacio considerado en la Sección 6.1.

Como en la construcción de la descomposición tauberiana, el operador
conjugado de sT tiene la misma forma que rT ; luego sT ∈ L(XH , ET )
y ‖sT ‖ ≤ 1. Además, es fácil comprobar que se verifica jT = jHrT y
kT = sT kH .

Observación 6.3.5. Los operadores rT ∈ L(FT , YH) y sT ∈ L(XH , ET )
de la Proposición anterior son, respectivamente, tauberiano y cotaube-
riano.

En efecto, jT = jHrT ∈ W+ implica rT ∈ W+, y kT = sT kH ∈ W−
implica sT ∈ W−.
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El siguiente resultado técnico es un refinamiento del Lema 2.1.1.

Lema 6.3.2. Sean A un ideal de operadores cerrado, H un subconjunto
compacto de A(X,Y ) y S ∈ L(X,Y ). Supongamos que se verifica una
de las siguiente condiciones:

(i) A es inyectivo y para todo ε > 0 existe δ > 0 tal que

‖Sx‖ ≤ δ sup
T∈H

‖Tx‖+ ε‖x‖ para todo x ∈ X;

(ii) A es suprayectivo y para todo ε > 0 existe δ > 0 tal que

S(BZ) ⊂ δ aco (∪T∈HT (BX)) + εBY .

Entonces S ∈ A.

Demostración. Fijemos ε > 0 y seleccionemos T1, . . . , Tn ∈ H de modo
que para todo T ∈ H exista i ∈ {1, . . . , n} verificando ‖T − Ti‖ < ε/δ.

(i) Claramente, para cada x0 ∈ BX , existe i ∈ {1, . . . , n} de modo que

sup
T∈H

‖Tx0‖ < ‖Tix0‖+ 2ε‖x0‖/δ.

Consideremos el operador U : X −→ (
Y× (n)· · · ×Y, ‖·‖∞

)
, definido por

Ux := (T1x, . . . , Tnx). Para todo x ∈ X, se verifica

δ sup
T∈H

‖Tx‖ < δ‖Ux‖+ 2ε‖x‖;

luego ‖Sx‖ ≤ δ‖Ux‖+ 2ε‖x‖ para todo x ∈ X.
Como A es cerrado e inyectivo, y U ∈ A, del Lema 2.1.1 se sigue

S ∈ A.

(ii) Para todo T ∈ H, existe i ∈ {1, . . . , n} de modo que

T (BX) ⊂ Ti(BX) + (ε/δ)BY .

Consideremos el operador V :
(
X× (n)· · · ×X, ‖ · ‖1

) −→ Y definido por
V (x1, . . . , xn) := T1x1 + · · ·+ Tnxn. Se verifica

δ ∪T∈H T (BX) ⊂ δV (B
X×(n)··· ×X

) + εBY ;

luego S(BZ) ⊂ δV (B
X×(n)··· ×X

) + 2εBY .

Como A es cerrado y suprayectivo, y U ∈ A, del Lema 2.1.1 se sigue
S ∈ A.



Semigrupos en espacios de Banach 121

Utilizando los argumentos anteriores, podemos derivar fácilmente el
siguiente resultado:

Proposición 6.3.6. Sea A un ideal de operadores cerrado, inyectivo y
suprayectivo, y sea H un subconjunto compacto de A(X, Y ). Se verifica:

(i) jH ∈ A(YH , Y ) y kH ∈ A(X, XH).

(ii) Para todo T ∈ H, rT ∈ A(FT , YH) y sT ∈ A(XH , YT ).

Ahora estamos en condiciones de probar el resultado principal de esta
sección.

Demostración del Teorema 6.3.7. Consideramos los espacios XH y
YH , y los operadores rT ∈ L(FT , YH) y sT ∈ L(XH , ET ) obtenidos en la
Proposición 6.3.5. Entonces

T = jH rT UT sT kH para todo T ∈ H.

Definimos el conjunto H0 como la clausura de

{T0 := rT UT sT : T ∈ H} ⊂ L(XH , YH).

Claramente T = jHT0kH para todo T ∈ H. Además, por la Proposición
6.3.6, los tres factores jH , T0 y kH pertenecen a A.

Quedaŕıa probar que H0 es un conjunto compacto. En lugar de hacerlo,
referimos al lector a [29]. 2
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Caṕıtulo 7

Otras aplicaciones de los
operadores tauberianos

En caṕıtulos anteriores hemos visto algunas aplicaciones de los opera-
dores tauberianos. En este caṕıtulo presentaremos otras aplicaciones,
como la equivalencia entre la propiedad de Radon-Nikodým (RNP) y la
propiedad de Krein-Milman (KMP) en espacios de Banach X para los
que existe un operador tauberiano inyectivo T : X × X −→ X. Tam-
bién veremos que los operadores tauberianos, aun sin ser isomorfismos,
preservan algunas propiedades isomorfas de los espacios y de los conjun-
tos acotados. Además veremos aplicaciones de la factorización DFJP al
estudio de la propiedad de aproximación y mostraremos relaciones en-
tre las propiedades de las álgebras de Calkin asociadas a los operadores
débilmente compactos y la propiedad de aproximación débil.

7.1. Equivalencia de la RNP y la KMP

En [74], Schachermayer probó que para un espacio de Banach X iso-
morfo a X × X la propiedad de Radon-Nikodým es equivalente a la
propiedad de Krein-Milman. De hecho, para la validez de la prueba bas-
ta suponer que existe un operador tauberiano inyectivo de X×X en X.
La clave es el Teorema 4.1.7, que muestra que un operador tauberiano
aplica conjuntos convexos cerrados en conjuntos cerrados. Aqúı expon-
dremos la parte de la demostración en la que intervienen los operadores
tauberianos.

123
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Definición 7.1.1. Un espacio de Banach X tiene la propiedad de
Radon-Nikodým (RNP) si, fijado un espacio de medida finita (Ω, Σ, µ),
para toda medida µ-continua F : Σ −→ X de variación acotada, existe
una función Bochner-integrable f : Ω → X, denominada derivada de
Radon-Nikodým de F , tal que

F (A) =
∫

A
f dµ; para todo A ∈ Σ.

El teorema clásico de Radon-Nikodým establece que R tiene la RNP.
Los espacios reflexivos y los duales separables tiene la RNP, mientras

que c0 y L1(0, 1) no la tienen. En [19] y [21] podemos encontrar más
información.

Definición 7.1.2. Sea C un subconjunto convexo de un espacio vecto-
rial. Diremos que x0 ∈ C es un punto extremo de C si C \ {x0} es
convexo.

En general, el conjunto de los puntos extremos de C puede ser vaćıo.
Sin embargo, el teorema clásico de Krein-Milman garantiza que si K es
un subconjunto convexo y compacto de un espacio localmente convexo,
K coincide con la envoltura convexa y cerrada de sus puntos extremos.
Este es el origen del siguiente concepto:

Definición 7.1.3. Un espacio de Banach X tiene la propiedad de
Krein-Milman (KMP) si todo subconjunto cerrado, convexo y acotado
en X coincide con la envoltura convexa cerrada de sus puntos extremos.

El siguiente resultado es consecuencia de los teoremas de Hahn-Banach
y de Bishop-Phelps. En [21, Lemma 5.11] se puede ver una demostración.

Proposición 7.1.1. Un espacio de Banach X tiene la KMP si y solo
si todo subconjunto no vaćıo, cerrado, acotado y convexo C de X tiene
un punto extremo.

El siguiente resultado es bien conocido.

Proposición 7.1.2. Un espacio de Banach con la RNP tiene la KMP.

No se sabe si, en general, los espacios con la KMP tienen la RNP.
Aqúı lo probaremos en un caso particular. Una de las claves de la prueba
es el siguiente resultado [74, Proof of Theorem 2.3].
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Teorema 7.1.1. Un espacio de Banach X tiene la RNP si y solo si el
espacio `2(X) tiene la KMP.

Veamos que los operadores tauberianos inyectivos preservan la propie-
dad de Krein-Milman.

Proposición 7.1.3. Sean X e Y espacios de Banach para los que existe
un operador T ∈ L(X, Y ) tauberiano inyectivo. Si Y tiene la KMP,
también X la tiene.

Demostración. Supongamos que el espacio X no tiene la KMP. Por la
Proposición 7.1.1, X contiene un subconjunto no vaćıo, cerrado, acotado
y convexo sin puntos extremos.

Claramente T (C) es un subconjunto no vaćıo, acotado, convexo y sin
puntos extremos en el espacio Y . Como por el Teorema 4.1.7, T (C) es
cerrado, la Proposición 7.1.1 implica que Y no tiene la KMP.

El siguiente resultado de estabilidad es otro ingrediente importante
en la prueba del resultado principal de esta sección.

Teorema 7.1.2. Si existe un operador T : X × X −→ X tauberiano
e inyectivo, también existe un operador S : `2(X) −→ X tauberiano e
inyectivo.

Demostración. Claramente podemos escribir

T (x, y) = U(x) + V (y), (x, y) ∈ X ×X,

con U, V ∈ L(X), y suponer que r := máx{‖U‖, ‖V ‖} < 1.
Sea x = (x1, . . . , xn, 0, 0, . . .) ∈ `2(X) una sucesión finitamente no

nula. Podemos definir S(x) recursivamente mediante:

S(0, . . . , 0, . . .) := 0,

S(x1, . . . , xn, 0, 0, . . .) := T
(
x1, S(x2, . . . , xn, 0, 0, . . .)

)
.

Es fácil comprobar que

S(x1, . . . , xn, 0, 0, . . .) =
n∑

i=1

V i−1Uxi.
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Claramente S es una aplicación lineal. Además,

‖S(x1, . . . , xn, 0, 0, . . .)‖ ≤
n∑

i=1

ri‖xi‖ ≤
( n∑

i=1

r2i
)1/2( n∑

i=1

‖xi‖2
)1/2

.

Por continuidad podemos extender S a un operador S : `2(X) −→ X
que verifica

S(xi) = T
(
x1, S(xi+1)

)
para todo (xi) ∈ `2(X),

donde (xi+1) denota la sucesión (x2, x3, . . .).

Como T es inyectivo, de la última igualdad se sigue que S es inyectivo:

S(xi) = 0 ⇒ x1 = 0, S(xi+1) = 0 ⇒ x2 = 0, S(xi+2) = 0 ⇒ · · ·

Análogamente, los operadores biconjugados

T ∗∗ : X∗∗ ×X∗∗ −→ X∗∗ y S∗∗ : `2(X∗∗) −→ X∗∗

verifican

S∗∗(zi) = T ∗∗
(
z1, S

∗∗(zi+1)
)

for every (zi) ∈ `2(X∗∗) ≡ `2(X)∗∗.

Como T es tauberiano, para todo (zi) ∈ `2(X∗∗) se verifica

S∗∗(zi) ∈ X ⇒ z1 ∈ X,S∗∗(zi+1) ∈ X ⇒ z2 ∈ X, S(zi+2) ∈ X ⇒ · · ·

Luego (zi) ∈ `2(X), por lo que S es tauberiano.

Veamos el resultado principal de esta sección.

Teorema 7.1.3. Sea X un espacio de Banach para el que existe un
operador tauberiano inyectivo T : X ×X −→ X. El espacio X tiene la
RNP si y solo si tiene la KMP.

Demostración. Una implicación es consecuencia de la Proposición 7.1.2.
Para probar la otra, supongamos que X tiene la KMP . Como, por el
Teorema 7.1.2, existe un operador tauberiano inyectivo S : `2(X) −→ X,
la Proposición 7.1.3 implica que `2(X) tiene la KMP. Luego, por el
Teorema 7.1.1, X tiene la RNP.
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7.2. Preservación de propiedades isomorfas

Aunque la propiedad de ser X isomorfo a un subespacio de un espacio
de Banach Y es estrictamente más fuerte que la existencia de un oper-
ador tauberiano (o tauberiano inyectivo) T : X −→ Y , veremos que en
el último caso X hereda algunas propiedades isomorfas de Y , y que los
subconjuntos acotado A de X heredan algunas propiedades isomorfas
de T (A). En este sentido entendemos el t́ıtulo de la sección.

Propiedades de espacios

Decimos que un espacio de Banach X es casi-reflexivo si dimXco < ∞;
y que X es hereditariamente reflexivo si todo subespacio cerrado de
dimensión infinita de X contiene un subespacio reflexivo de dimensión
infinita.

Teorema 7.2.1. Sean X e Y espacios de Banach. Denotemos por P
una de las siguientes propiedades:

(i) propiedad de Krein-Milman;

(ii) propiedad de Radon-Nikodým;

(iii) reflexividad;

(iv) casi-reflexividad

(v) reflexividad hereditaria;

(vi) ser débilmente sucesionalmente completo;

(vii) no contener subespacios isomorfos a `1;

(viii) no contener subespacios isomorfos a c0;

(ix) ser reflexivos los subespacios débilmente suc. completos;

(x) separabilidad;

(xi) separabilidad del dual.

Supongamos que existe un operador tauberiano inyectivo T : X −→ Y .
Si Y satisface P, también X satisface P.
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Demostración. (i) Fue probado en la Proposición 7.1.3.
(ii) Similar a la de (i), usando cierta caracterización geométrica de la

propiedad de Radon-Nikodým (ver [36]).
(iii) Consecuencia directa de la definición de operador tauberiano.
(iv) Basta notar que, como el operador residuo T co : Xco −→ Y co es

inyectivo, se verifica

dimXco ≤ dimY co < ∞.

(v) Se sigue de (iii) y de que las restricciones de un operador taube-
riano son también operadores tauberianos.

(vi) Sea (xn) una sucesión débilmente de Cauchy en X. Como Y es
débilmente sucesionalmente completo, (Txn) es débilmente convergente.
Luego, por ser T tauberiano e inyectivo, (xn) es también débilmente
convergente.

(vii) Como el espacio `1 no tiene subespacios reflexivos de dimensión
infinita, las restricciones de T a subespacios isomorfos a `1 son siempre
isomorfismos. Luego Y tiene subespacios isomorfos a `1 si X los tiene.

(viii) Similar a la de (vii).
(ix) Consecuencia de (iii) y (vi), argumentando como en la demostra-

ción de (v).
(x) Como T (BX) es separable, podemos seleccionar una sucesión (xn)

en BX tal que (Txn) es densa en T (BX).
Fijemos x ∈ BX y seleccionemos (xnk

) tal que (Txnk
) converge a Tx.

Por el Corolario 4.1.1, (xnk
− x) es débilmente nula. Como la clausura

débil y la clausura en norma coinciden para conjuntos convexos, el con-
junto de las combinaciones convexas con coeficientes racionales de (xn)
es denso en BX ; luego X es separable.

(xi) Supongamos Y ∗ separable. Como N(T ∗∗) = N(T ) = {0}, el rango
de T ∗ es denso en X∗; luego X∗ es separable.

Corolario 7.2.1. Sea P una de las nueve primeras propiedades del
enunciado del Teorema 7.2.1. Supongamos que existe un operador taube-
riano T : X −→ Y . Si Y satisface P, también X satisface P.

Demostración. Consideramos la descomposición T = T̃QN(T ), donde
T̃ : X/N(T ) −→ Y es el operador inyectivo asociado a T .
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Como T̃ es un operador tauberiano, el Teorema 7.2.1 implica que el es-
pacio cociente X/N(T ) satisface P. Luego, para acabar la demostración,
basta observar que en los nueve casos que estamos considerando la
propiedad P verifica:

M reflexivo, X/M satisface P =⇒ X satisface P.

En la monograf́ıa [16] podemos encontrar abundante información so-
bre estas propiedades de tipo tres espacios.

Observación 7.2.1. El Corolario anterior falla para las dos últimas
propiedades consideradas en el Teorema 7.2.1, porque el núcleo de T o
su espacio dual pueden no ser separables.

Propiedades de conjuntos

Aqúı consideramos resultados que pueden considerarse “localizaciones”
de los incluidos en el Teorema 7.2.1. Las demostraciones no son muy dis-
tintas.

Definición 7.2.1. Sea A un subconjunto convexo, cerrado y acotado de
un espacio de Banach X.

Decimos que A tiene la propiedad de Krein-Milman si cada subcon-
junto convexo y cerrado de A coincide con la envoltura convexa y cerrada
de sus puntos extremos.

Decimos que A tiene la propiedad de Radon-Nikodým si para cada
subconjunto no vaćıo, convexo y cerrado K de A y cada ε > 0 existe
un punto x0 ∈ K que no pertenece a la envoltura convexa del conjunto
{y ∈ K : ‖x0 − y‖ ≥ ε}.

Nótese que un espacio de Banach X tiene la KMP o la RNP si y solo
si su bola unidad BX tiene la propiedad correspondiente.

Teorema 7.2.2. Sean X e Y espacios de Banach y A un subconjunto
convexo, cerrado y acotado de X. Denotemos por P una de las siguientes
propiedades de conjuntos:

(i) propiedad de Krein-Milman;

(ii) propiedad de Radon-Nikodým;
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(iii) w∗-clausura débilmente compacta;

(iv) ser débilmente sucesionalmente completo;

(v) no contener sucesiones equivalentes a la base (en) de `1;

(vi) no contener sucesiones equivalentes a la base (en) de c0;

(vii) separabilidad.

Supongamos que existe un operador tauberiano inyectivo T : X −→ Y .
Si T (A) satisface P, también A satisface P.

En la tesis de Neidinger [66] podemos encontrar la demostración de-
tallada de los resultados del teorema anterior.

7.3. Propiedad de aproximación y álgebras de
Calkin

Recordemos que un espacio de Banach X tiene la propiedad de apro-
ximación (A.P.) si, para todo subconjunto compacto K de X y todo
ε > 0, existe un operador de rango finito T : X −→ X de modo que
supx∈K ‖Tx− x‖ < ε.

Este concepto fue introducido para investigar si todo espacio de Ba-
nach separable tiene base. Es fácil ver que todo espacio con base satisface
la A.P. Sin embargo, Enflo [22] probó que existen espacios separables que
no verifican la A.P.; luego no tienen base.

La versión isométrica de la factorización DFJP nos permitirá obtener
caracterizaciones de la A.P. Para hacerlo, necesitaremos los siguientes
conceptos.

Definición 7.3.1. Un subspacio cerrado M de un espacio de Banach
X es un ideal en X si su anulador M⊥ es núcleo de una proyección de
norma uno actuando en X∗.

Definición 7.3.2. Decimos que una red de operadores (Tα) en L(X,Y )
converge fuertemente a T ∈ L(X, Y ) si la red (Tαx) converge a Tx para
todo x ∈ X.
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Denotemos por KY y WY las familias de los conjuntos absolutamente
convexos de la bola unidad BY que son respectivamente compactos y
débilmente compactos.

Para cada conjunto K ∈ WY , consideraremos el espacio FK y el ope-
rador JK : FK −→ Y que aparecen en la construcción de la versión
isométrica de la factorización DFJP (con f(a) = 1), presentada en la
Sección 6.2.

Teorema 7.3.1. Sea Y un espacio de Banach. Son equivalentes:

(a) Y satisface la A.P.

(b) F(YK , Y ) es un ideal en L(YK , Y ) para todo K ∈ WY .

(c) Para todo K ∈ WY , existe una red (Aα) en F(YK , Y ) que converge
fuertemente a JK y verifica supα ‖Aα‖ ≤ ‖JK‖.

(d) Para todo K ∈ KY , existe una red (Aα) en F(YK , Y ) que converge
en norma a JK

Demostración. Véase [59, Theorem 1.2].

Como aplicación del Teorema 7.3.1, obtenemos las siguientes caracte-
rizaciones de la A.P. para un espacio de Banach y su dual. Las demostra-
ciones, aśı como otras versiones de estos resultados, pueden encontrarse
en [59].

Teorema 7.3.2. Sea Y un espacio de Banach. Son equivalentes:

(a) Y satisface la A.P.

(b) F(X,Y ) es un ideal en W(X, Y ) para todo espacio de Banach X.

(c) F(X,Y ) es un ideal en W(X,Y ) para todo espacio de Banach
separable y reflexivo X.

Teorema 7.3.3. Sea X un espacio de Banach. Son equivalentes:

(a) X∗ satisface la A.P.

(b) F(X,Y ) es un ideal en W(X,Y ) para todo espacio de Banach Y .

(c) F(X,Y ) es un ideal en W(X,Y ) para todo espacio de Banach
separable y reflexivo Y .
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Álgebras de Calkin

Sea X un espacio de Banach. Como el conjunto de los operadores
compactos K(X) es un ideal bilátero cerrado, el cociente L(X)/K(X) es
un álgebra Banach. Se denomina álgebra de Calkin de X.

El interés del álgebra de Calkin en teoŕıa de Fredholm proviene del
hecho de que un operador T ∈ L(X) es Fredholm si y solo si la clase de
T es invertible en el álgebra cociente L(X)/K(X).

Por otro lado, para todo T ∈ L(X, Y ) se define la norma esencial
mediante

‖T‖e := dist(T,K(X,Y ));

es decir, ‖T‖e es la norma de la clase del operador T en el espacio
cociente L(X, Y )/K(X, Y ).

En [58], Lebow y Schechter investigaron los operadores semi-Fredholm
utilizando la norma esencial junto con un concepto de medida de no
compacidad para los subconjuntos de un espacio de Banach. Su objetivo
era extender el concepto de operador en Φ+ ó Φ− a elementos de un
álgebra de Banach.

Definición 7.3.3. Sea C un subconjunto acotado de un espacio de Ba-
nach X. La medida de no compacidad γ(C) de C se define mediante la
expresión

γ(C) := ı́nf{ε > 0: C ⊂ D + εBX},
donde el ı́nfimo se toma sobre todos los subconjuntos compactos D del
espacio X.

Utilizando la cantidad γ(·), podemos definir una medida de no com-
pacidad para operadores.

Definición 7.3.4. Sea T ∈ L(X, Y ). Se define

γ(T ) := γ(T (BX)).

Obviamente,

T compacto ⇐⇒ ‖T‖e = 0 ⇐⇒ γ(T ) = 0.

Lebow y Schechter probaron el siguiente resultado:
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Teorema 7.3.4. Sea T ∈ L(X, Y ).

(i) T ∈ Φ+ si y solo si existe una constante C > 0 tal que, para todo
espacio de Banach Z y todo S ∈ L(Z, X), γ(S) ≤ Cγ(TS).

(ii) T ∈ Φ− si y solo si existe una constante C > 0 tal que, para todo
espacio de Banach Z y todo S ∈ L(Y, Z), γ(S) ≤ Cγ(ST ).

La demostración puede encontrase en [58, Teoremas 3.1, 4.8 y 5.5].

Es fácil probar que γ(T ) ≤ ‖T‖e para todo T ∈ L(X, Y ). Lebow y
Schechter plantearon el problema de la equivalencia de γ(·) y ‖ · ‖e en
L(X, Y ); es decir, si existe una constante C > 0 tal que ‖T‖e ≤ Cγ(T )
para todo T ∈ L(X, Y ). Fueron capaces de dar una respuesta positiva
en el caso en que Y verifica una variante de la A.P.

Definición 7.3.5. Se dice que un espacio de Banach Y satisface la
propiedad de aproximación compacta acotada (B.C.A.P.) si existe una
constante λ ≥ 1 tal que para todo subconjunto compacto D de X y todo
ε > 0, existe un operador compacto K : X −→ X tal que

‖K − I‖ ≤ λ y sup
x∈D

‖Kx− x‖ < ε.

Posteriormente, Astala y Tylli [8] probaron que la B.C.A.P. del segun-
do espacio era necesaria para la equivalencia de γ(·) y ‖ · ‖e. Obtuvieron
el siguiente resultado:

Teorema 7.3.5. Un espacio de Banach Y verifica la B.C.A.P. si y solo
si existe una constante C > 0 tal que para todo espacio de Banach X,
cada T ∈ L(X, Y ) verifica ‖T‖e ≤ Cγ(T ).

Demostración. Véase [58, Theorem 3.6] y [8, Theorem 2.3].

Por otro lado, Astala y Tylli investigaron en [9] los operadores taube-
rianos utilizando medidas de no compacidad débiles para conjuntos y
para operadores, una norma esencial débil y un concepto de propiedad
de aproximación débil para espacios de Banach. A continuación, des-
cribiremos sus resultados.
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Definición 7.3.6. Sea C un subconjunto acotado de un espacio de Ba-
nach X. La medida de no compacidad débil ω(C) de C se define me-
diante la expresión

ω(C) := ı́nf{ε > 0: C ⊂ D + εBX},

donde el ı́nfimo se toma sobre todos los subconjuntos débilmente com-
pactos D de X.

De este modo, podemos definir dos medidas de no compacidad débil
para operadores.

Definición 7.3.7. Sea T ∈ L(X, Y ). Definimos la norma esencial débil
‖T‖w de T como la norma de la clase del operador T en el espacio
cociente L(X, Y )/W(X,Y ).

Además, definimos ω(T ) := ω(T (BX)).

Es fácil ver que ω(T ) ≤ ‖T‖w para todo T ∈ L(X,Y ).

Definición 7.3.8. Sea λ ≥ 1. Decimos que un espacio de Banach Y
satisface la λ-propiedad de aproximación débil (λ-W.A.P.) si para to-
do subconjunto débilmente compacto D ⊂ Y y todo ε > 0, existe un
operador K ∈ W(Y ) de modo que

sup
y∈D

‖y −Ky‖ < ε y ‖I −K‖ ≤ λ.

Decimos que el espacio Y satisface la W.A.P. si satisface la λ-W.A.P.
para algún λ ≥ 1.

Veamos que la equivalencia de ω(·) y ‖ · ‖w en L(X,Y ) caracteriza la
W.A.P. del segundo espacio.

Teorema 7.3.6. Sea Y un espacio de Banach.

(i) Si Y satisface la λ-W.A.P., ‖T‖w ≤ λω(T ) para todo espacio de
Banach X y todo T ∈ L(X, Y ).

(ii) Si Y no satisface la λ-W.A.P. para ningún λ ≥ 1, existe un espacio
de Banach X y una sucesión normalizada de operadores (Tn) en
L(X, Y ) tal que ω(Tn) −→

n
0.
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Demostración. Véase [9] ó [36].

Como dijimos antes, el primer espacio de Banach separable que no
satisfaćıa la A.P. fue construido por Enflo en 1973. La construcción es
muy complicada y el ejemplo es muy diferente a los espacios de Banach
clásicos. Sin embargo, en el caso de la W.A.P., existen espacios clásicos
que no la satisfacen. El siguiente resultado nos permitirá mostrar algunos
ejemplos.

Proposición 7.3.1. Sea Y un espacio de Banach que contiene una
sucesión débilmente convergente pero no convergente. Si W(Y ) ⊂ C(Y ),
el espacio Y no satisface la W.A.P.

Demostración. Sea (yn) una sucesión débilmente convergente, no con-
vergente en Y . Claramente podemos suponer que (yn) es débilmente
nula, está contenida en la bola unidad BY y existe una constante c > 0
tal que ‖ym − yn‖ > c para m 6= n.

Nótese que D := {yn : n ∈ N} ∪ {0} es un subconjunto débilmente
compacto de Y y que, si K : Y −→ Y es un operador débilmente com-
pacto, (Kyn) converge en norma a 0. Por tanto supy∈D ‖y −Ky‖ ≥ c;
luego Y no satisface la W.A.P.

Un espacio de Banach X satisface la propiedad de Dunford-Pettis si
W(X,Y ) ⊂ C(X,Y ) para todo espacio de Banach Y .

Como los espacios C[0, 1], L∞(0, 1) y L1(0, 1) satisfacen la propiedad
de Dunford-Pettis [5, Theorem 5.4.5] y contienen sucesiones equivalentes
a la base (en) en `2, el siguiente resultado es una consecuencia inmediata
de la Proposición 7.3.1.

Corolario 7.3.1. Los espacios C[0, 1], L∞(0, 1) y L1(0, 1) no satisfacen
la W.A.P.

En las referencias [68] y [73], podemos encontrar algunos resultados
recientes sobre la W.A.P., incluyendo nuevos ejemplos de espacios de
Banach clásicos que no la verifican.
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[13] C. Bessaga, A. PeÃlczyński, On bases and unconditional converging
series in Banach spaces spaces. Studia Math. 17 (1958), 151–164.

[14] F. Bombal, B. Hernando, A double-dual characterization of
Rosenthal and semi-tauberian operators. Proc. R. Ir. Acad 95A
(1995), 69–75.

[15] J. Bourgain, New classes of Lp-spaces. Lecture Notes in Math.
889; Springer, Berlin, New York, 1981.
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[29] M. González, J. Gutiérrez, Factoring compact sets of compact
operators. J. Math. Anal. Appl. 255 (2001), 510–518.

[30] M. González, A. Mart́ınez-Abejón, Supertauberian operators and
perturbations. Arch. Math. 64 (1995), 423–433.
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