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PREFACIO

El desarrollo de la Teoria de Polinomios Ortogonales (TPO), se ha
focalizado en dos direcciones, intimamente relacionadas:

e Aspectos algebraicos.

e Aspectos analiticos.

La primera direccién tiene una estrecha relacién con la Teoria de
Funciones Especiales, Combinatoria y Algebra Lineal, y estd principal-
mente dedicada al estudio de sistemas ortogonales concretos o jerarquias
de dichos sistemas, tales como los polinomios de Jacobi, de Hahn, de
Askey-Wilson, etc. La teoria de polinomios ortogonales discretos y los
g-analogos también se encuentran en esta direccion de la TPO, asi como
también muchos de los avances actuales en el estudio de polinomios or-
togonales en varias variables.

La segunda direccion esta caracterizada por el uso de métodos propios
del Analisis Matemaético o métodos relacionados con él. Las propiedades
generales de sistemas de polinomios ortogonales abarcan una pequena
parte de estos aspectos analiticos, mientras que la parte mas amplia es
cubierta por dos ramas extremadamente ricas: la TPO sobre la recta
real y la TPO sobre la circunferencia unidad.

Historicamente, la aparicion de los polinomios ortogonales clasicos,
en el caso real, y presentados en la forma de fracciones continuas se
remonta al siglo XVIII, pero su amplio desarrollo tuvo lugar en el siglo
XIX y principios del siglo XX, mientras que los polinomios sobre la
circunferencia unidad son mucho mas recientes, dado que aparecen por
primera vez en los trabajos de Szeg6 y de Geronimus, en la primera mitad
del siglo XX. Las monografias [60], [61] presentan de manera exhaustiva
el desarrollo de lo sucedido en la TPO sobre la circunferencia unidad
desde entonces.



ii

Aspectos Algebraicos Aspectos Analiticos

*Distribucion de ceros
*Comportamiento asintdtico
*Operadoresdiferenciales
asociados

*Convergenciade desarrollos
de tipo Fourier

*Expresidn explicita
*Relacionesde recurrencia
sLocalizacion de ceros

*Jerarquiasentre sistemas de
polinomiosortogonales

Figura 1: Aspectos algebraicos y analiticos presentes en la TPO.

La conexién de la TPO con otras areas de la Matematica, tanto desde
una perspectiva tedrica como de sus aplicaciones es digna de ser re-
saltada. Entre ellas, cabe destacar: la teoria de fracciones continuas,
teoria de operadores (operadores de Jacobi y Toeplitz), problemas de
momentos, funciones analiticas (conjetura de Bieberbach), interpolacién,
aproximacién polindmica y racional (en particular, la aproximacién de
Padé), cuadratura gaussiana y sus extensiones, métodos espectrales para
el andlisis numérico de problemas de frontera en ecuaciones diferen-
ciales y derivadas parciales, teoria de potencial electrostatico, mecanica
cudantica, entropia de informacion, funciones especiales, teoria de ntimeros
(irracionalidad y trascendencia), teoria de grafos, combinatoria, matrices
aleatorias, procesos estocasticos (procesos de nacimiento y muerte, teoria
de la prediccién), transformada de Radon, teoria de control (controlabi-
lidad de ecuaciones de Laguerre o de Jacobi), tomografia computarizada,
etc.

Esta monografia tiene como objetivo principal presentar el estado del
arte de la teoria de polinomios ortogonales asociados a productos es-
calares en los siguientes contextos:

1. Medidas de probabilidad soportadas sobre la circunferencia unidad.
2. Medidas vectoriales soportadas en la recta real y espacios de Sobolev.

Centraremos nuestra atencion en las propiedades analiticas de dichos
polinomios, con especial énfasis en sus estimaciones asintoticas fuertes,
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del cociente y raiz n-ésima, asi como el comportamiento de sus ceros y
los aspectos computacionales vinculados a los mismos.

Con este curso también se completa una serie de contribuciones rela-
tivas a ortogonalidad clasica y ortogonalidad y cuadratura sobre la cir-
cunferencia unidad presentada en las XIV y XVII Escuelas Venezolanas
de Matematica, respectivamente, (ver [19] y [43]).

El material estd organizado de la siguiente manera: En el primer
capitulo, se desarrollan las nociones béasicas necesarias sobre polinomios
ortogonales no estandar. El segundo capitulo estd dedicado a poli-
nomios ortogonales sobre la circunferencia unidad, mientras que el tercer
capitulo comprende el estudio de polinomios ortogonales en espacios de
Sobolev con peso. El cuarto capitulo contiene algunos problemas abier-
tos.

Cada uno de los capitulos de esta monografia se divide en secciones. La
numeracién de cada resultado (lema, proposicién, teorema o corolario)
esta en concordancia con la seccién respectiva. Ademads, la numeracion
de las formulas estd en correspondencia con el capitulo donde se en-
cuentran. Al final de cada capitulo, se presenta un grupo de ejercicios
relacionados con sus contenidos. La conclusién de cada demostracién se
indica mediante el simbolo M.

Finalmente, queremos agradecer al comité organizador del XXII Es-
cuela Venezolana de Matematicas, la oportunidad de dictar este curso
y esperamos que este material, sirva de guia, estimulo y referencia, a
todas aquellas personas que tengan la oportunidad de leerlo.

Francisco Marcellan y Yamilet Quintana.
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NOTACION

M(0,1)
Ky (z,9)

coeficientes de Verblunsky.

numeros enteros, racionales, reales y complejos, respec-
tivamente.

disco unidad.

subconjunto no finito de R.

circunferencia unidad.

espacio vectorial de todos los polinomios con coefi-
cientes reales.

subespacio vectorial de todos los polinomios de grado a
lo sumo n.

espacio vectorial de todos los polinomios con coefi-
cientes complejos.

subespacio de todos los polinomios con coeficientes
complejos de grado a lo sumo n.

espacio vectorial de los polinomios de Laurent.
funcién de Christoffel.

funcional lineal definido positivo (o cuasi-definido).
medida de Borel.

soporte de la medida u.

operador multiplicacién por la variable x, o por la vari-
able z, respectivamente.

funciones de cuadrado integrable con respecto a la me-
dida p en la circunferencia unidad.

conjunto de sucesiones {a;}32, con |a;| < 1.

conjunto de medidas de probabilidad sobre la circun-
ferencia unidad.

funcién de Szego.

clase de Nevai.

nucleo reproductor de grado n.

\
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CAPITULO 1

POLINOMIOS ORTOGONALES
NO ESTANDAR

1.1 Ortogonalidad estandar

Sea IP el espacio vectorial de los polinomios con coeficientes reales y
P, C P el subespacio de los polinomios de grado a lo sumo n. De-
notaremos por M, : P — P al operador multiplicacién por la variable
independiente z, es decir,

M, (p) = zp, para todo p € P. (1.1)

DEFINICION 1.1. Sea (-,-) : PxP — [0, 00) un producto interno sobre P.
Una sucesion de polinomios {pp}n>0 se llamard sucesion de polinomios
ortogonales con respecto al producto interno (-,-) si satisface

1. Para todo n € Zy se cumple que grad(p,) = n.

2. (pn,pm) =0 sin#m, y (pn,pn) # 0

DEFINICION 1.2. Sea (-,-) : P x P — [0,00) un producto interno sobre
P. Diremos que (-,-) es un producto interno estandar sobre P, si el
operador M, es autoadjunto, es decir,

(M (p),q) = (xp,q) = (p,xq) = (p, Mx(q)), para todop,q€P. (1.2)

DEFINICION 1.3. Diremos que una sucesion de polinomios ortogonales
{Pn}n>0 es estindar si es ortogonal con respecto a un producto interno
estandar sobre P.
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EJEmpLo 1.1.1.

1. Sea i una medida de Borel positiva cuyo soporte es un subconjunto
I, no finito, de la recta real y tal que

/ 2" dp(z) < oo,
I

para todo n € Z .

No es dificil ver que el producto interno (p,q), = [;p(x)q(x)dp(x)
es un producto interno estdndar sobre P, que permite definir de
manera univoca una sucesion de polinomios ortogonales monicos
{P.}n>0 tal que

(P, 2%y, = /HPn(:c)xkdu(:c) =0, para k=0,1,...,n—1. (1.3)

La sucesion {Py,}n>0 se denomina sucesién estandar de poli-
nomios ortogonales moénicos respecto a la medida u.

2. Podemos definir sobre P,, un producto interno no estandar de la
manera siguiente: Sean p,q € P,,

m

k
p(x) = ai’ y glz) = b,
i=0

J=0

donde aj, bj e R, (0<i<k), (0<j<m), (0<km<n),y
akbm 75 0.
min(k,m)

Si(p,q) =i a;b;, entonces se verifica que

(xp,q) = Z?ﬁﬁ(k“’m) a;biy1, mientras que (p, xq) = Z?ﬁ‘&(k’m“) ai+1b;,

y estas dos sumas, en general, no son iguales.

Una de las propiedades fundamentales, de indudable interés numérico,
de los polinomios ortogonales estandar asociados a una medida pu, es que
se pueden generar de forma recurrente®.

“Esta relacién de recurrencia a tres términos, sigue siendo valida para productos
internos estandar.



POLINOMIOS ORTOGONALES NO ESTANDAR 3

PropoOSICION 1.1.1. (Férmula de recurrencia a tres términos).

Sea { P, }n>0 la sucesion estandar de polinomios ortogonales maonicos
respecto a una medida . Entonces se verifica la siguiente relacion de
recurrencia a tres términos

Ppia(z) = (2 — M) Pu(x) — ynPo-1(2), (1.4)

siempre que n >0, P_1 =0, v € R y ademds,

zP,, P,
)\n:#, para n>0 y
P 2
yn:%;é(), para n > 1.
o

Reciprocamente, cualquier sucesion de polinomios moénicos en P que
satisfaga (1.4) con 7, real positivo y A, real, es una sucesién estdndar de
polinomios ortogonales ménicos respecto a alguna medida p (no nece-
sariamente tinica).

En términos matriciales, la relacién (1.4) viene dada por

Py(z) Py(z) 0
Py(x) Pi(z) 0

| Pe) (=g, | P& | +P@ ]| 0|, (1.5)
Poi(2) Poi(2) 1

donde J,, es una matriz tridiagonal

A 1 0 0 0
m A 10 0

Jn — 0 Y2 )\2 1 0 ,
0 0 0 - Ypo1 Apoa

conocida con el nombre de matriz ménica de Jacobi de orden n.
Una consecuencia inmediata de la relacién (1.5) es la siguiente

TEste resultado es conocido como Teorema de Favard.
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PropPOSICION 1.1.2. Si xg es un cero de P, , entonces es un autovalor

de Jp,.

Obsérvese que la matriz infinita J., dada por

X 1 0 O
m A 10
JOO - 0 f)/2 AQ 1 “ .. 9
satisface la relacién
Py(z) Py(z)
Py () Py (x)
Py(x) Py(x)
x = Jo (1.6)
P,(x) P, (z)

Jso €s conocida en la literatura con el nombre de matriz de Jacobi. A
partir de esta matriz podemos introducir un operador J : (?(Z;) —
(%(Z4) de la forma siguiente: Dada o = {a;}j>0 € £*(Z), definimos
J(a) = {Bi}i0 € £3(Z4) como la sucesién cuyos términos vienen dados
por

Qg Ao + g
o1 Y1 + Ao + az
Q9 Yor1 + Aoaig + g
J(@) = Juo = : , (L7)
Qp—1 Yn—10n—2 + An—10n—1 + an

es decir, 3; = Z;?io ujja;, donde w;; representa la entrada (i,7) de la
matriz Jo.

El operador J es un operador autoadjunto con respecto al producto
interno usual sobre ¢2(Z, ) (ver ejercicio 1, al final del capitulo) y tiene
un vector ciclico: ey = {1,0,0,...}. Entonces, por el teorema espectral
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J es unitariamente equivalente al operador multiplicaciéon por x, M, en
L?(1), es decir, el operador unitario U : £2(Z, ) — P dado por

P

U n :—na
() = B0

en ={0,...,0,1,0,...}

puede ser extendido a un operador unitario U : £2(Z, ) — L?(u), tal que
J=U"M,U.

En este contexto, la medida p se denomina medida espectral asociada a
J.

1.2 Ortogonalidad no estandar

Como cabria esperar, en esta seccion describiremos los distintos tipos
de ortogonalidad no pertenecientes al caso estdndar, intensamente estu-
diados desde la década de los anos ochenta del siglo pasado.

1.2.1 Ortogonalidad sobre la circunferencia unidad

El estudio de los polinomios ortogonales con respecto a una medida
de probabilidad no trivial, soportada en la circunferencia unidad
T ={ze€ C : |z| = 1} fue iniciado por G. Szeg6 en una serie de articulos
publicados entre 1915 y 1925 (ver [63]). Posteriormente, Ya. L. Geroni-
mus ([24], [25] y [26]) extendié esta teorfa en un contexto més gen-
eral de ortogonalidad respecto a funcionales lineales, basado en la teoria
clasica de funciones de variable compleja. Un eje importante de ac-
tividad investigadora en la década de los cincuenta fue el estudio de la
conexién con el problema trigonométrico de momentos y la teoria de
procesos estocdsticos estacionarios discretos ([33]). Més tarde, en los
anos ochenta, se analizé el problema desde una perspectiva algebraica
ligada al problema de factorizacién de matrices de Hessenberg (la repre-
sentacion matricial del operador de multiplicacién respecto a la base de
polinomios ortogonales en la circunferencia unidad) de dimensién finita
([32]). De la misma manera, aparecié una abundante bibliografia en
teoria de sistemas lineales relacionados con polinomios ortogonales so-
bre la circunferencia unidad, en el marco de los generadores de espacios
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de estado (ver, por ejemplo, [38] y referencias contenidas ahi).

Posteriormente, en la década de los noventa, se desarrolla una teoria
constructiva de familias de polinomios ortogonales asociados a perturba-
ciones de medidas soportadas en la circunferencia unidad (ver [1], [27],
[28], [37],[44], [48], [47], entre otros), asi como una interpretacién basada
en la representacion matricial del operador de multiplicacién respecto a
una base ortonormal respecto a medidas soportadas en arcos de la cir-
cunferencia unidad ([29], [30]).

La férmula de recurrencia a tres términos (1.4) es una propiedad ca-
racteristica de los polinomios ortogonales estandar, y se debe al hecho
de que para una sucesién estandar de polinomios ortogonales moénicos
{P,}n>0 se satisface

(My(Py), Pr) = (Pn, My(Py)) =0, para k <n — 1. (1.8)

En el caso de productos internos complejos, los dos miembros de (1.8),
son totalmente diferentes. Por ejemplo, consideremos el siguiente pro-
ducto interno en el espacio de todos los polinomios con coeficientes com-
plejos P(C):

.0) = 5 [ POTE T = o [ pleal@an. (19)

2 .
Denotando por M, al operador multiplicacién por z, es sencillo com-
probar que (1.9) no es un producto interno estandar y, por tanto, la
sucesién de polinomios ortogonales ménicos {®,,},>0 asociada a (1.9)
no satisface una relacién de recurrencia a tres términos como (1.4). Sin
embargo, {®, },>0 satisface la siguiente relacién de recurrencia:

®,11(2) = 29, (2), para todo n > 0.

Obsérvese que, en este caso, ®,,(z) = 2", para todo n > 0.

Como sabemos, la circunferencia unidad T es la curva maéas simple
sobre el plano complejo con un nimero de propiedades adicionales, por lo
que los polinomios ortogonales sobre T son de particular interés. Si o es
una medida de probabilidad sobre T (es decir, una medida cuyo soporte
no es un conjunto finito), los polinomios ortogonales ménicos ®,(z, o)
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(o simplemente ®,(z), cuando no hay posibilidades de confusién) estan
univocamente determinados por las relaciones

Do) = [[(2 - ns), /Tz_jCI’n(z)da(z)zo, i 0, 1.
j=1

(1.10)
De manera que en el espacio de Hilbert L?(T, o), dotado con el pro-
ducto interno
(f:9)o = Jp [(2)g(2)do(2),
se tiene que (@, Pp,)s = 0, si n # m. Los polinomios ortonormales

estdn dados por ¢,(z) = ‘ﬁg—i’z”). Obsérvese que la familia ortonormal

{¢n},>0 Puede no ser una base de L?(T, o). Por ejemplo, si en (1.9)
o es la medida normalizada de Lebesgue entonces z~! es ortogonal a
todo ®,(2). Un celebrado resultado de Szeg6, establece que {¢n},q es
base ortogonal de L2(T, o), si o ¢ LY(T), donde ¢ es la derivada de
Radon-Nikodym de o con respecto a la medida normalizada de Lebesgue
soportada en T.

Entonces, de (1.10) y del hecho que dim(P,(C)) = n + 1, se deduce

que
deg(P)=n, Plz/, j=0,....,n—1= P(2) =cP,(2). (1.11)

Sobre L*(T, o) la aplicacién Y : L?(T, o) — L?*(T, o), dada por Y(f) =
f*, donde f*(z2) := 2" f(z) (la cual depende de n), esta definida de man-
era natural. El espacio P,,(C) es invariante a izquierda por T, es decir:

P(2)=> N2l = P*(z) =) A ja. (1.12)
j=0 j=0

De (1.11) se sigue que
deg(P)=n, Plz, j=1,...,n= P(2) =c®}(2). (1.13)

Férmulas de recurrencia de Szeg6 y coeficientes de Verblunsky

Si £ es un funcional lineal en el espacio A de los polinomios de Laurent
(A == span {z"},c;) tal que £ es Hermitiano, es decir, ¢, = L(2") =

L(z7") = ¢_p, n € Z, entonces se puede introducir una forma bilineal
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asociada con L en el espacio P(C) de los polinomios con coeficientes
complejos como sigue

(p(2):q(2)) = Lp(2)a(=™")), (1.14)

donde p,q € P(C). Denotaremos mediante P,,(C) el subespacio de los
polinomios de grado a lo sumo n. Usualmente denotaremos por (£, P(z))
al valor £L(P(z)), para todo P(z) € A.

La matriz de Gram asociada la forma bilineal (1.14) en términos de
la base canénica {2"}, 5, de P(C) es

i co c_q C_np, T
¢t C - C_(p-1)
T=| : : : : C (1.15)
Cn Cnql - co

conocida en la literatura como matriz de Toeplitz [33].

Se dice que el funcional lineal es cuasi-definido si las submatrices prin-
cipales (T},)n>0 de T son no singulares. En este caso, se puede introducir
una tnica sucesién de polinomios ménicos {®,,},~, con grad(®,) = n
tal que

(Pr, @) o = KiiOnm, (1.16)

donde /C,, # 0 para todo n > 0. Esta sucesién se denomina sucesién de
polinomios ortogonales moénicos asociados a L.
Ademas, tenemos

<(I)na (I)n>£ = ”(I)nuz = Kn.

La sucesién de polinomios ortogonales monicos satisface dos relaciones
de recurrencia equivalentes debidas a G. Szegé (ver [26], [33], [60], [63])

Pnti(z) = 20n(2) + Pnyar(0)25(2), (1.17)
Opi1(2) = (1= @1 (O ) 2@n(2) + P2 (0)@ 41 (2), (1.18)
que se denominan relaciones de recurrencia ascendente y descendente,
respectivamente, donde ®(z) = 2"®,(z71) es el llamado polinomio

reciproco. Obsérvese que de (1.17) se tiene

Bl 1 (2) = B4 (2) + B ()20 (2). (1.19)
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Los nimeros complejos {®,,(0)},>1 se denominan coeficientes de re-
flexién (o coeficientes de Verblunsky) y tienen suma importancia en el
estudio de los polinomios ortogonales en la circunferencia unidad. En el
caso cuasi-definido, tenemos |®,,(0)| # 1 para todo n > 1.

El teorema de Carathéodory-Toeplitz nos da una caracterizacién de la
sucesion {¢;, }nez en términos de la determinacién de un problema de mo-
mentos: Sean T, las submatrices principales de T, entonces det(T,,) > 0
para todo n € Z, si y sélo si, existe una medida de Borel positiva ¢ no
trivial sobre T tal que

cn:/ e™do ().

Cuando las submatrices principales (T, ), >0 de T tienen determinante
positivo, entonces el funcional lineal se dice definido positivo. En este
caso, podemos garantizar que existe una tnica sucesion de polinomios
ortonormales {gon}n20 respecto al funcional £ que satisface

(@ om) p = Onm- (1.20)

El n-ésimo polinomio ortonormal estd dado por

[&)) C1 (&) Cp,
C_1 Co C1 oo Cp—1
()= 1
on \/ det T,, det T,,—1
C-(n-1) C-(n-2) C—(n-3) a1
1 z 22 z"

con el convenio det T_; = 1.
Ambas sucesiones de polinomios estéan relacionadas por

donde k,, es el coeficiente principal de ¢, (z), que estd dado por

det Tn,1
Rp = _—.
"V detT,



10 F. Marcelldn, Y. Quintana

Ademas, tenemos

Si denotamos por D al conjunto de sucesiones {a;}32, con |aj] < 1
y por P al conjunto de medidas de probabilidad no triviales sobre T,
la aplicacién § : P — D> definida por S(o) := {a;(0)}32, estd bien
definida. Verblunsky demostré el siguiente resultado:

TEOREMA 1.1. (Verblunsky t 1936). S es una biyeccion.
Por lo tanto,

TEOREMA 1.2. Para cualquier medida de probabilidad no trivial o, so-
portada en la circunferencia unidad, podemos definir una sucesion de
nimeros complejos {®,(0)}n>1 con [@,(0)] < 1, n > 1, tal que se
cumplen las relaciones de recurrencia (1.17) y (1.18), donde {®n},,5
es la familia de polinomios ortogonales con respecto a o.

Ademdas,

(1= @41 (0)%)]| @

n

= JIa - 1210

=0

@411

La familia de coeficientes de Verblunsky proporciona informacion cua-
litativa acerca de la medida y su correspondiente sucesién de polinomios
ortogonales.

La medida o puede descomponerse como suma de una medida que
es absolutamente continua con respecto a la medida de Lebesgue nor-
malizada % y una medida singular. Denotamos mediante w = ¢’ la
derivada de Radon-Nikodym de o respecto a la medida de Lebesgue y
por o5 la medida singular. Entonces

do(0) = w(@)% + dos(6).

fTambién llamado el Teorema de Favard para la circunferencia unidad.
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DEFINICION 1.4. [63] Supongamos que se satisface la condicion de Szegd,

/QW log( (9))ﬁ > — (1.21)
; g(w(®) 5 0. .
Entonces, la funcion de Szegd, D(z), se define en |z| < 1 mediante
1 2 619 +Z
D(z) = exp <E/0 T log(w(@))d@) . (1.22)

Ademads, D(z) es analitica y no se anula en D.

La condicién de Szegd (1.21) es equivalente a que Y oo o |9, (0)]? < oo.
El siguiente resultado es usualmente atribuido a G. Szegd, A. N. Kol-
mogorov y M. G. Krein

TEOREMA 1.3. Para cualquier medida de probabilidad no trivial o con
soporte en T, las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) limy, o0 ||Py|| = 0.

() S [Ba(0)P < oc.

(c) {pn}>, es una base de L*(T, o).

(d) [plogo’ (z)dz = —co, es decir, loga’ ¢ L'(T).

Decimos que la medida ¢ es de variacién acotada si se cumple

D 1@41(0) = @,(0)] < oo
n=0

La funcién de Christoffel asociada con una medida de probabilidad no
trivial o, soportada en la circunferencia unidad, esta definida del modo
siguiente. Sea

27
An(¢) = min {/0 |P(e?)|?do (), deg(P)<mn, P(()= 1} .

Fijado ¢ € C, A\, es una funcién positiva y decreciente en n, de manera
que

= inf{/02ﬂ|P(ew)|2da(c9), PcP(C), P = 1}.
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Aso se conoce en la literatura como funcién de Christoffel ([60]).

Existe una relacién entre la funcién de Christoffel y la familia de
coeficientes de Verblunsky asociados a una medida de probabilidad o
dada.

TEOREMA 1.4. Sea o una medida de probabilidad no trivial soportada
en la circunferencia unidad, y sea {®,(0)}n>1 la correspondiente familia
de coeficientes de Verblunsky. Entonces,

(a) Si|¢]>1,A0(¢) = 0.
(b) Sil¢l=1,A0(¢) = o({¢})

(c) Si >0 1®n(0)]* = oo, entonces Aso(¢) = 0 para todo ¢ con
¢l < 1.

(d) Si 300 |®n(0)]* < oo, entonces Ao(¢) > 0 para todo ¢ con
¢l < 1.

Ademds,
H (1 |2a(0)) .

También se puede mostrar que
1
Kn(¢:€)’

donde Ky, (z,y) es el n-ésimo nicleo reproductor asociado con {¢n},, 0,
que estd definido mediante

An(Q) =

n

2w) =3 o Wei(2) = Z%
§=0

Jj=0

con kj = ||®;]|? = k;(c)"2. Existe una férmula directa para calcular
K, (z,y), en términos del (n + 1)-ésimo polinomio ortonormal.

TEOREMA 1.5. (Férmula de Christoffel-Darboux) Para todo n > 0 y
z,y € C con gz # 1,

- Zn:? (2) = <P2+1(y)802+1(i):y80;+1(y)SOnJrl(Z)‘
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En el caso cuasi-definido, la férmula anterior se convierte en

Kn(Z, y) _ (I):z+1(y)©;+1(2) — (I)nj'l(y)(bn-i-l(z) ‘
Kn+1(1 —y2)
El nucleo reproductor tiene, entre otras, las siguientes propiedades.

TEOREMA 1.6. Sean y € C y p € P,(C). Entonces se verifican las
stguientes propiedades:

(¢)

ﬁ(p(Z), Kn(za y)) -

p(y), (1.23)
(b)

Kn(zv 0) = Z@j(o)@j('z) = lin(O')(,O:(Z), (1'24)

(¢)

n

Kn(0,0) = |0;(0)* = w7 (0) (1.25)
=0

Ademads, considerando el polinomio reciproco de K, (z,y) en la vari-
able x, que denotaremos mediante K (x,y), se tiene

K* 1 D1 (2) @)1 (y) — D1 (2) Py (y)
n(x7 y) - ,C 41 T — y )
n

conocido en la literatura como el Bézoutiano de @41y @, 4.
De la relacién (1.25) se tiene

kn(0) = kip_1(0) = |on(0)[* = K7, (0) | @ (0)[%,
de donde se sigue que

(”Z;(lé‘)’)f =1-[2,(0)], n e N.

(1.26)
Las funciones

w0 = [ 2o, g1 g0 (1.27)

se denominan funciones de segunda especie asociadas con ¢. También

denotamos

A

(2

| 5520 () = i) a0
T z

~—

Q;(t)
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1.2.2 Ortogonalidad tipo Sobolev

Un producto interno de Sobolev sobre el espacio P o sobre el espacio
P(C) es, esencialmente, un producto interno que involucra a las derivadas
de los polinomios hasta un cierto orden.

A modo de ejemplo, un tal producto interno puede ser definido de la
siguiente manera:

Sea (o, .., pm) un vector de m + 1 medidas positivas de Borel so-
portadas en C tales que

/|Z|2nduk(2)<00, ne€sy, k=0,...,m,
C

es decir, cada elemento de la sucesién {2"}7° ; es una funcién de cuadrado
integrable para cada ug, (k=0,...,m), o, equivalentemente,

{2"}, € L (), (E=0,...,m).

Supondremos, adicionalmente, que el soporte de pg contiene, al menos,
una numero infinito de puntos, y que t,, no es la medida nula. Asi pues,
llamaremos producto interno de Sobolev sobre P(C) asociado al vector
de medidas (o, - - -, ftm), al definido por

pa S = / (k duk Z L2(Mk)7 (128)

k=0

para todo p,q € P(C), donde ¢'®) denota la derivada k-ésima del poli-
nomio q.

La norma asociada a (1.28) se llama norma de Sobolev y, como es
usual, se define mediante

1/2
lalls = (g, q (Z lg™172(,,) > :

De manera andloga a la ortogonalidad estdndar, diremos que una
sucesién de polinomios {Qy}22, es ortogonal con respecto al producto
interno (1.28), si para cada n € Z, se tiene que grad(Q,) =n 'y
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En este caso @y, es el n-ésimo polinomio ortogonal de Sobolev asociado
al producto interno dado en (1.28).

Nuevamente si (Qn,Qn)s =1, Vn € Z4, se dice que la sucesion es
ortonormal. El n-ésimo polinomio ortogonal mdnico de Sobolev es aquel
polinomio Q,(z) que satisface

@lnbs{ 20 N

y su coeficiente principal (coeficiente lider) es igual a 1.
Asi, la sucesién {Qp }n>0 queda definida univocamente por las condi-
ciones:

n—1
Qn(2) = 2"+ cin?', (cin€C)
i=0
(Qn,2Ms = 0, k=0,1,...,n—1. (1.29)
Si gn(z) es el polinomio ortonormal de grado n correspondiente al
producto (1.28) , entonces
1
Q’n(z) = 7Qn(2) ) ’I’L:0,1,2,... .

Desde su inicio, el estudio de los polinomios ortogonales de Sobolev
puso al descubierto que existen marcadas diferencias entre éstos y los
polinomios ortogonales estandar con respecto a una medida p. En efecto,
se sabe que en el caso estandar los ceros de la sucesion de polinomios
ortogonales se encuentran en el interior de la cdpsula convexa del soporte
de la medida de ortogonalidad. Sin embargo, en 1962 Althammer [4]
considero6 el siguiente ejemplo de producto interno de Sobolev

m@szjﬁumwmmuwy/ﬂuwmmm@» (1.30)

donde supp(po) = supp(p1) = [-1, 1],

10dz, —1<z<0
o) = o, dua(e) = { 0 L2103

para el cual el polinomio ortogonal ménico de segundo grado,
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tiene un ceroen = = —1,08 ¢ [—1, 1]. Como se observé posteriormente,
la existencia de un cero fuera del soporte de la medida de ortogonalidad
es un hecho muy frecuente en los polinomios ortogonales de Sobolev (ver
[55]). Incluso puede ocurrir que muchos de estos ceros sean complejos.

Otra distincién importante a destacar en relacién con los productos
de Sobolev es la siguiente:

Supongamos en (1.28) que I = supp(ur) C R, k=0,...,m,
donde I; es un intervalo y p,q € P, entonces

s =Y / p® (2) ¢ () dpag (). (131)
k=0 " Ik

Sien (1.31) m > 1, consideramos el operador de multiplicacién por
x, M, sobre el espacio P es claro que M, no es autoadjunto con respecto
a (1.31). Como ya hemos dicho la simetria de este operador con respec-
to al producto interno es decisiva en la busqueda de una férmula de
recurrencia a tres términos.

En [21] se prueba que si en (1.31) ux , k= 1,...,m, son medidas
atémicas con soporte formado por un nimero finito de puntos, es decir,
es una combinacion lineal finita de deltas de Dirac, entonces la sucesién
de polinomios ortogonales (tinica salvo una constante multiplicativa no
nula) con respecto al producto (1.31), satisface una relacién de recurren-
cia con un numero finito de términos que no depende del grado del
polinomio.

También en [4], Althammer consideré el producto interno de Sobolev

1 1
(P q)s = / ple)a(e)da + ) / ) (@), (1.32)

donde A > 0. Este producto recibe el nombre de producto interno de
Legendre-Sobolev y sus polinomios ortogonales asociados pueden verse
como generalizaciones de los polinomios clésicos de Legendre.

Histéricamente, el trabajo de P. Althammer fue el primero en conside-
rar como materia de estudio los polinomios ortogonales de Sobolev. La
motivacién para la consideracion de estos sistemas de polinomios fue el
problema de la mejor aproximacion polinomial por minimos cuadrados
en la métrica inducida por el producto interno (1.32).
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Como sabemos, la solucién de este problema es

n

Po=> (f ar)s

k=0

donde {g,} es la sucesién de polinomios ortonormales de Sobolev con
respecto al producto (1.32).

Al igual que en [4], trabajos posteriores de W. Grébner [34], J. Bren-
ner [8], F. W. Schifke [59] y, finalmente, E. A. Cohen [13], consideraron
casos particulares del producto (1.31) al tomar como pg y p1 medidas
absolutamente continuas con respecto a la medida de Lebesgue sopor-
tadas sobre un cierto intervalo de la recta real y definidas por pesos
clasicos.

Después del trabajo de E. A. Cohen en el ano 1.975, no se reportaron
estudios sobre esta tematica hasta finales de la década de los ochenta.
Por tal motivo, podemos considerar los anos comprendidos entre 1.962,
en que aparece el trabajo de Althammer, y 1.975, como la primera etapa
de desarrollo de la teoria de los polinomios de Sobolev. Una carac-
teristica comun a todos los trabajos de esta etapa, es el empleo de la
integracion por partes como herramienta fundamental de trabajo.

La segunda etapa en el estudio de los polinomios de Sobolev, que
comenzo a finales de la década de los 80 y se prolonga hasta nuestros
dias, se ha enfocado desde puntos de vista formalmente diferentes, segiin
el tipo de producto interno de Sobolev involucrado [52]:

(a) El llamado caso no diagonal estudia polinomios ortogonales res-
pecto a productos internos de la forma

(f.g)s = / F(2) AG! () du(z)

I
donde T es un intervalo real (acotado o no), p es una medida
de Borel absolutamente continua con respecto a la medida de
Lebesgue en I, los vectores F'y G vienen dados por

F(z) = (f(2), f'(@),.... [T (), G(z) = (g(2),9'(2),..., 9" (x)),

y A es una matriz simétrica semidefinida positiva de orden
(m+1) x (m+1), [46]. Este caso ha sido ampliamente estudiado
cuando A es una matriz diagonal.
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Asimismo se han estudiado polinomios ortogonales respecto a pro-
ductos internos de la forma

<ﬁms=/ (2)AGT(2)du

donde p es una medida de Borel compleja, positiva y finita (i. e.
2" € L'(p) para todo n > 0), cuyo soporte contiene una cantidad
infinita de puntos, los vectores F' y G vienen dados por

F(z) = (f(2), ['(2),-- . f"(2)), G(2) = (9(2),9'(2), - 9" (2)).

y A es una matriz hermitiana definida positiva de orden
(m+1)x (m+1).

(b) El caso diagonal ¥ corresponde al estudio de polinomios ortogonales
respecto al producto interno de Sobolev definido en (1.28).

(¢) El caso discreto, donde los soportes de cada una de las medidas
wk, k=1,...,m, de (1.28) poseen un nimero finito de puntos.
Por ejemplo,

(04 s—/f (2)dpo(z) + M (€)g(©),

corresponde a (1.28) con m = 1y dui = Ad¢, donde J¢ es la delta
de Dirac en €.

(d) Por dltimo, la forma introducida por K. H. Kwon considera pro-
ductos de Sobolev donde la primera medida de ortogonalidad es

discreta
(Fa)s = £©a() + [ F@)@)dnta).

ha demostrado tener utilidad para el estudio de polinomios or-

togonales generalizados de Laguerre {L%a)}nzo cuando o« = -1y
c=0.

La escuela espanola desarrollada alrededor de F. Marcelldn, G. Lépez
Lagomasino y A. Martinez Finkelshtein ha estado particularmente activa
en el desarrollo de la teoria de familias de polinomios ortogonales en cada
uno de los primeros tres casos, [23], [46], [47], [48], [43], [51], [52], [54].

$Llamado también caso continuo, cuando las medidas involucradas satisfacen
dpy(z) = wi(z)dz, con wy, alglin peso cldsico.
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1.2.3 Comportamiento asintético

El estudio de las propiedades asintéticas de sucesiones de polinomios
ortogonales de Sobolev {Q,} cuando n — oo, puede clasificarse segin
las siguientes direcciones:

e Asintética del cociente.
e Asintética fuerte.
e Asintética de la raiz enésima.

El primer resultado correspondiente al caso discreto se obtuvo por F.
Marcellan y W. Van Assche en [50]. En este trabajo se considera el
producto interno

1

s = [ plelata)duto) + W0 (0). (1.33)
-1

donde A >0, ce Ry pue M(0,1). M(0, 1) es la clase de Nevai

constituida por todas las medidas p positivas de Borel para las que la

sucesién de polinomios ortonormales correspondiente {p, },>0 satisface

una relacién de recurrencia a tres términos

xpn(x) = a’n+1pn+1(x) + bnpn(x) + anpn—l(x)

cuyos coeficientes cumplen

lim an:1 , lim b, =0.
n—00 2 n—00

El objetivo, en este caso, fue comparar los polinomios de Sobolev aso-
ciados a (1.33) con los polinomios ortogonales estdndar con respecto a
u, v, de esta manera, investigar cémo influye en la sucesion {py}n>0
la adicion de derivadas, esto es, cudn cercanos estan los polinomios de
Sobolev a los {pp}n>0. Con esta finalidad, asumiendo que p es una
medida para la que se conoce el comportamiento asintotico de los poli-
nomios {pp}n>0$ y suponiendo que p € M(0, 1), se estudia el com-
portamiento asintético relativo de los polinomios ortogonales de Sobolev
con respecto a la sucesion {py,}n>0 en los casos en que ¢ € supp(p) y
¢ € R\ supp(n). Este trabajo puso al descubierto la similitud exis-
tente entre el comportamiento asintético de los polinomios de Sobolev
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en el caso discreto y los polinomios ortogonales estandar con respecto a
medidas modificadas por la adicién de masas puntuales.

Con respecto al comportamiento asintético fuerte de polinomios de
Sobolev en el caso continuo, el primer resultado fue dado en [54] para
los polinomios de Gegenbauer-Sobolev. En él se establece la asintotica
relativa de estos polinomios con respecto a los de Gegenbauer. Dado que
el comportamiento asintdtico de estos ltimos es conocido, se tiene en-
tonces el comportamiento asintético fuerte de los polinomios de Gegen-
bauer-Sobolev. También se obtiene el comportamiento asintético de las
normas y los ceros de dichos polinomios.

Otra nocién introducida por diversos autores con el fin de estudiar
el comportamiento asintético de sucesiones de polinomios ortogonales
de Sobolev en el caso no discreto fue la de coherencia de medidas. El
primer resultado mas o menos general sobre comportamiento asintético
de sucesiones de polinomios ortogonales de Sobolev para casos no dis-
cretos fue obtenido por medio de una técnica muy simple pero exitosa:
establecer una relacién algebraica (con un ndmero finito de términos)
entre la sucesién de polinomios ortogonales de Sobolev y una sucesién
de polinomios ortogonales estandar, y luego estudiar el comportamiento
asintético de los pardmetros involucrados en la relacién algebraica para
obtener una asintética comparativa, [53].

Finalmente, en la linea de considerar productos internos de Sobolev
con respecto a clases generales de medidas, se pueden ubicar también
los trabajos caracterizados por el empleo de métodos de la teoria de
potencial logaritmico, para estudiar el comportamiento asintético de los
ceros y puntos criticos de los polinomios de Sobolev, ver por ejemplo

[47].

1.2.4 Polinomios ortogonales matriciales

DEFINICION 1.5. Una matriz M(x) de orden N x N dada por la expresion
pu(z) - piv(x)
pni(z) - pNn(2)

donde las entradas p;j(x) son polinomios de grado a lo sumo n, se de-
nomina una matriz polinomial de grado a lo sumo n.
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Obsérvese que también podemos escribir M(z) = Cpz™ + -+ + Cp,
donde C, es una matriz numérica de orden N x N, paracada k = 0,...,n.

El nimero x = z( es un cero de M si M(xg) es singular, y la multi-
plicidad de ¢ es la multiplicidad de xg como cero de det M(x). Cuando
el coeficiente principal matricial C,, es una matriz no-singular, la matriz
polinomial M tiene n/N ceros, contando la multiplicidad. Denotaremos
por I a la matriz identidad usual, y por 0 a la matriz nula (tanto la
matriz numérica como la polinomial).

Llamaremos peso matricial a la matriz W de orden N x N, dada por

pr(x) o pan(z)
W(zr) = : : 7
pni(z) o ()

donde las entradas () son medidas complejas definidas sobre la recta
real, o algtin subconjunto de la recta.

El peso matricial W se dice definido positivo si para cualquier conjunto
de Borel E, las matrices numéricas W(z) son semidefinidas positivas,
para cada z € E. Supondremos que todos los momentos de W son
finitos, (i.e. m; = [2%dpij(z) < o0, s > 0).

A partir de esta definicién, podemos definir un producto interno con
valores matriciales sobre el espacio lineal de todas la matrices polinomi-
ales de orden N x N como sigue:

(M, S)w = / M(z)dW (z)S*(z), (1.34)

donde S*(x) denota a la matriz traspuesta conjugada de S(z), para cada
x.

Si (M, M) es una matriz no singular para toda M matriz polinomial
con coeficiente principal matricial no singular, entonces al igual que en
el caso escalar, podemos generar una sucesién de matrices polinomiales
{M,, }n>0 de grado n, que es ortogonal con respecto al peso matricial W,
es decir:

0, si n # m,
I, sin=m,

/ M., () dW ()M, () = {

y M, tiene coeficiente principal matricial no singular. La sucesién
{M, },,>0 estd determinada univocamente, salvo multiplicacién a izquierda
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por matrices unitarias, es decir, si U,, son matrices unitarias, entonces
{U,M,, } >0 es también un sistema de matrices polinomiales ortogonales
con respecto a W.

En los dltimos 20 anos las nociones fundamentales sobre matrices
polinomiales ortogonales han sido principalmente desarrolladas por A.
Durédn, A. I. Aptekarev, E. M. Nikishin y A. Griinbaum. Aunque esta
teorfa muestra algunas similitudes con el caso escalar, constituye un
novedoso campo de investigacion que ain no ha sido totalmente explo-
rado.

1.2.5 Ortogonalidad Multiple: Tipo I y Tipo II

La ortogonalidad multiple proviene de la teoria de aproximacién si-
multdnea de Padé. Es un campo relativamente nuevo, en el que las
principales contribuciones se deben a E. M. Nikishin, V. N. Sorokin, A.
I. Aptekarev, G. Lopez Lagomasino y W. Van Assche, entre otros.

Sea (p1, . .., m) un vector de m medidas positivas de Borel soportadas
en R con m € Z, fijo, tales que

/|x|”d,uk(x)<oo, nely, k=1,...,m,
R

y donde el soporte de i contiene una cantidad infinita de puntos para
k=1,....m.

Consideremos los multi-indices 7 = (n1,...,n,,) € Z7, con tamaiio
|| = nyi+- - -+nm. Entonces existen dos tipos de ortogonalidad mailtiple
correspondientes a dos aproximaciones de tipo Hermite-Padé:

e En la ortogonalidad multiple de tipo I, se considera la sucesién

multi-indexada de polinomios {Qﬁ,k}ﬁez'rﬁ, con grad(Q ) =
ng — 1, k=1,...m, definida a partir del sistema de ecuaciones

Z/me,k(wwk(x):o, j=01,.. W -2 (135)
k=1

. . ’ — .
Este es un sistema lineal homégeneo para los | 7| coeficientes de
los m polinomios @ , por lo que tiene solucién no trivial.
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e En la ortogonalidad muiltiple de tipo II, se considera un solo po-
liomio multi-indexado P, con grad(Py) = | 7|, tal que

/kaW(x)d,ul(z) = 0, k=0,1,...,n1—1,
R

/kaﬁ(m)dum(x) = 0, k=0,1,...,n, — 1.
R

. . , — .
Este es un sistema lineal homdgeneo para los | 7’|+ 1 coeficientes de P57,
y nuevamente tiene solucion no trivial.

1.2.6 Ortogonalidad no hermitiana

Con respecto a la ortogonalidad no hermitiana, mencionaremos los casos
siguientes:

(a) La medida u es una medida real no necesariamente positiva (me-
dida con signo) o con valores complejos, y consideramos el poli-
nomio p, dado a partir de

/pn(z)Ekdu(z) =0, k=0,....,n—1 (1.37)

(b) La medida p es una medida con signo, o con valores complejos,
o positiva y su soporte estd contenido en una curva compleja o
arco y la ortogonalidad es considerada sin conjugacién compleja,
y consideramos el polinomio p,, dado a partir de

/pn(z)zkdu(z) =0, k=0,....,n—1 (1.38)

Mas generalmente, se pueden considerar productos internos no posi-
tivos, por ejemplo, si consideramos el aproximante de Padé diagonal a
la transformada de Cauchy

)= [ 24

z—t’




24 F. Marcelldn, Y. Quintana

de una medida con signo o compleja u, es decir, consideramos polinomios
Prn ¥ qn de grado a lo sumo n, tales que

F(2)pa(2) = au(2) = O(z""7H)

en el infinito. Entonces p, satisface la relacién de ortogonalidad no
hermitiana

/pn(z)zkd,u(z) =0,k=0,...,n—1. (1.39)

En este caso, aunque el proceso de ortogonalizacién de Gram-Schmidt
falla, p, puede ser definido como la solucién del sistema de ecuaciones
(1.37), (resp. (1.38)). De manera que p, puede ser un polinomio de
grado menor que n y los resultados pueden ser mas complicados con
este tipo de ortogonalidad, por ejemplo en el caso

du(z) = (& — cos(mon))(x — cos(ran))(1 — z2)7V2, 2 e[-1,1],

con 0 < a1 < ag < 1 nimeros algebraicos racionalmente independientes,
los ceros de p,, (tomado como solucién de (1.38)) son densos en todo el
plano complejo. En [62], H. Stahl demostré que es posible construir
una medida compleja p sobre [—1,1] tal que para un comportamiento
asintdtico predeterminado, alguna subsucesién de polinomios {p,} ten-
dra dicho comportamiento.

1.3 Ejercicios
1. Dado el operador de Jacobi J : £2(Z,) — ¢*(Z,.), definido en (1.7).

(a) Muestre que para toda sucesién a = {a;}j>0 € (*(Zy),
J(a) € A(Zy).

(b) Considere sobre £2(Z. ) el producto interno usual

(o, 82 (Z+) Z ;i B;.

Muestre que J es un operador simétrico (autoadjunto) con
respecto al producto interno (-, )p(z, ) -



POLINOMIOS ORTOGONALES NO ESTANDAR 25

2. Unicidad de polinomios multi-ortogonales de tipo I: Considere el sis-
tema lineal de ecuaciones dado en (1.35). Muestre que si el rango
del sistema (1.35) es | 7| — 1, entonces su solucién es tinica, salvo
un factor multiplicativo constante. En este caso el multi-indice 7
de la sucesion {Q+ j}5 es llamado normal de tipo L.

Unicidad de polinomios multi-ortogonales de tipo II: Considere el
sistema lineal de ecuaciones dado en (1.36). Muestre que si el
polinomio Py tiene grado |7'| + 1, entonces el sistema (1.36) tiene
solucién tunica, salvo un factor multiplicativo constante. En este
caso el multi-indice 7" de la sucesion {Q+ x}7 es llamado normal
de tipo II.

3. Pares coherentes de medidas: Sean (pi,p2) un vector de medidas
positivas, y {Pn}, 50, {Tn},>o las respectivas sucesiones estdndar
de polinomios ortogonales ménicos. El vector (uq, ue) se dice par
coherente de medidas si existe una sucesién de constantes no nulas
01,0, ..., tales que

b r/z+1(95) P, (x)

Tn(.f):TH—O'n n y TLZl

Muestre que
(a) El vector de medidas (p1, p2), donde
dpy(z) = dpo(x) = 2% dx,

para x € (0,00) y @ > —1, es un par coherente de medidas.
Sugerencia: utilice el hecho de que los polinomios ortogonales

()

monicos de Laguerre Ly’ , satisfacen la relacion

L) = LY @) + 0L (@),
(b) El vector de medidas (u1, u2), donde
dui(z) = |z —€(L-2)*  (1+a)7
dus(z) = (1-2)°(1+2)’,

x € (-1,1), [l > 1y a,8 > 0, es un par coherente de
medidas.



26 F. Marcelldn, Y. Quintana

4. Dado A > 0, considérese el producto interno de Laguerre-Sobolev

s = [ pleda@)dnote) + A [ 5@ @ @),
donde dug(x) = dpy(z) = 2% *dx, o> —1.

. . s . «
(a) Muestre que los polinomios ménicos {Q$Z )} , ortogonales
n=0
con respecto al producto anterior, se pueden expresar me-

diante Qéa) () =1,

0,0 10t Cno
o1 ¢l o Cp
Cn—-1 Clpn—-1 °°° Cpn-1
(a) 1 x DTS l‘n
Qy(z) = , n>1,
€0,0 ¢t Cn—1,0
o1 11 Cp—1
COn—-1 Cln—-1 °°° Cpn—1n-—-1

donde ¢;; = (2%, 29)g = (2%, 27),, + ijN a1, 2771),,. Ob-
serve que cada coeficiente (distinto del coeficiente lider) de

Q%a) es una funcién racional en A cuyo numerador y denomi-

nador tienen grado n — 1. Esta propiedad nos permite pensar
. . (a) Ny, .

en el polinomio @y’ (x) como una funcién en dos variables

(@) A

n ($, )

(b) Defina

BE(r) = Q(x)=L{" (@) =1,
RE@) = V@) =L (@),
RX(x) = )\lim Q'Y (z,\), paran > 2.
El polinomio ménico R;° se conoce como polinomio limite

asociado, es un polinomio de grado exactamente n e indepen-
diente de A\. Demuestre que



POLINOMIOS ORTOGONALES NO ESTANDAR 27
i) 37 Ry (x)ze *dx = 0, para todo n > 1.

(ii) [~ 2™ (R (z)) 2 "dx = 0, para todo n > 2,
0 <m < n —2. En consecuencia,

(R (2)) = nLiY\(2), n>2.

(¢) Use la parte (b) y el ejercicio 3.(a) para deducir

Ry (2) = L{(2) = op1 =L\ (2), n>2.
—

(d) Relacién entre L;‘“) y Q%a): demuestre que se verifica la siguiente

relacién:
ey n+1 o @
Lt (@) =0 ——= L (@) = Qi) (@) ~an M@V (@), n =1,
donde
L
an()\):ann+1” H 040, n>1
noQNI

Sugerencia: exprese R, en términos de la base ortogonal

{Q[()a)’an)7 o n+1} y utilice la parte (c) para determinar
la constante an()\)

5. Dado A > 0, considérese el producto interno de Sobolev

b b
(P q)s = / p()q(z)dp () + A / P (@) () dpa ().

Si las medidas ug, k = 1,2 son simétricas, la nocién de pares
coherentes de medidas no puede ser usada como en el ejercicio
anterior. Sin embargo, se puede introducir una definicién similar.
Pares simétricamente coherentes de medidas: Dados (p1, pu2) un
vector de medidas positivas, y {Pn}, 50, {Tn},>0 las respectivas
sucesiones estandar de polinomios ortogonales ménicos. El vector
(p1, p2) se dice par simétricamente coherente de medidas, si existe
una sucesiéon de constantes no nulas Ay, A, ..., B1, By, ..., tales
que
Tn(x) = AnPy 1 (2) + BaPy oy (2), n> 1
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El vector de medidas (u1, p12), donde
dpn(x) = dps(z) = (1 — 2°)*de,

paraz € (—1,1)ya > —%, es un par simétricamente coheren-
te de medidas. Sugerencia: utilice el hecho de que los poli-

. (0% - -z
nomios ortogonales de Gegenbauer G% ), satisfacen la relacion

N d (a d _(a
20+ )G (@) = -G () — -G, (@),

Dado A > 0, considérese el producto interno de Gegenbauer-
Sobolev

1 1
p,a)s = / p(z)q(x)dpo(z) + A/ P (2)d (z)dp (@),
-1 _
donde dug(z) = dpi(z) = (1 — 22 2dz, o> —1.
Estudie la sucesion de polinomios ortogonales de Gegenbauer-
Sobolev, segin el esquema presentado en el ejercicio 4.



CAPITULO 2

POLINOMIOS ORTOGONALES
SOBRE LA CIRCUNFERENCIA
UNIDAD. TRANSFORMACIONES
ESPECTRALES

El estudio de las transformaciones espectrales en la circunferencia unidad
no ha tenido aun la atencién que ha acaparado tanta atencién como en el
caso de la recta real. El inicio del siglo XXI estd marcado con la aparicién
de los dos volimenes de la monografia de B. Simon ([60], [61]) que con-
stituyen la descripcién mas exhaustiva del estado del arte en la teoria de
polinomios ortogonales en la circunferencia unidad hasta la fecha. Uno
de los resultados mas importantes es el tratamiento de la representacién
matricial del operador de multiplicacion respecto a bases ortonormales
en el espacio de los polinomios de Laurent A = span{z* : k € Z}
construidas a partir del proceso de ortonormalizacion de Gram-Schmidt
de las familias S = {1,2,271,22, 272, ..} y T = {1,271, 2,272 22 .. .},
respectivamente. La matriz resultante, conocida como matriz CMV, es
pentadiagonal y admite una factorizacién en términos de dos matrices
diagonales por bloques de dimensién 2 x 2 la primera y de un tnico
bloque de dimensién 1 x 1 y los restantes de dimensién 2 x 2 la segunda,
cuyos elementos pueden ser expresados en términos de los coeficientes
de Verblunsky.

Finalmente, es posible establecer una conexién entre medidas sopor-

29
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tadas en el intervalo [—1,1] de la recta real y medidas soportadas en
la circunferencia unidad, conocida en la literatura como transformacién
de Szegdé. En [63] se muestra no solamente cémo estan relacionadas
dichas medidas, sino también la relacién existente entre las familias de
polinomios ortogonales correspondientes, asi como la relacién entre las
familias de parametros de la relacién de recurrencia de los polinomios
ortogonales en la recta real y la familia de coeficientes de Verblunsky aso-
ciados a la medida soportada en la circunferencia unidad. Desde esta
perspectiva, en el reciente trabajo [22] se abordan las transformaciones
espectrales, centrandose en el estudio de la relacién entre las funciones
de Stieltjes correspondientes a medidas en la recta real y las funciones de
Carathéodory correspondientes a medidas simétricas en la circunferencia
unidad.

El interés de la transformacién de Szegd no es solamente desde una
perspectiva tedrica, sino también desde el punto de vista computacional,
pues ha sido usada de manera sistematica en el estudio de férmulas
de cuadratura de Szegd en la circunferencia unidad y su aplicacién a
férmulas de cuadratura en intervalos de la recta real ([6], [18], [19]).

2.1 Funciones de Carathéodory y funciones de
Schur

Empezaremos esta seccién introduciendo alguna notacién, definiciones
y resultados cldsicos ttiles. El lector puede consultar [24] y [60] como
referencias complementarias.

DEFINICION 2.1. Dadas F, f : D — C funciones analiticas, diremos que

(a) F es una funcion de Carathéodory® (C-funcion) siy sdlo si F/(0) € R
y Re (F(z)) > 0 sobre D.

(b) f es una funcion de Schur si y sdlo si sup,cp|f(2)] < 1.

Al igual que en [60], diremos que una C-funcién F es trivial si F' es
una funcién racional con polos en T y es imaginaria pura en cualquier
punto regular de T. Andlogamente, diremos que una funcién de Schur

*La definicién dada en [60] usa la normalizacién F(0) = 1.
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f es trivial si f se puede representar mediante un producto de Blaschke

finito:
i0 < z]
. €Z
H 1-7%;z2

para zi,...,2zm € D.

Estas funciones juegan un papel importante en la teoria de polinomios
ortogonales sobre la circunferencia unidad, pues estdn asociadas a la
determinacién explicita de familias de polinomios ortogonales.

Se puede mostrar que F' admite un desarrollo de Taylor en z = 0

o0
F(z)=cyo+ QZC_nz”, (2.1)
n=1

donde la sucesién {c_y}n>0 es una sucesién de momentos para alguna
medida no trivial o sobre T. También, F' se puede representar mediante
la transformacién de Riesz-Herglotz de la medida o (ver [26], [60])

F(z) = /T Y2 (w).

w—z

Por extension, si £ es un funcional lineal hermitiano en el espacio A
de los polinomios de Laurent, es decir, ¢, = L(2") = L(z™") = ¢_y,
n € 7Z, denominaremos funcién de Carathéodory asociada al funcional
L a la funcién analitica en el entorno del origen dada por (2.1).

2.1.1 El operador multiplicacion y su representaciéon ma-
tricial: matrices de Hessenberg

Si tenemos en cuenta que {(I)n}n20 es una base ortogonal en el espacio
P(C), de (1.17), (1.18) y la férmula de Christoffel-Darboux, deducimos

n+1
20n(2) = > Anj®;(2), (2.2)
j=0
con
1 si j=n+1
An,] = _IC_ n+1(0)(I)J (0) St < n, (2 3)
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(ver [38], [60]). Entonces, la representacién matricial del operador mul-
tiplicacién por z, M, : P(C) — P(C), en términos de la base {@n}n>0,
es

2®(z) = He®(2), (2.4)

donde ®(2) = [®¢(2), ®1(2),...,Pn(2),...]" vy Hp es una matriz de Hes-
senberg inferior

o 1 0 0
Hp=| M0 Aip 10

En lo sucesivo, diremos que Hg es la matriz de Hessenberg asociada
a la familia de polinomios ortogonales ménicos {®,}, .

En el caso definido positivo, si {¢n},, es la base de P(C) formada
por los correspondientes polinomios ortonormales, entonces, la relaciéon
matricial es

zo(z) = Hyp(2), (2.5)

donde ¢(2) = [po(2), ®1(2), - -, @n(2),...]"' y H, es una matriz de Hes-
senberg inferior con elementos

5:11 st j=n+1,
hnj =14 —2®,11(0)®;(0) si j<n, (2.6)
0 si j>n-+1.

ProrosicioN 2.1.1. Sea £ un funcional lineal definido positivo sobre la
circunferencia unidad. St {gpn}n>0 es la sucesion de polinomios ortonor-
males correspondiente a L y Hy, es la matriz Hessenberg inferior tal que

2p(z) = Hyp(2),
donde o(2) = [po(2), 1(2), ...]t, entonces
(i) H,H: = 1,
(i1) HyH, = I = Ao (0)(0)(0)",

donde I es la matriz identidad.
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Demostracién. (i) El funcional lineal £ satisface

(zp,2q), = (p,q),, paratodo p,q € P(C).

Entonces

H(pHTP = H¢<<,0<,0> H*
<Hs0907 th
= (zp,2¢") E—fw>£

(77) Para n > 0, tenemos

(H:;) (n) (Hw)(n) -

9 o] 2
. |P;4+1(0)]
( P > + @ (0) (@11 (0)* + | @ (0)) D =

n j=n+1 J

donde H;, HU) denotan, respectivamente, la j-ésima fila y la j-ésima
columna de la matriz H. Usando en forma reiterada la relacién (1.26),
se deduce

(1) ) D" = 1= (255) 00000 (1= 20O

0o
[®;41(0)
+hp | ©,(0)]? Z ’ 2
j=n+1 J

= 1= () O (1~ 2020))

2 2 = |‘I)j+1(0)|2
AR (0) D
j=n+2 J

. 1 .
= 1- /1%|‘I>n(0)|2 lim — =1- lon (0 )|2 hm
j—oo K j—

1
2 K;(0,0)

= 1= |pa(0)PAac (0):

Por otra parte, para 0 < j < n,

| . 2
(H) ) (H)Y) = 00(0)¢;(0) (—i 3 M) |




34 F. Marcelldn, Y. Quintana

Usando la relacién (1.26),

, .- )
(H2) () (Hp)Y = 0,(0)9;(0) (— A+ Y M)

Hn+l K}l
l=n+1

_ - 2
= ‘Pn(())SOj(O) <_’€i1+2 + Z %> .

l=n+2

Finalmente, si aplicamos reiteradamente (1.26), se obtiene

¥ j .1 _ 1
(H:) ) )Y = £4(0);(0) lim 2 = #n0p;0) fim Zes
= n(0)¢;(0) A (0).

El analogo de la proposicién 2.1.1 para Hg, la matriz de Hessenberg
asociada a la familia de polinomios ortogonales ménicos, es

ProposiciON 2.1.2. Sea £ un funcional lineal cuasi-definido sobre la
circunferencia unidad. Si{®n},~q es la sucesion de polinomios mdnicos
correspondiente a L y Hg es la matriz Hessenberg inferior tal que

2®(z) = Ho®(2),
donde ®(z) = [®o(z), ®1(z), ...]", entonces
(i) HyDgHY = Do,
(i) HiDy'He = Dg' — Ao (0)®(0)®(0)*,
donde Dg es la matriz diagonal infinita diag(Ko, K1, .. .).

o0
COROLARIO 2.1. La matriz H,, es unitaria si y solo si Z |®,,(0)]* = +o0,
n=0
lo que se traduce en términos de la medida o en que logo’ ¢ L* (%),
esto es, la medida o no pertenece a la clase de Szegd (ver [60]).

Ademds, en este caso, los polinomios son densos en L?(T,o). Las
filas de la matriz de Hessenberg son finitas, pero sus columnas pueden
tener un numero infinito de elementos distintos de cero. Esto, junto
con la restriccién de que la medida o no pertenece a la clase de Szegd,
representa un importante inconveniente en las aplicaciones.
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2.1.2 Transformaciones espectrales en la circunferencia unidad

Sea © : D® — D inyectiva, por el teorema de Verblunsky, © induce
una aplicacion T : P — P tal que el siguiente diagrama

P L. P
sl ls (2.7)
©

D*® —— D%
es conmutativo, es decir, ©oP = So Y. A la aplicacién T la llamaremos
transformaciéon espectral. Andlogamente, cada aplicaciéon F sobre
la familia de C-funciones F', tal que F(F') es también C-funcién, induce
una transformacion espectral T de manera que el diagrama (2.7) es con-
mutativo. A tales aplicaciones también las llamaremos transformaciones
espectrales.

En lo que sigue mostraremos algunas transformaciones espectrales so-
bre P a partir de ciertas aplicaciones (perturbaciones) sobre los coefi-
cientes de Verblunsky {®,,(0)},>1 asociados a una medida de probabilidad
o, o a partir de transformaciones espectrales sobre una C- funcién.

Transformaciones espectrales lineales
Consideramos tres casos de transformaciones candnicas:

(i) La perturbacién dé = |z — al’do, |z| = 1, a € C, es la llamada
transformacién candnica de Christoffel.

(ii) La perturbacién dé = do+M.5(z—a)+M:6(z—a~ 1), a € C\{0},
M. € C, es la llamada transformacién de Uvarov (ver [44]).

(797) La perturbacién do = pfﬁ +MS5(z—a)+MS(z—ab), |z =1,
M. € Cy |a| # 1, es la llamada transformacién de Geronimus (ver
(28], [44]).

Estas tres transformaciones, denotadas por Fe(a), Fy(a, M) y
Fe(a, M,), respectivamente, corresponden, de una manera andloga al
caso de la recta real, a transformaciones espectrales lineales de la funcién
de Carathéodory asociada. Este enfoque fue iniciado en [44].
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Polinomios asociados de segunda especie en la circunferencia
unidad

Sea £ un funcional lineal Hermitiano cuasi-definido, normalizado de
manera que ¢y = 1 y sea {®y},>0 la sucesién de polinomios ménicos
ortogonal respecto al funcional lineal £. La sucesiéon de polinomios
{Q }n>0 definida por

e - c(PE@w-ne). nx1 @)

Qo(z) = 1, (2.9)

se denomina sucesion de polinomios de segunda especie asociados con el
funcional £. Nétese que el grado de €2, es n y que €,(z) es ménico.
Estos polinomios también satisfacen la relacién de recurrencia

Qy1(2) = 200 (2) = P41 (0)2,(2), 1 >0,

y, por tanto, {€2, } >0 es una sucesién de polinomios ortogonales ménicos
con respecto a un funcional lineal Hermitiano cuasi-definido que deno-
taremos Lq.

PROPOSICION 2.1.3. [44] Sea ®,,(z) el polinomio ortogonal ménico de
grado n asociado con el funcional lineal L y sea Q,(z) tal y como se ha
definido en (2.8). Entonces

(0) @n(2)F(2) + Qn(2) = O(2"),  |z[ <1,
(b) @ (2)F(2) — Qi (2) = O(="), |2 <1,

(c) Fa(z) = 7.

donde F(z) y Fa(z) son las funciones de Carathéodory asociadas a los
funcionales lineales L y Lo, respectivamente.

Asi, este es un caso especial de transformacién espectral racional
propia de F'(z), que denotaremos mediante Fgq.
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2.1.3 Transformacion de Aleksandrov

Consideremos la familia de pardmetros de Verblunsky {®,(0)},>1 y sea
A un ndmero complejo con |[A\| = 1. La transformacién que resulta al
considerar una nueva familia de parametros de Verblunsky definidos por
{®}(0)}y>1, donde ®)(0) = A®,(0), se denomina transformacién de
Aleksandrov. En el caso especial A = —1, los polinomios resultantes son
los polinomios asociados de segunda especie definidos en el apartado
anterior.
La correspondiente sucesion de polinomios ortogonales ménicos,

{@2}790, puede escribirse en términos de ®,, y {2, como sigue

M) = S+ NB(E) + 51— (),
(@)°(2) = 50+ D) + (1 - N(2)

Ademss, las correspondientes funciones de Carathéodory estan rela-
cionadas mediante
A+1F(z)+X—1

F(z) = A—DF(z)+A+1 (2.10)

Por otra parte, si denotamos por Hé la matriz de Hessenberg corres-
pondiente a la sucesién de polinomios ortogonales {®)},>1, estudiamos
a continuacién la relacién entre H} y Ho.

Dado que ®)(0) = A®,(0), con |A\| = 1, deducimos de (1.26) que

Kit1 _ Kot ¢ A AHDKo+A—1 i A Ki
Ky = Ka " > 0, asi como Ky = D)Kot AFT" Es decir, K7, = IC_OIC”‘

Luego, de acuerdo con (2.3), los elementos de la matriz H% son los
mismos de la matriz Hg, excepto los elementos de la primera columna,
que estan multiplicados por A. Por tanto,

Hj = Hg diag()\, 1,1,...).
2.1.4 Polinomios asociados de orden N en la circunferen-
cia unidad

Sea {®y}n>0 la sucesién de polinomios ortogonales ménicos respecto

a un funcional lineal cuasi-definido £. Denotamos por {@%N)},@o los
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polinomios asociados de orden N de {®,,},,>0, que estan generados por
la relacién de recurrencia
O (2) = 200 (2) + B nar (0)( @) (2), n=0.  (211)

Obsérvese que { @%N)}n%) es también una sucesion de polinomios ortogo-
nales monicos con respecto a un funcional lineal cuasi-definido L. De-
notaremos esta transformacién por FV)| esto es, FIN[F(2)] = FW)(2),
donde F(z) y FN)(z) son las funciones de Carathéodory asociadas a los
funcionales respecto a los que son ortogonales {®,,},>0 ¥ {@%N)},@o,
respectivamente.

La funcién de Carathéodory F(V)(z) se puede expresar como una
transformacién espectral racional de F'(z), como sigue

(V) A(z)F(2) + B(2)

FY(z) = C)F() + D)’ (2.12)
donde

A(z) = On(2)+ Pn(2),

B(z) = Qn(z) —Qn(2),

C(z) = on(z) — Pn(2),

D(z) = Qn(z)+Qy(2).

Por otro lado, si denotamos por Hy la matriz de Hessenberg corres-

pondiente a {@%N)},@O, consideremos ahora la relacién entre Hy y Hg.
Observando que

ICN
+1 2
’g’r]y = 1- |(I>n+1( )|
= |(I)n+N+1(0)|2
/Cn+N+1
’Cn+N ’

de (2.3), se sigue que las entradas de la matriz Hy estén dadas por
1 si j=k+1,
N
~xk N (02T (0) s <k,
0 si j>k+1,

V. —
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a excepcién de las entradas de la primera columna, que satisfacen
h{g\f o = hiyno, kK € N, las restantes entradas satisfacen

hpsNg+N+1 st J=k+1,
hi; =< hiynjen st 1<j<k,
0 si g>k+1.

Luego,
Hy diag(®n(0),1,1,...) = (Z)"HsZ", N2>1,

donde Z es la matriz infinita con 1 en la subdiagonal principal inferior
v las restantes entradas son nulas.

2.1.5 Los polinomios antiasociados de orden N en la cir-
cunferencia unidad

Sea {®), } >0 la sucesién de polinomios ortogonales ménicos con respecto
a un funcional lineal cuasi-definido £. Sean vy, v, ...,y nlmeros com-
plejos con |v;| # 1,1 < j < N. Denotamos los polinomios antiasociados

de orden N de {®,, }n>0, {<I>,(17N)}n>o, como los polinomios ménicos gen-
erados por los parametros de Verblunsky

{©0(0)}nz1 = {m il ({25 (00152

Denotaremos esta transformacién por F(—N)

FENF(2)] = FEN(2).

FEN(2) es la funcién de Carathéodory asociada con el funcional de

, esto es,

ortogonalidad de {‘I>£L_N)}n>g que denotaremos mediante £_ .
FEN) (z) se puede expresar como una transformacion espectral racional
de F(z) como sigue

, (2.13)

donde
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y ®n(2) (respectivamente Qn(z)) es el polinomio de grado N generado
a partir de los ntimeros complejos v1, s, ..., vy (respectivamente
—v1,—Va,...,—VN), a través de la relacién de recurrencia. Es decir,
Qn(2) es el polinomio de segunda especie asociado a ® y(z) respecto al
funcional £_y.

Finalmente, observemos que FN) o FN[F(2)] = F(z) (transfor-
macién identidad), mientras que el reciproco, en general, no se cumple,
ya que depende de la eleccion de los parametros libres en la transfor-
macién FN),

2.1.6 Transformacion de Christoffel

Consideremos la forma bilineal

@), = ((z—)p, (2 —a)q)p, p,q€P(C), (2.14)

de tal manera que el funcional lineal asociado Lo es hermitiano. Parece
natural preguntarse qué condiciones se requieren para que Lo sea cuasi-
definido, supuesto que £ también lo sea. La respuesta a esta pregunta
es

TEOREMA 2.1. [20] El funcional lineal L¢, cuya forma bilineal asociada
es (2.14), es cuasi-definido si y solo si K, (a, ) # 0, para todo n > 0.

Lo se denomina transformada candnica de Christoffel del funcional
lineal £. Si K, (o, «) # 0, para todo n > 0, existe una sucesién de poli-
nomios ortogonales ménicos asociados a L¢, que denotaremos { Ry}, -
En estas condiciones es posible determinar la relacién entre {®,},,,, la
sucesiéon de polinomios ortogonales ménicos asociados a L, y {Rn}n>0.

PROPOSICION 2.1.4. Sea {®,}n>0 la sucesion de polinomios mdnicos
ortogonales respecto al funcional lineal L. Entonces, la sucesion de poli-
nomios Mmonicos {Rn}n>0 ortogonales respecto al funcional lineal Lo
estd dada por

Ro(z) = — (can(z) -

Z—

Dpy1(a)
Ky (o, a)

Kn(z,a)> , n>=0. (215

La representacién matricial de (2.15) es

(z — a)R(z) = N®(z), (2.16)



OPUC. TRANSFORMACIONES ESPECTRALES 41

donde R(z) = [Ro(2), R1(2),.. ]}, ®(2) = [®o(2), P1(2),...]t y N es una

matriz de Hessenberg inferior con entradas

_ 241 ()®;(a)

Kilaa) si j <1,
nij=14 1 si j=i+1, (2.17)
0, si j>i+1.

Supongamos ahora que el funcional lineal £ es definido positivo y sea
{¢n}n>0 la sucesién de polinomios ortonormales con respecto a £ dada
por

on(2) = kn®p(2).

Estudiaremos la perturbaciéon Lo del funcional lineal £ introducida en
(2.14). Notemos que el nuevo funcional lineal Lo es también hermitiano
y definido positivo, y entonces podemos considerar la familia {1y, }n>0
de polinomios ortonormales asociada al funcional L¢.

Procedamos ahora a mostrar la relaciéon entre las matrices de Hessen-
berg H, y Hy, asociadas al operador de multiplicacién por z en términos
de las bases {¢n}, >0 ¥ {¥n},>0, respectivamente. En primer lugar,
deduciremos una expresién que relaciona los polinomios ortonormales
{@n}n>0y {¢n}n>0 con respecto a Ly L, respectivamente.

A partir de (2.15) mediante la correspondiente normalizacién obtene-
mos

K, (a,a)

(Z_a)¢n(z) = )90n+1(z)_ :

Kn+1(a> «

Matrices de Hessenberg
Si consideramos

90('2) = [900(2)7 (:01('2)7 i .,(,On(Z),. : ']t y

U(2) = [Yo(2), ¥1(2),--- ¥n(2),-. I\,

entonces, en forma matricial, la expresion (2.18) resulta ser
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(z — )V (2) = Mey(z), (2.19)

donde M¢ es una matriz Hessenberg inferior cuyas entradas m; ; estan
dadas por

__ pir1()g;(a) P
\/Ki+1(a,a)Ki(a,()!)7 SIS
R
0, sij>it1.

PROPOSICION 2.1.5. La matriz M¢ satisface
(1) McMg =1L
(i) MiMe = I Aso(@)p(a)p(a)*.

Demostracién. Debido al cardcter ortonormal de {¢n}, >0 ¥ {¥n},>0
respecto a L y L, respectivamente, obtenemos

L= (¥(2),9(2)"),, = ((z = 0)¥(2), (2 = 0)¥'(2)),

= <MC<P(Z)7 SO(Z)tMtC>£ = MC <§0(z)a ‘p(z)t>£ M*C = MCM*C-

(i) Para j =0,1,...

* j K] ( |2
MM = ey > e 'Zmﬂm“m )
_ Kj(a, 2 1
o Kj(o, o ) )| Z <Kl (o, @) KH_l(a,oz))
_ |0j(a)?
- T Ko
= 1= dx(@)|pj(@).
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Para k < j

. G erl@)pi(a) — | pr41()?
MowM' = "o,y + OO L T ke

1 > 1 1
= pr(a)pj(a) _W + lz:]: <Kl(oz, a) B Kl+1(aaa))

OBSERVACION 2.1.1. De acuerdo con el teorema 1.4, la matriz Mg es
unitaria si o] > 1. Si|a| = 1 entonces Aoo(ar) = 0 siempre y cuando

o({a}) = 0.

Silal <1y Z |®,,(0)]? = oo, esto es, si la medida o no pertenece a
n=0
la clase de Szegd, entonces M¢ es unitaria.
El resultado analogo a la proposicién anterior para las submatrices
principales es el siguiente:

PROPOSICION 2.1.6. Sea M¢,, la submatriz principal de dimensionnxn
de M¢.

(i) Consideremos el vector columna e, = [0,...,0,1]" € C™Y  en-

tonces
Ky q(oa,a)

Ko(o,a)

donde 1,, denota la matriz unidad de dimension n X n.

Mc,Mc;, =1, —

(ii) Sea ™ (a) = [po(), p1(a), ..., pn_1(a)]t, entonces

McpMeyn =1, —
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Demostracion. Para 0 < k < n — 2, deducimos

Kk(a7 Oé)
Kii1(a, @)

k
a 2
(M) (M) ®) = 9@ N 0 () +
=0

_ | (@) Ki(a,o)
Kk+1SAEI;T011)Kk(Oz,OL) Kk( ) + Kkil(a Oé) - 1

Por otro lado,

(M) (n1y (M) = gl aa) Zl@z
_len(@P _ | _ Kni(@a)
Kn(a,a) Kn(o,a) -

Finalmente, para k < j, obtenemos

- Prr1(a)p1(a) o))

(Mey,) 5y (M)W =

-0 \/Kk—i-l(o" O‘)Kk(a) a) \/Kj-‘rl(av O‘)Kj (av a)

_ erri(a)pja(a) Ki(av, )
\/Kj+1(a,a)Kj(a,a) KkJFl (Oé,Oé)

Pr1(a)pjii(a <Z’<Pl - K aa))

\/Kk+1 «a, a)Kk(av Oé)Kj+1(Oé, a)Kj (Oé, Oé)

= 0.
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(it) Para 1 <k <n-—1,

K Q, a ’ ’@l 1( )|2
N (k) — Bre-1la, @) 1 L
(Mcy,) )y (Mcy,) Z Kl+1 o, a) K (o, a)

B Kk,l(a,oc) 2n—1 1 1
- Kp(a,a) + lenla)l IZ <Kl(04 @) Kl+1( ))

=1 FACHE
Kn(a’a)7
asi como
— 2
(Mc) o) (M0 = Z ) *| g1 (o)

=0 Kii1(o, ) Ko, a)

= |po(a)] lz; <Kl(a’o¢) KH_l(a,Oz))
1

Kp(a,a)

Finalmente, para k < j,

or(a)pj(a) Kj1(a,a)

(M) gy (Mcy,)Y VE (@)K (oa) | Kja,a)

o1 (@) P () (@)
+Z K1 (o, ) Ky, )
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__ew(@pi@) | s Jera(o)?
"R OO L TG k@

1 n—1 1 1
= _SDk(a)@j(a) m - Z <Kl(a,a) N KH_l(Oé,OZ))

En la literatura, la matriz M¢,, se denomina casi-unitaria (ver [60])
en el sentido de que las primeras n — 1 filas constituyen un conjunto
ortonormal y la ltima fila es ortogonal con respecto a ese conjunto,
pero no estd normalizada.

Para obtener una relacién entre las matrices de Hessenberg H, y Hy,
introducimos la matriz de cambio de base Ly, tal que ¢(z) = Ly V(2).
Esta matriz puede expresarse en términos de las matrices H, y M¢ de
la siguiente manera

PRrRoPOSICION 2.1.7.
L,y = (Hy, — oI)Mg,. (2.21)

Demostracién. Sea L,y la matriz de cambio de base tal que
¢(2z) = Lyy¥(2). Entonces

(2= a)¥(2) = (z — @)L p(2).
De la relacién (2.19) obtenemos
Mc(z) = Ly (H, — al)p(2).

De esta forma,
L,yMc = H, — al,

y dado que McMF, =1 (Proposicién 2.1.5), se sigue el enunciado.
|

De la proposicién anterior se sigue que
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ProproOSICION 2.1.8.
Hw —al = McL(pw.

Demostraciéon. De la expresién (2.19),
(z = )¥(z) = Moyp(2)-

Por tanto,
(Hy — al)¥(z) = MoLgy ¥(z2),

y, en consecuencia, deducimos el enunciado.
[ |

Para calcular Hy, partiendo de H,, primero necesitamos encontrar
la matriz triangular inferior L,,. De las expresiones (2.20) y (2.21),
mediante calculos sencillos deducimos

PROPOSICION 2.1.9. Las entradas l,, ; de la matriz Lyy, son

Kn K"Jrl(a’o‘) s
Kni1 Kn(a) para ] =n,

en(@ (2O, 1gr ()
VEn(,0)Kn—1(a,a)

~ (@102 (0) + o) Bl

para j=mn—1,

‘bn+1(0)
Kn \/Kj (o, ) K1 (a,0x)

(’Cj80j+1(a)90§(a) - (Pj+1(0)Kj(04704)) :

para j<n-—2,

L 0, en otro caso.

Obsérvese que, para sucesiones de polinomios ortogonales ménicos,
teniendo en cuenta que ¢, (z) = £, P, (2), la matriz de cambio de base
Lar, tal que ®(2) = LorR(z), puede expresarse en términos de L,
como

Lor = D3 'L,y Dg, (2.22)
donde D¢ = diag(ko, k1, ...), Dp = diag(ro,71,...) y r; es el coeficiente
principal de 1;(z).
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Ejemplo

Consideremos ahora los funcionales bilineales

<p7 Q>LC =

<P7 Q>[: =

27 ) i
/‘p@%«a%
0

F. Marcelldn, Y. Quintana

1 db

2m 0
v 160
/0 p(€ )q(e )’ew _ ﬁ|2 271'7

e — al? db
7= A2

cona,€C,|f] <1ly]|al=1 (ver [28]). En este caso, es bien conocido
que la sucesién {¢n}, -, estd dada por

po(z) = (1-18)*,

|

De esta manera,

H, - ol =

B—a (1-1p|
0 —«
0 0

on(z) = 2" Yz —B3), para n>1.

y el n-ésimo niicleo reproductor K, (z, «) correspondiente a L es

z

Knlza) =1 82+ 3 G- a5 (2)
j=1

En consecuencia, tenemos

Kn(o, o) =1— |8 + nja — 8%

Las entradas m;; de M¢ son

ml 7j =

(o —p)(1 - |6]%)

VE{o, ) K (e a)

o — B0t

_\/Kl(oz,a)KH_l(oz,a)’

Kl(av O[)
Kii(o, )’

0,

si

Jj=0,
1<j<,

(2.23)
J=1+1,

en otro caso.
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De (2.21), deducimos que Ly = (Hy, — al)ME. De ahi, obtenemos
las entradas [, ; de la matriz Ly

VEi(a, a), j=r=0
K,_
M’ j=r—1,
b = r(e, @) (2.24)
Ealawa) 5,
K, (a,«)
0, en otro caso.

De acuerdo con la proposicién 2.1.8 las entradas ibm' de la matriz
H, — ol son

si r=75=0,

—<a—ﬁ+aM>,

Ki(a, )
a1 |BP)3(a — B)?
\/Kl(aa a)Kr(a> a)KrJrl (a7 a) 7
\/Kr(aa a)Kr+2(a> a)
]Nlnj = KT-‘rl(av a) 7
’a_ﬂ‘Q KT(Oé,(X)
- (Kr(a,a) N Kr+1(06704)> ’
_ o = Blfa”= 7 s 1<j<r
\/Kr(a,a)KTH(a, a)Kj(o, ) Kji (o, oz)’ ~J ’

0, en otro caso.

si j=0,r>1,

si j=r+1,

\

Funciones de Carathéodory

Sea £ un funcional lineal definido positivo en A y sea F'(z) la correspondi-
ente funcién de Carathéodory. Consideremos ahora una transformacién
espectral racional lineal F' de F, de la siguiente manera

~ A(z)F(z)+ B(z)

F(z) = e , (2.25)
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donde A(z), B(z) y D(z) son polinomios en z. La funcién F es analitica
en un entorno de z = 0, es decir,

oo
2)=é+2) & 2",
n=0

donde éy € R, é_;, € Cparak € N, y lim \Ekﬁ < 00, y puede ser asociada
con el funcional lineal £ en A dado por

<L~',, z”> =¢Cp, NEZ,

con el convenio ¢, = ¢_p, n € N.

Sea £ un funcional lineal tal que el funcional bilineal asociado satisface
p.a);=((z—)p, (2 —a)q),, a€C. (2.26)

Es decir, £ = L¢, la transformacién canénica de Christoffel de £
definida en (2.14).

Si

o
Fo(z)=é+2) & 2",

con C_p = <1, zk> Lo probaremos que es una transformacién espectral
lineal de F'. Dado que

Cok

k= ozc,(;Hl) —Qc_(g—1) t |oz|20_k
1+ \a\Q) Cf — QC_(f41) — OC_(k—1), ke Z,

se sigue que
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o0
Fo(z) = 50+2Za,nz"
= ( +|a|)co—ac 1—acl—2az (n-1)2"

- QQZ (nt+1)? +2Z 1+ |a )ckz

k=1

o0
= (1+ |a|2) F(z)—a (01 + Zchz”"‘l)
k=0
o
- « (c_l + 2Zc_nz"1) .
k=2

Como consecuencia,
Fo(z) = (1+4]aP)F(z) - d<01 + 2 (F(2) + co)>

— <c_1 + % (F(2) —co— 20_1z)>

_ —az? + (14 |of?) 2z — aF(z) N

z z

—acz? + (ac_1 — acy) z + aco

Asi pues,

ProrosicionN 2.1.10.

: (2.27)

donde
Az) = (1-a2)(—a),

—acyz® + (ac—1 — acy) z + acy,

D(z) = =z

sy
S
I
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Coeficientes de Verblunsky

Ahora encontraremos la relacién entre {®,(0)},>1, la familia de coe-
ficientes de Verblunsky asociados a la sucesién de polinomios ortogo-
nales moénicos {@n}n20, respecto al funcional lineal £, y la familia de
coeficientes de Verblunsky {R,(0)}n>1 correspondientes a {Ry}, 5, la
sucesiéon de polinomios ortogonales ménicos respecto a Lo

PROPOSICION 2.1.11. Sea {®,(0)}n>1 la familia de coeficientes de Ver-
blunsky correspondientes a {®y}n>0, la sucesidn de polinomios ortogo-
nales monicos con respecto al funcional lineal L. Entonces, la familia
de coeficientes de Verblunsky correspondientes a { Ry, }n>0, resulta ser

Ppp1(a)Py(a)  Ppta(0)

B (0) = alk, Kp (o, a) a

n>l. (2.28)

Demostracién. Usando (2.15) y evaluando en z = 0, obtenemos

(I)n+l(a)

Ro(0) = —a! (¢n+1(0)— Rt

K (0, a)> .

Aplicando la férmula de Christoffel-Darboux,

Ra(0) = —a ! <¢n+1(0)—%¢;(0)¢;(@> (2.20)
_ P () ®(@)  Pnta(0)
B a/énKn(oz,a) a —; 7 (2:30)

dado que ®}(0) = 1.
Otra manera de expresar (2.30) es

[a®n(a) + Pni1(0)P7 ()] D7 () Pnya(0)

Ba(0) = alk, Ky (o, o) !

25 ] Pus1(0) | Pu(a)Pp(e)
[ICnKn(a,a) 1] e +lCnKn(oz,a)’

es decir, existe una dependencia lineal entre ambas familias de coefi-
cientes de Verblunsky.
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Notemos que, si |a] # 1, la expresién para los coeficientes de Ver-
blunsky {R,(0)},>1 en términos de ®,(a) y () es
P ()P (@)(1—[af’)  @ps1(0)

B0 = S ~ o P@a (P o

[@®n(a) + Png1(0) 25 (@)1 () (1 — |af*) — Pnsa(0)

af| @5 (a)? — [af?|®n(a)[?] a

(a®n(@)®5 (@) + ©ns1(0)| 25 () *) (1 — |of?)
|5 (@) = e @n(a)?

1
«

1801 (0)[@5(0)] + P (0)| B ()
a B = PP

Asi pues,

@ () @5 (a) (1 — [af?) + a1 (0)[|Pn(a)|* — @5 ()]
| @5 (a)? = |af?[®n(a)? ’

R (0) =

Es decir, R,,(0) se puede expresar mediante

R,(0) = A(a;n)®p11(0) + B(asn),

L alleu() — (@)
Alon) = g el
Bl — Bol@)T@I(1—[af?)

@5 () ? = |af?[@n(a)*
Por otra parte, si |o| =1,

q)jz+1<a)q)2+1<z) — Qpp1(@) Pt (2)
ICn+1(1 — dz)

Ky(z,a) =

a®pi1()Pri1(2) — a"@py1(a) @), 1 (2)
Knt1(z — @)

)
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y aplicando la regla de L’Hoépital, obtenemos

® P —ad o+
Kn (aa a) — 2111’161! Kn (Z, Oé) = @ n+1(a) n+1(Z)IC 01 n+1(a) n+1(2)
— et

a®,1(Q)®,,, () — @"Bppr (@) DL, ()

ICnJrl
Por tanto,
R.(0) = ICnJlr1(I>n+1(a)7<I>;‘L(a) |  ®ui(0)
alCn[a@n_,_l(a)(I)nJrl (a) - a”@n+1(a)®;+1(a)] @
_ Pp1() 25 () (1 — [Pn11(0)]%) ~ Pua(0).
ala®n (O‘)(I);wrl (a) — &"®n+1(a)@;,+1(a)] @

TEOREMA 2.2. Supongamos que > ooy |®,(0)> < o0 y
Yool o | Prt1(0) — @,(0)| < co. Entonces, para todo 6 > 0,

sup [P (2)| < 0.
n;d<arg(z)<2m—4§

Ademds, fuera de z =1, tenemos que eziste lim,, . P} (z), es continuo
e igual a D(0)D(2)~t, donde D(z) es la funcién de Szegd definida en
(1.22). Por otra parte, dos = 0 6 si no, es a lo mds una medida discreta
consistente en un punto con masa en |z| = 1.

PROPOSICION 2.1.12. Supongamos que Y oo o |®,(0)]? < 0o y
Yoo o |Pnt1(0) — @,(0)| < co. Entonces, para |o] < 1, v # 1,

(@) Yo0o|Ra(0)]* <
() 30 o |Rnt1(0) — R, (0)] < o0.
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Demostracion.
(a) Llamamos
tol = Ppy1(a) P ()
mr alk, Ky (o, )
Sea |a| = 1. Obsérvese que @1 1(a) = ant1®F (a) y, por el

teorema 2.2, sabemos que lim,, .o, ®*(a) = D(0)D(a)~!, donde
D es la funcion de Szeg6. Esto también implica que

1/Ky(a,a) = O(1/n).

Para |a| < 1, obsérvese que ®,(a) y @} (a) son O(a™) y
1/Koo(a,a) = Aso(a) > 0, donde A, es la funcién de Christoffel
asociada a o.

Entonces t,41 es O(1/n). Dado que Y > [®,(0)|? < 00 y ty4+1 €s
O(1/n), entonces Y o2 (| R, (0)]* < oo.

Dado que Y |®,41(0) — ©,(0)] < o0, sélo necesitamos probar
que

(e.)
> ftns1 — ta] < o0.
n=0
Noétese que, de la relacién de recurrencia se tiene
D1 () — @) () = Pry1(0)adn(a).
Entonces |®}, (o) — ®; ()] = O(|®,41(0)]) y, por tanto,

o). e

Por otro lado,

( 1 B 1 > D, ()P ()
Kpi1(a,a)  Kp(a,a) Kn

Entonces, usando (2.31) y (2.32) tenemos

‘tn+1_tn‘20<w>+0<%>’
n n
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y, por tanto,

o
D ftng1 — ta] < 0.
n=0
|

Por tltimo, consideremos el ejemplo mostrado en la secciéon 2.1.6.
Para este caso, tenemos

Dr ()1 (2) = Pry1()Prya(2)

Knlza) = - (+11— az)Kpi1 ’
_ (1 -pBa)(1 - B2) - (az)"(@ - B)(z - B)
1—az ’

dadoque K, =1, n>1,y Ky = ﬁ Por otro lado,

Kn(a,a) = ZM,

= 1-[8P+ ) a" Na—-p)a" a-p),
m=1
= 1_‘5‘2+n‘a_5|27

y por tanto, la familia de polinomios ortogonales ménicos { Ry, }n>0 estd
dada por (ver (2.15))

[ a"(a = B)(1 - B8)(1 = 32) — "l — B = 9
Sl (L= 1B +la— API(1 &)

Por tanto, los coeficientes de Verblunsky son

_ (@-A)0-B) —a~Blo - B
O = T e
0" (o — B)(1 - 50)

T E tala— g "=

Ry (0)

Por otra parte, la existencia de {R,},>0 esta garantizada dado que
K, (a,a) > 0, para todo n € N.
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2.1.7 Transformacion de Uvarov

Dado L un funcional lineal sobre A, con funcién de Carathéodory aso-
ciada F'. Consideremos la forma bilineal

P Dveaner) = Bd)c, +Mpla)ia™) + Mp@ ala), (2.33)

p,q € P(C), a # 0. La perturbacién U(a, M)(Lr) del funcional lineal
Lr es la llamada transformacién canénica de Uvarov de Lp.

PROPOSICION 2.1.13. El funcional lineal U(a, M)(LFp) es cuasi-definido
sty solo st para todo n > 1,

Kn—l(a7 CL) ﬁ + Kn—l(G'?al)
det A, = 40 (2.34)
L+ Ky (@’ a) K, 1(@'a")

Demostracién. Supongamos que U(a, M)(Lr) es cuasi-definido y sea

{Vi} la sucesién de polinomios ortogonales moénicos asociada. En-
nJSn>0
tonces, paran > 1

n—1
Va(z) = n(z) + Z An,i®j(2),
=0

donde
N (Va®5) U (a,M) (L)
n,g
d;
B _MVn(a)EJ (a=b) + MVn(E*I)CI)](a)
— 7
Por tanto,

(2.35)

1

Evaluando la igualdad anterior en z =a y 2 =@, respectivamente,

d,(a) = Vpla) 1+ MK,_1(a,a ')+ MV,(@a HK,_1(a,a)
o,@l) = MVy(a)K,1@ha )+ V@ H)(1+MK,_1(@ ' a))
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de manera que

MK, 1(z,a) Vo(@t)
Vi(z) = ®,(2) — ,
MK, 1(z,a ') Vi(a)
[ Kn*1(27a) (bn(a)
Vila) = ®,(2) — At , (2.36)
Ky 1(z,at) o, (a )
donde
K,_i(a,a) % + Kn_l(a,ﬁ_l)
A, = (2.37)

L+ Ky a(@ta) Kya(@'a?)

es una matriz no singular dado que (Vy, Vi) u(a,m)(cp) = dgtej\A’il dy, # 0.

El reciproco es inmediato sin mas que probar que el polinomio médnico
Vi, dado por (2.36) verifica

<Vn(z)azk>U(a,M)(£F) = 0, 0<k<n—1,
(Va(2), 2" u(amycey # O

PROPOSICION 2.1.14. Sea L un funcional lineal sobre A, con funcion de
Carathéodory asociada F. La transformacion lineal espectral inducida

por U(a, M)(LF) es

donde

A(z) = D(z):(z—a)(zz—l), o
B(z) = (a—az®)(M+ M)+ (1—|a|*)(M — M)z,
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Demostracién. Veamos que F(z) = vg + 2332, vp2*, donde
v_i = U(a, M)(LF)(2*) es una transformacién racional de F.

v_ = (2", Duamncp) + Ma* +Ma >,

Asi pues,
5 oo
F(z) = co+M+M+2) (¢ + Ma" + Ma")z*
k=1
(0.9] o
— F(z)+M<1+2Zakzk> +M <1+2Za’“z’“>
k=1 k=1
_l1+a
— F()+ T +22+Ma—|—z
1-az a—z
_ R+ a(M+ M)+ (1 —|a)(M - M)z —a(M + M)z*

(z—a)(@z—1) ’
de esta ultima igualdad se sigue el enunciado de la proposicién.
|

2.1.8 Transformaciéon de Geronimus

Sea Lp un funcional lineal sobre A, con funcién analitica asociada F.
Consideremos la forma bilineal (-, - ) (q a1 (2, tal que

((z—a)p, (2 — a)Q>G(a,M)([;F) = (p, Q>5F . p,q €P(C), (2.38)

con a # 0. La perturbacién G(a, M)(Lr) del funcional lineal Lr es la
llamada transformacién canénica de Geronimus de Lp.

PRrOPOSICION 2.1.15. Sea L un funcional lineal sobre A, con funcidn de

Carathéodory asociada F. La transformacion lineal espectral inducida
por G(a, M)(LF) es

F(z) = A(z)Fl()z()Z;— B(z)7
donde
A(z) = =z,
B(z) = awpz? —2iIm (qo) 2z — avo,

D(z) = —a*+(1+a*)z—a.
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Demostracion.
De la definicién se desprende que

Ccp = <1, Zk)G(a,M)(EF) = ’Uk(l + |LL‘2) — Vg1 — aVp—1, k>0. (2.39)
Haciendo s = g—ﬁ y tp = Z—ﬁ, la expresién (2.39) resulta ser
sp = (1+|a*)te — |a*teyr — thor, k>0,
de modo que

sp =ty —th_1 — |a|*(tsp1 — tr), k>0.

Si hacemos
G =t —tg—1 k>0,
entonces
2
sk =qr — lal"qr, k>0,
y, por tanto,
~qo—s0—la]*si — - —a|* Zspy
k. = ‘CL|2k )
(2.40)
q—co—ac —---—alg
= ) k Z ]‘7
|a|2*
asi como
9@ = to—t-1=1v—avy,
qo — Co
@ = 5— =t1 —to = — — o,
|al
qo aparece como parametro libre. De esta forma
vo—avi = Qo
(2.41)
v_1 €0 — qo
vg — — =

a lal?,
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y, por tanto,
(1—|a*)vo = 2%Re (qo) — co,

esto es, vg € R. Si asumimos |a| # 1, vy queda univocamente determi-
nado y de (2.41) deducimos v;. Reiterando (2.40) se sigue que

k

Uk

a—k:u0+2qj, k> 2
j=1

Por tanto, disponemos de un grado de libertad que es la eleccion de gp.
Por otra parte, multiplicando en (2.39) por z*, k > 1, se tiene

e}

F(z) = wo(l+al®) —avy —avy +2(1 + |al?) Y op2*
k=1
o (o]
—2a20k+1zk — 252 Uk,lzk
j=1 j=1

5 2 (0.9] (0.9}
I N F(s) 2 B gl 4o k
(L+|a|?)F(2) a(vl—i—zgvkz) a<v1+ zkaz>

k=0

= (1+|a)F(2) —a (Ul +1 (F(Z) — vy — 2v12>>

—a (v_l—i-z (vo —l—F(z)))

= 1+ |aP)E) +a (vl v %) — 2P(2) — (T + voz) — azF ()

a
z
= (1—1— la|* — % —Ez) F(2) + avy — ao1 + vo (g —62)
= (Ul =2 —@2) F(2) 4+ v0 Gy — o + a0 + 0 (£ — ),
de esta ultima igualdad se deduce la proposicién. |

PROPOSICION 2.1.16. (Relacidn entre las transformaciones de Christo-
ffel, Uvarov y Geronimus).

Dado Ly un funcional lineal sobre A, con funcion de Carathéodory
asociada F'. Entonces

a) G(a, M) o Co(Lr) =U(a, M)(LF), para algin M # 0.
b) CooGla,M)(Lr)=Lp.
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2.2 Transformaciones L = Re[P,(2)|L y
L;=Tm[P,(2)]L

Consideremos las siguientes transformaciones de un funcional lineal her-
mitiano L.

DEFINICION 2.2. Dado un funcional lineal hermitiano L y un polinomio
monico Pp(z) = Y1 02" , oy = 1, denotaremos por Lr y L los
funcionales lineales tales que

(a) (Lr,q) = (L, 3(Pu(2) + Pu(z71))a),

(b) (L1.q) = (L, 3;(Pu(2) = Pu(271))a).

Obsérvese que L y L5 son también hermitianos. Si L es cuasi-
definido, las condiciones necesarias y suficientes para que L v L sean
también cuasi-definidos han sido estudiadas, principalmente en el caso
en que P;(z) = z — «, es decir, un polinomio ménico de grado 1. Adi-
cionalmente, se muestran expresiones explicitas para las sucesiones de
polinomios ménicos ortogonales con respecto a Lr y Ly, respectiva-
mente, en términos de {®,},>0. En particular,

PROPOSICION 2.2.1.

(i) Si|PRea| # 1 y by, by son los ceros del polinomio z? — (a+ &)z +1,
entonces Lr es cuasi-definido si y solo si K (bi,b2) # 0, n > 0.
Ademds, si denotamos por {Yy}n>0 la sucesion de polinomios ménicos
ortogonales con respecto a Lr, entonces

Dy (2) K1 (b1,b2) — Ky 1 (2,b2) Py (b1)

Y2 = K, (b1, b2) (= — b) et
(2.42)
Yo 1(0) = @, (b1)Pr—1(b2) — Pp(b2)Pp—1(b1) >1. (2.43)

K} 1(b1,b2)(b1 — b2)Ky1 ’
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(ii) Si |[Real =1 y b es el cero doble del polinomio 2> — (a+ a)z + 1,
entonces Lr es cuasi-definido si y solo si K}(b,b) # 0, n > 0
Ademds,

D (2) K51 (b, b) — K71 (2,0)Dn(b)
Y, 1(2) = Con>1, (244
) K (B~ ) nel (244
)
D, (0)K_1(b,0)Cp—1 — @p1(b) Py ()
Y, 1(0) = —b o>l
1(0) Ko (0, 5)Kn s "
(2.45)

PROPOSICION 2.2.2.

(i) Si|Imal # 1 y b1, by son los ceros del polinomio 2%+ (& — )z —1,
entonces Ly es cuasi-definido si y sélo si K;;(Bl,gg) %0, n=>0.
Ademds, si denotamos por {yn In>0 la sucesion de polinomios monicos
ortogonales con respecto a Ly, entonces

Dy (2) K5y (b1, b2) — Ky (2, b2) P (b1)

e = K}y (b1, bo) (2 — by) ozl
(2.46)
yoa (0) = Dy, (b1) Pro—1(b2) — <1>n<62)<1>n_1(61)7 n>1 (247)

K* 1 (b1,b2)(b1 — ba) K1

(i3) Si |Ima|=1 yb es el cero doble del polinomio z* 4+ (a — )z — 1,
L1 es cuasi-definido si y solo si K¥(b,b) #0, n > 0. Ademds,

_ Du(2)K; (b,b) — Ky (2,0)®,(D)
ynfl(z) - K:L_l(l;, l;)(z _ [NJ) , nz=l, (248)
ds(0) = B%(o)K;;_l(B, D)KCn1 — @n,l(é)qm(é)’ -

K;klfl (Z)v B)anl
(2.49)
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Obsérvese que, si a = a + ci, entonces by =a+ Va2 —1y
by = b1_1 —a—+VaZ—1,asi como by = VI—EZ +ciy by = —51_1.
Existe otra condicién equivalente para que L v L sean cuasi-definidos,
asi como una expresion adicional para las familias de pardmetros de
Verblunsky asociados con ellos, como se muestra a continuacién.

PROPOSICION 2.2.3. Los funcionales lineales Lr y L1 son cuasi-definidos
sty sélo si I, (by) # 0, I1,(b1) # 0, n > 0, respectivamente, donde

(o) = |, Tan 1y anfo b

Ademds, las familias de los pardmetros de Verblunsky {Yy(0)}n>1,
{yn(0)}n>1, asociadas a Lr y L1, respectivamente, estdn dadas por

(I)n(bl)q)n(bfl)

Y,(0) = (b —b7Y) o) "2 (2.50)
7 71
yn(0) = (61+611)¢"(b3¢(%(1)_b1 ), n>1. (2.51)

OBSERVACION 2.2.1. Si |Re(a)| > 1, la transformacion resultante es de
tipo Christoffel (ver seccion anterior).

Matrices de Hessenberg

Ahora procedemos a estudiar la matriz de Hessenberg asociada al fun-
cional L. Asumimos que |a| # 1. De (2.42),

n b *
(2= b1)Yn(z) = Ppy1(2) — 2{?;?51(,55 KZ(z,ba)

Ppnia(b 2@, (2)®% (ba) —ba @2 (2) Dy (b
= ®pp1(2) — 72y [;% ()0 (o2) b () 2>}

®p b D, 2)®5 (b2)—Pp, b2 )P (2
= (I)n—l-l(z) - ICnKT’gl(l(nth) [ it 22)be +1002)25( )] .

Luego,

Dpy1(b1)P;,(b2)
K K (b1, b2)

(2 =b1)(z = b2)Yn(2) = (2—b2)Pny1(z) - Pt (2)

Ppg1(b1) Loy (b2) Zn: 2;(0)9;(2)

K7 (b1,b2) = K;
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Py11(b1) P}, (b2)

=20,41(2) — baPpy1(2) — KoK (b1, b2)

(I)n+1(z)

n

Ppi1(b1) Pry1(b2) Z P,(0)®,(2)

B 5(2) — By (0)PE1(2) — baBria(2)
O, 41(b1) “ = ;(0)®;(2)
——————— | O (by)P, —P,11(b — s 7
KL (by. by) ( 7 (02) @ p1(2) = P ( 2)]':0 K,

= Ppya(z) — <b2 + @1 12(0)Pn41(0) + N0 *b2) > Ppy1(2)

<(I)n+1(b1)q)n+1(b2)

— ®,12(0)KC,

j=0

En forma matricial, la expresién anterior se convierte en
(z=b1)(z = b2)Y(2) = MRr®(2), (2.52)
donde Mg es una matriz cuyas entradas son
1 si j=n+2,

by + @ 12(0)@p 11 (0) + L ymale) si j=n+1,

mn7] =

<¢n+}§?(ﬁ%;)l—(b2) - ‘I’n+2(0)’Cn+1) ®;(0) si j<n,

0 en otro caso,

(2.53)
v Y(2) = [Yo(2),Y1(2),...]t, ®(2) = [®o(2), P1(2),...]". Obsérvese que
(2.52) también puede escribirse como

\

2[Re{PL(2)}Y (2)] = Mpd(2). (2.54)
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Por otro lado, si denotamos por Hy la matriz de Hessenberg asociada
a {Y, }n>0, es decir, la matriz que satisface zY (z) = HyY (z), entonces
de (2.52) obtenemos

(Hy — iD)(Hy — b)Y (2) = Mpd(2)
= MRgLysY(2),

donde Ly ¢ es una matriz triangular inferior que satisface ®(z) = Ly Y(2),
esto es, una matriz de cambio de base. Por lo tanto,

(Hy — b.1)(Hy — boI) = MLy s.
No es muy dificil mostrar que las entradas de Ly g son

1 si j=mn,

2 (2,41(0)Y;(0) —1) st j=n-1,

lnj = (2.55)
— - 2n 1 (0)Y;(0) si j<n-—2,

0 en otro caso,

Kn K} (b1,b2)

donde Y;(0) puede calcularse utilizando (2.50) y Kp,_1 = 2K (Brbs)”

2.2.1 Funciones de Carathéodory.

Sea o una medida de probabilidad no trivial, soportada en la circunferen-
cia unidad, y consideremos la transformacion dé = fRe(P,)do, donde P,
es un polinomio en z de grado n. Si F'(z) es la funcién de Carathéodory
asociada a o, queremos encontrar Fr(z), la funcién de Carathéodory
asociada a &.

Empecemos con n = 1, es decir, P;(z) = z — a. De la representacién
integral de Riesz-Herglotz para Fr(z), tenemos

27 10
e’ +z
FR(Z) = /0 em_de’

B /27r ei@ + Zpl(ew) + Pl(eie)
0

elf — 2 2 do.



OPUC. TRANSFORMACIONES ESPECTRALES

67

Llamamos
2 10
e’ +z i
Fr(z) = / S Pi(e")do
0
2m 10
= / ei9+z(’9—a)da
0 e —z
2w _if
= / 6i9+z( O _ 24 z2—a)do
0o €7~
2m _i0 21
€ +Z i0
= (z—a)/o ei9—2d0+/(] (€ + z)do
Por tanto,

Por otro lado,

FRQ(Z) =

2w
= (z'-a)F(z) - /0 (zt+e 19)d0
= (zfl —a)F(z) — 27160 —C.
Luego,
FR(Z) _ FRI(Z) + FRz(z)

2

[z—a—a+ 27 F(2)+coz+c1—co1 — oz

1

2

Esto es, Fr(z) puede expresarse como una transformacién espectral lin-

eal de F'(z) de la siguiente manera

Fr(z) = M(2)F(z) + N(z2),
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donde
M(z) = RelPi(2)],
NGE) = D)+ gl -a)

Obsérvese que si ¢y = 1, entonces N(z) = 5[Q1(2) — 271Q;(2)], donde
Q1(2) es el polinomio de segunda especie de grado 1 asociado a o.

Generalizando el resultado anterior para un polinomio moénico P, de
grado n, obtenemos

PROPOSICION 2.2.4. Sea o una medida de probabilidad no trivial sopor-
tada en la circunferencia unidad. Consideremos una perturbacion de
o definida mediante d6 = (ReP,)do, donde P, € P(C) es mdnico de
grado n. Sea F(z) la funcion de Carathéodory asociada a o. Entonces,
Fr(z), la funcion de Carathéodory asociada a &, es una transformacion
espectral lineal de F(z) dada por

[Pu(2) + Pn(1/2)]F(2) + @Qn(2) — Qu(1/2)
5 ,

Fr(z) =

donde Qn(z) = f27r ¢tz [Pn(e9) — Py(2)]do.

0 ef—z

Demostracion. Tenemos

2 ez’@ 4z ” 21 ez’@ 4z "
/0 TP = [ GEIR) - Puelldo + PP ()
= Pu(2)F(2) + Qn(2),

donde

Por otra parte,

21 if o 1 4 —if ' o
/0 ¢ +an(ei9)da - %[Pn(e”e)—Pn(l/z)]da

ol _
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Por lo tanto,

Coeficientes de Verblunsky

En el resto del capitulo, supondremos que o pertenece a la clase de
Szegd, es decir, satisface (1.21) y, ademds, es una medida de variacién
acotada. Asumiremos también que Lg es cuasi-definido.

PROPOSICION 2.2.5. La familia de pardmetros de Verblunsky {Yy(0)}n>1
puede expresarse en términos de la familia {®,(0)}n>1 mediante

Yn(o) = An(bl)q)nJrl(O) + Bn(bl)a (2'56)
Db )P (b)) — (b)) (b1 )

Al 0O ) = Gt Dy )
_ ‘I)nJrl(bl)(I)n(bil) - (I)nJrl(bil)q)n(bl)

Bulb) = q)n+1(bl)q);<z(b1_l> - q’n+1(bi_1)‘1’2(bl (2.58)

Demostracién. De la relacién de recurrencia y (2.50), tenemos
Yn(0) =

[@141(01) — Pry1(0)25(01)] P (b7") = [Prs1(b]1) — Py 1(0)25 (b1 )] P (b1)
[@n41(b1) — Py (0)25(01)] @5 (b7 1) = [@ps1 (b7 1) — P (0)@7 (b7 )] D (b1)

y el resultado se obtiene mediante una reordenacién de los términos.
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Ahora, estudiamos el comportamiento de A, (b1) y Bp(b1) cuando
n — oco. Para |bj| < 1, dividiendo por ®,1(b;"') en el numerador y
denominador de A, (b1), tenemos

—1 * o E —1 1
4 (bl) _ [(I)n(b1 )‘I’n(bl) (I)n(bl)q)n(bl )]®n+1(b1_1)
[ @11 (b1) @ (071) = @1 (b7 1) @5 (b1)) <1>n+11(b1‘1)

Por otra parte, tomando el limite cuando n — oo,

. . b1®) (1)
lim Ap(by) = — lim —-2t — g
i An(by) = = lim =520 !
ya que lim,, q)g:(ls)z) =z, para z € C\ D, y si |b;| < 1, entonces
O, (by)®% (b7 B, (b1)b; " ®,, (b
VLA U NN N s MV B
e (I)n—l—l(bl ) nmee (I)n—l—l(bl )

De manera similar, para |b1| > 1, dividiendo por ®,,41(b1) en el nu-
merador y denominador de A, (by), se tiene limy, .o An(b1) = —b7 .
Por otro lado, para B, (b1), cuando |b;| < 1,

[@r41(b1) P (b1 ") — Prs1 (b ) P (b1)]/ P (b7 )

n(by n+1(by L
By (b1) [ @1 (b)) (b7 1) — Prga (b7 ) @5 (b1)]/ P (b )

Obsérvese que ®,(b; ") nunca se anula si |bj] < 1y, por tanto, el
denominador solamente se anula en by = 1. Tomando el limite cuando
n — oo en el numerador de B, (b;), obtenemos

L B (b)) — Do (b ) Bulbr)

: ®p1(b1)  Pppa(by!) 1y
lim @, (b - = (by — byY) lim @, (b)) =0,
Jim_ @y, (by) By (by) (b)) (b = ;) lim @, (b1) =0

Para el denominador, tenemos

P P* -1y i) -1 P*
lim ni1(01) n(b1(1)) (b1;+1(b1 LAY = lim [-b; '@ (b1)] = —b;
n—00 n(b] n—00
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De manera similar, cuando |b;| > 1, dividiendo el numerador y de-
nominador de B, (b1) por ®,(b1) y calculando el limite, obtenemos el
mismo resultado.

Por lo tanto, lim, o Bn(b1) = 0 para todo by € R\ {0}, salvo si
b1 = +1. En consecuencia,

PROPOSICION 2.2.6. Supongamos que Y oo |®,(0)|* < 0o y
Yoo o | Prt1(0)—P,(0)] < 0o. Entonces, para o € C con|a| € Ry \ {0, 1},

(1) >oto 1Y,,(0)]? < oo.

(1) Y2520 [ (0) — Ya(0)] < oo,
OBSERVACION 2.2.2. Si by = £1, obtenemos el resultado probado en la
seccion (2.1.6).
2.2.2 Ejemplos
El caso Bernstein-Szeg6

Estudiamos una transformacién de la medida de Bernstein-Szegé definida
1312

mediante d6 = 3(z —a+2z"1 — @) fZJgIQ %, cona € C, | e Ry \{0,1}

y |B] < 1. Es bien conocido que, en este caso,

Pp(z)=2"—p2""1 y ®(2)=1- 7z, n>1.

La condicién para la existencia de la sucesion de polinomios ortogo-
nales ménicos {Yy, }n>0 es
0 # bi®n(b) @5 (by ") — by @ (b )7 (b1)
= bi(br = B)(1 =By ") = b (b — B)(1 = Bby).

En otras palabras

(b;' = B)(1 — Bby)

p2n _
A T gort
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Por tanto, tenemos un caso cuasi-definido si y solo si

@1(by P71 (b1)

@1 (b1)®} (b1 ) N

21n bl ¢ '

Si 8 = 0, es decir, una transformacién de la medida de Lebesgue,
entonces la condicién se convierte en

1
b%n 7& 799
ot

es decir,

kmi

b1#€"+1, 1<k<n

A continuacion, obtenemos una expresién para la nueva familia de
pardmetros de Verblunsky. De (2.57),

by (b = B) (1 = Bby) — by (b — B)(1 — Bby )
b (b — B)(1 = Bby ) — by " (b — B)(1 — Bbn)

An(bl) —

by "y (b D@ (br) — by @1 (by) P (b7 )
by Py (b1) 3 (by 1) — by " @1 (by )@ (b)

b1®1 (b )3 (br) — b7 1 (b)) @5 (b7 )
b2 P (by) 3 (b7 ) — @1 (b )P (by)

Obsérvese que

lim A (bl) = —bl, ’bl‘ < 1,
lim A,(b)) = —by', |by| > 1.

n—o0
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Por otra parte, de (2.58),

b7 (b — B)by " (by L = B) — by "(by ' = B)bY (b — )
bp(br — B)(1 — By ") — by (by " — B)(1 — Bby)

Bn(bl) =

b1®1(b1)P1(by ") — by @1 (b1)P1 (b7 ")
B Dy (b1) @5 (by 1) — by "D (b )3 (br)

b7 (by — by 1)@y (b1)P1 (b7 )
b3 Dy (by) D5 (b ) — @1 (b )P%(b1)

Por lo tanto, para n suficientemente grande, si |b1| < 1, entonces

Yn(0) = Au(b1)®n+1(0) + Bn(b1)
~  Ni(b1)bY,

(b1=by ")®1(b1)®1 (b ")

con Ny(b) = — @1 (b 1)@ (b1)

Si |b1| > 1, entonces
Yu(0) ~ Na(b)b™,

(b1—b7 )®1(b1) 1 (b7 1)

con Na(by) = D1 (by)®3(b})

Finalmente, para g = 0,

1— b2n
An(bl) = nil,a
b% +1 bl 1
br(by — b 1)
By (b1) TS me—
TN

Por tanto, en este caso obtenemos el siguiente comportamiento asintético
para los pardmetros de Verblunsky
Y,(0) ~ b}, |bi] <1,
Y,(0) ~ b7", |bi] > 1
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El caso %d& =(z—a+zl-a)z— 1‘2%

Ahora estudiamos una transformacién de do = |z — 1\2 9 la transfor-
macién de Christoffel de la medida de Lebesgue con parametro 1. Es
bien conocido que si denotamos por {Q)n}n>0 la sucesién de polinomios
monicos ortogonales con respecto a o, entonces

_ 1 n+1 1 j
D,(z) = ol _n—i—lz(:)z , n>=1, (2.59)
]:
1 1 o
* _ o Jj+1
Pi(z) = — |1 nHZz . n>1, (2.60)
7=0
as{ como )
®,(0) =—— > 1. 2.61
W)= —=, 7 (261)

Entonces, la condicién para la existencia de la sucesion de polinomios
ortogonales ménicos {Y;, }n>0 es

n n

1 1 ; 1 1 ;
b ot — ——N "] 1- b7
Yoy —1 | ! n+1 o nJrl.Z:1
3=0 1 3=0
ot e s >ut) £o
T B n+l= | 1-b n+1 ’
1 n pr 2 n
bn+2 pm 2 bj+1 1 —j—1
! n+1]§ ! n+1j:0 !
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Equivalentemente,

2 — 2 I
R B e YL AR ()

n+1 =
bn+2 2b1 b?"‘l —1 7& 0
1 n+1 b —1 ’

n4+1)(by —1)B 2 +1) =26, (07T —1) #£ 0, paratodo neN.
1 1

Por otro lado, para los parametros de Verblunsky, de (2.50) tenemos

—1 1 n+l 1 n i 1 -n—1__ 1 n —J
(b1 =01 )5 <b1 n+1 24j=0 bl) I <b1 7T 2aj=0 b1

1 2 —n—2 2 j+1 2 —7j—1
(b1—1)(1—b; 1) <brllJr —b - n+1 Z;‘L:O b{ + n+1 Z;‘L:O by ! )

Y, (0) =

_ n j+1 n —j—1 n ] n —J
07" 1) (1~ 7y ot — by ot + i St Ko b

n+2 —n—2 2 n 3j+1 2 n —j—1
bl - bl T ont1 Ej:o bl + n+1 ijo bl

n 3 n 2
1 nt2  bi(dP41) b -1 b2 byt 1
(bl b1) [b1 n+1l b1—1 + (m+1)2 \ b1—1

an+4 — 1= 2b1(b711+271) b?+171
1 n+1 b1—1

Por tanto, para n suficientemente grande, si |b;| < 1,

-1 b by
(by" —b1) (n+1)(1b1—1) + (n+1)2(1b1—1)2}

2b
“l= e

b
(TL + 1)(b1 — 1)

Y, (0) ~

~ (b1 —b")

1
n+1"
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Por otra parte, si [bi| > 1,

(bfl_bl)_ 1_ +n 17
Y,(0) = 1 (n+1) (b1 21) (n+1)2(b1—1)?

1 - (n+1)(b1—1)

B e
1
Tontr

2.3 La teoria CMV

Existe otro enfoque que solventa la dependencia del caracter unitario de
la matriz que representa el operador de multiplicacién de la no pertenen-
cia de la medida de ortogonalidad a la clase de Szegé6 , desarrollada por
Cantero, Moral y Velazquez ([60]). Se denomina representacion CMYV,
y se define de la siguente manera.

Sea A el subespacio de los polinomios de Laurent generado por
{zj}ézk, k <1,y Pu, la proyeccién ortogonal sobre Ay ) respecto a la
forma bilineal hermitiana (1.14). Definimos

A(n) _ A(*k,k) n = 2]€,
A(*k,k+1) n = 2]{3 =+ 1,

y P(™ es la proyeccién ortogonal sobre A . Ademés, definimos

(0) N Z_k n = 2k,
Xn 2L =2k +1,
y aplicando el proceso de ortogonalizaciéon de Gram-Schmidt, obtenemos
la base CMV mediante

Xn = (1= P D)D),
122,272, ...}, podriamos
2 2%2,...}. En estas

En lugar de considerar la sucesién {1, z, 2~
de igual manera considerar la sucesién {1,271, z, 2~
condiciones, sean

A(n) _ A(*k,k) n = 2k7
A(—k—l,k:) n=2k+1,
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y P 1a proyeccién ortogonal sobre A . Ademds, definimos

n = 2k,

y la base CMV alternativa mediante

También definimos

Tn = (1 — P12 0),

" 27kl =92k +1,

nn('z) = X?n(z)> n =0,
™(z) = xem-1(2), n=>1,
sn(2) = wa(z), n =0,
tn(z2) = xop-1(2), n=>1

7

Ny Tns Sn ¥ tn € pueden expresar en términos de los polinomios ortogo-

nales ménicos con respecto a L, @, de la siguiente manera.

ProposicioN 2.3.1. Se cumple

Ademas,

PROPOSICION 2.3.2.

m(z) = 27"95,(2),
Ta(z) = 27"y, 1(2),
sn(z) = 27 "Dy, (2),
tn(z) = 27705, 41(2)

Las sucesiones {xn}tn>0 ¥ {Tn}n>0 satisfacen las
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siguientes relaciones de recurrencia

zxo = —®1(0)x0 + poxi,
. (XQn—l _ é%“n_l (in—2> + S, ( X2n ) . o1,
X2n X2n—1 X2n+1

—o
z <x0> = < A1(0)> xo+ =21 <$1> ;
T £0 L2
> =, (”“‘1> + St <”“"2”“> , n>1,
Ton T2n+2

= . <_pn1q)n+l(0) Pann)
— @ (0)Pn41(0) Pn(0)pn/”

. <_:67L1(I)n+1(0) ﬁnlﬁn)
T2, (0)P,41(0) @,(0)p,)

con

(1)

donde {®,,(0)}n>1 son los pardmetros de Verblunsky asociados al fun-
cional £, pp = |1 — | @, 11(0)]?|Y2 y pn = supn, con
Sn = sign(l — | Pp41(0)[).

Las anteriores relaciones de recurrencia proporcionan una representacion
matricial que juega un rol similar al de la matriz de Jacobi en la recta

real. En este caso, la matriz pentadiagonal C asociada a la representacion
CMV resulta ser

Cij = (Xi» 2Xi) .
donde {xn},>q es la base CMV. Por otro lado, utilizando la base CMV

alternativa, {zn},~,, obtenemos la matriz C de la representacién CMV
alternativa,

Cijj = {wi,22)) -
Ademss, C es la transpuesta de C. Los elementos de C se pueden expre-
sar en términos de los coeficientes de Verblunsky {®,,(0)},>1 asociados
al funcional L.
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ProprosicioN 2.3.3. Los elementos de la matriz C estan dados por

(Mj—1,215)
(15, 21 L
<77j71, 2Ty

[

(15, 2Tj) ¢

(nj, 2m;

(Tjt+1,2m)
(nj,275)

(Tjt+1,275)

)
)
)
)
)
)
)

P25 -1P2j—25
D35-1(0)p2j-1,
—®2;(0)pa;j—2,
—®9;(0)®2;1(0),
—P2;(0)P2;+1(0),
D2;(0)p2;,
—®2511(0)p2j-1,

P25P25—1-

Los restantes elementos de la matriz son nulos.

En otras palabras, C es una matriz pentadiagonal de la forma

—01(0)  —22(0)po Po 0 0
Po —(I)Q(O)(I)l 0) @1(0)ﬁ1 0 0
c_ 0 —®3(0)p1 —P3(0)P2(0)  —P4(0)p2 P3p2
0 p2p1 2(0)p2 —P4(0)23(0)  @3(0)ps
0 0

Se puede factorizar C mediante dos matrices tridiagonales M y W de

la siguiente manera

PRroOPOSICION 2.3.4. Si

=<

J
entonces

(i) C=WM.

(i) C = MW.

(is Xj) z s
<X172$j>c’
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(iii) M es una matriz diagonal por bloques, con un bloque de tamario
1 x 1 sequido de bloques de tamano 2 X 2.
(iv) W es una matriz diagonal por bloques, con bloques de tamarno 2x2.

Ademas, C admite la siguiente factorizacién.

PRrROPOSICION 2.3.5. Sea

0, = ( ~21(0) _pj ) _

Pj ®;41(0)
FEntonces
1
O
M == @3 )
©o
O9
W = 0,
Ejemplo.

Si do = L1010 40 18] <1, tenemos @1 (0) = =By @x(0) =0,k =2,3,....

[e=B|? 27
0 1
10

Luego,
M= 01 )
10

( 8 <1—|ﬁ|2>%>
-1z B

1

D=
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y, finalmente,

B0 (1-[pP)
-1z 0 =5
0 0 0 1
C = 1 0 00
0 0 01
1000

2.4 Ejercicios

1. Correspondencia entre las C-funciones y las funciones de Schur: Muestre
que

(a) Si f:D — C es una funcién de Schur sobre D, entonces

. 1+ 2f(2)

es una funcién de Carathéodory.

(b) Si FF : D — C es una funcién de Carathéodory sobre D,

entonces

_1F(z)—-1
J(z):= 2F(2)+1

es una funcién de Schur.

(¢) En cada uno de los casos anteriores f es trivial, si y sélo si,
F' es trivial.

2. Cotas universales sobre las C-funciones: Sea F' : D — C es una
funcién de Carathéodory sobre .

(a) Demuestre que la aplicacién ¢ : {z € C: Re(z) > 0} — D,

dada por
14z

11—z

p(2)

es una biyeccion.
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1. (b) Use la parte (a) y el Lema de Schwarz (ver Apéndice)
para mostrar que

1- 14
H < |F(x)| < H
+ |7

—_

3. Desigualdad de Carathéodory: Dada una funcién analitica sobre
B(0, R). Considere
M = max{|f(z)| : |z| =1}, A(r) = max{Re (f(2)) : |z| = r}, para
0 <7 < R. Muestre que si A(r) > 0 entonces

M(r) < XL (AR +17(0)

Sugerencia: Considere primero el caso en que f(0) = 0 y estudie
la funcién

f(Rz)
9(2) = 2A(R) + f(Rz)

, para |z| < 1.

4. Dada f una funcién analitica en D, suponga que |f(z)| < M para
todo z € D.

(a) Sizp =0 para 1 < k < n, muestre que

para z € D.

(b) Sizr=0paral <k<mn,conz #0y f(0)=M(z1---2p).
Encuentre una férmula para f.

5. Suponga que f es analitica en alguna regién contenida en D y que
|f(2)| = 1 cuando |z| = 1. Encuentre una férmula para f. Sug-
erencia: Considere primero el caso en que f no tiene ceros en D.

6. Suponga que f es analitica en una regién contenida en D y que

|£(2)] = 1 cuando |z| = 1. Si f tiene un cero simple en z; = +(1+4)

y un cero doble en zo = % ;Puede suceder que f(0) = 57
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7. Existe una funcién analitica sobre D tal que |f(z)| < 1, para |z| < 1,
f0)=3%y () = 37 Si la respuesta es afirmativa, encuentre tal
funcién. Es unica dicha funcién?

8. Demostrar el enunciado de la proposicién 2.1.3.

9. Hallar la matriz CMV correspondiente a la transformacién de Chris-
toffel de la medida normalizada de Lebesgue.

10. Hallar la matriz CMV correspondiente a la transformacion de Uvarov
de la medida normalizada de Lebesgue para una masa situada en
z=1.

11. Determinar la matriz CMV correspondiente a la transformacion de
Aleksandrov.

12. Determinar la matriz CMV correspondiente a las transformaciones
espectrales racionales analizadas en las subsecciones 2.14 y 2.1.5.
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CAPITULO 3

POLINOMIOS ORTOGONALES
Y ESPACIOS DE SOBOLEV CON
PESO

En términos generales, en este capitulo retomaremos las nociones de or-
togonalidad Sobolev (en el sentido clasico o distribucional) introducidas
brevemente en el capitulo 1. Centraremos nuestra atencion en vectores
de medidas (o, . . ., m) en los que cada componente satisface la relacién
dpg () = wg(x)dz, k = 0,1, ...,m, donde wy, es una funcién peso definida
sobre un intervalo I, C R (acotado o no). En la literatura estos casos
de ortogonalidad se denominan

1. Ortogonalidad Sobolev asociada a medidas vectoriales soportadas
en intervalos acotados.

2. Ortogonalidad Sobolev asociada a medidas vectoriales soportadas
en intervalos no acotados.

3.1 Medidas vectoriales soportadas en interva-
los acotados

Como ya se ha mencionado, cuando consideramos un producto interno
sobre P

s =Y [ #V(e)d® @dus(a), (3.1)
k=0 "Ik

85
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donde I, C R, dos propiedades bésicas de los polinomios ortogonales
estandar (m = 0) se pierden, ya que si m > 0, los polinomios ortogona-
les con respecto a (3.1) no satisfacen una relacién de recurrencia a trés
términos y los ceros de tales polinomios, no son, en general reales y sim-
ples y pueden estar localizados fuera de la capsula convexa del soporte
de la medida p = (uo, - . ., pm) de ortogonalidad.

Cuando supp(pr) = I e I es acotado (kK = 0,...,m) el compor-
tamiento asintético de los polinomios ortogonales con respecto a (3.1)
ha sido extensamente estudiado por A. Martinez Finkelshtein, G. Lopez-
Lagomasino, W. Gautschi y A. B. J. Kuijlaars, entre otros. En particu-
lar, la asintdtica relativa, la asintética de la raiz n-ésima y la asintotica
fuerte han sido analizadas con detalle ([51], [52], [53], [54]).

3.1.1 Propiedades algebraicas y estudio de asintéticas de
polinomios ortogonales

El primer resultado conocido acerca del comportamiento asintético de
polinomios ortogonales de Sobolev (en el caso acotado) es atribuido a
Schéfke [59], quien mostré que las derivadas de los polinomios ortogo-
nales de Legendre-Sobolev verificaban

Qn(x) = nPyo1(z) + R} 20(n /), (3.2)

donde @, es el n-ésimo polinomio ortogonal ménico de Legendre-Sobolev
con norma Sobolev n,ll/ 2 y P, es el n-ésimo polinomio ortogonal moénico
de Legendre. Sin embargo, este estudio no continué, y aproximada-
mente en 1988 empieza una linea de investigacion diferente como ya

mencionamos en la seccién 1.2.3.

Ortogonalidad Sobolev sobre curvas cerradas de Jordan

En esta seccién centraremos nuestra atencién en la sucesiéon de poli-

nomios ortogonales moénicos correspondiente a productos internos de
Sobolev sobre P, (C) de la forma:

(P a)s = / p(2) 22 dpo(2) + / PET@dm(z)  (33)



ORTOGONALIDAD Y ESPACIOS DE SOBOLEV CON PESO 87

donde el vector de medidas (pg, p11) estd formado por medidas positivas
de Borel soportadas en C tales que

/ 12|y (2) < 00, nE€Zy, k=0,1.
C

Supondremos, adicionalmente, que el soporte de pg contiene, al menos,
un nimero infinito de puntos, y que p1 no es la medida nula. Seguiremos
el esquema presentado en [51] para extender el método de Bernstein-
Szegl para la obtencion de la asintdtica exterior de los polinomios ortogo-
nales ménicos correspondientes a (3.3). A grandes rasgos, tal esquema
consiste en:

1. Introducir los polinomios ortogonales ménicos asociados a (3.3),
imponiendo que supp(ur) C T, con k = 0,1 y I' una curva o arco
de Jordan que satisface apropiadas condiciones de regularidad.

2. Hacer uso de la teoria de espacios de Hardy para definir un espacio
de Hilbert conveniente, que permita solucionar cierto problema
extremal.

3. Utilizar la solucion del problema extremal mencionado en el apartado
anterior para estudiar el comportamiento asintdtico de la sucesién

{ IIQnII;q

[P

}, donde p; satisface una condicién tipo Szegé sobre T

4. Establecer el comportamiento asintético relativo exterior de la
sucesion {@Qn},>0-

En la préctica, la situacion méas natural sucede cuando el vector de
medidas (ug, #41) tiene componentes cuyos soportes estan contenidos en
la misma curva I' o en un arco de Jordan sobre C (no reducido a un
punto).

DEFINICION 3.1. Dados I C R un intervalo y f : I — C, diremos que
feC? sif esde clase C? y f satisface una condicion de Lipschitz

(@) = ()] < Mz —y|*,

para algun par de constantes fijadas M, > 0, y para todo x,y € 1.
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DEFINICION 3.2. (Condicion de suavidad sobre T, [51]). Si T es una
curva de Jordan o un arco rectificable sobre C y z = z(s) su parametriza-
cién por longitud de arco, diremos que I' € C*+ si z € C?T.

Denotaremos por C = C U {cc}, Q el mayor abierto conexo de C \ I'
que contiene el punto z = oo, donde I' es una curva de Jordan o un
arco rectificable y por ® : Q — {z : |z| > R} la aplicacién conforme*
normalizada por la condicién:

d
im 2

z—00 2

)

donde R es la capacidad logaritmica, Cap(T'), de I" (ver [43], capitulo 6,
pags. 95-96).

DEFINICION 3.3. Si I' es una curva o un arco de Jordan rectificable y
@ una medida positiva sobre C, diremos que p pertenece a la clase de
Szegd sobre T (u € S) si:

a) supp(p) C I
b) [r(log p'(2))|®'(2)]|dz| > —oc.

Para una medida positiva de Borel finita cuyo soporte, supp(u), con-
tiene un numero infinito de puntos, sabemos que estd garantizada la
existencia de una tnica sucesion de polinomios ortogonales ménicos con
respecto a i, {Pp(1;2) }n>0 . Denotaremos el cuadrado de la norma de
tales polinomios por

) = [ 1P )P,

Cuando p es absolutamente continua con respecto a la medida de
Lebesgue (parametrizada por la longitud de arco) y denotamos la derivada
de Radon-Nikodym mediante ;1 = p, usaremos p en vez de p en la no-
tacion anterior.

Para dar un enfoque unificado a los casos de curva cerrada o arco, en
[51] se considera cualquier arco rectificable de Jordan como un “corte”
sobre el plano, con dos lados. Si F' es una funcién analitica en {2 con

*Recuerde el teorema de Riemann: recintos simplemente conexos son conforme-
mente equivalentes.
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valores frontera integrables F; y F_ sobre (), definimos la integral de

contorno
fF £)ldt| _/ ydty+/F Wldt.  (3.4)

Entonces sustituyendo p por § en (3.4), tenemos que si {pn(p,-)}n>0 s
la sucesion de polinomios ortonormales con respecto a p, y también lo
sera con respecto a g. Ademas, cuando I es una curva cerrada, tenemos

# Fop(e)de = [ Fop(o)d.
N I

Para r > R, denotaremos mediante I', = ®1({w : |w| = r}) las
curvas de nivel asociadas a la aplicaciéon ® . Se puede mostrar que bajo
las hipétesis impuestas sobre I', ® y ®~! tienen extensiones continuas e
inyectivas sobre la frontera de cada uno de sus dominios de definicién.

Por otro lado, como p; € S, existe una tnica funcién R holomorfa en
Q, tal que:

a) R(z) # 0 para z € §;
b) R(o0) > 0;
¢) para casi todo ¢ € T' existe valor frontera no tangencial R({) con

IR(O] = p1(C)-

De hecho, In|R| es la solucién del problema de Dirichlet en © con
condicién de frontera In p; sobre I'.

Si g(z,00) = In|¥(z)| — InCap(I') es la funcién de Green de 2y (%
denota la derivada normal, entonces

Rmbwﬁiﬁmﬁﬂ’mﬁ (35)

DEFINICION 3.4. Sea f una funcion analitica en Q. Diremos que f
pertenece a la clase E*(Q) si

sup |f2( )dz| < +o0.
>R

Diremos que f pertenece a la clase E*(, p1) si |f2(2)R(2)| € EX(Q).
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La clase E%(, p1) tiene estructura de espacio de Hilbert, con producto
interno dado por

(f.9) = 74 F(@)a@m (@)lde]. (3.6)

Si || - || denota la norma inducida por (3.6), entonces tiene sentido el
siguiente problema extremal

v(p1) = inf{||F||? : F € E*(, p1), F(c0) = 1}. (3.7)

Ademas, existe una tnica funcién extremal F(z) = F(p; z) solucién
de (3.7) y se satisface

2 —P(s R(0) 5
F(z) = D'(2) RG) €qQ, (3.8)
v(p1) = 2nR(c0)Cap(T). (3.9)

Para cada f € E2(£, p1), el nicleo reproductor K (t,z) correspondiente
a (3.6) satisface

Ademas,
K(z,00) = v(p1) L F(2). (3.11)

La funcién extremal F y la constante v(p;) estan relacionadas con el
comportamiento asintético de la SPOM { P, (p1;-)} mediante

i R = o). (3.12)

P, (p1;
lim (p1; 2)

Jim s = F(2), (3.13)

local y uniformemente en ().

TEOREMA 3.1. (Comportamiento asintotico relativo de las normas Sobolev,
[51))

Si T € Ct? es una curva cerrada o arco de Jordan, entonces para
p1 € S y para cualquier medida positiva y finita de Borel pg sobre I' se

tiene )

n—o0 n?7p_1(p1)

=1. (3.14)
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Por otro lado, usando la propiedad extremal de 7, (o), 7 (p1), te-
nemos que

/(12
Tn(pl) < ‘ % .
n |,
Por tanto,
1@Qnll% > 7 (pt0) + 07 (p1). (3.15)
Asi pues,
lim inf (@2 Qnls (3.16)

n n?r,_1(p1)

Fijado zp € I', consideremos la sucesion de polinomios ménicos

V() = n/ Po1(p1: ).

20

Por la propiedad extremal de [|Q,[|% se tiene que

1Qnll§ < (Vo Va)s = IIValli, + n*7a(p1)- (3.17)

Con esta tultima observacién, en [51] el problema se reduce al estudio
del comportamiento asintético de las normas ||Vn||io.

ProposICION 3.1.1. Si pil € LY(T"), entonces el promedio integral de la
sucesion de polinomios ortonormales {pn(p1;-)} sobre cualquier sub-arco
v C T tiende a cero, es decir,

lim/pn(pl;x)daz =0.
"y

Consecuentemente, para cualquier medida finita pg, sobre T,

2
VA,

———=0. 3.18
n—00 127, _1(p1) (3.18)

Usando los siguientes hechos (cfr. [51)):

a) Para cualquier peso p;1 € Sy § > 0, el peso pi(x) = p1(z) + 9, es

tal que ﬁ% e LYT).
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b) dist(p1, p1) — 0 cuando § | 0, para la métrica sobre S dada por

dist(p,a):%/Funp—lngy(t)%ﬁ\dt\,

donde g(x,2) = Xv(w)(z);i((i))v z=2(s), s €0,1], 2(0) = z(1) = 2o,
v(2) la imagen por la parametrizacién de longitud de arco del
intervalo [0, s] C [0,1] y X(») la funcién caracteristica de ~(z).

Se puede mostrar que, para € > 0, existe § > 0 tal que

1@nll%

Wnlls o4
n27p-1(p1)

lim sup

estd ultima desigualdad permite demostrar el teorema 3.1.

TEOREMA 3.2. (Comportamiento asintdtico relativo exterior de los poli-
nomios ortogonales de Sobolev, [51]).

Si T € C*? es una curva cerrada o arco de Jordan, entonces para
p1 € S y para cualquier medida positiva y finita de Borel pg sobre I' se
tiene

Qn(2) = nF(2)@" 1 (2)(1 + o(1)), (3.19)
0, equivalentemente,
/
lim Qni(z) =1, (3.20)
n—o0 n By 1(p1; 2)

uniformemente sobre subconjuntos compactos de ). Ademds, si pg € S,
entonces

@n(z) = g( )@"(2)(1 4 o(1)), (3.21)
0, equivalentemente,
Qn(z) 1

lim

n—co Py(p1;2)  @'(z2) (3.22)

uniformemente sobre subconjuntos compactos de €.

Finalmente, si consideramos el producto interno de Sobolev

(p,q)s = /(’“ q® (2)dp(2) (3.23)
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donde el vector de medidas (o, i1, - - - ftm) estd formado por medidas
positivas de Borel, tales que up € S, para todo k = 0,...,m, entonces
tenemos el siguiente resultado

TEOREMA 3.3. (Martinez-Finkelshtein y Pijeira, [51]). La asintdtica
relativa exterior de los polinomios ortogonales mdnicos de Sobolev Q.
con respecto al producto interno (3.23) es

li i = E=0,... 3.24
T e A AN

uniformemente sobre conjuntos compactos de €.

Distribucion de ceros

Los teoremas (3.1) y (3.2) nos permiten establecer el siguiente resultado:

COROLARIO 3.1. ([51]) Con la hipdtesis del teorema (3.1), los ceros de
la derivadas Q), de los polinomios ortogonales mdnicos de Sobolev con
respecto al producto interno (3.3) se acumulan en TU(C\Q). Si, ademds,
po € S, entonces los ceros de Q,, también se acumulan en T U (C \ Q),
es decir,

M U{z:Q\x) =0} € Tu(C\Q),

n>1k=n

N U{z: Qulx) =0}

n>1k=n

N

FTru(C\Q), sipo€S.

3.1.2 Nocidén de coherencia y asintotica relativa exterior

Consideremos el producto interno de Sobolev

m®s=/P@M@WM@+A/ﬂ@W@Nm@%

Ho Hl
donde A > 0. Seguiremos principalmente el enfoque presentado en [52]
y las referencias allf indicadas.

Usando argumentos similares a los planteados en los ejercicios 4. y 5.
del capitulo 1 (expresando el polinomio ménico @,, como el cociente de
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dos determinantes), podemos hallar una representacion de @, en la cual
sus coeficientes son funciones racionales en A, cuyos numerador y de-
nominador tienen el mismo grado que es, a lo mas n—1. De manera que
para A — 0o existe un polinomio limite asociado R.°. Este polinomio se
utiliza habitualmente para conectar las sucesiones de polinomios ortogo-
nales moénicos estandar { P, }n>0 v {Tn }n>0 asociadas a las medidas po y
141, respectivamente, con la sucesién de polinomios ortogonales ménicos
de Sobolev {Qn}n>0. Por ejemplo, se puede mostrar que

D peo (2) = (4 1) Ta(a) y (BP0 = | R2(@)dpola) =0, n> 1.

(3.25)
Si expresamos el polinomio limite R}°; en términos de las bases
{Po,... Put1} v {Qo,...Qns+1} de Ppy1, obtenemos

n+1 n+1

ZOH Z b JP Z dny1,5Q; (2 (3.26)

donde dy 41 = % Por supuesto, cada expresion en (3.26) tiene
Jis
un numero finito de términos no nulos. Si asumimos que
n+1
= Y baPi(e), k> -Ln>k+1, (3.27)
j=n—~k

donde k es un entero fijado, entonces

n+1
Ti1 = o Z b P(z), k>-1,n>k+1. (3.28)
j=n—~k
e (3.25) y (3.27) obtenemos que dyp41,; = 0 para 0 < j <n—Fk — 1.
Luego (3.26) puede expresarse como

n+1 n+1
Y bugPi(x) = Y dny1,;Q4(x), k>-1,n>k+1.  (3.29)
j=n—k j=n—k

Teniendo presente este esquema podemos introducir la siguiente definicién:
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DEFINICION 3.5. Sean un vector de medidas positivas de Borel (po, it1),
Y {Pntns0r {Tntnso las correspondientes sucesiones estdndar de poli-
nomios ortogonales monicos . Para k > —1, diremos que (po, 1) €s un
par k-coherente de medidas, si

n+1
b .
Toa(z) = ) —IPj@), nzk+1, (3.30)
j=n—k

con bpni1 =1y byp #0.

Histéricamente, la nocién de coherencia fue una de las primeras he-
rramientas utilizada en el estudio del comportamiento asintético de poli-
nomios ortogonales ménicos asociados a productos internos de Sobolev
[52].

Obsérvese que esta definicién es independiente de la acotacién o no
de los soportes. De hecho para k = —1 la relacién (3.30) se satisface
para las sucesiones de polinomios ortogonales clésicos (Laguerre, Jacobi,
Hermite). Para k = 0, la definicién se corresponde con la de pares
coherentes de medidas dada en el ejercicio 3. del capitulo 1 y para
k = 1, se corresponde con la de pares simétricamente coherentes de
medidas dada en el ejercicio 5. del mismo capitulo. Ademads,

PROPOSICION 3.1.2. Si (o, pt1) es un par coherente de medidas, entonces
para n > 1

n+1

Proyi(z) — on Pr(2) = Qnia(2) — 0n@n(), (3.31)

P2
donde anzan”—HH ”“20 #0,n>1.
o 1@Qnllg

A partir de la relacién (3.31), la estrategia de trabajo es la siguiente:
1. Describir todos los pares coherentes de medidas.

2. Establecer el comportamiento asintético de la sucesién {Pn}n>0'
3. Determinar los limites de las sucesiones {0} vy {an}.

4. Establecer el comportamiento asintdtico de la sucesién {Qn},, 0.
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Mostraremos algunos resultados correspondientes al comportamiento
asintético de polinomios ortogonales de Sobolev asociados a pares co-
herentes de medidas con soportes Iy = I; = [—1,1]. En este caso, H. G.
Meijer [55] dié una clasificacién completa de todos los pares coherentes
de medidas y probd que, necesariamente, una de las medidas debe ser
clasica. La clasificacion de Meijer es la siguiente

Caso 1o p1

(1) (1—2)* (1 +2) lde @(1 —2)%(1 + z)Pdx + M0,
2) ||z =&l —a)* (1 + )7 da (1 —2)*(1 + z)Pda

(3) (14 2)°~ldx + Mo, (1—x)Pdx

(4) (1 —z)* Yz + My (1 —z)%dx

Figura 3.1: Clasificacion de Meijer de los pares coherentes de medidas
soportadas en [—1, 1].

donde o, 3 > 0, |&1] > 1, |&2] > 1, M > 0y d, es la delta de Dirac
soportada en a € R. Obsérvese que, en todos los casos, g es la suma de
una modificacién racional de p1 y una posible masa puntual sobre R. Asi
pues, la asintética relativa exterior IZ—Z puede establecerse en términos
del cociente de las funciones de Szeg6 asociadas a cada uno de los pesos.
Por otro lado, despejando o, de (3.31) obtenemos

1 P, (2) P, (2) Tn(x)
_ n+1 Pyya(z) Pu(x) Pp(x)
o= AE) ’

n>1, (3.32)

usando la tabla de Meijer y la ultima observacién se puede deducir la
convergencia de la sucesién {o,} y determinar explicitamente su limite
en todos los casos.

Pall2
Por la proposicién 3.1.2, a, = 0,2 ‘\‘IQ H”“go # 0, n < 1. Por lo que
nlls

para el calculo del limite de la sucesién {a,,} se tiene

LEMA 3.1. Paran > 2, se verifica

1Pallf +An? | Tl < 1Qnll3,
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n
n—1

2
12 < \|Pn|io+a,%_1( ) 1Pacs 2, + A2 T 2.

. . . 1P |2
Una consecuencia directa de este lema es que lim,, .o HQ"—”“QO =0y,
nis

por lo tanto,
PROPOSICION 3.1.3. La sucesion {ay} satisface

lim a,, = 0. (3.33)

n—oo

3.1.3 Distribucion de ceros

Los resultados de la seccién anterior nos permiten establecer el sigu-
iente teorema, correspondiente a la asintética relativa exterior de
sucesiones de polinomios ortogonales moénicos de Sobolev:

TEOREMA 3.4. (Martinez-Finkelshtein et al. [53]). Dado (po,p1) un
par coherente de medidas con supp(up) = [—1,1]. Entonces

. Q) 2
AT S (3:34)

uniformemente en subconjuntos compactos de C\ [—1,1], donde

O(x) =2+ Va2 — 1.

Una de las consecuencias de este teorema es la localizaciéon y dis-
tribucién de los ceros de @,,.

COROLARIO 3.2. (Martinez-Finkelshtein et al. [53]). Los ceros de la
sucesion de polinomios ortogonales monicos {Qn}n>1 son densos en
supp(uo) = [—1,1], es decir,

) Uz : Qux) = 0} = supp(uo) = [-1,1]. (3.35)

n>1k=n
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3.2 Medidas vectoriales soportadas en interva-
los no acotados

Cuando en el producto interno

s =Y [ p9@) ® @)du(o), (3.36)
k=0 Ik

los intervalos I son no acotados, salvo en el caso de los pesos de La-
guerre (pares coherentes de medidas) o los pesos de Hermite (pares
simétricamente coherentes de medidas), se desconoce el comportamiento
asintético de los correspondientes polinomios ortogonales y el estableci-
miento de una teoria general sobre propiedades asintéticas constituye
un importante reto.

Para m = 1 y en un contexto general, en [23] J. S. Geronimo, D. S.
Lubinsky, y F. Marcellan analizan diferentes tipos de comportamiento
asintético de polinomios ortogonales de Sobolev para pesos exponen-
ciales en términos de las normas L? y L™, asf como también se estudia
la asintdtica fuerte de tales polinomios. En cada caso, la medida g
juega un papel clave . Para completar las ideas presentadas en esta
seccién pueden consultarse [23] y [46].

Maés precisamente, si se considera el producto interno de Sobolev

s = [ p@)ate) W)W @) duo()A [ (0 @ WA ahdm(o)
(3.37)
donde A > 0, W(z) = exp(|z|¥), @ > 0, z € Ry ¢ € L™ es positiva
sobre un conjunto de medida positiva, utilizando técnicas novedosas los
autores establecen la asintética fuerte de los polinomios ortonormales
{an},>0 conrespecto a (3.37) en términos de los polinomios ortonormales
{Pn}n>0 con respecto al peso W? dentro y fuera de la recta real. Mas
generalmente, encuentran una relacién asintética entre las sucesiones

{@n}ns0 ¥ {Pn},>0 cuando W es un peso exponencial sobre un intervalo
ICR.

Pesos de Freud y pesos exponenciales

DEFINICION 3.6. Dado un peso W : R — R, diremos que W es un peso
de Freud si W = exp(—Q), donde Q : R — R es par, existe Q" y es
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positiva en (0,00). Ademds, supongamos que xQ'(x) es estrictamente
creciente y satisface

a) lim,_ g+ 2Q'(z) = 0.

b) Existen constantes v, A,B > 1, C' > 0 tales que

Q' (yx)
450w

<B, z>C. (3.38)

Denotaremos a la clase de pesos de Freud por F.

Obsérvese que el peso W(z) = exp(—P(z)), x € R donde P un poli-
nomio moénico de grado 2n, es un peso de la clase de Freud F.

DEFINICION 3.7. Dada Q una funcion par y convexa sobre R, paran > 1
un valor ay, serd llamado nimero de Mhaskar-Rakhmanov-Saff si es la
raiz positiva de la ecuacion

2

1
n:—/ antQ'(ant) dt
0

V1—t2

s

EJempLO 3.2.1. Si Q(z) = |z|%, entonces

an =Cn'®, n>1

7
donde la constante C puede expresarse en términos de funciones gamma.

La importancia del nimero de Mhaskar-Rakhmanov-Saff radica en los
siguientes hechos:

1. El valor a,, estd univocamente determinado.

2. Los polinomios ortonormales {py},-, con respecto al peso w2,
con W = e~% se comportan sobre el intervalo [—ay, a,] como los
polinomios ortonormales para un peso de Szegé en [—1,1]. La
analogia se manifiesta a través de la transformacién lineal
Ly(z) = % —1, z € [—an, ay).

3. Los ceros del polinomio ortonormal p, pertenecen, o se encuen-
tran muy proximos al intervalo [—ay,, a,] y poseen una distribucién
asintética dada.
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4. La identidad fundamental establecida por Mhaskar y Saff:
[PW | Lo ) = [1PW [ o0 [~ap ] (3.39)

para todo P € P,. Ademads, Mhaskar y Saff mostraron que a,
es asintéticamente el menor nimero para el que se satisface la

identidad (3.39).

5. Mhaskar, Saff y Rakhmanov también establecieron la asintética
de la raiz n-ésima para la sucesion de polinomios ortonormales
{pn}n>0 con respecto al peso W2, con W = e~ @:

1/n
Tim (n (W;’(Z’;’z)) -1, 2eC\[-1,1], (3.40)

donde g,, es una funcién explicitamente dada.

DEFINICION 3.8. Dados I = (a,b) C R wun intervalo (acotado o no),
yQ : I — [0,00) una funcion convera. Diremos que W es un peso
exponencial si W = exp(—Q), y se satisface

a) lim,_, .+ Q(x) = oco.
Denotaremos mediante Exp la clase de pesos exponenciales.

Observe que el peso W(z) = exp(|z]¥), @« > 0, z € R es un peso
exponencial. Para a = 2, W es el peso de Hermite.

Cuando la funcién @) es convexa en el intervalo I = (¢,d) (no nece-
sariamente simétrico), 0 € I, tenemos la siguiente

DEFINICION 3.9. Para n > 1 los valores a4+, se denominan nimeros de
Mhaskar-Rakhmanov-Saff si satisfacen

c<a_n<0<a, <d,

y son soluciones de las ecuaciones

n = l an Q) dt; (3.41)

\/t_an)(an t)
o
0 = dt. 3.42
/ /e e (34
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Nuevamente, los nimeros a4, estan univocamente determinados y
entre las propiedades de a4, se encuentra la denominada identidad de
Mhaskar-Saff (ver [23]):

[PW | Loomy = I1PW |l Looa_,am]> (3.43)

para todo P € P,,.

3.2.1 Propiedades asintéticas

TEOREMA 3.5. ([23]). Sea @ : R — R una funcién par y continua en
R. Supongamos que Q" es continua en (0,00), y Q" > 0 en (0,00) asi
como que existen o, 3 > 0 tales que

zQ" (z)
a< o) <8, z€(0,00). (3.44)

Sea W =e~?, y sea {pn}n20 la sucesion de polinomios ortonormales
respecto a W2. Dados A > 0 y 1 € L>®(R) positiva sobre un conjunto
de medida positiva, sea {Qn}n>o la sucesion de polinomios ortonormales
respecto al producto interno de Sobolev (3.37). Sin — oo, se tiene

(1)

‘ (q’/l - %p’H) Wl =0(%) =), (3.45)

L2(R)

(1)
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(III) Sea
Wn(0) = W(aycosb), 6¢€|[—m, . (3.49)
Entonces
A 1 anz a
) o ()| -0 (). o

uniformemente sobre subconjuntos cerrados de C\ [—1,1].

(CIn(anz) - L fanz pn71> B 1 ai/Q
S (i) -0 (%),

(3.51)
uniformemente sobre subconjuntos cerrados de C\ [—1,1].

OBSERVACION 3.2.1.

a) La condicion (3.44) permite

Qz) = |z|*, sia>1.

b) Es sorprendente el grado de cercania de g, a %pn_l. El compor-

tamiento asintdtico en mnorma L? es suficientemente fuerte para
implicar la cota uniforme dada en (II) con la ayuda de una de-
sigualdad de Nikolskii.

¢) Los resultados siguen siendo vdlidos asumiendo menos suavidad
sobre Q, por ejemplo para pesos de Freud en la clase F(Dini).
También existe un resultado similar para pesos no pertenecientes
a la clase de Freud F siempre y cuando, para cada € > 0,

zQ'(x)
Q(x)

cuando x se aproxima a los puntos extremos del intervalo de ortogo-

= 0(Q(z)%)

nalidad. Sin embargo, las formulaciones se pueden plantear mds
técnicas.

Tver [23] y referencias allf sugeridas.
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pn"/n71<W2)
. y (nyn (W?2))
el coeficiente principal de p,, pero el término de error es malo.

d) En (3.46) puede reemplazar foz Ppn—1 POT , donde v, es

COROLARIO 3.3. (a) Cuando n — oo,

Kp = %ﬁ (a?n) e exp (% /01 %ds) (1+ 0(1()). |
3.52

(b) Cuando n — oo,
1
/ IV Aand (anz)W (a,x)
-1

2

™

1
0s [(n - 5) arccos x + 2I'(W,,; arccos ) — % ?dz = o(1).

_ m c
(3.53)
(¢) Cuando n — oo,
VAand (an2) Lt (3.54)

oD (Was gt ) A= 92(z) 712 VT

uniformemente sobre subconjuntos cerrados de C\ [—1,1].

(d) Existe n > 0 tal que cuando n — oo,

VA (anz)W (anz)(1 — 22V = \/gcos <<n - %) e - %)

+0(n™").
(3.55)

Para pesos W en los que ) es una funcién convexa en el intervalo
I (no necesariamente simétrico), la determinacién del comportamiento
asintotico de las normas esta asociada a los nimeros de Mhaskar-Rakhmanov-
Saff (ver [23]).

Paran > 1sea 8, = (an+|a_p|), denotemos por Ly, : [a_yn, an] — [—1,1]
la transformacién lineal dada por L, (z) = —1 + %, y por L,[fu a su
inversa. Entonces,
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TEOREMA 3.6. Sea I = (c,d) intervalo acotado o no, 0 € I. Dada
Q:1—[0,00) con Q" creciente y absolutamente continua en I, Q'(0) =
0=Q(0) y Q positiva en I\ {0}. Asumamos también que para j = 0,1,

Q(j)(x)) — 0= lim ‘Q(j)(x)).

r—d—

lim
r—ct

Sean W =e @ y {pn}n>0 la sucesion de polinomios ortonormales para
W2. Dados A\ > 0, ¢ € L>®(R) positiva sobre un conjunto de medida
positiva, y {qn}n>0 la sucesion de polinomios ortonormales de Sobolev
con respecto al producto interno (3.37). Entonces

(7

1
lim (q’ - —pn1> w = 0. (3.56)
e H BEERVAY L2(I)
Si, adicionalmente, asumimos que
"
lim Q@) <1, (3.57)

z—ct 0 z—d- (Q’(.%’))Q

entonces

din |0+ 100 (-0 - I [“p)w

L2(I)
(3.58)
(1) Sea
Wi (6) = W (L,[;ll (cos 9)) , O l-mml. (3.59)
Entonces
o (af — =) (£n ()

hm ( \/Xpnfl) ( . > — 0, (360)
n—00 gf)”_l(z)D_Z (Wn; ¢(z)>

uniformemente sobre subconjuntos cerrados de C\ [—1,1]. Sea

W;(Q):<1+‘Q’ (LL’”(COSG))DW(G)), 0€[—mn] (3.61)
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Si asumimos (3.57), entonces

1/2 _ _ 1 rLu(®)
i On (qn(Ln(Z)) Qn(o) N fO pnfl)
e 6"(2)D2 (Wi 515 )

=0, (3.62)

uniformemente sobre subconjuntos cerrados de C\ [—1,1].

OBSERVACION 3.2.2.

a) Obsérvese que, puesto que Q' crece hacia el infinito a medida que
nos aproximamos a los puntos extremos del intervalo 1, (3.58) da
un orden de convergencia para el limite.

b) La restriccion (3.57) es una condicion de reqularidad, en vez de
una de crecimiento. Si no se asume esta restriccion, se puede
mostrar una version de (3.58) en la que |Q’| se puede reemplazar
por una funcion que crece mds lentamente cuando mos aproxi-
mamos a los extremos del intervalo 1.

¢) Los resultados siguen siendo vdlidos asumiendo menos suavidad
sobre QQ, por ejemplo para pesos de Freud en la clase f(Dini)i.
También existe un resultado similar para pesos no pertenecientes
a la clase de Freud F, siempre y cuando se satisfaga que para cada

e >0, @)
Q' (x) )¢

cuando x se aproxima a los puntos extremos del intervalo de ortog-
onalidad. Sin embargo, estas formulaciones pueden volverse mds
técnicas.

2
d) En (3.46) puede reemplazar foxpn_l por %, donde v, es

el coeficiente principal de py,, pero el término de error no es sufi-
cientemente bueno.

Finalmente, una de las herramientas esenciales en [23] es una esti-
macion que relaciona el coeficiente principal k, del polinomio ortonor-
mal de Sobolev ¢, con el coeficiente principal 7,_1(W?) del polinomio

tver [23] y referencias allf sugeridas.
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ortonormal con respecto al peso W2, p,_1(W?;x). Su formulacién in-
volucra un error de aproximacién en norma L? con peso W:

Enlf; W] = inf{[|(f = P)W||2() : grad(P) < n} (3.63)

y el operador lineal

IR](z) = W 2(z) / ’ ROW2(t)*(t)dt, x € (c,d), (3.64)

definido sobre clases de funciones R, adecuadamente restringidas.

TEOREMA 3.7. Sean I un intervalo (acotado o no) y W : 1 — R una
funcion medible tal que W? tiene todos sus momentos finitos y denote-
mos mediante {pn}n>0 la correspondiente sucesion de polinomios orto-
gonales . Dada ) : 1T — R una funcion medible tal que el producto interno
asociado a (YW)? tiene todos sus momentos finitos, y asumamos que
es positiva en un conjunto de medida positiva. Sean A > 0, y {qn}n20
la sucesion de polinomios ortonormales con respecto al producto interno
(8.36), con coeficientes principales {ky}. Entonces

donde el supremo se considera sobre todos los polinomios R € P,,_1 que
satisfacen

< sup E2_,[I[R]; W],

(3.65)

I
—_

| RW || 2 (3.66)

/R Wy)? = 0. (3.67)

Para estimar el error de aproximacién se necesita una estimacion de
tipo Jackson. Esta estimacién reduce el segundo miembro de (3.65) a
una cota sobre la derivada con peso I[R]’, y métodos estdndar permiten
probar la acotacién con peso de I[R]’, al menos para pesos exponenciales.

TEOREMA 3.8. Sean I = (¢, d) intervalo acotado o no, 0 € I y @ : 1 — [0, 00)
con Q' creciente y absolutamente continua en I, Q'(0) =0=Q(0) y Q
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positiva en 1\ {0}. Dados A > 0, ¢ € L*(R) positiva sobre un con-
junto de medida positiva. Asumamos también que existe una sucesion
de numeros positivos {n,} tales que W admite la estimacion de Jackson

Enlf; W] <l Wl L2 (3.68)

para todo n > 1 y toda funcion absolutamente continua f : R — R.
Entonces

() -

La constante C1 es independiente de n, A, pero depende de W, 1.

2
Y1 (W?
< (||¢||L°°(H)ﬁ> + C1m2_s.

(3.69)

No obstante, son necesarias algunas restricciones sobre el crecimiento
de 9 cerca de los puntos extremos del intervalo 1.

Ejemplo

En los teoremas 3.5 y 3.6, se supone que v estd acotada. A continuacién,
mostraremos que si Y crece mas rapido que /@)’ cerca de los puntos
extremos de I, entonces el limite (3.56) puede fallar. Obsérvese que

oL [L _ L] LS
qn \/Xpnfl 'Ynfl(WQ) \/X Pn—-1 )

donde S € P,,_5 y, por tanto,

ICCE ipm(x))Q W (a)ds > } (3.70)

VA

Si W es el peso de Hermite

Nk, 1
[’Ynl(wﬂ) B ﬁ

1
W(x) = exp <—§$2> , T €R,

dado A>1y
U(z) = [z[%, z€ER,

mostraremos que
. Nkn
lim

L N—
n—o0, npar 'Yn—l(Wz)
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y, entonces, de (3.70) se deduce que

1 2 1
lim ;x——nx>W2xd:L‘Z—>0,
I A CC R IE) R

por lo que (3.56) falla. Por la desigualdad izquierda en (3.65), tenemos

nkp < Min ((wVV)Q)
Yn-1(W2) = ypa(W?2)

(3.71)

Podemos usar férmulas explicitas para los coeficientes principales en el
lado derecho de esta iltima desigualdad para mostrar que decae a O.
Primero ([63], pags. 105-105),

'Yn(W2) — 7_‘_71/4(2n/n!)1/2.

Luego,
(W)?(x) = [a** exp(—2?)

es la forma simetrizada del peso de Laguerre t—1/2+A exp(—t), bajo la

transformacién ¢t = 22 en la integral que define la ortogonalidad. De las
representaciones para polinomios de Laguerre ([63], pags. 100-101) para
n = 2m se deduce,

1 1 1 12
m (WW)%) = m! {F (2 +A4) (m+A*%) } '

Sustituyendo estas representaciones en (3.71) y aplicando la férmula de
Stirling obtenemos que, para n par,

nK
_ MR a1 -AY 12
’Yn—l(W2> o ( )

Nétese que C(n'=2)1/2 decae a 0 si A > 1.

Aplicaciones

Como un ejemplo final, en [23] los autores utilizan el teorema 3.5 para
el estudio de desarrollos en series de Fourier respecto a estas familias de
polinomios ortonormales.
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Sea W = e~ % como en el teorema 3.5 y sea f : R — R diferenciable en
casi todo punto, con || f||% finita. Asumamos por simplicidad que ¢ = 1.
Entonces considerando el desarrollo de Fourier-Sobolev de f:

o0

> (f2 @) -

n=0

Se muestra que existe una relaciéon entre los términos de la derivada de
la serie anterior

o)

> (. an) s,

n=0

y los términos del desarrollo de Fourier estdndar de f’ con respecto a la
base ortonormal {py},~,- Més precisamente, se muestra que
=

= s o o\ 1/2
[Euic 5 (rmrelo] cone(£3)"

n=m

(3.72)
donde C es una constante independiente de f y m. Si por ejemplo,

Q(z) = |z|*, a > 2, entonces esta serie converge, y el segundo miembro
de (3.72) es O né_%>

Para establecer (3.72), escribimos

<fa Qn>S %,1 = <f7 Qn>5' [q; - %pnl] + %<f7 Qn>5’pn71

y

L _ 1 2
\/X<f7 QR>Spn—1 = \/X </]R faW )pn—l

+\/X </]R f/ |:Q;z - %pn—l] W2> pn—l""(\/R f/pn—1W2> Pn—1-

Usando estas dos ultimas igualdades, podemos ver que el primer miem-
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bro de (3.72) esta acotado superiormente por

00 / 1 W 1 00 W2 2\ 1/2
;“faQn)S‘ [qn_xpn1:| L2(R)+x TLZm[/Ran :|
00 1 2\ 1/2
rl L 2
m(?;[/Rf 4 ﬁpn_l]ww
=T +Tr+T5.

De acuerdo con (3.45), la desigualdad triangular y la desigualdad de
Bessel, se tiene

- 1/2 / o .2 1/2
T < C<Z|<f,qn>s|2> (Z p)

= L =
1/2 ap,
< CUf. 1) (Z ;) :
Usando que
p 2
2 2 n
gW=<1-2X <n7> ) 3.73
/ e (77) (3
2
'Ynfl(W2) an\?
) A= LA .74
|< Nkn A O(n)’ (3.74)

se puede mostrar que

[/qu”WQr : [/RfQWQ] :AquQ}S||f||%O(%)2.

Entonces T admite una estimacion similar a 77. Finalmente, como

ol o < [l e

< SlfEe ()

por (3.45) nuevamente, 73 también admite una estimacién similar a la
hecha para T;. De las estimaciones para T1,T» y T3 se deduce (3.72).
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3.2.2 Polinomios ortogonales de tipo Laguerre-Sobolev.
Un caso no diagonal

Consideremos el siguiente producto interno de Sobolev

(b, q) = /R p(2)(@)dp(z) + Pe) AQ(e), (3.75)

donde dp es una medida de probabilidad no trivial con soporte sobre
la recta real, A € R(*%) es una matriz semi-definida positiva, p, ¢ son
polinomios con coeficientes reales, y Q(c) = (g(c),¢'(c),. .., q(k_l)(c))t
fueron introducidos en [2].

Cuando A = diag (Mg, M1, ..., M_1), el producto interno anterior es
denominado de tipo Sobolev diagonal, muchos investigadores han estado
interesados en las propiedades analiticas de los polinomios ortogonales
con respecto a (3.75). En particular, R. Koekoek [39] estudi6 la ecuacién
diferencial lineal de segundo orden satisfecha por tales polinomios or-
togonales cuando dy = % *dz, o > —1, y ¢ = 0. Estos polinomios
también satisfacen relaciones de recurrencia de orden superior y también
pueden ser representados como funciones hipergeométricas.

Para k = 2y My, M; > 0, en [40] los autores centran su atencién en
la localizacién de ceros de tales polinomios ortogonales, los cuales son
denominados polinomios ortogonales de tipo Laguerre-Sobolev. Final-
mente, el andlisis de sus propiedades asintéticas fue hecho en [5] y en
[46].

Cuando k > 2 si du = x% ®dx,c =0, Mg =M; =--- = Mp_o=0
y Myi_1 > 0 entonces problemas andlogos son estudiados en [56] en
el contexto de la distribucién de ceros. Desde un punto de vista al-
gebraico y para medidas més generales, en [49] los autores tratan con
representaciones de polinomios ortogonales de tipo Sobolev en términos
de polinomios ortogonales con respecto a la medida p, asumiendo las
mismas restricciones para el producto interno (3.75).

El primer caso de un producto interno de tipo Sobolev no diagonal
como (3.75) fue considerado en [3]. En este trabajo los autores con-
sideran la medida dpy = e dx soportada sobre R, ¢ = 0, y k = 2.
En particular, analizan la asintética escalada para los correspondientes
polinomios ortogonales (férmulas de Mehler-Heine) y, como una conse-
cuencia, obtienen el comportamiento asintético de sus ceros.
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Tomando en cuenta que los polinomios generalizados de Hermite apare-
cen como consecuencia del proceso de simetrizacién para los polinomios
ortogonales de Laguerre ([12], [63]) parece ser natural analizar las suce-
siones de polinomios ortogonales con respecto al producto interno (3.75)
cuando du = z%*dx, A € R¥*) e una matriz semi-definida positiva
no diagonal con k > 2,y ¢ = 0.

En [16] tal estudio es hecho para el caso k = 2, generalizando algunos
resultados conocidos para el caso diagonal (ver [5], [15], y [40]) también
en este trabajo se da una bonita interpretacién de los resultados de [3]
usando un proceso de simetrizacién de los polinomios ortogonales de
tipo Laguerre-Sobolev considerados.

DEFINICION 3.10. Sean {fin},~q una sucesion de nimeros reales y jr un
funcional lineal definido en el espacio P, tales que

</J,,l‘n>:/Ln, n207172a"'

p es denominado funcional de momentos asociado a {jin},~o- En
este caso, n es el n-ésimo momento del funcional .

DEFINICION 3.11. Dado un funcional de momentos [, una sucesion de
polinomios { P}, ~q se dice sucesion de polinomios ortogonales con res-
pecto a | St

(i) El grado de P, esn.
(i) (p, Pn(@)Pn(x)) =0, m # n.

(iii) {p, P3(x)) #0,n=0,1,2,...

TEOREMA 3.9. (Condiciones necesarias y suficientes para la ezistencia
de funcionales de momentos). ([12]) Sea p el funcional de momentos
asociado con {pin},~q- Eriste una sucesion de polinomios ortogonales
monicos { Py}, ~q asociada con i si y solo si la submatrices principales
de la matriz de Hankel [ptiy;]; ;cy son no singulares.

Un funcional de momentos para el cual existe la correspondiente sucesion
de polinomios ortogonales se denomina regular o cuasi-definido ([12]).
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ProposiCcION 3.2.1. (Férmula de Christoffel-Darboux). Sea {P,},~
una sucesion de polinomios ortogonales monicos. Si denotamos el n-
ésimo nucleo polinomial por

entonces, para todo n € N,

1 Pu(2)Pu(y) — Pn(l“)PnH(?/)'

Kn y -
(=9 = 75 p—y

(3.76)

La demostracién de esta proposicién puede consultarse en [12], [36] y
[63], entre otros.
La siguiente notacién para las derivadas parciales del nicleo K, (x,y)

i+k
A (Kn(xay)) _ Ky(lj’k)(
QIixdky

z,y),

permite presentar algunas propiedades de tales derivadas. Dada {P,}, -
una sucesion de polinomios ortogonales moénicos. Por la f’ormula de
Christoffel-Darboux (3.76, tenemos

1 Po(z)Pa-1(y) _Pnfl(x)Pn(y).

Fomle) =0 ry

El céalculo de j-ésima derivada parcial con respecto a y produce

K)e) = 7o (o s <Px(5)>P“ai<:j%)>

Usando la regla de Leibnitz

& (Pay)) _ Z it PP
oyl \x—y — k! (x — y)i—kt1’



114 F. Marcelldn, Y. Quintana

y reemplazando esta tltima expresion en (3.77), se obtiene

(09) _ 1 . jt - P()
Kn—]l (z,y) = m <Pn($) kZ:O _,m
1 Lt PPy)
(1, Pr_y) (Pn_l(w) kzo Nz — y)i—kt1

Consecuentemente,
ProprosicioN 3.2.2. ([49]) Para todo n € N,

. i
K @0) = 7pr vy (Pu@) Q@05 Puct) = Pua(0)Qy(, 05 )
(3.78)

donde Q(z,0; P,—1) y Q;(x,0; P,) denotan los polinomios de Taylor de
grado j de los polinomios P,,_1 y P, alrededor de x = 0, respectivamente.

Como se mencioné en el capitulo 1, los polinomios ortogonales de
Laguerre estan definidos como los polinomios ortogonales con respecto
al producto interno

x
(p,q) = / pgrte *dr, a > —1, p,q € P. (3.79)
0

Resumiremos algunas de las propiedades de los polinomios ortogonales
monicos de Laguerre que utilizaremos en esta seccién.

PROPOSICION 3.2.3. ([12],[65]). Sea {Ly},,5¢ la sucesién de polinomios
ortogonales monicos de Laguerre.

1. Para todo n € N,

xlp(x) =Ly () + (2n+ 1+ a)Ly(z) +n(n+a) Ly _(x),
(3.80)
con L§(z) =1,LY(z) =2— (a+1).
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2. Para todon € N,

Lo (z) = Lo+ (2) + nLot! (2) . (3.81)

3. Para todo n € N,

IL2)2 = n!T(n + a + 1). (3.82)

4. Para todon € N
£2(0) = ( 1)”%. (3.83)

5. Para todo n € N
(L) (x) = nLpti(2). (3.84)

6. Para todon € N,
z (L¥(2)) =nLl¥(z) +n(n+a) LS (x). (3.85)

En particular, para los polinomios de Laguerre tenemos
ProrosicioN 3.2.4. Para todo n € N

Ly _1(0) Ly (@)

Kooa(2,0) = (22 RS, (3.86)
0,1) _ (=" o (=D"n
Ki @0 = o rar i)+ (2 T(at2) H@),
(3.87)
L1) _ (_1)n(n — 1) el (_1)nn e
Kn—l (.%',0) - (n_2)!r(a+2) nig( ) ( 3)'F(a+2) +§(JL‘)
(3.88)
Demostracién. La demostracion de (3.86) aparece en [14]. Para (3.87)
ver [15]. Finalmente, (3.88) es consecuencia de (3.87) y (3.81).
|

Usando (3.82) y (3.83) en (3.86), (3.87), y (3.88) se obtiene
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ProrosicioN 3.2.5. Para todo n € N,

B F'n+a+1)
Kn1(0,0) = (n—1)T(a+ 1) (a+2)’ (3:89)
F'n+a+1) n—1

1,0
K 0,0)= - -

(n — 2)'F(a + 1)F(Oé + 3) —Oé + 2Kn71(0, 0), (390)

'n+a+1)(n(a+2)—(a+1))

KBy 91
n-1(0,0) (n —2)!IT(a+2)I'(a+4) (3:91)
(n(a+2)—(a+1))(n—-1)
= K,_1(0,0).
(a+ 1)(a+2)(a+3) 1(0,0)
TEOREMA 3.10. (Fdrmula de tipo Mehler-Heine, [16]).
Dada J, la funcién de Bessel de primera especie definida por
o (=1)/(z/2)% e
Ja = s . )
(@) JZ(:) JG+a+1)
entonces .
Le j
lim_ w = 2% ], (2V/x) (3.92)

uniformemente sobreAsubconjuntos compactos de C y uniformemente en
j € NU{0}. Donde LS (x) = (—=1)"/n!LS(z).

Comportamiento asintético

Si p € P denotaremos por

P = (1) )

Dados p, g € P, definimos el siguiente producto interno de tipo Sobolev

(p,q)g = /000 p(z)q(z)z“e "dr +P(0)' AQ(0), a > —1, (3.93)

donde
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My A
a= (%)
My, My > 0, A es una matriz semi-definida positiva, es decir,
det A = |A] > 0. Observése que My =0, M7 > 06 My = 0,My > 0
implican que A = 0. Estas situaciones han sido consideradas en [5] , [14],
[15].
Sea {Ef{}n>0 la sucesién de polinomios ortogonales moénicos con res-

pecto a (3.93). Consideremos el desarrollo de Fourier de Eg en términos
de la sucesién de polinomios ortogonales moénicos de Laguerre {L5}, <

Lo (z) = —|—ZankLk

donde B
(La(@), L3 (@))
A = 5 2 0<k<n-1.
1221l
De (3.93), se deduce
- t
(La) ALz (0)

ank = —

2
(0%
1221l
Como una consecuencia;

Lox) = L S( %W”

Li (z)

= (124l
=%U(L)AZMQ ,
= gl

es decir,
Lo(x) = L2(x) - (ig(@)tA ( g@(“’o)) ) L (394

De la expresién (3.94) obtenemos
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I = Lﬁ(O)—(Lﬁ(O))tA< Koo )
a/ _ o/ [} t qul—’O)(QO)
(Z2) @ = @)y - (Ls) 4 ( Koo )

De manera que

(L) = @) - (L) 4K 00, (3.95)
donde

(1,0
K, 1(0,0) = ( K (0,0 K1L9(0,0 )

Usando (3.95) se obtiene

—a t
(L") (7 + 4K, 1(0,0) = (L5(0))', (3.96)
donde [ la matriz identidad de orden 2 x 2. Obsérvese que

I+AK,_1(0,0)

1 0
Kn,-1(0,0)
= K,-1(0,0)
0 1
Kn—l(ovo)
—1
1 ~ar2
+AK, 1(0,0)

n=1 (n(at2)—(at1))(n—1)
a+2 (a+1)(a+2)(a+3)
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donde

1 A n
Gn = ——+ (M, —~ ,
Kn1(0,0)+< 0+a+2> a+t2

= (a+1\)721+3)_<a]\102+(a+1()2(31?2);?0‘+3)>n
+<a]\—{02+(a+2))204+3)>7

In = ‘a]\sz(HaAf?)’

o = (a—i-]\f)l(n:-FS)_(aj‘? <a+(12>?a++3;?<4;+3>>

n ( A n My > n 1
a+2  (a+2)(a+3) K,-1(0,0)°
Por otro lado,

T + AK,—1(0,0)] = (K,—1(0,0))*

1 _ n—1
1 A Of+2
X + traza
(Kn-1(0,0))*  Ku-1(0,0) _no1 (n(e+2)—(a+1)(n-1)
a+2 (a+1)(a+2)(a+3)

(n(a+2) = (@+1)(n=1) (n—1)*
*“‘”( (a+ D(a+2)(a+3) <a+2>2>}
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(nla+2)—(a+1)(n-1)  2A
(a+1)(a+2)(a+3) a+2
1 <(n(a+2)—(a+1)) n—1

2
(@+D(@+3) a+2> (Kn—1(0,0))

= LHQ1@m<M1 m—U+MQ

n_
A
+ ’a+2

(nla+2)—(a+1)(n—-1) 2

(a+1)(a+2)(a+3) a+2

1 n 1

2\ (a+1)(a+2)(a+3) (a+2)(a+3))"
( : )

= qulmm<Ml M—D+M0

2 n—
+ (K1 (0,0) 4] 2

Luego, si |A| > 0 tenemos que

s AK |A| n2a+4
o 1(0,0)] ~ ,
17+ 0.0~ e T P e+ e DT a2
3.97)
y si ’A| =0,M; >0,
na+3Ml
I+ AK, 1(0,0)| ~ . 3.8
4 AR (0.0~ o G 3T + DT (a 1 9) (3.98)
Usando (3.94) y (3.96) se obtiene
L(z) = L%(x)
(=1)""a+1) 0

Latont (7 4 AK 'y (- (at+2)
—(L3(0))" (I + AK,-1(0,0))

L
(o)
L)

= L) -

(=" (="
m—2)T(a+2) m—2)T(a+2)

(_1)n I(n+a+1) t

I'(a+1)

(=D"
(n—2)T(a+ 2)K,,—1(0,0)

n—1nl(n+a+1)
D" sy

-1 a+1
Gn Hn T hn—1 0 La+1
% A n—l(x)
LOH—Q )
Jn Kn 1 1 n72(x)
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asi

N “1\' /Gy H,\" [ =(a+1) 0
o = s () (5 o
o Jn Kn n—1 n-—1
Lyt (x)
x ( ) . (3.99)
Ly*3(x)

Ademis, si denotamos

obtenemos

_Jn Gn

donde

1
M,| = ——|T + AK,_1(0,0)].
Ml = 7| 1(0.0)

Por tanto, de (3.99), tras algunos célculos se obtiene

N 1 Apn2 + Byn + Cy, ! Lf{ji (z)
L) = Li)+ o ,

gﬁan + Bln+C), sz% (x)
(3.100)
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con

i — 2 |A| N M,
" (a+D)(a+2)(a+3)  (a+1)K, 1(0,0)
B o 2 ‘A| . 2\ . M1
" (a+D)(a+2)(a+3) K, 1(0,0) (a+1)K, 1(0,0)’
~ A M
A= 14 + - ,
(a+1)(a+2)  (a+1)Kn-1(0,0)
B, _ [0 |A| _ A _ M1
" (a+1)(a+2) K,-1(0,0) (a+1)K,-1(0,0)’
—2|4] A+ (a+ 1)My
Cn = + )
(a+2)(a+3)  Kn1(0,0)
— A A
Cl = | )
" T {at2) | Ka(0.0)
Sean
(=1)"
Li@) = = Li)
= (_1)71 To
Ly@) = = L),
entonces, de (3.100) se deduce
~a R 1 Ann? + Byn+ Cp, ' —%Egﬂ(:c)
Ly(z) = Lj(z)+ AL -
"\ An?+Bn+Cl sy Loa (@)
(3.101)
~ t ~
R 1 Ayn+ By, + & — Lot ()
= L%z)+ A B / R
"\ At B+ S Lo t3(@)
Por otro lado, como
M, = + n“+ Rn+T
Ml = 00 T En(0,0) <(a T 1)@ +3)
TL2
+ A + R'n+ T’) : 3.102
| ‘<(a+1)(a+2)2(a+3) " (3.102)
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donde R,T,R', y T" dependen sélo de My, M;, )\, y «, asumiendo que
|A| > 0, obtenemos

Al 2
M| ~ n-.
| (a+1)(a+2)?(a+3)
Por tanto,
~a
Ly (2) ~
A Chn ¢ _ Ta+l
o (at D(at22(at3) [ AT BT Lyti(a)
L@+ W7 [A] . : -
A+ B+ )\ L @)
Como una consecuencia, para x € C\ [0, 00)
= A+ By+ 2\ Lt
Ly(z) | (a+D(a+2)*a+3) [ 777" 0w Li@)
= ~ 9 -~
L(x) |4 An+ B+ G e {0)
" )
A By o\ i@
_,, e+ D@+ a+3) T Li@)
Al E e LIt |
noom e n1 T3
y teniendo en cuenta que
(I=j)/2T+]
n x :
lim RION (—z)~=0/2, (3.103)

n—oo igﬂl (z)

uniformemente sobre subconjuntos compactos de C\ [0, o), donde j,1 € R,
h,k € Z, (ver [5]) entonces

Li() 1
=140(—=
Lo(w) (ﬁ) ’
uniformemente sobre subconjuntos compactos de C\[0, co).
Por otro lado, si |A] =0, M; > 0, de (3.101) y (3.102)
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~ t ~
~a R 1 A,n+ B, + % —Lgﬂ(x)
L,(xz) = Ly(z)+
C(n,Mi,a, R, T ~ / ~
B Tasp+ S )\ S
_ 1 1 M 2
donde C(n, My, @, R, T) = oot e ((a o +Rn+T>.
Luego, para z € C\[0, c0)
- t
~a An | Bn 4 Cpn L2t (x)
+ + _Zn-1
En(x) ~ 14 (a+ 1) (a+3)K,-1(0,0) n n n Eagrxz)( |
L My / / / LL?:—Q z
i) R T Tg )
Teniendo en cuenta que
~ M,
K, _ A, =
n 1(0’0) n a+1’
- M,
K,-1(0,0)4], =
n 1( 3 ) n a+1’
My
K, 1(0,00B, = —2\———
n 1( 3 ) n a+17
M,
K,_1(0,0)0B, = —\-—
n 1( ) ) n a+1’
K,-1(0,0) A+ (a+ 1) My,

deducimos

uniformemente sobre subconjuntos compactos de C\[0, c0). Asi pues, se
obtiene la siguiente asintética relativa exterior:

TEOREMA 3.11. _
L3 (z)
n—oo L (x)

=1 (3.104)

uniformemente sobre subconjuntos compactos de C\[0, c0).
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Para encontrar la correspondiente formula de Mehler-Heine para los
polinomios ortogonales de tipo Laguerre-Sobolev L%(x), supondremos,
en primer lugar, que |A| > 0. Por tanto, de (3.103) se sigue que

~a
Ln(a/n) _
na
~ ~ o\ i
Li(x/n) , (a+1)(a+2)*(a+3) Ann + Bn + 3 Lot (x/n)
ne not2| A - ) R
U s )\ igem
7 I 4 Bay G \' [ _Lifit/m
_ L%(x/n)+(a+1)(a+2)2(a+3) An + n T RS
T e | Al - B o S
BRI S
asi,
~a
L
hm M — a:.*Oé/QJa(Q\/E)
n—oo n
_o2A N\
(a+1)(a+2)%(a+3) [ (etblet)(ats)
= 1AL
(a+1)(a+2)

acf(ozqtl)/2ja_H (2\/5)

xf(a+2)/2(]a+2<2\/£)

uniformemente sobre subconjuntos compactos de C. Por tanto, el se-
gundo miembro de la ecuacién anterior es

72 (Ja(2v/E) = 20+ 20 2 asa(2VE) + (0 -+ )+ ) asa(2V) )

donde J, es la funcion de Bessel de primera especie, y como

Ja(2V/E) + Jaya(2v/7) = O‘—j;JaH(M),

entonces

27 | Ja(2vE) = 2(a+ 2)27 2T 11(2V) + (e + 2)(a + 3)a ™ Jata(2VE)
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(a+2)(a+3)

wer2 | eV + 1) Jasal2)

= oo | (B2 00D - a2y
P (LY ) e

% [%Jaﬁ@ﬁ) - Ja+2(2\/§)]

= 272 ], 4(2V7).

En conclusion, obtenemos la siguiente férmula de Mehler-Heine

~a
TEOREMA 3.12. Sea {Ln} la sucesion de polinomios ortogonales
n>0
con respecto a (3.93) y |A| > 0. Entonces
~a

lim Ma/”) = 272 ] u(2V7), (3.105)

n—oo n
uniformemente sobre subconjuntos compactos de C.
Este resultado coincide con el obtenido en [46] para el caso diagonal,
Moy, M; > 0.

Ahora, encontraremos la férmula de Mehler-Heine cuando |A] = 0,
M, > 0. De (3.100),

<~

Ly(z/n) _ Ly(z/n)
ne N ne
~ t rotl
. Apn+ By + = —p et/
+
C(n, My, o, R, T) ~ c’ Poat2
Al + B, 4 S» e
_ Lg(z/n)
T one
~ t Ta+1
. —A,n?—B,n—C, . Ln;ig/")
+
na
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~(a+3)\' [ —am @2 (2v7)
— 72 ], (2VT) +

a+3 (@22 o (2y/x)
uniformemente sobre subconjuntos compactos de C, donde
_ 1 1 M 2

Asi pues,

ft04

TEOREMA 3.13. Sea {Ln} la sucesion de polinomios ortogonales
n>0

con respecto a (3.93) y asumamos |A| = 0, M; > 0. Entonces

<«

lim Lu(@/m) _ /2 (Ja(2\/5) — O‘—“’Jaﬂ (2vz) + O‘—J“?’Ja+2 (2@)) ,

n—oo  n% NG x
uniformemente sobre subconjuntos compactos de C.

Si Mg =0y A =0 el resultado anterior coincide con el obtenido en
5] y [15].

Para encontrar una férmula asintética fuerte escalada expresaremos
el polinomio ortogonal de tipo Laguerre-Sobolev Eg(z) como una com-
binacién lineal de los polinomios ménicos de Laguerre Lo2(z), L2 (x)
y LoT2(z). Sustituyendo (3.86) y (3.87) en (3.94)

_ ‘ Kn_l(x,O)
Iiw) = Li@)- (L) A
K (@,0)

n—

71)71,—1

DT Lt (@)

" a-+2 —1)"n a+2
(nfg)!f‘)(a+2) Lntl (z) + (n,(g)l%lfntg(x)

— L LT (2)
—1)" ~. t n—1"n—1
_(n—é)!I‘)(oH— 1) (L”(O)) A

amLati@) + Za Lt (@)
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De (3.81) se tiene

Ly(z) = Ly ()

n

- ' ( ik (L853e) + (0 - VLB (@) )

T (n—2)T(a+1) (Lg(o)

;La+2(x)+LLa+2(LE)

(a+1) Fn—1 a+1"n—-2

(a+1)

—1
()]
o+l

(Eg(()))t — (L2(0))! (T + AK,_1(0,0))"L.

—1\n ~ t _%
= L) — o é)é)m 5 (L) 4 [( 1 ) L%*?(x)]

G () 4

donde

Pero, por (3.81) tenemos
Li(w) = Ly (x) + 20 L3+ (x) + n(n — 1) LT3 ().
Consecuentemente,
TEOREMA 3.14. Para todo n € N
L) = LOV2(2) + ApoLo2(2) + Bn o LoH2(2) (3.106)
donde

_ V" (e af TE
T e — ), A< m)
~ 2n—(a+1)(a+2)

(=" ~arm )t —1
Bua = nn=1) = o5 r 51 (E50) A< n_ >
~ nn—-1)—(a+1)(a+2)(n—1).
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lo que significa que la sucesion {Lﬁ} es cuasi-ortogonal con res-
n>0

pecto al peso de Laguerre dugto = % 2e *dx.b
Efectuando el cambio de variable nz en (3.106), se tiene

~a R A ~ B ~
Lu(ne) = By ne) - 222 ) + D22t ).

De la definicén de A, o y Bp.a,

Ao 1 2 1
2y bl o (1)
n n n
B
na 1_(a+1)(a+2)+0 1 .
n(n—1) n n?
Por tanto,
L,(nz) = Ly (nz) - 2Ly*3(na) + Ly*5(na)
1 2)~ 1 2) ~
HoerDOED) posayy - 0E VO o
n n

Ta 1 Ta 1
—Lo2(nz)O <$> + Lo 2 (nz)O (ﬁ) .

De (3.81) obtenemos Ef‘l(x) = E?L+2(x) - 2fzf%(z) + ngg(x), luego

Ly(nz) _ | (a+D(a+2) Li5(ne)  (a+1)(a+2) [Hna)
La(na) n Lo (na) n La(na)
CLpRea) 1N | LeMma) (1
E%(nx) © <”2> " E%(nx) © <”2> ' (3.107

Queremos encontrar el limite cuando n tiende a co en el primer miembro

de (3.107). Usando que (cfr. [5] y [63]).

$Ver [9] para mayor informacién sobre familias cuasi-ortogonales, en particular el
andlisis de la distribucién de sus ceros.
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. Eg—1(n95)__ 1
A ) o@D (3.108)

uniformemente sobre subconjuntos compactos de C\[0, 4], donde ¢ es la
aplicacién C\[—1, 1] en el exterior del disco unidad dada por

o(r) =x+ Va2 -1

R. Alvarez-Nodarse y J. J. Moreno-Balcézar demostraron en [5] que

La(nz)  (p((z—2)/2)+1)?
M Ty T e (3.109)

Luego, usando (3.108) y (3.109) se concluye que

L83 (na)  Lo*3(na) LS} (na)
lim ———~ = lim = 5 —
n—oo  La(nz) n—oo Lo+ (nx) Lg(nx)

<_ 1 ) __ w((x=2)/2) )
¢ ((z —2)/2) (p((x—=2)/2)+1)?
1

(P ((x—=2)/2)+1)?

uniformemente sobre subconjuntos compactos de C\[0,4]. Como una
consecuencia, de (3.107) se obtiene la asintética relativa escalada para
polinomios ortogonales de tipo Laguerre-Sobolev.

PROPOSICION 3.2.6. Paran € N,

Ioma) . Ia(a)
lim —— =1
n—oo La(ng) n—oo Lf(nx)

=1 (3.110)

uniformemente sobre subconjuntos compactos de C\|0,4].

Por otro lado, usando (3.93) obtenemos

~ 112
|z o = LRI +LE(0) (I + AK,-1(0,0)) T AL (0).
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Si B es una matriz no singular, es inmediato comprobar que

0 ut

_ _ tp—1
v B = |B|u'B™ v
donde
- b ([ wm V1
=(2a)oe=(i) o= ()
Asi
~ 112 1 (e t
lz2l} = e - : a0
s |I + AK,,—1(0,0)|

AL2(0) I+ AK,_1(0,0)

(1251
’I + Aanl(O’ O)’

(I + AK,—1(0,0)])

1 0 L)/ L
17T+ AK,_1(0,0)] \| —AL2(0) I+ AK,_(0,0)

1L2)2 1 L) e
T+ AR,—1(0,0)] | —ALS(0) I+ AK,-1(0,0) |

Finalmente, usando

A
I+ AK,(0,0) = I + AK,,_1(0,0) + ———L%(0)L%(0)",
2
La

gz
‘ "l M+ AK,(0,0)]
IZglle M+ AKna (0,00
Por tanto, de (3.111), (3.97), y (3.98) se deduce la siguiente

se tiene

(3.111)

PROPOSICION 3.2.7. Sea {Zg} - la sucesion de polinomios ortogonales
n

con respecto a (3.93). Entonces

lim ‘ - S —
n—oo [|La|[,

L2
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Ecuacion holonémica y férmula de recurrencia a cinco términos

Para finalizar esta seccién, mostraremos la existencia de una férmula de
recurrencia a cinco términos para la sucesion de polinomios ortogonales

ménicos de tipo Laguerre-Sobolev {L?{} asi como la existencia de
n>0

dos operadores diferenciales de primer orden (denominados operadores
de creacién y aniquilacién) a partir de los cuales se puede determinar
una ecuacién holonémica que satisfacen dichos polinomios ortogonales.
El lector interesado puede consultar [17].

PROPOSICION 3.2.8. El operador de multiplicacion por x2 es un operador
simétrico con respecto al producto interno de Sobolev (3.93), es decir, si
p,q € P entonces

(@®p,a)g = (p.2%q)g - (3.112)

Consideremos el desarrollo de Fourier de #2L% en términos de {Lﬁ} ;
n>0

n+1
2?Lyy(x) = Liyyo(2) + Y aniLii(2) (3.113)
k=0
donde
Qp k — 3 S k=0,...,n+1,
|zz@
y

De (3.112) se deduce que

(Lg(@),a*Lg (@)

Qp k. = — P) g
|z
Por lo que a, ; =0 para k =0,...,n — 3,y (3.113) se transforma en

2Ly (x) = LYo (2) Fann1 L 1 () +anan Ly (2) Fan -1 Ly (2) +ann-2Ly_o(x).
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El préximo paso es encontrar los coeficientes a,x, k =n—2,...,n+ 1.

~ ~ /
Teniendo en cuenta que <w2Lg) (0) = <w2Lg) (0) = 0, entonces

(L@, Li (@) = (L@, L) | .

y usando la férmula de conexién (3.106) se tiene

An+1 « HL +2Ha+2 + An aBn+1 « HLCH—2H

an7n+1 — a+2 ~ 4

‘Lgﬂ (x H
ann = HLC!+2HQ+2 + A?%,a HLOH_QHOH—Q + Br2za H a+2Ha+2 ~ 6712
ZElp

tnnt = An,Oé HL(XJFQHQ—FQ + Bn,aAr;—l,Oé HLO[+2H04+2 -~ 4n3
’ La—1($)‘ g

- Bn,oé HLQJFQHQJFQ -~ n4

Ly w)Hs

Como una consecuencia, deducimos

TEOREMA 3.15. (Férmula de recurrencia a cinco términos, [17]) Para
todon € N

PLo(x) = Liia(@) + a1 Ly (@) + ana L (2)
+ann—1Ly_1(x) + apn—oLy_o(x).
(3.114)
donde ap ., k =n—2,...,n+1, son los coeficientes de Fourier-Sobolev,

previamente definidos y L* | (z) = L%y (x) = 0.

Ejemplo

Consideremos el producto interno (3.93) con My = M, M; = 4N, y
A = 0. Es decir, si p,q € P introducimos el producto interno
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(P a)s = /OOO p(x)q(x)z®e™"dx + Mp(0)q(0) + 4Np'(0)¢'(0). (3.115)

Sea {L%} la sucesién de polinomios ortogonales moénicos de Laguerre-
n>0

Sobolev con respecto a (3.115) y {P,}, +, la sucesién de polinomios or-
togonales con respecto al siguiente producto interno

P, @) = /Oo p(@)g() |2[** = da + Mp(0)g(0) + Np"(0)g"(0),

—0oQ
(3.116)
M, N € R*. Entonces, de acuerdo con la siguiente proposicién, podemos
encontrar una relacién entre las sucesiones {Lﬁ} Y {Pn},>0-
n>0 =

ProrosicIiON 3.2.9. Para todo n € N

Py(x) = Ly '*(a?)
Prgi(z) = aLy™P(@?).
Demostracién. Para mostrar que Po,y1(x) = 2 LY 2(1'2), probare-

mos que
<$Lg+1/2(x2),a}2k“>H =0, cuando n < k. Por lo que

<xL%+1/2(x2)7$2k+1> /oo L3+1/2($2)x2k+2 mm o g
—00

H

— /oo Lg+1/2(t)tkto<+1/2€—tdt
0

2

kE<n

Y

Sk HLgH/z

a+1/2’

donde 9, 1, es la delta de Kronecker.
Ademds,

<$Lg+l/2($2),x2k> —0
H

es decir,
Proyi(x) = 2Ly T2 (2?).
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Por otro lado, Po,(x) = Zg71/2(x2). De hecho, si 1 < k < n,
<Lf{_1/2(x2),:62k>H
(0.9] — 9 9
= / PR LO12(22) |2 e da
—00

+ [@m) k- 1022 2 (Zg*lﬂ)' (0)N

=0
_ /Ooot Lo V2 ()2t gy 4 AN [k(zk—l)x%”hzo (Eg)l(O)

o0

~ /
L2 ()2t dt + AN (£7)(0) (L;f) (0)

- (o),

Il
S

2

— 5 |12 2” '
k n (Jj ) g
Dado que
(i P6).n), = / Ly V2@ |o* e da + MLy V2(0)
= / Lo~ Y212t + MLE~Y2(0)
0
_ Ea71/2 1
(La72(@).1)
entonces

Pon(z) = LO7V2(2?).
|

Algunos resultados obtenidos en [3] se pueden deducir de esta simple
relacién entre sucesiones de polinomios ortogonales. Vedse también [49].
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Ecuacién holonémica

En esta seccién deduciremos una ecuacién diferencial de segundo orden
satisfecha por la sucesién de polinomios ortogonales monicos de tipo

Laguerre-Sobolev {Eg} o Para tal fin, encontraremos dos operadores
nz

diferenciales de primer orden 7, y K,, tales que

Ju(L%) = H(@mn)io,
K (~a ) = K(z;n)LO.

n—1
para algunos polinomios H (z;n) y K(z;n). Estos operadores se denom-
inan en la literatura operadores de aniquilacién y de creacién, respecti-
vamente ([36]).
Sustituyendo (3.80) en (3.106):

Lo (x) = f(x;n)Lo2(2) + M, LOF2(x) (3.117)
asi como para los polinomios de grado n — 1
Ly_y(z) = KaLi*i(@) + g(asn) Ly (), (3.118)

donde

flzsn) = Apa+(z—2n+1+q))
M, = Bpa-—(n—1)(n+a+1)
Bu1,a
(n—2)(n+a)
By io(x—(2n+a—-1))
(n —2)(n+ «) ’

K, = 1-

g(x; n) = Anfl,a +
Derivando en ambos miembros de (3.117)

(F2) (@) = £2*3@) + flasm) (257) (2) + My (E243) (@),

Multiplicando por x los dos miembros de la igualdad anterior, y usando
(3.85), obtenemos
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v (B8) () = aLg3@) + flasn)(n - DIGHE()
+f(@n)(n = 1)(n+a+ 1)Lyt ()
+My [(n = 2)LyH5 () + (n = 2)(n+ @) LyT5(2)]

De (3.80) se tiene que

L) = — oLt + L Dy
Asi,
e (B2) @) = [+ (- 10f(sn) - M) 133(0)
+(n—1)(n+a+1)f(z;n) Lyt (x)
+M, (x — (n+ a+1)) Lyt5(x),
es decir,
x (Z%)l (x) = [nw +Apan—n—Byo— Apa — nz] Lff_rf(x)

+ [B,Wac +Ana (—1 —a+na+ n2)] L;‘{i%(a:)
— [ana I+n+a)—nla-— n? —na + 1)] Lgt%(w)

Entonces, definiendo

d(zsn) = nr+Apan—n—Bpo— Apa — n?

o(z;n) = BpatT+ Ana (—1 —a+noa+ n2)
~Bpo(l+n+a)+n(a—n*—na+1)

se obtiene

e (2) @) = 6 I @) +olrmig ). (3.119)
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De manera similar,

n—2

r(I2) @) = rlam) L) + vlan) L @),
donde

—xBp_1,a

) = e T i+ )

+2n +2By_ 10+ 200+nB,_ 14— 3na+ By .0 — 3n? 4+ n3 + na
(n—2)(n+ )

_An—l,oz

Bn—l,ax

vl ) = Kaln 1)+t 1)+ o0

+g(z;n)(z—(n+a+1)).

De (3.117) y (3.118) se deduce que

glzin) LY (x) — Mo LS ()

L) = = ) — Kol (8120)
Lgfg(l“) _ f(x, n)L%—l(x) - KnLg(x) (3‘121)

g(x;n)f(x;n) - KnMn

En consecuencia, reemplazando (3.120) y (3.121) en (3.119), se tiene

g m) f(m) = KM (12) (2) + g ) (s ) — K (s ) E(2)
= [f(z;n)o(x5n) — Mud(a;n)] LY (2).
De manera similar, se puede mostrar que
2 lgtam) f(asn) = KnMa] (L3) () + [Mar(asm) = o(asn) £ (@ 0)] L3y (2)
= [r(z;n)g(x;n)o(w;n) — Kyo(z;n)] L ().

Por lo tanto,
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PROPOSICION 3.2.10. Sea {E%} una sucesion de polinomios ortogo-

n>0
nales mdnicos con respecto a (3.93). Entonces, los operadores diferen-

ciales Jn y K, definidos por

Jn = F(x;n)D+ G(x;n)l
K., = F(x;n)D+ J(z;n)l

donde D es el operador derivada, I el operador identidad y

F(z;n) = z[g(x;n)f(z;n) — K,M,],
G(zin) = ¢(xin) (9(zin) — Kn),

H(zin) = f(zsn)o(zsn) — Mpg(a;n),
J(x;n) = Myr(x;n) —v(z;n)f(z;n),

= 7(z;n)g(z;n)o(z;n) — Knov(z;n),
satisfacen

ga(L) = H@mIi,

Ta _ . @

K (Ln_1> = K(x;n)Ly.

En otras palabras, J, es un operador de aniquilacién y X, es un
operador de creacién asociados a la sucesion {Lg

n>0
De la proposicién 3.2.10 se deduce

@Jn (Eg) — 1o,

Asi, aplicando el operador diferencial K, a los dos miembros de la
anterior igualdad

6 (g (B5)) = Kl

es decir,

F(z;n)D (@Jn (Zﬁ)) + }JI((Z’,T:L)) TIn (Eg) = K(z;n)L2.
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Teniendo en cuenta que

D <m‘7n (Eﬁ)) - D H(;;n) <F(x;n) (Eﬁ)/ + G(:c;n)f/ﬁ>>
= ) (P (22) + G T
e i )
se deduce

H(z;n) H(x;n) " H(x;n)
donde
Y(z;n) = G(zyn)+ J(x;n) — (w;()f;l()x,n) + F'(x;n)

Luego, si se usa la notacién de la proposicién 3.2.10, se obtiene

TEOREMA 3.16. Sea {EZ} . la sucesion de polinomios ortogonales
n

ménicos de Laguerre-Sobolev con respecto a (3.93). Entonces

Az (Ta@)) "+ B (13@) + Clasm) @) =0,
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donde
A(z;n) = F?*(z;n)

F(z;n)H' (z;n)

B(z;n) = F(ayn) |[F'(zin) + G(zin) + J(z3n) — H(z;n)

F(z;n)G(z;n)H' (z;n)
H(z;n)

C(x;n) = F(x;n)G'(x;n) + J(x;n)G(z;n) —

—K(z;n)H(x;n).

3.3 Series de Fourier relativas a polinomios or-
togonales en espacios de Sobolev

En la teoria de series de Fourier, el analisis de los fenémenos de Gibbs
se puede mejorar utilizando polinomios ortogonales asociados a un pro-
ducto interno de la forma (3.1), tal y como se muestra en los experimen-
tos numéricos presentados en [35].

Si denotamos mediante R la matriz de Gram del producto escalar (3.1)
respecto a la base candnica {xﬁ}r@o y mediante R*) la matriz de Gram
del producto interno estandar relativo a la medida g, £k = 0,1,...,m,
entonces

PRroprosICION 3.3.1.

R =Y ZD,R¥ Dy (2")F, (3.122)
k=0

donde Dy, = diag (dék)):io con dg-k) = k:!(kj,j), k=0,1,...

Las matrices R*) son matrices de Hankel.

Si consideramos la sucesién de polinomios ortogonales respecto a (3.1),
las entradas de la matriz de Hessenberg asociada no se pueden determi-
nar de manera explicita como hemos realizado en el capitulo 2 para el
caso de los polinomios ortonormales en la circunferencia unidad. No
obstante, en algunos casos particulares si se puede abordar este pro-
blema. Por ejemplo cuando en (3.1) consideramos m = 1y du; = Adjq,
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con (pg, 1) un par coherente de medidas y A > 0, la sucesién de poli-
nomios ortogonales moénicos {Qﬁ}qpo asociada a este producto interno
satisface

n+1
PnJrl(:E) +0n

Po(z) = Qn () + Z an j Q7 (),
=0

donde

<Pn+1 + O'nnT—HPn; Q?)S
Qp j = = 07

<Q]>\7 Q;\>S

paral0<j<n—-1y

on L [, P2(w)dpo ()
fnn = (@3, QN5

Por tanto, hemos establecido una relacion algebraica sencilla entre los
polinomios {Q?L} y {Pn}n20 de manera que, para n > 2,

n>0

Po(2) + enPa-1(z) = Qp(2) + en(N)Qn_1 (). (3.123)

donde ¢, = 017", €n(A) = an—1n—1, n > 2. En términos matriciales,
si a(z) = [Py(x), Pi(z),... ]ty b(x) = [Q)(x),Q}(z), .. .]%, la relacién se
puede expresar como

Aa(z) = Bq(x), (3.124)

donde A y B son matrices bidiagonales inferiores con entradas diagonales
1.

Por tanto, si Jo es la matriz tridiagonal asociada a la sucesién de
polinomios ortogonales estandar {P,},-, esto es, za(z) = Jsoa(z),
y M es la matriz de Hessenberg asociada a la sucesién de polinomios
ortogonales de Sobolev {Q;\L}n>0’ esto es, zq(x) = Mq(x) de (3.124) se
sigue que

AJsa(z) = BMq(x),

es decir,

AJA B q(x) = BMq(x).

Por tanto, deducimos el siguiente resultado
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PROPOSICION 3.3.2. (Marcellan [44]) Dado un par coherente de medidas
(o, fi1) y el producto interior de Sobolev

(p, fJ)ss—/Hp(ﬂ'«“)q(%)duo(fJC)JrA/]I p(x)q (x)dpin (x),

entonces la matriz de Hessenberg M asociada a la familia de polinomios
ortogonales mdnicos de Sobolev es

M = (B 'A)J (B~ 1A)™!
donde A, B son las matrices bidiagonales dadas en (3.124).

A modo de ejemplo, en el caso Laguerre se tienen tres situaciones

2) { dpo(z) = (z + a)z* e *dz,

diy(z) = 2% *dx, a>0,a>0.

(z)
wo(x) = e *dx + Moy,
b) { O(x) = e "dx, MO> 0.

) dpg(x) = 2% *dx,
¢ d#1($)_x$+a “de+Mb_,, a>0,a>—1,M>0.

En el caso de Jacobi (ver Figura 3.1), se tienen las siguientes situa-
ciones

a) { dpo(x) = (z +a)(1 —2)* (1 + )" 'dz,

diiy(z) = (1 —2)*(1 +2)Pdz, «,3>0,a>—1.
b) { dpo(x) = (1 — )% tdo + Md_q,

dipy(z) = (1 —2)%dx, a>0,M2>0

djir () = L= gy L MG, a> 10,8 > —1,M > 0,

0 { dpo(x) = (1 — 2)*(1 + 2)°de,

De larelacién (3.123) se sigue una interesante aplicacién al tratamiento

de la series de Fourier respecto a familias de polinomios ortogonales de
Sobolev. Sea

W2’1:{f:]R—>]R:/f2d,uo<+oo, /(f’)2dﬁ1<+oo}.
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Denotaremos mediante &, b, q los vectores columnas cuyas (n + 1)-
ésimas componentes son, respectivamente,

i) = [ @) Pae)dio(a),
bn) = [ £@)Su@diu (o)
De (3.124) se sigue que
B{ = Aa + \Db,

donde D = diag(1,2,...,n,...).

Por tanto,
ProprosicioN 3.3.3.
q= B 'Aa+ AB"'Db.

De esta forma se pueden determinar los coeficientes del desarrollo de
Fourier de la funcién f respecto a los polinomios ortonormales de Sobolev
en términos de los coeficientes de Fourier de f respecto a { Py}, v los
coeficientes de Fourier de f’ respecto a {Sy.},,>-

3.4 Ejercicios

1. Demostrar el enunciado de la Proposicién 3.1.2.

2. Demostrar el enunciado del Lema 3.1. Sugerencia: Obsérvese que

1Qulls = 1Qnllf, +An?

m

Utilice que P, y T, tienen norma cuadrdtica minima, es decir,

1Pall%, = inf{(p,p)y, : grad(p) =n, p ménico},
HTnHZ1 = inf{(p,p)u, : grad(p) = n, p ménico}



ORTOGONALIDAD Y ESPACIOS DE SOBOLEV CON PESO 145

y la sucesion {Qn} es solucion del problema extremal

1QulI% = inf{(p,p)s : grad(p) = n, p ménico}.

Por lo tanto, ||Qnlls < (R, BY)s = (R, R )y + An?|| T |7
n > 2.

Finalmente, use la Proposicion 3.1.2 para estimar (Ry°, R3°) 0,
n > 2.

3. Demuestre que la clase E%(€, p1) es un espacio de Hilbert con el
producto interno dado por (3.6).

4. Demuestre que si f € E?(€, p1), entonces f tiene limite no tangencial

lim f(z) = f(x), paracasitodoz €T,

zZ—00

donde T € C?+.
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CAPITULO 4

PROBLEMAS ABIERTOS

En esta seccién mencionaremos varios problemas relacionados con la
teoria de polinomios ortogonales no estandar.

4.1 Desarrollos en series de Fourier-Sobolev

Problema 1. Bajo las hipétesis de la proposicion 3.3.2, un interesante
problema es el andlisis de los errores de aproximacién f — Sy f,
donde Sy denota el proyector N-ésimo de Fourier de f respecto a
las familias {Q;\L}n>0, {Pn}tnso0 ¥ {Sn},sos respectivamente. Las
correspondientes estimaciones en términos de N permitirian la
comparacién entre la aproximacién estandar y la aproximacién
de Sobolev, hasta ahora sélo realizada entre el caso Legendre y el
caso Legendre-Sobolev [35].

4.2 Transformaciones espectrales sobre la
circunferencia unidad

Problema 1. Las transformaciones espectrales racionales aplicadas a
funciones de Stieltjes forman un grupo no conmutativo que esta
generado por las transformaciones canénicas (Christoffel y Geron-
imus) y las correspondientes a los polinomios asociados y antiaso-
ciados en la recta real. Para el caso de la circunferencia unidad,
este es un problema abierto.

147
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Problema 2. La representacién matricial del operador de multiplicacion
para medidas soportadas en la circunferencia unidad da lugar a una
matriz de Hessenberg cuyo caracter unitario depende del hecho de
que la medida de ortogonalidad no pertenezca a la clase de Szego.
La representacién CMV [10] elimina esta restriccién en la medida
utilizando ciertas bases ortogonales en el espacio de los polinomios
de Laurent. De esta forma, el operador de multiplicacién se puede
representar mediante una matriz pentadiagonal denominada ma-
triz CMV. El estudio de las transformaciones espectrales lineales
a partir del enfoque CMV se perfila como una linea fructifera de
investigacién.

Problema 3. En [6] se han encontrado nuevas férmulas de cuadratura
sobre la circunferencia unidad, con la propiedad de exactitud al-
gebraica en todo el espacio de polinomios P(C). Aunque estas
férmulas no son de tipo interpolatorio, poseen como maximo do-
minio de exactitud algebraica todo el espacio P(C). Hasta el mo-
mento no se conoce la relacion entre estas férmulas de cuadratura
y las formulas de cuadratura de tipo interpolatorio asociadas al
concepto de para-ortogonalidad [19].

4.3 Asintética y localizacion de ceros

Problema 1. Sea (ug, it1) un vector de medidas de Borel sobre C tales
que al menos una de ellas tiene como soporte un conjunto infinito
de puntos. Consideremos el producto interno de Sobolev

)5 = / p(2) 7@ dpo(z) + / P ()7 @ (),

y {@n},>o la sucesién de polinomios ortogonales ménicos corres-
=
pondiente. ;Cudl es la asintética fuerte de {Qn}, 5o si o y
son dos medidas absolutamente continuas en la clase de Szegd con
soportes disjuntos, o al menos con soportes diferentes?. Si es cono-
cida la asintdtica fuerte de {Qn}n>0 , entonces se pueden localizar
los ceros del polinomio (),, v su correspondiente distribucion sobre
p Yy P

A = supp(po) U supp(p1).



CAPITULO 5

APENDICE

Lema de Schwarz
Utilizando el principio del maximo, Carathéodory demostré en 1904 el
siguiente resultado, conocido como Lema de Schwarz.

LEMA 5.1. Dada w : D — C una funcion analitica y acotada por 1 en
D, tal que w(0) = 0. Entonces

lw(z)| < |z|, para todo z € D. (5.1)

Ademds, si la igualdad |w(z)| = |z| es vdlida para algin z € D, entonces
w es la transformacion lineal w(z) = €'“z, donde o es una constante
real.

Demostracion. Como w es una funcién analitica en el disco unidad D,
y se anula en el origen, tenemos que

w(z) = cz4+ct e+
Por tanto, la funcién
w(z
f(z) = i ) =c1teazt e

es analiticaen Dy f(0) = c;.
Dado z = a un punto arbitrario de D. Sea r tal que |a| < r < 1. Sobre
la circunferencia |z| = r, tenemos
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Por el principio del maximo esta tltima desigualdad es vélida en el disco
|z| <y, por tanto,

lw(a)] _ 1
= < 2.
f@l = <
Haciendo r — 17, tenemos que
[w(a)|
[fa)] = <1,
|al

de manera que |f(a)| = 1 s6lo puede ocurrir en el caso en que

f(z) = @ = €' donde « es una constante real *.

El teorema de Carathéodory-Toeplitz

Dada una sucesién {c,}, >, C C, si existe una medida positiva de Borel
=
no trivial o sobre la circunferencia unidad T, tal que

Cp = /emeda(tg),

definimos ¢, paran < 0 por ¢, := ¢_, y formamos la matriz de Toeplitz
de orden n, con entradas T; ; = ¢;—j, 0 < 4,7 < n. Es decir,

CO c—l e C_n

C1 €o 0 Coptl
T, =

Cn Cp—1 -°° €o

El teorema de Carathéodory-Toeplitz caracteriza la sucesién
{cn}n20 C C, como sucesion de momentos asociada una medida positiva
de Borel no trivial o sobre T, en términos de la positividad del det(Ty,)
para todo n > 0. Mas precisamente,

TEOREMA 5.1. (Carathéodory-Toeplitz, [60]).

La sucesion {cn}n>0 C C es una sucesion de momentos asociada a una
medida positiva de Borel no trivial o sobre T, si y sdlo si, det(T,) > 0,
para todo n > 0.

*Esta demostracién es debida a Constantin Carathéodory (1873-1950)
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El teorema espectral

Sea U un operador unitario sobre un espacio de Hilbert H. El vector
¢ € H se dice ciclico para U si y sélo si span{U’¢ : j € Z} es denso en
H.

TEOREMA 5.2. (Teorema espectral para operadores unitarios, [60]).
Un operador unitario U con vector ciclico ¢ es unitariamente equiva-
lente al operador multiplicacién por z, M, sobre L*(T, o).

Demostracién. Sea ¢ € H un vector para U, tal que |¢|lx = 1.
Definamos la sucesion

en =, U ")y, n €.
Entonces, para aq,...,a, € C,

E a;GiCi—j =

1<i,j<m

m

Z aiUicp

i=1

2
> 0.
H

Por tanto, aplicando el teorema de Carathéodory-Toeplitz, la sucesién
{¢n}nez es la sucesién de momentos de una medida o T sobre la circun-
ferencia unidad, es decir,

Cn = /emoda(ﬁ).
Sea V : span{UJy : j € Z} — L*(T, o) dada por
V(Up) = e,

y como la sucesién {e},cz es u conjunto denso en L?(T), entonces V'
se puede extender a un operador unitario V : H — L*(T, o).
|

o es la medida espectral para (U, ¢).
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propiedades asintéticas, 19, 95

relaciones de recurrencia, 8
ascendente y descendente, 8

sucesion estandar, 1
de polinomios ortogonales
monicos, 2, 25, 89

teorema



Venezuela

GObiernO BOIivariano Ministerio del Poder Popular
de Venezuela para Clencia, Tecnologia ¢ Industrias Intermedias

AHGEA TS O 10905





