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Prefacio

El estudio del movimiento, pues de eso se tratan los Sistemas Dinami-
cos, podria decirse que es tan antiguo como la Historia misma. Si bien
gana terreno dentro de la Matematica a partir del invento del Célculo
Diferencial y las Ecuaciones Diferenciales, es H. Poincaré quien sienta
las bases de la teoria, en particular proponiendo el estudio cualitativo; y,
durante la primera mitad del siglo XX, se forjan los conceptos y métodos
fundacionales. Pero es a partir de la década del sesenta, con el nacimien-
to de la Teoria Hiperbdlica, que los Sistemas Dindmicos toman cuerpo
y forma como disciplina en si misma.

Estas notas presentan los aspectos fundamentales (enfatizando los
métodos geométricos y dindmicos) de la Teoria Hiperbdlica (Capitulos
1y 2) y la caracterizacién de la C'-estabilidad (Capitulos 3 y 4). Esto
ultimo no sélo nos permite apreciar la estética intrinseca de la teoria,
sino que también sirve como introduccién a sus técnicas, que han tenido
un impacto relevante en el desarrollo del estudio de la dinamica global en
los ultimos 20 anos. Sobre este aspecto se incluye el Capitulo 5, que nos
hubiera gustado profundizar més, pero por razones de tiempo y espacio
no ha sido posible.

Los pre-requisitos, en lo que respecta a los Sistemas Dinamicos, son
casi nulos; de todos modos se incluye un Apéndice con nociones elemen-
tales. Mas alla de conocer aspectos basicos de Geometria Diferencial, lo
que es necesario tener es lo que suele llamarse “madurez matematica’”.
De cualquier forma, las notas admiten al menos dos niveles de lectura.
Para el estudiante inicial sugerimos navegar a través del Capitulo 1, del
Capitulo 3 las secciones 3.1, 3.2 y 3.3.2, y la seccién 4.2 del Capitulo
4. El estudiante més avanzado puede leer directamente los Capitulos
2, 3y 4 (de este ultimo, si lo prefiere, puede omitir la seccién 4.2). El
estudiante que tenga conocimiento de la teoria hiperbdlica puede ir di-



v

rectamente a los Capitulos 3 y 4. Hay ejercicios a lo largo del texto que
complementan la teoria y que son importantes para la comprension de
la misma. También se ha incluido una lista reducida de ejercicios al final
de los Capitulos 1 y 2.

Finalmente quiero agradecer muy especialmente a Rafael Potrie por la
lectura previa del texto, sus comentarios y correcciones, que han resul-
tado en una mejora importante del mismo. Los errores que quedan son
s6lo mios, y en todo caso queda como ejercicio para el lector descubrirlos
y corregirlos.
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Capitulo 1

Introduccién a la
hiperbolicidad

La hiperbolicidad juega un papel central en la teoria de sistemas di-
namicos: es el paradigma de los sistemas llamados “cadticos” a pesar
de lo cual se tiene un descripcion bastante completa de su dinamica.
Por otro lado tienen propiedades de estabilidad, lo que implica que esta
“caoticidad” no se destruye por pequenas perturbaciones del sistema.

En este primer capitulo, comenzaremos estudiando transformaciones
lineales hiperbdlicas donde, a pesar de la dindmica ser trivial (por no
existir recurrencia no trivial), varias de las ideas y métodos de la teoria
se presentan de forma mas elemental.

Seguiremos luego con lo que es llamada la teoria hiperbdlica local y
el Teorema de Hartman. Luego estudiaremos dos ejemplos clasicos de la
dindmica hiperbdlica.

1.1. Transformaciones lineales hiperbdlicas

Definicién 1.1.1. Una transformacion lineal (invertible) A : R¥ — RF
es hiperbolica si todos sus valores propios tienen modulo diferente de 1.

Cuando una transformacién lineal tiene todos sus valores propios de
modulo menor que uno, no es dificil ver entonces que ||A,v|| — 0 para
todo v € R*. El siguiente lema nos dice que esta convergencia es expo-
nencial. El argumento es simple y aparecera varias veces en el texto.
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Lema 1.1.1. Sea A : R¥ — RF lineal hiperbdlica tal que todos sus valores
propios tienen mddulo menor que 1. Entonces existen C >0 y0 < A < 1
tal que || A™v|| < CX"||v||, n >0, v € R

Demostracion: Es facil ver que existe ng tal que ||[A™]| < v < 1. Sea
Cp = sup{||A7| : j = 0,....,n0} y A = /™. Dado cualquier n > 0,
escribimos n = kng 4+ r con 0 < r < ng. Resulta entonces que

C
147 < [AFe AT < C1y* < 71A” = C\".

O

Sea A una tranformacion lineal hiperbdlica. Consideremos E* la suma
de todos los subespacios (generalizados) asociados a valores propios de
modulo menor que 1. Andlogamente, definimos E". Ks facil ver que
R* = E* @ E*. De hecho tenemos el siguiente:

E’LL
A
\M
Figura 1.1:

Lema 1.1.2. Sea A : RF — R lineal hiperbdlica. Entonces existen sube-
spacios E%, E" (llamados subespacio estable e inestable respectivamente)
tales que:

1. R = E5 ¢ Ev.

2. A(E®) = E°, A(E") = E", es decir, E* y E" son invariantes por
A.
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3. Existe C >0y 0 < X<1 tal que:

|A™| < CA"|jv||,n >0, v € E*

[A™" ]| < CA*[Jol[,n = 0, v € E*.

4. Para x € R* definimos ES = x+E° y EY = 2+ E%. Se tiene que si
y € B! = ||A"y—A"z|| < CAN" =, 0 sin > 0. Andlogamente,
paran >0 ey € EY se tiene que ||[A™"y—A7"z|| < CA" —,, s 0.
En particular, si x # y entonces sup,,¢yz ||A"z — A"y|| = .

Demostracion: Queda como ejercicio para el lector. ]

Sea A una tranformacion lineal hiperbdlica y v € E®. Sabemos por
el lema anterior que ||A™v|| — 0 y de forma exponencial. Sin embargo,
para ver este decrecimiento podriamos tener que esperar cierto tiempo.

Por ejemplo, si
5
0 3

entonces todo vector iterado por A converge exponencialmente a 0, pero
hay vectores v tales que ||Av|| > ||v||. El siguiente lema dice que podemos
elegir una norma donde vemos contracciéon “paso a paso”.

Lema 1.1.3 (Norma adaptada). Sea A : R¥ — R* hiperbélica, RF =
E? @& E" su descomposicion en subespacio estable e inestable. Entonces
existe un norma ||.|1 : R¥ =R y 0 < a < 1 tal que

-1
||A/E5H1<CL<1 Y HA/Eu||1<CL<1.

Demostracién: Supongamos primeramente que E* = R*. Sabemos que
existen C' > 0y 0 < A < 1 tal que ||[A"]| < CA". Consideremos ng tal
que CA™ < 1. Fijado ng definimos una nueva norma ||.||s; definida por

no—1

lolls = D 470]].
j=0
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Es fécil ver que existe K tal que ||v]|s < K]||v||. Luego observamos que:

no
Al = 3 1490l = ol + 1470l = ol < ol + (X% = D]
j=1
Ao 1
< (1+252) ol <l

si elegimos a, (1 + %) <a<l.

Ahora, en el caso A : RF — R¥ con RF = E* @ E*, aplicando lo
anterior construimos normas ||.|[s y ||.|[. en E® y E" respectivamente
tales que [|[A/ps|ls <a <1y ||A/_E1u\|u < a < 1. Basta definir entonces,

escribiendo v = (vg, v,,) con respecto a la descomposicién RF = Es @ EY,
la norma .||y como

[vll1 = max{||vs|[s, |vullw}-

1.1.1. Estabilidad

Por motivos ulteriores y para introducir ciertas técnicas que seran
desarrolladas en el Capitulo 2, queremos estudiar el siguiente problema:
sea A una transformacién lineal hiperbdlica en R¥ y realizamos una
perturbacién de la misma cercana a la identidad, ;ambos sistemas son
conjugados? Mas explicitamente, sea G : R¥ — R* un homemorfismo
cercano a A, es decir ||[Ax — G(x)|| < K para algin K (y para todo x);
;es cierto entonces que existe H : R¥ — R¥ tal que AoH = HoG? jy con
|H(x) — z|| < a para todo z7 Si ambas respuestas fuesen afirmativas,
observemos que

A"oH=HoG" VYn€Z.

Pero entonces
[A"(H(z)) — G"(2)[| = [H(G"(z)) - G"(z)|| <o Va,

es decir, la érbita por H(x) segin A es « cercana a (o a-sombrea) la
6rbita por z segun G. Por otra parte, la sucesion z,, = G"(x) verifica
que ||Az, — zp41|| < K. Esto motiva la siguiente:



Hiperbolicidad y estabilidad )

Definicién 1.1.2. Sea K > 0. Una sucesion {x, }nez en RF es una K-
pseudo-orbita (con respecto a A : R¥ — R¥) si ||Az, — 2pp1|| < K Vn €
Z.

Lema 1.1.4 (Propiedad de sombreado). Sea A : R¥ — R¥ lineal hiper-
bolica y sea K > 0. Entonces eziste a = a(K) tal que si {x,}nez €s una

K-pseudo orbita entonces existe un tunico z € R¥ tal que ||A"z — x,| <
a Vn € Z.

Demostracion: Comencemos con un caso particular:

Sublema: Sea A : R — R* lineal tal que ||A]| < a <1y sea K > 0.
Entonces existe « = a(K) tal que si {x,}nez es una K-pseudo orbita
entonces existe un tnico z € R tal que ||[A"z — 2 || < a ¥Ym € Z.

Demostracion: Consideremos x,, : m > 0. Observemos que por ser A
una contraccion tenemos que

3
L

|A™ 2 — || < |A™ gy — Am=U g, |

<.
Il
=)

3
L

JA™ U (A — zj44))|

™

7=0
m—1
< Zam—(j+1)K
7=0
m—1
. K
= K J <
Z v = 1—a

o

Jj=

Luego, tomando o = %, cualquier K-pseudo 6rbita positiva {zy }n>0
es sombreada (a menos de «) por la érbita positiva segin A de un punto
w = w(zp). Re-indexando la sucesién {zy, }n>_pn encontramos un punto
wy, tal que

| A", — 2| < a0 n > —m.

Escribiendo z,, = A™w,, concluimos que ||A"z,, — z,| < « para cual-
quier n > —m. Tomando z un punto de acumulacién de z,, (y suponien-
do que lim,, z,, = z) concluimos que para cualquier n € Z se tiene
que

|A" 2z — x| = 11;71111 |A" 2, — x| < a.
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Finalmente, tal punto z debe ser tnico (jpor qué?). O

Continuemos ahora con la demostracién de la propiedad del sombrea-
do.

Consideremos la descomposicién R¥ = E* @ E* correspondiente a
A:RF - RF y escribimos x € RF por x = (x4, x,) con respecto a esta
descomposicién. Vamos a trabajar con la norma adaptada encontrada
en el Lema 1.1.3 y que notaremos por comodidad ||.||. (Recordar que dos
normas en R son equivalentes).

Sea z,,, m € Z una K-pseudo 6rbita y tomemos o = % Escribimos
Ty = (27", 7). Aplicando el sublema a A /s y a A/pu concluimos que
existe ys e y, tal que ||AMys — 27| < ay ||[A"y, — 2] < « para
cualquier m € Z. Luego y = (ys,yu) es el punto cuya orbita por A
sombrea x,,.

O

Lema 1.1.5. Sea A : R¥ — R¥ lineal hiperbdlica. Existe € > 0 tal que
si G : RF — R¥ es un homeomorfismo y g = G — A tiene constante de
Lipschitz menor que € entonces G = A+ g es expansivo con constante de
expansividad infinita, es decir, sup,cz [|G"(xz) — G™(y)|| = 00 si x # y.

Demostracion: Por comodidad seguimos trabajando con la norma adap-
tada para A y con la descomposicién R¥ = ES & E.

Consideremos = # y dos puntos de R*. Supongamos primero que
|z — y|| = ||xw — Yull- Resulta entonces que:

1G(z) =G = [(A+9)(z) - (A+9) ()l
Az — Ayl — [[lg(x) — g(v)|l
a”Maw — yull — €llz -y

= (@ =9z -yl

(AVANAY]

Por otro lado, de forma andloga vemos que
(G () = G(y))sll < (a+ )]z —yll.
Concluimos que si € es tal que a + € < 1 < a~! — € entonces

1G(z) = G| = [ (G(x) = G(Y)), |
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IG(@) =Gl = (a™" = &)z —yll.

Inductivamente tenemos que
1G"™(z) = G ()| = (a7 = )" ||z — Y|l —n—to0 0.

Razonando de la misma manera en el caso ||z — y|| = ||zs — ys|| con-
cluimos que |G™(z) — G™"(y)|| = (a™! — )|z — y|| —n—to00 0.
U

FEl siguiente resultado es el objetivo de esta seccion. Los métodos uti-
lizados en la demostracion nos serviran de modelo para el Capitulo 2.

Teorema 1.1.1 (Estabilidad global de mapas lineales hiperbdlicos). Sea
A : R¥ — RF lineal hiperbdlica. Existe € > 0 tal que si G : R¥ — RF
es un homeomorfismo que verifica sup{||G(x) — Az| : 2 € R¥} < 0o y
G — A tiene constante de Lipschitz menor que € entonces G y A son
conjugados.

Demostracién: Tenemos que hallar un homeomorfismo H : RF — R* tal
que HoG = Ao H. Sea K > 0 tal que sup{||G(z) — Az|| : » € RF} < K.
Vemos entonces que dado cualquier x € R¥ la érbita segin G, {G"(z) :
n € Z}, es una K-pseudo érbita de A. Por la propiedad del sombreado
concluimos que existe a > 0 tal que para cualquier z € R existe un
tnico z € R¥ que verifica:

|A"z — G"(2)|| < a para cualquier n € Z. (1.1)

Definimos entonces H : R¥ — R* por H(z) = z donde z es el tinico punto
que verifica (1.1). En otras palabras ||[A"(H (z)) — G"(z)|| < a Vn € Z.
Verifiquemos primeramente que H conjuga G con A. En efecto, ten-
emos que ||[A"(Ao H(z)) — G"(G(z))|]| < a Vn € Z y por lo tanto
H(G(z)) = A(H(z)). De ahi que nos falta probar inicamente que H es
un homeomorfismo.

H es continua: sea z € R* y sea x,, una sucesién tal que z,, — .
Queremos probar que H(z,,) — H(z). Sea H(z,, ) una subsucesién de
H(z,,) que converge a un punto y y sea p € Z cualquiera. Observamos
que

|4y — GP(@)]| = i | AP (H (2n,)) — GP ()| <
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y por lo tanto y = H(z). Como H(z,,) es un sucesién acotada (por serlo
Zy) concluimos que H(z) es el dnico punto de acumulacién de H(x,,).
Luego H(x,,) — H(x) y probamos que H es continua.

H es inyectiva: Esto es consecuencia de la expansividad de G. En efecto,
supongamos que H(x1) = H(x2). Deducimos que |G (z1) — G™(z2)]| <
2aVn € Z y por lo tanto x1 = xo.

H es sobreyectiva: Supongamos que 3y € R* tal que H(x) # y Vo € R,

Consideremos B = B(0,4a) la bola (cerrada) de radio 4« centrada en

el origen y la funcién g : B — 0B definida por g(z) = 404% Es
facil ver que si x € OB entonces g(x) # —z. Por lo tanto tenemos una
funcién continua de la bola en el borde de la misma y tal que en el borde
es (isotdpica a) la identidad. Esto contradice el Teorema del punto fijo
de Brower.

H~! es continua: Es similar a la prueba de la continuidad de H. O

Observacién 1.1.1. Remarquemos que si sup{||G(z)—Az| : © € RF} <
K entonces la misma demostracion anterior prueba que existe H : RF —
R* continua y sobreyectiva tal que Ao H = H o G, es decir, G y A son
semiconjudados. Si ademds G tiene constante de expansividad infinita,
entonces H es inyectiva y un homemorfismo.

1.2. Puntos fijos hiperbdlicos:
Teorema de Hartman

En lo que sigue M denotard una variedad riemanniana compacta
conexa y sin borde.

Definicién 1.2.1. Sea f : M — M difeomorfismo y p un punto fijo de
f. Decimos que p es hiperbdlico si D fy, : T,M — T,M es hiperbolico (no
tiene valores propios de mdédulo uno). Un punto periddico de periodo k
se dice hiperbdlico si es un punto fijo hiperbélico de f*.

Como sucede a menudo en matemética, para estudiar un fenémeno es-
tudiamos su aproximacién lineal con la esperanza que esta nos de infor-
macién relevante sobre el mismo. El siguiente teorema dice que cuando
p es un punto fijo hiperbdlico, la dindmica de f cerca de p indistinguible
(topolégicamente) de la dindmica de su aproximacion lineal cerca del
origen.
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Teorema 1.2.1 (Teorema de Hartman [H]). Sea f: M — M un difeo-
morfismo yp € M un punto fijo hiperbdlico de f. Entonces f y D f, son
localmente conjugados. Mas precisamente, existe U, entorno de p en M
y V entorno de 0 en T, M y un homeomorfismo h: U — V tal que

hof=Df,oh.

Figura 1.2: Conjucacién local: Teorema de Hartman

Demostracion: Por ser un teorema local, usando cartas locales, podemos
suponer que f : R¥ — RF y p = 0 = f(0) es punto fijo hiperbélico y
consideremos el mapa lineal hiperbélico A = D fj. La idea es modificar
f fuera de un entorno de 0 de forma que quede cerca de A y asi poder
aplicar la estabilidad de A. Sea € > 0 tal que si g : R¥ — R* es acotada
y tiene constante de Lipschitz menor que € entonces A y A 4+ g son
conjugados por el Teorema 1.1.1.

Por otra parte, escribimos f(z) = Az + ¢(z), donde ¢ es C*, ¢(0) =0
y D¢g = 0. Luego, existe § > 0 tal que si ||z|| < § entonces ||¢(z)| <
Szl v [[D¢s|| < §. Consideremos una funcién “chichén”p : R¥ — R
tal que 0 < p(z) < 1, p(x) = 1si ||z|| < §/2,p(x) =0si|z|| >dy
IVp(@)]| < &

Sea G(z) = Ax + p(x)¢(x). Resulta que G(z) = f(x) si ||z]| < §/2
y sup{||G(z) — Az|| : € R*} < oo. Por otra parte DG, — A =
p(x)D¢, + ¢T.Vp(z) que es idénticamente nulo si ||z|| > § y cuando
lz|| < 0 tenemos:

€ € 4
IDGs — All < p(@)[[[Ddz | + llo@)l[[Vo(2)ll < 5 + gIIwH— <e
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En consecuencia g = G — A tiene constante de Lipschitz menor que € y
concluimos que existe H : R¥ — RF homeomorfismo tal que H o G =
Ao H. Tomemos U = B(0,0/2), V.= H(U) y h = H;y. Como G = f
en U concluimos que ho f = Ao h como queriamos. O

Corolario 1.2.1. Sea p punto fijo hiperbélico de f. Entonces, existe U,
entorno de p tal que si f*(x) € U, para todo n € Z entonces x = p. En
particular p es el inico punto fijo de f en U,.

Los siguientes conjuntos juegan un papel fundamental en la teoria de
sistemas dindmicos.

Definiciéon 1.2.2. Sea f : M — M un homeomorfismo y x € M. Se
define el conjunto estable de x como

W?(z) ={y € M : dist(f"(y), f"(2)) —n—+too O}
y el inestable como

W) ={y € M : dist(f~"(y), f7"(x)) —n—too O}.

Para € > 0 definimos el conjunto estable e inestable local (de tamano €)
como

Wi@) = {y € M : dist(f"(y), f*(x)) < € ¥n > 0}
We(z) = {y € M : dist(f~™"(y), f ™ (x)) < € ¥ > O},
Como consecuencia inmediata del Teorema de Hartman 1.2.1 tenemos:

Corolario 1.2.2. Sea f : M — M difeomorfismo y p € M un punto
fijo hiperbolico. Existe € > 0 tal que:

1. We(p) C We(p) y We(p) C W¥(p).

2. Wg(p) (respec. WX(p)) es una subvariedad topoldgica de la misma

dimension que el espacio estable (respect. inestable).

3. W3(p U " )y WHp U " (Wx(p)) y son subvar-
n>0 n>0
iedades topologicas inmersas en M.

Demostracion: Queda como ejercicio. O
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En realidad, vale el siguiente teorema cuya demostracién omitiremos
(ver también Seccién 2.3).

Teorema 1.2.2 (Teorema de la variedad estable). Sea f : M — M
difeomorfismo C" y p € M un punto fijo hiperbdlico, T,M = E°* & E"
su descomposicion en subespacios estable e inestable de D f,. Entonces
W#(p) y W¥(p) son subvariedades inmersas de clase C" tangentes en p
a B° y E" respectivamente.

Hagamos ahora una clasificacién de los puntos fijos o periédicos segin
su comportamiento lineal.

Definicion 1.2.3. Sea f : M — M un difeomorfismo y p € M un
punto fijo (periddico) hiperbolico T,M = E°* @ E* su descomposicion en
subespacios estable e inestable de D f,. Decimos que p es:

» atractor si E° = T,M (y por lo tanto E* = {0}).
» repulsor si E* = T,M (y por lo tanto E* = {0}).

» silla si {0} # E° # T,M (y por lo tanto lo mismo ocurre con E*).
En este caso definimos el indice de p como dimE?.

Observacion 1.2.1. Sea f : M — M un difeomorfismo y p € M un
punto fijo hiperbdlico.

» Sip es atractor = W?*(p) es un abierto que contiene a p y

W (p) = {p}-
» Sip es repulsor = W"(p) es un abierto que contiene a p y
W#(p) = {p}.

Veamos ahora que los puntos fijos (o periédicos de periodo k) hiperbé-
licos de f persisten por pequenas perturbaciones de f y ademas “varian
continuamente”.

Teorema 1.2.3. Sea f : M — M un difeomorfismo y sea p un punto
fijo (periddico de periodo k) de f. Entonces existe un entorno U, de p, un
entorno V(f) de f en Diff'(M) y una funcién continua ¢ : V(f) — U,
tal que ¢(g) = py es el inico punto fijo (periddico de periodo k) en U,.
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Demostracion: Como se trata de un problema local, mediante cartas
locales, supongamos que f : R" — R" y p = 0 = f(0). Sea Vi(f)
entorno de f tal que podemos definir I' : V; (f) x R™ — R" por I'(g, z) =
g(x)—z. Ahora I'(f,p) = 0y 02(f,p) = D fp—Id. Por lo tanto podemos
aplicar el teorema de la funcién implicita y obtenemos un entorno U,
de p, un entorno V(f) y una funcién continua (de hecho diferenciable)
¢ :V(f) — U, tal que

{(g:2) € V(f) x Up : I'(g, ) = 0} = {(g,¢(9)) : g € V(f)}.
0

Observamos que se puede hacer un argumento topoldgico para probar
el resultado (sin usar el Teorema de la funcién implicita) mediante el
uso de la nocién de indice de p respecto de f.

El siguiente teorema, que no demostraremos, nos dice que es frecuente
que los puntos periédicos sean hiperbdlicos:

Teorema 1.2.4 (Kupka-Smale [K][S1]). Eziste un conjunto residual R
en Diff"(M) tal que si f € R entonces:

1. Todo punto periddico de f es hiperbdlico.

2. W5(p) y W¥(q) son transversales para cualquier p,q € Per(f).

1.3. Sistemas de Anosov lineales en T".

Consideremos A € SL(n,Z), es decir, una matriz con entradas enteras
y determinante +1. Resulta que A induce un difeomorfismo en el toro
" = R"/Z".

Definicién 1.3.1. Sea A € SL(n,Z) hiperbolica. El difeomorfismo in-
ducido f : T" — T™ definido por

foll=1IIcA

donde I : R™ — T™ es la proyeccion candénica es llamado difeomorfismo
de Anosov lineal.

Los difeomorfismos de Anosov son ejemplos fundamentales en la teoria
hiperbdlica. Nuestro objetivo aqui es describir su riqueza dinamica.
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Teorema 1.3.1. Sea f : T™ — T™ un difeomorfismo de Anosov lineal.
Entonces:

1. Per(f)=Q(f) =T
2. f es transitivo y topologicamente mixing.
3. f es expansivo.

4. Para cualquier z € T", las variedades W*(z) y W*(z) son densas
en T".

Demostracion: Para simplificar y fijar ideas vamos a hacer la prueba en
el caso f: T? — T? dado por folIl =110 A donde

2 1
A= ( 21 ) |
Sea ¢ € Z y consideremos el conjunto C; = {(m/q,n/q) : m,n € Z}.
Es facil ver que A(Cy) = C, y por lo tanto f(II(Cy)) = II(Cy). Sin
embargo II(Cy) es un conjunto finito y entonces cada punto de II(Cy) es
periddico. Por otro lado U C, es denso en R? y asf U II(Cy) es denso
qEZL qEZ
en T?. Deducimos que Per(f) = T? como queriamos.

Como A es hiperbdlica de entradas enteras y determinante 1 tenemos
que los valores propios A, i de A son irracionales y A = =1, 0 < |\| <
1 < |p|. En nuestro caso son positivos y A = 3_2—‘/5 Ademas concluimos
que E* y E" (los subespacios propios asociados a A y u respectivamente)
son rectas de pendiente irracional. Por lo tanto II(E®) y II(E") son
densas en T2. Sean U,V abiertos cualesquiera en T?. Luego II(E*)NU #
Oy I(E*)NV # (. Sean U y V componentes conexas de II"*(U) y
II-1(V) respectivamente tales que E* ald #0yE" nv # (). Se concluye
facilmente que existe ng tal que A*(U) NV # () para todo n > ng. Por

lo tanto
fUUYNV D IAMNU)NV) £ 0, Yn > ng

y f es entonces topoldgicamente mixing.
Veamos que f es expansivo. Consideremos ¢ tal que si

[z —yll <eo = [[Az — Ay|| < 1/4
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y sean Z,¢ dos puntos de T? tal que
dist(f"(z), f"(9)) < €y Vn € Z.

Fijemos z € [I71() y para cadan € Z tomemos y, € II-1(f™(7)) tal que
llyn — A™z|| < €g. Afirmamos que y,+1 = Ayp, n € Z. En efecto, como
llyn — A™z|| < € entonces || Ay, — A" x| < 1/4 y como hay un tnico
elemento de IT-1(f"*1(7)) a distancia 1/4 de A"*'z concluimos que
Ay, = Yn+1. Luego y, = A"yg, Vn € Z y por lo tanto [|[A"z — A"yl <
€o Vn € Z. Por la expansividad de A deducimos yg =z y asi & = §.

Por tltimo observamos que dado x € R? se tiene que II(z + E®) y
[I(x + E*) son densas en T2. Afirmamos que

Wi I(z)) =(x + E%) y W¥Il(z)) =I(x + EY).
En efecto, si y € x + E° entonces
A"z — A™y|| —n—yoo O
y por lo tanto

dist(f"(I(x)), f*(I1(y))) —=n—to0 0

y esto implica II(x + E*) C W#(II(z)) (lo cual ya implica que es densa).
Por otro lado, consideremos ¢y como antes y sea 4§ € T? tal que §j €
We(Il(x)). Existe ng tal que dist(f"(I1(x)), (7)) < €0, n > ng. Para
simplificar supondremos ng = 0. Sea y, € II~1(f™(7)) tal que |y, —
A"z| < eg. Se deduce, razonando como anteriormente, que y,+1 = Ay,.
Pero entonces ||A"yp — A"z| —n—t00 0 y luego yo € = + E®. Esto
concluye la demostracion de W*(II(x)) = II(z + E®). Andlogamente se
prueba que W*(Il(z)) = II(z + E“). O

Hemos visto entonces que los difeomorfismos de Anosov lineales pre-
sentan una dindmica rica y compleja. Veamos ahora que esta dinamica
se preserva por perturbaciones C'-pequefias (véase la Seccién 2.6).

Teorema 1.3.2 (Estabilidad estructural de Anosov lineales). Sea f :
T" — T" un Anosov lineal. Fxiste € tal que si g : T" — T" es un
difeomorfismo e-C cerca de f entonces g y f son conjugados.
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Demostracion: Sea A € SL(n,Z) e hiperbdlica tal que foll = Il o A.
Sea ¢g : T" — T™ difeomorfismo € C'-cerca de f y sea G : R* — R"
un levantamiento (que es de clase C1) de g, es decir g o Il = Il o G.
Podemos escribir G(x) = Az + p(x) donde p : R™ — R™ es periddica en
Z". Resulta que sup,cpn |[|[p(2)|| < 0oy || Dpa| < e.

Por la estabilidad de A : R™ — R"™ (ver Teorema 1.1.1) concluimos que
(si € es suficientemente chico) existe H : R” — R™ tal que AocH = HoG
donde H (z) es el unico punto de R™ que verifica:

sup [A™(H (z)) — G™(z)]| < oc.

Afirmamos que si ¢ € Z™ entonces H(xz + q) = H(z) + q. En efecto,
observamos que para cada n, G" = A™ + p,, donde p,, es periddica en Z"
y por lo tanto

sup [[A™(H(z) +¢) — G"(z + q)l| =

meZ

= sw |A™(H (z)) + A™q — A™(x + q) — pm(z + q)|| =
me

= s |A™(H(z)) — G™(z)| < o0
me

y por unicidad H(z 4+ q) = H(x) 4 ¢q. Por lo tanto podemos definir h :
T™ — T™ por h(Il(z)) = II(H (z)). Resulta que h es un homeomorfismo

y ademas:
foholl=folloH=IlocAoH =Ilo HoG=holloG=hogoll

es decir, foh=hog. ]

1.4. Herradura de Smale y puntos homoclinicos

Vamos a considerar un difeomorfismo f : R? — R? tal que la imagen
de un cuadrado Q = I x I es como se indica en la figura 1.3, conocido
como la herradura de Smale ([S2]). Este también es un ejemplo bésico
de dindmica hiperbdlica.

Tenemos entonces dos bandas horizontales Hy y H; tal que f(Q)NQ =
f(Ho) U f(Hy) = Iy U I; son dos bandas verticales. Supondremos que
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Figura 1.3:

J/H;,t = 0,1 es afin. En particular, las direcciones horizontales y verti-

cales son preservadas bajo f,y, y segmentos horizontales son contraidos

uniformemente y segmentos verticales son expandidos uniformemente.
Podemos observar que

QNF(Q)NFHQ) = F(f(Q) N Ho)U f(f(Q) N H)

son cuatro fajas verticales. En general
n
@
j=0

son 2" fajas verticales y se concluye que

(@) =K xI

Jj=0
donde K; es un conjunto de Cantor en I, es decir, los puntos de Q)
cuya érbita pasada siempre se mantiene en () consiste en un conjunto

de Cantor de lineas verticales.
De la misma forma se prueba que

mf_j(Q):IXKz

Jj=0
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donde K es un conjunto de Cantor, es decir, los puntos de () cuya érbita
futura siempre se mantiene en () consiste en un conjunto de Cantor de
lineas horizontales.

Asi, el conjunto de puntos de ) cuya Orbita siempre se mantiene en
Qes A= mjeZ (Q) = K1 x K.

Observemos lo siguiente:

] ﬂ;n:_m f7(Q) consiste en 4™ rectdngulos cuyos didmetros conver-

gen a cero con m.

= Sea R,, cualquiera de estos rectangulos. Entonces para cualquier
—m+1<j <m— 1 se verifica que f/(R,,) C In o f/(Ry) C I1.

» Dados dos puntos = # y de A existe n € Z tal que f™(x) y f™(y)
no estan a la vez en Iy o I7.

Consideremos ¥ = {0,1}* y 0 : ¥ — ¥ el shift (a la izquierda) de
Bernoulli (ver A.2). Consideremos h: A — ¥ de la siguiente manera:

hz)(n) =isi f"(z) € L;, i=0,1.

Resulta que h es un homeomorfismo tal que h o f = ¢ o h. En efecto:

h continua: Si x, y pertenecen a un mismo rectangulo de ﬂ?‘:_lm_l Q)
entonces h(x)(j) = h(y)(j), —m < j < m.

h inyectiva: se deduce de lo observado anteriormente

h sobreyectiva: Sea {z,,} € X, entonces

j=m
Rm: m f_j(Ixj)

j=—m

es un sucesion encajada de rectangulos cuya intersecciéon consiste en un
punto z. Se deduce que h(z) = {x,}.

De estas propiedades y el hecho que A es compacto concluimos que h
es un homeomorfismo. Ademds:

h(f(z))(n) =i<e " el &i=h(x)(n+1)

es decir, ho f = 0 o h. En conclusién, de la dindmica del shift, tenemos
el siguiente teorema.
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Teorema 1.4.1. Sea A = Npezf"(Q). Entonces A es un conjunto de
Cantor y f/an es conjugado al shift o : ¥ — X donde ¥ = {0, 1}%2. En
particular:

1. Los puntos periddicos son densos en A.
2. fa es transitivo y topoldgicamente mizing.
3. Ws(x)NA y W*(x) N A son densos en A para x € A.

Observaciéon 1.4.1. Una construccion similar y un resultado andlogo
puede realizarse en R™ con un cubo I™.

Definiciéon 1.4.1. Sea f : M — M wun difeomorfismo y p un punto
fijo (periddico) hiperbdlico. Un punto x € W#(p) N W¥(p) diferente de
p se llama punto homoclinico. Se dice ademds que es transversal si la
interseccion W*(p) N W (p) es transversal en x. La érbita de un punto
homoclinico (transversal) es llamada drbita homoclinica (transversal).

Situaciones como la herradura vista anteriormente aparecen siempre
que tengamos un punto homoclinico transversal (ver Capitulo 2):

Teorema 1.4.2 (Birkhoff-Smale [B][S2]). Sea f : M — M un difeomor-
fismo, p un punto fijo hiperbdlico y x un punto homoclinico transversal.
Entonces existe N > 0 y un conjunto fN invariante A (que contiene p
y x) tal que f/]y\ es conjugado al shift de Bernoulli (de dos simbolos). !

1.5. Difeomorfismos de Anosov en TZ.

En la Seccién 1.3 estudiamos difeomorfismos de Anosov lineales. Aho-
ra estudiaremos difeomorfismos de Anosov (no lineales) en T2, donde
podemos ver algunos resultados y métodos de dinamica hiperbdlica de
forma mas elemental.

En esta secciéon estudiaremos difeomorfismos de Anosov como ejemplo
base de la dindmica hiperbdlica. Un difeomorfismo de Anosov en el toro
es un difeomorfismo f : T? — T2 tal que TT? = E*® E* descomposicién
continua e invariante por Df y existen constantes C >0y 0 < A < 1
tal que

'El conjunto A es ademéds un conjunto hiperbélico (ver definicién 2.0.1).



Hiperbolicidad y estabilidad 19

1D f/psll < O DS gull < CX"

Por simplicidad asumiremos que C' = 1. El primer objetivo serd mos-
trar que por todo punto del toro pasa una (inica) variedad estable y una
inestable. Decimos que E° es integrable si para todo x existe subvariedad
de dimension 1 inmersa J (que también llamaremos curva integral) tal
que x € J y tal que si y € J entonces T,,J = E*(y). Decimos que es
Unicamente integrable si J y W son dos curvas integrales entonces JNW
es abierto en J y en W. Observar que si J es una curva integral, también
lo es f(J). Ademds si J es un arco compacto de una curva integral,
entonces £(f™(J)) < A™¢(J) donde ¢(J) denota la longitud.

Para cada € T? tomemos X°(z) € E° y X%(x) € E“ vectores
unitarios. Vamos a asumir que podemos elegir estos campos unitarios
tangentes de forma que varien continuamente (aunque esto en realidad
no es una restricciéon). Observemos que E® es (dnicamente) integrable si
& = X*(x) tiene solucién (tnica).

Teorema 1.5.1. E° y E* son unicamente integrables.

Observemos que por el Teorema de Peano los campos X°y X% son
integrables (y por lo tanto E®y E* son integrables). Debemos mostrar
solamente la unicidad. Y este es un problema de unicidad local.

Para cada € T? denotaremos por Re(z) al conjunto (identificado via
el mapa exponencial) B:(z) x B%(z) donde B{(z) es una bola de radio
een EI(x),j = s,u centrada en 0 € T, T? Denotaremos por 9°R.(r) a
{xe} x B¥. Analogamente 0“R.(z). Siy € Rc(x) denotaremos por JZ(y)
a la componente conexa de la curva integral por y de X® interseccion
Re que contiene a y. Y de forma analoga J"“. Los siguientes lemas son
consecuencia inmediata de la continuidad e invariancia de E°* y E“, y
que el dngulo entre ellos estd uniformemente acotado por debajo (lejos
de 0).

Lema 1.5.1. Para todo € suficientemente chico existe 6 tal que siy €
Rs(x) entonces J5(y) NO“R. = y J5(y) interseca ambas componentes
de 0°R. Andlogamente para J!(y).

Lema 1.5.2. Dado € existe § tal que si w € J*(y))
entonces existe curva integral de E* por f(y) tal que f
(con respecto a Re(f(x).)

—~
&
m <
m
=
S
~—
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Ahora estamos en condiciones de demostrar la unicidad. Supongamos
que no es (localmente) inicamente integrable. Supongamos por absurdo
que existen dos curvas integrales locales de E° por x. Como el conjun-
to donde ellas coinciden es cerrado, el complemento es abierto y luego
podemos tomar z un punto del borde de una componente conexa. Se
concluye que por z tenemos dos curvas integrales también.

R.(k)

Je ()

Figura 1.4:

Sea e suficientemente chico y sea § como en los lemas previos. Sean
J1 = JZ1(2) y J2 = JZ5(2) las dos curvas integrales. Por lo anterior
existen y € Ji, w € Ja,y # w tales que y,w € Rs(z) y w € J*(y) (ver
Figura 1.4). Luego, como tanto y y w estdn en curvas integrales de E*
por z concluimos que f"(y), f"(w) € Rs(f™(z)) y aplicando el segundo
lema inductivamente concluimos que f™(w) € J*(f"(y)). Pero entonces:

d(y,w) =d(f7" (/" (), [T (" (w))) < NI (y))) < A"4e — 0
y por lo tanto y = w lo cual es una contradiccién.

Observacion 1.5.1. Un razonamiento andlogo al anterior muestra que
si f™(y) € Rs(f™(x)) para todo n > 0 entonces y € J5(x).

Denotaremos por W#*(z) la curva integral maximal de E® por =x.
Andlogamente W*(z). También denotemos por W2(x) la curva integral
de E? por x de longitud 2¢ centrada en x. Tenemos entonces el siguiente:
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Corolario 1.5.1. Sea f : T2 — T? un difeomorfismo de Anosov. En-
tonces:

1. We(x) = {y = d(f"(y), ["(2)) —=n—too 0}

2. Si € es suficientemente chico entonces
We(z) ={y : d(f"(2), f"(y) < e,n >0}

3. W (x) = Upso fT"(WE(f"(2).

4. WE(x) es un subvariedad encajada y W* es una subvariedad inm-
ersa.

Andlogamente para W*(x).

Otra consecuencia interesante de lo anterior es la estructura de pro-
ducto local:

Corolario 1.5.2. Ezxiste § > 0 tal que para todo x € T? existe h :

[—6,6]> — T? que es un homeomorfismo sobre su imagen y tal que
h(.,t) C WE(h(0,t)) y h(r,.) C W (h(r,0) y h(0,0) = x.

Demostracion: Basta considerar h(r,t) = JZ(0,t)NJ(r,0) via la identi-
ficacién hecha anteriormente en Rs(z). Esta funcién h esta bien definida,
es continua e inyectiva y (por invariancia del dominio) homeomorfismo
sobre su imagen. O

Haciendo abuso de notacién, denotaremos este entorno con producto
local por Rs(x) ~ Wy (x) x Wg'(x). Denotaremos por 7°y 7 las proyec-
ciones a lo largo de la foliacién estable e inestable respectivamente en
Rs(z). Ahora analizaremos las consecuencias dindmicas de lo hecho has-
ta ahora.

Teorema 1.5.2. Sea f : T? — T? un difeomorfismo de Anosov. En-
tonces Per(f) = Q(f).

Demostracion: Sea x € (f) no periddico. Sea € chico y sea Rs(z) un
entorno de x con estructura de producto local. Sea n > 0 tal que si
d(y,z) < n entonces W7 (y) C Rs(x). Sea ng tal que \"e < n si n > ny.
Como x € Q(f) y x no es periédico entonces existe y tal que d(z,y) <7
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Figura 1.5:

y d(z, f"(y)) < n para algin n > ng. Consideremos el siguiente mapa
(ver Figura 1.5) P : W§(xz) — Wj(z) como sigue:

P(z) = "o fH(W(2) N WE(y)).

Este mapa es continuo y de un intervalo en si mismo. Luego existe z
tal que P(z) = z. Esto significa que si w = Wk¥(z) N W2(y) entonces
frw) € Wr(w). Luego [ (WaA(F(w)) © Wi (w) € WE(f™(w).
Luego existe p € WX(f"(w)) tal que f~"(p) = p, es decir p € Rs(x) es
periédico. O

Lema 1.5.3. Euxiste p € Per(f) tal que p # W*(p) N W*(p).

Demostracion: Si Q(f) es un conjunto infinito, el resultado se concluye
por la existencia de infinitos puntos periédicos en un entorno con estruc-
tura de producto local. En efecto, sea x € Q(f) que es acumulado por
por otros puntos de Q(f) y sea Rs(x) un entorno con estructura de pro-
ducto local. Como Per(f) = Q(f) concluimos que existen p,q € Rs(z)
periddicos. Se z = W2 (p) N W*(q) € Rs(z). Tomemos m multiplo de
los periodos de p y q. Ahora, f~*"(2) — q y f7*(2) € W*(p)
para todo k > 0. Luego, basta tomar k tal que f~*™(2) € Rs(x) y
f7Fm(2) ¢ WE(p) pues por la estructura de producto local tenemos que
W (f~Fm(2)) N W(p) # 0. Como W2(f~+™(2)) € W*(p) concluimos.
Entonces, basta ver el caso en que €(f) es un conjunto finito (y
de hecho el resultado muestra que esto es imposible). En este caso
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ademds Q(f) = Per(f). Tomando una potencia de f podemos supon-
er que son todos fijos. Sea p; fijo. Si el resultado no es cierto entonces
Wu(py) — W¥(p1) N Rs(p1) = 0. Por otro lado W¥(p;) — Wx(p1) es in-
variante en el futuro. Luego existe un punto fijo po € W¥(py1) — W2(p1).
Por la estructura de producto local concluimos W*(py) N W*(py) # 0.
Aplicando el mismo razonamiento para py concluimos la existencia de
ps tal que W (p2) NW*(p3) # 0 y también W (p1) N W#(ps) # (0. Razo-
nando inductivamente, construimos una sucesecién de puntos periédicos
pi,t =1, ... tal que

W (pi) "W (pj) # 0 sii <.

Como hay una cantidad finita de puntos fijos (periddicos de f) con-
cluimos que existe ¢ < j tal que p; = p; de donde concluimos el resulta-
do.

O

Ejercicio 1.5.1. Probar que si x € W*(p) N W*(p) entonces x € Q(f).

Teorema 1.5.3. Sea f : T2 — T? difeomorfismo de Anosov. Entonces
Q(f) = T2, Ademds W*(x) y W¥(z) son densas en T? para cualquier x.

Demostracion: Orientemos la foliacion estable segin la direccién del
campo X° y lo mismo con la foliacién inestable. Sea p como en el lema
anterior y que lo supondremos fijo (tomando una potencia de f si es
necesario). Sea Rs(p) entorno con estructura de producto local de p. Con-
sideremos la primera vez que la variedad estable de p retorna a Rg(p).
Podemos entonces considerar una curva simple cerrada C = [p,¢]* U ¢
donde [p, ¢]® C W (p) es un arco dentro de la variedad estable de p y £
es un arco que une g con p y contenido en Rs(p). Podemos hacer esto
de forma que la foliacion inestable sea transversal a C. Como no hay
variedades inestables cerradas concluimos (por Poincare-Bendixon) que
existe L tal que W}'(xz) N C # 0 para cualquier x. Pero si W} (xz) N4
entonces Wi, N Wi (p) # 0. Por comodidad, hacemos L = L + ¢
y K = K + ¢. Probemos ahora que W*(p) es densa en T2. Sea U un
abierto cualquiera y sea y € U. Sea 7 tal que Wy (y) € U. Consideremos
n tal que A" L < 1. Luego, tomando x = f"(y) sea w € W} (x) "W} (p).
Luego, f~"(w) € Wp(y) CU y w € W?(p).

De forma andloga se prueba que W%(p) es densa en T2. Por lo tanto
W#(p) N W¥(p) es denso en T? y se concluye que Q(f) = T2.
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Probemos ahora que cualquier variedad inestable es densa. Para el-
lo volvamos a considerar la curva C cerrada transversal a la foliacion
estable. Tenemos P : C — C el mapa del primer retorno segun la ori-
entacién dada por X*. Luego, P es un homeomorfismo del circulo que
preserva orientacién. Como W%(p) es densa en T? concluimos que P
tiene una orbita densa. Pero entonces P es conjugado a una rotacion
irracional y por lo tanto toda orbita es densa. De aqui se concluye que
toda hoja inestable es densa en el toro. O

Teorema 1.5.4. Sea f : T?> — T? un difeomorfismo de Anosov. En-
tonces:

1. Eziste A:T? — T? Anosov lineal tal que f es conjugado a A.
2. f es estructuralmente estable (y Q-estable.)

Demostracién: Denotemos por F = A + p el levantamiento de f a R?
donde A € SL(2,7Z) y p es Z? periédica. Sean W, W los levantamientos
de la foliacion estable e inestable respectivamente. Denotemos por D® la
distancia a lo largo de W* de dos puntos que estén sobre la misma hoja
estable. Veamos que existe C, E > 0 tal que D*(z,y) < Cd(z,y) + E.
Sea C una curva simple cerrada en T? transversal a la foliacion estable.
Observemos que 7~ 1(C) es una coleccién discreta de curvas (que separan
R?), sea D la minima distancia entre dos distintas de ellas y sea

p =max{D*(z,y) : x,y € 7 1(C), (x,y)* N7 HC) = 0.

Sean ahora dos puntos z,y que pertenecen a una misma hoja estable,
y € W3(z). Sea n el numero de cortes que tiene [x,y]* N 7~!(C). Luego

D*(,y) < (n+1)p < H(n—1)D+2p < Bd(a.y)+2p = Cd(z, ) + E.

Obviamente tenemos un resultado analogo para D%“. Probemos ahora
que A es hiperbdlica. Basta mostrar que A tiene un valor propio de
médulo mayor que uno. Supongamos que no. Sea p < A~!. Entonces

1
limsupn—4+oo—log||A"]| <1
n

Luego, existe ng tal que ||A"|| < p". Por otra parte F™ = A™ + p,
con p, = E?;OAJp(F”_l_j). Ahora, si x,y estdn en una misma hoja
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inestable, entonces
d(F"(x), F"(y)) < (Ko + Kip") d(w,y).

Pero por otra parte tenemos que
1 E _ " E
d(F™ Fm > —DY(F" Fm ——=>—D" - —.
(F"(2), F"(y)) = & D"(F" (@), F"(y)) = & 2 "5 D"(@,9) - &

Si n es grande obtenemos una contradiccion.

Luego A es hiperbdlica y concluimos que F' es semiconjugado a A (ver
Teorema 1.1.1 y Observacién 1.1.1). Es decir H : R? — R? continua y
sobre tal que H o FF' = Ao H y sabemos que |H — Id|| < K para algin
K > 0. Para ver que es conjugado basta ver que F' tiene constante de
expansividad infinita. Observemos que H(W?*(z)) C E%(H(z)). Ademés
H es inyectiva en cada hoja estable. Concluimos asi que W*(z) esta en
una banda de ancho K con respecto a E%(H(x)). Anidlogamente para
las hojas inestables. Luego concluimos que hay estructura de producto
global y F' tiene constante de expansividad infinita. Esto muestra que
Ay F son conjugados, y por lo tanto A y f son conjugados en T?. Por
otra parte, si ¢ esta C'! cerca de f entonces ¢ es Anosov y también es
isotopico a A. Luego g y A son conjugados y por lo tanto g y f son
conjugados, es decir, f es estructuralmente estable.

O

1.6. Ejercicios

1. Dibujar las trayectorias de un isomorfismo lineal hiperbodlico L :
R? — R? discutiendo segutin los valores propios.

2. Sea L = {A € GL,(R™) : A hiperbdlica}. Probar que L es abierto
y denso en GL,(R™).

3. a) Sea A:R"™ — R" hiperbdlica con E% = R". Probar que existe
d > 0 tal quesi B : R" — R" lineal con || B — A|| < ¢ entonces
Ay B son conjugadas. (sug: son localmente conjugadas).

b) Sean A, B dos transformaciones lineales hiperbdlicas en R™
tales que £ = E% = R"™. Probar que A y B son conjugadas
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sii det(A) = det(B). (Sug: {A € GL,, hiperbdlica} tiene sola-

mente dos componentes arcoconexas. )

¢) Enunciar y demostrar una condicién necesaria y suficiente
para que dos transformaciones lineales hiperbdlicas de R"
sean conjugadas.

4. a) Sea A : R™ — R" lineal. Probar que A es hiperbdlica sii

w(z) =0 o w(xz) = 0 para cualquier = € R™.

b) Dar un ejemplo de una transformacién lineal L : R* — R*
que tenga una orbita recurrente no periodica.

5. Sea f : M — M un difeomorfismo y p € M un punto fijo hiperbdli-
co. Probar que dado N > 0 existe un entorno V' (p) tal quesiqg € V
es un punto periédico distinto de p entonces su periodo es mayor
que N.



Capitulo 2
Dinamica Hiperbdlica

En este capitulo haremos un breve recorrido por algunos resultados
principales de esta teoria. Nuestro objetivo principal es presentar dos
resultados: el teorema de descomposicion espectral y un resultado de
(-estabilidad. Como no pretendemos hacer una exposicién detallada de
la teoria, algunos resultados seran enunciados sin demostracién. El lec-
tor interesado podra consultar por ejemplo [Sh], [KH] y las referencias
alli incluidas. En lo que sigue M siempre denotard una variedad rieman-
niana compacta, conexa y sin borde.

Definicion 2.0.1. Sea f : M — M un difeomorfismo. Un conjunto
compacto e invariante A se dice que es hiperbolico si para cada x € A
existen subespacios E*(x) C Ty M y E*(x) C T, M que verifican:

1. TuM = E*(z) @ E"(x).
2. Dfy(E°(z)) = E°(f(2)) y Dfo(E"(2)) = E*(f(2)).
3. Existen constantes C >0 y 0 < A <1 tal que

a) IDf2vo] < ON"lo]| Vo € B*(a) yn > 0.
b) [Df; ] < OX"[lol] Vo € E¥(x) y n > 0.

Ejercicio: Probar que si A es hiperbdlico y v® € E*,v* € E" entonces
para n > 0 se tiene

1 1
1Dl = ATy IDf R = Z AT

27
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Figura 2.1: hiperbolicidad

En particular para todo v # 0, sup,¢z || D f"v| = oco.

Muchas veces se incluye la continuidad de los subespacios E*(z) y de
E"(zx) (con respecto a x) en la definicién de hiperbolicidad pero de hecho
esto no es necesario.

Lema 2.0.1. Sea A un conjunto hiperbdlico para un difeomorfismo f :
M — M. Entonces, los subespacios E*(z) y E*(z) varian continuamente
con x.

Demostracion: Sea x € A y sea z,, € A una sucesién tal que x,, — =x.
Queremos probar que E*(x,) — E°(r). Podemos extraer una subsuce-
sién xp, tal que dimE®(z,,) = j para algin j. Sea {v},...v1} una base
ortonormal de E*(x,, ) y {vi“, ..vp'} una base ortonormal de E*(zy, ).
Podemos suponer (tomando una subsucesién si fuera necesario) que
vi —p 'y porlo tanto {v!,...,v7} y {v7 T, .. v™} son conjuntos ortonor-
males de T, M. Sea E =< v',...,v7 >y F =< v/t . o™ > . Ahora,
si v € E,||v|| = 1 entonces ||Df"v|]| < CA™ para m > 0. De hecho,
podemos elegir v, € E*(zp, ), |[|ug]| = 1 tal que vy, — v. Luego, fijado
m > 0 se tiene que
D] = tim |DZ, il < O™

Esto muestra que £ C E*(z). Andlogamente F' C E"(x). En particular
ENF ={0} y por lo tanto £ = E*(z), F = E“(x). Hemos probado que
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cualquier subespacio limite de E®(x,) y de E%(z,) necesariamente son
E*(z) y E"(z). O

Como consecuencia inmediata de la continuidad de los subespacios se
tiene el siguiente

Corolario 2.0.1. Sea A un conjunto hiperbdlico. Entonces la dimension
de los espacios E*(x) y E"(x) es localmente constante.

Como ejemplos béasicos de conjuntos hiperbdlicos ya vimos los difeo-
morfismos de Anosov lineales y la herradura de Smale.

Similar que en el caso lineal (ver Lema 1.1.3), se puede conseguir una
métrica adaptada:

Ejercicio 2.0.1. Sea f : M — M wun difemorfismo y A un conjun-
to hiperbdlico. Entonces, existe una norma ||.||1 (que proviene de una
métrica riemanniana) tal que existe 0 < a < 1 tal que || D fv®|| < al|v?®||
siv® € B y ||Df~1o¥|| < allv|.

2.1. Condiciones suficientes

En general es dificil determinar si un conjunto es hiperbdlico segin
la definiciéon pues tendriamos que describir explicitamente sus subespa-
cios estables e inestables. El teorema siguiente nos da una condicién
suficiente (y necesaria también) para que un conjunto sea hiperbdlico.
La idea es que haya regiones del espacio tangente con alguna propiedad
de invariancia y donde tengamos contracciéon o expansién. Precisamos
algunas nociones previamente.

Sea W un espacio vectorial con producto interno. Un conos en W es
un conjunto C' tal que existe una forma cuadratica no degenerada

B:W —R talqueC={veW:B(v) <0}

De otra forma, podemos expresar C' respecto a una descomposicién W =
EDF:

C={v=(vg,vr) : |vell < allvell}
para algin a > 0 (en este caso B(v) = —a?||vr||?+||vg||?.). La dimensién

de un cono C es la méxima dimensién entre todos los subespacios con-
tenidos en C. Analogamente, la dimensiéon de una forma cuadrética es
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la maxima dimensién entre todos los subespacios contenidos en B < 0.
Si A es un conjunto, una familia de conos en A es una asociacién para
cada z € A de un cono C; en T, M. Una forma cuadrética B en A es una
asociacién para cada x € A de una forma cuadratica B, : T,M — R. El
pull-back de B se define como f#(B),(v) = By (D frv).

El siguiente teorema nos da dos condiciones necesarias y suficientes
para que un conjuntos sea hiperbdélico. La primera, debida a [L1], es una
condicién dindmica (una forma cuadratica que crece a lo largo de trayec-
torias del diferencial Df) y la otra, es una condicién mas geométrica en
términos de conos.

Teorema 2.1.1. Sea f : M — M wun difeomorfismo y A un conjunto
compacto invariante. Son equivalentes las siguientes afirmaciones:

1. A es hiperbdlico.

2. Existe B forma cuadrdtica continua y no degenerada en A cuya
dimension es constante a lo largo de las drbitas y tal que f*B — B
es definida positiva.

3. Ezxisten dos familias de conos C* y C* en A con dimensiones com-
plementarias y dimension constante a lo largo de las orbitas tales
que:

a) Df,CtC CYy y DfTICs C Coyy.

b) Ezxiste 0 > 1 ym > 0 tal que ||Df™v| > o||v| siv e C" y
|Df~™v|| > o||v|| sive C®.

Demostracion: 1 = 2. Sea A hiperbdlico. Sea m tal que CA™ < 1/5.
Observemos que si v € EZ entonces |[Df~"v| > 5|v|| y si v € E*
entonces ||Df™v| > 5||v|. Afirmamos que para cualquier v # 0 vale
que:
IDF~™ 0] = 2l|vl® + [[Df"]* > 0. (2.1)
En efecto, escribimos v = v* + v*. Supongamos que [[v*| > [[v“.
Luego

D"+ o) = (D™ = [Df™ 0|
> (5-1/5)[[*] = 4ljo*]]
>

2[[]l-
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DfCy

Ty M

Figura 2.2: Hiperbolicidad via conos

Una desigualdad igual vale si ||[v*]| < ||[v*||. De aqui se concluye (2.1).
Definamos

m—1 j=—1
Bu(v) = Y |IDfoll* = > IDfivl* =
i= j=—m
j=m
= > _IDFmDf 90| = | Df 70|, (2.2)
j=1

Vemos que
(f*B = B)o(v) = | Df~™0[* = 2||o|* + | Df o]

y por (2.1) es definida positiva. Claramente B es continua. De (2.2)
deducimos que

v e ESv#0= B(1*) <0, v*e€E"v+#0= B(v)>0. (2.3)

Como E° y E" son invariantes y complementarios concluimos que la
dimensién de B es constante a lo largo de las érbitas. Ademds esto
implica que B es no degenerada. En efecto, sea B(v,w) forma bili-
neal simétrica asociada, y supongamos que para algin x existe v tal
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que B(v,w) = 0 para todo w € T, M. Escribimos v = v® + v". Luego
B(v*,v") = =B(v®,v%) = —B(v*,v"). Por (2.3) tenemos B(v®) < 0 <
B(v") y concluimos que ambos son 0 y que v* = v* = 0.

2 = 3. Definimos
C:={v:By(v) <0} yC¥={v:B,(v)>0}

Como B es no-degenerada, estos conos tienen dimension complementaria
y ademds dimensién constante a lo largo de las érbitas. Como f!B — B
es definida positiva, si

veCCy = By (Dfrv) > Bi(v) >0
y por lo tanto D f,C% C C’}‘(x). Analogamente, si
veC; = 0> B,(v) > Bf71(x)(Df;1v)

y por lo tanto Df;1Cs C C;‘*I(z)' Faltaria ver item (b). Probaremos
el resultado para C%, ya que para C° se concluye de forma similar.
Observemos primeramente que, por la compacidad de A y la continuidad
de B,

dadoa > 038 >0 tal que si B,(w) >a = |lw|?® > 4. (2.4)

Por otra parte como f!B — B es definida positiva, existen a y b tal
que

bllw|® > (f*B = B).(w) > aljw|]® (2.5)

para cualquier z € Ay w € T, M. Sea § = d(a) segun (2.4) y sea m tal

que

mad
o= —">1.

b
Consideremos z € A y v € C¥, ||v]| = 1. Luego

Biy(Dfiv) > Bpii(m(Dfi~ ')
> .. > By)(Dfav) = By (D frv) — Bo(v)
> alo*=a
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para cualquier j > 1. En particular, por (2.4), ||Df£v||2 > § para j > 1.
Luego, usando también (2.5)

bIDfr|? = Bfm+1 @) (DFy ) = Bpmay (D f'0)

= ZBfJH Dfﬁ_l) ij(x)(ngZU)+Bm(U)

m
> S alDfiv]* = mas
j=0

Por lo tanto ||Df™v||* > o2. y concluimos la prueba.

3 = 1. Definimos

B'@) = [ DS 7l Oy ¥ E*@) = (] DFforia) oy
n>0 n>0
Obviamente DfE® = E* y DfE* = E¥. Afirmamos que existen C > 0
y 0 < A < 1 tal que si v € Ej entonces ||Df}v]| < CA" sin > 0. En
efecto, sea n > 0 y escribimos n = km + 7 con 0 < r < m. Sea C; =
ifzen{min||Df; w(|/[w] : 0 < r <m}. Como w = Df"v € Cs, ) Y
por la invariancia de los conos concluimos que

loll = IDfrlywll = I1DfDfRIGwl
> CilDffRwll = Cro®ul.

Luego
1
IDfvll < T(O )" Jo]].

Andlogamente para E¥. En particular E* N CY = {0} y E¥ N C: = {0}.

Ahora, para cada n elegimos un subespacio F,, C C’sn( 2) de dimensién
maxima y sea S, = Df "FE,. De forma similar, sea F,, C C?—n(x) de
dimensién méxima, y denotamos por U, = D f"F,,. Sean S y U subespa-
cios limites de .S, y U, respectivamente. Se tiene que S C E*y U C E“.
Ademés S y U tienen dimensiones complementarias, y SN U = {0}.
Afirmamos que S = E° y U = E“. Por absurdo, sea v € E° — S. Escribi-
mos v = s + u. Luego || Df™v|| > ||Df"ul| — |[Df"s|| —n—oc 00 lo cual
es una contradiccién. ]
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Ejemplo: el Solenoide Sea D = {z € C: |2| <1} ysea f: D x St —
D x S! definida como

—

Figura 2.3: El mapa f(w, z) que define el solenoide

Es claro que f(D x S') C Int(D x S') y que f es diferenciable. Sea
A =,50/"(D x S1). Vemos que A es compacto e invariante. Veamos
que es hiperbdlico. Para (w,z) € D x S, identificamos T, D x St =
TwD®T.S' = CxR. Por otro lado D f(w,z)(u,v) = (u/8+v/2,2v). Luego
By = TwD@{0} = Cx{0} es un fibrado invariante y || D f,ps| = 1/8.
Por otra parte, es facil ver que C* = {(u,v) : ||u|| < ||v||} es invariante
y que | Df(u,v)|| > v2|(u,v)|| si (u,v) € C* Con esto concluimos que
A es un conjunto hiperbdlico.

Ejercicio 2.1.1. Probar que en el solenoide A se tiene que Per(f) = A.

Las equivalencias descritas en el Teorema 2.1.1 no solo son impor-
tantes a los efectos de comprobar que cierto conjunto es hiperbdlico sino
que también nos permiten ver que la hiperbolicidad es una propiedad
“robusta” como indica el siguiente:

Corolario 2.1.1. Sea f : M — M wun difeomorfismo y sea A un con-
junto hiperbdlico. Entonces, existe un entorno compacto U de A, un
entorno V de f y una forma cuadrdtica continua y mo degenerada B
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en U y b > 0 tal que si g € V entonces (¢*B — B)v > b||v||? para

z € g Y (U) NU. En particular el mazimal invariante Ay := ﬂ g (U

nez
de g en U es hiperbdlico.

Demostracion: Sea B forma cuadratica continua y no degenerada como
en el Teorema 2.1.1. Podemos extender B continuamente a todo M.
Ahora, existe un entorno compacto Uy de A tal que B es no degenerada
en U;. Como f#B — B es definida positiva en A podemos suponer que lo
mismo sucede en Uj, en particular existe a > 0 tal que (fﬁB — B),v >
al[v||? para cualquier z € U;. Por otra parte, existe un entorno V; de la
identidad tal que si h € V; entonces (h*B — B),v < %|v[|? cualquiera
sean x,v € T, M. Ademés, si h € V; entonces |[Dhyv| > %HUH Sea
V = f o V;. Podemos suponer V verifica que existe un entorno U C U;
compacto de A tal que si g € V entonces g(U) C U;. Ahorasea z € U y
g= foheV. Luego,

(¢°B—B),v = (f*B— B)y)(Dhyv) + (BB — B),v

a
> al|Dhgo|* ~ —HvH2 CLGE

Por lo tanto eligiendo b = a/2 tenemos nuestra conclusion. O

2.2. Expansividad

Una propiedad caracteristica y fundamental de los conjuntos hiper-
bélicos es la expansividad. Esta no dice que la dindmica en conjuntos
hiperbdlicos es “impredecible”, en el sentido de que es imposible predecir
el comportamiento de una orbita cuando cometemos un pequeno error
en la medicién de la condicién inicial.

Hay varias formas de probar la expansividad en un conjunto hiperbdli-
co. Nosotros lo haremos siguiendo [L2] mediante el uso de una funcion
de Lyapunov. Esta funcion crece a lo largo de pares de 6rbitas y son el
reflejo en la variedad de la forma cuadratica.

Lema 2.2.1. Sea f: M — M un homeomorfismo y sea C' un conjunto
compacto. Supongamos que existe 3 > 0 y una funcion V : {(z,y) €
CxC:d(z,y) < B} — R continua tal que V(z,z) = 0 para todo x € C.
Sea AV (z,y) :=V(f(x), fly)) — V(z,y). Supongamos que existe o > 0
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tal que AV (z,y) > 0 si 0 < d(z,y) < a. Entonces, si f"(x), f"(y) € C
para todo n € Z y se verifica que d(f"(x), f"(y)) < « para todo n € Z
entonces x = y.

Demostracion: Sean z,y como en el enunciado y supongamos que = # y.
Se tiene que V' (z,y) > 00 V(z,y) < 0. Supongamos la primera desigual-
dad (la demostracién en el otro caso es similar). Tenemos entonces que
a = V(f(z), f(y)) > V(z,y) > 0. Luego, V(f"(z), f"(y)) = a para
n > 1. Sea ¢,0 < € < « tal que si d(z,y) < € entonces V(z,y) < a.
Luego, tenemos entonces que (f™(x), f"(y)) > € paran > 1. Sea U =
{(z,w) € C x C: e <d(z,w) < a}. Tenemos que U es compacto, y por
lo tanto existe n > 0 tal que AV (z,w) > n en U. Pero entonces

V(f"(z), f"(y ZAVJ” F W) +V(x,y) =nn.

Concluimos que V(f”(a:),f”(y)) —p, 00 pero esto es absurdo pues V
esta acotada en U. O

Ahora estamos en condiciones de probar la expansividad en un con-
junto hiperbdlico. Mas aun, probaremos que la constante de expansivi-
dad puede ser elegida uniformemente para pequenas perturbaciones del
sistema.

Corolario 2.2.1. Sea f: M — M un difeomorfismo y sea A un conjun-
to hiperbdlico. Entonces [ es expansivo en A. Mas ain, existe U entorno
compacto de A yV entorno de f y o> 0 tal que si g € V entonces g es
expansivo con constante o en el mazximal invariante de g en U.

Demostracion: Sea U,V,b y la forma cuadratica B como en el Corolario
2.1.1. Sea 3 > 0 tal que exp, : B(0,3) — B(xz,3) es un difeomorfismo
para cualquier x € M. Denotemos por B también la forma bilineal
simétrica asociada a By sea C' > 0 tal que |By(v,w)| < C|lv||||w]|
cualesquiera sean x y v, w € T, M. Podemos suponer también que existe
K > 0tal que |Dg,|| < Kparag € Vyx € M. Ahora,six € Myg eV,
escribimos g : B(0,8) C TyM — Ty, M como g(v) = expg_é)ogoea;px (v)
(y podemos suponer que 3 es suficientemente chico como para que § este
bien definida). Ahora,

r(x,g,v)

o]l

g(v) = Dgzv + r(x,g,v) donde

—y—0 0.
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Sea € > 0 tal que b — CKe — Ce? > 0. Podemos elegir a (y V) tal que si

lv]] < « entonces T(m’—g"v) <eparaxz € My g€ V. Ahora, definimos

([

V(z,y) = Bu(exp, ' (y))

que esta bien definida si d(z,y) < f3, es continua y V(z,z) = 0. Para
concluir el corolario basta ver quesig € Vy x,y € U con 0 < d(z,y) < «
entonces AV, (z,y) > 0. Sea v = exp, H(y).

AVy(z,y) = Bgy)(gv) — Bz(v) = By(z)(Dgzv + r(z,9,v)) — By(v)
= By)(Dgzv) + 2By(1)(Dgzv, r(z, g,v)) +

By(z)(r(z, g,v) — By (v)

bllv]| — ||v]|PCKe— ||Jv||>Ce? > 0.

v +

2.3. Teorema de la variedad estable

En esta seccién enunciaremos (sin demostracién) el teorema de la
variedad estable (recordar Definicién 1.2.2). Este resultado es una her-
ramienta basica para la descripcion de la dindmica de un conjunto hi-
perbdlico. Para una estudio detallado ver [HPS].

Teorema 2.3.1 (Teorema de la variedad estable). Sea f: M — M un
difeomorfismo C™ y A un conjunto hiperbolico. Entonces existe € > 0 tal
que para cualquier x € A se verifica:

1. W(x) es una subvariedad encajada C” tal que T,W?(x) = E*(z).
2. Wi(x) C Wo(x)
3 W z) = Upso fTWE("(2))) y es una subvariedad (inmersa)

de clase C" y varia continuamente (como subvariedades C" y en
subconjuntos compactos) con x.

Obviamente hay un resultado anédlogo para W* ya que W'(x, f) =
Wé(x, f~1).

Observacién 2.3.1. Del teorema anterior, se deduce que existe & > 0
si z,y € A con d(x,y) < 0 entonces Wi(x) y W(y) se intersectan
transversalmente en un unico punto.
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Figura 2.4: Variedades estables e inestables

El siguiente lema ([P1])es esencial para probar transversalidad bajo
iteraciones. Una prueba se puede encontrar también en [PdM].

Lema 2.3.1 (Lema de inclinacién o A\-lemma). Sea p un punto periddico
de f: M — M. Sea D" un disco compacto en W*(p). Consideremos un
punto x € W3(p) y D un disco de igual dimension que W¥(p) tal que
x € D y D es transversal a W*(p) en x. Entonces, dado € > 0 eziste ng
tal que para todo n > ng existe Dy, C D tal que f™(D,,) es un disco e-C*
cerca de D".

Corolario 2.3.1. Sean p,q y r tres puntos periddicos hiperbdlicos de f
tal que W*(p) MW=(q) y W*(q) AW?*(r). Entonces W*(p) M W*(r).

Demostracion: Ejercicio O

Definicion 2.3.1. Sea p un punto fijo hiperbolico de f. La clase homo-
clinica de p se define como

H(p) = Ws(p) HWu(p).
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Figura 2.5: Lema de Incliniaciéon

Proposicién 2.3.1. Sea p un punto fijo hiperbdlico de f y H(p) su clase
homoclinica. Entonces H(p) C Q(f) y es transitivo.

Demostracion: Ejercicio O

Ejercicio 2.3.1. Sea A el solenoide. Probar que si x € A entonces
W™(z) C A y es densa en A.

2.4. Propiedad de sombreado

En esta seccién veremos que los conjuntos hiperbdlicos tienen una
propiedad muy fuerte y cuya idea original es debida a Bowen: toda
pseudo o6rbita es sombreada por una érbita verdadera. Comencemos con
una definicién (comparar con Seccién 1.1.1).

Definicion 2.4.1. Sea f: M — M un difeomorfismo y sea o > 0. Deci-
mos que {x, }nez es una a-pseudo orbita (para f) si d(f(xn), Tpe1) < @
para todo n € Z.



40 M. Sambarino

Definicion 2.4.2. Sea f: M — M wun difeomorfimo y A un conjunto
hiperbolico. Decimos que A tiene estructura de producto local, si existe
d > 0 tal que six,y € A, d(z,y) < entonces WE(x)NWr(y) € A donde
€ es como en el teorema de la variedad estable.

Lo importante de la definicién anterior es que el punto de interseccion
pertenezca a A ya que sabemos (ver Observacién 2.3.1) que variedades
estables inestables locales de puntos cercanos se cortan transversalmente.
La definicién dice que efectivamente A es localmente un producto:

ANB(z,0) = Wi(z)NAx Wx) NA.

Teorema 2.4.1 (Lema de sombreado o Shadowing Lemma). Sea f :
M — M un difeomorfismo y sea A un conjunto compacto hiperbdlico.
Entonces, dado 8 > 0 existe o > 0 tal que toda a-pseudo drbita en A
es B sombreada por una Jrbita (no necesariamente en A.) Es decir, si
{zn} C A es una una a-pseudo drbita, entonces existe y € M tal que
d(f™(y),zn) < B para todo n € Z. Ademds, si A tiene estructura de
producto local, entonces y € A.

Demostracion: Sea [ > 0. Consideremos U entorno compacto de A tal
que
A=) )
nez

sea un conjunto hiperbdlico (ver Corolario 2.2.1). Podemos suponer /3
suficientemente chico tal que {y : d(y,A) < B} C U. Por simplicidad,
supondremos que tenemos una métrica adaptada (es decir, la constante
C' en la definicién de hiperbolicidad es C' = 1, ver ejercicio 2.0.1)

Sea € < (3 del teorema de la variedad estable para A. Podemos suponer
que 5 < 3. Observemos que

FWe(x)) € WR(f(2))

y que
FTHWE (@) C Wie(f~H(2)-
Elegimos a < € tal que si x,y,2z € A, d(z,y) < ay z € W3 (y)
entonces W2 (z) N W¥(z) # 0 (y consiste de un solo punto claro).
Sea {xy, }n>0 una a-pseudo érbita positiva en A. Construiremos para
n > por induccién puntos z, € A que verifican lo siguiente:
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] 20::[;0

» Paran > 1,2z, = W2(x,) N WX(f(zn-1).

Figura 2.6: Construccién de z,

Veamos que z, esta bien definida. Sabemos que z,_1 € WS(z,—1) y
que z,—1 € A. Luego f(zn—1) € W3 .(f(zn-1)) y como d(f(xn-1),7n) <
a concluimos que W2 (x,) N WY(f(z,—1) tiene interseccién no vacia (y
que llamamos z,,). Tenemos que probar que z, € A. Observemos primer-
amente que d(f7(z,), f/(x,)) < Me < 8 para todo j > 0. Por otra parte,
para cualquier 0 <¢ <ny j>1 se tiene que

d(f 7 (z), £ zim0) = d(f 7 (2), 7 (f(2im1)) < Ve,
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Entonces, si 1 < j < n entonces

i=j—1
d(f ™ (zn); 2n—j) < d(f 7 i), F T (20mim1)) (26)
i=0
Z:j—l 1=) .
< N = Ae (2.7)
=0 =1
y por lo tanto
. l:j . €
d(f7(zn),wn—j) < ) Ne< 7= <. (2.8)
i=0

Ademas, si j > n entonces analogamente como (2.6) concluimos que

d(f 7 (zn), f7 M (@0)) = d(f7 (), 7 (20))

i=n—1

D A (z), I (2mi))

1=0

n—1
< Y Nle<p
=1

IA

Luego, tenemos que d(f7(z,),A) < 3y por lo tanto z, € A. Ademis,
si definimos y, = f~"(z,) tenemos por (2.8) que

d(f (yn),z;) < B 0<j<n.

Ahora si y es un punto de acumulacién de y,, tenemos que d(f7(y), z;) <
B para todo j > 0. Es decir, dada cualquier a-pseudo 6rbita futura,
encontramos una 6rbita futura que la sombrea. Finalmente, si {x, }nez
es una a-pseudo 6rbita, para cada m > 0 consideremos w,,, que sombrea
{Zn }n>—m- Luego, si z es un punto de acumulacién de f™(w,,) tenemos
que d(f"z,x,) < [ para cualquier n € Z. (ver también Lema 1.1.4 donde
ya hicimos este argumento).
Por 1ultimo, si A tiene estructura de producto local, vemos por con-
struccién que los puntos z, € A y de aqui se concluye la dltima parte.
O
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Corolario 2.4.1. Sea A un conjunto hiperbdlico para f. Sea A el mazi-
mal invariante de f en un entorno compacto (ver Corolario 2.1.1). Sea
v constante de expansividad de f en A. Entonces, si 8 < v/2 y a es
como en el teorema anterior, entonces dada una a-pseudo orbita {x,}
en A existe una unico y € A que sombrea la pseudo drbita. Ademds, si
la pseudo orbita es periddica, la orbita por y es periddica.

Demostracion. Ejercicio O

Veamos algunas consecuencias interesantes de la propiedad del som-
breado.

Definicion 2.4.3. Sea A un conjunto compacto invariante para f. Dec-
1mos que es invariante mazximal si existe un entorno U de A tal que

A=) ).

neL

Corolario 2.4.2. Sea A un conjunto hiperbdlico para f. Entonces A es
mazimal invariante si y solamente si tiene estructura de producto local.
En cualquier caso, si x € M verifica que w(z) C A entonces x € W*(y)
para algin y € A.

Demostracion: Supongamos que A es maximal invariante en U. Sea € > 0
tal que Wo"(z) c Usiz € A. Sea § > 0 tal que si x,y € A con d(z,y) <
d entonces Wg(x) N W (y) # 0 y sea z dicho punto de interseccién. Es
facil ver f™(z) € U para todo n € Z y por lo tanto z € A.

Supongamos ahora que A tiene estructura de producto local. Sea -~y
constante de exansividad en un entorno U; de A. Sea f < 7/2 y «
correspondiente de la propiedad de sombreado. Sea 7,0 < n < «/2 tal
que si d(x,y) < n entonces d(f(z), f(y)) < a/2. Sea U = {y : d(y,A) <
n} NU;. Supongamos que y € U es tal que f(y) € U para todo n € Z.
Sea x, € A tal que d(zy,, f"(y)) < n. Luego, {x,} es una a-pseudo
orbita. Luego, como A tiene estructura de producto local, existe z € A
que sombrea {z,}. Como y también sombrea {z, } por la expansividad
concluimos que y = z € A.

Lo tltimo se deduce de forma andloga. Proyectando la 6rbita futura de
x a partir de que entra a U (digamos a partir de ng) tenemos que existe
z € A tal que f"(z) € W2(z) y por lo tanto x € W9(f7"0(2)). O
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Corolario 2.4.3. Sea p un punto fijo hiperbdlico de f.

1. Sea x un punto homoclinico transversal de p.. Entonces existen
puntos periodicos hiperbolicos p, tales que p, — x.

2. Si q es un punto hiperbdlico, decimos que
p~q siWi(p)MW*(q) # 0 # W*(q) AW"(p).

Con esta notacion vale entonces que la clase homoclinica

H(p) = {q € Per(f): q~ p}.

Demostracion: Ejercicio. Para probar (1) observar que O(z)U{p} es un
conjunto hiperbdlico O

Corolario 2.4.4. Supongamos que Per(f) es un conjunto hiperbdlico.
Entonces Per(f) tiene estructura de producto local.

Corolario 2.4.5. Sea f : M — M un difeomorfismo. Entonces

1. Si el conjunto recurrente por cadenas R(f) es hiperbdlico, entonces

R(f) = Per(f). En particular R(f) = Q(f) = L(f).

2. Si el conjunto limite L(f) es hiperbdlico, entonces L(f) = Per(f).

Demostracion: Supongamos que R(f) es hiperbdlico y sea 3 > 0 arbi-
trariamente chico. Sea o como en el Teorema 2.4.1 (y Corolario 2.4.1)
anterior. Sea x € R(f). Luego, como R(f/r(p)) = R(f) (ver A.0.4),
podemos conseguir una a-pseudo 6rbita peridédica por x en R(f). Por lo
tanto, encontramos un punto periédico a menos de 3 de x.
Supongamos que L(f) es hiperbdlico. Sea [ arbitrariamente chico
y su correspondiente a. Sea x € L(f). Luego, existe y € M tal que
dw(y),z) < B (o a-limite). Sea z € w(y) y sea § < «/2 tal que si
d(u,v) < 0 entonces d(f(u), f(v)) < a/2. Seang tal que d(f™(y), L(f)) <
d sin > ng. Sean ny; < ng mayores que ng tal que d(f/, z) < J. Para cada
4,0 < j < ng—ny elegimos z; € L(f) tal que d(f™ % (y),z;) < 4. Luego,
{--20y - -Tny—n,—1, 0, ...} €s una a-pseudo 6rbita peridédica en L(f). De
aqui se concluye el resultado. O

Definicion 2.4.4. Sea f: M — M un difeomorfismo. Decimos que f
es:
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s difeomorfismo de Anosov o globalmente hiperbolico si M es con-
junto hiperbolico.

» R(respec L)-hiperbdlico si el conjunto recurrente por cadenas R(f)
(respec el conjunto limite L(f)) es hiperbdlico.

» Azioma A si el conjunto no errante Q(f) es hiperbdlico y ademds

Q(f) = Per(f).
Teorema 2.4.2. Se verifican la siguientes implicaciones:

» Anosov = R-hiperbolico = Axioma A = L-hiperbdlico.
» Azioma A <= L-hiperbolico y L(f) = Q(f).

Corolario 2.4.6. Sea f : M — M un difeomorfimos L-hiperbdlico.
Entonces, dado y € M existe x € L(f) tal que y € W*(x).

Un caso muy particular de difeomorfismos Axioma A son los difeo-
morfismos Morse-Smale:

Definicion 2.4.5. Un difeomorfismo f : M — M se dice Morse-Smale
51

» #Per(f) < oo y todos los puntos periddics de f son hiperbdlicos.

» Q(f) = Per(f).

» W9(p) y W"(q) se intersecan transversalmente para cualquier para
de puntos p,q € Per(f).

2.5. Descomposicién espectral

Ahora procederemos a una descripcién de la dindmica bajo condi-
ciones de hiperbolicidad.

Teorema 2.5.1 (Descomposicién espectral [S3] [N1]). Sea f: M — M
un difeomorfismo Azioma A o L-hiperbolico. Entonces L(f) = AjU---U
A, donde A;, i =1,--- ,m son conjuntos compactos, f-invariantes, dos
a dos disjuntos y transitivos (llamadas piezas bdsicas). Ademds, cada
A, i =1,..m se descompone a su vez en una union disjunta de conjuntos
compactos Aj = Ajy U+ U Agy,; tal que f(Nij) = N1y, =1,,.5m —
1, f(Ain;) = A, f;xij es topolégicamente mizing y W*(x) es densa en
Aij Vx € Az]
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Demostracion: Sabemos que L(f) = Per(f) y que tiene estructura de
producto local. Para p € Per(f) consideremos

H(p) ={q € Per(f) : q ~ p}.

Observemos que dados p y ¢ periédicos H(p) = H(q) o H(p)NH(q) =
(. En efecto, sea z € H(p) N H(q). Luego existen p, ~ py g, ~ q tal
que p, — z, q, — z. Luego, para n suficientemente grande p, ~ ¢, de
donde H(p) = H(q).

Por otra parte afirmamos que existen py, ..., px tal que L(f) = H(p1)U
... U H(pg). Veamos que hay a lo suma una cantidad finita de clases
homoclinicas disjuntas. De lo contrario, sea p, una sucesion de puntos
periodicos tales que H(p,) son dos a dos disjuntos. Sea z punto de
acumulaciéon de p,. Luego, para n,m suficientemente grande tenemos
que pn ~ Pm, absurdo. Luego, existen p1, ..., pi tal que L(f) = Per(f) =
H(p1)U...U H(pg). y concluimos la afirmacion.

Como para cualquier p € Per(f) se tiene f(H(p)) = H(f(p)) entonces
dado 7,1 <@ < k existe un tnico j,1 < j < k tal que f(H(p;)) = H(p;).
Es decir f induce una permutacién o en {1,...,k}. Luego {1,...,k} es
unién de o-érbitas Oy (k1), ..., Og (k). Definimos

A = U H(py).

€04 (ki)

Obviamente cada A;,1 < i < m es compacto e invariante.
Denotemos por n; el periodo de k; segin o. Si hacemos

Nij=fI(H(py,)): 1<j<m

tenemos entonces que A; = A;; U ... U Ay, donde A;; son compactos
disjuntos. Ademds se tiene que f"(Ai;) = Aij vy f(Aij) = Njj1),7 =
1, yeeey N — 1, f(Aznz) = Ail-

Probemos ahora F' := f™ : A;; — A;; es topolégicamente mixing
(comparar con Corolario 2.4.3). Sean U y V abiertos en A;; y sean p,q
periddicos, p € U, q € V. Denotemos por 7(q) el periodo de ¢g. Sea € > 0
tal que

FIWSHF(g)NAy)CV si 0<j<7(q)— 1.
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Comop e Uyp~F(q),0<j<m—1existen z; € Uy mg tal que
Fm@) () e WE(F 7 (q)) ¥ m > my.

Sea N = (mg + 1)7(q) y consideremos n > N. Luego, existe m tal que
n = mn(q) + j para algin j, 0 < j7 < 7(q) — 1. Pero entonces

F'(z;) = FI(F™™D (1)) € FI(WE(FI(q)) N Ayj) C V.

Por lo tanto F™(U) NV # () para todo n > N, y F es topolégicamente
mixing en A;;. Esto implica ademds que f es transitivo en A; : Sean Uy
y Vi abiertos en A;. Sean my y j tal que f™ (Ur) N Ay # 0 # Ay N V7.
Luego, si f+Nni(U) N vy £ 0.

Finalmente probemos que para cualquier « € A;; se tiene que W*(x)N
A;j es densa en A;j. Sea U abierto en Aj; y € Ayj. Sea z € w(x, F)
y sea V entorno de z en A;; de forma tal que si u,v € V entonces
We(u) N W(v) # 0. Sea Uy € Uy ¢ > 0 tal que si y € U; entonces
W (y) N A;; C U. Sea ko > 0 tal que F~F(W2(w)) C WE(f*(w)) para
cualquier k£ > ko. Sea N tal que si n > N entonces F"(Uy) NV # 0.
Sea m > méx{ko, N} tal que F™(z) € V. Luego, existe y € U; tal que
F™(y) € V. Consideremos w = WZ(F™ (z) NW*(EF™(y)) que pertenece
a Ayj. Luego F~™(w) e Uy F~™(w) € W*(x) N Ayj.

O

Observaciéon 2.5.1. La misma demostracion de este teorema prueba
que si un conjunto A es hiperbdlico, tiene estructura de producto local y
puntos periddicos densos, entonces A admite una descomposicion espec-
tral.

Ejercicio 2.5.1. Probar que en una pieza bdsica de la descomposicion
espectral, la dimension de los espacios E° y E* es constante.

2.6. Estabilidad

El objetivo principal de esta seccién es probar que los difeomorfis-
mos hiperbdlicos tienen propiedades de estabilidad. Precisamos algunas
definiciones.

Definicién 2.6.1. Sea f: M — M wun difeomorfismo.
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= Decimos que f es CT-estructuralmente estable si existe un entorno
U(f) C Diffr(M) tal que si g € U(f) entonces existe un homeo-
morfismo h: M — M tal que ho f = go h.

» Decimos que f es C"-Q-estable si existe un entorno de f, U(f) C
Diff" (M) tal que si g € U(f) entonces existe un homeomorfismo

h:Q(f) — Qg) tal que ho fraip) = grag) © h-

Observaciéon 2.6.1. La nocion de Q2-estabilidad es mas débil que la
estabilidad estructural: si f es estructuralmente estable entonces es §2-
estable. Por otra parte C'-estabilidad => C" -estabilidad.

Teorema 2.6.1. Sea f : M — M wun difeomorfismo Anosov = es
Cl-estructuralmente estable.

Demostracion: Sea V entorno de f tal que toda g € V es Anosov, y
ademds existe constante de expansividad v es uniforme. Sea 3 < v/2 y
sea « segun el Teorema 2.4.1. Podemos suponer que si g € V entonces
d(f(z),g(x)) < a para todo x € M. Luego, dado z € M, la {¢g"(z) : n €
Z} es una a-pseudo érbita para f se tiene que existe un dnico punto y
tal que

d(f"(y), f"(x)) <B VY neL.

Definimos h : M — M como h(z) = y. Resulta que h es continua (de
forma andloga al Teorema 1.1.1. Ademds, h es inyectiva pues g tiene
también constante de expansividad . Por el teorema de invariancia del
dominio concluimos que i es un homeomorfismo. O

Definicion 2.6.2. Sea f : M — M wun difeomorfismo Azxioma A o
L-hiperbolico.

» Decimos que satisface la condicion de transversalidad fuerte si
W#(z) y W*(y) se intersecan transversalmente para cualquier para
de puntos x,y € Q(f).

s Decimos que f tiene o exhibe un ciclo si existen piezas bdsicas
Ay A A, = Ay, tales que

ik,1’

WA ) (VWP (Aiy,) #0, 1< j<k—1
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Por comodidad, hagamos la siguiente notacién para la interseccién de
piezas bésicas:

Ai < Ay = W) (VWP (A) # 0.

Observacion 2.6.2. Si f es Azioma A entonces no puede tener 1-ciclos.
Sin embargo, si f es L-hiperbdlico podria tenerlos.

Ejercicio 2.6.1. Si f es R-hiperbdlico entonces no tiene ciclos.
Fl siguiente teorema se enuncia sin demostracion.

Teorema 2.6.2 ([R1][R2]). Si f: M — M es Azioma A y satisface la
condicion de transversalidad = f es Cl-estructuralmente estable

El proximo resultado es el objetivo de esta seccion.

Teorema 2.6.3 (Q-estabilidad [S4]). Sea f : M — M un difeomor-
fismo Azioma A sin ciclos o un difeomorfismo L-hiperbdlico sin ciclos.
Entonces f es Q2-estable.

Demostracion: Demostremos el teorema para el caso que f es L-hiper-
bélico (de hecho en este caso, mostraremos que f es Axioma A). Sean
A1, ..., A, las piezas bésicas de la descomposicién espectral. La idea es
reducir la Q-estabilidad a una estabilidad local de las piezas bésicas.

Para ello consideremos U; entorno de A; disjuntos dos a dos y tal que
f(U;)NU; =0 sii# j. Afirmamos que existe V entorno de f tal que si
g €V entonces

Qg) cUU...UUg

y ademas

Q(g)NU; C ﬂ 9" (U;).
neZ

La idea es que si esto no sucede entonces hay difeomorfismos g,, cer-
canos a f que “dejan una sombra” en la dindmica de f y se crea un ciclo
(ver Figura 2.7).

Supongamos pues por absurdo que tal V no existe. Luego, existe una
sucesién g, — f y un sucesién x,, € Q(g,) tal que z,, ¢ U;U;. Como
z, € Qgn) existe Yy, —m o ¥ I, —m 00 tal que ghn(yh,) — .
Podemos suponer que z,, — z;. Obviamente z; ¢ U;U;.



50 M. Sambarino

Ahora, existe 41 tal que a(z1, f) C A;,. En particular z; € W*(A;, ). De
igual forma, existe iz tal que w(z1) C Ay, y 20 € W*(A;,). Observamos
que entonces W¥(A;;) N W3(A;,) # 0 esto es:

Aiy < Agy.
Ahora, existe k1 tal que f¥(z1) € Uy, para k > k;. Como
gn = f, Tn =21, Yy —m Tn
concluimos que para n y m suficientemente grandes gkt (y?) € Uy,. Sea
[ (m) = min{j > k1 : gh(up) ¢ Ui}
Se tiene que I7(m) existe pues gk (y,,) — =, y ademds [}(m) < I7,.

Por otra parte [7(m) — k1 — oo : de lo contrario contradecirfamos que
fE(z) € Ui, para k > k.

U;

U;

Figura 2.7: Creacién de ciclo via sombra de g,

Sea 22 punto de acumulacién de gf;f yp) y sea zo punto de acu-
mulacién de z2. Se tiene que f~7(z2) € U, para todo j > 0 pues
IP(m) — ki — oo. Luego a(z2) € A;, y por lo tanto zo € W¥(A;,).
Ahora, si z; € OT(23) tendrfamos que A;, < A;, lo cual es absurdo
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pues no hay ciclos. Por otra parte, existe i3 tal que w(z2) C A;; y por lo
tanto

Ail < Aig < Ai3-

Ademés existe ko tal que fF(z9) € Ui, para k > ko. Como 21 ¢ OT(29)
concluimos que para n, m suficientemente grandes I} (m) + ko < I',. De
la misma forma que antes construimos I5(m), z3 punto de acumulacién
de gg(m)ﬂg(m) (y2) v 23 punto de acumulacién de x2. Asi, razonando
inductivamente, encontramos una sucesion i;, i, ...., iy, ... tal que

Ail < Aig <L ... Azn < ...

Como hay un numero finito de piezas basicos concluimos que hay un
ciclo, lo cual es absurdo. Esto demuestra que existe V tal que para g € V
se tiene Q(g) C U1U...UUj. Como podemos elegir V tal que g(U;)NU; = ()
para g € V concluimos que si z € (g) N U; entonces ¢g"(z) € U; para
todon € Z.

Para terminar la demostracién del teorema, vamos a probar la esta-
bilidad local, es decir, si definimos

Ai(g) = () 9"(Uh)

neL

entonces existe h; : A;j(g) — A;(f) tal que foh; =h;og.
Para esto, asumiremos ademas que U;,i = 1,..,k y V son suficiente-
mente chicos de forma que lo siguiente se satisface:

» Existe v > 0 tal que para todo g € V se tiene que gp,(,) tiene
constante de expansividad .

» Sea a > 0 tal que toda a-pseudo érbita en A;(f) para f es v/4
sombreada por una orbita en A;. Requerimos entonces

e Existe § < min{«/3,7/4} tal que si z,y verifican d(z,y) < ¢
entonces d(g(z),g(y)) < a/3 para toda g € V.

e Aig) C{y e M :d(y,Ai(f)) <6}

e d(g(x), f(x)) < a/3 para todo z € M y para toda g € V.



52 M. Sambarino

Sea entonces x € A;(g). Elegimos z,, € A;(f) tal que d(zy, g"(z)) < ¢
para todo n € Z. Resulta entonces que {z,,} es una a-pseudo érbita:

d(f(n), Tnt1) <
< d(f(@n), g(zn)) + d(g(za), 9(9" (2))) + d(g" " (), 241
< a/3+A34+a/3=c.

Luego existe y tal que d(f™(y),x,) < /4. Por lo tanto, dado = € A;(¢g)
existe y € A;(f) tal que d(f™(y),g"(z)) < /2. Ademas este y es tnico
pues v es constante de expansividad en A;. Luego, podemos definir h; :
Ai(g) — Ai(f) por h(xz) =y, es decir, h(z) es el unico punto que verifica

d(f"(hi(x)), g"(x)) < v/2 ¥V neZ.

Por la propia definicién resulta que foh; = h;0g. Ademas, h es continua
e inyectiva pues v también es constante de expansividad de g en A;(g).
Falta ver que h; es sobreyectiva para concluir que h; : A;(g) — A;i(f) es
un homeomorfismo.

Consideremos g € V (que supondremos conexo) y consideremos un
arco continuo gy € V,0 <t <1 tal que g9 = f,g1 = ¢. Sea py un punto
periddico de periodo k de f. Como pg es hiperbdlico, existe s > 0 y una
unica funcién continua p : [0, s] — M tal que p(t) es un punto periédico
de g, p(0) = p. Afirmamos que p; se puede extender (de manera tnica)
a todo [0,1]. Sea so = sup{s € [0,1] : Ip : [0, s]} donde p es continua
gt(p(t)) = p(t),p(0) = pp. Supongamos que sy < 1. Sea p(sg) punto
limite de p(t) cuanto ¢ — sg. Luego p(sp) es un punto periddico de gs,
de periodo menor o igual que k. Como O(p(sg)) C U; concluimos que
p(so) es hiperbdlico. Luego, para t cerca de sy existe un unico punto p(t)
periédico de periodo igual al de p(sg) en un entorno de p(sg). Entonces,
el periodo es k y podemos extender p a un entorno de sg. Esto contradice
que sg era el supremo, y por lo tanto probamos nuestra afirmacion.

Por otra parte, si pg y go son puntos periddicos distintos de f entonces
p(t) # q(t) para todo t € [0,1] por el mismo argumento. En conclusién,
g tiene tantos puntos periédicos de periodo k en A;(g) como f tiene en
A;i(f). Como h; es inyectiva y manda puntos periddicos de periodo k en
puntos periddicos de periodo k se tiene que

hi(Ai(9)) D Per(f/a,p)-
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Como los puntos periédicos de f son densos en A;(f) y Ai(g) es compacto
concluimos que h; es sobre.
Finalmente, haciendo h : Q(g) — Q(f) por h(z) = h;i(x) si x € Ai(g)
tenemos la conjugacion buscada.
O

Como un difeomorfismo R-hiperbdlico no tiene ciclos, concluimos:

Corolario 2.6.1. Sea f un difeomorfismo R-hiperbdlico. Entonces f es
Q-estable.

2.7. Ejercicios

1. Sea f: M — M un difeomorfismo y A un conjunto hiperbdlico tal
que E%(x) = {0} Vz € A. Probar que A consiste un nimero finito
de oOrbitas periddicas atractoras.

2. Sea f: M — M difeomorfismo ) estable y p un punto periddico
de f. Probar que p tiene que ser hiperbdlico.

3. Sea f difeomorfismo C" tal que €Q(f) consiste de una cantidad
finita de érbitas periddicas hiperbdlicas y supongamos que existe
una funcién V : M — R tal que V(f(x)) < V(z) para todo x € M
y que V(f(z)) = f(z) sii z es peridédico. Probar que bajo estas
condiciones f es Q-estable.

4. Sea M una variedad compacta y f: M — R una funcién de clase
CT1 r > 1. Considere el campo X = grad(f) que es de clase C"
y sea ¢y su flujo.

a) Mostrar que f(¢;)) es creciente con t. Concluir que ¢; no tiene
6rbitas periddicas. jQuién es Q(X)?

b) Probar que p es una singularidad sii p es un punto critico
de f. Probar que p es una singularidad hiperbdlica sii el hes-
siano de f en p es no degenerado. Probar que p es un atractor
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(repulsor) sii p es un méximo (minimo) local de f. (Una sin-
gularidad p es hiperbdlica si DX, no tiene valores propios con
parte real nula.)

Decimos que f es una funcién de Morse si todos sus puntos
criticos son no degenerados. Probar que si f es de Morse
entonces X es Q-estable (es decir, si Y es un campo C" cerca
de X entonces existe h : Q(X) — Q(Y) homeomorfismo tal
que h(Ox (z)) = Oy (h(z)).)

Concluir que el subconjunto de X7, wg(M) (campos gradientes
en M de clase C") que son -estables es abierto y denso en
X;T aq- Sug: use el teorema de Morse, que dice que el conjunto
de funciones de Morse es abierto y denso en C"+1(M;R).



Capitulo 3

Perturbaciones en la
topologia C'.

En este capitulo estudiaremos algunas técnicas y resultados de pertur-
bacién en la topologia C! que utilizaremos en los capitulos siguientes.
Estas técnicas ponen de manifiesto una caracteristica de la topologia
C' : es esencialmente lineal.

3.1. Lema de Franks

El siguiente lema elemental es de uso frecuente en la topologia C*.
Bésicamente dice (y en este sentido lo utilizaremos después) que cual-
quier perturbacion del diferencial de f a lo largo de una érbita peridédica
es realizado como el diferencial de una perturbacién g de f (a lo largo de
la misma drbita periddica). Este hecho sera crucial cuando estudiemos
sistemas que son C' estables.

Lema 3.1.1 (Lema de Franks [F]). Sea f: M — M wun difeomorfismo
Cl y sea U(f) un entorno de f. Entonces existe Up(f) CU(f) ye >0
tal que si g € Up(f), S C M es un conjunto finito S = {p1,p2,...Dm}
y Li, i = 1,...,m son mapas lineales L; : TMy, — T Mg, tales que
|ILi — Dp,gll <€ i=1,...,m entonces existe g € U(f) tal que §(p;) =
9(pi) y Dp,g = L;. Ademds, si U es un entorno de S podemos tomar §
tal que g(x) = g(x) para todo x € {p1,p2...pm} U (M\U).

55
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Demostracion: [Idea la prueba] La demostracién se basa en la siguiente
estimacion:

Sea g(x) = Az + ¢(z) con Dgy = A, $(0) =0y Doy = 0, ¢ de clase
C'. Sea L lineal tal que ||L — A|| < e.

Sea ¢ suficientemente chico tal ||D¢s|| < € si ||z]] < J. Consideremos
una funcién “chichén”p : R™ — R tal que 0 < p(x) < 1, p(z) = 1 si
lz]| < 6/2,p(x) = 0si ||z > 8y [Vp()] < 5.

Sea G(x) = g(z) + p(z)(Lx — g(x)). Resulta que G(z) = Lz si ||z| <
§/2 y G(x) = g(x) si ||z|| > 6. Para estimar la distancia C! entre G y
g basta estudiar cuando [|z|| < . Obviamente ||G(z) — g(z)|| < ||L —
Allllzl + llo(x) || < 2ellz|.

Por otra parte DGy —Dg, = p(z)(L—A—D¢,)+((L—A)x—¢)T . Vp(z)

DGy = Dgzl| - < |p(@)[([[L = All + || Do) + €l V()]
< 2+ 2€Hx|]§ < 10e.

El lema se concluye de la estimaciéon anterior usando cartas locales
(via mapa exponencial) en cada punto z € S.
O

3.2. El Closing Lemma y el Connecting Lemma

Un clésico problema en sistemas dindmicos conocido como “closing
lemma” pregunta si es posible, cuando tenemos una érbita recurrente, es
decir un punto cuya orbita vuelve en el futuro arbitrarimente cerca de si
mismo, “cerrar” la érbita, en otras palabras, mediante una perturbacién
crear una orbita periédica (ver Figura 3.1). Mds en general: dado un
sistema dindmico arbitrario f : M — M y un punto z € Q(f), un
entorno de V(f) y € > 0 entonces jexiste g € V(f) e y € B(x,¢) tal
que y es periddico para g7 Ahora, no hemos dicho con respecto a que
topologia consideramos el entorno V( f)! Dependiendo de esta, la solucién
es afirmativa o ain es un problema abierto. Los demostraciéon de los
resultados que en esta seccion se enunciaran exceden el propédsito de estas
notas. Sugerimos al lector leer el apéndice en [BDV] y luego consultar
las referencias alli incluidas.
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B(xz,e€)

Figura 3.1:

La idea “inocente” para atacar este problema es: si z y f"(x) estdn
cerca, entonces empujar el punto f"(x) hacia x (es decir, conseguir g de
forma que g(f"~!(x)) = x) y asf lograr una érbita periédica. Para hacer
esto hay que tener cuidado de que g = f en los puntos intermediarios,
es decir, g(z) = fi(x) parai = 0,...,n — 1. Esto es facilmente realizable
en la topologia C° (y se deja como ejercicio para el lector). Pero en
la topologfa C', para mover un punto a otro se precisa cierto espacio:
si queremos h tal que h(z) = ¥y, y h esté yCl-cerca de la identidad
entonces el soporte de h contiene B(x,d(x,y)/7). Pero entonces, cuando
movemos f"(z) hacia x podemos estar moviendo puntos intermediarios
y asi perdemos control sobre la érbita entre x y f™(x) (ver Figura 3.2).

Figura 3.2:

Sin embargo, el “closing lemma” tiene respuesta afirmativa en la
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topologia C!. Es un resultado cldsico y fundamental debido a C. Pugh
([Pul]). La idea de Pugh fue, para tener control sobre el soporte de la
perturbacién, realizar la misma en varios pasos, es decir, en vez de mover
f™(x) a z en un paso solo, ir empujando la érbita futura de f"(x) hacia
la o6rbita de x y asi lograr cerrarla. En realidad, lo que se prueba es que
hay, entre los puntos de la érbita futura de x que estan cerca de x, dos
puntos intermediarios f*(x), f/(x) con k < j que estdn en buena posi-
cién de forma que el argumento se puede aplicar: empujar la érbita de
fi(z) hasta pegarla con la de f*(z) en N pasos, N < j — k (ver Figura
3.3.

Figura 3.3:

Otro problema de similares caracteristicas es el siguiente: supongamos
que tenemos dos puntos p y ¢ tales que w(p) N «a(q) # 0, es decir, hay
puntos del futuro de p que estdn muy cerca de puntos del pasado de
q; ies posible entonces “conectar” las érbitas? Es decir, mediante una
pequena perturbacion, jes posible hacer que la orbita futura de p pase
ahora por el punto ¢? (ver figura 3.4).

Este problema también tiene una solucién afirmativa en la topologia
C1. Fue resuelto originalmente por S. Hayashi ([Ha]), mediante una in-
teligente extension de las técnicas desarrolladas por C. Pugh y ha tenido
un impacto sustancial en la teoria de sistemas dindmicos en la topologia
C'. El enunciado que sigue lo extraemos de [WX].
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.

o4

Figura 3.4:

Teorema 3.2.1 (Connecting Lemma). Sea f : M — M un difeomorfis-
mo y sea V un entorno de f en la topologia C' y z € M un punto que
no es periodico. Entonces, existe un natural N > 1, 0 > 1 tal que para
§ > 0 se verifica que f7(B(z,9)),0 < j < N son disjuntas dos a dos,
luego si:

1. Existe p ¢ A(z,0) = Uévzo f7(B(2,9)) y existe n > 0 tal que
f™(p) € B(z,6/0),

2. Emiste ¢ ¢ A(z,0) y existe m > 0 tal que f~™(q) € B(z,0/0),
entonces existe g € V tal que g € OF (p). Ademds g = f en A(z,0)°.

Observacién 3.2.1. Obviamente vale un resultado similar, tomando el
tubo hacia el pasado A(z,9) := U;V:o f9(B(z,6)).

Enunciemos ahora Closing Lemma y veamos como se deriva del Con-
necting Lemma.:

Teorema 3.2.2 (Closing Lemma de Pugh). Sea f: M — M un difeo-
morfismo y sea x € Q(f). Entonces, para todo V entorno C' de f y
€>0 existegeV ey € B(x,e€) tal que y € Per(g).
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Demostracion: sea V entorno de f, z € Q(f) y € > 0. Ahora, si = es
periddico no hay nada que probar. Luego, supongamos que x no es
periddico, y consideremos N como en el Connecting Lemma. Podemos
encontrar § < ¢ tal que f/(B(z,00)), 0 < j < N + 1 son disjuntas dos
a dos. Como x es no errante, existe y € B(x,0) tal que f™(y) € B(z,?)
para algin m (que necesariamente es mayor que N + 1.). Finalmente,
si hacemos p = ¢ = fV +1(y) tenemos, por el Connecting Lemma, que
existe g € V tal que ¢ = p € (’); (p), es decir, p es periédico, y como
f = g afuera de A(z,d) concluimos que Oy(p) N B(z,d) # 0. O

Veamos ahora una consecuencia importante.

Corolario 3.2.1. [Pu2] Existe R residual en Dif f*(M) tal que si f € R
entonces Q(f) = Per(f).

Demostracion: Sea {U,} base de la topologia en M. Para cada n defini-
mos V,, = int{f : Per(f)NU, # 0} ysea R, = V,UV,.°. Es claro que R,
es abierto y denso. Observemos que si f € V,," entonces Per(f)NU, =0 :
de lo contrario, existe g arbitrariamente cercano a f tal que g tiene un
punto periédico hiperbélico en U,, y por lo tanto g € V,,, absurdo.

Sea R = N,R,. Entonces R es residual. Sea f € R y £ un punto no
errante y sea € > 0. Sea U, tal que x € U, C B(z,¢). Como f € R,
concluimos que f € V,, o bien f € V,°. El tltimo caso no puede ser pues
contradice el Closing Lemma. Luego f € V,, y luego = € Per(f). O

Volviendo al problema de cerramiento de érbitas, el Closing Lemma
nos dice que si tenemos un punto recurrente x de f podemos entonces
encontrar g perturbacion y p periddico cerca de z. Sin embargo, no nos
da informacién sobre si la Orbita de p segin g sombrea la érbita de x
segin f. De hecho la técnica del Closing Lemma y el Connecting Lemma
dice que la érbita periddica encontrada sombrea “parte” de la érbita de
x. Sin embargo, para un conjunto de probabilidad total tenemos buena
informacién:

Teorema 3.2.3 (Closing Lemma Ergddico [Mal]). Sea f : M — M
un difeomorfismo. Existe un conjunto X(f) de probabilidad total tal que
si x € X(f) entonces para todo entorno V(f) y e > 0 existe g € V y
p € Per(g) tal que d(f7(z),¢’(p)) < € para 0 < j < n donde n es el
periodo de g. Ademds g = f en M — B(O(x),€).
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3.3. Producto de matrices

En esta seccién estudiaremos producto de matrices “que son estable-
mente” hiperbdlicas. La motivacién es el estudio de difeomorfismos f :
M — M tal que sus puntos periddicos son hiperbdlicos y que permanecen
hiperbdlicos para cualquier perturbacién (pequena) de f. La técnicas
aqui utilizadas han sido esencialmente desarrolladas por Mane ([Mal]).
Para simplicar la exposicién nos restringiremos al caso bidimensional
donde podemos dar pruebas elementales que, sin embargo, contienen las
ideas fundamentales. Recordemos que si A € G Ly(R?) entonces la mini-

ma norma o co-norma de A se define como m(A) = inf{||Av|| : ||v]| = 1}.
Sea C' > 1.
Consideremos
1
G(C) ={A € GLx(R) : 5 =m(A),[|A]| < C}.

SiA=A4,...Ajcon 4; € G(C)ye< % denotemos por
B(A,e) ={Be GLy(R): B=Al,... A} con |A]— A;j|| < ei=1,..,n}

Decimos A es hiperbdlica contractiva si los valores propios de A tienen
modulo menor que 1. Diremos que A es hiperbdlica tipo silla si A tiene
valores propios A\, con 0 < |A| <1 < |a].

Queremos estudiar que condiciones debe satisfacer un producto de
matrices A = A,...A; para que cualquier matriz en B(A,¢€) sea tam-
bién hiperbdlica. Observemos que si una matriz es hiperbdlica, entonces
cualquier perturbacién pequena también es hiperbdlica, pero lo que nos
interesa es fijar la perturbacién apriori, fijando € de antemano. Ademas,
queremos resaltar que fijado €, si tomamos un producto cualquiera A =
A,,....A; entonces una matriz B € B(A, €) puede estar “muy lejos” de A
(por €j, ||A — BJ| puede ser arbitrariamente grande.)

3.3.1. Producto de matrices contractivos

En esta seccién estudiaremos productos de matrices A = A,,...A; con
A; € G(C) tal que toda matriz en B(A,€) es hiperbdlica contractiva.
Comencemos con un lema elemental.

Lema 3.3.1. Sea A : R?2 — R2 lineal invertible. Entonces existen
{e1, f1} v {ea, fo} ortonormales tales que Aey = m(A)es y Af1 = || A|| fa-
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Figura 3.5:

Demostracion: Sea S' = {v : ||v|| = 1}. Si existe r tal que || Av|| = r para
todo v € S! entonces A es una roto-homotecia y no hay nada que probar.
Si esto no sucede, entonces A(S') es una elipse. Designemos por e y E
su semiejes menor y mayor. Es claro sus direcciones son perpendiculares
y que m(A) = e, ||A|| = E. Luego definimos {es, fo} ortonormales en las
direcciones de estos ejes. Sea e; = ﬁ y fi= %. Falta ver que
{e1, f1} son perpendiculares, pero esto resulta de aplicar el razonamiento
anterior a A~! y observando que [[A7Y| = m(4)~! y que m(A71) =
IA] . O

El siguiente corolario lo usaremos mas adelante.

Corolario 3.3.1. Sea A : R? — R? lineal invertible, § > 0 y v € R2.
Entonces existe una rotacion R, ||R — Id|| < 20 tal que

[ARv]| = 5] All[v]]

Demostracion: Sean {e;, f;},7 = 1,2 como en el lema anterior. Luego, es
claro que existe R como en el enunciado tal que Rv = ae; + bf; donde
|b| > d]|v]|. Luego

IARv|* = a?[|Aer||* + 0| Af1[* > 0*]| A]*

de donde ||ARv|| > §||Al|||v]|- O
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Lema 3.3.2. Sea € > 0. Entonces existe K = K(e,C) tal que si A =
Ap. Ay con A; € G(C) y toda A" € B(A,€) es contractiva, entonces
|A"|| < K para toda A" € B(A,€/2).

Demostracion: Como € < 5= < C, si A’ = Al,... A} € B(A,¢) con ||A} —
A;|| < e entonces A, € G(2C). Por otra parte, si A’ € B(A,¢/2) entonces
toda B € B(A’,€/2) es hiperbdlica contractiva. Sea €1 = &, o = €1/2
y n1 tal que (1 4 €;)™™ < a. Afirmamos que K = max{(2C)™,1/a}
satisface el lemma.

Sea entonces A = Ap...A; como en el lemma y A" = A} .. A] €
B(A,€/2). Luego, si n < ny entonces ||A'|| < ||AL]...][AL] < (2C)™ <
K. Supongamos entonces que n > nj. Afirmamos que en ese caso se tiene
que m(A’) < a. De lo contrario, tomando A = (1+4€;)A] concluimos que
A" = Al Al € B(A' €¢/2) y luego m(A”) = (1 +e1)"m(A) > at =1
y por lo tanto A” no es contractiva.

< f1>

< ey >

Figura 3.6:
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Ahora, si ||A']| > K llegaremos a una contradiccién. Consideremos
{ei, fi},1 = 1,2 como en el lema 3.3.1. Sea v = ae; +bf1, ||v|| = 1 tal que
|A’v|| = 1. Como A'v = am(A’)es +b||A’|| f2 y por lo tanto <((A'v, f2) <
% < m(A") < a. Anilogamente, razonando con A’~! concluimos
que <(v,e1) < a. Afirmamos que necesariamente <((e1, f2) < 2a. De lo
contrario, consideremos el cono V' = {u : <(u,e1) > a}. Pero entonces
A'(V) C V y tendriamos una direccién < w > invariante, pero como
|A'ul| > 1 pues u € V tenemos que A’ no es contractiva lo cual es
absurdo. Pero entonces, <(v, A'v) < 2a < €1. Luego, existe rotacién R
tal que ||R| < € tal que R(A'v) = 2v. Sea B; = Al si1l <i<ny
B! = Ro Al,. Entonces B = B,,....B; € B(A’,¢/2) y tiene valor propio
de modulo 1. Esto es una contradicciéon y concluye la demostracion del
lema. O

Para lo que sigue, usaremos la siguiente notacién: si Ay, ..., A, €
G Lo (R?), escribimos H?:l Aj = A, A

Lema 3.3.3. Sea ¢ > 0 y C > 0. Entonces existen Ky > 0,0 < A < 1
ymog > 0 tal que si A = A,..A1,A; € G(C) y toda A" € B(A,e) es
hiperbdlica contractiva, entonces tomando k = [n/mg] se tiene que

mo
H Aj mo+i

=1

k—1

I

J=0

< Ko\,

Demostracién: Sea K como en el anterior Lemma 3.3.2. Sea €1 = 1= y
§ < €1/2. Sea mg tal que A™! := §(1+¢€1)™ > 1. Sea ahora A = A,,....A;
como en el enunciado y k = [n/mg]. Consideremos A, = (1 + €1)A;,i =

., kmg. Definimos inductivamente vg, vy, ..., v; inductivamente asi: sea
v € R? cualquiera. Para 0 < 7 <k—1sea

mo
Vi1 = HAjmo-i-iRJUJ
i=1

donde R; es una rotacién como en Corolario 3.3.1, es decir ||R; — I|| <

20 <€y
>4 H Ajmo—l—z

gmg—l—z HUJH
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Hacemos A7 = A} o Ry y para j = 1,...,k — 1 hacemos A7, ~= A]

nmgo ©
R;. Si i no es multiplo de mg definimos A = A. Observemos que

Hmo Al o4ivi = vj41. Luego
mo
HU]'-HH = HA;,mo—s—z ]mo—HR Uy
=1
> Gmo-va | 1105l
mo
= 51+ e | T Asmasi| Il
=1

Ademss se tiene que A” = A!....A] € B(A,¢/2) y por lo tanto por el
Lema 3.3.2 se tiene que

4" < K
Ademds, m(A!) > 5. Luego
Kllvol 2 140l = 147 Al 1105
1 \™o
> (4] km0+1>||vkr>(2c) o

H A (k—1)mo+i

1\
> _
> (20) 0(14e)™
=1
HA]mo-H

1\ 7m0 k k—1
> = ™mo ™mo
= (2C> a1

7=0

[og—1ll = -

[[ol

Por lo tanto, tomando Ky = K (%)mo tenemos que

mo
H Ajmo+i

=1

k—1

I

=0

< Ko(14 €)™ = KAk,

3.3.2. Producto de matrices tipo silla

Ahora estudiaremos producto de matrices A “establemente” hiperbdli-
cas tipo silla. El primer lema nos dice que los valores propios estan (ex-
ponencialmente) uniformemente alejados de 1.
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Lema 3.3.4. Sea A= A,, ... Ay con A; € G(C) y tal que A es hiperbdlica
tipo silla. Sean X\, o los valores propios de A, 0 < || <1 < |o|. Supong-
amos que existe € > 0 tal que si A" € B(A,€) también es hiperbdlica.

Entonces, existe €1 tal que || < (14361)” ylol > 1+ e)™.

Demostracion: Sea €1 < €/M. Luego si ||C — I|| < € entonces |CB —

B|| < e si B € G(C). Supongamos, por ejemplo, que (1J:€1)" <Al < L.
1/n

y sea A = %Ai y sea A = Al ... A|. Sea v tal que

Sea = ||
Av = Mv. Entonces A'v = VY A’ no es hiperbdlica. O
Observacion 3.3.1. En el caso que estamos tratando, como los subespa-
ctos son unidimensionales, no hay diferencia entre el modulo del valor
propio, la norma del diferencial || A, ps|| y el producto []; ||Ai/p: || donde
E? = A;...A1(E®). Cuando estamos en dimensiones mayores, vale un
resultado andlogo al Lema 3.3.3.

El siguiente lema nos dice que si en una matriz hiperbdlica el angu-
lo entre el espacio estable e inestable es muy chico entonces con una
pequena perturbacién logramos que no sea hiperbdlica.

Figura 3.7: Si hay angulos pequenos, hay puntos cuya imagen esta cerca.

A
0

2
que [0 — A > ¢ > 0. Sea 0 < e < 1/2 y sea eg < €1 tal que =2 < e1.

Lema 3.3.5. Sea A = < {f > con 0 < |\ <1 < 0. Supongamos
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(1) ) A tiene valor

. . 1
Entonces, si ’U;I()“ < € existe n,|n| < €1 tal que ( 0
propio 1.

Demostracion:

Det<<717 ?)A—Id) — (e—1)(A—1) =K.

. 1) (— ) 1 . .
Luego, si n = W se tiene que ( " (1) > A tiene valor propio 1.
Es inmediato ver que |n| < €. O

Corolario 3.3.2. Sea ¢ > 0. Eziste « tal que si A = A, ... A1 es
hiperbdlica con A; € G(C) y se cumple que A’ es hiperbdlica para cual-
quier A’ € B(A, €) entonces se tiene que <(E%, E%) > a.

Demostracion: Sea €; como en el lema 3.3.4 y sea ¢ = €;. Consideremos
€0 como en el lema 3.3.5. Basta tomar entonces tan(«) = €. Puesto que
si el resultado no fuera cierto basta expresar A en la base E% @ (E5)*
10

. A/ —
y considerar A, ( N1

en lema anterior. O

)An y Al = A;,i=1,...,n— 1. con n como

Sea A= A,,...A; con A; € G(C). Denotaremos por
A :=JJA=4i... A; 1<i<n
j=1

Si A es hiperbdlica, sea E7 := A(i)E5 y E}' := A(i)EY.

Observaciéon 3.3.2. Si A = A,...A1 es hiperbdlica y también lo es
cualquier A" € B(A,e) entonces C = Ap...A1.Ap.. A1 Y cualquier
matriz en B(C,€) también es hiperbdlica. Por lo tanto, en estas condi-
ciones <(E7, E}') > .

Lema 3.3.6. Sea ¢ > 0. Eziste m > 0 tal que si A; € G(C),i=1,...,n
conn > my A = A,.Ay es hiperbdlica y A’ es hiperbdlica para
cualquier A’ € B(A,€) entonces siv € E%, w € EY con ||v|| = ||lw]| =1
se tiene que

JAGmy| 1
[A(m)w] = 2°
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Demostracion: Observar primero que existe « tal que si A = A, ... Ay
es hiperbdlica y toda matriz en B(A,¢€) es hiperbdlica, entonces para
cualquier A" € B(A, €/2) se tiene que <(E%,, EY/) > o

Por otra parte si A = A,...A; es hiperbdlica y <(E?, E}') > « para
i = 1,...,n entonces para cada i podemos definir una nueva métrica
<,>; declarando que E;} y E}' sean ortogonales. Estas métricas son
“uniformemente” equivalentes a la métrica original. En particular, existe
K tal que si u € R? entonces ||Ju|; < K|u|. También, dado Gy existe 3
tal que si el dngulo entre dos subespacios es menor que (31 segin <, >;
entonces el dngulo segin la métrica original es menor que . Tomemos
By < a 'y consideremos este ;.

Hecha esta observacién probemos la existencia de m. Sea ¢; = ¢/2C
y sea €y < €1/K. Sea m tal que 2(1 + )™ ! > % Afirmamos que este
m es el buscado. Razonando por absurdo, supongamos que si A es como
en el enunciado, entonces

I1Am)ol|
[A(m)w] =

Con respecto a la descomposicién E; @ E;* definamos
14+¢ O
MZ&( 0 1>

sii=2,...,n — 1. Observemos que

A?’LA;L_lA/QAl < 610 > — < (1 +603-n_2A60 >

ya que no se han modificado los subespacios invariantes. Sea
_ (1+ Eo)n_2)\€0
= . )

Se tiene que |n| < € ya que |A| < (14 €;)™". Consideremos ahora

o 1 € ’ I —n
fea (D) e () )

Tenemos que A" = A, ... A} € B(A,¢/2). Ademés E¥, = E¥. Por otra
parte

(3) =t ()= (5 2 (7)=(2)
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y por lo tanto EY, = E}. Por otra parte

s " [[ A (m)w||
(A (B, A(m)(BY) <
(147 (m)oll
[A(m)w]|
(1+ €)™ [ A(m)v|
1
< -
- 2(1 + Go)m_l
< [
Esto es absurdo pues A’ € B(A,¢/2) y por lo tanto los dngulos (segin
la métrica original) de los subespacios invariantes son > «. O

3.4. Aplicaciones a F'(M).

En esta seccién aplicaremos los resultados de producto de matrices que
estudiamos en la seccién anterior a difeomorfismos de variedades tal que
sus puntos periédicos son “establemente hiperbdlicos”. La vinculacién
esta dada por el Lema de Franks (Lema 3.1.1).

Sea M una variedad. Denotemos por F!(M) al interior C'* del con-
junto de los difeomorfismos tal que todos sus puntos periédicos son
hiperbdlicos, es decir:

= int{f € Diff'(M) : si p € Per(f) = p es hiperbdlico}.

Equivalentemente, si f € F!(M) entonces existe U entorno de f en
DiffY(M) tal que si g €U y p € Per(g) entonces p es hiperbélico.

El siguiente resultado nos da mucha informaciéon sobre el compor-
tamiento del diferencial en los puntos periédicos y serd fundamental
para el capitulo siguiente.

Teorema 3.4.1. [Mal] Sea f € F'(M). Entonces existe Vy entorno de
f y constantes Ky > 0,0 < A < 1 y naturales mg y m tal que para g € Vy
se cumple:

1. sip es un punto periddico de periodo n > mg y E*(p), E“(p) son los
espacios estables e inestables de p entonces, haciendo k = [n/my),
se tiene que

k
H ||Dg/Es Jmo(p))H < KoA
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H HDg/_}g:Og Jmo (p) || < KO)\k

2. sip € Per(g) es tipo silla y periodo > m entonces

1

Demostracion: Haremos la demostracién en caso de que M es una var-
iedad de dimensién dos. El caso general se deduce de la misma forma,
pero usando las versiones a cualquier dimensién de los resultados de la
seccién anterior (andlogos resultados pero demostracién mas técnica).
Sea U C FY(M) entorno de f. Utilizando el lema de Franks vemos que
existe Voye>O0talquesig e Voyp€ Per(g) y Li : TypyM —

Tyit1pyM;i=0,...,n — 1 donde n = per(p) verifican ||L; — Dggi(,)ll < €
entonces existe g € Z/{ tal que O(p, g) = O(p,9) y DGgi(p) = Li. Podemos
suponer ademds que existe C > 0 tal que para todo g € V) se tiene que
% <m(Dg,) < |Dgz|| < C para todo x € M.

Identificando cada plano tangente con R? y haciendo A; = Dygi(p)
tenemos que A = A, ... A; es hiperbdlica y toda matriz en B(A,¢)
también es hiperbdlica (pues de lo contrario existiria § € U tal que p
es un punto periddico no hiperbdlico de g lo cual es absurdo pues U C
FY(M)). Por lo tanto estamos en condiciones de aplicar los resultados
de la seccién anterior.

Para la primera parte, la existencia de Ky, A y mg esta dada por el
Lema 3.3.3 cuando p es un punto periddico atractor o repulsor (apicando
el mismo lema a f~1). Cuando p es silla, en el caso de dimensién dos se
deduce del Lema 3.3.4 (en dimensién mayor ver Observacién 3.3.1).

La segunda parte se deduce del Lema 3.3.6. O

Observaciéon 3.4.1. En el caso dimM = 2 y p punto periédico tipo
silla, entonces en 1) se puede tomar Ky = 1 y my = 1 por el Lema
3.8.4.

Para ver la potencia del resultado anterior, demostraremos el siguiente
teorema debido a Pliss:

Teorema 3.4.2. [Pl] Sea f € FY(M). Entonces f tiene una cantidad
finita de puntos periédicos atractores (pozos).
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Demostracién: Supongamos por contradiccién que f € FL(M) tiene in-
finitos puntos periédicos atractores que denotaremos por p,,. El periodo
m, de p, tiene que crecer a infinito con n pues de lo contrario, toman-
do un punto de acumulacion, llegariamos a la existencia de un punto
periddico no hiperbdlico de f. Luego, a partir un cierto ng, se tiene que
T, > mg para todo n > ng y por lo tanto, si n > ng tenemos que

H | D178 || < HoA (3.1)

por el teorema anterior, donde k,, = [m,/my].

La idea es probar que puntos periddicos atractores con esta ulti-
ma condicién tiene una cuenca de atracciéon uniforme. Como diferentes
orbitas periddicas atractoras tienen cuencas de atraccion disjuntas lle-
garfamos a un absurdo. Precisamos el siguiente lema que es una version
simple de un lema debido a Pliss ([P1]) y que veremos mas adelante (ver
Lema 4.4.2).

Lema 3.4.1. Sea 0 <y < 1 y una sucesion {an} de numeros reales pos-
itivos y periodica, es decir, existe N tal a;1n = a; para todo i. Supong-
amos que Hi]i_ol a; < ’yN. Entonces, existe j tal que Hi;(l) ajrj < 'yl para
todo | > 1.

Demostracion: Supongamos por contradiccion que para todo j existe
n(j) tal que Hn(j) ai+j >~"U). Obviamente tenemos que n(j) < N y
por lo tanto existe 1 > ~; > v tal que la desigualdad anterior vale para
1, es decir H n(@)-1 airj > n(y) para todo j. Tomemos ng = n(0),n; =
n(ng) e 1nduct1vamente ng+1 = n(ng). Sea ¢ = min{a;} y sea m tal que

N,me ,}/Nm

Podemos tomar k tal que (m — 1)N < ng + ny + ... + np < mN. Pero
entonces

Nm—1 k—1ns—1 Nm—1
Nm
2z =T o 11 =
=0 s=0 i=0 1=ng+...+ng

NH,yns>CN Nm>,}/N

Esto es absurdo y terminamos la demostracién del lema ]
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Continuando con la demostracion del teorema, sea v, A < v < 1y tg
tal que Ko\* < ~* para todo k > t. Luego, si p, es tal que 7, [, /mo] =
m,ky > to entonces, haciendo

para i > 0 tenemos que a; es periddica (de periodo N = m,k,,) y ademas
por (3.1)

H a; < (Ko\o)™ < 4N,

Aplicando el lema tenemos entonces que existe j tal que

HCLH_J'S’YZ VlZl

Si llamamos g, = f/™(p,) concluimos entonces que

HH e Hgfyl Vi > 1. (3.2)

Es decir, hemos encontrado ¢, € O(p,) donde el diferencial tiene un
comportamiento contractivo uniforme en el futuro. Esto implica que g,
tiene una cuenca uniforme. Para ver esto, sea ¢ > 0 tal que y(1 + ¢) :=
v <1y seae>0 tal que si d(z,y) < € entonces

1D fz |l
1D fy

<l+ec (3.3)
Ahora, sea z € B(qy,€). Se tiene entonces por (3.3) que
DN < 1D fl (1 4 ¢) < (3.4)
Por lo tanto
f7(B(gns€)) € B(f™(an),ve) € B(f™ (qn), €)- (3.5)
De ahi deducimos, usando (3.2), (3.3) y (3.5), que

1D 728 ) ID LN <UD F728y (g D S0 | < 721 +0)* < p®. (3.6)
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Pero entonces

F20(B(gns€)) € B(f*™(qn),v%¢) C B(f*™ (qn), €)-

Razonando inductivamente concluimos que

-1 -1
m l m, l
H} |P#e | < @ro H) |P£78 0| < 1

¥y que
F7(B(gn, €)) € B(f (qn), v'e)

para todo [ > 1. Esto quiere decir que si z € B(gy,€) entonces que
d(fIm (2), F370(g,)) —; 0.

Finalmente llegaremos a la contradicciéon buscada: existen ny # ng
suficientemente grandes (7, /mgo > tg) tal que existen ¢,, € O(p,,) que
satisfacen lo anterior y que B(¢n,,€) N B(qn,,€) # 0. Pero si z estd en la
interseccién se tiene que

0 < d(f7™(gny); J7 (gny))
< d(f(2), [ (gny ) + d(f770(2), [ (gny)) — 0.
Esto concluye la demostracién del teorema. ]

Para terminar este capitulo, como aplicacién del Closing Lemma,
probemos que si f € F! entonces Q(f) = Per(f).

Lema 3.4.2. Sea f € F'. Entonces existe V entorno de f tal que si U es
entorno de Per(f) yg €V estal g = f en U entonces Per(g) = Per(f).
Mas en particular, si P;(f) denota el conjunto de los puntos periddicos
de indice i e U; es un entorno de Pi(f) y g € V es tal g = f en U;
entonces P;(g) = Pi(f). Ademds Q(f) = Per(f).

Demostracién: Sea V componente conexa de F'(M) que contiene a f.
Sea U entorno de Per(f) y sea g € V con g = f en U. Supongamos
que existe un punto periédico de periodo n de g en U€. Consideremos
v:V — Z donde v(h) = #{y : h"(y) = y, W (y) # y,1 < j <n— 1}
Es claro que v(g) > v(f). Por otra parte v es continua (puesto que
V C FY(M) y entonces hay una cantidad finita de puntos periédicos de
periodo n y por Teorema 1.2.3 tenemos continuidad) y como V conexo, es
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constante, absurdo. El mismo argumento se aplica a los puntos periédicos
de indice 1.

Probemos ahora entonces que Q(f) = Per(f). Supongamos por ab-
surdo que existe z €  — Per(f). Sea V como antes y sea N como
en el Connecting Lemma. Sea U entorno compacto de Per(f) tal que
fi(xr) ¢ U,0 < j < N. Pero entonces, existe g € V tal que g = f
en U y g tiene un punto periédico cercano a x, esto es absurdo por lo
anterior. ]




Capitulo 4

La conjetura de estabilidad

En el capitulo 2 vimos que la presencia de hiperbolicidad implica algiin
tipo de estabilidad. En particular probamos que si f es Anosov, entonces
es C' estructuralmente estable y que si f es L-hiperbélico o Axioma A
sin ciclos entonces es {2-estable. En realidad, Palis y Smale formularon
la siguiente conjetura (ver Definicién 2.6.2):

Conjetura de estabilidad ([PS]):

s f: M — M es C" estructuralmente estable si y solamente si f es
Axioma A y satisface la condicién de transversalidad fuerte.

= [ es C" Q-estable si y solamente si f es Axioma A sin ciclos.

Los Teoremas 2.6.2 y 2.6.3 dicen que si f es Axioma A sin ciclos (con
transversalidad fuerte) entonces f es  -estable (respec. estructural-
mente estable). En este capitulo nos dedicaremos a probar el reciproco.
De hecho, lo importante es probar que si es C! Q-estable o C! estruc-
turalmente estable entonces es Axioma A pues se tienen el siguiente
resultado (que no demostraremos):

Teorema 4.0.3. (/P2], [R3])

1. Supongamos que f es C" Q) estable (o f € FX(M)) y Azioma A.
Entonces f no tiene ciclos.

2. Supongamos que f es C" estructuralmente estable y Azioma A.
Entonces f satisface la condicion de transversalidad fuerte.

75
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Si bien mucha gente ha contribuido con importantes resultados en
relacion a la conjetura de estabilidad, el nombre clave es Mane, quien a
lo largo de varios trabajos desarrollo ideas novedosas y técnicas funda-
mentales para probar la conjetura de estabilidad. El trabajo principal
es [Ma2] donde prueba la conjetura de estabilidad (C! estructuralmente
estable implica Axioma A). Usando las ideas contenidas en este trabajo,
Palis [P3] prueba la C'Q conjetura de estabilidad. Recordemos que si
f es Cl-estructuralmente estable entonces f es C'Q estable. Por otra
parte, si f es C' Q-estable entonces f € F'(M). Finalmente, Aoki ([A])
y Hayashi ([Ha2]) probaron que F*(M) implica Axioma A.

El objetivo principal de este capitulo es el siguiente:

Teorema 4.0.4. Sea f : M — M un difeomorfismo en F'(M). En-
tonces f es L-hiperbdlico (o Azioma A).

Las ideas desarrolladas por Mané han probado ser muy fecundas a la
hora de estudiar fenémenos robustos en la topologia C''. La demostracién
que haremos sigue estas ideas. sin embargo, debido al progreso de la
técnica (fundamentalmente el Connecting Lemma) varios pasos serén
reducidos.

La idea basica de la demostracién es utilizar la descomposicion en es-
pacios estables e inestables en los puntos periédicos. El Teorema 3.4.1 nos
da una informacién inicial pero importante: hay buena contraccién en el
espacio estable pero en el periodo de un punto periédico (andlogamente
para el inestable). Sin embargo, para obtener hiperbolicidad, deberfamos
probar contracciéon uniforme o “paso a paso”. Pero si esto no sucede, en-
tonces en las orbitas periddicas hay “huecos” con hiperbolicidad muy
débil. La idea es, a partir de estos “huecos” y mediante un argumento
de sombreado, construir una orbita periédica con hiperbolicidad débil
en el periodo, llegando asi a una contradiccion.

Primero estudiaremos el concepto de descomposicién dominada. En
la seccién 4.2 probaremos el teorema en un caso particular y sin apelar
a resultados que no hemos probado, basicamente usando la técnicas de
las secciones 1.5, 3.3.2 y 3.4. En la seccién 4.3 demostraremos el teorema
para el caso de superficies. Finalmente, en la seccién 4.4 demostraremos
el teorema en general. De cualquier forma, estas secciones son indepen-
dientes.
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4.1. Descomposiciéon Dominada

El concepto de descomposicién dominada es una forma débil de hiper-
bolicidad. Al igual que en la hiperbolicidad, tenemos una descomposicién
del fibrado tangente sobre un un conjunto en suma directa de subfibrados
invariantes, pero, a diferencia de la hiperbolicidad, no tenemos apriori
informacién sobre contraccién o expansion uniforme en estos subfibra-
dos, solo tenemos una relaciéon de dominacién entre ellos.

Definiciéon 4.1.1. Sea f : M — M wun difeomorfismo. Un conjunto
mwvariante A tiene descomposicion dominada de indice i si para cada x €
A existe una descomposicion del espacio tangente T,M = E(x) ® F(x)
(ambos no triviales) tales que:

1. dimE(x) =1 para todo x € A.
2. DfpE(x) = E(f(x)) y DfoF(x) = F(f(2)).

3. Existen constantes C >0 y 0 < A <1 tal que

IDF 7 HIDF 7 oy | < CN, 1> 0

Observacion 4.1.1. Recordando que m(A) denota la minima norma o
co-norma de A, la condicion 3) es equivalente a

I1DfE@l < CA*m(Df )
y también equivalente a
[Dfzvr|

IDf2vsl _ ol

Vvg € E(z),vp € F(z).
vl Il ’
Nos referiremos a C, A como constantes de dominacién.

Teorema 4.1.1. Sea f: M — M un difeomorfismo y sea A un conjunto
con descomposicion dominada de indice i. Entonces:

1. A también tiene descomposicion dominada de indice i.
2. Los fibrados E(x)y F(x) varian continuamente.

3. El angulo entre E y F esta acotado uniformemente por debajo.



78 M. Sambarino

Demostracién: Si x € A tomamos z,, € A tal que z, — = y podemos
suponer que E(x,)y F(x,) convergen a subespacios E(z) y F(x). Defin-
imos E(f"(x)) = Df™(E(x)) y andlogamente hacemos con F(f"(x))
para cualquier n € Z. Luego dimFE(x) = i y se deduce inmediatamente
que si z = f™(x) entonces

1D S 1D 7 oo | € O, =0,

Por lo tanto, T,M = E(z) ® F(z).
Por otra parte, si para otra sucesién y, — z tenemos que E(y,

converge a E(z) # E(x) y dimE(x) = dimE(z) podemos tomar v € F
con ||v|]| =1 donde v = vg + vp con vr # 0. Entonces

IDf el = D0l = [Dfor|l = [Df vg]
= m(Df)p)lvell = IDfEwllvel

m(l)f}"”F(m))
= IDf2 | e g || — v

n ”vF”
197201 (L — o

IDJ75l
[Df7sll
llegamos a una contradiccién. Esto muestra que los subespacios E(x)
y F(z) estdn bien definidos. También prueba la continuidad de E(x) y

Finalmente, los dngulos estdn uniformemente acotados por debajo (de
los contrario tendriamos para alguna sucesién xz, que E(z,) y F(z,)
convergen respectivamente a E(z) y F(x) donde E(z) N F(x) # {0}
pero sabemos que T, M = E(x) @ F(x)). O

y por lo tanto — 00. Intercambiando los papeles de E y E

Observaciéon 4.1.2. En la definicion de descomposicion dominada se
podria pedir la continuidad de los espacios E(x) y F(x) en vez de que
tengan dimension constante. También queremos remarcar que en un con-
Junto pueden co-ezistir varias descomposiciones dominadas (de diferente
dimension claro).

Lema 4.1.1. Sea f : M — M wun difeomorfismo, A un subconjunto
invariante tal que Ty = E@® F, dimE(x) = i para todo x € A. Entonces
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la descomposicion es dominada si y solamente si existe mqg tal que
1D DS o | < 5 ¥ € A

Demostracion: Para el directo basta tomar mg tal que CA™0 < 1/2.
IDf) g .

— = xeN1<ji<mgp, A=

D] m) =S =

(1/2)/mo y C = C1/A\™. Luego, para n > 0 escribimos n = kmg + r

con 0 < r < mg. Entonces:

Para el reciproco, sea C7 = sup {

IN

1 g km, Cl n n
C’1<§> =C1A °<)\ 0)\ =CA\

Como consecuencia de lo anterior y del Teorema 3.4.1 tenemos:

Corolario 4.1.1. Sea f € FY(M). Entonces Per;(f) tiene descomposi-
cion dominada de indice 1.

Ahora bien, en el capitulo 2 vimos que si un conjunto es hiperbdli-
co para f entonces hay un entorno U del conjunto y un entorno V de
f tal que el maximal invariante en U de g € V también es hiperbdli-
co. El resultado que sigue dice que lo mismo sucede con conjuntos de
descomposicién dominada. La demostracién se deja como ejercicio.

Teorema 4.1.2. Sea f : M — M wun difeomorfismo y sea A un conjunto
compacto invariante con descomposicion dominada de indice i, Th =
E @ F. Entonces, eziste U entorno (compacto) de A,V entorno de f tal
que:

1. st g € V entonces existe descomposicion dominada de indice 1
T,M = E(z,9) ® F(x,9) para todo x € (e 9"(U).

2. Podemos elegir constantes de dominacion uniformes en V.
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3. Ademds, dado ¢ > 0 y mqg existe 6 > 0 y podemos tomar U yV de
forma que dados x € (1,7, 9"(U),y € Npez ["(U) con d(z,y) <6

entonces HDme H
1 z
< TUEEOL o
I+ec HDQ/E(%Q)H
1 IDf e sl
< Dol
l+ec |’D9/F(y7g)”

En varias ocasiones queremos determinar cuando un conjunto con
descomposicién dominada es hiperbdlico. A continuacién veremos un
lema simple que nos da condiciones para esto. Precisamos una definicion.

Definicion 4.1.2. Sea f : M — M un difeomorfimo A un conjun-
to invariante tal que su fibrado tangente admite una descomposicion
TA\M = E @& F D f-invariante. Decimos que E es contractivo si ex-
iste C >0y0< <1 tal que ||Df7E(x)|| < CN\" para todo n > 0 y para

todo x € A. Decimos que F es expansivo si F' es contractivo para f~1,
es decir, C >0y 0 <\ <1 tal que HDf/_If(m)H < CAN" para todon >0y
para todo x € A.

Lema 4.1.2. Sea f : M — M un difeomorfimo A un conjunto com-
pacto invariante tal que su fibrado tangente admite una descomposicion
TaM = E® F invariante. Las siguientes afirmaciones son equivalentes.

1. E es contractivo
2. Eziste m > 0 tal que HDf}q}E(x)H < % para todo x € A.

3. Existe N > 0 tal que para todo x € A existe n(z),1 < n(z) < N
tal que HDf/nggi)H < 3.
4. Para todo x € A se tiene que HDf;LE(m)H —5 0.

Demostracion. Ejercicio. O

4.2. Un caso particular

El objetivo de esta seccién es probar el siguiente
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Teorema 4.2.1. Sea f : T?> — T2 difeomorfismo en F*(T?) y tal que
Per(f) = T2. Entonces f es un difeomorfismo de Anosov.

Observemos primero que como f € FL(M) y Per(f) = T? entonces,
todos los puntos periédicos son hiperbdlicos tipo silla. Luego, en vir-
tud del Corolario 4.1.1 y del Teorema 3.4.1 tenemos que existe descom-
posicién dominada en todo T2. Ademds, existe 0 < A\ < 1 tal que si
p € Per(f) es un punto periédico de periodo n entonces

1D | < A" 3 DS il < AT

4.2.1. Integrabilidad de la descomposicion dominada
En esta seccién demostraremos el siguiente:

Teorema 4.2.2. Sea f:T? — T? difeomorfismo tal que todos sus pun-
tos periddicos son hiperbolicos y Per(f) = T? y con descomposicion
dominada E & F en todo T2. Entonces E y F son unicamente inte-
grables. Ademds si x,y estan en una misma curva integral de E entonces
d(f™(x), f"(y)) —=n—oo 0. Andlogamente para curvas integrales de F en
el pasado.

La demostracién de este teorema tiene cierta similitud con lo que
lo hecho en la seccién 1.5. Sin embargo, como en principio no tenemos
propiedades de contraccién y expansién debemos explotar la relacion que
hay entre £ y F. Como hay una simetria entre estos por la dominancia
todo resultado que obtengamos para E en el futuro vale un andlogo para
F' en el pasado.

Sean X¥ y XF campos unitarios tangentes continuos con X¥ €
E, X" € F. Por el teorema de Peano tenemos que E y F son integrables.
Debemos mostrar la unicidad.

Para cada z € T? denotaremos por R.(z) al conjunto (identificado via
el mapa exponencial) Bf(z) x B (z) donde B*(x) (respect BE“(x))
es una bola de radio € en E(z) (respect F(x)) centrada en 0 € T,T?
Denotaremos por 0“R¢(z) a {+e} x B. Andlogamente 0““R.(z). Si
y € R.(z) denotaremos por J(y) a la componente conexa de la curva
integral por y de X¥ interseccién R, que contiene a y. Y de forma
andloga J. Los siguientes tres lemas son consecuencia inmediata de
la continuidad e invariancia de los subespacios F y F, y del adngulo
uniformemente acotado por debajo entre ellos.



82 M. Sambarino

Lema 4.2.1. Para todo € suficientemente chico existe v tal que si y €
R (z) entonces J&*(y)NO“Re = 0 y JE(y) interseca ambas componentes
de 0°°R.. Andlogamente para J&(y).

Lema 4.2.2. Dado € existe y tal que st w € J™(y)) y w,y € R,(x)
entonces eziste curva integral de F por f(y) tal que f(w) € JE(f(y))
(con respecto a R(f(x)).)

We(y)

|

We(y)

Denotemos por Wif(x) una arco de curva integral de E por z de
longitud 2K centrado en x. De forma analoga Wi*(z).

Lema 4.2.3. Dado € > 0 existe 6 > 0 tal que f(W§*(x)) esta con-
tenido en un curva integral WE(f(z)). Andlogamente f~1(W§%(z)) esta
contenido en una curva integral W (f~1(x)).

Demostremos ahora que bajo ciertas condiciones se cumple la integra-
bilidad tnica local.

Lema 4.2.4. Sea x en T? tal que dado v > 0 existe v1 tal que siy € W5
(cualquiera sea esta curva integral local) se tiene que d(f"(z), f™(y)) <~
para todo n > 0. Entonces E es unicamente integrable en x.

Demostracion: Supongamos por absurdo que existen dos curvas inte-
grales locales de E por x. Como el conjunto donde ellas coinciden es cer-
rado, el complemento es abierto y sea y un punto del borde de una com-
ponente conexa arbitrariamente cerca de x . Sea € suficientemente chico
y sea v como en los lemas previos. Sean Ji y Jo dos E curvas integrales.
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JE(2)

Figura 4.1: Variedades centro estables no tinicas.

Por lo anterior existen z € Ji, w € Jo,z # w tales que z,w € R, (x) y

w € J¢(z). Podemos suponer ademds que z € Wi’(z) asf como tam-

bién w. Luego, concluimos que f"(z), f"(w) € Ry(f™(x) y aplicando el
segundo lema inductivamente concluimos que f"(w) € J&(f"(2)).

Sea C' = C(e) de forma tal que si y € Wl‘f(u)(z) entonces

C

C_ldcs(u)(ya Z) < d(ya Z) < édcs(u)(ya Z)

Donde d.4(,) denota la longitud del arco de variedad centro estable (in-
estable) que une y con z.

Se puede considerar § y v de forma tal que si d(u,v) < < entonces

IDflpell < A+ OIDFewll 1DF el < 1+ O)IDF ewll

y ademds (1 + 6)2\ < 1, donde X es la constante de dominacién.
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Esto lleva a un absurdo pues:

dif"(f"(2), [ (" (w)))

Cleu(fT(f"(2)), F (™ ()

02(1+5)”|!Df "E(pn@plld(f" (2), [ (w))
C*(A+O)"IDf " |r(pr (]l

(d(f"(@), [*(2)) + d(f"(z), ["(w)))

C*(1+0)" 1D | @pIC* (L + 8)" | D pw)l
(d(z, 2) + d(z,w))

CH1 + 6)2"CA\"(d(z, 2) + d(z, w))

C*C(d(x, 2) + d(z, w))((1 + 6)2N)" = 0

d(z,w)

IN AN I

IN

IN

Lo cual resulta absurdo pues z # w. O

Lema 4.2.5. Sea f: M? — M? un difeomorfismo que admite descom-
posicion dominada TM = E & F. Entonces, dado p <1 y C > 0 existe
€ tal que si para x € M se cumple que ||Df"|gm |l < Cp™ entonces si
y € WE se cumple que d(f™(z), f"(y)) < € y ademds tiende a cero.

Demostracion: Se puede suponer sin pérdida de generalidad (tomando
una potencia de f si fuese necesario) que ||Df"|g || < p™.

Sea § tal que (14 d)p < 1, se puede considerar €1 de forma tal que si
d(z,w) < € entonces

IDfle@l < (L +0)IDflwll

Sea € > 0 tal que f(W&(z)) C WE(f(z)) para cualquier z. Sea x
como en el lema. Entonces f(We(x)) € WE(f(x)). Por otra parte
Lf(WE(x)) < (14 )pe < e. Ast f(WE(x)) € WE(f(x)). Inductiva-
mente se prueba que (W (x)) C WE(f™(x)) vy que L(f"(WE(x)) <
((14+0)p)™e < € y se concluye el resultado. O

Corolario 4.2.1. Sea p € Per(f) entonces W*(p) y W"(p) son curvas
integrales de E y F respectivamente.

Para concluir el teorema entonces basta probar que estamos en las
condiciones del Lema 4.2.4, lo que haremos a seguir. Es facil ver que
es suficiente probar que para cualquier z € T? y para cualquier € > 0
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tenemos que £(f~"(WE(x))) — oo. Consideremos entonces R.(x) como
antes. Como los puntos periddicos son densos tomemos p periddico tal
quep € R, (z). Como W"(p) es una curva integral (y de longitud infinita)
de F tenemos que W*(p)NWEs(x) # (. y esta interseccién es transversal.
Luego, por aplicacién directa del teorema de Hartman (o si se prefiere
el A-lema) concluimos que ¢(f~"(WE(x))) — oo.

Observacién 4.2.1. Como consecuencia del teorema de esta seccion
tenemos estructura de producto local como en la seccion 1.5.

4.2.2. Prueba del Teorema 4.2.1

Recordemos que f tiene descomposicién dominada E @ F en todo T?
y que existe 0 < A < 1 tal que si p € Per(f) es un punto periédico de
periodo n entonces

1D e | < A" 3 1DF il < AT

Queremos probar que Df contrae exponencialmente a E y que Df~!
contrae exponencialmente a F' (ver Definicién 4.1.2).

Supongamos por absurdo que F no es contraido exponencialmente en
T?. Sea F la familia de subconjuntos compactos invariantes A tal que
F no es contraido exponencialmente en A. Ordenamos F por inclusion.
Sea {A, : 7 € I'} una cadena totalmente ordenada. Entonces A =, A,
es un compacto invariante y E no es contraido en A (de lo contrario E
seria contraido exponencialmente en el maximal invariante de un entorno
compacto de A el cual incluirfa algin A,.) Luego F tiene un conjunto
maximal Ag. Es decir, E es contraido exponencialmente en cualquier
subconjunto compacto propio de Ay pero E no es contraido en Ag.

Probemos que existe x € Ay tal que || D f}lE(m)H > % para cualquier
n > 0. Si para todo z existe n, tal que ||Df7]_i§(m)H < 1/2, por Lema 4.1.2
tendriamos que FE es contraido exponencialmente en Ay. Esto prueba la
existencia del x antes mencionado. Probemos que este x es recurrente.
De hecho vale que w(x) = Ag. Razonando por absurdo, si w(z) & A
concluimos que E es contraido exponencialmente en w(x) y por lo tanto
|| D f/”E(x)H — 0 lo cual es absurdo.

Sea v tal que 1 —~ > Ay sea ng tal que si n > ng entonces %(1 —)" >
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A". Sea n > 0 tal que si d(z,y) < n entonces

I IDf/eell
IDf/ @l

Sea Rs(x) un entorno con estructura de producto local tal que si z € R;
y J°(z) es la componente conexa de W(z) que contiene a z entonces

(f"(J(2))) <n/2sin >0. Andlogamente para J"(z) en el pasado. Sea
ahora n > ng tal que

= f"(z) € Rs(x).
= f1(J5(x)) C Rs(x).
= (I (2)) C R ().

WCU

Figura 4.2: Puntos periédicos en el corte de rectangulos

Sea @ el subrectangulo J*(z) x f~"(J"*(f"(x))) en Rs y
Q' = f"(J (@) x T (" ().

Luego f(Q) = Q" y tenemos que existe p € Q N Q' punto periddico (ver
también Lema 1.5.2). Se tiene que n es el periodo de p o un multiplo
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del mismo. Por otro lado tenemos que d(f7(p), f’(z)) < n para j =
0,1,...,n. Por lo tanto

1D i |

n (1 - V)TL n
TP ppn >

n n —
X" > (D frpoll = 5
y llegamos a una contradiccién. Esto concluye que E es contraido en T2,
De forma similar se prueba que F' es contraido exponencialmente en el
pasado y la demostracién del teorema esta terminada..

4.3. El caso de superficies

Nos dedicaremos ahora a probar el Teorema 4.0.4 cuando M es un
superficie. Si bien puede demostrarse con técnicas similares a las de la
seccién anterior, lo probaremos usando el Closing Lemma Ergdédico (Teo-
rema 3.2.3), resultado que también utilizaremos en la siguiente seccion.
Supongamos entonces que M es una superficie y sea f : M — M tal
que f € FY(M). Por el Lema 3.4.2 tenemos que Q(f) = Per(f). De-
notemos por P(f) el conjunto de pozos (érbitas periédicas atractoras)
de f, por R(f) el conjunto de fuentes (6rbitas periddicas repulsoras) y
por Perg(f) los puntos periédicos tipo silla. Ahora, por el Teorema 3.4.2
tenemos que P(f) y R(f) son conjuntos finitos (y ademéds aislados en

Q(f)). Luego

Q(f) = Per(f) = P(f) U Pers(f) U R(f).

Por lo tanto basta probar que Pers(f) es hiperbdlico. La idea es la
siguiente: como P(f) y R(f) son finitos y disjuntos de Perg(f) y f €
FY(M) lo mismo sucede para g cercano a f, luego si Perg(f) no es
hiperbdlico, usando el Closing Lemma Ergddico, construiremos un nuevo
pozo o fuente.

Ahora, por el Teorema 3.4.1 y Corolario 4.1.1 tenemos que:

s A := Pery(f) tiene descomposicién dominada de indice 1, TyM =
E @ F, es decir, existe C' >0y 0 < X\ <1 tal que

IDF 7 HIDF 7 oy | < CN, 1> 0



88 M. Sambarino

» Sip e Perg(f) y tiene periodo n entonces

IDf gl <Xy DSl < A" (4.1)

Supongamos por contradicciéon que Pers(f) no es hiperbdlico. Sea
U entorno de Pers(f) y V entorno de f tal que si g € V entonces
P(g)UR(g)NU = para g € V. Sea € > 0y Vy como en Lema 3.1.1
aplicado a V. Podemos suponer que existe K tal que ||Dg.|| < K para
todox € M y paratoda g € V Sea ¢; < ¢/ K. Ademés, podemos suponer
que U y V), satisfacen el Teorema 4.1.2. Sea ¢ > 0 tal que

(1422 <1, (Q+0?<1+e. (4.2)

y tomemos § correspondiente segin el mismo teorema.
Ahora, si Perg(f) no es hiperbdlico, entonces E no es contractivo o F
no es expansivo. Supongamos el primer caso, el otro se deduce de forma

andloga. Para cada n existe z,, € Perg(f) tal que si 0 < j < n entonces

. j-1 X
Hfojf(mn)H - Z:Ho IDfe(rian = 3

(ver Lema 4.1.2). Luego, si x es un punto de acumulacién de z,, se tiene
que para todo 7 > 0:

[Py

j-1 )
= 1IIPfegwl = 5
=0

Sea entonces
1 n—1
vn==3 Opa
j=0

donde ¢, es la medida de probabilidad concentrada en {z}. Sea v punto
de acumulaciéon de v,. Es facil ver que v es una medida de probabilidad
invariante. Se cumple también que:

/M log | D fplldv(y) >0
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pues, como y — log || D f/g(,l es continua,

[ osIDsellavts) = i [ 10810550 ldn)
n—1

= lim— ZlogHDf/Efﬂ nll
] =0

1 1
> lim —log <—> .
nn 2

Pero entonces, por el teorema de descomposicién de medidas en medidas
ergddicas (ver por ejemplo [Ma3]), existe p medida de probabilidad y
ergodica tal que

/ log | D ()l du(y) > 0.
M

Sea z genérico segin u. Entonces, existe ng tal para todo n > ng se

cumple que
1 n
Df}, > . 4.
D8l > () (1.3

Observemos que z no es periodico lo anterior contradiria (4.1). Ahora,
por el Teorema 3.2.3 (Closing Lemma Ergddico), podemos suponer que
z € 3(f), es decir, podemos elegir n > ng, g € Vy p € Per(g) NU de
periodo n tal que

d(f7(2), ¢’ (p)) <6 0<j<n—1

Pero entonces, de (4.3) y (4.2), concluimos

n—1 1

||Dg/E pg)” - H ||D9/E (97 (p),9) H =z (1+C)2" > A2 5\
7=0

Esto implica, por la dominaciéon, que
2
IDg 2 < CAY? < 1
si n es suficientemente grande. Ahora, haciendo

L;:= (1 + 61)Dgg¢(p) : ng(p)M — Tg¢+1(p)M, 1=0,..n—1,
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se tiene que || L; — Dggi(y)l| < €. Pero entonces, por el Lema 3.1.1 se tiene
que existe g € V tal que §'(p) = ¢'(p),i = 0,..,ny Li = Dggi. Pero lo
anterior implica que p debe ser un repulsor de g. Esto es absurdo pues
peUy F@GnU=0.

Esto concluye la demostracién del Teorema 4.0.4 en el caso de super-
ficies. Para terminar esta seccién veremos como consecuencia un resul-
tado también debido a Mane que nos da una cierta descripcién de lo que
sucede en Diff (M) (ver también secciones 5.2 y 5.3):

Teorema 4.3.1. Sea M una superficie. Existe un conjunto residual R
en Diff1(M) tal que si f € R entonces alguna de las siguientes afirma-
citones es verdadera

1. f tiene infinitos puntos periddicos atractores
2. f tiene infinitos puntos periodicos repulsores
3. f es Axioma A.

Demostracion: [Idea de la prueba:] La funcién que asocia Diff(M) >
f — P(f) donde P(f) es el conjunto de puntos periédicos hiperbélicos
atractores es una funcién semicontinua inferiormente. Luego existe un
residual Ry de puntos de continuidad de esta funcién. Andlogamente,
existe residual Ry de puntos de continuidad de la funcién que asocia

Diff'(M) > f — R(f). Sea R = R1NRy. Consideremos f € R. Si f no
satisface (1) o (2) del teorema, entonces la cantidad de pozos y fuentes
es constante en un entorno de f. Por lo tanto f € F!(M). Esto implica
entonces la opcién (3).

O

4.4. El caso general

En esta seccién probaremos el Teorema 4.0.4: si f € F1(M) entonces
f es Azioma A. Por el Lema 3.4.2 tenemos que Q(g) = Per(f). Por lo
tanto basta probar que Per(f) es un conjunto hiperbdlico. Denotemos
por P;(f) al conjunto de puntos periédicos de f de indice i y sea

0 (f) = Ri(f).
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Basta probar entonces que £;(f) es un conjunto hiperbdlico para 0 <
i < dimM.

Por el Teorema 3.4.1 y el Corolario 4.1.1 tenemos que existe Vy entorno
de f y constantes Ky > 0,C' > 0,0 < A < 1, y mg tal que para todo
1<i<dimM —1y g€V se tiene que

1. ©;(g) tiene descomposicién dominada de indice ¢,
To, M = Ei(g9) © Fi(g).

Si p € P;(g) entonces Ej(p,g) = E°(p, 9), Fi(p,9) = E*(p, 9)-

2. Para z € Q;(g) se tiene que

1D, @) II1PGF{gn oy | < CA" (4.4)
' 1
mo —mo -
Y 1Pgg o I DI ign @yl < 5

3. Sip € Pi(g) tiene periodo n > mg y k = [n/mg] entonces

k—1
[T 1Dg™ /Ei(g"™ (p))Il < KoN* (4.5)
§=0
k—1 '
[11Dg ™ /Fi(g 7™ (p))]] < KoA*. (4.6)
j=0

Recordemos también que por el Teorema 3.4.2 tenemos que Qy(f) =
Py(f), Qaimanr (f) = Paimar (f) son finitos (y por lo tanto hiperbdlicos).

Para probar el teorema, haremos un argumento inductivo en j,1 <
j < dimM — 1:

Teorema 4.4.1. Supongamos que f € F'(M) y tal que ; es hiperbélico
para 0 < i < j — 1. Entonces Q;(f) también es hiperbdlico.

Es claro que este Teorema implica lo que queremos probar, pues el
primer paso ya los sabemos: Qq(f) es hiperbélico (finito) si f € F(M).
Ahora, la demostracién del Teorema 4.4.1 la dividiremos en tres pasos
o teoremas y que demostraremos en la secciones subsiguientes:
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Teorema 4.4.2. Supongamos que f € F*(M) y tal que Q; es hiperbdlico
para 0 < i < j— 1. Entonces

j—1
GBI IGE]
s=0

La idea principal de la demostracién de este teorema es que si al
afirmaciéon es falsa, entonces, mediante el uso del Connecting Lemma
podemos crear un nuevo punto homoclinico para algin Q;(g), 1 < i <
j—1 donde g es arbitrariamente cercano a f. Esto serd una contradiccién
con que f € FL(M).

Teorema 4.4.3. Supongamos que f € F*(M) y tal que Q; es hiperbdlico
j—1

para 0 < i <j—1y que Q;(f) m U Q;(f) = 0. Entonces el subfibrado
s=0

E; en Q;(f) es contractivo.

La demostracién estd basada en el Closing Lemma Ergédico: si F; no

j—1
es contractivo entonces €2;(f) ﬂ U Qi(f) #0.
s=0

Teorema 4.4.4. Supongamos que f € FL(M) y tal que el subfibrado E;
en ;(f) es contractivo. Entonces el subfibrado Fj es expansivo (y por
lo tanto Q;(f) es hiperbdlico).

La idea de la prueba es la siguiente: si F; no es expansivo, entonces en-
contraremos p € P;(f) con hiperbolicidad débil en el periodo y sabemos
que esto es imposible por (4.6).

4.4.1. Prueba del Teorema 4.4.2

Sea f € F1(M) y supongamos que §;(f) es hiperbélico para 0 < i <
7 — 1y, razonando por contradiccién, que

j—1
(N U @) #0.
s=0
Luego, existe 4,1 < i < j —1 tal Q;(f) NQ(f) # 0. (Recordar que

Qo(f) son 6rbitas periédicas repulsoras). Como €; = P;(f) es hiperbdli-
co, tiene estructura de producto local y ademads tiene descomposicion
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espectral (ver Corolario 2.4.4 y Observacién 2.5.1):
Qz(f) =ANU..UA,

donde A; es compacto, invariante, transitivo, y ademas maximal invari-
ante. Luego, existe k tal que Q;(f) N Ay # 0. En particular existe una
sucesion p, € P;(f) tal que d(py,Ar) —n 0. Sea U, entorno de Ay tal
que Ay es maximal invariante en Uy. Deducimos que O(py) N Uf # 0.
Consideremos entonces [,, y m,, tal que

ln = mf{j <0: f'(pn) € Up, 0 <i < j}

My, =sup{j > 0: fi(p,) € Uy, 0 <i < j}.

Sean x,y puntos de acumulacién de f(p,) y de f™(p,) respectiva-
mente. Observemos que z,y ¢ Ax, que fi(z) € UpyVj > 0y que
f(y) € Uy, ¥Vj > 0. Mas atin, OF(x, f) N O (y, f) = 0. Como Ay
es maximal invariante, también concluimos que existen zq,yg € Ay tal
que z € W#(zo),y € W*(yo).

Sea V C F'(M) entorno conexo de f. Tomemos N y o de forma que
podemos aplicar el Connecting Lemma (Teorema 3.2.1) para x y para y
(ver Obervacién 3.2.1). Podemos elegir § > 0 suficientemente pequenio
tal que los “tubos de conexion”son disjuntos, i.e.,

Az, 8) (AU ().8) = 0.

Ademss, podemos suponer que f/(x) ¢ A(z,8) UA(f~N(y),0) para
j > Nyque f(y) ¢ A(z,0) UA(fN(y),d) para j > N. Mas atn,
podemos tomar U; entorno de €2;(f) disjunto de estos tubos.

Para n suficientemente grande, existe ¢, € O(p,) con

Gn € B(f_N(y)7 5/0))

Aplicando el Connecting Lemma dos veces, primero en A(x, ) y luego en
A(f~N(y),d) obtendremos g en V pues las perturbaciones tiene soporte
disjunto. Es decir, conectamos primero en A(z,d) de forma tal que la
fN+1(:U) esta en la orbita futura de g, por gi. Si, k es la primera vez
que la érbita de g, segin f corta A(z,d) entonces gi(qn) = f/(qn),0 <
j < k y por lo tanto la érbita pasada de f¥T!(x) segin g; interseca
B(f~N(y),6/0)). Conectando ahora en A(f~(y),d) encontramos g €
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Figura 4.3:

V tal que fN*tl(z) € OF(fN~1(y),g) Pero como g = f afuera de
A(z,8) UA(f~N(y), ) concluimos que

(W* (@0, 9) — A (YW (50, 9) — Aw) # 0.

Podemos suponer también que esta interseccién es transversal (si no lo
fuera, hacemos una pequena perturbacién para que si lo fuera, y con
soporte disjunto que Uy).

En conclusiéon, encontramos g € V tal que g = f en Uy y xg,y0 € Ax
tal que

(W*(z0,9) — Ak) M (W*(yo,9) — Ax) # 0.

Pero entonces existe un punto periédico p € Ax y un punto homoclinico
transversal fuera de Ax. Esto implica que g tiene un punto periédico de
indice i fuera de Q;(f). Como g = f en U; entorno de Q;(f) llegamos a
una contradiccion con el Lema 3.4.2.
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4.4.2. Prueba del Teorema 4.4.3

La demostracion de este teorema es muy similar a la prueba que hici-
mos en el caso de superficies. Por hipétesis, sabemos que f € FL(M),
), es hiperbdlico para 0 < i< j — 1y que

NN U Qi(f) = 0. (4.7)
j—1
Sea U; entorno de Q;(f) y V entorno de U Qi(f)conUNV = 0.
s=0

Ahora, argumentando por el absurdo, supongamos que F; no es con-
tractivo. Luego, por Lema 4.1.2, para cada n existe z,, € Q;(f) tal que
si 0 < k <n entonces

T 272 ] &

Luego, si « es un punto de acumulaciéon de x, se tiene que para todo
k>0:

1
HHD ot | 2 5
Sea entonces

T frmo(x)
K =0

donde 9§ es la medida de probabilidad concentrada en {z}. Sea v punto
de acumulacién de v, i.e., v, — v. Es facil ver que v es una medida de
probabilidad ™ invariante. Se cumple también que:

| 101055, lavt) > 0
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pues, como y — log HDf/m};j(y) || es continua,

| 0gD57g, ldvts) = tim [ 1og D77, ldvn, ()
N — 1
= hm_ Z lOg”D /E f””O )H
1 1
> lim —log(=) = 0.
> lim - og(5) =0

Pero entonces, por el teorema de descomposicién de medidas en medidas
ergddicas, existe p medida de probabilidad y ergddica para f tal que

| 10810578 i () > 0. (1.9

Sea p1 = err;oo—l fip. Esta medida es f invariante. Luego, podemos
elegir z genérico segin py py (es decir, podemos aplicar el Teorema de
Birkhoff para z segin f™ y z € ¥(f), de forma que podemos aplicar el
Closing Lemma Ergédico). Elijamos 0 < ¢ < 1 tal que

(1+c)2am0/2 <1 (4.9)

Ahora, existe ng tal para todo n > ng se cumple, tomando k = [n/my],

que
1 k
HHD Bl = () (4.10)

Observemos que z no puede ser periédico para f pues si lo fuera, de
(4.4) y (4.10) concluimos que

H sz < (5) 0ot <

Pero esto implica que el indice de z es menor o igual que j. Como menor
que j no puede ser pues z € Q;(f) y se tiene (4.7). Pero de indice j no
puede ser por (4.8). Asi, z no es periddico.

Continuando con la demostracion podemos elegir n > ng, g € V tal
que g = fen V y p € Per(g) NU; de periodo n tal que

AF () () <5 0<j<n—1.
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Pero entonces,

1 2k . .
Hn T8 ol = () > A=

Esto implica, por la dominacién (4.4), que

k—1
n/2
1Dg gl < HIIDg/F gl S CNE <1

si n es suficientemente grande (k = [n/my]). Luego, el indice de p es < j.
Pero de (4.5) y (4.11) se deduce que p € P;(g) para algin i < j. Pero
como g = f en V se tiene que P;(f) = Pi(g) (por Lema 3.4.2). Como
V NU; = 0 llegamos a una contradiccion.

4.4.3. Prueba del Teorema 4.4.4

Sea f € FY(M) y supongamos en la descomposicién dominada
TQj(f)M =FE; @ F}

tengamos que E; = E7 es contractivo, Queremos probar que Fj es expan-
sivo (recordar Definicién 4.1.2 y Lema 4.1.2). Sabemos que Tq, ;)M =
E2 @ Fj es dominada y existen Ko,0 < A < 1y my tales que si p € P;(f)
tiene periodo n > mgy y k = [n/myg] entonces

[T D /B (= )| < Koat (4.12)
i=0
Consideremos g = f™°. Luego A := Q;(f) es invariante por g, la

descomposicion Ty M = EJS @ F; es dominada para g, Ejs es contractivo
para g. Por lo tanto podemos suponer que (tomando metrica adaptada
o tomando g = lmyg con [ suficientemente grande)

Ahora, F; es expansivo para f si y solamente si es expansivo para g.
Por otra parte, si p € P;(f) entonces p € Pj(g) también y viceversa.
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Sea kg vy 0 < \g < 1 tal que Ko\F < /\’3 para todo k > ky. Observemos
entonces que si p € P;(f) tiene perfodo n, > komg entonces

monp—1 monp—1
H HDg;ﬂjl(gfi(p))” = H D" E(f 0 ()] < )‘gmnp
i=0 1=0
(4.14)
Por lo tanto, si v, es el g-periédo de p entonces:
vp—1
-1 1%
H) HDgFj(g—i(p))H < )‘Op (4.15)
1=

Observemos también que si v, es el g-periodo de un punto periédico
en A entonces su f-periodo es n, > v,/my.

Para el siguiente lema (de sombreado) precisamos algunas nociones:
sea v < 1, decimos que (x, g™ (z)) es un segmento y-hiperbdlico si

k—1 k—1
k -1 k
11) HDgEj(gi(m))H S 1—]0: HDgFj(g—i(gm(x)))H <7

para 0 < k < m. El resultado que sigue dice que si tenemos una sucesién
finita de segmentos hiperbdlicos donde el punto final de uno esta cerca del
punto inicial del préximo y el punto final del 1ltimo segmento esta cerca
del punto inicial del primero, entonces podemos sombrear los segmentos
por una érbita peridédica. Si bien omitiremos la prueba, la misma se basa
en argumentos cuyas ideas ya hemos visto en los capitulos anteriores (ver
Figura 4.4). El lector interesado podria consultar por ejemplo [G].

Lema 4.4.1. Sea g un difeomorfismo, A un conjunto compacto invari-
ante con descomposicion dominada de indice j TAM = E; ® Fj. Sea
0 <y <1yd >0 dados. Entonces existe € = €(,d) > 0 tal que si
(x5, g™ (x;)) con 1 < i < k son segmentos 7y hiperbdlicos y se verifica
que

d(g" (i), ziy1) <€y d(g™ (wg), 1) <,

entonces existe p de periodo n = Zle m; y ademds, st 1 < j; <m;, 1<
i < k entonces ' ‘
d(gm1+...+m¢71+ﬁ (p)7gﬂi (331)) < 4.

El siguiente resultado es conocido como Lema de Pliss [Pl], aunque
solo lo enunciaremos segiin nuestros intereses.
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Figura 4.4:

Lema 4.4.2. Sean dados C > 0 y v1 < 72 < 1. Entonces existe N =
N(v1,72) tal que si ag,...,an—1 son nimeros positivos con a; > Ci
0,.,.N—-1yg Hi\:ol a; < fy{v entonces existe ng,1 < ng < N tal que

k—1

k
Han0+i<72, 0<k<N —ny.
i=0

Demostracion: Sea N tal que fyfV < C"}/év_l. Sean ay, ...,any—1 cOmMo en
el enunciado y supongamos que el resultado no es cierto. Entonces, para
cadal < j < N—1existe 1 <n(j) < N—jtal que [] n)= Va4 > 72(7)
Sea n1 = n(l),n2 = n(ni)..nx = n(ng_1)... Luego, ex1ste k tal que
ny + ng + ...n = N — 1 Pero entonces

k—1mj4+1—1

" >Hal—a0H H anj+l>cvév_l>7{\].
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Continuando con la demostracién del teorema, supongamos por con-
tradiccién que Fj no es expansivo para g. Sea A\g como antes y tomamos
AL, A2,71,v2 v ¢ > 0 tales que

<A< <n<1r<l; Ml4c) < v(l+c) <1(4.16)

Sea
C = tf{m(|Dg; ") : = € M}

y tomemos N (71,72) como en el Lema 4.4.2. Observamos que si p € A
tiene perfodo v, > kgm3 entonces por (4.15) y por Lema 3.4.1 (denotan-

do por a; = HDg;jl(g,i(qp))H) se tiene que existe g, € O(p, g) tal que

-1
TT1DgE il < X0 <72 Vi =1 (4.17)
=0

Consideremos, para cualquier p € Pj(g) de periodo v, > kom%, los
naturales np = 0 < n; < ... < ng = v, (que llamaremos tiempos
hiperbdlicos) tales que llamando ¢;(p) = g7 (gp),0 <@ < s se cumple:

-1
1Dg 5 i ol <72 Vi > 1. (4.18)
0

1=

Sea T), = max{n;t; —n; : i =0,...,s — 1}.

Afirmamos que si existe L tal que T}, < L para todo p € Pj(g) con v, >
k‘om% entonces I es expansivo. Para probar esta afirmacién, observemos
primero que si C = sup{||Dg;"|| : * € M0 < r < L} entonces si z €
O(p,g) con p € Pj(g),vp > kom3 y n > L entonces existe g;(p) = g7l (2)
con 0 <[; < Ly por lo tanto

n—I[;—1

—n —l; - n—
HDQ/FJ.(Z)H < HDQ/F].(Z)H ]:[0 ”Dgpjl(g—i(qi))” < C17y L (4.19)

Por otra parte, existe una cantidad finita de drbitas periodicas de g
en Pj(g) de perfodo < komg, y son todas hiperbdlicas, existe Co > 0y
0 <o <1 tal que

HDg;ﬁz)H < Cyo™ (4.20)
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para todo n > 0 y z cualquier punto periédico de g de periodo < kom%.
Si m es tal que max{C1y™ L, Cyo™} < % concluimos de (4.19) y de
(4.20) que dado cualquier p € Pj(g) se tiene que

—_

1Dg) 5wl = 5-

Como Pj(g) es denso en A tenemos la misma condicién para todo p €
A y por Lema 4.1.2 concluimos que F} es expansivo. Esto prueba la
afirmacion.

Pero entonces, como estamos suponiendo que Fj no es expansivo, ten-
emos que sup{7}, : p € P;(g),vp > komi} = 0.

Sea py, € Pj(g) una sucesion tal que T}, —,, oo (en particular v,, — oo
también). Sean n;(p,) y ni+1(pn) tiempos hiperbdélicos consecutivos de
la érbita de py, (es decir ¢;(pn) v gi+1(pn) puntos de la érbita que p,, que
verifican (4.18)) y tal my, := n;41—n; = T}, . Para simplificar la notacién,
hagamos ¥, = qi(pn) € Tn = Gi11(pn) Observemos que g™ (2,) = yYn y
que ¢"" """ (y,) = x,. Observamos que z, e Yy, verifican (4.18). Como
m, — oo podemos suponer (a partir de un cierto n) que m, > N.
Afirmamos entonces que

mnp—1
—1 n
H ||DgFj(g*i(yn))H > (4.21)
i=0
pues de contrario haciendo a; = ||Dgn} _, | v aplicando el Lema
F](g (yn))

4.4.2, existiria ig,1 < 19 < m,, — 1 tal que

HII ritg-iogall <7 1S T<mn —ig

pero entonces para [ > m,, — ig se tiene que

HHDg N

mp—ig—1 l—mp—1

= 1 P05 iagupll 11 1P95 - <2

1=0 i=0
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Esto quiere decir que g~%(y,,) verifica (4.18) pero esto es absurdo pues
no hay tiempos hiperbdlicos entre y,, y x,, (de otra forma: n;+ip < n;41.)

Sea ahora U entorno compacto de A tal que en g tiene descomposicién
dominada E; & F) en ﬂ g"(U) ysead > 0 tal quesid(x,y) < 0 entonces

nez
< Pymal <O e (422)
L+c ™ [|[Dg/g,wmll L+e ™ |Dg/pg,

Sea § definido recién y € = €(72,d) segiin Lema 4.4.1. Sean x e y puntos
de acumulacién de x,, e y, respectivamente. Observemos que

(Tn, 9" (2n)) Y Y9 (Yn))

son o segmentos hiperbélicos. Ademds ¢ (z) = yn vy 9" " (yn) =
Zp. Tomemos ny tal que d(zp,,z) < €/2 y d(yn,,y) < €/2. Luego,
tomamos ngy tal que d(zn,,x) < €/2 y d(yn,,y) < €/2 y tal que se
verifica

7;”’"2 CVri—Mny > )\;an TVny =My . (423)

Sea m := my, + vy, — Mmy,. Entonces, por Lema 4.4.1 aplicado a los
segmentos (Yn,, ¢""1 """ (yp)) v (Tny, 972 (x5,)) existe p punto peridédico
de g de periodo m tal que

d(g’ (p), ¢ (yn,)) <6 0<j <y —my, —1

(g’ (p), ¢ (0y)) <6 0 < G < my,.
Entonces, de (4.13), (4.16), (4.21), (4.22) y (4.23) concluimos que

m—1

m )\gn, -1 m m
Al < Atom < H) I1DGE (=i | < 72" (1 + )™ <1 (4.24)
y
m—1
H HDgE;(gL(p))” <A1+ <1 (4.25)

=0
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Tpy = grrTmm (ynl)

B(y,€/2)
B(x,€¢/2)

Figura 4.5:

Esto quiere decir que p tiene indice j. Por otra parte, sin, es el perfodo de
p segtin f (observar que n, > m/mg que es > kg si m es suficientemente
grande), entonces concluimos que, haciendo k = [n/my],

k—1
[T IIDf=/E (7m0 )] > AF > A§ > Ko
i=0

contradiciendo (4.12). Asi, llegamos a un absurdo y concluimos la prueba
del teorema.
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Capitulo 5

El Universo Diff (M).

En los capitulos previos describimos la dindmica de los sistemas hiper-
bélicos y ademads vimos que la hiperbolicidad caracteriza a los sistemas
que son C'- estables. Es natural preguntarse que “porcién” ocupan los
sistemas hiperbdlicos en el universo Diff*(M). En la década de los sesen-
ta se creia o “sonaba”’ con que fueran la mayoria. Sin embargo esto no es
asi. En este capitulo haremos una breve descripcién de este fenémeno.
No pretendemos de ninguna forma ser exhaustivos en el estudio de difeo-
morfismos fuera del mundo hiperbdlico, solamente queremos dar al lector
una pintura “a grosso modo” de cuales son los mecanismos y la com-
plejidad dindmica en este contexto. Para una descripcién exhaustiva de
la dindmica fuera de la hiperbolicidad recomendamos al lector consultar
[PT] y [BDV].

5.1. Ciclos heterodimensionales

Al final de la década del 60 ya eran conocidos ejemplos robustamente
no hiperbélicos (por ejemplo [AS]), esto es, abiertos V C Diff(M) tales
que ningin g € V es hiperbdlico (Axioma A o L-hiperbdlico). La idea es
conseguir puntos periédico hiperbdlicos de diferente indice que pertenez-
can a un conjunto transitivo de forma robusta. Cuando esto sucede no
podemos podemos tener hiperbolicidad global (recordar Teorema 2.5.1
y Observacién 2.5.1).

Comencemos con la siguiente Proposicién cuya demostracién dejamos
como ejercicio:

105
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Proposicion 5.1.1. Sea f: M — M un difeomorfismo. Sean A1 y Ag
conjuntos hiperbdlicos transitivos tales que

WEA) AW (A2) #0  y W (Ag) AW™ (A1) # 0.
Entonces, A1 y Ay pertenecen a un conjunto transitivo.

El truco para conseguir los ejemplos antes mencionados es que la di-
mensién de W*(A) puede ser mayor que la dimensién de W#*(x) para
x € Al Es decir, si A es hiperbdlico, y TAM = E*® E" con dimE*(x) =i
para todo = € A puede suceder que dimW?*(A) = i + 1. De hecho, si A
es el solenoide, entonces dimE?® = 2 pero dimW?#(A) = 3 pues A es
un atractor (observar que D x S C W#(A)). Si bien en este caso A es
un atractor, es facil construir ejemplos donde no lo sea. Por ejemplo, si
f: T? — T? es Anosov, entonces f x f : T? x T2 — T? x T? también
lo es. Sea p punto fijo de f. Entonces, si A = {p} x T? es hiperbdlico
transitivo, dimE4 = 2 pero W*(A) = W#(p) x T? que tiene dimensién
3.

Pero entonces no es dificil imaginarse como construir los ejemplos
anteriores, tomando dos conjuntos hiperbdlicos transitivos de diferente
indice que satisfagan las hipdtesis de la Proposicion anterior. En la Figu-
ra 5.1 tenemos f: M — M con dimM = 4, se tiene que un toro A; =
T? ¢ M donde f/r2 es Anosov, pero dimW?*(T?) = dimW*(T?) =3 y
p es un punto fijo hiperbdlico con dimW?(p) = 1 y dimW"(p) = 3. Y
W*(p) tiene una interseccién transversal con W*(T?) y W¥%(p) tiene una
interseccién transversal con W*(T?). Aplicando la proposicién, se tiene
que p y T? pertencen a un mismo conjunto transitivo. Pero como p y y
los puntos de T? tienen diferente dimensién de su espacio estable, f no
puede ser Axioma A. Esta “construccién” es robusta por perturbaciones
C1, es decir existe V(f) entorno de f donde tenemos la misma situacion.

Definicion 5.1.1. Sea f : M — M wun difeomorfismo. Decimos que f
tiene un ciclo heterodimensional si existen puntos periodicos hiperbolicos
p y q de diferente indice tal que

Wi(p)NW*(q) #0 y W"(p)NW?3(q) # 0.

Notemos que si f tiene un ciclo, entonces algunas de las intersec-
ciones anteriores no es transversal. Luego, por el Teorema de Kupka-
Smale 1.4.2, esta situaciéon no es genérica. Sin embargo este teorema no
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Figura 5.1:

hace referencia a la dinamica global. De hecho, si en “ejemplo” ante-
rior tomamos ¢ € T? periédico, entonces H(q,g) = H(p,g) para toda
g €V (y densamente en V(f) se tiene un ciclo entre p, y ¢4 via el Con-
necting Lemma). Es interesante observar que C! genericamente, clases
homoclinicas son disjuntas o coinciden ([CMP]).

Una pregunta natural es si ejemplos como el anterior se pueden lograr
de forma que toda la variedad sea un conjunto transitivo. Es decir, ;ex-
isten abiertos U C Diff(M) tales que si g € U entonces es transitivo en
M y no es Anosov? Observar que por el Teorema 4.3.1 esto no es posible
en superficies. Sin embargo, si la dimensién de M es > 3 entonces la
respuesta es afirmativa. El primer ejemplo es debido a M. Shub ([Sh2])
en T4. Maiie ([Ma4]) dio un ejemplo en T3. Finalmente C. Bonatti y L.
Diaz ([BD1]) dieron nuevos ejemplos en una clase amplia de variedades.
De cualquier forma, los difeomorfismos robustamente transitivos nece-
sariamente tienen una estructura débil de hiperbolicidad:

Teorema 5.1.1. /[BDP] Sea f : M — M wun difeomorfismo robusta-
mente transitivo, es decir, existe V(f) entorno de f en Diff (M) tal
que todo difeomorfismo g € V es transitivo. Entonces M admite de-
scomposicion dominada TM = E @ F.
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5.2. Fenémeno de Newhouse
y tangencias homoclinicas

La obstruccién a la hiperbolicidad mediante ciclos no es posible obten-
erla en superficies. Sin embargo, a través de una serie de trabajos ver-
daderamente originales y novedosos, Newhouse ([N2], [N3],[N4]) pro-
bé que los sistemas hiperbdlicos no son densos en Diff" (M) cuando M
es una superficie y r > 2.

Definicion 5.2.1. Sea f: M — M un difeomorfismo. Decimos que f
exhibe una tangencia homoclinica si existe p punto periddico hiperbdlico
tal que W3 (p) y W"(p) tienen un punto de interseccién no transversal.

Definicién 5.2.2. Sea V C Diff"(M). Decimos que en V hay persis-
tencia de tangencias homoclinicas si para cada g € V existe un conjunto
Ay hiperbélico transitivo y mazimal invariante (conjunto bdsico) y que
depende continuamento con g tal que existen x,y € Ay de forma que
We(z) y W"(y) tiene una interseccion no trasversal.

Observamos que si V tiene peristencias de tangencias, entonces densa-
mente f exhibe una tangencia homoclinica (asociada a punto periédico
hiperbélico). Enunciemos ahora el resultado de Newhouse:

Teorema 5.2.1. Sea f : M? — M? un difeomorfismo C",r > 2 de una
superficie M? que presenta una tangencia homoclinica. Entonces existe
V C Diffm"(M?),r > 2 abierto tal que:

1. feV.
2. V tiene persistencia de tangencias.

3. Existe R residual en V tal que todo difeomorfismo g € R tiene
infinitos puntos periddicos atractores (pozos) o todo difeomorfismo
g € R tiene infinitos puntos periddicos repulsores (fuentes).

Este resultado muestra la complejidad dindmica que genera la pres-
encia de una tangencia homoclinica. El resultado de Newhouse no es
conocido en la topologifa C! en superficies. Es un problema abierto atin
si los difeomorfismos Axioma A son C' densos en superficies.

El resultado de Newhouse fue extendido a dimensiones mayores por J.
Palis y M. Viana ([PV]), bajo condiciones de disipacién fuerte, y también
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en topologia C",r > 2. Sin embargo, es conocido también en topologia
ct:
Teorema 5.2.2. [BD2] Para cualquier variedad M con dimM > 3

existe V C Diff'(M) abierto y R residual en V tal que si f € R tiene
infinitos puntos periddicos atractores.

El ejemplo esta basado en la existencia de un ciclo robusto sin de-
scomposicién dominada. En dimension 3 se puede establecer lo siguiente:
existe un abierto V en Diff(M) tal que para todo g € V se tiene que

Existen dos puntos peridédicos hiperbdlicos p y ¢ de indice 1 y 2
respectivamente (y que dependen continuamente de g)

p tiene un valor propio complejo o, |o| > 1.
» ¢ tiene un valor propio complejo u, |pu| < 1.

H(p,g9) = H(q, 9).

La existencia de los valores propios complejos prohibe que exista una
descomposicién dominada (no trivial) en H(p) = H(q) (y hay persis-
tencia de tangencias!). El resultado anterior también entonces se puede
conseguir como consecuencia del siguiente:

Teorema 5.2.3. [BDP] Existe un conjunto residual R C Diff'(M) tal
que para todo difeomorfismo f € R y un punto periddico p de f alguna
de las siguiente afirmaciones es verdadera:

» H(p, f) esta contenida en la clausura de infinitos puntos periddicos
atractores o repuslores

» H(p, f) admite una descomposicion dominada.

5.3. La conjetura de Palis

Hemos visto que la obstruccién a la hiperbolicidad vienen basicamente
de dos fenémenos: existencia de ciclos heterodimensionales o existencia
de tangencias homoclinicas. A finales de los anos 80 J. Palis formula la
siguiente:

Conjetura: [PT] Sea f: M — M un difeomorfimos C". Entonces f
se puede C" aproximar por un difeomorfismo g tal que:
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1. g tiene un ciclo heterodimensional.
2. g exhibe una tangencia homoclinica
3. g es (escencialmente) hiperbdlico.

Un difeomorfismo f es esencialmente hiperbdlico si tiene una cantidad
finita de atractores hiperbdlicos cuya cuenca de atraccién es densa (o
de medida total) en la variedad. Todo difeomorfismo Axioma A o L-
hiperbdlico satisface esta condicién.

Como en superficies no hay existencia de ciclos tenemos la siguiente
formulacion: Todo difeomorfismo de superficie se puede aproximar C”
por un difeomorfismo g tal que

1. g exhibe una tangencia homoclinica
2. g es (escencialmente) hiperbdlico.

Tenemos el siguiente resultado que dice que la conjetura es cierta en
superficies en la topologia C*.

Teorema 5.3.1. [PuSa/ Sea f : M — M un difeomorfismo, dimM = 2.
Entonces, f se puede aprozimar C por un difeomorfismo g tal que

1. g exhibe una tangencia homoclinica
2. g es Axioma A.

Recientemente, E. Pujals y S. Crovisier anunciaron la prueba de la
conjetura de Palis en la topologia C! en cualquier dimensién.



Apéndice A

Nociones basicas de
dinamica

Definicion A.0.1. Sea M un espacio métrico compacto. Un sistema
dindmico discreto en M es una F : Z x M — M continua tal que:

1. F(0,") = id
2. F(n,F(m,x)) = F(n+m,x), Vn,m € Z, Yx € M.

Observaciéon A.0.1. Si definimos para cada n € Z el mapa F,, : M —
M por F,(x) = F(n,z), tenemos que Fy, o F,, = F 4, Vn,m € Z. En
particular, f = Fy es un homeomorfismo (su inversa es f~1 = F_1) y se
cumple que F,, = f™. Por esto, un sistema dindmico discreto estd gen-
erado por un homeo f: M — M.

Definicion A.0.2. Un sistema dindmico continuo o flujo es una @ :
R x M — M continua tal que

1. QO(O, ) = idM
2. o(t,p(s,x)) =p(t+s,x), Vt,s eR, Vr € M.

Observacién A.0.2. Igual que en el caso continuo, si para cada t € R
definimos @y : M — M por ¢i(x) = @(t,x) se tiene que p; © s = Yris,
Vi, s € R.

Definicion A.0.3. Sea x € M.

111
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1. Si f: M — M homeo, la drbita de x es O(x)

n
2. Sip:RxM — M flujo, la érbita de x es O(x)
t

M. Sambarino

La érbita futura de x es OF(z) = {f"(z): n >0}.
La érbita pasada de x es O~ (z) = {f"(z) : n <

La érbita futura de x es OF(x) = {p(t, ) :
La drbita pasada de x es O~ (x) = {p(t,x) : t

Ejemplos:
1. M =S8'"={2€C: |z| =1} = R/Z. La identificacién estd dada

por exp : R/Z — S, con exp(t) = >,
Definimos la rotacion de dngulo o por Ry (z) = x + o (mod 1) o,

equivalentemente, R, (e?™) = e2milt+a)

. Si Q C R" es un abierto y f: Q — R"™ es C! tal que sup || f(z)]| <
€

o0. Consideramos la ecuacién diferencial z = f(z) (1). Tenemos
que ¢(t,z) = ¢(t,0,x) = tiempo ¢ de la solucién de (1) que en 0
pasa por x es un flujo en €.

Sea M una variedad compacta y X : M — TM un campo de
vectores tangentes de clase C''. Usando cartas locales, encontramos
que por cada = € M, 3 ¢, : R — M tal que ¢.(0) = = y
I (t)

5 = X(pz(t)), Vt € R. Si definimos ¢(t,x) = @, (t) tenemos

un flujo en M.

Sea M = T? = R?/Z? y sea m : R?> — R?/Z? la proyeccién
canénica. Sea X : R? — R? un campo de vectores tal que X ((z,y)+
(n,m)) = X(x,y), V(n,m) € Z* (X define un campo de vectores
en T?). Sea ¢ : R x R? — R? el flujo asociado a X en R2. En-
tonces, se cumple que ¢((z,y) + (n,m)) = @i(x,y) + (n,m), Vt €
R, (z,y) € R, (n,m) € Z2, ya que si definimos (t) = @;(z,y) +

n,m) = P(t) = X (4(1)) Luego, T, n,m) =
N 0(0) = (o) + Gy B O
¢i((z,y) + (n,m)). Entonces ¢ : R x T — T? ¢(t, 7(z,y)) =
7(p(t, (x,9))) es un flujo en T2.

Un caso particular muy importante es cuando X = cte = (1, a),
donde ¢(t,x) = x+t(1,a) y luego p(t, m(x)) = m(p(t, x)) se llama
flujo lineal de pendiente o en T2.
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Definicion A.0.4. Sea f: M — M un sistema dindmico discreto.
» Un punto p € M se dice fijo si f(p) = p.

» Un punto p € M se dice periddico si existe k > 1 tal que f*(p) = p.
Se llama periodo de p al min{k >1: f*(p) = p}.

La definicion para flujos es:

» Un punto p € M se dice punto de equilibrio (o singularidad) si
¢i(p) =p, Vt €R.

m La orbita por p € M se dice periddica si nno es una singularidad y
existe t > 0 tal que ¢i(p) = p, para algin t > 0. Se llama periodo
de p al min{t > 0: ¢(p) = p}.

Definicion A.0.5. Si f: M — M es un sistema dindmico discreto y
x € M, definimos el w-limite de x como

w(z, f)={ye M : Ing — +oo tal que f"*(x) — y}.
Andlogamente, definimos el a-limite de x como
alz, f)={ye M: Ingy — —oo tal que f"*(x) — y}.
Observacién A.0.3. a(z, f) = w(z, f71).
Las definiciones para flujos son:
w(xz) ={y e M : Ity — 400 tal que p(ty,x) =y} y
alx) ={y e M : Ity — —oo tal que p(tx,z) — y}
Observamos que

1. Si f: M — M y p es un punto periédico, entonces, w(p) = a(p) =
O(p).

2. Sea f : R — R homeomorfismo creciente y * € R. Entonces,
w(z) =0 o w(x) es un punto fijo.
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Definicion A.0.6. Un subconjunto A C M se dice invariante si

f(A) = A (caso s.d.d.)
{ wi(A) = A, Vt € R (caso flujo).

Observacion A.0.4. Si A es invariante, entonces f™(A) = A, Vm € Z.
Proposicién A.0.1. w(z) y a(x) son conjuntos cerrados e invariantes.

Demostracion: Lo hacemos en el caso f: M — M.
Observemos que w(z) = () {f"(x): n > k}. Luego, w(x) es cerrado.
k>1

Siy € w(x) = Ing, — +oo tal que f(x) — y. Sea m € Z. Entonces

frm(a) — f(y) = fM(y) € w(z).
La demostracién para el caso de flujos es andloga. O

Proposicién A.0.2. Sea ¢ flujo y OF(z) compacto. Entonces, w(z) es
conezo.

Demostracion: w(z) = () {¢(t,z): t >0} es una interseccién decre-
>0
ciente de compactos conexos. Luego, es conexa. O

Proposicién A.0.3. Si f : M — M (con M compacto). Entonces
w(x) no se puede descomponer en dos subconjuntos cerrados, no vacios,
disjuntos e invariantes. Es decir, siw(x) = AUB, con A, B cerrados e
invariantes y AN B = (), entonces A=0 o B =1.

Demostracion: Supongamos que podemos escribir a w(z) = AU B, con
f(A)=Ay f(B) =B, Ay B cerrados, no vacios y disjuntos. Sean U;
y Vi abiertos disjuntos que contienen a A y B, respectivamente. Sea,
U= f"YUy)nUy, V= f1(V1)N V. Ambos son abiertos y disjuntos,
AcCcU,BCcV.SiyeU = f(y) eUh,ysiyeV = f(y) € .
Como A C w(x) = Ing tal que f"(x) € U. Sea m; = min{m > ny :
f™(z) ¢ U} (existe pues B C w(x)). Se verifica que f™ (z) ¢ V (ya
que f™(z) € Uy). Anélogamente, Iny > my tal que f"2(z) € U. Sea
mo = min{m > ny : f™(z) ¢ U}. En general, dado ny > my_1 tal
que f™(z) € U, construimos que my = min{m > ny : f"(x) ¢ U}. Se
my — +00
verifica que: fme(z) € A° = w(z)N(U°NVE) £ 0, y esto
O™ (z) es compacto
es un absurdo. O
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Definicion A.0.7. Sea f : M — M wun sistema dindmico. Un punto
x € M es no-errante si YU entorno de x, se tiene que In > 1 tal que
MU)ynU #0.

Sip:Rx M — M es un flujo, decimos que x € M es no-errante si VU
entorno de x, 3t > 1 tal que o(U)NU # 0.

Notamos Q(f) = {x € M : x es no errante}, y lo llamamos conjunto no
errante.

Observacién A.0.5.
» Q(f) es cerrado e invariante.

» Sip es periddico = p € Q(f).

. w(x) C Q(f)
. SZJ?GM:>{ o(z) € Q(f)

Definicion A.0.8. Sea f: M — M un homeomorfismo. Definimos el
congunto limite de f como

L(f) = |J (a(z) Vw(2)).

zeM

Definicion A.0.9. Sea f : M — M un sistema dindmico. Sea x,y € M
y e > 0. Una e-cadena de x ay es un conjunto finito {xg, ..., z,} tal que
o=, Tpn =y Yy d(f(x;),ziy1) < € para 0 < i < n.

Decimos que x es recurrente por cadenas si para todo € > 0 existe
una e-cadena de x a x. El conjunto recurrente por cadenas R(f) es el
conjunto de los puntos recurrentes por cadenas

Proposicién A.0.4. El conjunto R(f) es compacto e invariante. Ade-

mds R(f/r(s)) = R([)
Demostracion. Ejercicio. O
Observacion A.0.6. Per(f) C L(f) C Q(f) C R(f).

Dindamica de la Rotacién: Consideremos R,(z) = = + a (mod 1).
Distinguimos dos casos:
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1. Casoae(@:seaazg, con (p,q) =1 = Ri(z) =x+0p
q
z (mod 1).

Entonces, x es periédico (y de perfodo ¢ !). Luego, Q(f) = S y
todo punto es peridédico con el mismo periodo.

2. Caso a ¢ Q : primero observemos que R, no tiene puntos periédi-
cos:
si Rl (z) =2 = z+na =2z (mod 1) = na =0 (mod 1) =
a € Q. Seax € S = w(x) C S! compacto e invariante. Supong-
amos que w(z) & S' = SN\w(z) = | Ij, donde cada I; es
JjeN

una componente conexa de S'\w(x). Observemos que como R,
es un homeo, tenemos que R, (I,) = I,; con n # n’. Mas atn:
RI(I;) N RIM(I;) = 0, Vn,m tales que n # m (de lo contrario, ex-
istirfa un punto periédico). Sin embargo, |Ry(1;)| = |Ry(1;)], ya
que R, es un movimiento rigido.

Conclusion: w(z) = S, Vo € St Es decir, Q(R,) = S y toda
6rbita (futura) es densa.

Dinamica del Flujo Lineal en T?: Tenemos el campo en R? dado por
Xo(z) = (1,c). Luego, ¢ = =+ t(1,a) es el flujo de X, en el plano.
Sea % (z) = m(¢f) el flujo lineal en T2.

Observamos que {0} x S1 es transversal al flujo (i.e., todas las érbitas
cortan (transversalmente) a {0} x S*. Si 2 € {0} x S!, fijémonos en el
“primer retorno”, es decir, la primera vez (en el futuro) en que la 6rbita
por z corta a {0} x S'. Vemos que ¢1(0,7) = (0,2) + (1,a) = (1,2 +a).
Luego, R(xz) = (z + «) (mod 1). Es decir, el retorno es la rotacién de
angulo «.

Conclusion:

1. Si a € Q, entonces todas las érbitas del flujo lineal c;;? son periédi-
cas. Q) = T? y w(z) = a(z) = O(z).

2. Si o ¢ Q, entonces todas las 6rbitas del flujo lineal c;;? son densas.
Q™) =T? y w(z) = a(z) = T?, V.

Corolario A.0.1. Sir es una recta de pendiente irracional en R?, en-
tonces w(r), su proyeccion en T?, es densa.
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Definicion A.0.10. z € M se dice recurrente en el {
pasado

{ z € w(x)

t
futuro } si

z € ax)
que x es recurrente.

}. Si x es recurrente en el futuro y en el pasado, decimos

Ejemplos:
1. Si p es periédico = p es recurrente.
2. Todo punto es recurrente segun la rotacién R, Va € R.

3. Todo punto es recurrente segin el flujo lineal p%, Vo € R.

A.1. Transitividad

Definicion A.1.1. Sean M espacio topologico y f : M — M un s.d.
Decimos que f es transitivo si 3x € M tal que O(x) = M.

Observacion A.1.1. Si M no es discreto, entonces f es transitivo <=
Az tal que w(x) = M o a(x) = M.

Demostracion: (<=) Obvio.
(=) Como M no es discreto y O(z) = M, concluimos que x € w(z) o
x € a(z). Entonces, O(z) C w(x) o O(z) C a(x). O

Proposicién A.1.1. Sean M espacio métrico completo (separable) sin
puntos aislados y f: M — M un s.d. Son equivalentes:

1. f es transitivo

2. dados A y B abiertos In > 0 tal que f"(A)N B # 0.
3. ARy residual tal que w(x) = M, Vx € R;.

4. 3Ry residual tal que a(x) = M, Vx € Rs.

Demostracion: 1) = 2) Sea v € M tal que O(z) =M —= w(z) =M
o a(x) = M. Supongamos que a(x) = M = dn; tal que f™(z) € By
Jng, con ng < ny tal que f"2(z) € A= f™m~"2(A)N B = 0.
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2) = 3) Sea {B,, : n > 1} una base numerable de la topologia. Defin-
imos A, ={y € M : f™(y) € B, para algin m > 0}. Luego, A, es a-
bierto y denso (por 2)). Tenemos que Ry = [ A, es residual. Sea z € Ry

n
y sea U abierto = dn tal que B,, C U. Luego, como = € A,, Vn ten-
emos que Im tal que f™(z) € B, CU = w(x) = M.

3) = 1) obvio.

La equivalencia con 4) es 1),2),3) con g = f~L. O

Corolario A.1.1. f: M — M es transitivo <= si A C M es abierto,
transitivo e invariante entonces A = M.

Observacion A.1.2. Si f : M — M es transitivo y ¢ : M — R
continua es tal que po f =@ = ¢ = cte.

Demostracion: Sea xg tal que Oxg = M = p(f"(x0)) = ¢(x0), Yn €
7. = ¢ es constante en un conjunto denso = ¢ = cte. ]

A.2. El shift de Bernoulli

Definicion A.2.1. f: M — M un homeomorfismo. Decimos que f es
expansivo si o > 0 tal que si d(f"(x), f"(y)) < a,Vn€Z =z =y
(o es llamada constante de expansividad).

Definicion A.2.2. Sea f: M — M un homeomorfismo. Decimos que
f es topolégicamente mixing si dados U,V abiertos cualesquiera, existe
m >0 tal que f"(U)NV £ 0 Vn > m.

Veamos un ejemplo que, entre otras propiedades, es expansivo y to-
polégicamente mixing.

Sea M = ¥ = {0,1}*. En {0,1} colocamos la topologia discreta y dota-
mos a X con la topologia producto. Luego, ¥ es compacto. Si definimos
d{zn},{yn}) = > %;nlm, obtenemos una métrica en ¥ compatible

nez
con la topologia. Dado {z,} € ¥ y N € N, definimos el N-entorno de
{xy,} como

N({l‘n}) = {{yn} €EX: Yp =y si |TL| < N}
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Se verifica que N ({z,}) constituye una base de entornos de {x,,}. Defin-
imos el shift a la izquierda o shift de Bernoulli (de dos simbolos) al
homeomorfismo o : ¥ — X tal que o({z,}) = {y,} donde y, = 21,
Vn € Z.

Teorema A.2.1. Sea 0 : ¥ — X el shift de Bernoulli. Entonces:

1. o es expansivo

2. Per(o) =%
3. o es transitivo y topologicamente mixing.

4. Para cualquier {z,} € ¥ su conjunto estable

W ({zn}) = {{yn} + d(0? ({yn}), 0’ ({20})) —; 0}

e inestable

W ({zn}) = {{yn} : d(0?({yn}), o’ ({xn})) —j—co O}
son ambos densos en X..

Demostracion: 1. Si{z,} # {yn} = Im € Z tal que zp, # ym =
dlo™™({zn}), 0™ ({tn})) > 1. Luego, cualquier « < 1 es con-
stante de expansividad.

2. Sea {z,} € ¥ cualquiera y fijemos un N entorno de {z, }. Defini-
mos {y,} como y, = x, si |n| < N y de forma periddica, es decir,
Yk@@eN+1)+j = Yj si =N <j < N.

3. Sean {x,} y {yn} dos puntos de X y fijemos U, un N; entorno de
{zn}, y V, un entorno Ny de {y,}. Tomemos m > N; + 2Ny + 1
y sea k > m cualquiera. Definimos {z,} tal que: 2z, = x, si |n| <
N1, Zjsn = Yn si |n| < Nay. Resulta entonces que o*(U) NV # 0.

4. Basta observar

WS({‘TTL}) = {{yn} ! Yn = Tn, Vn >k para algin k € Z}

WU({xn}) = {{yn} ! Yn = Tpn, Vn < k para algin k € Z}
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A.3. Equivalencia dinamica

Terminamos este capitulo definiendo cuando dos sistemas dinamicos
son iguales”.

Definicion A.3.1. Sean f,g : M — M dos sistemas dindmicos. Dec-
1mos que son conjugados si existe un homeomorfismo h : M — M tal
que ho f=goh.

Para el caso de flujos tenemos las siguientes definiciones.

Definicion A.3.2. Sean ¢4, dos flujos en M. Decimos que son con-
jugados si existe h : M — M homeomorfismo tal que ho ¢y = o h para
todo t € R.

Se dice que los flujos ¢,y son orbitalmente equivalentes si existe
h: M — M tal que h(Og,(z)) = Oy, (h(x)).

La conjugacién entre sistemas dindmicos preserva todas las propieda-
des dinamicas, por ejemplo:

Teorema A.3.1. Sea M compacto y sean f: M — M yg: M — M
dos homeomorfismos conjugados por un homeomorfismo h : M — M
Entonces:

1. p es periddico por f sii h(p) es periddico por g.

2. p es recurrente por [ sii h(p) es recurrente por g.

3. h(w(z, f)) = w(h(z),g).

4. Q) = Q).

5. f es transitivo sii g es transitivo.

6. f es topoldgicamente mixing sii g es topoldgicamente mixing.

Demostracion. Ejercicio O
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